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Resumo

A conexao entre a teoria de cohomologia local e a teoria de representacao secundaria
e ideais primos anexados foi exposta nos trabalhos de R. Y. Sharp e I. G. Macdonald
e mostrou-se bastante prolifica, uma vez que foram estabelecidas condi¢oes de anula-
mento e nao anulamento de determinados modulos de cohomologia local. Neste traba-
lho, provamos que, para determinadas condigdes, o dual de Matlis (generalizado) de um
moédulo M, Dg(M), sobre um anel semi-local R, é Artiniano e, portanto, representavel.
Sob estas condigdes, mostramos que Attg Dr(M) = AssM. Além disso, descrevemos os
conjuntos de primos anexados de alguns moédulos de cohomologia local e médulos via
co-localizagao. Por exemplo, mostramos que o conjunto dos ideais primos anexados do
modulo de cohomologia local H im(R)(R) ¢ justamente o conjunto de ideais primos de

R que satisfazem a condicao do Teorema de Anulamento de Lichtenbaum—Hartshorne.

Palavras-chave: Representacao secundaria, Primos anexados, Dualidade de Matlis,

Co-localizacao, Cohomologia local.



Abstract

The connection between the theory of local cohomology and the theory of secondary
representation and attached prime ideals is exposed in the work of R. Y. Sharp and
[. G. Macdonald and it displayed itself as very prolific since the statement of various
conditions of vanishing and non-vanishing for some local cohomology modules. In this
work we show that, in some conditions, the (generalised) Matlis dual Dg(M) of a
module M over a semi-local ring R is Artinian, hence representable. Under the same
conditions we show that Attr(Dgr(M)) = Ass(M). We also describe the set of atta-
ched primes of co-localisations of modules and of some local cohomology modules. The
use for the latter is, as an example, to describe the set of attached primes of the top
local cohomology module Hflhm(R)(R) as the set of prime ideals of R which satisfy the

condition of Lichtenbaum-Hartshorne Vanishing Theorem.

Keywords: Secondary representation, attached primes, Matlis duality, co-localisation,

local cohomology.
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Introducao

No ano de 1973, I. G. Macdonald introduziu em seu artigo pioneiro, Secondary
representation of modules over a commutative ring, Sympos. Math. 11 (1973) 23-43,
uma teoria dual a teoria de ideais primos associados e decomposi¢ao priméaria, chamada
representacao secundaria de modulos. Os ideais primos que estao no coracao desta
teoria sao conhecidos como ideais primos anexados e sua relagao com a teoria de ideais
primos associados é enfatizada pela igualdade Attgr(D(M)) = Ass(M), onde D(M)
denota o dual (generalizado) de Matlis de um R-mdédulo finitamente gerado M, com
R semi-local Noetheriano, e Attz(D(M)) denota o conjunto de ideais primos anexados
do dual de Matlis D(M).

Se, além disso, o anel semi-local R for .J-completo, onde J denota o ideal de Ja-
cobson de R, entao, segue do isomorfismo DD(M) = M, que Attg(M) = Ass(D(M)).
Esta ultima igualdade nos permite obter uma descrigao para o conjunto Attg(M) em
termos dos ideais primos associados do dual de Matlis de M. Desse modo, surge na-
turalmente o seguinte questionamento: é possivel, obter uma descricao para AttgM,
qualquer que seja M?

I. G. Macdonald mostrou em [I3] que médulos Artinianos sdo representdveis. Uma
vez que tais modulos sao representaveis, os mesmos admitem a existéncia, determinada
pela representacao secundaria, do conjunto dos ideais primos anexados. Mas o conjunto
de modulos representaveis contém estritamente o conjunto de moédulos Artinianos.
Por exemplo, em [21] vé-se que os médulos injetivos, sobre um anel Noetheriano, sdo
representaveis. Neste caso, também obtém-se uma descricao do conjunto dos ideais
primos anexados para os injetivos, Teorema |1.32]

Em geral, determinar o conjunto dos ideais primos anexados de um dado mdédulo
M nao é uma tarefa facil, visto que a pergunta acima nao possui hipoteses suficientes
sobre o anel R e o R-médulo M. No entanto, para certas hipéteses, podemos esta-
belecer alguns resultados significativos. Por exemplo, [. G. Macdonald e R. Y. Sharp

mostraram que, se (R, m) é anel local, M um R-mdédulo nao-nulo, finitamente gerado



e cuja dimensao de Krull é s, entao
Attp(H (M) = {p € Ass(M) : dim R/p = s}

e H: (M) # 0.

Através desse resultado, vé-se claramente uma conexao entre a teorias de repre-
sentacao secundaria e ideais primos anexados com a teoria de cohomologia local. Essa
relagdo foi estudada inicialmente por I.G. Macdonald e R. Y. Sharp em [T4].

Para explorar ainda mais essa conexao, seria bom ter uma classe de exemplos para
que possamos determinar facilmente os ideais primos anexados de um dado mddulo.
Desse modo, este trabalho tem como objetivo descrever os conjuntos de ideais pri-
mos anexados de alguns mdédulos de cohomologia local e médulos via co-localizacao.
Para este fim, discorremos sobre os artigos [13], [20], [22], [21], os quais apresentam
informacoes e descobertas a respeito do tema.

Para nossos objetivos, seguiremos o seguinte roteiro:

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos de representacao secundaria e ideais pri-
mos anexados de um maddulo M. Além disso, provamos que modulos Artinianos sao
representaveis. Demonstramos a unicidade da representacao secundaria e mostramos
que médulos injetivos sobre um anel Noetheriano sao representaveis.

No Capitulo 2, expomos alguns resultados sobre cohomologia local. Por exemplo,
mostramos que, sob certas hipdteses, um dado modulo de cohomologia local é Artini-
ano. Além disso, expomos os classicos teoremas de anulamento e nao anulamento de
Grothendieck e o teorema do nao anulamento de Lichtenbaum-Hartshorne.

No Capitulo 3, nosso objeto de investigacao é o conjunto dos ideais primos anexados
de alguns modulos de cohomologia local. Mais especificamente, para M um R-mddulos
finitamente gerado e (R, m) anel local, consideramos os médulos de cohomologia local
com suporte em um ideal maximal HZ (M), e os médulos HI™E(R), com M # 0. Tais
modulos sao Artinianos, e assim, obtemos uma descricao de seus conjuntos de ideias
primos anexados. Além disso, apresentamos o conceito de co-localizacao de um maodulo,
provamos, via dualidade de Matlis, a relacao, de igualdade entre os ideais primos asso-
ciados de um médulo finitamente gerado sobre um anel semi-local Noetheriano com os
ideais primos anexados do dual de Matlis do médulo em questao, e por fim, mostramos
que, para um anel local (R, m) completo, se M é um R-moédulo representavel, entao
a co-localizagdo de M relativa ao conjunto multiplicativo S = R\ p, é representdvel,
com p € Spec R.

Finalmente, os Apéndices[A] [B]sao dedicados aos seguintes tépicos complementares:

Completamento e Mdédulos injetivos, respectivamente.



Capitulo 1

Representacao secundaria de

modulos sobre um anel comutativo

Neste capitulo introduzimos os conceitos de representacao secundaria e ideais pri-
mos anexados de médulos sobre um anel comutativo. Além disso, demonstramos alguns
resultados importantes referentes aos modulos representaveis, por exemplo, mostramos
que se um R-moédulo M possui uma representacao secundaria minimal, entao, esta
representacao é unica. Nao obstante, mostramos que mddulos Artinianos sao repre-
sentaveis e modulos injetivos sobre um anel Noetheriano sao representaveis.

Em relacao a teoria de representacao secundéria de médulos, muitos dos resultados
abordados neste capitulo tomam como base as referéncias [13], [22], [21] e [11] de I.

G.Macdonald, R. Y. Sharp e D. Kirby, respectivamente.

1.1 Conceitos basicos

Como ponto de partida para um mergulho na teoria de representacao secundaria de
modulos, ou pelo menos em uma pequena parte, consideramos R um anel comutativo
com unidade. E importante ressaltar a existéncia de uma generalizacao da teoria de
representagao secundaria de médulos sobre anéis nao-comutativos [2]. No entanto,
nossa abordagem estd baseada, como ja mencionado, no artigo de I. G. Macdonald
[13].

Definicao 1.1. Um R-médulo M # 0 diz-se secunddrio quando, para cada x € R, o

endomorfismo
Pz, M * M— M

m— xm

for sobrejetor ou nilpotente. Em outras palavras, M = M ou "M = 0 para algum

numero inteiro n > 0.



1. Representacao secundaria de médulos sobre um anel comutativo

Proposigao 1.2. Se M é um R-médulo secunddrio, entdo nil(M) := /Anng(M) é

um ideal primo em R.

Demonstra¢ao. Sejam a,b € R tais que ab € nil(M). Logo existe n € N tal que
(ab)"M = 0. Se b ¢ nil(M), entdo @y ps ¢ sobrejetora, i.e., b M = M. Logo,

0= (ab)"M =a"b"M = a" M.

Ou seja, a € nil(M) e portanto, nil(M) € Spec R.
[

Definigao 1.3. Se M é um R-mdédulo secundério e nil(M) = p € Spec R, dizemos que

M ¢é p-secunddrio.

Exemplo 1.4. Se A é um dominio integral, entdo seu corpo de fragoes, K(A), é
um A-médulo (0)-secundério. De fato, dado x € A e supondo que ¢, x4y nao é
nilpotente, tem-se que 2" K (A) # 0 para qualquer n € N. Em particular, K (A) # 0.
Como A C K(A) e zK(A) # 0, existe x7! € K(A) tal que 1 € zK(A) e portanto,
rK(A) = K(A). Isto garante que K(A) é um médulo secundario. Além disso, K (A) é

claramente (0)-secundario.

Exemplo 1.5. Se A é um anel local com ideal maximal m e se cada elemento de m é
nilpotente, entao A é um A-modulo m-secundério. De fato, seja x € A. Como A é um
anel local, segue que A\m C A*. Desse modo, se z € A\m, entao ¢, 4 ¢ sobrejetora. Do
contrério, segue-se que ¢, 4 ¢ nilpotente uma vez que todo elemento em m ¢é nilpotente.
Além disso, como nil(A) € Spec A e m C nil(A4), segue da maximalidade de m que

m = nil(A4). Portanto, A é m-secundério.

Proposicao 1.6. Somas diretas finitas de moédulos p-secundarios sao modulos p-

secundarios.

Demonstracao. Basta provar a validade do resultado para n = 2. De fato, sejam M e
M;y R-médulos p-secunddrios. Agora, consideremos o R-médulo M = M; & M, e um
elemento z € R de modo que ¢,y nao seja sobrejetora, isto é, M # xM, o que implica
em xM; # My, ou xMs # M,. Se considerarmos xM; # M, entao existe n > 0 tal
que z"M; = 0, isto é, x € nil(M;). Como nil(M;) = nil(M,), existe m > 0 tal que
™M, = 0. Fazendo k = max {n, m}, obtemos z*(M, & M) = 0, ou seja, x € nil(M)

e, portanto, M é secundario.

Para mostrar que M é p-secundario, basta notar que nil(M) = \/Anng(M; & M,) =
\/AHDR(Ml) N AIII]R(MQ) = \/AI]IIR(Ml) N \/AHHR(MQ) =p.

[]



1. Representacao secundaria de médulos sobre um anel comutativo

Proposigcao 1.7. A imagem de um R-médulo p-secundério, por um homomorfismo

nao-nulo de R-mdédulos, é p-secundério.

Demonstracdo. Seja ® : M — M’ um homomorfismo nao-nulo de R-médulos, onde M
¢ p-secundario. Desse modo, Para o € R temos que ¢, )s ¢ sobrejetora ou nilpotente.

Se ¢g ar € sobrejetor, entao

ramn) i P(M) — (M)

ne=rn

é sobrejetora pois,
Pz (P(M)) = 2®(M) = (zM) = &(M).
No entanto, se z € nil(M), entao existe k > 0 tal que z¥M = 0. Daf obtemos que
2k ®(M) = ®(2FM) =0,

isto é, vz a(a € nilpotente e, portanto, ®(A/) é secundario.
Para a verificagdo de que ®(M) é p-secundario, demonstraremos as seguintes in-

clusoes:
Anng(M) C Anng(®(M)) C /Anng(M).

Para a primeira inclusao, seja x € Anng(M). Como ¢ é homomorfismo, segue que
z®(m) = ®(xm) para qualquer ®(m) € ®(M). De x € Anng(M) segue que xM = 0,
isto é, zm = 0 para todo m € M. Logo, ®(zm) = 0, ou seja, € Anng(P(M)).

Para a segunda inclusdo, consideremos z € Anng(®(M)), logo x®(m) = 0 para
todo m € M. Isto implica em M C Ker(®) C M, ou seja, ¢, ndo é sobrejetora.
Assim 2" M = 0 para algum 7 > 0 e, portanto, Anng(®(M)) C y/Anng(M), pois M é
secundério.

[

Corolario 1.8. Seja M um R-médulo, p € SpecR e My, ..., M, submédulos p-secundérios
de M. Entao Z M; é p-secundario.

i=1



1. Representacao secundaria de médulos sobre um anel comutativo

Demonstra¢ao. Como cada M; é nao-nulo, segue que Z M; # 0. Uma vez que
i=1

=1 i=1

'
(my,...,m,) +—> Zmi
i=1

'
é sobrejetora e @);_, M; é p-secunddrio, segue que E M; é p-secundario. n

i=1
Observagao 1.9. Segue da Proposicao 1.7 que o quociente nao-nulo de modulos p-

secundarios é p-secundario.
Proposicao 1.10. O anulador de um R-médulo p-secundério é um ideal p-primario.

Demonstragao. Seja I = Anng(M), onde M denota um R-mdédulo p-secundério. Seja
ab € I e suponhamos que 0" ¢ [ para todo n > 0. Como M é secundario, segue que
wp 1 € sobrejetora, logo 0 = ab(M) = a(bM) = aM. Com isso obtemos que a € I e
assim, I é primario. Além disso, notemos que /I = \/Anng(M) = p. Portanto, I é

p-primario. [l

Proposicao 1.11. Seja M um R-mddulo nao-nulo e seja p um ideal primo em R.

Entao M é um médulo p-secundario se, e somente se,

1. r€ RerM # M implica r € p, e

2. p C \/Anng(M).

Demonstracao. Considerando M p-secunddrio, segue que p = \/m. Além
disso, para r & p, temos que rM = M. Assim, 1 e 2 sdo imediatos.

Reciprocamente, suponhamos 1 e 2. Consideremos r € R tal que r ¢ \/m ;
entao, por 1 e 2, r & perM = M. Assim, M é secundario. Agora consideremos
r € R tal que r € p. Desse modo, segue que rM = M e r*M = M # 0 para todo

k € N, isto é, r & y/Anng(M). Portanto, p O y/Anng(M). Isto garante que M é

p-secundario. O

1.2 Representacao secundaria

Nesta secao, apresentamos o conceito de representacao secundaria de modulos.
Além disso, provamos que, se um modulo M é representavel, entao sua representacao

minimal é Unica.



1. Representacao secundaria de médulos sobre um anel comutativo

Uma representacao secunddria de um R-moédulo M é uma expressao de M como
T

soma finita de submoédulos secundarios. Seja M = E N; uma representacao secundaria
i=1 o
com N; C M p;-secundério para cada 7. Uma tal representacao diz-se minimal quando:

1. pi e p; sao ideais primos distintos em R para 1 <i # j <1

2. paratodo j =1,2,...,7, temos N; € ZNi‘
o
Observacao 1.12. Se um R-mdédulo M é representavel, podemos obter uma repre-

sentagao secundaria minimal.

Estudaremos sob quais condi¢oes a decomposicao minimal de um moédulo repre-
sentdvel é tnica. A fim de fazer isso, consideramos o submdédulo My = (o tM,

onde cada T é subconjunto multiplicativamente fechado em R. Além disso, se T = (),
definimos M) = M.

Proposicao 1.13. Seja M = M; + ... + M, um R-médulo, onde M; é um submédulo
pi-secundario, e seja T' um subconjunto multiplicativamente fechado em R. Se T possui

intersecao vazia com Py, ..., p; € nao-vazia com P 1, ..., Px, entao My = My + ... + M;.

Demonstra¢ao. Suponhamos que t € T. Assim t & p;, com ¢ = 1,2,...,], e tM =
tMy + ... +tMy 2 My + ... + M,;. Portanto, Mz 2 My + ... + M.

Reciprocamente, quando p; N T # (), para i = [+ 1,....k, existe t; € p;, N T e
t = Hfﬂti ep,NT parai =1+ 1,...,k. Mas p; = /Anng(M;); assim, existe um
inteiro w > 0 tal que tYM; = 0, para cada ¢ = [ + 1,..., k. Contudo, t* € T, assim
tY & p; com ¢ =1,...,1. Portanto, t“M; = M; paracadai=1,....] e

M(T) Q th - thl + ...+ thk = M1 + ...+ Mb

O que encerra a prova. ]

Agora consideremos M um R-moédulo representavel. E inevitavel o surgimento
natural da seguinte questao: tal representacao é tinica? A solugao para este problema

é afirmativa e sua demonstragao é o conteudo do seguinte Teorema:

Teorema 1.14. Sejam M = My+...4+ My e M = M| +...+ M/ duas representagoes se-
cunddrias minimais de M, onde M; e M} sio R-mddulos p;-secunddrio e p’;-secunddrio,
respectivamente, com 1 <i <k el < j <. Entao, k =1 e os conjuntos {p1,...,px} €

{p}, ..., p;} coincidem.
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Demonstragio. Sejapum dos py, ..., pr. B suficiente provar que p pertence a {p/, ..., p}
Primeiro renumeramos M;, MJ’ tal que p D p; para 1 < i < m, p = p,, p 2 p; para
m<i<k p2p;paral <j<n, p2p;paran<j<Il PondoT = R\ p;segue da
Proposicao que

M+ ...+ My = Mgy =M + ...+ M,

Suponhamos p D p;- para 1 < 7 < n; assim, existe r € p tal que r € p; para
IL<i<mergyp,paral <j<n. Agora, r € p = /Anng(M,,) implica r'M,, = 0
para algum inteiro t > 0, r &€ p; = \/Anng(M;) implica rM; = M;, com 1 < i < m, e
r & p; = /Anng(Mj) implica r M} = M;. Portanto,

Ml —|— T Mm—l = TtM(T) = M{ 4+ ... + M;L,

Ml + ...+ Mm,1 - Ml + ...+ Mm,

o que contraria a minimalidade da decomposicao M; + ... + M}. Consequentemente,

p = p} para algum j satisfazendo 1 < j < n, e o teorema estd provado. O

1.2.1 Modbdulos Artinianos admitem representacao secundaria

Um R-médulo nao-nulo M é irredutivel quanto a soma se a soma de dois quaisquer

submoédulos préprios de M ainda é um submoédulo proprio em M.

Lema 1.15. Seja M um R-médulo Artiniano. Se M é nao-secundario, entao existem

submodulos proprios Ny, Ny de M tais que M = Ny + Ns.

Demonstracgao. Seja M nao-secundédrio. Entao existe r € R tal que r ¢ nil(M) e

rM C M. Consideremos a seguinte cadeia decrescente de submoédulos
M>rM2Dr*MD ..

Como M é Artiniano, existe t > 0 tal que r'M = r*™M para todo n € N. Fixemos
Ny = rM e Ny = Anny(r'R). Notemos que N; e Ny sdo préprios em M. Além

!, Com isso, obtemos que

disso, para m € M, existe m' € M tal que r'm = r!
m—rm’ € Anny(r'R) = Ny. Como rm’ € Ny, segue que m = m—rm/+rm’ € Ni+ Ny

e portanto, Ny + Ny = M. O]

Teorema 1.16. Todo R-mddulo Artiniano M admite representacdo secunddria.
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Demonstracao. Denotemos por § a familia de submédulos de M que nao podem ser
escritos como soma finita de médulos secundérios. Suponhamos que § # 0. Da Arti-
nianidade de M, obtém-se que § possui um elemento minimal, a saber, N. Notemos
que N nao ¢é secundario, logo N = Nj + N, para certos submodulos préprios Ny C N e
N5 C N. Pela minimalidade de N, N; e Ny sao formados por somas finitas de médulos
secundarios e assim, por conseguinte, N também é representavel. Esta contradicao

mostra que § = () e portanto, M é representével. O

1.3 Ideais primos anexados

O conceito de ideal primo anexado de um moédulo M esta intimamente relacio-
nado com sua representagao secunddaria (caso M seja representdvel). Além disso, sua
importancia em cohomologia local consiste no fato de, através do conjunto de ideais pri-
mos anexados, obtermos condi¢oes de anulamento e nao anulamento para um maodulo
de cohomologia local.

Um ideal primo p € Spec (R) é chamado ideal primo anexado do R-médulo M se
existe algum submddulo U de M tal que p = nil(M/U). Denota-se o conjunto dos

ideais primos anexados de um moédulo M por Attgr(M).

Lema 1.17. Seja M = )" | N; uma representacao secunddria minimal de M, com N;
p;-secundério para 1 <1i < n. Se ) é um quociente de M tal que nil(Q) = p € Spec R,

entao, p ¢ igual a um dos p;, 1 <17 < n.

Demonstragao. Seja QQ = M /L, onde L denota um submdédulo de M. Organizando os
N; (se necessario), colocamos N; Z L paral <i<reN; C Lparar+1<1i<n.

Entao
,

M/L = i(z\@ +L)/L =Y (N;+L)/L.

i=1 i=1

Como (N; + L)/L = N;/N; N L é p;-secundario, para cada 1 < i < r, temos que

T

p=nil(M/L) = | Anna(Y_(Ni+ L)/L) = s

i=1
logo p = p; para algum 1 <7 <. O]

Na secao anterior vimos que, se um R-médulo M possui representacao secundaria
minimal, esta sera tunica. O seguinte Teorema nos permite, através da representagao

secundaria minimal de um R-mdédulo M, determinar o conjunto Attz(M).
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Teorema 1.18. Seja M = Ni + ... + N, uma representa¢ao secunddria minimal do
R-mddulo M, com p; = nil(N;). Entao Attr(M) = {p1,...,pn}

Demonstra¢ao. Uma vez que L = M /(Ny + ...+ N;_1 + Niy1+, ..., N,,) é um quociente
nao-nulo de N;, L é p;-secundario. Assim, {py,...,p,} C Attg(M). A reciproca segue
do Lema [I.17] 0

Lema 1.19. Seja M um R-moédulo representavel. As seguintes afirmagoes sao verda-

deiras:
1. Attg(M) # 0;

2. min Attg(M) = min V(Anng(M)). Em particular,

dim(R/Anng(M)) = max{dim(R/p) | p € Attg(M)}.

0 M’ M M'——0

¢ uma sequéncia exata de R-mddulos, entao

Attr(M") C Attr(M) C Attr(M") U Attg(M").

n

Demonstragao. 1. Se Attp(M) =0 e M = ZNZ' denota uma representagdo minimal

i=1

do R-médulo M, com p; = nil(V;) € Spec R, entdo obtemos que algum N; é nao-nulo
e, portanto, p; € Attg(M) absurdamente.

2. Inicialmente notemos que Attgr(M) C V(Anng(M)). Como M é representével,

obtemos a seguinte igualdade,

V(Amgp(M) = |J V(p).

pEAttR (M)

Agora, consideremos q € min Attg(M) C V(Anng(M)) = Upeappon V' (0). Se a €
V(Anng(M)) é tal que q O a, entdo q 2
q € min Attg(M), segue que q = p e portanto, ¢ € min V(Anng(M)).

a O p para algum p € Attgz(M). Como

Reciprocamente, seja b € min V(Anng(M)). Como

minV(Amg(M) € |J  V(p).
pEAtt R (M)

existe p € Attg(M) tal que p C b. Segue-se entao que b € Attgr(M). Além disso, para

10



1. Representacao secundaria de médulos sobre um anel comutativo

qualquer g € Attg(M) tal que q C b, obtemos q = b, uma vez que
Attr(M) C V(Anng(M)).

3. A primeira inclusao segue diretamente da definicao de ideais primos anexados.
Para a segunda, seja p € Attg(M) e N um submdédulo de M tal que M/N seja p-
secundério. Se M’ + N = M entdao M/N é um quociente nao-trivial de M’, assim
p € Attgr(M’). Se M'+ N # M entao M/(M'+ N) é uma quociente nao-trivial de M”
bem como de M /N, assim M” possui um quociente p-secundario e p € Attg(M”). O

Segue do item 3 acima que, se My, ..., M, sao R-modulos representaveis, entao

My & ... ® M, é representavel e
Attr(My & ... ® M,) C UAttRMi.
i=1

Observacao 1.20. Note que pela Proposicao [1.24] e pelo Teorema temos que, se
M é um R-modulo representavel e se p € Spec R, com R um anel Noetheriano, entao,
p € Attg M se, e somente se, existe uma imagem homomorfa de M que possui anulador

igual a p.
Proposicao 1.21. Seja M um R-médulo Artiniano, e seja r € R. Entao
1. rM = M se, e somente se, 1 € R\UpeAttRMp; e

2. nil(M) = Nyeasspnr P-

Demonstragdo. Inicialmente suponhamos que M # 0 e consideremos M = Y  N;
uma representagao secundaria minimal de M.

1. Sejar € R\ UpeAttRMp; entao rN; = N; para todo ¢ = 1,2,...,n e assim,
rM = M. Por outro lado, se r € p; para algum j com 1 < j < n, entdao r"N; = 0 para

um inteiros h suficientemente grande, e assim
"M = 1" Ny 4+ ...+ "N; + ..+ "N, C Ny + ...+ N; + ... + N,, C M,
j& que a representagao secunddria M = > | N; ¢ minimal.
2. Basta notar que nil(M) = (), nil(N;) = (i, bs. O

Lema 1.22. Seja (R,m) um anel local e M um R-mddulo Artiniano. Entao M é

finitamente gerado (e assim de comprimento finito) se, e somente se, AttgM C {m}.

Demonstracao. Quando M é de comprimento finito, existe h € N tal que m"M = 0,

desse modo que M é 0 ou m-secundario. Reciprocamente, se M # 0, entao, pela

11
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Proposicao m (2), existe h € N tal que m"M = 0 e, portanto, M é de comprimento
finito. O

Proposicao 1.23. [I8, Proposi¢ao 5.2] Seja M um R-médulo Artiniano e N um R-

modulo de apresentacao finita. Entao
AttRM QSR N = AttRM N SuppRN

Proposicao 1.24. [14, Proposigao 1.4] Seja R um anel Noetheriano e suponha que o
R-médulo nao nulo M possua uma representacao secunddria minimal M = > N,
com N; p;-secundario para cada 1 <4 < n. Considere p € Spec R. Entao p é igual a um

dos p;, ..., P, se, e somente se, existe um moédulo quociente N de M tal que (0: N) = p.

Demonstracao. Como N é uma imagem homomorfa de R™ para algum m, M ®r N é

uma imagem homomorfa de M™ para algum m. Consequentemente,
AttrM @p N C AttpM™ = Attr M.

Uma vez que AnngN C AnngM ®p N, algum p € AttgM @z N deve conter Anng/N,
ie., p € SupppN.

Agora, seja p € Attg M NSupppN. Entao M possui um quociente B, p-secundario,
tal que p = AnngB. Multiplicagao por um elemento a € R em B®gr N é zero se a € p

e sobrejetor se a € R\ p. Agora, por [I8, Lema 5.1], temos que

visto que pR,Hompg(R,, B) = 0. Agora Hompg(R,, B) e N,/pN, sdo R,/pR,-espagos
vetoriais nao nulos. Segue que Hompg(R,, B ®r N) # 0 e, portanto, B ®r N # 0. Dai
segue que B®pg N é p-secundério e, uma vez imagem homomorfa de M ®g N, obtemos
p e AttgkM @ N. m

Lema 1.25. [16, Teorema 23.2] Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis Noethe-

rianos. Seja M um R-moédulo e N um S-moédulo plano sobre R, via ¢. Entao

1. parap € SpecRe N/pN # 0, tem-se Spect)(Assg(N/pN)) = Assg(N/pN) = {p},

onde Spec 1) é o morfismo contravariante associado.
2. Assg(M ®@r N) = Upensspar) Asss(N/pN), para M e N finitamente gerados.

Desse modo, sendo (R, m) um anel Noetheriano local, M um R-mdédulo finitamente

gerado e considerando o homomorfismo natural ¢ : R — R, onde R denota o com-

12
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pletamento m-adico, entao, segue do Lema que

AsspM = {PNR:P € Ass, M}

Assp(M) = |J Assz(R/pR).
pEAssg(M)
Lema 1.26. [0, Segao 8.2] Sejam R e R’ anéis comutativos Noetherianos e considere

f: R — R’ um homomorfismo de anéis. Seja M’ um R’ mddulo representavel. Entao,

M’ possui uma representacao secundaria como R-médulo e
Attr(M') = {f71(p") : p’ € Attr/(M')}.

Desse modo, segue do Lema [1.26| juntamente com o Lema que, para um R-

modulo Artiniano M, obtemos

Attr(M) ={BNR:P e Attz(M)}.

1.4 Modbdulos injetivos sobre um anel Noetheriano

sao representaveis

Uma vez demonstrada a existéncia de moédulos injetivos, Teorema |B.5| mostra-
mos nesta secao, que tais modulos ocupam um lugar no conjunto dos médulos repre-
sentaveis, isto é, mdédulos injetivos sobre um anel Noetheriano sao representaveis. Com

isso, amplia-se nossa gama de exemplos sobre mdédulos representaveis.

Lema 1.27. Seja q um ideal p-primério em R e seja £/ um R-moddulo injetivo. Entao

(0 :g q) se nao-nulo, é p-secundario.

Demonstragao. Seja r € R. Se r € p = /q, entao r" € q para algum n € N.
Desse modo, temos que r € nil(0 :x q). Por outro lado, se r ¢ p, mostraremos
que (0 :g q) = r(0 :g q). De fato, seja z € (0 :g q). Consideremos os seguintes

homomorfismos:

a: R/q—R/q e ®: R/q— E
m— rm b br
Notemos que a e ¢ estao bem definidas e o é um monomorfismo. Como £ é um modulo

injetivo, podemos estender o seguinte diagrama

13
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onde ® = ta. Assim, z = ®(1) = ¥(a(1)) = ¥(rl) = r¢(1). Consequentemente,
¥(1) € (0 :x q) implica em z € r(0 :g q) e portanto, (0 :x q) = 7(0 :z q). O

Lema 1.28. Sejam q1, g2, ..., elementos de Spec R e £ um R-mddulo injetivo. Entao,

D (0:5q:) = (0:5 M y40).

i=1

Demonstracgao. Seja © € (0 :g N,q;). Consideremos também os homomorfismos
naturais 7: R— R/N,;q; e m: R— R/q; paracada:=1,2,...,n. Desse modo,

a seguinte aplicagao é, para todo r € R, um monomorfismo bem definido

§:R/N 0 — EPR/a

w(r) —— (m(r),m(r), ..., m(r)).

Além disso, consideremos o homomorfismo

n:R/N_ ¢ — E

w(r) — n(n(r)) =rzx.
Como FE ¢ injetivo, podemos estender o seguinte diagrama:

E

Miadi ¢

R n
0 - D r/a
i=1
onde n = ( o &. Agora notemos que z = n(w(1)) € Im(¢) e Im(¢) C Z 0:g g;). Dai,
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segue que

(0:p ﬂ q:) C Z(O ‘E Qi)

Como a inclusao Z(O £ q;) C(0:p ﬂ q:) ¢ imediata, obtemos o resultado desejado.
i=1 i=1
O
Definicao 1.29. Um R-mdédulo injetivo F é chamado um cogerador injetivo de R se,
para cada R-moédulo X e cada elemento nao-nulo x € X, existe um homomorfismo
¢ : X — F tal que ¢(x) # 0.

Teorema 1.30. Seja E um R-modulo injetivo, com R um anel Noetheriano. Entao
E possui uma representacao secunddria e AttgE C Ass(R). Mais precisamente, seja
Nizgqi = (0) uma decomposicao primdria minimal do ideal nulo de R, com q; p;-

primdario para cada v = 1,2, ...,n. Entao,

e, para cada i =1,2,....n, (0 :g q;) € nulo ou um maodulo p;-secunddrio.
Além disso, se j € um inteiro tal que 1 < j<neJ={1,...,7—1,j+1,..,n},

entao B = E (0 :5 q;) se, e somente se, [\, 9 anula E; consequentemente, se E € um

cogerador injetivo de R, entao a igualdade em € uma representacao secunddria
minimal para E e AttgE = Ass(R).

Demonstragao. Pelo Lema segue que (0 :g q;) é nulo ou p;-secundério e, pelo
Lema [1.28], temos que

n n

E=0:30)=)Y (0:pq)=(0:35()a0)

i=1 =1

O mesmo lema fornece as informacgoes de que, se o inteiro j satisfaz 1 < j < n, entao

Z(O £ qi) = (0:g ﬂ q;). O tltimo médulo é claramente igual a E < (), q; anula
ieJ ieJ

E.

Por outro lado, se assumirmos que E é um cogerador injetivo de R, mostraremos
n

que E = Z(O :g ;) ¢ uma decomposigao secundaria minimal e AttgE = Ass(R). De
i=1
fato, para cada j = 1, 2, ..., n, notemos que

nqicﬂqi:HE:(O B ﬁqi)DZ(O B 4i)-

ieJ ieJ
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Como (), qi # (0), basta provar que b nao anula £, para um ideal b C R\ (0) qualquer.
Para tal, seja y € b\ (0). Uma vez que E é um cogerador injetivo de R, existe um
homomorfismo ¢ : R — E tal que ¢(y) # 0. Entao yo(1) = d(y) # 0, assim, ¢(1) € E
que nao é anulado por y e desse modo, nao anula b. Portanto, AttgF = Ass(R).

]

Assumindo que R é Noetheriano e E um R-médulo injetivo, daremos uma descri¢ao
de AttgFE. Para tal, faremos o uso de argumentos da teoria de decomposicao para

modulos injetivos sobre um anel comutativo Noetheriano.
Lema 1.31. (Matlis[I5]) Seja R um anel Noetheriano e p € Spec R.

1. Cada elemento de E(R/p)f onde E(R/p) é o menor médulo injetivo contendo

R/p, é anulado por alguma poténcia de p.
2. Multiplicacao por um elemento a € R\p fornece um automorfismo de E(R/p).

3. O anulador de E(R/p) é N2, p onde p¥ é a i-ésima poténcia simbélic do
ideal p € Spec R.

Se E é um mdédulo injetivo sobre um anel Noetheriano R, entao existe uma familia
(Pa)aea de ideais primos de R para os quais £ = @, ., E(R/p,), veja Teorema m
Além disso, se (q,)ser é uma segunda familia de ideais primos de R para os quais
E= @, o E(R/q,), entdo existe uma bijecio 8 : A — I' tal que p, = qp(q) para todo
a €.

O conjunto {p, : @ € A} é unicamente determinado por E; denotaremos tal con-
junto por O(FE), e nos referimos aos seus membros como os ideais primos que ocorrem
na decomposicao direta de FE.

Uma vez demonstrado que médulos injetivos sao representaveis, descreveremos

Attg(E) em termos de Ass(R) e O(E).

Teorema 1.32. Seja R um anel Noetheriano e E um R-modulo injetivo. Entao
AttgpE = {p’ € Ass(R) : p' C p para algum p € O(E)}.

Demonstracao. Demonstrou-se no Teorema que se (0) = (), g; ¢ uma decom-
posicao priméria para o ideal nulo de R, com q; € Spec R p;-primario para cada

1 =1,2,...,n, entao

E = (0 ‘E q1)+...+<0 ‘E qn), (12)
!Chamado de envoltoria injetiva. Veja pg.45.
2Para n € N, define-se poténcia simbélica de p como o ideal de R dado por p(™® := p’l(p”RP) em

que p : R — R, denota o mapa de localizacao.
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e (0 :g q;) é pi-secundario para cada i = 1,2,...,n. Uma representacao secundaria
minima para F pode ser obtida a partir da igualdade em removendo primeiro
os termos nulos no lado direito (caso existam) e, em seguida, removendo os termos
redundantes (caso existam). Estabeleceremos o teorema mostrando (a) que (0 :g q;) =
(0) para qualquer ¢ para os quais p; nao esta contido em qualquer p em O(F) e, (b) que
se j é um inteiro ( 1 < j < n) para o qual p; esta contido em algum p pertencente a

O(F), entdo Z(O g q;) #E,onde J={1,..5—1,7+1,...,n} de modo que (0 :g q,)
ieJ
nao podem ser omitidos a partir de (|1.2)) em qualquer fase do processo de reducao.

(a) Suponhamos entao, que ¢ é um inteiro (1 < i < n) tal que p;  p para todo
p € O(F). Agora, se (Pa)aca ¢ uma familia de ideais primos de R para o qual E =
B.cr E(R/pa), entao
(0:pq) = @(0 {B(R/pa) Gi)-

aEA
Assim, a fim de mostrar que (0 :g q;) = (0), é suficiente mostrar que (0 :g(r/p) 4:) = (0)
para todo p € O(F). Mas, para um tal p, temos q Z p (uma vez que /q; = p;), e assim
podemos obter a € q;\p. Em seguida, multiplicacdo por a em E(R/p) fornece, pelo
Lema , um automorfismo de E(R/p) e, assim, (0 :g(r/p) ;) = (0), como desejamos.
(b) Agora, suponhamos j um inteiro (com 1 < j < n e J definido como antes) para

oqual p; C p para algum p € O(F). Vamos mostrar que Z(O ‘g ;) # E. Suponhamos
icJ
que este nao é o caso; entao, pelo Teorema[l.30} E é anulado por a; = (), di, € assim,

E(R/p) é anulado por a;. Assim, pelo Lema m, temos a; C (oo, p*). Agora, a;  q;;
seja a € a;\q;. Entdo a € My, p™, que é o niicleo do homomorfismo natural de R
para R,. Portanto ndo existe s € R\q; tal que sa = 0 € q;. Uma vez que a € R\p, e
(assim como p; C p) s € R\p;, obtemos uma contradigao, pois q; é p;-primario. Isto

completa a prova. O
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Capitulo 2
Cohomologia local

No capitulo anterior, provamos que moédulos Artinianos admitem representacao
secundaria e além disso, obtemos do Lema que tais médulos possuem uma estru-
tura natural de R-médulos. Neste capitulo provamos que, para (R, m) anel local, com
dim R = n, H}(R) possui uma estrutura de R-modulo Artiniano, logo admite uma
representacao secundaria e por conseguinte, podemos determinar o conjunto dos ideais
primos anexados Atts(HY(R)).

2.1 Alguns resultados preliminares sobre cohomo-

logia local

As duas sec¢oes deste capitulo tem como objetivo expor alguns resultados em coho-
mologia local de extrema relevancia para este trabalho. Algumas demonstracoes serao
omitidas, porém, o leitor interessado em maiores detalhes podera consultar a referéncia
[6]. Além disso, admitimos que todos os anéis, referentes a este capitulo, sao Noethe-

rianos.
Seja M um R-mdédulo e a C R um ideal. O submédulo I'y(M) := U (0:pa”) M

neN
é chamado a-torcao. Notemos que, para um homomorfismo f : M — N de R-

médulos, temos que f(I'a(M)) C T'o(N), e assim, existe um mapa
Fa(f) : Fa(M) — Fa(N>

que coincide com f em cada elemento de I'y(M).

Seg: M — Neh: N — L sao dois homomorfismos de R-médulos e r € R, entao
Fa(hog) = Fa(h)ora(g)v Pa(f+g) = Fa(f)+ra(g)a Fa(rg) = Tra(g) € Fct(IdM) = IdI‘a(M)-
Assim, com estas atribuicoes, I'y torna-se um funtor R-linear covariante e aditivo, e o

chamaremos funtor a-torcao. Além disso, pode-se verificar que o funtor I'; é exato a
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esquerda [0, Lema 1.1.6, pg.2].

Para i € N, o i-ésimo funtor derivado a direita de I’y serd denotado por H: e
serd referido como o i-ésimo funtor de cohomologia local com respeito a a. Em outras
palavras, se J°* é uma resolucao injetiva de M, entao H'(M) = H(T'(J*)) para todo i >
0. Alternativamente podemos usar a seguinte definigao para um médulo de cohomologia

local:

Hy(M) = lig Extyp(R/a", M).

nel
Outro fato relevante é que, se b é um ideal de R cujo radical coincide com o radical de
a, entao H:(M) = H. (M) para todo i e todo R-médulo M.
Seja a um ideal de R. Um R-médulo M é chamado a-tor¢ao quando I'y(M) = M.
Se I'y(M) = 0, dizemos que M é livre de a-tor¢ao.

Lema 2.1. [6, Lema 2.1.1] Seja a C R um ideal e M um R-mdédulo finitamente gerado.

Entao M ¢ livre de a-torcao se, e somente se, a contém um nao-divisor de zero de M.

Demonstragao. Sejar € aum nao-divisor de zero em M e suponhamos que m € I'y(M).
Assim, existe um inteiro n tal que a”m = 0. Em seguida, temos que r"m = 0, a partir
do qual deduzimos que m = 0 e, portanto, I';(M) = 0.

Reciprocamente, assumiremos que a consiste inteiramente de divisores de zero em
M. Entao, por [23, Coroldrio 9.36], a C J,casp,(a) P € uma vez que M ¢é finitamente
gerado, Assr(M) é finito. Segue do Lema da esquiva que a C p, para algum p €
Assg(M). Uma vez que M possui um submoddulo cujo anulador é exatamente p, segue-
se que (0 :p a) # 0, de modo que ['y(M) # 0. O

Seja M um R-modulo finitamente gerado e I um ideal em R tal que IM # M.
Lembrando que grade(/, M) é o maior comprimento das sequéncias M-regulares em a,

entao obtemos o seguinte teorema.

Teorema 2.2. [0, Teorema 6.27] Seja M um R-mddulo finitamente gerado tal que
aM # M. Entdo, grade(a, M) é o menor inteiro i tal que Hi(M) # 0.

Lema 2.3. [0, Coroldrio 2.1.7] Sejam M e N R-médulos tais que M é a-torgao. Entao
1. H{(M) = 0 para todo i > 0;
2. Hi(To(N)) = 0 para todo i > 0; e

3. omapanatural 7 : N — N/T(N) induz um isomorfismo H!(N) = H.(N/T(N))
para todo i > 0.

Teorema 2.4. Seja f: R — S um homomorfismo de anéis, a C R um ideal e i € N.
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1. (Independéncia), [6, Teorema 4.2.1] Seja M um S-mddulo. Entao H.(M) =
Hig(M) como R-mddulos.

2. (Mudanca de Base Plana, [0, Teorema 4.3.2]) Assumindo que f € um ho-

momorfismo plano e M um R-mddulo. Entao existe um isomorfismo

H;(M) ®pr S = HéS(M Rr S)

Observacao 2.5. Uma vez que os morfismos canénicos R — R e R — R, sao

planos, segue do Teorema da mudanca de base plana que

Hi(M)®r R= H' (M ®g R)

Hy(M) ®g Ry = Hyp (M ®p Ry).

Lembremos que, se M é um R-mddulo ndo-nulo, entdao a dimensao (de Krull) de M

é definida como o supremo dos comprimentos das cadeias de ideais primos na variedade
do anulador (0 :g M) de M, ou seja

dim(M) = sup{l € No|3 po,p1,....p: € V(AnngM) :po C p; C ... C pi}.

Teorema 2.6 (Anulamento de Grothendieck). [0, Teorema 6.1.2] Seja M um
R-mddulo. Entao H:(M) =0 para todo i > dim M.

Em virtude do préximo Teorema (Nao anulamento de Grothendieck) n = dim M é

o maior inteiro ¢ para o qual H: (M) # 0.

Teorema 2.7 (Nao anulamento de Grothendieck). [6, Teorema 6.1.4] Seja (R, m)
um anel local e M um R-mddulo nao nulo finitamente gerado e de dimensdo n. Entao

H2(M) #0.

2.2 Mobdulos de cohomologia local Artinianos

Teorema 2.8. ([17, Teorema 1.3]) Seja M um R-mddulo a-tor¢do para o qual (0 :pr a)

é Artiniano. Entao M é Artiniano.

Teorema 2.9. ([6, Teorema 7.1.3 ¢ 7.1.6]) Seja (R,m) um anel local e M ¢é um R-

maodulo finitamente gerado. Entdo

1. o R-mddulo H (M) é Artiniano para todo i € N.
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2. Cohomologia local

2. para M # 0, o R-médulo HI™M (M) é Artiniano para todo ideal préprio a C R.

Demonstragdo. 1. Provaremos por indugao sobre i. Obviamente H (M) ¢ de compri-
mento finito, logo é Artiniano, uma vez que este é um modulo finito com suporte em
{m}. Agora, suponhamos indutivamente que ¢ > 0 e que H&fl(M ') seja Artiniano para

qualquer médulo M’ finitamente gerado. Pelo Lema temos que
H, (M) 2= Hy, (M/Tw(M)).

Além disso, segue de [0, Lema 2.1.2] que M /T (M) é livre de m-torgao. Desse modo,
podemos admitir que M é livre de m-torcao.
Usando o Lema[2.1| podemos assumir a existéncia de um elemento r € m M-regular.

A sequéncia exata

0 M M M’ 0

onde M" = M /rM, induz uma sequéncia exata

Hy ' (M') —— Hy (M) —— Hy(M) .

Como M /rM é finitamente gerado, segue da hipdtese indutiva que H (M) é Arti-
niano, assim (0 :p; ) 7), nicleo da multiplicagao pelo elemento 7 sobre Hy (M), é
Artiniano. Como H{ (M) é m-torgao, e portanto Rr-torcao, segue do Teorema que
H! (M) é Artiniano.

2. Provaremos por indu¢ao sobre n = dim M. Se n = 0 ent@o /(0 : M) = m, assim
M é anulado por uma poténcia de m (logo, M possui comprimento finito) portanto,
Iw(M) é de comprimento finito. Agora, suponhamos indutivamente que n > 0 e que o
teorema seja vélido para todo R-moédulo nao-nulo, finitamente gerado e de dimensao

menor do que n. Pelo Lema [2.3] temos que
H (M) = Hy (M/To(M)).

Se dim(M/T'y(M)) < n, entao HJ(M/Tq(M)) = 0, pelo Teorema do anulamento de
Grothendieck. Isto conclui a prova. Do contrério, como M /I'y(M) é livre de a-torcgao,
podemos assumir que M também ¢€ livre de a-tor¢ao. Desse modo, o argumento procede
igual ao item 1. Pelo Lema [2.1] 0 ideal a contém um elemento r M-regular. Com isso,

a sequencia exata
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induz uma sequéncia exata
H! 7Y (M) —— HJ(M) ——= HZ(M) .

Uma vez que 7 ndao é um membro minimal de SuppM, temos que dim(M/rM) < n—1.
Segue da hip6tese de indugao que o R-médulo H? (M /rM) é Artiniano. Desse modo,
segue da sequéncia exata acima que (0 :g»(n) ) é Artiniano e, como H(M) é rR-
torcao, segue do Teorema que H}(M) é Artiniano. ]

Agora concentraremos nossa aten¢ao no médulo H?'(R). Seja (R, m) um anel local
de dimensao n Mostraremos que H'(R) é um médulo Artiniano e, além disso, o mesmo
possui estrutura de R-modulo Artiniano. De fato, consideremos inicialmente o seguinte

resultado:

Proposigao 2.10. (|8, Teorema 2.2] e [I4, Proposiao 2.1]). Seja a um ideal do anel

local R e seja ¢ um inteiro nao negativo. Entao
1. existe um isomorfismo H(R) ®x R = H(R) de R-médulos;

2. H{(R) é um R-mdédulo Artiniano se, e somente se, H;(R) é um R-médulo Arti-

niano.

Proposicao 2.11. [22, Proposigao 2.3] Seja a um ideal do anel local R, e seja dim(R) =

n. Entao, para todo R-moédulo finitamente gerado M,
HY (M) = H{(R) ®r M.

Com o objetivo de estudar o conjunto dos ideais primos anexados do R-mddulo
H?(R), mostraremos que o R-médulo H?(R) é Artiniano. Isto fornece uma conexao
com a teoria dos ideais primos anexados da representacao secundéaria de médulos Ar-

tinianos.

Teorema 2.12 (Anulamento de Lichtenbaum-Hartshorne). [6, Teorema 8.2.1]
Seja (R, m) um anel local com dim R =n e a C R um ideal proprio. Entdo os sequintes

fatos sao equivalentes:

2. para cada ideal primo minimal q € Spec (R), satisfazendo dim R/q = n, tem-se
que dim(R/(aR + q)) > 0.

Corolério 2.13. [6, Corolario 8.2.2] Seja (R, m) um anel local comdimR=nea C R
um ideal préprio, com dim(}?/(a.ﬁi + q)) > 0 para cada ideal q € Spec R tal que
dim R/q = n. Entao Hi(M) # 0 para todo i > n e para cada R-médulo M.
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Teorema 2.14. Seja a um ideal préprio do anel local (R, m) com dimensao dim R = n.
Entao o R-mddulo H}(R) € Artiniano.

Demonstracao. Em virtude da Proposicao [2.10, item 2, podemos assumir que R é
completo. Desse modo, podemos usar o teorema de estrutura de Cohen para anéis
locais completos, e assim, existem um anel local completo Gorenstein[]]

B, com dimensao n, e um homomorfismo sobrejetor o : B — R. Pondo o~ '(a) = b,
podemos considerar, por intermédio de o, R e H}'(R) como B-mdédulos. Segue de [4]
Secao 4.3] que existe um isomorfismo de B-mddulos H}'(R) = H{(R). Com isso, é
suficiente mostrar que H'(R) é um B-moédulo Artiniano.

Consideremos ¢ = ker 0. Como o é sobrejetora, segue do Teorema do isomorfismos
que B/c¢ = R. Da Proposigao , obtemos que

H{(R) = Hy(B/c) = Hy(B) © B,

de modo que
Hg(R) = Hg(B)/cHy (B).

Com isso, basta mostrar que Hy'(B) é um B-médulo Artiniano. De fato, necessitamos
calcular H{'(B) aplicando o funtor b-torgao I'y(—) a uma resolugao injetiva minimal
de B. Como B é um anel local, Gorenstein e n-dimensional, segue do trabalho de
Bass [4, Segao 1] que, se t denota o ideal maximal de B, entdao o n-ésimo termo de
uma resolugao injetiva minimal de B é isomorfo a Fg(B/t). Uma vez que Eg(B/t) é
Artiniano, por [15, Teorema 4.2], segue que H{*(B) é Artiniano, pois ¢ isomorfo a uma

imagem homomérfica de um submédulo de Eg(B/t), que também é Artiniano. O

Lema 2.15. [6, Lema 7.3.1] Seja (R,m) um anel local ¢ M um R-mdédulo nao-nulo,

finitamente gerado e de dimensao n. Entao o conjunto
£ ={N': N éum submédulo de M e dim N’ < n}

possui um maior elemento com respeito a inclusao, digamos N. Considerando G :=
M/N, obtemos que:
1. dimG = n;

2. G nao possui nenhum submédulo com dimensao menor do que n;

1

e Seja R um anel e M um R-médulo. A dimensdo injetiva de M (denotada po inj.dimM) é o
menor inteiro n para o qual existe uma resoluao injetiva I* de M com I™ = 0 para todo m > n.

e Um anel Noetheriano local R é um anel Gorenstein se a dimensao injetiva de R é finita.
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2. Cohomologia local

3. Ass(G) ={p € AssM : dim R/p =n}; e

4. HMG) = HM(M).
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Capitulo 3

Ideais primos anexados, médulos de

cohomologia local e co-localizacao

R. Y. Sharp foi um dos primeiros a relacionar a teoria de representagao secundaria
com a teoria de cohomologia local. Neste capitulo, baseado nas referencias [3], [0]
e [22], obtemos uma descrigdo dos conjuntos de ideais primos anexados de mddulos
de cohomologia local, em casos particulares. Além disso, apresentamos o conceito de
co-localizagao e demonstramos que se R é um anel semi-local Noetheriano e M um
R-médulo finitamente gerado, entao o conjuntos dos ideais primos anexados do dual
(generalizado) de Matlis desse médulo é igual ao conjunto dos primos associados de
M. Este belo resultado evidencia a dualidade entre as teorias de primos associados e
representacao secundaria de médulos.

Nao obstante, estudamos alguns resultados sobre primos anexados via co-localizacao.
Uma vez que o funtor de co-localizagao preserva primos anexados e representacao se-
cunddria, Teorema [3.10] investigamos o conjunto de ideais primos anexados da co-
localizagao de médulos de cohomologia local.

Admitiremos, a menos de mencao contraria, que todos os anéis sao comutativos,

com unidade e Noetherianos.

3.1 Ideais primos anexados de moédulos de cohomo-

logia local

Seja (R,m) um anel local e M um R-médulo finitamente gerado. Sabemos, do
Teorema , que o R-médulo HE (M) é Artiniano para todo ¢ > 0 e, portanto, repre-
sentavel. Para n = dim M, segue do Teorema do anulamennto de Grothendieck que

H: (M) = 0 para todo ¢ > n. Pelo Lema obtemos que Attr(HL(M)) = (). De

modo natural, fazemos a pergunta; é possivel obter uma descrigdo para Attr(H2(M))?
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A resposta segue do seguinte teorema:

Teorema 3.1. Seja (R,m) um anel local e M um R-mddulo, nao-nulo, finitamente
gerado e de dimensao n. Entao H(M) #0 e

Attp(H"(M)) = Assh(M),

onde Assh(M) = {p € AssM : dim R/p = n}.

Demonstracao. Usaremos inducao sobre n. De fato, quando n = 0, o médulo M possui
comprimento finito e assim é anulado por alguma poténcia de m. Consequentemente
HY(M) 2 Tw(M) =M # 0. Pelo Lemgl.19| e pela Proposigao [1.22]

Attr(H2(M)) = Attg(M) = {m} = AssM = {p € AssM : dim R/p = 0}.

Assim, para o caso n = 0, o resultado esta demonstrado.

Suponha, por inducgao, que n > 0 e que o resultado tenha sido provado para R-
modulos nao-nulos finitamente gerados e de dimensao n — 1. Pelo Lema podemos
fatorar, se necessario, o maior submédulo de M de dimensao menor do que n e portanto,
vamos supor que M nao possui submodulos nao-nulos de dimensao menor do que n.
Vamos supor essa hipétese para o restante da etapa indutiva e com isso, nosso objetivo
serda demonstrar que AttpH (M) = AssM, pois, neste caso Ass(M) = Assh(M).

Uma vez que n > 0, temos que m ¢ AssM, pois, caso contrario, M conteria um
submodulo de dimensao 0, contrariando a suposicao acima. Assim existe r € m M-
regular e portanto, grade,,(m) > 1.

Vamos provar inicialmente que H['(M) # 0. Suponhamos que H2(M) = 0. Para
n = 1, temos que 1 < grade,;m = depth M < dim M = 1. Assim, grade,,m = 1,
logo, pelo Teorema , H}Y(M) # 0 e isto contraria a suposi¢ao que H}(M) = 0.
Desse modo, podemos, e assumiremos, ter n > 1. Agora, para r € m M-regular, o
moédulo M /rM (diferente de zero e finitamente gerado) possui dim(M/rM)=n—1e
a sequencia exata

0—M-—M-— M/rM —0

induz uma sequéncia exata
Hy 'Y(M) — H Y (M) — H2 Y(M/rM) — 0
e por nossa hipdtese H (M) = 0. Desse modo, para cada r € m M-regular, temos que
Hy (M) /rHy ™ (M) = Hy™ (M [rM),
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e este ultimo modulo é diferente de zero pela hipdtese de inducao. Portanto, obtém-se
H2 (M) # 0.

Nosso préximo passo é provar que m € Attr(HZ1(M)). De fato, suponhamos que
m & Attg(H"(M)). Entao, pelo Lema da esquiva, obtemos

me( U sJu( U
pEAttp HR ™1 (M) qE€AssM

e pela proposicao existe r; € m M-regular tal que H?'(M) = r{H'(M). Como
Hy (M) /riHy ™ (M) 2= Hy™ (M /r M)

isto contraria o fato de que H Y (M/r{M) # 0. Assim m € Attzr(H21(M)); sejam

p1,...,p; os membros restantes de Attr(HZ'(M)). Segue do Lema da esquiva que

om0 .9

Uma vez que o € m e ry é M-regular, temos novamente que

existe

Hy ™' (M) /roHy ™ (M) = Hy™ (M /rsM),

pela hipdtese de indugao, HX (M /roM) # 0 e

Attr(HE Y (M /roM)) C {p € Ass(M/roM) : dim R/p = n — 1}. (3.1)
Mas, pela Observagcao [L.20]

Attr(Hy (M) /roHy ™ (M) C {p € Attr(Hy ™ (M)) : 72 € p},
e, pela escolha de ry, m é o inico membro deste ltimo conjunto. Portanto,

Attp(HZ Y (M /roaM)) = {m}.
Uma vez que n > 1, segue a contradigao com a equacao (3.1). Assim, provamos que
HE (M) #0.
Vamos provar a seguir que AttH(M) = Ass(M). Sabemos que grade,m > 1;

além disso, para cada r € m M-regular, temos dim(M/rM) = n — 1, de modo que

H(M/rM) = 0 pelo Teorema do anulamento de Grothendieck, além disso, a sequéncia

27



3. Ideais primos anexados, médulos de cohomologia local e co-localizacao

exata de médulos de cohomologia local induzida pela sequéncia
0—M-—M— M/rM —0

fornece HX(M) = rH'(M) e portanto, pela Proposi¢ao|l.21] o elemento r nao pertence

a nenhum ideal primo anexado de Hj (M ). Assim,

m\ |Jrcm\y U a

pEAssM qEAtt g HIL (M)
Seja q € AttgHX(M). Segue, a partir da inclusdo acima e o Lema da esquiva, que
q C p para algum p € AssM. Uma vez que H} é um funtor R-linear, segue que
Ann(M) € Ann(HZ(M)) € q C p.
Como n = dim M = dim R/p, segue que p = q. Consequentemente

Att(Hy(M)) C AssM.

Para estabelecer a inclusao inversa, seja p € AssM, de modo que dim R/p = n.
Pelo Teorema de decomposicao primaria, existe um submaddulo p-primério ) de M, ou
seja, M /@) é um R-médulo ndo-nulo, finitamente gerado e Ass(M/Q) = {p}. Observe
que M/@Q nao possui submoédulos nao-nulos de dimensado menor que n, do contrério,
ele possuiria um ideal primo associado diferente de p. Assim, usando os mesmos ar-
gumentos dos pardgrafos anteriores trocando M por M/Q), temos que H(M/Q) # 0

€

0+ Attp(HE(M/Q)) C Ass(M/Q) = {p}.

Desse modo, p € AttgH(M/Q) C Attgr(H(M)). Consequentemente
Ass(M) C Attg(Hy(M)),

e portanto, AssM = Attgr(H(M)). O

Agora, consideremos a um ideal préprio do anel local (R, m), com dim R = n. Sabe-
mos, pelo Teorema [2.14] que o R-médulo H?(R) é Artiniano. Além disso, notemos que
H?(R) satisfaz as condigdes do Lema[A.29] logo H?(R) admite uma estrutura natural

de R-médulo Artiniano. Com isso, obtemos uma descrigio do conjunto Att,(H?(R)).

Teorema 3.2. Seja (R, m) um anel local, com dim R = n, e a um ideal proprio de R.

28



3. Ideais primos anexados, médulos de cohomologia local e co-localizacao

Entao
Atty(H(R)) = {q € Spec R | dim(R/q) = n e dim(R/(aR +q)) = 0}.

Demonstracao. Em virtude do Lema e da Proposicao [2.10 item 1, podemos
assumir que R é completo. Usaremos a caracterizacao de Attg(H}(R)) dada pela
Proposicao . Suponhamos que q € Attgr(H?(R)). Da Proposicao obtemos
que H}(R) # qH}(R), o que implica em H}(R) ®r R/q # 0. Desse modo, se-
gue da Proposicao que H}(R/q) # 0. Pelo Teorema da independéncia, obte-
mos que, sobre o dominio integral local e completo R/q, o médulo de cohomologia
local H{y, .y /q(£2/q) # 0. Assim, resulta do Teorema do anulamento de Grothendi-
eck que dim R/q = n, enquanto o Teorema de Lichtenbaum-Hartshorne mostra que
dim(R/(a+q)) = 0.

Reciprocamente, suponhamos que ¢ é um ideal de R, tal que dim R/q = n, para
o qual dim(R/a + q) = 0. Desse modo, o ideal (a + q)/q é m/g-primédrio no dominio

integral loca completo R/q. Assim,

Hiyyya(R/9) = Hy o(R/9).

Pelo Teoremam H{y g /q(F/a) € um R/g-médulo (0)-secunddrio (i.e., q/g-secundario).
Usando o Teorema da independéncia e o Lema [1.26] vemos que o R-médulo H'(R/q)

é g-secundario. Além disso, considerando a sequéncia exata
0—q—R— R/q—0,

obtemos a sequéncia longa de médulos de cohomologia local cujos ltimos termos sao

o Hi(q) — H(R) — H(R/q) — 0,
logo q € Attr(H™(R/q)) C Attp(H™(R)). O

Corolario 3.3. Sob as mesmas hipdteses do teorema anterior, temos que
Attgr(HMR)) = {B N R: B € Spec (R),dim R/B =n ¢ dim(R/(aR + B)) = 0}.

Demonstragdo. Segue imediatamente do Teorema [3.2] e do Lema O
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3.2 Ideais primos anexados da co-localizacao de um

modulo

Seja R um anel comutativo e S C R um subconjunto fechado multiplicativamente.
Sabe—s{] que o funtor de localizagao S™1(—) é tal que, se M é um R-médulo Noetheriano
(resp. Artiniano) entao ST'M é um S™!'R-médulo Noetheriano (resp. Artiniano).

Além disso, temos que
Assg-1r(STIM) = {S7'p:p e Ass(M) epn S = 0}.
A pergunta que surge é se existe um modulo N, que depende de M, tal que
Attg1r(N) ={S7'p:p € Attg(M) epn S = 0}.

A. S. Richardson, apresenta em [20] uma definigao de co-localizagao que satisfaz as
propriedades do funtor procurado.

Denotaremos por Eg a envoltéria injetiva de @R/m, soma percorrendo todos os
ideais maximais de R. O funtor Hom(—, Er), introduzido por Ooishi em [19] e chamado
de funtor (generalizado) de Matlis, serd denotado por Dg ou simplesmente por D se o
anel de base esta subentendido.

O modulo Er é o cogerador injetivo minimal da categoria dos R-modulos, isto é, é
o menor R-mdédulo injetivo com a propriedade de que, para cada modulo M e x € M

nao-nulo, existe um homomorfismo v : M — Ex com ~(z) # 0.

Definicao 3.4. Seja R um anel comutativo e S C R um subconjunto fechado multi-
plicativamente. Para qualquer R-moédulo M, a co-localizacao de M relativa a S é o
ST R-médulo S_1M = Dg-1p(S 'Dgr(M)). Se S = R\ p para algum p € Spec (R),

escrevemos * M.

Resulta da definigdo que S_;(—) é um funtor exato e aditivo. Além disso, quando
R é completo e S~'R semi-local, a definicao de co-localizacao dada por Richardson
(em [20]) preserva moédulos Artinianos. Para provar esta afirmacdo, faremos uso do

seguinte resultado devido a Ooishi, [19)].

Teorema 3.5. [19, Teorema 1.6] Seja R uma anel semi-local Noetheriano e M um
R-madulo.

1. Seja M ¢€ finitamente gerado entao Dgr(M) é Artiniano.

Weja [16], coroldrio do Teorema 4.1]
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2. Se M ¢é Artiniano entdo Dr(M) € finitamente gerado sobre o completamento de

R.
3. Se R é completo e M ¢é Artiniano, entao M = DrDr(M).
4. Ann(M) = Ann(Dg(M)).

Demonstrac¢ao. 1. Se R" — M — 0 é exata, entdo 0 — Dr(M) — Dg(R") = Ej,
¢ exata. Como EY}, ¢ Artiniano, segue que Dg(M) também é Artiniano.

2. Se 0 — M — E}, é exata, entdo R" = Dgr(E}) — Dr(M) — 0 é exata,
mostrando que Dg(M) é finitamente gerado.

3. Se 0 — M — E}, — Ej, é exata, entao o isomorfismo DrDg(M) = M segue

do seguinte diagrama comutativo:

DgrDr(M) —— DrDg(ER) — DgrDgr(E}R)

IR
IR

0 M Ep, B,

4. Demonstraremos que Dgr(M) = 0 se, e somente se, M = 0. A suficiéncia é imediata,
pois Dg(—) é um funtor R-linear. Reciprocamente, seja x um elemento nao-nulo de M.
Entao, Anng(z) estd contido num ideal maximal m de R. Logo, existe uma sobrejegao
Rx — R/m que induz um homomorfismo nao-nulo Rxr — Egr(R/m). Assim, pela
injetividade de Eg, temos um homomorfismo nao-nulo M — FEg e concluimos que
Dgr(M) # 0. Uma vez demonstrado isto, observe que um elemento a € R é tal que
aM = 0 se, e somente se aDg(M) = Dgr(aM) = 0. O

Corolério 3.6. [20, Teorema 2.3] Seja R um anel semi-local e completo. Se ST!R é
semi-local, mas nao necessariamente completo, entao S_;(—) leva R-médulos Artinia-

nos em S~!R-médulos Artinianos.

Demonstragdo. Segue do Teorema[3.5 e do fato que S~!(—) leva R-médulos finitamente

gerados em S™!R-médulos finitamente gerados. O

O seguinte resultado garante uma relagao entre os ideais primos anexados do dual
de Matlis de um R-mdédulo M finitamente gerado sobre um anel Noetherianos R com

seus ideais primos associados.

Teorema 3.7. Seja R um anel semi-local Noetheriano e M um R-mddulo finitamente
gerado. Entao Assgr(M) = Attgr(D(M)).
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Demonstracao. Sejap € AssgM, assim M possui um submédulo B com anulador igual
a p. Pelo Teorema 3.5 o anulador de um R-médulo M e o anulador do dual de Matlis
de M sao iguais. Além disso, como D é um funtor exato e contravariante, segue que
D(M) possui uma imagem homomérfica D(B) com anulador igual a p. Desse modo,
pela Observagao [1.20] temos que p € AttgD(M).

Reciprocamente, seja p € AttgD(M). Pela Observacao [1.20, D(M) possui uma
imagem homomérfica A com anulador igual a p. Usando novamente o Teorema [3.5
obtemos que DD(M) possui um R-submédulo com anulador igual a p. Além disso,
existe um R-isomorfismo DD (M) = Hom(Hom(M, Eg), Eg) = M ®g R, onde

~

Hom(FEg, Er) = ®@Hom(ER(R/m), Ex(R/m)) = ®R, = R.

Portanto, existe um R-médulo L de M ®g R com (0 :5 L) = p.
Seja LR o R-submédulo de M ®x R gerado por L. Note que LR é um R-médulo

finitamente gerado e que
(0:5 LR)INR=(0:5 LR) = (0:5 L) = p.

Segue a existéncia de B € ASSR(LR) tal que BN R =p. Tendo B € Assi(M ®p R),
segue do Lema que p € AssgM. O

Lema 3.8. [20, Lema 1.5] Seja { f\ : M — M, | A € A} uma colec@o de homomorfismos

de moédulos com dominios em comum. Entao existe uma sobrejecao

DR(M) er
> aea im Dr(fy) - DR(Qk )

Lema 3.9. Seja M um R-médulo e S C R um subconjunto multiplicativamente fe-
chado.

1. Se sM =0 para algum s € S, entao S_1M = 0.
2. Se (\,egsM # 0, entao S_; M # 0.

Demonstracao. 1. Demonstragao analoga ao caso da localizacgao.

2. Notemos que o nicleo (0 :p, ) s) do mapa Dg(M) —— Dg(M) ¢éimagem

do mapa Dg(M/sM) —— Dg(M). Do Lema 3.8/ temos uma sobrejegao

Dpr(M)
Zses(o “Dr(M) s)

— Dp([ ) sM),

seS
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o que significa que
(0 0y ) # Di(2).
Isso por sua vez significa que S~1Dgr(M) # 0, assim S_{ M # 0. O

Seja (R, m) um anel local completo, a um ideal de R e S = R\ p com p € Spec (R).
Nesta secao mostramos uma caracterizacao para o conjunto dos ideais primos anexados
do médulo P HIME(R).

Teorema 3.10. Seja S C R um subconjunto multiplicativamente fechado de R e M

um R-maédulo. Seja p um ideal primo de R.

1. Se M é p-secunddrio, entao S_1M =0 se SNp # 0, ou S_{M é S~ p-secunddrio
se SNp=10

2. Se M ¢ representdvel, entao S_1M ¢é representdvel e, além disso,

Attg1p(S_1M) = {S 'p| p € AttgM e SNp = 0}.

Demonstracao. 1. Se SNp # 0, entao s"M = 0 para algum s € S, assim S_ ;M =0
pelo Lema [3.9) (1). Se SNp = 0, entdo sM = M para todo s € S, assim S_;M # 0
pelo Lema (2). Neste caso, a exatiddo de S_;(—) mostra que para qualquer x/s €
SR, a multiplicacao por x/s é sobrejetora em S_1 M se x/s ¢ S~1p, ou nilpotente se
x/s € S71p.

2. Precisamos mostrar que, se M = N; + ... + N,, é uma representacao secundaria
irredundante, com N; p;-secundério, entao os S_;N;’s, com S N p; = 0, formam uma
representagao secundéria irredundante para S ;M. Para qualquer X C {1,....n},
seja Nx = Y ..y V;. Suponhamos que X e Y particionam {1,...,n}, de modo que

M = Nx + Ny, e consideremos a sequéncia exata

@Slei S M ——~ S, (L) :

iex Ny N Nx

isto mostra que S_1N;, ¢ € X, d4 uma representacao de S_1M se, e somente se, 0o

moédulo S_1(Ny /Nx N Nx) é zero. Agora, co-localizando a sobrejegao

& N — Ny /(Ny N Nx)

€Y

vemos que S_1(Ny/Nx N Ny) serd zero se Y C {i| SN p; # 0}, de modo que os
S_1N;’s com S Np; = ) dao uma representacao secunddria de S_; M. Por outro lado,

para cada i € Y, Ny/(Ny N Nx) se sobrejeta em um mdédulo p,;-secunddrio, assim
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S_1(Ny /Ny N Ny) serd diferente de zero se Y contém algum i com S Np; =0, o que

comprova a minimalidade de nossa representagao secundaria. O

Teorema 3.11. Seja (R, m) um anel local completo, a um ideal de R e p € Spec (R).
Seja ¢ um nimero inteiro tal que H:(R) = 0 para todo i > c. Assuma que HS(R) é

Artiniano. Entao

1. Attg,(PHS(R)) C {qR, : dimR/q >c, q Cp e q € Spec (R)}.

2. Attg, "HI™E(R)) = {qR, : dimR/q =dim R, q Cp e v/a+ q=m € Spec(R)}.
Demonstragao. 1. Como HS(R) é Artiniano, segue da dualidade de Matlis que

Dr(Dr(H;(R))) = H{(R).
Isto implica que
Attr(H(R)) = Attr(Dr(Dr(H{(R))) = Assg(Dr(H(R))).

Portanto, em virtude do Teorema temos

Attr,("PHZ(R)) = {qR, : q € AssgDr(Hg(R)) e q C p}.

Uma vez que q € AsspDr(HS{(R)), entao
0 # Hompg(R/q, Dr(H{(R))) = Dr(H;(R) ®r R/q) = Dr(H;(R/q)).

Para finalizar, notemos que a primeira igualdade segue pela ®-adjuncao de Hom(—) e
a segunda segue do fato de H{(—) ser um funtor exato a direita. Dai deduzimos que
HS{(R/q) # 0, portanto dim R/q > c.

2. Denotemos d := dim R. Se HY(R) = 0 entdao acabamos. Assumindo que
HX(R) # 0, seja qR, € Attg, (PHI(R)). Visto em (1) que H(R/q) # 0, temos que

a

dim R/q = d e pelo Teorema do anulamento de Lichtenbaum-Hartshorne, segue que

Va+ q=m. Isto demonstra que
Attp,PHI™R(R)) C {qR, : dimR/qg=dimR, qCpe ya+q=m € Spec (R)}.
Em virtude do Teorema
Attn, CHIM(R) = {aF - q € AttnHU(R), q C p,

por isso sera suficiente mostrar que q € AttgHZ(R). Como dimR/q = d e \/a+q =
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m, segue do Teorema da independéncia que HZ(R/q) # 0. Consequentemente, pela
Proposicao temos que

0 # Attg HY(R/q) = Attg HY(R) N Suppr(R/q).

Do contrario, assumimos que q ¢ AttpH?(R). Em virtude desta tltima igualdade,
existe q, € AttrHI(R) tal que q, D q e assim, dim R/q, < d. De outro modo,
qo € AttgHZ(R) se, e somente se qoRq, € Attg, (°HI(R)) (veja Teorema [3.10). Em
virtude da primeira parte, temos que dim R/q, > d, o que é contraditério. Isto conclui

a demonstracao. O]

Observagao 3.12. Em relagao ao item 1 do Teorema [3.11} no geral ndo se tem a
igualdade. De fato, seja (R, m) um anel local completo com dim R > 0 e consideremos p
um ideal primo minimal de R. Assumindo que H¢(R) = 0, segue que Attg, ("H{(R)) =
0, mas

{aR,:dim Rfq=deqC p} = {pRy}.
Proposicao 3.13. Seja (R, m) um anel local completo com dim R = d. Seja a um ideal
de R. Assumindo que HZ7*(R) é Artiniano e HY(R) = 0, entao

1. AttgHYY(R) C {p € Spec (R) : dimR/p =d — 1, Ja+p =m} U Asshr(R).

2. {p € Spec (R) :dimR/p=d—1, Ja+p=m} C AttgHI*(R).

Demonstragao. 1. Seja p € AttgHI ' (R), assim pR, € Attg, (PHI(R)) e consequen-
temente, segue do Teorema que dim R/p > d — 1. Quando dim R/p = d segue-se
que p € Assh(R). No caso dimR/p = d — 1 e visto que p € AttpHY '(R), com
AttpHI Y (R) = Assg Dr(H ' (R)) juntamente com o funtor exato & direita HZ!(—),
deduzimos que HZ"*(R/p) # 0. Consequentemente, segue do Teorema do anulamento
de Lichtenbaum-Hartshorne que existe um ideal primo q 2 p de R de dimensao d — 1
com /a+ q = m. Agora podemos ver que p = q.

2. Seja dmR/p = d—1e a+p = m. Do Teorema [3.11] segue que pR, €
Attg, ("HI ' (R/p)). Aplicando o Teorema deduzimos que p € AttrHI1(R/p).
Do epimorfismo

Hy™Y(R) — H{'(R/p) — 0

vemos que p € Attr HI7H(R).
[l

Um fato notério em relagao ao item 1 da Proposicao ocorre quando o ideal a

é 1-dimensional. Neste caso, teremos uma igualdade

Attp HH(R) = {p € Spec (R) : dim R/p =d — 1, v/a+ p = m} U Asshp(R).
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Veja [0, Teorema 8.2.3].
Por fim, a pergunta que deixamos ¢é se existe alguma classe de médulos, diferente das

classes estudadas nesse trabalho, cujos moédulos admitem representacao secundéria?
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Apeéendice A
Completamento

Com a ideia de fazer este texto autocontido, produzimos este apéndice para ame-
nizar a falta de alguns pré-requisitos. Muitos dos resultados aqui expostos terao suas

demonstragoes omitidas, porém, neste caso, citaremos as referéncias.

A.1 Filtracoes e graducoes
Seja R um anel comutativo e com unidade.

Definicao A.1. R diz-se anel filtrado quando existe uma familia { R, },cz de ideais de

R satisfazendo as seguintes condigoes:
1. Ry = R,
2. R,41 € R, para todo n € Z;
3. RpR, C R+, para todos m,n € Z.

Exemplo A.2. (Filtragao trivial) Para qualquer anel R, definimos Ry = Re R, =0
para todo n € Z \ {0}. Isto define uma filtracao.

Exemplo A.3. (Filtracao [-ddica) Seja I um ideal do anel R e consideremos R, = I",

para todo n € N. Entao {R, },en é uma filtracdo, denominada filtragao I-adica.

Definicao A.4. Seja R um anel filtrado. Um R-moédulo M chama-se médulo filtrado

quando existe uma familia { M, },cz de R-submddulos de M satisfazendo:
2. M,y € M, para todo n € Z;

3. R,M,, € M,.,, para todo m,n € Z.
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Exemplo A.5. Seja I um ideal do anel R e consideremos a filtracao I-adica em R.
Definimos uma filtracao em M do seguinte modo, M, = I" M, paran € N. Tal filtracao

¢ denominada filtracao I-adica em M.

Exemplo A.6. Seja M um R-médulo filtrado e N um submédulo de M. Uma filtragao
{M,} nez induz um filtragdo em N, bastando definir N,, = M,, N N. Notemos também
que {M,} define uma filtracdo em M/N. Basta definir (M/N),, = (M, + N)/N.

A.2 Anéis e médulos graduados

Definicao A.7. Um anel Z-graduado (ou simplesmente anel graduado) é um anel
R cujo grupo aditivo admite uma decomposicao R = @, R4 como soma direta de
subgrupos abelianos R, tal que a; € R;, a; € R; implica em a;a; € R;;;, para todo

i.j e

Exemplo A.8. O exemplo canonico de anel graduado é o anel de polinémios K [z1, ..., ,]

com coeficientes num corpo K, que admite a graduagao

Klxq,...,x,] = @K[ml, ey T d,

onde K[xy,..,2,]a = 0sed < 0 e Klxy,...,x,]q é 0 K-espago vetorial de dimensao
(n+d—1)!/(n—1)ld! gerado pelos monémios z{'...x¢" de grau d = e; + ... + e, para
d>0.

Definicao A.9. Seja R um anel graduado e M um R-mdédulo. Se o grupo aditivo de
M ¢é uma soma direta de subgrupos abelianos M = @,., My de modo que a; € R;,
m; € M; implicam em a;m; € M;,; para quais quer 4,5 € Z, dizemos que M ¢

graduado..

Definicao A.10. Um submédulo N de um médulo graduado M diz-se submédulo
graduado se N = @, Mg NN

Definigao A.11. (I-filtragao) Seja M um R-médulo com uma filtragao { M, }. Seja [
um ideal de R. A filtragao {M,} diz-se uma [-filtracao se IM, C M, para todo n.

Definicao A.12. (Filtragao estavel) Uma [-filtracao {M,, } de M diz-se estavel quando
existe m € Z tal que IM,, = M, para todo n > m.

Exemplo A.13. A filtracao [-ddica em M é [-estéavel.
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A.3 Topologia linear

Definicao A.14. (Grupos topolégicos) Um grupo G munido de uma topologia tal que

as operacoes (r,y) — zy e x — z~! sdo continuas é denominado grupo topoldgico.

Definigao A.15. (Anéis topolégicos) Um anel topolégico é um anel R munido de uma

topologia tal que as operagoes (x,y) — = +y e (z,y) — xy sao continuas em R.

Definicao A.16. (Topologia linear) Seja R um anel com filtragdo {I,},en € M um
R-médulo com filtragao F' = {M,}. Se x € M, a F-ordem de x é definida por
ordp(r) =sup{n : z € M,}. Note que ordp(x) = oo se, e somente se, r € (J,,5g M.
Defina o mapa dp : M x M — R por dp(x,y) = 279 @Y Verifica-se que dp é
uma pseudo-métrica em M. Assim, a filtracao F' d& origem a uma topologia 7 em M

via a pseudo-métrica. 7 é denominada topologia linear.

Observagao A.17. Se {M,} é uma filtracdo do R-médulo M, pode-se definir uma
topologia em M considerando {M,,} um sistema fundamental de subconjuntos abertos

de (0). Para cada x € M, o sistema fundamental de vizinhancas em torno de z é
(x + M,)

Proposicao A.18. [16] Se N é um submdédulo de M, entao o, com a topologia da obs,
o fecho de N ¢ dado por N = (2 (N + M,,).

Corolario A.19. [I6] A topologia da obs é Hausdorff se, e somente se, (2, M,, = {0}.

Definicao A.20. (Limite inverso) Seja R um anel. Dados R-mdédulos M, munidos
com morfismos lineares ¢ : M,, — M,,, com m > n, o limite inverso T&lieN M, é um
submédulo de [ M; dado por

%Mi = {(z;) € [T Mi - i (@isr) = 23}

Observacao A.21. (Propriedade universal) Dados morfismos 3, : N — M, com
YrB, 1 = fB,, existe um tnico morfismo 8 : N — @iGN M; com m,3 = (3, para
todo n.

Em geral, a familia {M;, 1/13 },>i, indexada por um conjunto dirigido, é denominada

sistema inverso ou sistema projetivo.

A.4 Completamento

Definicao A.22. (Pseudo-métrica) Uma funcao d : M x M — [0, c0) chama-se uma

pseudo-métrica se:
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1. d(z,y) = d(y, z), para todo z,y € M

2. d(z,y) +d(y,z) > d(x, 2), para todos z,y,z € M;

Se além disso, d(x,y) = 0 se, e somente se z = y, dizemos que d é uma métrica.

Dada uma filtragao {M,,} de um R-médulo M, podemos definir uma pseudo-métrica
em M da seguinte forma:

Fixemos qualquer ¢ € (0,1). Para qualquer z,y € M, definamos d(z,y) = ¢", onde
n é um inteiro tal que x —y € M,, — M, 1; se tal inteiro nao existir, entao d(z,y) = 0.
Uma vez definida d, podemos falar em sucessoes convergentes, sucessoes de Cauchy e

completamento de M por d.

Definicao A.23. (sucessoes de Cauchy) Uma sucessao (z,) em M, diz-se de Cauchy

quando, para cada € > 0 dado, existe N > 0 natural tal que
n,m > N = d(z,, T,) <.

Definicao A.24. Define-se o completamento de M, com respeito a métrica associada

a topologia proveniente de uma filtracao de M, como o quociente

{Sequéncias de Cauchy em M}

AM) =
(M) {Sequéncias de Cauchy convergentes a zero em M}

de modo que duas sequéncias (z,,) e (y,) estao relacionadas se, para cada m, existe ng

tal que =, — vy, € M, para n > nyg.

Proposicao A.25. [I6] Seja {M,} uma filtracdo do R-médulo M e A(M) seu com-
pletamento. Entao A(M) =lim M/M,.

A.4.1 Completamento /-adico

Seja R um anel, [ um ideal de R e M um R-mddulo. Considerando as filtragoes I-
adicas {I"} e {I"M} de R e M respectivamente, definimos os completamentos [-adicos

de R e M, respectivamente, como os seguintes limites
R=1mR/I" e M =lim M/I"M.
Exemplo A.26. Seja R = K|[z] o anel de polinémios com coeficientes num corpo K e

consideremos o ideal I = (). O completamento R =lim K [z]/(z™) é o anel das séries

formais de poténcias em x sobre K e denotado por K{[[z]] = {ag+a1z+... : a; € KV i}.
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Teorema A.27. [5, Teorema 13.3.4] (Completamento é funtor exato) Sejam R um
anel noetheriano e I um ideal de R. FEntao o funtor M — M € ezato na categoria

dos R-maodulos finitamente gerados, isto €, se
0O—M-—N—P—0

¢ uma sequéncia exata de R-mddulos finitamente gerados, entao a sequéncia
0—M-—N-—P—0

dos completamentos I-ddicos também € exata.

Teorema A.28. [J, Teorema 13.3.5] Sejam R wm anel noetheriano, I um ideal em R
e M um R-mddulo finitamente gerado. Denote por R e M os completamentos I-ddicos

de R e M, respectivamente. Entao
1. 0 mapa M ®@r R —s M, dado por m ® (z;) —» (mAxi), ¢ um isomorfismo.
2. R ¢ plano sobre R.

= bR para todo ideal b C R.

o>

3.
4. se Il =(ay,...,a,) entdo

R[[[L’l, ZETH

(r1 — a1, ..., zp — ay)

I

R

e portanto R também € noetheriano.

Lema A.29. [21I, Lema 2.1] Sejam R um anel Noetheriano e M um R-médulo Arti-
niano. Entao, M possui uma estrutura natural de R-médulo Artiniano, e existe um

R-isomorfismo
W:M®rR— M

para o qual

¢(Z T ® a;) = Z a;T;
i=1

=1

para Ty, Xa, ..., Ty € M e dl,&g, ,dn € R.

A.4.2 Anéis locais completos

Definicao A.30. Seja R um anel filtrado, com filtragdo {R,}. R diz-se completo

quando o mapa natural R — @ R/R,, é um isomorfismo.
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Proposicao A.31. Seja R um anel e m um ideal maximal em R. Entao R, em relagao

a m, é um anel local com m como ideal maximal.

Demonstra¢ao. Como R/m = I:f/ﬁl, segue que m é um ideal maximal. Além disso,
m C \/E Se m’ é um ideal maximal de R, entdo \/}_? C m’. Desse modo, m’ = m e,
portanto, R é local. O

Definicao A.32. Seja R um anel local noetheriano de dimensao r. Dizemos que R é

regular se o ideal maximal de R é gerado por 7 elementos.
Observacao A.33. Note que R ¢ regular se, e somente se, dim R = dimp/m(m/m?).

Definicao A.34. Sejam R um anel e M um R-moddulo. Dizemos que r € R é um
elemento M-regular se r nao é um divisor de zero de M.
Uma sequéncia de elementos regulares (rq,...,75) é chamada M-sequéncia regular

se ambas as condigoes seguintes valem:
1. r; 6 M/(rq,...,7_1)M-regular para i =1, ... s;
2. M/(r1,...,rs) M # 0.
O seguinte teorema ¢ devido a I. S. Cohen.

Teorema A.35. [7, Secio IV.0.19.8.]( Teorema de estrutura de Cohen) Qualquer

anel local noetheriano completo é um quociente de um anel reqular completo.

Proposicao A.36. [10, Proposigao 4.14] Seja (R, m) um anel noetheriano local. Entao,

para o completamento m-adico temos
1. dim R = dim R

2. R é regular se, e somente se, R é regular.
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Apendice B
Modulos injetivos

Se M e N sao R-modulos, onde R é um anel com tais caracteristicas, as expressoes
“M é um submédulo de N” (notada M C N) e “existe um monomorfismo ¢ : M — N”
sao equivalentes e serao usadas neste texto de maneira indistinta, identificando-se assim
o médulo M com sua imagem ¢(M) em N. Um R-médulo E é dito injetivo se para
cada monomorfismo « : M’ — M e cada homomorfismo f : M’ — FE, existe um
levantamento g : M — E (isto é, goo = f). Equivalentemente, o R-médulo E é
injetivo quando o funtor contravariante Hompg(—, E) : R-m6éd — Ab é ezato, isto é,
Hompg(—, E) transforma sequéncias exatas curtas em sequéncias exatas curtas (observe
que Hompg(a, F)(g) = ga para quaisquer morfismos o : M’ — M e g : M — E).

Se £ = H E;, entao, E sera injetivo se, e somente se, cada F; for injetivo. Isto vem
ieA
do fato de que todo homomorfismo M’ — E é determinado de maneira nica pelas

projecoes M' — FE;.
Na pratica, nao é necessario testar todos os homomorfismos possiveis entre R-

modulos para comprovar injetividade.

Lema B.1 (Critério de Baer). Um R-médulo E é injetivo se, e somente se, todo

homomorfismo b — E estende a um homomorfismo R — FE para todo ideal b de R.

Demonstracao. Se E é injetivo, entao, todo homomorfismo b — E estende a um ho-
momorfismo R — F para todo ideal b de R: faca M’ =b, M = R e o = ¢ a inclusao.
Reciprocamente, considere um monomorfismo « : M’ — M e um homomorfismo

f: M"— E. Considere também a familia de pares
F ={(N,gn):a(M')CNC Megy:N— FEétal que gy = f}.

Esta familia satisfaz as hipdteses do Lema de Zorn com a ordem (N, gn) < (N, gn/)

quando N C N’ e gn/|ny = gn. Entdo, existe um elemento maximal (H, g). Se H # M,

43



B. Médulos injetivos

considere x € M — H e b = (H :p ). Existe uma aplicacao

p:b fe H FE.

Logo, esta aplicacao estende a ¢ : R — E. Defina ¢ : H+ Rz — E como ¢(h+rzx) =
g(h) + @(r). Observemos que ¥ estd bem definida: se h + rx = b’ + 'z, entao,
h—hn = (" —r)x e glh) —gh') = g((r' — r)x). Por outro lado, ' —r € b e
B") — 3(r) = 3 — 1) = g((r' — r)w). Logo, g(h) + 3(r) = g(i) + G(r). Além
disso, ¥ é um homomorfismo, H C H + Rx e 1|y = g, 0 que é uma contradi¢ao com

a maximalidade do par (H,g). O

Seja D um grupo abeliano. Dizemos que D é divisivel se para cada d € D e cada
n € N — {0}, existe d’ € D tal que d = nd'.

A seguir apresentamos alguns exemplos:

Exemplo 1. O grupo abeliano Q dos niimeros racionais ¢é divisivel.

Exemplo 2. Somas diretas e produtos diretos de grupos abelianos divisiveis sao
divisiveis.

Exemplo 3. Quocientes de grupos abelianos divisiveis sao divisiveis.

Esta nova definicao fornece outra caracterizacao para Z-maédulos injetivos.

Proposicao B.2. Um grupo abeliano D ¢é injetivo (isto é, um Z-mdédulo injetivo) se,

e somente se, D é divisivel.

Demonstracao. Se D é injetivo, considere e € D e n € N — {0}. Fica definido um
homomorfismo f : nZ — D por f(rn) = re para cadar € Z. Logo, existe uma extensao
h:7Z — D, isto é, h(rn) = f(rn) para cada r € Z. Assim, e = f(n) = h(n) = nh(1),
donde D ¢ divisivel.

Reciprocamente, suponha que D é divisivel e considere um homomorfismo f : nZ —
D onde n € N — {0}. Assim, existe e € D tal que f(n) = ne. Defina h : Z — E por
h(r) = re. Deste modo, h é um homomorfismo que estende f. Pelo Critério de Baer,

D é injetivo. O]
Procedemos a primeira parte da existéncia de médulos injetivos.
Proposicao B.3. Todo grupo abeliano é subgrupo de um grupo abeliano injetivo.

Demonstracao. Podemos ver o grupo abeliano G = ZZQ. Consideremos o grupo

geG
livre F' = GBZ. Deste modo, G = % Mas FF C D, onde D = @Q. Portanto,
geG geqG
G C ]QV e o enunciado segue dos exemplos e da Proposicao . O]
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Lema B.4. Se D é um grupo abeliano divisivel, entao, Homz(R, D) é um R-médulo
injetivo.
Demonstrag¢ao. O grupo abeliano Homgz(R, D) torna-se um R-médulo definindo rf :

a — f(ar) para cada r € R e cada f € Homy(R, D). Agora, o funtor
Hompg(—, Homy(R, D))

é naturalmente equivalente & composi¢ado Homy(—, D)o(R®g—). O funtor R®z— é na-
turalmente equivalente ao funtor id, logo exato, e o funtor Homy(—, D) é exato porque
D é injetivo. Portanto, o funtor Hompg(—, Homz(R, D)) é exato, donde Homy (R, D) é

um R-médulo injetivo. ]
Concluimos desta forma que a categoria dos R-modulos possui injetivos suficientes.
Teorema B.5. Todo modulo é submddulo de um modulo injetivo.

Demonstragao. Defina ¢ : M — Homg(R, M) como m +— ¢, onde ¢, : R — M
¢ definida como r — ¢,,(r) = rm. Observe que ¢ é um monomorfismo de grupos.
Também, existe um grupo abeliano injetivo D e um monomorfismo de grupos ¢ : M —
D. Agora, Homz(R,t) : Homz(R, M) — Homgz(R, D) ¢ um homomorfismo injetor.
Mais ainda, Homgz(R, t)¢ : M — Homg (R, D) é um homomorfismo de R-médulos: de
fato, Homgz(R, t)p(rm) = Homgz (R, t)(@rm) = t@rm : a — t(arm). Por outro lado,
rHomyz (R, t)p(m) = rvpm, € ripy(a) = voy,(ar) = t(arm) para cada a € R, concluindo

o requerido. O
Uma sequéncia exata curta

L s

0 M M M 0

é dita “cindida” (splits ou is split) se existe um homomorfismo j : M” — M tal que
w7 = idym.

Equivalentemente, tal seqéncia cinde se, e somente se, existe um homomorfismo ¢ :
M — M’ tal que qv = idyp. De fato, defina q(m) = ='(m — jw(m)) para cada m € M,

expressao que faz sentido pois m(m — jmw(m)) = w(m) — 7(m) = 0. Reciprocamente,

defina j(m”) = m — 1g(m) onde m € 7=~ '(m”). O homomorfismo j é bem definido
pois se m(m) = m” = 7w(n), entdo, m — n € ker(m) e existe um unico m’ € M’
com t(m') = m —n. Logo, m" = g(m) —q(n) e m —n = 1g(m) — 1q(n), donde

m —1q(m) =n — 1q(n).
Observe também que se dita sequéncia cinde, entao, M = M’ @& M" via os isomor-
fismos M — M' @& M", m — (q¢(m),m(m)), e M' & M" — M, (a,b) — v(a) + 5(b).
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Existe mais uma caracterizagao de médulos injetivos via sequéncias cindidas.

Lema B.6. Um moédulo E é injetivo se, e somente se, toda sequéncia exata curta
0—FE— M — M"— 0 cinde.

Demonstracao. Se E é injetivo e v : E — M é um monomorfismo, entao, existe um
homomorfismo ¢ : M — F tal que qu = idg.

Reciprocamente, existem um mdédulo injetivo £’ e um monomorfismo ¢ : £ — E’
pelo Teorema . Logo, ' = E & %, donde E é injetivo. O

O lema acima permite-nos concluir que um médulo injetivo E é somando direto de

qualquer médulo que o contém.

B.1 Extensoes essenciais

Sejam M C N moédulos. N é uma extensdao essencial de M se todo submédulo
nao-nulo H de N satisfaz H N M # 0. Tal extensao essencial é dita propria se M C N
(trivialmente, M sempre é extensao essencial de si mesmo, inclusive quando M = 0).

Existem outras formas de verificar se uma extensao é essencial.
Lema B.7. Sejam M C N moédulos. As condic¢oes sao equivalentes:
1. N é uma extensao essencial de M.
2. Todo elemento nao-nulo n € N possui um multiplo nao-nulo rn € M.

3. Se ¢ : N — M’ é um homomorfismo tal que ¢|y := @t é injetor, entdo, p é

injetor.

Demonstracao. Suponha que N é uma extensao essencial de M e seja n um elemento
nao-nulo de N. Logo, Rn é um submoddulo nao-nulo de N e existe r € R tal que
0#rne M.

Se a condicao 2 é satisfeita e ¢ : N — M’ é um homomorfismo tal que |y é injetor,
considere um elemento nao-nulo h € ker¢. Entao, rh € M — {0} para algum r € R.
Assim, 0 = rp(h) = ¢(rh) # 0, o que é absurdo.

Agora, se a condigao 3 é satisfeita e H é um submodulo de N, considere a projegao
7m: N — % Entao, kerw|yy = HN M. Se HN M = 0, entao, 7|y € injetor, donde 7 é

injetor e 0 = kerm = H. Logo, N é uma extensao essencial de M. O

Se M é um submodulo de N, a existéncia de extensoes essenciais maximais de M em
N fica garantida gracas ao Lema de Zorn. Os moédulos injetivos ficam caracterizados

pela nao existéncia de extensoes essenciais proprias.
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Lema B.8. Um modulo ¢ injetivo se, e somente se, nao possui extensoes essenciais

préprias.

Demonstra¢ao. Se E é injetivo e E C M, entdo, M = E & M" para algum submdédulo
M" de M pelo Lema[B.6] Se E # M, entdo, M" # 0 e M nao é uma extensio essencial
de E.

Reciprocamente, se I/ nao possui extensoes essenciais préprias, considere £ C M,
onde M ¢ injetivo. Entao, existe um submédulo nao-nulo H de M tal que H N E = 0.

Pelo Lema de Zorn, existe um submédulo maximal N de M talque H C Ne NNE = 0.

Agora, existe um monomorfismo natural £ — % que, de fato, define uma extensao
essencial £ C % pelo Lema . Deste modo, E = % Portanto, £ + N = M, donde
M = FE @ N e E é injetivo. O]

Deste modo, se M é submdédulo de um médulo injetivo F, entao, todas as extensoes
essenciais possiveis de M devem estar contidas em E. Assim, nao é mais necessario

especificar “o contexto” de M estar contido em médulo algum gragas ao Teorema [B.5]
Proposicao B.9. Se N é uma extensao essencial maximal de M, entao, N é injetivo.

Demonstracdao. Suponha que N possui uma extensao essencial (). Entao, ) é uma
extensao essencial de M. Logo, N = @, pois N é extensao essencial maximal de

M. Deste modo, N nao possui extensoes essenciais préprias, logo, N ¢é injetivo pelo
Lema B8 ]

Mais ainda, quaisquer duas extensoes essenciais maximais de um maédulo M devem

ser isomorfas.

Teorema B.10. Se N e N’ sdo duas extensdes essenciais maximais de M, entdo,
N =N’

Demonstra¢ao. Sejam « : M — N e §: M — N’ monomorfismos. Logo, o estende
para um monomorfismo ¢ : N’ — N pelo Lema [B.7] e pela Proposi¢ao [B.9] isto é,
a = pf. Logo, N’ é um submédulo de N, donde N’ = N. H

Chamamos de envoltdria injetiva (injective hull) de M qualquer extensao essencial
maximal de M e denotamo-la por Egr(M).

Recolhemos a seguir uma série de exemplos elementares de extensoes essenciais e
envoltorias injetivas:

Exemplo 4. Todo anel comutativo é extensao essencial de cada um de seus ideais
que contém pelo menos um elemento regular.

Exemplo 5. Se R é um anel comutativo, denote por S o conjunto de todos os

elementos regulares de R. Verifica-se que S™'R ¢ uma extensao essencial de R.
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Exemplo 6. Mais ainda, se R ¢ um dominio de integridade, entao, seu corpo
de fragdes é um R-mdédulo injetivo: de fato, se b é um ideal (ndo-nulo) de R e ¢ :
b — Frac(R) ¢ um homomorfismo, fixe i € b — {0} e defina ¢ : R — Frac(R) como
P(r) = @ Observa-se que 1) é um homomorfismo que estende . Concluimos assim
que Er(R) = Frac(R) quando R é um dominio de integridade.

Exemplo 7. Notando I,, o grupo ciclico de ordem n e considerando um nimero

primo p, define-se o grupo abeliano I, = U L. Observa-se que I~ ¢ uma extensao
i>1
essencial sobre cada L,: de fato, se d € I~ — {0}, considere o menor indice i tal que

d € L. Assim, existe um tnico r € {1,... ,p" — 1} nao-divisivel por p tal que d = T
em L. Deste modo, o elemento pi~1¥ tem ordem p em L, donde Zd N1, # 0 e I~
¢ extensao essencial de I, logo, de cada I,;. Estabelecer o fato de I~ ser um grupo
abeliano divisivel ¢ um exercicio talvez um pouco mais exigente.

Exemplo 8. Se N C M, entao, Er(N) C Er(M): de fato se e € E— Er(M) para
algum moédulo F, entdao, Re N M = 0, donde Re N N = 0. Especificamente, se M é
uma extensao essencial de N, entao, Eg(M) = Er(N).

Exemplo 9. De maneira similar ao exemplo anterior, pode-se concluir que se
MCM & @ M, entdo, EgR(M) C Er(M,) ® --- & Er(Mjy).

B.2 Resolucoes injetivas

Seja M um R-moédulo. Entao, é possivel construir uma sequéncia exata de R-
médulos 0 — M — E° — E' — ... onde cada E* é injetivo gracas ao Teorema .

Toda esta situacao motiva algumas defini¢oes.

Definicao B.11. Seja X uma classe de médulos. Dizemos que existem X -mddulos
suficientes quando, para cada médulo M, existem um médulo X da classe X' (dora-
vante, X é um X-mddulo) e um monomorfismo M — X. Uma X-resolu¢io de M é

um cocomplexo X(M) de X-mdbdulos

d® dl

0 X° X! X2

tal que HY(X(M)) =kerd’ = M e H(X(M)) = 0 para cada i > 1.

Para cada i > 0, o quociente V' = kéXT ¢ chamado de i-ésima cosizigia de X(M).
Assim, o homomorfismo d* : X* — X**! fica fatorado como d; = d'n* onde d' : V' —
X1 ¢ um monomorfismo e 7 : X* — V% é um epimorfismo para cada i > 0.

Neste texto, consideraremos de maneira exclusiva a classe X dos médulos injetivos.

Se f: M — N é um homomorfismo de médulos e X (M) e X(N) s@o, respectivamente,
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resolucoes injetivas

0 EY E! E?

de M e N, entao, pode-se construir uma aplicacao de cadeias

B e el
0 N EO El E2
f 1o It 12
0 M « DO d° Dl d! D2

que sera chamada de resolucao de f. Aqui, a e [ sao os monomorfismos que fazem
que as linhas do diagrama sejam exatas. De fato, f° é um levantamento de Bf via
o monomorfismo «, pois EY é injetivo. Supondo que foram encontradas todos os
homomorfismos até f* : D® — E™ temos um monomorfismo d,, : V% — D"*! induzido
por d", mais precisamente, d"7" = d" onde 7™ : D" — V}} é a projecdo canonica.
Define-se, também, um homomorfismo (¢, de fato, bem definido!) A" : Vi — E"™!
como \"(a+kerd") = " f"(a). Portanto, existe f"*!: D"*! — E"+! tal que fTld" =
A", Assim, frldr = fridian = N\t = e fm.

Observe, também, que se fora construida outra resolugao (¢%);>o de f, entdo, ambas
aplicacoes de cadeias sdo homotdpicas, isto é, existe uma aplicagao t = (t" : D" —
E™ 1) de grau 1 (ou cograu —1) tal que f™ — g™ = " 1" + t"H1d".

e~ 1

De fato, observe que M = im a C ker(f° — ¢°) e defina \° : V; — E° como \°(a +
ker d°) = (f° — ¢°)(a), isto é, \O7% = f0 —¢% onde 7° : D° — V3 é a projegao natural.
Mas d°7°(z) = d°(z) para todo z € E°. Por ser E° injetivo, defina t! : D' — E°
estendendo \°, ou seja, A’ = t'd’. Logo, f* — ¢° = A7 = e~ 140 + ¢1d°.

Supondo que j& foram encontrados todos os homomorfismos até t"* : D* — E"~ 1

considere, analogo ao primeiro passo, o homomorfismo A" : Vj; — E™ definido por
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A = f7 — g™ — e""1t". Define-se um levantamento ¢t"*! : D"*! — E™ de A" via d"
(isto é, t"*1d, = A") e verifica-se que f" — ¢g" = e" 1" + ",

Fica, entao, demonstrado o seguinte resultado.

Proposicao B.12. Quaisquer duas resolugoes injetivas de um mesmo modulo sao
homotopicamente equivalentes, isto é, se E(M) e D(M) sao resolugdes injetivas de M,
entao, existem aplicagdes de cadeias f: E(M) — D(M) e g : D(M) — E(M) tais que
fg € homotépica a idp(a e gf € homotépica a idg(ar).

Uma resolucao injetiva E(M) = (EY(M),d");>o de M é minimal se o termo de
cograu n é extensao essencial da (n — 1)-ésima cosizigia para cada n > 0 (convenimos
V-l =M).

Existem muitas razoes para as resolugoes injetivas minimais terem este nome. Uma

delas é a seguinte.

Proposigao B.13. Sejam D(M) e E(M) duas resolugbes injetivas de M, sendo a
segunda delas minimal. Entdo, para cada n > 0, cada termo de E(M) de cograu
n é somando direto do termo de D(M) do mesmo cograu. Em particular, para cada
n > 0, os termos de cograu n de quaisquer duas resolugoes injetivas minimais do mesmo

modulo sao isomorfos.

Demonstracao. Construiremos uma aplicacao de cadeias
(idyy)izo : (E(M),e) — (D(M),d)

induzida pelo isomorfismo identidade idy; : M — M e injetora. De fato, idf), satisfaz
id);o = Bidys, sendo o lado direito um monomorfismo. Logo, id), é injetora pelo
Lema[B.7 e E° é somando direto de D°.

Suponha, agora, que id}, é injetora para cada i € {0,...,n}. Observe que z € ker ¢’
se, e somente se, id},(z) € kerd’. Defina A" : Vg — D"*! como \"(a + kere®) =
d"id},(a). Verifica-se que A" é injetora: de fato, id’};(a) € kerd" se, e somente se,
a € kere”. Deste modo, A" estende-se a um monomorfismo id};* : E**! — D"+ pois

e": Vg — E™! é uma extensdo essencial. Portanto, E™ é somando direto de D™ para

cada n > 0 pelo Lema [B.6] O

B.3 Moébdulos injetivos sobre um anel comutativo

noetheriano

Antes de continuarmos com o estudo de médulos injetivos, lembremos algumas

propriedades dos mdédulos de homomorfismos. Para qualquer conjunto de indices I,
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existe um monomorfismo de grupos ¢ : @ Hompg(M, N;) — Homp (M, @ Ni> dado
iel iel
por o(fi, +---+ fi,) = fiu ¥+ fi, M — @Ni quando f;; € Hompg(M,N;,).
iel
Observa-se que ¢ é um isomorfismo quando M ¢ finitamente gerado: de fato, a ima-

gem de f € Hompg | M ,@NZ) estd contida numa quantidade finita de [V; neste
el
caso, logo, f € Homp (M,@Ni) onde F' é um subconjunto finito de I. Mas
i€l

neste ltimo caso, o monomorfismo ¢|p : @HomR(M, N;) — Hompg <M,@N¢>
i€F i€F
é, de fato, um isomorfismo (independente de M ser finitamente gerado). Assim, existe

g€ @HomR(M, N;) C @HomR(M, N;) tal que ¢(g9) = ¢|r(g) = f.
ieF iel
Os aneis noetherianos ficam caracterizados pelo comportamento dos médulos inje-

tivos.

Proposicao B.14. Um anel é noetheriano (a direita) se, e somente se, toda soma
direta de médulos injetivos (& direita) é injetiva.
Demonstragao. Seja E = @E, uma soma direta de mddulos injetivos e considere

el
um ideal a de um anel noetheriano R. A inclusao a — R induz um homomorfismo

Homg (R, E) — Homg(a, E). Como cada E; é injetivo, temos também que cada ho-
momorfismo Hompg(R, F;) — Homg(a, E;) ¢é sobrejetor. Logo, @HomR(R, E;) —

i€l
@ Hompg(a, E;) é sobrejetor. Como a ¢ finitamente gerado, temos o isomorfismo natu-
icl

ral @ Homg(a, E;) = Hompg (a, @ EZ> . Portanto, o homomorfismo Homg (R, E) —
iel iel
Hompg(a, E) é sobrejetor, donde E é um médulo injetivo pelo Critério de Baer.

Reciprocamente, suponha que R nao ¢ noetheriano. Exibiremos uma soma direta

de modulos injetivos que nao € injetiva. Existe uma cadeia ascendente a; C as € --- de

R
ideais de R. Seja a = U a;. Existem projegoes naturais m; : @ — Eg ( ) para cada
a;

1>1

R
7 > 1, donde obtemos um homomorfismo 7 : a — H Er ( > Se a € a, entao, a € a;
a;

1>1
para algum inteiro 7 > 1. Assim, m;(a) = 0 quando ¢ > j. Portanto, o contradominio
R
d bmodul E d E . Se existi R — Er | —
eweosumouo@ R( ) eH R( ) e existisse ¥ @ R(ai)

i>1 i>1
estendendo 7, entdo, (1) = e; + -+ - + e5 para alguns e; € Eg <a§) e s> 1. Agora,
m(a) = ay)(1) para cada a € a. Mas se a € a549 — 511, entdo, mgi1(a) # 0 e chegamos

a uma contradicao. O
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Lembremos que um maédulo € dito simples quando nao tem submaddulos nao-triviais.
Um modulo sera dito indecomponivel quando nao for uma soma direta de submdédulos
nao-triviais. Um modulo serda dito uniforme quando satisfizer alguma das condicoes

equivalentes:
1. Nao contém somas diretas nao-triviais.
2. Todo submédulo nao-nulo é indecomponivel.
3. E extensdo essencial de cada um de seus submédulos nao-nulos.

Todo médulo simples é uniforme e todo médulo uniforme é indecomponivel. Exemplos
que mostram que estas implicacoes nao sao equivaléncias podem ser encontrados em
[12, pagina 84]. Porém, todo médulo injetivo indecomponivel é uniforme como veremos

a seguir.
Teorema B.15. Seja E um mddulo injetivo. As condicoes sao equivalentes:
1. E ¢ indecomponivel.
2. E#0 e E= Egr(M) para qualquer submddulo nao-nulo M de E.
3. E = Er(U) para algum submddulo uniforme U de E.
4. E=FEp (%) onde a € irredutivel, isto €, se bNb' = a, entdo, b =a ou b’ = a.
5. O anel Endg(F) dos endomorfismos do R-mddulo E € local.

Demonstracao. Se E é um mddulo injetivoe 0 £ M C E, entao, toda extensao essencial
de M estd contida em E. Em particular, Er(M) C E, donde Egr(M) = E, pois E é
indecomponivel. Deste modo, a condi¢ao 1 implica na condigao 2.

Se E' = Er(M) para qualquer submédulo ndo-nulo M de E, entdo, E é uniforme.
Assim, U = F satisfaz a condigao 3 quando F satisfaz a condicao 2.

Suponha que F = Er(U) para algum submdédulo uniforme U de E e considere um
submédulo ciclico V de U, isto é, V = % para algum ideal a de R. Como U é uniforme,
temos que U é uma extensao essencial de V. Portanto, Fr(U) é uma extensao essencial
de V. Finalmente, se b N b’ = a, considere os submddulos ciclicos W = % e W' = %/ de
V CU. Se W # 0, entao, W' = 0, pois WNW’' =0 e U é uniforme. Fica demonstrado
deste modo que a condicao 3 implica na condicao 4.

Seja = FEg (%) onde a é irredutivel. Observe que o médulo U = % é uniforme.
Considere um elemento nao-invertivel « € Endg(F). Entao, kera # 0, pois caso
contrario, £ = im a C FE, o que é absurdo, pois F é injetivo. Assim, U Nker a # 0.

=

Considerando outro elemento nao-invertivel § € Endg(F), obtemos igualmente que
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Unkerp # 0. Logo, kera+ 5 2O keranker O (UNkera)N (UNkers) # 0.
Portanto, o conjunto dos elementos nao-invertiveis de Endz(F) é um ideal, concluindo
assim que a condicao 4 implica na condicao 5.

Finalmente, se & = F; @ Fs, entao, idg, ®0 e 0@ idg, sao elementos idempotentes

de Endg(F). Assim, a condi¢@o 5 implica na condigao 1 e o enunciado fica estabelecido.
O

Um médulo (a direita) N é dito primo se Ann(N') = Ann(N) para todo submédulo
nao-nulo N de N. Pode-se demonstrar que o ideal Ann(/N) é primo sob esta condicao:
de fato, se ab € Ann(N) e a ¢ Ann(N), considere n € N tal que na # 0. Assim, o
submédulo N = naR de N deve satisfazer Ann(N’) = Ann(N). Como b € Ann(N’),
a afirmacao segue.

Um ideal primo p é dito associado ao médulo (a direita) M quando p = Ann(N)
para algum submodulo primo N de M e o conjunto de ideais primos associados de M
é denotado por Ass(M). Observe que a presente defini¢ao de ideal primo associado
coincide com a usual no caso comutativo.

Uma das vantagens de considerarmos estas novas defini¢oes é a seguinte.

Lema B.16. Se F é uma extensao essencial de M, entdo, Ass(E) = Ass(M). Em
particular, Ass(Er(M)) = Ass(M).

Demonstracao. Seja H um submédulo primo de E. Entao, H N M # 0, donde p =
Ann(H) = Ann(H N M). Agora, H N M ¢ um submédulo primo de M. Assim,
p € Ass(M). A reciproca é trangiila. O

Se p é um ideal primo de um anel comutativo R, entao, o R-mddulo % ¢é uniforme,

donde Eg (%) é indecomponivel pelo Teorema [B.15| Observe que Assp (%) = {p}.

De fato, todos os médulos uniformes satisfazem esta condicao.

Lema B.17. Todo moédulo uniforme possui, no maximo, um ideal primo associado.

Demonstracao. Suponha que Ann(H;) e Ann(Hj) sao ideais primos associados de um
médulo uniforme U, onde Hy e Hy sao submédulos primos de U. Entao, H; N Hy # 0
e Ann(H,) = Ann(H; N Hy) = Ann(H,). O

O objetivo agora é decompor todo moédulo injetivo em indecomponiveis. Isto pode
ser feito no contexto comutativo noetheriano e o anel base terd estas caracteristicas

daqui para frente.

Teorema B.18. Seja E um mddulo injetivo nao-nulo sobre um anel comutativo no-

etheriano R. Entao, E = @ER (E) onde cada p; € um ideal primo de R.

2
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Demonstracao. Observe que se E' é um moédulo injetivo indecomponivel, entao, £ =
Er (%) onde a é um ideal irredutivel. Demonstraremos que se R é comutativo noethe-
riano, entao, a pode ser escolhido como um ideal primo. Seja p € Ass(FE). Entao, existe
um monomorfismo % — FE. Como E é indecomponivel, temos que E é uma extensao
essencial de % pelo Teorema [B.15) donde E = Er (%).

Em geral, seja e € E e considere a = Ann(e). Entao, a = a; N --- Na, onde cada

, . . . . ;- _ R R R
a; ¢ um ideal irredutivel (veja [16, pdgina 40]). Logo, Re = o C {+ & -+ & -, donde
Re C Ejy (%) @D FEg (f) Como cada a; é irredutivel, existem ideais primos

p; tais que Fg <aﬂ> = FEg (%) para cada ¢ pelo argumento anterior e concluimos o

enunciado. O

Deste modo, o conjunto {ER (%) }pGSpec . fornece uma lista completa dos mdédulos
injetivos indecomponiveis sobre o anel comutativo noetheriano R. Assim, dados dois
ideais primos, p e q, de R, teremos que Eg (%) = Fg (%) se, e somente se, p = q: de
fato, se x € p — q, entao, a multiplicagdo por x é um automorfismo em Fp (%) € nao

¢ um automorfismo em Fgr (%).

Extensoes essenciais e injetividade sao preservadas via localizagao.

Lema B.19. Considere um conjunto multiplicativo S de um anel comutativo noethe-
riano R. Se E é um R-mdédulo injetivo, entao, S™'E é injetivo como S~ R-mdédulo e

como R-médulo.

Demonstragao. Se a é um ideal de S7'R, entdao, a = S~1b para algum ideal b de
R. Temos a sequéncia exata Hompg(R, E) — Homg(b, E) — 0. Como S™!(—) é um
funtor exato da categoria dos R-médulos & categoria dos S~!R-mdédulos, obtemos a
sequéncia exata S~'Hompg(R, F) — S~ 'Hompg(b, E) — 0. Agora, como R é noetheri-
ano, todos seus ideais sao de apresentacao finita e a sequéncia anterior transforma-se
em Homg-13(S™'R,S7'E) — Homg-15(S7'b,S7'F) — 0 via isomorfismos naturais
(veja [I, Proposition 12.21]). Deste modo, S™'E é um S~'R-médulo injetivo pelo
Critério de Baer.

Finalmente, considere dois R-moédulos M C N e um homomorfismo de R-moddulos
A: M — S7'E. O homomorfismo canoénico ¢ : S™'E — S™'E é um isomorfismo
de S~'R-médulos. Deste modo, ¥~ 'S™I\ : S™'M — S7'E ¢ um homomorfismo de
S~!R-médulos. Agora, existe um homomorfismo de S~ R-médulos i/ : SN — S™'E
que estende ¢S\, Deste modo, o homomorfismo canonico 6 : N — S™!N induz
um homomorfismo de R-médulos /8 : N — S™'E que estende \ concluindo que S™'E

¢ também R-injetivo. [
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Lema B.20. Seja S um conjunto multiplicativo de um anel comutativo noetheriano
R e considere um homomorfismo de R-médulos f: L — M tal que im f C M é uma

extensao essencial. Entao, S™'M é uma extensdo essencial de im S™1f.

Demonstragao. Seja 7 um elemento nao-nulo de S™IM. Logo, existe p € Ass(Rx) tal
que pN S =0. Assim, p = Ann(rz) para algum r € R, isto é, podemos escolher r € R
de maneira que Rrz seja um R-mddulo primo. Como M ¢é uma extensao essencial de
im f, existe ' € R tal que 0 # r'rz = f(y) para algum y € L. Como Rrz é um R-
submédulo primo de Rz, temos que Ann(r'rx) = p, donde 0 # rre — @ =S-1f (%)

Conclui-se que S™'M ¢é uma extensao essencial de im S~1f. ]

Lema B.21. Considere um conjunto multiplicativo S de um anel comutativo noethe-
riano R. Entao, os S™'R-mdédulos injetivos indecomponiveis sao os médulos Er (%),

com p primo, tais que pN S = 0.

Demonstracao. Pelo Teorema os ST!'R-médulos injetivos indecomponiveis sao

os modulos Eg-15 (S > onde p é um ideal primo de R tal que pN S = (). Agora,

S—1p

Eg-1p <§;—?;> =S 1ER < ) pois S~1EgR ( ) ¢ S~!R-injetivo pelo Lema [B.19/ e uma

S*lR

B.20, Afirmamos que,

extensao essencial do S~!R-médulo S~ F) =

quando p NS = 0, o R-médulo ER< > possui estrutura de S~!R-mddulo e, além

disso, que é isomorfo ao ST!R-médulo Fg-1p ( ™ ) de fato, a primeira afirmacao

segue porque a multiplicacao por qualquer elemento s € S é um automorfismo em
Epr ( ) ficando definido € = p;'(e) para cada e € Eg (%) e cada s € S. Quanto a

segunda afirmacao, note que a estrutura de S~!R-médulo em Ep ( ) é tnica (veja [,

Proposition 12.1]). Deste modo, Fr (%) = S7FER (%) = FEg-1p <

o requerido.

) e conclui-se

Proposicao B.22. Seja p um ideal primo de um anel comutativo noetheriano R e
considere os médulos F = Eg (%) e k(p) = Frac (%) = pRT"p. Entao, Hompg, (k(p), £) =

#(p) e Hompg, (/{(p), Er (%) > = 0 para todo ideal primo q # p.
P

Demonstragdo. Observe que Hompg, (k(p), £) = (0 :p pRy). Afirmamos que (0 :g

pR,) = k(p): de fato, k(p) C (0:5 pR,) e (0 :5 pR,) é um k(p)-espago vetorial, donde

k(p) é somando direto de (0 :g pR,). Por outro lado, E é extensao essencial de todos

seus submédulos nao-nulos pelo Lema Assim, (0 :g pR,) = K(p).

Para o segundo isomorfismo, consideremos primeiro um ideal primo q € p. Assim,

Er (%) ¢ uma extensao essencial de (%) = 0 pelo Lema [B.20, Se q C p, entao,
p p

Hompg, (m(p),ER (%)p) = (0 :ER(%)F pR,) = (0 (2 pR,), a ultima igualdade

95



B. Médulos injetivos

vinda do Lema

pelo Lema

.16

B.21{

Se (0 () pR,) # 0, entdo, q = p, pois Ass (ER (%)) ={q}
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