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Resumo

Hesse afirmou em [9] que uma hipersuperficie projetiva irredutivel em P" definida por uma
equagao com hessiano nulo necessariamente é um cone. Gordan e Noether provaram em [6] que
isso é verdade para n < 3 e exibiram contra-exemplos para cada n > 4. Gordan-Noether e
Franchetta deram uma classificacao das hipersuperficies em P* com hessiano nulo e que nao sao
cones, ver [6] e [3]. Aqui vamos dar uma abordagem geométrica a classificacao das hipersuperficies
com hessiano nulo em P* proposta por Gordan-Noether, seguindo as linhas de Garbagnati-Reppeto

em [4].

Palavras-chave: Hessiano, Mapa polar, GN-hipersuperficie, Franchetta hipersuperficie



Abstract

Hesse claimed in [9] that an irreducible projective hypersurface in P™ defined by an equation
with vanishing hessian determinant is necessarily a cone. Gordan and Noether proved in [6] that
this is true for n < 3 and constructed counterexamples for every n > 4. Gordan-Noether and
Franchetta gave a classification of hypersurfaces in P* with vanishing hessian and which are not
cones, see [6] and [3]. Here we give a geometric approach to the classification proposed by Gordan-
Noether, providing a classification of hypersurfaces with zero Hessian in P*, following the lines of

Garbagnati-Reppeto in [4].

Keywords: Hessian, polar Map, GN-hypersurface, Franchetta hypersurface .
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Introducao

Se X = Z(F) C P™ é um cone, entao o polinémio F € C[xo,...,x,] depende, a menos de
mudanga de coordenadas projetivas, de no méximo n variaveis. Concluimos que o hessiano de
X ¢ identicamente nulo, pois uma coluna da matriz hessiana é toda nula. As hipersuperficies
com Hessiano nulo inicialmente foram estudadas por O. Hesse, que acreditava té-las caracterizado
como cones, isto é, uma hipersuperficie X tem hessiano nulo se, e somente se, X é um cone. Os
dois artigos publicados com as conclusoes de Hesse s@o [9] em 1851 e [10] em 1857. Entretanto
a reciproca é falsa, isto é, existem exemplos de hipersuperficies com hessiano nulo que nao sao
cones.

Gordan e Noether em 1876, vinte e cinco anos apds a primeira afirmacao de Hesse, escreveram
o histérico artigo [6] apontando o erro de Hesse. Nesse artigo eles provaram que a afirmagao é
verdadeira em P? e exibiram uma familia infinita de exemplos de hipersuperficies em P* que nao
sao cones e cujo hessiano é identicamente nulo. Ditas hipersuperficies levaram seus nomes em
homenagem aos mesmos. Eles observaram que Hesse estava certo para n < 3 e que em geral para
n > 4 a afirmacao nao é verdadeira.

Franchetta em 1954, setenta e oito anos apds o artigo de Gordan e Noether deu uma classi-
ficagao das hipersuperficies de P* que nao sio cones e cujo hessiano é identicamente nulo em [2] e
[3]. A classificacao dadas por Franchetta é nitidamente independente, ji que ele usa técnicas mais
geométricas diferenciando o seu trabalho ao de Gordan e Noether, que faz uma construgao mais
algébrica.

Quando considerado o caso de hipersuperficies ctibicas com hessiano nulo foi obtido por Perazzo
em [16], uma classificacao em P4, P5 e PS. Além dos trabalhos acima citados, houve também
contribuigdes para o tema nos seguintes artigos: Permutti (1957, 1964), [17], [18], [19], Zak (2004),
[22], Ciliberto, Russo e Simis (2008), [1]. A classificagdo das hipersuperficies de hessiano nulo em
P" com n > 5 ainda esta em aberto.

O artigo [4], sobre o qual este texto trata, tem por meta traduzir em termos mais geométricos
a classificacao das hipersuperficies com hessiano nulo em P* dada por Gordan e Noether, usando
algumas ideias e resultados contidos em [6], e [I1] e o recente artigo [I]. Também descreve breve-

mente o contra exemplo no espaco projetivo de dimensao 4 produzido por Gordan e Noether.

xii



Estrutura do Texto

Tendo em vista que um de nossos objetivos ¢é classificar as hipersuperficies com hessiano nulo
em P*, em especial a caracterizacao das hipersuperficies em P* com hessiano nulo que nao sao
cones. Entao dividimos nosso trabalho em trés capitulos, nos quais incumbimos o primeiro capitulo
para o estudo de cones e os dois tltimos para o estudo de hipersuperficies de hessiano nulo que
nao sao cones.

O primeiro capitulo é fracionado em quatro secoes. Nas duas primeiras se¢oes vamos dar as
defini¢oes “basicas”dos conceitos que serao utilizados em nosso trabalho e exibir uma descri¢cao
das hipersuperficies que sao cones em P*. Sendo nossa definicao de cone bem geométrica mos-
tramos uma caracterizacao para a definicao de cone mais algébrica. Na terceira secao a partir
da construgao dos polinomios de Gordan e Noether encontramos as hipersuperficies dos mesmos,
denotadas por GN-hipersuperficies, que em geral nao sao cones, mas possuem hessiano nulo. Na
ultima secao desse capitulo apresentamos as hipersuperficies de Franchetta, F—hipersuperficies,
que possuem uma definicao totalmente geométrica. J& visando nosso objetivo mostramos que
em P* essas duas familias de hipersuperficies sdo equivalentes. Assim, concluimos que em P* as
hipersuperficies de hessiano nulo sao cones ou JF—hipersuperficies.

Agora, visando nosso objetivo, o qual ja tem duas equivaléncias provadas, deixamos o segundo
capitulo para introduzir o conceito de variedade dual e mapa polar de uma hipersuperficie. Nesse
capitulo colocamos resultados gerais desses dois assuntos e observagoes voltadas para a demons-
tracao da caracterizagao de Franchetta. O leitor que ja se aprofundou nesses topicos pode pular
esse capitulo.

O dltimo capitulo foi deixado especialmente para, os resultados usados na prova do Teorema
principal, também chamado de caracterizacao das hipersuperficies em P* com hessiano nulo que
nao sao cones, a saber:

Teorema 3.4 Seja X = Z(F) C P* uma hipersuperficie irredutivel de grau d > 3 que nao é um

cone. Entao as seguintes condigoes sao equivalentes:
(i) X = Z(F) tem hessiano nulo.

(i) X = Z(F) é uma Franchetta hipersuperficie.

d

(iii) X = Z(F) é uma GN-hipersuperficie geral do tipo (4,2,1,s), com pu = [ﬂ, que tem um

plano de multiplicidade d — p.

theorem Como o ambiente do Teorema principal é P*, deixamos nesse capitulo resultados que sao
validos especificamente em P*.

Gostariamos de deixar claro ao leitor que em todo momento estamos trabalhando com espacos
projetivos sobre o corpo dos ntimeros complexos, isto é, P* = P(C"*1), j4 que sua completude é

indispensavel.

xiil



Por fim, o nosso Apéndice A é composto de breves comentérios sobre tépicos utilizados no
decorrer da disssertacao. Muitos dos resultados nao sao provados, mas indicamos literaturas nas
quais podemos encontra-los. Comentamos assuntos bésicos sobre variedades projetivas e outros
mais avancados, mas que devem ser aceitos pelos leitores ainda nao familiarizados para uma
leitura mais proveitosa. Ja no apéndice B nos deleitamos com algumas informacoes sobre os

grandes Matematicos citados nesse texto.

Notacoes
e P” - Denota o espaco projetivo complexo de dimensao n;
e P - Denota o conjunto de polindmios nas variaveis xq, .. ., x, e coeficientes complexos;
e P, - Denota o subespaco de P formados pelos polinomios homogéneos de grau d;
e hp - Denota o determinante da matriz hessiana associada a F’;
e Vert(X) - Denota o vértice do cone X;
e (., - Denota a reta passando por z e y;
e I(X) - Denota o ideal associado a variedade X;
e 7,X - Denota o espago tangente a variedade X no ponto p € X;

e T - Denota uma mudanga de coordenadas projetivas (Mcp);

oh

55 - Denota a derivada de i € Clyo, ...,y em relacdo a y; e avaliada em 1;(z);
J

e P - Denota o conjunto composto por hiperplanos de P™;
e X* - Denota o dual da variedade X;

e mult,(X) - Denota a multiplicidade de X em p;

e Sing(X) - Denota o conjunto de pontos singulares de X;

e G(k + 1,C"™) - Denota o conjunto de subespagos de C"™! de dimensao k + 1, chamada

(k + 1)—grassmaniana,;

e G(k+1,C""1) - Denota o conjunto de subespagos de P(C™"!) de dimensao k + 1, chamada

(k + 1)—grassmaniana projetiva;

e 7r - Denota o fecho da imagem do mapa polar associado a Z(F') C P", o qual chamaremos

de imagem do mapa polar;

Xiv



e C(95) - Denota o cone afim associado a S C P™;

e 7, - Denota a projecao do ponto h ao hiperplano P!

XV



Capitulo 1

Familias de Hipersuperficies com

Hessiano Nulo

1.1 Hessiana

Tendo em consideracao que o objetivo desta dissertacao ¢é classificar as hipersuperficies ir-
redutiveis e reduzidas em P* que tem hessiano nulo. Iniciamos esta secao dando a definicao de
Hessiano e mostrando que se o Hessiano for nulo ele permanecera nulo apés uma mudanca de coor-
denadas projetiva. Axiomatizamos que a partir desse momento todas as variedades sao reduzidas,
a menos de mengoes contrarias.

Seja F' € Clzg,...,x,|. Denotaremos por hr o hessiano polinomial de F', o qual é definido

pelo determinante da matriz Hessiana associada a F', ou seja,

hr = det[Hess(F)] := det( [aij;;j} i,jO,---,n>‘

Teorema 1.1. Sejam F € Py nao nulo, com d > 1, e T € Aut(C"). Entao [Hess(TqF)] =

[T [Hess(F)][T™!], vejo o apéndice para entender as notagoes.

Demonstr (1@50. Considere o seguinte diagrama
T-1 F
cn ! — C" ! — C.

As aplicagoes,
(T—l)/ . (Cn+1 — S(Cn—H, Cn+1)

(T71>// . (Cn+1 N E(CnJrl, S(Cn+1’ CnJrl)),
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induzem para todo ¢ € C*™! as seguintes aplicacoes

(T (c) : C**' — C™™!

(T™Y"(¢) : € x € — ™,

Usando a regra da cadeia e o fato da derivada da aplicagao linear (T~!)'(c) ser T~!, temos:

(FoT )" (e)(u,v) = Fio (T () (w), (T (e)(v)),

para todo (u,v) € C"*1 x C"*1. Sendo (F o T71)”(c) uma aplicagao bilinear e T~ uma aplicacio

linear, temos da algebra linear que as matrizes das aplicacoes na base canonica satisfazem:
[Hess(TaF)] = [(FoT™)"(c)] = [T™]'[Hess(F)][T™],

onde TyF = FoT™ 1. O

Corolario 1.2. Seja F' € P; nao nulo, com d > 1. Entao hr = 0 se, e somente se, hy,r = 0, para
todo T € Aut(C™1).

Demonstracao. Do teorema acima temos,
det[Hess(Ty4F)] = det[T|'det[Hess(F)]det[T].
Logo,
hr,r = 0 se, e somente se, hp = 0,
ja que det[T~1] # 0. O
Exemplo 1.1. Seja X um hipersuperficie quadrica singular em P", pela classificagao das quédricas
sabemos que, a menos de mudanca de coordenadas X é o conjunto dos zeros de um polinomio da
k
seguinte forma Z x7, para algum k < n. Logo At .7 = 0, e pelo corolario hr = 0. Concluimos

=0
também que, hr = 0 se, e somente se, X é uma quadrica singular.

1.2 Cones em P"

Sejam X, Y C P" variedades e ng’y ={(z,y,2), x #y: z € (x,y)} C X xY xP". Defina por
Sx,y seu fecho em X XY x P" chamamos esse conjunto de ”Join abstract”de X e Y. Considere

a projecao de Sx y para os fatores X x Y e P,
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X xY P,

O "Join"de X e Y, S(X,Y) é a imagem por p, do ”Join Abstract”, isto é,

S(X,Y) =p2(Sxy) = U (x,y) CP",

onde (x,y) é a reta passando por z e y.

Definicao 1.1. Sejam X C P" uma variedade p um ponto em P". Dizemos que p pertence
ao vértice de X se, e somente se, X = S(p, X). Chamaremos o conjunto de todos os pontos

satisfazendo a condigao acima de vértice de X e o denotaremos por Vert(X), isto é,
Vert(X)={pe X | X =S(p,X)}.

Definicao 1.2. Seja X uma variedade projetiva em P". Dizemos que X é um Cone se existe
p € X de modo que S(p, X) = X, isto é, Vert(X) # (). Geometricamente isto significa que dado
r € X,z #p, areta (p,x) estd contida em X.

Exemplo 1.2. Seja F(xg...,xx) € Clzg...,x,] irredutivel, com 0 < k < n — 1, e assuma que
nao existe uma mudanca de coordenadas projetiva em P" que permita diminuir o numeros de

varidveis que comparecem em F. Vamos mostrar que X = Z(F') em P" é um cone. Considere as
subvariedades de P, A = Z(xq, ..., x1), H = Z(xpy1,...,2,) e Y = X N H.

Afirmacao 1.1. X = U Uy y
zeAyEY

De fato, seja a € X. Caso a € A ou a € H, nada temos a fazer. Suponhamos que a € A e
a & H, e definamos A; = (A,a). Note que dimA; =n —k e dimH = k. Assim, Ay N H # (.
Considere p € Ay N H. Como Ay = P([ext1,-..,€n,a]), com a = (ag,...,a,) e a = [a], temos
p=[tag:...:tag : pre1 + taxsr ... pp + tay]. Além disso, p € H, donde p = [tag : ... : tay :
0:...:0]. Logo, F(p) =tiF(a) =0. Dai, p€ Y = HN X. Do fato de a ¢ H, temos que a # p.
A partir de um simples célculo, observando a definicao de A; percebemos que ¢,, C A;. Agora
faz sentido calcular a dimensao de ¢,, N A em Ay, a qual é nao negativa. Seja = € {,, N A, entao

a€ly, =1Ly, Logo, X C U Uy
zENYEY
Para a outra inclusao, sejaa € {,,,comzr € Aey€eY = XNH. Sea =z oua=y, entao

ac€ X,pois AN C XeyeY =XNH, respectivamente. Caso contrario, a = [ty : ... : ty; : STpi1 -
... 18Ty, [s:t] € PL Dai, F(a) = t‘F(y) = 0. Portanto, a € X.
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Finalmente mostraremos que X é um cone a partir da afirmagao . Considere ¢ =[0:...:

0:qrs1:---:qn) € A. Claramente, X C U (x,q) C U (x,q). Logo, precisamos provar
apenas a outra inclusao. Seja a € £, , C U (x,q), entdo se a = x ou a = ¢ ndo temos nada a

qF#x,x€X
fazer. Suponhamos que exista [s : t] € P! tal que a = [sxg : ... : sTp : STpy1+Htqper : - - : STu+tqn),
entao F(a) = s?F(x) = 0. Assim, U (x,q) € X. Logo, U (x,q) € X = X. Portanto, X
qFx,x€X qFx,x€X

¢ um cone.

Por completude do exemplo vamos determinar o vértice da variedade X. Como X = S(q, X),
para todo ¢ € A, concluimos que A C Vert(X). Suponha A C Vert(X). Seja p € Vert(X) \ A,
entdo p = [po : ... : Pkst Pkt+1 © --- 1 Pn), pj # 0, para algum j € {0,...,k}. Considere
p=1po:...:pk:0...:0] € Hyentdo p € Y = X N H. Logo, para todo a € U C H, U algum
aberto, podemos escolher /,, reta passando por p € HN X, tal que §(¢,NY) > 2. Sejab e {,NY,
entdo a € ¢, = {5, C X, pois £, C X. Logo, a € X. Assim, U= H C X e por consequéncia
Fel(H) = (Tg+1,-- -, Tpn). Absurdo. Portanto, Vert(X) = A.

No préximo exemplo observamos que em P? a unidao de um ntimero finito de planos, contendo

um reta £, é um cone tendo a reta ¢ por vértice.

k
Exemplo 1.3. Seja f = H(aﬂo + bizy), com [a; : b] € P!, e fixe a reta £ = Z(xg,z1) C P3.

i=1
k

Considerando X = Z(f) = UZ(aixO + bixr1), onde k € N e Z(a;zo + biry) é um plano em P3
i=1
contendo a reta ¢. Temos:
Poderiamos usar simplesmente o Exemplo [1.2{ e concluirmos que X é um cone. Entretanto,
vamos mostrar isto a partir da definicao para facilitar o encontro do vértice. Assim nossa primeira

tarefa é mostrar que existe p € X tal que X = U lpq-
p#q,q€X

Afirmagao 1.2. X = S(q, X), para todo g € ¢.

De fato, sejap=[0:0:a: 1] € X, entao claramente X C U ¢, ,. Para a outra inclusao,
p#q,q€X
seja w € U ¢, 4, entao existe ¢ € X tal que w € {,, ,, com p # q.

p#q,q€X
k

Como, w = [tqo : tqy : tqa+ sa : tqz + s], para algum [s : t] € P!, temos f(w) = H(aiqo—f—biql) =0,
i=1
pois ¢ € X. Donde, w € X. Passando o fecho obtemos assim a igualdade.

Afirmagao 1.3. Vert(X) =/¢

Pela afirmacao vemos que ¢ C Vert(X). Por outro lado, suponhamos que exista p €

Vert(X) \ ¢, entao X = U lpq- Podemos considerar ¢ € Z; := Z(a;jx¢ + bjx;), para algum
P7#¢,9eX
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je{l,...,k}, de forma que p ¢ Z;. Mostraremos que ¢, , ¢ X. Efetivamente, se ¢, , C X, entao
Wse = [Sqo +tpo ¢ ... : sq3 + tps] € X, para todo [s : t] € P'. Logo existem, no minimo, [s; :
th], [s2 : to] € P! tais que wys,, Weyty € Zo = Z(aaTo + bat1), para algum « € {1,...,k}. Donde,
lyq € Z,. Absurdo, pois p e g estdo em planos diferentes. Assim, chegamos que Vert(X) \ ¢ = 0.

Proposicao 1.1. Seja X = Z(F') uma variedade projetiva de dimensao d, entao

Vert(X) =P' C (] T,X.

peX
= OF
onde T, X = Z(; 7o, (p)a;).
Demonstracao. Veja Proposicao 1.2.6, p. 11 em [20]. O

O préximo resultado caracteriza hipersuperficies irredutiveis que sao cones em P”.

Proposicao 1.2. Seja X = Z(F') C P" uma hipersuperficie irredutivel de grau d. Sao equivalen-
tes:

(i) Existe uma mudanca de coordenadas projetiva T em P™ tal que T4F é um polinémio onde
comparecem no maximo n variaveis.

(11) Existe H C P um hiperplano e p ¢ H tal que X = Uﬂp,q, onde S=XNHedimS=n-—2.

qES
(111) X = Z(F') é um cone, isto é, existe um p € X tal que X = U Upg-
P7#4,9€X

Demonstragao. (i) < (it) Suponha que existe uma Mcp T tal que T,F = f € Clxg, ..., Tp 1]
Consideramos H = Z(z,) ep =1[0:...:0: 1] € P*. A seguir provaremos que Z(f) = Ufpvq’

q€eS

onde S=Z(f)NH:

(I) Sejar € Z(f). Se r =p our € H, nada temos a provar.
Caso contrario, r ¢ H e r # p. Logo {,, N H = {q}. Assim, seja r = [v] com v = (rq,...,s).
Sabemos que £, = {[av + Beni1]| [, 8] € P'}. Donde, existe [s : t] € P! tal que ¢ = [ + fBe,i1].

Como ¢q € H, temos q = [arg : ... : ar,_1 : 0]. Além disso,

f(Q) = f(()é’f’o, AT, 0) = Oédf(r> = 0.

Assim, g€ Sel,, ={,,C U ¢, . Portanto, Z(f) C U lyy

q€s q€S

(II) Seja r € {,,, com q € S. Logo, ¢ =[qo: ... : qn-1 : 0]. Assim, r = [aqo : ... agu_1 : (],
para algum [« : 3] € PL.
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Observemos que

f(r) = flaqo, - .., aqn-1, 8) = a’f(qo, - ., @n-1,0) = o’ f(q) = 0.

Donde, ¢,, C Z(f).

Logo,

De onde concluimos que,

- ( U gp,q) = U T_l(enq) = U lr-1(p),1-1(q)-
T-1(q)eT

q€s -1(8) T-1(q)eT—1(S)

Note que da proposi¢ao[A.5e[A3 temos: n—1 < dimS < n—2. Se dimS = n—1, entao pelo Teo-
remalA.2| Z(f)NH = H. Donde, Z(x,) C Z(f) (H = Z(x,)). Logo, f = ax,, a € Clzg,...,z,),

e a € S4_1. Absurdo, a variavel x,, nao comparece em f. Assim, dimS =n — 2.

Reciprocamente, seja H = Z(h) C P" e p ¢ H. Entao do exemplo existe uma Mcp

T:P* — P, tal que T(H) = Z(z,), isto é, T1/h =x,,e T(p)=[0:...:0:1].
Sendo,
X =Jta
q€s

onde S=XNHedimS=n—2. Seja TyF = f. Do fato da mudanca de coordenadas projetiva

ser um isomorfismo temos:

T(X) =T(Z(F)) = Z(TaF) = |J s
q1€T(S)

Note que fv = f(xo,...,24,-1,0) # 0. Caso contrario terfamos f = Az,, A € C, e T(S) =
Z(f)n Z(x,) = Z(x,). Logo, dimS = n — 1. Absurdo! Assim pela primeira parte concluimos

2(f) = trpyav

qe§

que,

onde S = Z(f) N Z(z,). Além disso,

T(S) = Z(TyF) N Z(Tih) = Z(f) N Z(zn) = Z(F) N Z(z,) = S.

De onde concluimos que, Z(T4F) = Z(f) e por conseguinte existe A € C \ {0} tal que TyF =
)\fNG C[.I'(), ce ,l‘n,l].
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(11) < (i7i) Suponha que existem H hiperplano e p € X tais que X = U l,q,onde S=XNH.
qeS
Claramente temos a seguinte inclusao:

X = ng,q c U lpg,

q€s p#q,q€X

pois S C X. Para a outra inclusao, seja x € U lpq, entao existe ¢; € X tal que x € {, 4. Da

p#q,9€X
proposicao sabemos que existe ¢ € £, , N H. Agora basta mostrarmos que ¢ € S. Note que

lyq = ¥pq. Logo, {,, C X. Donde, g € X NH =S. Assim, z € {,, C U ¢, , € por consequéncia
q€eS

U ly,, € X. Sendo X um fechado em P", temos da definicao de fecho que U (e C X.

p#4,q€X p#q,qeX
Obtendo a igualdade desejada.

Para a reciproca, basta observarmos que podemos escolher um hiperplano H tal que p ¢ H e

usando o mesmo argumento acima obtemos X = U l,q,onde S = X N H. Além disso, sabemos

q€eSs
que n —2 < dimS <n — 1. Logo, dimS = n — 2. Caso contrario teriamos dimS = n — 1. Donde

pelo Teorema[A.2] X N H = X. Logo, X C H. Absurdo, poisp € X ep & H.
]

Combinando o Corolério|1.2|e a Proposigao [1.2] concluimos o resultado a seguir, pois ao menos

uma coluna ou linha da matriz hessiana é toda nula:
Corolario 1.3. Seja X = Z(F) C P um cone, entdo hp = 0.

Agora podemos comecar a trabalhar em nosso objetivo. Nosso desejo € classificar as hipersu-
perficies que possuem Hessiano nulo em P*, apds a préxima observacao s6 vamos precisar classificar

as hipersuperficies com grau maior ou igual a 3.

Observagao 1.1. Note que, se d < 2, d é o grau de Z(F'), entdo a Conjectura de Hesse’s é
verdadeira para todo n > 1. De fato, se d = 1, entdo Z(F') é um hiperplano. Dai, combinando o
exemplo[A.6]e com a proposigao [1.2] acima constatamos que todo Hiperplano é um cone. Por outro
lado, se d = 2, entao Z(F') é uma hipersuperficie quadrica. Sendo o Hessiano nulo, temos que a
mesma é uma hipersuperficie quadrica singular. Logo, existe uma mundanca de coordenadas que

elimina ao menos uma varidvel. Assim, Z(F') é um cone pela proposi¢ao

1.2.1 Descricao das Hipersuperficies que sao Cones em P*

Seja F' € Clxg,x1, z2, 3, 4] um polinémio de grau d e X = Z(F'). Se X é um cone, entao
existe uma Mcp T em P* tal que em T4F comparecem no miximo quatro varidveis. Seja k o

nimero minimo de variaveis que aparece apés realizarmos uma Mcp. Temos:

7
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(I) Para k = 1, digamos que TyF = azd, a € C\ {0}. Logo, Z(T4F) = Z(xg). Assim, Z(T4F)

é um hiperplano ou 3—plano. Portanto X ¢ um hiperplano (ou 3—plano) em P4

(II) Para k = 2, podemos a partir do resultado considerar

TdF = H(aixl -+ bixo)di,

i=1

onde dy + ...+ d,, = d, [a; : b] € P'. Note que, T4F = E(fl -8 onde m > 2. Caso

contrério, TyF = (9. Logo, existe S, Mcp, tal que S(T4F) = (S16,)% = zd'. Absurdo, pois

supomos k = 2. Assim, T4F é a unido de m 3—planos contendo o plano Z(zg, z1).

(I1I) Para k = 3. Se T4F for redutivel, entdo temos possivelmente a unidao dos casos anteriores

ou o0 que descreveremos a seguir:

Lema 1.4. Seja F' € P, irredutivel e X = Z(F) ¢ P%. Sao equivalentes:
(i) Existe uma mudanca de coordenadas projetiva T : P* — P* tal que TyF € Clxzg, 21, 22].
(ii) Existe H C P* um 2—plano e ¢ C P* reta tal que fNH =P e X = U 4

p.q> onde

qeC e pel

C=XNHedimC=1.

Demonstragdo. Sabemos que existe uma Mcp em P tal que TqF = f € Clzg, 1,22, A
seguir considere a reta £ = Z(xg, x1,x2) € 0 2—plano H = Z(x3,24). Note que C = HNZ(f)
¢ uma variedade projetiva de dimensao 1. Seja ¢ € Z(f). Se ¢ € £ ou q € C nada a fazer. Do
contrario, g = [qo : ... : qu] €P*étal que [qo: q1 : @2] EP*e g3 : qu] €PY, poisq g leqgC,
respectivamete. Considere p=1[0:0:0:¢q3:qs] €ELler=[qg:q :¢q:0:0 € XNH. As-
sim, £,, C U lyyeq€l,,. Portanto, q € U {y,. Para mostrar a outra inclusao,

yeC e zel yeC e zel
seja r € U l, 4. Suponha quer € £, comp=1[0:0:0:a:bjeq=[a:F:v:0:0].
qeC e pel
Assim, r = [ta : t8 : ty : sa : sb], para algum [s : t] € PL. Logo, f(r) = tif(q) = 0.
Portanto T(X) = U {4, de onde concluimos que X = U l,,, onde £, = T(¢),
yeC e z€l qeCy e pely

C; = T(C) = X N'T(H).

Reciprocamente, suponha que existe H C P*, 2—plano, ¢ uma reta tal que fNH =0, C =

X N H tem dimensao 1 e X = U {p - Usando o mesmo raciocinio do primeiro exemplo

qeC,pel
observamos que existe uma mudanga de coordenadas projetiva T tal que T(¢) = Z(xg, 1, 22)

e H :=T(H) = Z(x3,14), pois (N H = ). Seja TyF = f e f: f(xo,z1,22,0,0). Note que
f # 0. Caso contrario, H; C Z(f). Da,

T(H) = H, = HyN Z(f) = T(H) N Z(TyF) = T(H N X).

8



1. Familias de Hipersuperficies com Hessiano Nulo

Logo, H N X = H. Absurdo, pois dimC' = 1. Usando a primeira parte do Lema para a
hipersuperficie Z (f) e a mesma ideia da prova da Proposicao temos:

Z(f) = U Ep,(p

q€C1,pely

onde T(¢) = 41, T(C) = Cy. Assim, Z(f) = Z(T4F) e por conseguinte existe A € C

tal que TyF = )\]7. Portanto, existe uma mudanca de coordenadas projetiva T tal que

TyF € Clxg, 21, 73]
L]

(IV) Para k = 4, temos a unido dos casos anteriores ou um cone com vértice um ponto (ver

proposigao [1.2).

1.3 Gordan-Noether Hipersuperficies

Nesta secao descrevemos alguns exemplos de hipersuperficies em P", n > 4, com Hessiano nulo

e que em geral nao sao cones. A seguir vamos descrever a construcao dos GN-polinomios.

Assuman >4, fixet >m+1talquen—2>t>2en—t—1>m > 1. Considere as formas
hi(Yoy - Ym) € Clyo, .-+, Ym), @ = 0,...,t de mesmo grau, e ©;(i41,...,2,) € Clpsr, ..., 2],

J =0,...,m, também homogéneos de mesmo grau. Introduza os seguintes polinomios homogéneos

de mesmo grau.

‘TO DY "'Et
Ohg e Ohy
0o 9o
Qlan..a=| o o |
() (0)
ao T Ayt
(0 0
Ap—m-10 """ G_m—1t
onde ¢/ =1,...,t —m. Note que agfz, eCparau=1,....t —m—1,v=1,...,te, gZ? denota a
J
derivada em relagao a y; e avaliada em ¢;(z441,...,2,) comi=0,...,tej=0,...,m. Considere

s o grau comum dos polinomios @)y,. Tomando a expansao de Laplace ao longo da primeira linha
da matriz obtemos: Qu(zo, ..., %n) = Myoro+...+Mpxe, onde My, £ =1,...;t—m,i=0,....t,
sao polinomios homogéneos de grau s — 1 em x;1,...,2,. Fixe um inteiro d > s e tome p = [‘ﬂ :

Fixe biformas Py(z1, ..., 2t—m; Tis1, - - -, Tp) de bigrau (k, d — ks), k = 0, ..., u, respectivamente.

Finalmente defina,
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nw
f(x[)w"axn) = Zpk(Qla--'7Qt7m;xt+l>"'7xn)7
k=0
forma de grau d em x,...,x,. O polinémio f é chamado um Gordan-Noether polindmio (GN-

polinémio) do tipo (n,t,m, s), e assim também qualquer um que pode ser obtido a partir dele por

mudanca de coordenadas projetiva.

Dizemos que uma hipersuperficie Z(f) é uma GN-hipersuperficie do tipo (n,t,m,s) se f é um

GN-polinémio do tipo (n,t,m,s).

Exemplo 1.4. Vamos determinar um GN-polinomio em P4. Logo, da construcao acima obtemos

n=4,t=2em=1. Considere, ho(yo, y1) = 392, "1 (Yo, y1) = Yoy1, h2(yo, y1) = 2y}, Yo(w3, z4) =

x3 e Yy (x3,24) = x4. Entdo, L =1¢e

o T1 T2
o _ 2 2
Q1(z0y ... x4) =] w3 x4 0 | =]+ 210304 + T275.

0 T3 X4

Donde, s = 3. Se d = 4, entao u = 1. Tome, Py = z323 e P| = z;x3. Assim,
_...3 2 2 3
f(xo, ..., x4) = T3y + ToT3xy + T1T324 + Toas,

serd um GN-polinomio do tipo (4,2,1,3). Note que hy = 0, e Z(f) néo é um cone. De fato,
suponha que X = Z(f) seja um cone, entdao pelo Teorema temos que X* é degenerada. Logo,

X* CH, onde H = Z(apzp + ...+ asz4) é um hiperplano com a}s nimeros complexos nao todos

of
8@-

4
nulos. Assim, 7,X = Z( Z (p)xl) = H, ou seja, ag L (p) + ...+ a4%(p) = 0. Portanto,
k=0

o5

2 2 3 3 2 2 2 2 2
apT3Ty + 12504 + asxy + az(vy + roxy + 2x10374 + 3x9w5) + ag(3xsxy + xoxy + T125) =0

2 2 3 3 2 2 2
x3xy(ag + 3a4) + x52401 + T309 + Tas + xoxi(as + a4) + T12374203 + 223303 + r5T104 = 0.

Como os monomios que comparecem na equacao acima formam parte de uma base de P3 temos,

ag = a; = ay = az = a4 = 0. Absurdo!

Uma das motivagoes de Gordan e Noether ao construir os GN —polinémios foi exibir uma

familia de hipersuperficies em P" n > 4, que tem hessiano nulo e que em geral nao sao cones.

Proposicao 1.3. Todo GN-polinémio em P* tem hessiano nulo.

10
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Demonstragdo. Seja f um GN-polinomio em P* de grau d de tipo (4,2,1,s). Assim

f= Z Pe(Q1,5 w3, 4),
k=0

onde Ql = M1 oo =+ M171[E1 —+ MLQCL’Q, Ml,t - (C[IL‘3,ZL'4] (§] gT(lU(Ml t) = S
disso, d > s, com p = [Cﬂ, e P(z1,23,24), k=0 , it, sdo bihomogéneas de grau (k,d — ks)

Considere g definida pela composicao das fungoes definidas a seguir

(1.1)

—1,¢t=0,1,2. Além

C S C
X = (x07xlux27$37x4) — (Ql?x37x4) — Pk-(Ql,Q:g,.Tzl),

Pyogq. Assim, f = ng Como dgy = dPy o q - dq, temos:

isto é, gx =
k=0
0Q1 9Q1 9Q1 9Q1 909G
Oxg oz Oxo Oxs3 Oxy
dgr  dgx O d 0 _ [ ap ap, ap,
[ g g dm fe]-[Shes Shog Soal| 0 0 0 1 0
0 0 0 0
Logo, 5 5 90
G Py 1 .
=——oqg—, para 0 <1 <2,
Jr; O ox; p -~
‘ 0 0 0Q 0
Gk Iy 1 Py :
= oq + oq, para 3 < j < 4.
3% 3y1 0 j 8yj_1 J
Diferenciando e tendo em consideragao que 8Q1 = M, ;, obtemos:
of " OP,
i pu— pu— —_— M 1;’ 0 < ) < 2-
fi= g = (X, (ae)) Mg, para 0 <i <
k=0
of _ o 8Pk _
5 = Py, se Pl Z . Observe que, se P1 0, entao
i 8y1

Para 0 <7 < 2, temos que

9 =0, 0<i<2. Logo, f é um cone. Do contrarlo, deﬁna

dr, —

11
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Note que a imagem de ¢ ¢ igual a imagem do seguinte mapa racional

6: P ... P2
[.Tg . .234] — [Ml,O : M171 : M172:|.

Logo, dim I'm(p) = dim Im(¢) < 1. Isto significa que existe Y C P? uma curva, ¥ = Z(G),
G # 0, contendo a imagem, ou seja, G(fo(q), f1(q), f2(q)) =0, Yq € U, U aberto.
Assim, G(fo, f1, f2) = 0. Donde, fy, f1, f2 sdo algébricamentes dependentes. Portanto, do Teorema

temos hp = 0.
O

Claramente podemos chamar uma GN-hipersuperficie do tipo (n,t,m,s) de geral se os dados

que definem forem escolhidos genericamente, isto é, os polinémios h;(Yo, .-, Ym), ¢ = 0,...,t, 0s
¢

polinémios ¥ (7441, ...,2n), j = 0,...,m, as constantes a,, ,, £ =1,...,t—m,u=1,....t—m—1,

v=0,...,t, e as biformas Py, k =0, ..., u, sao suficientementes genéricas.

1.4 Francheta Hipersuperficie em P*

Defini¢ao 1.3. Seja Z(F') uma GN-hipersuperficie do tipo (n,t,m,s). O Centro de Z(F) é o

subespago t—dimensional II C Z(F') definido pelas equagoes x4 = ... =z, = 0.

Usaremos a nocao de multiplicidade na préxima proposicao. Esse conceito pode ser encontrado

no apéndice, caso o leitor nao tenha familiaridade com esse conceito.

Proposicao 1.4. Seja X = Z(F) uma GN-hipersuperficie do tipo (n,t,m, s) de graud e p = [‘;l]
Entao:

(1) Z(F) tem multiplicidade pelo menos d — g num ponto geral de seu centro II.

(i) Um subespaco linear geral 1I', de dimensao t + 1, contendo II, intersecta X = Z(F') fora de
I1, num cone de grau no maximo u e cujo vértice é um subespaco linear I' de II de dimensao m.

(11i) Se Z(F') é geral, entao estd tem multiplicidade exatamente d — p num ponto geral do seu
centro II, e o subespaco linear geral II', de dimensao t + 1 e contendo II, intersecta Z(F), fora de
IT, num cone de grau exatamente u. Além disso, quando II” varia o subespaco I' descreve a familia

de espagos tangentes a uma subvariedade S(F') C II de dimensao m e uniracional.

Demonstragao. (i) Queremos determinar a multiplicidade de FF em n=[gy: ... :m :0:...:0].
Com este objetivo em mente, inicialmente determinaremos o indice de intersegao i(n, /N X), para qualquer

reta passando por 7. Assim, escolha 5 # n e considere a reta 677 ~ Temos duas possibilidades, E € 1l ou

£ 1L

12
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Se E € 1II, entao ﬁn,~ Cc II ¢ X. Logo, (77,€ >N X) = oco. Para a segunda possibilidade, seja
E=1& ... & &1 v oo &), com algum &; 75 0,7 € {0,...,t}, entdo os pontos de En,g\ {&} se
representam na forma g, = [no + 28y : ... 1 + 2& 241 ¢ ... 2 2&y], com z € C.

Logo, para 0 < k < p temos:
t
Pi(qz) = Pk(ZMl,z‘(thH, o 26n) (i + 26), Z My i(2&t+1s -5 26n) (M5 + 28), 26415 - - - an)

=0 =0
t

:Pk(zs_1<zt:M1,i( nz—i—zfz) 25T 1<ZMt m,i( 772+Zfi))7zft+17~-,zfn)
i=0

t t
= Rk Py (3 My () (i + 21) ,ZMt mi () + 26), €t )

1=0

t
:zdikpk<ZM17i( 771+Zfz ZMt mz ?71+Z§¢),§t+1,---a§n)-

=0

Como Pi é homogéneos de grau k nas variaveis zi, ..., 2t_m, concluimos que

t
Pk(ZMl,Z( 771"_252 ZMt mz nl+zgi)7€t+1v"‘7§n)
=0

:Aozk+...+Ak,
onde Ay, s@o constantes determinadas pelos M;;(§),7;,&, 0<i<t, 1 <j<t—m

Logo, Pi(q.) = 27 *F(Ap2* + ... + A;). Portanto,

Iz Iz
Flaz) =D Prlaz) =) 27 F Ak + ..+ Ap)
k=0

k=0
= 2% 00+ ...+ 2T F (AL + .+ Apy) = 2[R Ao + o+ 2R (At L+ Ay

Assim, i(n, e N X) > d — p. Como mult,(X) = min{i(n, £, ¢ N X)| £ reta passando por n} concluimos
que multy(X) > d — p.

(#1) Como IT C IT' e dim IT" = ¢+ 1, temos da Proposicao que existe £ € T\ II tal que IT" = (I1, £).
Sendo o centro de X, II = Z(z441,...,2,) podemos considerar € = [0:...:0: &4y 1 ... &), com algum

& nao nulo. Seja p € IT', entdao p = [v], com
v= (1, T4, 2841, - -5 260),

j& que pela Proposicio I =P([eg, .- e, (0,...,0,&41,---,&)])-

13
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Note que

p=lro:...ixp: 2§41 ... 28] e XN

0
F(mOM"axtaZ£t+17"'aZ£n) =0
0
17
> 2FP(Mio(©)zo + -+ Myg(©zes o, My—mo(€)ao + - o+ My (§)ae, §) =0
k=0
)

2B Py + 2 P L+ Zﬁu—l + JBN) =0

t
onde Pk = Pk(Ll, ey Lt—ma€t+1a e ,fn) e Ll = Zai,jxj'
§=0
Se z#0, i€, p &Il entdo 2Py + 2z Py + ...+ 2P, 1 + P, = 0.
Seja We = Z(z“]SO 4+ 1P zﬁu,l + ﬁu) Logo, X NII' = ITU W¢. Agora nossa meta ¢ mostrar

que W é um cone de grau no maximo u. Primeiro considere a seguinte variedade linear

t t
Te=Z(> Mii(©zi, ... Y My ()i, 2441, ., 7)),
=0

=0

o qual é dado pelos zeros de n — m formas lineares LI. Logo, dimI'¢ = m.

Considere p = [xg : ... : x4 : 0...: 0] € T'¢ C W, entao W = U lpq. De fato, claramente
q#p,q€We
We C U lpq. Para a outra inclusao, seja r € £, 4, para algum q € We. Se r € W¢,nada a fazer,
q#p,q€We
caso contrdrio escrevemos r = [axg + byo : ... : axy + by : bufpyq ¢ ... : bu&y,], com [a : b] € P e
qg=1yo:...:y0:us1:...: &) Note que se r ¢ II, entdao basta mostrarmos que r € X = Z(F).
Assim,
1% t t
Fir)=Y P (ubH S Myi(ubé)(az; +byi), - ub™™" > My (€ (ai + bys), ubt)
k=0 i=0 i=0
Comop=([rg:...:2;:0:...:0] € I'¢, concluimos que

t

1% t
F(r)= Z zd_kPk(Z My i (ub)uby;, .. ., Z My i(ub€)uby;, ub€) = F(q) = 0.
k=0 =0 i=0

Portanto, W é um cone de grau no méaximo p, sendo maximo quando Fy # 0. Como p € I'¢ foi

arbitrario, temos que I'¢ C Vert(W;). Para mostrar a outra inclusao, vamos relembrar alguns detalhes.

Sendo Wg = Z(G), com G = Py + PP L+ zf’u,l + ﬁﬂ. Seja g =[yo:...:y :u] € Vert(We),
entao pela Proposigao q € ﬂ TpWe. Temos,
p€W£

14
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/=1
para todo p = [xg : ... : x4 : 2] € We. Da generalidade dos elementos da GN-Hipersuperficie, existem
PO, - - - » Pty Pr+1 pontos em W tais que
Qo(po) - Qulp) Q)
B N B 20,
Qo(pe) - Qulpr)  Qlpy)
Qo(pe1) -+ Qulpt1) Qu(pr+r)
Logo, existe um isomorfismo 7' associado a essa matriz acima, na qual (Li(q),..., Li—m(q),u) €
ker(T). Assim, Li(q) = ... = Li—m(q) = u = 0. Portanto, ¢ € I'¢, obtendo assim a igualdade desejada.
(i4i) Suponha agora que X = Z(F') é uma GN-hipersuficie geral.
Note que considerando p =[1:0:...:0] € X NII, existe { =[0:...:0: &1 : ... : &) € P" tal que
Pyw:0:...:0: 2§41 :...:2&) # 0. Das provas dos itens (i) e (ii) temos que p tem multiplicidade

exatamente d — i e a que II' intersecta X, fora de I, num cone de grau extamente .
Sabemos que dimI's > m e a igualdade mantém se X ¢ uma GN-hipersuperficie.
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1. Familias de Hipersuperficies com Hessiano Nulo

Note que I'¢ contém os m + 1 pontos p;(§) = [pjo:...:pj¢:0...:0], onde p;; = g—zjf(z/zo(f), o hm(9)),
i=0...,t,j=0,...,m, pois nesses pontos os Qs sao nulos. Como escolhemos X uma GN-hipersuperficie
geral temos que {po(&),...,pm(£)} é um conjunto linearmente independente. Donde,

Fg = (po(ﬁ), ce apm(g»

Defina o seguinte mapa racional dominante

h: = Z(zg,...,x;) ZPrt7 — II=Z(x4q1,...,Tn)
E=1[6:...:&] — [ho(¥(8)) ... he((8))],

e considere a subvariedade uniracional S(F') de II, que é a imagem do mesmo, onde ¢(&) = (¥o(£), - - -, ¥m(§))-
Vejamos agora que Tp,)S(F) = T¢. Podemos escolher U C II aberto e hy : U — S(F') C II morfismo
dominante que representa h, tal que, dh¢ : TeU = I— The)V = E(g)S(F) é sobrejetiva. Da definigao
de espagos tangentes temos Tj¢)S(F') = I'¢,isto é, I'¢ é o espaco tangente a S(F') em h(§). Da proposicao

temos dim S(F') = m.
O

Definigao 1.4. Uma hipersuperficie X = Z(F) C P* de grau d é denominada uma Francheta
hipersuperficie (F— Hipersuperficie) se existe uma familia ) de planos de dimensdo 1, ou seja,
> = {Pe}eepr, onde P é um plano em P4, tal que :

(i) Existe uma curva plana racional C C X, de grau p > 1, tal que P é tangente a C, V¢ € PL.
(ii) Para todo H 3—plano geral em P* contendo C, verifica-se que a intersecio H N X, fora do

espago linear gerado por C, é a unido de planos de >, todos tangentes a curva C no mesmo ponto

PH.

Para entender melhor a definicao de Francheta hipersuperficie vamos apresentar o exemplo a

seguir.

Exemplo 1.5. Considere hy = 343, h1 = yoy1, ho = 147 € Clyo, y1] € Yo = w3, 1 = 24 € Claz, z4).

Logo, Q1 = zox3 — 112374 + T2735. Como s = 3, definimos d = 4 e Py = xj, P, = z32;. Donde,
4 2 2 3
F = o, + xorsxy — v105204 + 225,

Note que X = Z(F) é uma GN-Hipersuperficie em P4. Queremos mostrar que X ¢é uma
F—hipersuperficie, para isso vamos exibir o material necessario primeiro e no decorrer da cons-
trucao mostrar que eles verificam as condigoes para que X seja uma JF —hipersuperficie.

Considerando o mapa racional h, definido da seguinte forma:

h- il s I
E=100:0:0:&:&] +— [5%:25354252:0:0]’

16



1. Familias de Hipersuperficies com Hessiano Nulo

temos por imagem de h a seguinte curva C = Z(2? — 4wxo, 13, 74) C Z(x324) = L.
Dai, C é uma curva plana em P*.

Agora, seja H um 3—plano em P* contendo C, digamos que H = Z(g). Como C C H, temos:
II=(C) C H=Z(g). Logo, g € (x3,x4). Note que, para cada H, nas condigdes acima, existe £
tal que H =IIg = (I1,€), onde £ =[0:0:0: & : & e [& : &) € PL. Donde, g = &3 — &324.

Analisando a intersecao Il N X, temos:
pE Hf NX < Z3<Z£i) + Ioggé& — I1§§§4 + IQ&?) = 0.

Considere os planos da forma P = Z ({423 — &324, 28] + 206385 — 118584 + 12€3), onde £ = [0 :
0:0:&: &) e[&: &) € P edenote por Y a familia desses planos, isto é, Y = {Pe¢}ecpr.

Seja ¢ € P: N C. Sabemos que ¢ ¢ da seguinte forma ¢ = [a* : 2ab: b* : 0: 0], com [a : b] € P!,
isso decorre da construgdo da C. Além disso, z = 0 e g € Py, entdo &3(a?E — 2ab&s&y + b*¢2) = 0.
Note que, g € lye) = Z(20&] — 21836a + 22E5, T3, 24) se & # 0, onde Ll é a reta tangente a C
em h(&). Logo, P N C = {h(§)}. Assim, h(§) = q e lye) C Pe. Potanto, Pg é tangente a C,
ve e P\ {[0: 1]}

Por outro lado, X é uma GN-Hipersuperficie , entao pela proposicao (1.4
HNX =ITUWg,

onde We = Z(283 + 208387 — 118584 + 12€3) é um cone em I com vértice e = Z (2085 — 116384 +

12€3, 3, 74). De onde conluimos que X é uma F—Hipersuperficie.

Na préxima proposicao vamos correlacionar as Franchetas Hipersuperficies com as hipersuperfi-
cies trabalhadas na se¢ao anterior. Essa correlagao nos possibilita transferir algumas propriedades

das Hipersuperficies que sao do tipo Gordan-Noether para as Franchetas Hipersuperficies.

Proposicao 1.5. Seja X uma variedade irredutivel em P*. Entao X ¢ uma GN-Hipersuperficie

se, e somente se, X é uma J—Hipersuperficie.

Demonstracao. Seja X uma GN-Hipersuperficie em P4, entao o polinomio que a define é da forma

o

f= ZPk(Ql,xg,m), onde Q1 = M gxo + My 121 + M 225, Considere o 3—plano Il = (IL,§),
k=0

lembre que ja comentamos que todo 3—plano em P* contendo I é dessa mesma forma, onde

E=10:0:0:&:&] ell = Z(x3,24). Logo,

p=lro:m w265 28y €N X & 297 H (2" Py+ ...+ P,).

n
Seja g(u,v) := Z ap(E)u" " Py(v, £3&4), entao da proposicao |A.1| existem /s e [ls, escalares
k=0
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1. Familias de Hipersuperficies com Hessiano Nulo

m
nao todos nulos, tais que g(u,v) = H(aiu — Biv). Logo,
i=1

n
peﬂgﬂXﬁz:OoupeZ(g):UP%,
i=1
onde P,, = Z(aviz — BiLe), vi = [y : ;] € P
Da proposicao a curva plana S(F) = Z(2? —4xgxs, 13, 24) contida em II, possui por planos

tangentes em h(&) os planos P,,.

Reciprocamente, seja X uma F—Hipersuperficie, entao existe uma curva plana racional C. A
menos de mudanga de coordenadas projetiva o plano que contém C é I = Z(x3, z4).

Considere o seguinte isomorfismo

v IT P?

...%
(o a1 :m:0:0] —  [zo:my:ao]

Sendo C uma curva em I, entao pelo isomorfismo acima a imagem da curva, que denotaremos
por C, também ¢é uma curva em P2. Logo, existe g € Clzo, x1,x3] tal que C = Z(g). Dai, con-
cluimos que C = Z(g, x3,24). Além disso, 7;76 = Z(L,), com ¥U(p) =pe V(C) = C, concluimos
que T,C = Z(L,, x3,4).

Seja H C P* um 3—plano contendo II, entdao H = Z(h), h = axs — By, com [a, f] € PL.

Assim, seja H = Hj,.5) e defina o seguinte isomorfismo

©: {HCP!Y3—-planoellC H} — P!
Hiaupy — a:p]

Entao existe um aberto U = P! — {py,...,p;} satisfazendo a condicao: H, N X = IIU X, com
X = JP e P planos tangentes a C no ponto p,. Note que cada plano P contém a reta tangente
ly =17T,,C.

Suponha 5 # 0, entdao H = Z(h,,), com h, = axz — x4 e a € C. Para facilitar denotamos H

por H,. Considere o seguinte isomorfismo

D H, — P3

[xo : @1 29t g ] —> [1’035171:{172:373]‘

Note que, H,NX = Z(hqa, F) = Z(ha, F (o, x1, 22, 3, ax3)). Defina X, = Z(F(xo, x1, T2, 3, x3)).
Do fato de P ser um plano em P*, temos que existem duas formas lineares que o define, digamos

Ly, L, ou seja, P = Z(Ly, Ls). Logo, Ly,Ly € (x3,74,Lya), € Ly = ag(a)zg + ... + az(a)rs.
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1. Familias de Hipersuperficies com Hessiano Nulo

Sabendo que P C H,, Temos:

P|Ha = Z(b'p(a)ﬂfg + La).

Donde,
Ha NnX H, — Z(F(ZEo,I’l, Tg, T3, 01373)) =1I Hq U‘% Ho
= 2(e5) U Z([J(or(0)as + La)) = Z(as [[ (s + L)
P P
Mais ainda,
1 p
F(xg, 1, To, T3, 0x3) = 20 " H(bp(a)xg + L) =ai* Z a(o)zh "Lk = Z a(a)rdFLE
P k=0 k=0
L 1
— Z I3(S_ )J}g_kspk(La, g, a4) = Z Pk(ZE;_lML()(Oé)ZL'Q —+ ... —|— xg_lMLQ(O[)CCQ, T3Qs, 1‘3()[4).
k=0 k=0

n
Assim, F = Z Py(Qq, z3,74). Portanto, X = Z(F) é uma GN-Hipersuperficie em P*.
k=0
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Capitulo 2

Dualidade e Mapa Polar

Com o objetivo de classificar as hipersuperficies com hessiano nulo em P*, estudaremos nesse
capitulo o dual de um variedade projetiva e o mapa polar associado a uma hipersuperficie. Essas
ferramentas serao chaves na prova de nosso teorema principal. Vamos dispor nesse momento
resultados gerais sobre os assuntos aqui mencionados, os quais terao por intuito mostrar o resultado

final do 1ltimo capitulo e completude do trabalho.

2.1 Dual de Variedades Projetivas
A seguir denotaremos por P"" o conjunto formado pelos hiperplanos em P", ou seja,
P" = {H ¢ P"|H é um hiperplano} = {H = Z(F)|F € P, \ {0}}.

Além disso, podemos fazer as seguintes identificagoes representadas no diagrama abaixo.
Usaremos estas identificacdes para induzir uma topologia em P*", de fato, F C P* é um fechado
se I"Y(A7Y(F)) é um fechado em P".

P = P((C) D P
lag:... ay] — [f] —  H = P(ker(f)),
onde f = agpel + -+ + anel, sendo B = {e},...,e"} a base dual de (C"™')* associada a base

canonica {e;}" , de C"™'. Fica a cargo do leitor interessado a verificagao das bijegoes.

Observacgao 2.1. Seja Hy, H, € P*" e Hy # H,, entdo a reta passando por esse dois pontos em

P™" ¢ dada pelo seguinte conjunto
Lyymg, ={He€P"| HonH, C H}.

De fato, existem a = [ag : ... : a,),b = [by : ... : b,] € P", pela correspondéncia acima, tais que

Hy = Z(agzo + ...+ apxy,) e H = Z(bpxo + ... + byx,). Sabemos que a reta passando por a e b
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2. Dualidade e Mapa Polar

¢ dada pelo seguinte conjunto
Loy = {[sao +tby : ... : sa, +tb,] € P"| [s:t] € P'},
a qual é identificada pela bijecao acima com
Lo, = {Z((sao + tho)zo + . .. + (a, +tb,)z,)| [s : t] € P'},

onde Ly, g, ¢ a reta passando por Hy e H;. Note que,
n

=1 i=1

onde h = s E a;x; +t E b,x; e ] € PL. Claramente observamos as duas inclusoes, e assim

=1
obtemos a igualdade.

Definicao 2.1. Seja X C P" uma variedade projetiva. Definimos o dual de X, denotado por X*,

como o fecho em P*" do conjunto
{H € P"'|T,X C H, para algum p € X \ Sing(X)},

ou seja,

X*:{HEIP’”*

T,X C H, para algum p € X \ Sing(X)},

onde 7,X = ﬂ

FeI(X)  i=0

8:62

4
Exemplo 2.1. Seja H = Z(Z a;z;) um hiperplano em P, Temos:
i=0

={H e P*

Hy=T,Hy C H, para algum p € Hy}
= {Ho} = {Ho},

pois como Hy e H tem a mesma dimensao e Hy C H, temos Hy = H.

Os préximos resultados sobre dualidade serao apenas enunciados, pois suas demontragoes po-

deriam ser omitidas sem comprometimento da completude do trabalho.
Teorema 2.1. Seja X uma variedade irredutivel, entio X = X.
Demonstragao. Veja Teorema 2.4.1, p. 33 em [14]. O

Proposicao 2.1. Se X ¢ irredutivel, entao X* é irredutivel.
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2. Dualidade e Mapa Polar

Demonstragao. Veja Proposicao 2.4.1, p. 33 em [14]. ]

A seguir provaremos uma proposicao que nos sera necessaria em um dos itens do resultado

principal.

Proposigao 2.2. Seja C uma curva plana irredutivel em P, com grau d > 2, tal que IT = (C).

Entao C* C P* ¢ um cone com vértice uma reta, a qual é o dual de II, isto é, Vert(C*) = II*.

Demonstracao. Seja C C P* uma curva plana irredutivel contida num plano II, o qual vamos
considerar a menos de mudanga de coordenadas sendo Il = Z(x3,24). Vamos dualizar essa curva
em P? = II inicialmente. Usaremos nesse momento um comentério encontrado na pagina 24 em
[20], afirmando que dimCY <2 —1 =1, CV ¢ o dual de C em P? . Suponha que dimCY = 0,
entdao CV = {m} C P?". Logo, CVV = C = {m}" é uma reta em P?, o que nao pode acontecer ja
que o grau da curva é maior que 2. Donde, dim CY =1, e assim CY = Z(g(ag, a1, az)). De posse
dessas informagdes vamos mostrar que CV = Z(g(ag, a1, az)) em P4,

Agora provaremos a seguinte inclusdo: C* C Z(g(ag,a1,as)). De fato, seja C* = U, com
U={T P | T,CCT, paraalguma € C\ SingC}. Considere T € U, entao 7,C =
Z(bozo + biwy + bowy, w3,74) C T = Z(g). Logo, g = ug(bozo + bixy + bawa) + w13 + usmy.

Assim, T = [ugbg : uoby : ugby : up : ug]. Como boxg + byz1 + bozy é a equacdo da reta tangente

a curva em II, temos pela dualidade feita incialmente em P? que g(bg,b1,bs) = 0. Portanto,

U C Z(g(ag, a1, as)), e consequentemente C* C Z(g(ag, a1, a2)) = Z(g(ap, a1, as)).

Note que IT* = {A C P*| A hiperplano contendo I} = {A = Z(ax3 + Bxy)| [a : 8] € P'} =
Z(ag, a1, az).

Para a outra inclusdo, considere L = Z(ag, a1, az) C Z(g(ao, a1, as)) := Z. Mostraremos nesse
momento que Z\L C C*. Sejab=1[by:by:by:bs:by € Z\L, entao g(bo, b1,b2) = 0, com
b; # 0 para algum i € {1,2,3}. Sabemos que b = Y = Z(boxo + bix1 + baxs + bgxg + byxy),
dizemos que b se identifica com Y. Do fato de b € Z \ L podemos considerar b = [[by : b :
by : b3 :0:0 € CYNHY, com H' = Z(as,ay). Pela primeira dualidade existe a € C tal que
T.C = Z(boafg—i—blxl%—ngg,xg,:m). Donde 7,C € T. Assim, T € U, e por consequéncia Z\L cu.

~ Z _ _ ~ ~ ~
Logo, Z \ L QZ/{Z cUNU=C"NU. Como Z \ L é um aberto em Z, temos Z C C*.
]

A seguir caracterizamos o dual de um k—plano em P”, o que nos sera 1til, ja que no tltimo

capitulo trabalhamos muito com os mesmos.

Observagao 2.2. Seja X = P(W) C P" uma variedade linear de dimensao k, onde
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WeGk+1,C")e0<k<n-—1. Denote W = [wy,...,w|, Entao:

X* ={H eP”|T7,X C H, paraalgum p € X \ Sing(X)}
—{HeP"| X C H)
={H eP"|P(W) C H}
—{H=PU) eP"| W CU)}
= {[f] e P((C™)")| W C ker(f)}

Como w = {wy, ..., wg} é uma base de W, entdo completemos w de forma que
a = {wg, ..., Wk Vpy1,---,0,} seja uma base de C"!. Dualizando a base o obtemos a base dual
o ={wg, ..., wi, v, .-, v} Assim,

X*=PW),
onde W = [v}f,...,vi]. Logo, o espago dual de um k—plano em P* é um (n — k — 1)—plano em
P

Definicao 2.2. Seja X C P" uma variedade projetiva. Dizemos que X é ndo degenerada se X

nao esta contida num hiperplano de P".

Teorema 2.2. Seja X = Z(F) & P™ uma hipersuperficie de grau d. Entao, X é um cone se,e

somente se, X* ¢ degenerada.

Demonstracao. Veja Teorema 2.1.4, p. 15 em [12]. O

2.2 Mapa Polar

Muitos dos conceitos e resultados utilizados nessa secao podem ser encontrados no apéndice.

Defini¢ao 2.3. Seja X = Z(F) & P" uma hipersuperficie de grau d. Chamamos de Mapa Polar

associado a X o mapa racional

op: P o= P

g — [g—;;(q):...:%(q) .

Denotaremos a imagem do mapa polar como sendo Zp = ¢p(P" \ Sing(X)) C P,

Exemplo 2.2. Seja X a hipersuperficie quddratica em P* definido pela forma F' = z + 2% + 3.

Entao o mapa polar associado a X é:
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op: P4 oo Pt

qg +— 2xg : 221 1 229 : 0:0].
Note que Zr = Z(z3,24) & (P*)* é um 2—plano.
O préximo teorema sera enunciado aqui, apesar de utilizarmos apenas no capitulo 3. Sua

prova foi omitida por nao ser o enfoque de nosso trabalho, para uma maior completude vamos

referenciar sua demonstracao.

Teorema 2.3. (ZAK) Sejam X = Z(F) C P™ uma variedade projetiva irredutivel com hgp =0 o

hessiano polinomial de F e pp : P*- - — P 0 mapa polar associado a X. Entdo I} C Sing(X).

Demonstragao. Veja Proposigao 4.9, em [22]. ]

Observacao 2.3. Usando a notagao acima, concluimos que X* C Zp. De fato, sabemos que
X*=U,onde U= {H € P"| T,X = H, para algum ¢ € X \ Sing(X)}. Seja ¢ € X \ Sing(X),
entdo wp(q) = T,X € X*. Assim, pp(X \ Sing(X)) € U C Zp. Portanto, X* = U C Zp.

Teorema 2.4. Sejam X = Z(F) & P™ uma hipersuperficie de grau d > 1. Seja pr o mapa polar

associado a X. Assim, sao equivalentes:
(a) h’F = O;'

(b) wr nao é dominante;

(C) Ir g P ;
(d) g—;;, o gx—i sao algébricamente dependentes.

Demonstragao. (a) < (b) Vamos provar a contra-positiva. Suponha que ¢ é um mapa domi-

nante. Pelo Lema [A.4] temos que

@7: Cn—H RN (Cn+1

v o (6F(v),... OF (1)),

dzo ) Oxn

é um mapa racional dominante. Assim, pela Proposicao existe um aberto U C C"*!

nao vazio tal que pr é suave em v e dimker((dyr),) = 0 para todo v € U. Como

[(der).] = Hess(F)(v)
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e (dpr), é um isomorfismo, temos hp(v) # 0,V v € U. Assim, hp # 0.

Reciprocamente, suponha que ¢ nao é dominante, entao pelo Lema [A 4]

@7: Cn—H RN (Cn+1

v o (6—F(U),...8—F(v)),

? Oxp

nao ¢ dominante. Considere o mapa

w . (Cn+1 RN ()/E};(Cn+1) g (Cn—H

v — (g%(v),...,g%(m),

e note que ¢ é um mapa racional e dominante. Assim, pela Proposicao[A.7] existe um aberto
U C C™ nao vazio tal que ¢ é suave em v e dimker(di,) = n+ 1 — dimpe(Cr+1) > 1,
para todo v € U. Logo pelo mesmo argumento usado anteriormente hp(v) = 0,V v € U.
Donde, U C Z(hp) e por consequéncia U = C**! C Z(hp) C C"*L. Assim, Z(hyp) = C*H.
Portanto, hp = 0.

(b) < (c) Definigao

(¢) & (d) Suponhamos Zp ¢ P"° | entao existe uma hipersuperficie Z(G) ¢ P tal que Zp C
Z(G) ¢ PV, Assim,

_ oF ~OF o
Glor(p) =0, ¥ p € P"\ Sing(X) & G( | 5—(p) (1)]) =0, vper\ Sing(X).
0o &vn
Note que H = G(axo ce 8:v ) € Clzo, .. ., x,] é um polinémio homogéneo, pois G, 2 Sogr gx—i
sao polinomios homogéneos. Assim,
H(p)=0,VpeU=P"\Sing(X)<UC Z(H)
sU=P"CZH)CP"s Z(H)=P"
F F
S H=0& 0 0 sao algebricamente dependentes.
8:160 &En
O

Como todo aberto nao vazio de P" é irredutivel, temos que P \ Sing(X) é irredutivel em P™.

Donde, ¢p(P™\ Sing(X)) é irredutivel, e por conseguinte Zp ¢ irredutivel.

Proposicao 2.3. Seja X = Z(F) C P" uma hipersuperficie. Entao existe uma hipesuperficie
irredutivel e reduzida Y = Z(G) C P tal que Zr C Y e Zr € Sing(Y).

Demonstracao. Sendo o Hessiano de X nulo, temos do Teorema [2.4] que Zr é um fechado proprio

de P"". Seja G € I(Zp), um polinémio homogéneo nao nulo de menor grau no ideal associado a

25



2. Dualidade e Mapa Polar

Zr, caso exista mais de um apenas escolha um. Seja d o grau de G e Y = Z(G). Se Y é um

hiperplano, isto é, d = 1, entdo Zr C Y e Sing(Y) = (). Logo, o resultado é valido. Suponhamos

agora que d > 2, temos que Zp ¢ Sing(Y). De fato, se Zp C Sing(Y) = Z(g—g, ce %), entao
g—g € I(Zr), para todo i € {0,...,n}. Como G define uma hipersuperficie em P temos que

existe j € {0,...,n} tal que 9< # 0. Assim, 9% € I(Zr) e grau de 2 é d — 1. Absurdo!

J J J
Note que podemos escolher G irredutivel. Suponha G = Gy - -- Gy € [(Z), entao G; € I(Zr), para
algum [ € {1,...,k}, pois Zr é irredutivel e portanto tem ideal associado primo. Assim, podemos

escolher GG livre de quadrados.
m

O resultado anterior e alguns que estao no apéndice A, nos permite definir o mapa racional

vrq dado pela composta de mapas polares da seguinte forma:

P, .¢F_> ]P)n* .. .(’DG_> ]P)”**
Assim, prg = ¢ © @F, ou seja,
orpg: P* - — pr = pn
¢ — [52@r@) . 5 (Br(9))]
= [Ho(q) : ... : Ha(q)],

G (~
TW(WF)

onde H; =

fecho da imagem do mapa racional prg por Zrg, essa tipo de notacao ja foi usada na definicao

,comi={0,...,n}ep= mdc(g—g)(ﬁp(q)), ce gTGn(ﬁp(q))) Chamaremos o

de mapa polar.

Teorema 2.5. Seja ppg : P*--- — P 0 mapa racional definido acima, Z = Z(Hy, ..., H,) e
Y = Z(G). Entao:

i. Se dimZpg =0, entdo Zp € degenerada. Assim, X é um cone.
1. dimZ <n-—2
iti. Irg C I;.

Demonstragao. Para provarmos o item (i), suponha dimZpg = 0, entdo Zpg = {H}, para algum
H € PV, Assim, H = 7,Y, para todo p € Zr \ Sing(Y). Logo, Zr \ Sing(Y) € H. Como
Y \ Sing(Y) é um aberto em Y, temos que Zr \ Sing(Y) é um aberto relativo em Zp. Sendo
Ir irredutivel, concluimos que Zp = m C H. Note que, X* C Zp. Portanto, X é
degenerada e pelo Teorema [2.2) X é um cone.
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2. Dualidade e Mapa Polar

No segundo item suponhamos que dimZ = n, entao Z = P". Logo, H; = 0, para todo
i € {0,...,n}. Absurdo, pois Zp € Sing(Y’). Agora, suponhamos que dimZ = n — 1, entdo
existe Q € Clxg,...,x,] tal que Z é uma componente irredutivel de Z(Q). Logo, H; = u;Q,
com p; € Clzg,...,x,] parai € {0,...,n}. Donde, mdc(Hy,...,H,) # 1. Absurdo! Portanto,
dimZ >n— 2.

No tltimo item lembramos que

ora(P"\Z) = {H ¢ P~

H =7T,Y, para algum p € Zp \ Sing(Y)}

eZr=V,onde V={H eP"|T,Y C H, para algum p € Zp \ Sing(Zr)}.
Como Zp C Y, temos que T,Zr C T,Y, para todo p € Zr \ (Sing(Zr) U Sing(Y")). Tomando
U={H eP" |H="T,Y, para algum p € Zr \ (Sing(Zr) U Sing(Y"))}, temos:

UCppa(P"\Z)eUCV.

Logo, U C Zpg e U C V. Assim, Zpa C 1.
n

Nesse momento enunciaremos alguns resultados, entre estes que os cones em P? sido as tnicas
hipersuperficies com hessiano nulo, como também que o fecho da imagem do mapa polar é uma

curva plana irredutivel e racional, se X C P* tem hessiano nulo e nio é cone.

Proposigao 2.4. Seja X = Z(F) C P3 uma hipersuperficie de grau d > 3. Entao X tem Hessiano
nulo se, e somente se, X é um cone. Mais precisamente, X tem Hessiano nulo se, e somente se, X
¢ um cone sobre uma curva com vértice um ponto ou X consiste de d planos distintos contendo

uma reta. No primeiro caso Zp é um plano em P3", enquanto no segundo caso este é uma reta em
P3"

Demonstracao. Veja Teorema 3.0.15, em [12]. O

Corolario 2.6. Seja X = Z(F') C P", n > 4 uma hipersuperficie de grau d. Se X tem Hessiano

nulo e se dimZr < 2, entao X é um cone.

A préxima proposigao foi “generalizada” no Corolario C.0.13 em [12], de acordo com nossa

necessidade a formularemos num caso especifico.
Proposicdo 2.5. Sejam ¢ € ¢ra(P"\ Z) e w € pri(q) \ ¢ra(q), entdo (w,q) C Z.

O resultado preliminar seguinte da uma descricao geométrica de Zp no caso de hipersuperficies

com hessiano nulo em P* que nao sao cones.
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2. Dualidade e Mapa Polar

Proposigao 2.6. Seja X = Z(F) C P* uma hipersuperficie de grau d > 3 que nao é cone. Se X =
Z(F) tem Hessiano nulo, entao Z; C P* é uma curva plana irredutivel racional. Equivalentemente,

Zr é um cone com vértice uma reta sobre uma curva plana irredutivel racional.

Demonstragao. Como X nao é cone e hx = 0, segue do Corolério que dimZr > 3. Sabemos
que Zp € P, logo dimZp = 3.

Lembremos que ao definir ¢pg : P*--- — P4, escolhemos G irredutivel de modo que Zp C
Y = Z(G) e Zr ¢ Sing(Y). Assim, Zr = Y = Z(G).

Além disso, podemos afirmar que Zj. = ora(P*\ Z). Do Teorema temos que Zpg C Ir.
Note que Zt. = A C P*" = P*, onde

A={ACP""| A =T,Zp, para algum 7 € Zr \ Sing(Zr)}
o oG oG
={ACP"|A= Z<ayo (Mo + ...+ %( n)x n), para algum n € Zp \ Sing(Zr)}

GG
{ [ayo ( ): 8%

Sendo Sing(X) C Z, e consequentemente P* \ Z C P*\ Sing(X), temos Zr = ¢pg(P*\ Z).

Recorde também que

(]|, para algum 1 € Tp \ Sing(Zr)}.

oralP'\2) =[5 (r©) 5 g ((or(@)]| € € P\ 2)
oG

{[ayo( ). 3yn( )} | , para algum n € Zr \ Sing(Zr)}.

Se B C P*" é um fechado qualquer contendo ¢pg(P*\ Z). Tome h € I(B), assim para cada
n € op(€ P*\ Z) temos, h(g—g(n), ce %(n)) = 0. Logo,

er(P\2) C Z(5(2) oo 5 (D)
Donde, 00 00
I € 2(5 ()05 ()

Comparando os conjuntos exibidos acima, a saber A e prg(P*\Z), das constatagoes feitas a partir
do B e da escolha arbitraria do mesmo, concluimos que A C B. Passando o fecho na inclusao

anterior obtemos assim o desejado, que era a outra inclusao, isto é,
T C opg(P\ Z).

Sabemos que ¢rg(P*\ Z) C Z, veja Proposigao 3.0.12 em [12], e que dimZ < 4 — 2 = 2. Assim,
dimZj = dimgpa(P*\ Z) < dimZ < 2. Como X néo é um cone, temos que dimZ}. > 1. Vamos
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2. Dualidade e Mapa Polar

analisar dois casos, isto é, dimdimZy =1 e dimZj;, = 2.

Assuma que dimZjy = 2. Sabemos que Zp é irredutivel, logo segue da Proposicao que
Z;, também ¢ frredutivel. Além disso, como Zj, C Z tem dimensao 2, concluimos que Zj, é uma
componente irredutivel de dimensao 2 de Z. Do Teorema da dimensao das fibras existe V' C Zp,
aberto, tal que dimpps(q) = 4 —2 = 2, para todo ¢ € V N ppg(P*\ Z). Sejam s;,s, €
V N pra(P*\ Z) C Zj, entdo ¢rg(s1) N @re(se) # 0 e podemos escolher t € @ry(s1) N @rg(s2).
Note que ¢ps(si) = [pra(si) \ ra(si)] U ora(si) e 9ra(s1) Norg(s2) = 0, logo t € Z. Além
disso, t € @ \ pre(8i), para todo i € {1,2}, segue da Proposicio que (t,s;) C Z.

Sabemos que fs, = (t,s;), i = 1,2 estd contida em Z. Assim, para cada s € V NZ}, existe

ls C 7, que deve estar contida em alguma componente irredutivel de Z. Sejam Z; =7}, Zs, ..., Zy
as componentes irredutiveis de Z de dimensao 2 e Ly, ..., L,, as componentes irredutiveis de Z de
dimens@o menor ou igual a 1. Defina Q = {s € VNZy|3l; C I} e s € ls}. Logo, VNI} = QUQC
edimQec <1, pois Q* CVNIrNZU...UVNZEN Ly, Agora, VNZIi =Tp = QU como
T ¢é irredutivel de dimensdo 2, concluimos que T} = Q.

Portanto, Zj = Useql,. Mostra-se que Zj é um cone. Sendo Zj cone, entdo Zp = Zp é
degenerada. Como X* C Zr também sera degenerada, logo X é um cone. Absurdo!

Assim so6 nos resta a possibilidade de dim 7}, = 1. Neste caso, se s1, so € I}, forem pontos gerais

teremos que dim py(s;) = 3. Podemos supor que todas as componentes irredutiveis de ¢ (s;)

tem dimensdo 3, logo pr5(s;) = Z(fi), para todo i € {1,2}. Portanto, ¢pg(s1) N @pe(s2) =
Z(f1,f2) = R tem dimensao 2. Além disso, R C Z. Assim, dimZ = 2. Como Z admite

um nuimero finito de componentes irredutiveis de dimensao 2, temos que para s1,s; € U C I},

gerais verifica-se que pr;(s1) N @pe(s2) = R, serd constante. Sejam s € Ty = ¢rg(P4\ Z) e

teRCZn m, entdo (s,t) C Z. De fato, como ¢y5(s) é um cone e s € Vert(m),
concluimos que (s,t) C m também. Logo, (s,t) C ZN m A seguir verificaremos
que cada compomente irredutivel de R é um cone. Seja R C R uma componente irredutivel de
dimensdo 2 de R. Fixe s € T} e defina Q = {t € R| (s,t) C R}.

Afirmacao 2.1. Q =R.

De fato, sejam 7, = ﬁ, Zo, ..., 7, as componentes irredutiveis de dimensao2de Z e Ly, ..., L,
as componentes irredutiveis de Z de dim < 1. Para cada ¢t € R, temos by = (s,t) C Z =
ZhU...UZyULiU...UL,,,.

Como /¢, ¢é irredutivel deve estar contida em alguma componente irredutivel de Z. Para cada
t € Q° em ﬁ, isto é, t € Re by € ﬁ, entao (5, deve estar contida em alguma das componentes
irredutiveis Zs, ..., Zg, L1, ..., Ly,. Assim, Q¢ C f{ﬂZQU...UﬁﬂZkUﬁﬂLlu...Uf{ﬂLm.

Note que dimf{ﬂZi <le dimf{ﬂLj <l,com2<i<kel<j<m. Logo, dim Q° < 1.
Como R = QU Q°, temos R = QU Sendo R irredutivel, concluimos que R=QouR=0°
Donde R = Q, pois dimR = 2.
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2. Dualidade e Mapa Polar

Observe que U lsyr C R. Donde, U Uy C ﬁ, logo U ler C R. Dai, ¢,; C U Uy = R C R,
N teQ teQ teQ=R teR
para todo t € R.

Note que R é de dimensao pura 2, isto é, toda componente irredutivel de R tem dimensao
exatamente 2. Logo dado ¢t € R, temos t € f{, para alguma R componente irredutivel de dimensao

2. Pela afirmacao /5, C R C R. Assim, R = U ls;. Logo R é um cone.

teR
Além disso, Zj. C R. De fato, Zj. C Vert(R). Como R é um cone e Vert(R) é uma variedade

linear de dimensao menor ou igual a 2, temos que: Se dim Vert(R) = 1, entdao Z; = P'. Donde,
Ir = P2, e consequentemente X* é degenerada. Dai, X é um cone. Absurdo! Por outro lado, se
dim Vert(R) = 2, entdo R é um plano. Assim, Z}. ¢ uma curva plana tal que (Z},) = R C Z.

O

Agora vamos provar um fato isolado necessario no nosso préximo resultado.

Lema 2.7. Seja S C P". Defina
C(S)={ac A" |a=0ou [d € S}.

Entdo C(S) = C(S), onde S é o fecho de S em P". O conjunto C(S) é chamado de Cone Afim.

Demonstragio. Como S C S C P", temos que C(S) C C(S). Sendo S um fechado em P" podemos
consideré-lo da seguinte forma S = Z(fy,..., fi) € P". Além disso, C(S) = Z4(f1,..., fr) C

A"+ ou seja, C(S) é um fechado em A™! contendo C(S). Portanto, C(S) C C(S) C A"*L. Para

verificar a outra inclusao observe que

onde F é fechado em A"*!. Tome F = Z4(I) fechado em A™! contendo C(S). Logo, para cada
g € I temos que g(0) =0e g(a) =0, pois 0 € C(S) e [a] € S, a # 0, respectivamente. Escrevamos
g como soma das suas partes homogeéneas, isto é, g = go + ... + g4 Logo, go = 0, pois g(0) = 0.

Além disso, g(Aa) = 0, para todo A € C. Donde, Agi(a) + ...+ Xgq(a) = 0, e assim g;(a) = 0,
k

para todo [a] € S. Dai, g; € I(S) = 1(S) = (f1, ..., fx), isto é, existem a;; tais que g; = Zaijfj,
j=1

i =1,...,d. Assim, g;(b) = 0, para todo [b] € S ei = 1,...,d. Logo, C(S) C Z4(g), para
todo ¢ € I. Mais ainda, C(S) C ﬂZA(g) = Z(I) = F. E da defini¢ao de fecho, C(S) C C(S).

gel

Portanto, C(S) = C(S).

O lema seguinte é chamado de Lema chave e podemos encontrar sua prova em [12].
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2. Dualidade e Mapa Polar

Lema 2.8. (Chave) Sejam F € C[xy,...,z,] e H= (Hy,...,H,), entao

n

OF

a—HiEO<:>F(v):F(v+)\H(v)), VAeCeVveC
X

=0

Proposicao 2.7. Sejam f € Clzy,...,x,] , entdao fi(z) = fi(z + A\pre(z)), para todo A € C e
z € C"*L. Assim, fi(p) = fi(p + Aq), para todo p € ¢ry(q).

2
axi&cj
0 com respeito a z; e aplicando a regra da cadeia. Do Lema 2.8 f;(z) = fi(z + Apra(z)). Con-

Demonstracao. Note que Z
i=0

sidere A;(7) = fi(z) — filz + Mora(z)) e S = pri(q), com ¢ € ppg(P™\ Z). Assim, para cada
p € Clopa(q)), temos que fi(p) = fi(p + Aq), para todo A € C. Donde, C(ppi(q)) € Z4(N:), e
em consequéncia do Lema [2.7] C(¢74(q)) = Clopa(q)) € Z4(A) O

Finalmente vamos mostrar um resultado que sera muito importante na caracterizacao de Fran-
chetta hipersuperficies no ultimo capitulo, pois devido a ele provamos que o plano II esta contido

na hipersuperficie X.

Proposicao 2.8. Sobre as notagoes acima e supondo X nao cone, seja ¢ € Zrpg um ponto geral e

t € Sing(X). Se t € vri(q) \ {q}, entdo a variedade linear gerada (t, q) estd contida em Sing(X).

Demonstracao. Pela Proposicao [2.6| e Teorema concluimos que a dimensao de Zpg é 1.

Por outro lado, a partir do Teorema da dimensio da fibra temos que dim ¢r5(q) >4 —1 = 3.

Donde, dim @Eé(q) > 3. Logo, ngﬁ¢}10(q) #10. Sejaq € pra(P\Z) CIrget € ngﬂap}é(q),
entdao da Proposigao [2.7]

{a€lli#teqe praP\2)} C Sing(X).

Portanto, ¢;, C Sing(X). O

Outra observagao geral e 1til é o seguinte lema. Que nos dé uma ligagao entre o mapa polar
da restrigao a uma se¢ao hiperplana com a geometria de Zr. No préximo resultado usamos um

mapa especial 7, chamado de Projecao, cuja definicao consta no apéndice.

Lema 2.9. Sejam X = Z(F) C P" uma hipersuperficie, H = P"~! um hiperplano nao contido

em X e h = H* o ponto correspondente em P* . Entao:

PXNH = Th © (SDFlH)

Em particular, Zxng C m,(Zr), onde Zxny denota o fecho da imagem do mapa polar pxny da

hipersuperficie X N H de H.
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2. Dualidade e Mapa Polar

Demonstracao. Nessa demonstracao vamos usar o fato de existir uma mudanca de coordenada
que identifica qualquer hiperplano com o hiperplano coordenado Z(z,), a construgao desse fato
se encontra no apéndice. Por usarmos varias identificacoes nessa prova, a faremos via esquemas,
o que ira facilitar a vizualizacao da igualdade acima.

Incialmente colocaremos um esquema mostrando o que esté acontecendo de um lado da igual-
dade. Seja X = Z(F) e H = Z(z,) = P"!, tal que H nao estd contido em X. Lembre que
h=H"={H}=[0:...:0:1] € P" e das identificagoes feita no inicio desse capitulo. Observe o

seguinte esquema:

HNXCcH <+ X cprl LS pr—1* BN Z ()
n—1
dg , ,
(o iqno1:0] «— qg=lg:...:qu1] +— Z(Zaxi(q)> — [%(q):...:%(q):o,
=0
onde X = Z(g(xo,...,2n_1)) ¢ g = F(xo,...,2n-1,0). Note que, g = F o i, ¢ assim %(Q) =
9 (i(9)) 2 (q)-
Por outro lado,
H e, e qny LA P PR Z(xn)
—~ OF
g=la: a0 = Z(Y @) = [B@: Rl = B Fale) 0]
i=0 " °

Obtemos assim a igualdade, a menos de identificagoes.
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Capitulo 3

Classificacao das hipersuperficies com

hessiano nulo em P*

No primeiro capitulo vimos que a classe de GN-hipersuperficies do tipo (4,2,1, s) e das Fran-
chetta hipersuperfices coincidem. Neste capitulo usaremos alguns resultados desenvolvidos ao
longo do trabalho e outros fatos, para os quais fomos capazes de fornecer uma prova sucinta nesse
capitulo. Vamos provar de uma forma geométrica que as hipersuperficies em P* com Hessiano
nulo sao cones ou Franchetta hipersuperficies e que nao ha outras possibilidades. Um resultado
semelhante, nao é conhecido em dimensao maior.

O préximo lema mostrara que o fecho da imagem pelo mapa polar de uma variedade, que é a
unido de planos em P? contendo uma reta, é uma reta em P*".

k
Lema 3.1. Seja Y = UHi C P?, onde os II)s sdo planos contendo a reta ¢, a qual podemos
i=1
considerar a menos de mudanca de coordenada projetiva sendo ¢ = Z(zg,7;). Entdo, Zy C P¥ é

uma reta. Além disso, Zy = ¢*.

Demonstracao. Como Z(xg,x1) C II; = Z(h;), temos h; € (xg,x1). Consequentemente, II; =
Z(a;jro + bizy), |a; : b € P!, para cada i € {1,...,k}. Logo, Y = Z(f), com f = (ajzg +

bixy) - - - (agxo + brxy). Considere o mapa polar de Y, isto é,

or: PP oo P%
qg +— %(q):?—i(q):O:O].
Logo, ¢;(P?\ Sing(Y)) C Z(ya,y3), onde Z(ya,y3) é uma reta em P*". Donde, dimZy = 0 ou
dimZy = 1. Suponha que dimZy = 0. Note que Zy é um fechado irredutivel, entao Zy =
{P} c P¥, onde P C P? ¢ um plano. Dualizando obtemos Zy; = {P}* C P?" ¢ um plano
em P3" = P?. Pelo Teorema de ZAK 7y C Sing(Y), onde Sing(Y) é uma reta. Assim,
dimZy < 1. Absurdo, pois Zy é um plano. Logo, dimZy = 1 e portanto Zy = Z(y,ys3). Mais
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3. Classificacao das hipersuperficies com hessiano nulo em P*

ainda, ¢* = {A|A é um plano contendo ¢} = {Z(az¢ + bx1)|[a : b] € P'} +— {[a :b:0:0]|[a:
b € P} = Z(yo,y3). Dai, Iy = ¢*.
0

Observagao 3.1. No lema anterior usamos que a singularidades de Y, Sing(Y) é uma reta.
Mostraremos agora que nas condigoes do Lema Sing(Y') é exatamente essa reta ¢. De fato,
claramente ¢ C Sing(Y'), logo provaremos a outra inclusao apenas. Seja v € Sing(Y) \ ¢, entao
flv) =0e g—i(v) = 0, para cada i € {0,...,3}. Note que, se v € Y, entao v € II;, para
algum i € {1,...,k}. Suponha, sem perda de generalidade, que v = [vg : ... : v3] € II;, entdo

a1vy + byvy = 0. Observe que

) : o T
0_xfo = al(H(aixo + b;x1)) + (@120 + blxl)ﬁ_:xo(H(aixo + biz1)).

i=2 i=2
Logo, aplicamos em v, concluimos que a; = 0 e pelo mesmo procedimento by = 0. Absurdo!

Obtendo assim o resultado.

Continuando nesse ambiente de uniao de planos contendo uma reta vamos agora mostrar que

o dual dessa variedade em P? ¢ um conjunto finito de pontos.

k
Proposicao 3.1. Seja YV = UHi C P?, onde os II/s sdo planos contendo a reta ¢, a qual

i=1
podemos considerar a menos de mudanga de coordenada projetiva sendo ¢ = Z(xg, ;). Entao,

Y*={p1,-- Dk}
Demonstragao. Antes de comecarmos a prova vamos observar um fato. Se v € II; \ ¢, entao
T,Y = 1I;. Note que,

TvY = Z((ajl’o + bjxl) H(aiUO + bﬂ)l)>.

i#]
Logo, claramente II; € T,Y. Por outro lado, se u € T,Y, entao ajuy + bju; = 0, ja que
H(CLZ‘UO + bﬂ)l) 7é 0.
i#]

Voltando ao nosso resultado, Temos:

Y*={Q CP3 Qéum 2-plano e T,Y = Q, para algum v € Y \ ¢}

= {H17...,Hk;} — {ply"'7pk}7
onde p; = II; € P3". -

A préxima proposicao caracteriza os 2—planos contidos num cone irredutivel em P* satisfazendo

certas condigoes.
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3. Classificacao das hipersuperficies com hessiano nulo em P*

Proposigao 3.2. Seja X = Z(F(xg,1,72)) C P* cone irredutivel com vértice ¢ = Z(xg, z1, o)
sobre a curva I' = Z(F(xg, 1, %2), 23, 74) = X N H, de grau d > 3, onde H = Z(x3,24). Conside-
rando A C P* um 2—plano contido em X existe a € I' de modo que A = (a, f).

Demonstracao. Nas condicoes acima sabemos que H N A # () e dimH N A > 0. Temos duas
possibilidades para intersecao do 2—plano A com a curva I, isto é, TNA = @ ou I'NA # (). Suponha
que I'N'A = (). Note que , para todo z € A temos z € I". Mas () # HNA C HNX =T. Absurdo!
Logo acontece o segundo caso, o qual mostraremos que é um conjunto unitario. De fato, suponha
que exista a,b € ANT, tal que a # b, entao ¢, C A C X. Donde, ¢,;, C HNA C HNX =T Dali,
lop =T, 0 que é uma contradicao ja que d > 3. Assim, se A é um 2—plano contido em X, entao
existe um unico a € I' N A. Agora, veremos que ¢ C A. Suponha por absurdo que ¢ ¢ A, entao
existe ¢ € £ tal que ¢ ¢ A. Considere o 3—plano Q2 = (A, ¢). Como A C X e q € £, temos 2 C X.
De fato, seja A = P([vy, vg,v3]) um 2—planoe g =[0:0:0: g3 : q4] € ¢, entao Q = P([vq, v2, v3, u])
com u = (0,0,0,qgs3,q4). Donde, para todo w € € temos w = [v], v = vy + au e vy € [v7, V2, V3).
Sendo X cone, concluimos que w € £ ,,) C X. Logo, HNQ C HNX =T'. Como dim H N > 1,
temos H N ) = I'" é uma reta. Absurdo, pois novamente contradiz o grau da curva I'. Assim,
¢ C A. Note que, a € £ C A ea€ A Portanto, (¢,a) C A, o que implica em A = (¢, a).

m

Corolario 3.2. Nas condigoes da proposi¢ao anterior. Se A é um plano, entao podemos escolher

hy = box1 — b1xo, ho = boxa — boxg € Clxy, . .., x4] lineares tais que A = Z(hq, hs).

Demonstrag¢ao. Da proposicao anterior deduzimos que A = (¢,b), com b = [by : by : by : 0 : 0],
sem perder a generalidade podemos supor by # 0. Sendo A um plano em P*, temos que existem
f1, f2 € Clxg, 21, 9, x3, 24] lineares tais que Z(V) = (f1, fo). Digamos que f; = Axg + Bz +
Czy + Dxg + Fxy e considere u = [0 : 0 : 0 :1:0,v=100:0:0:0:1 € ¢ temos
fi(u) = fi(v) = 0. Donde D = F = 0. A partir de b € A concluimos que Aby + Bb; + Cby = 0.
Logo, A = —BZ—; — CZ—E. Substituindo em f;, chegamos em f; = B(zy — Z—éxo) + C(zy — Z—(Q):Uo).
Fazendo o mesmo procedimento para fy, concluimos que fo € (hy, hy). Assim, podemos escolher
como geradores hy e hy no lugar de f; e fs.

O

Coroldrio 3.3. Ainda nas condigoes acima. Seja A o plano no Coroldrio 3.2} entao A* = Z(byzo+

b1y + baxa, T3, T4).

Demonstracdo. Vamos calcular A* C P4 = P*. Da definicdo de dual e alguns resultados simples
ja comentados anteriormente, temos:

A ={QcCP'|Qum3planoe A C Q} ={Q = Z(h) | h = ahy + Bhy, [a: p] € P}

={Q = Z(h) | h = (—ab;—Bby)xo+abor1+Bboxra} = {[—aby— by : aby : Bby] | [ : 8] € P} C P

Apés um célculo bésico concluimos que A* = Z(byxg + bixy + bowa, 3, 24). O
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3.1 Classificacao de hipersuperfices em P* com Hessiano

nulo

A descricao dada na Proposi(;éoé crucial para a prova de que uma hipersuperficie X = Z(F)
em P* com hessiano nulo, que nao é um cone, é uma Franchetta hipersuperficie. O resultado
seguinte d4 finalmente uma caracterizacao de hipersuperficies em P* com hessiano nulo e que nao

sSao cones.

Teorema 3.4. Seja X = Z(F) C P* uma hipersuperficie irredutivel de grau d > 3 que ndo é um

cone. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) X = Z(F) tem hessiano nulo.

(11) X = Z(F) € uma Franchetta hipersuperficie.

d

(1ii) X = Z(F) € uma GN-hipersuperficie geral do tipo (4,2,1,s), com p = [ﬂ, que tem um

plano de multiplicidade d — pu.

Demonstracao. Recorde que na Proposicao jé provamos que (#iz) implica (i) e na Proposi(;éo
mostramos que (i) acontece se, e somente se (iii). Agora mostraremos que (i) implica (i7).
De fato, pelo Teorema temos que Zj C Sing(X) C X. Usando a Proposicao temos
que Zp C P¥" = P* é uma curva plana racional irredutivel, chamemos de Il o plano que
contém Zj.. Como queremos mostrar que X ¢é uma JF—hipersuperficie temos de obter uma
curva de grau maior que 1. Logo, vamos mostrar que Zj; tem grau maior que 1. Suponha
que grau(Zy) = 1, entdo Iy = P!, ou melhor, Z; é uma reta em P*. Note que, a bidualidade
garante Zr = (Z3)* = (PH)* = T, onde T é um plano em P*". Logo X* é degenerado, assim a

Proposicao nos garante que X é um ponto. Absurdo!

Como Zj. é uma curva plana irredutivel, temos que (Zj;)* = Zr é um cone de vértice uma
reta L = IT* = P! sobre uma curva plana irredutivel I'. Sabemos do Teorema item (i) que
dimZrg > 1, pois X nao é cone, e pelo item (ii) Zpg C Zj. Sendo Zj uma curva irredutivel,
concluimos que Zpg = Ij.. Pelo Terorema de Bezout para curvas planas, observamos que dada
uma reta ¢ C II e a curva Zj, C II, a cardinalidade da intersegao contém o produto dos graus
das curvas. Dal, a intersecdo ¢ no minimo dois pontos. Tendo em mente a Proposicao [2.8| e
Z;. C Sing(X), concluimos que ¢ estd contida em Sing(X'). Assim, IT C Sing(X) C X. Considere
agora um hiperplano geral H C P* passando através do plano I, e nao contido em X. A intersecao
X N H é uma hipersuperficie em H = P? contendo o plano II com multiplicidade p > 0, pois X ¢é
uma variedade irredutivel.

Note que h = H* € L = II*, pois Il C H, onde 7,(ZF) é um superficie naturamente mergulhada

no espaco dual de H. Antes de prosseguirmos indicamos aos leitores nao familiarizados com
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3. Classificacao das hipersuperficies com hessiano nulo em P*

projecao de um ponto num hiperplano que vejam no apéndice o exemplo Logo m,(Zr) é um
cone com vértice um ponto p;, = m,(L) sobre a curva plana T = 7r(T). De fato, sabendo que a
forma geométrica independe do hiperplano concluimos a partir do exemplo [A.3| que, 7,(L) é um
ponto e 7, (') é uma curva plana. Além disso, para cada reta {,;, C Zp, com a € ' e b € L, temos

que 74 (lap) = layv)p, € L =[0:0:0:1:0]. Assim,

(U )= U b

ael’,bel bemy ()

Portanto, 7,(Zr) é um cone em H*, onde H* = {A C H| A é um hiperplano em H}.

Figura 3.1: Cone com vértice um ponto em P3

Pelo Lema podemos concluir que Zx~y C m,(Zr) C P3. De fato, Sabemos que H \
Sing(X) C P™ \ Sing(X), entao

pxnm(H\ Sing(X)) = my(pr(H \ Sing(X))) € ma(er(H \ Sing(X))) € mu(pr (P \ Sing(X))).

Logo, Zxnn = exnu(H \ Sing(X)) C my(er(P?\ Sing(X))) = m(Zr), ja que por resultados
gerais de geométria algébrica a imagem pela projecao de um fecho é fechado. Como 7, (Zr) C P3
é um cone em P?" de vértice um ponto. Assim, do Teorema a hipersuperficie XNH C H = P3
tem hessiano nulo. Nessas hipoteses, temos da Proposicao que: X N H é um cone sobre uma
curva com vértice um ponto ou consiste de planos distintos passando através de uma reta.
Suponha que acontega o primeiro caso, entao Zxng C 74 (Zr), com Zyny um plano em P¥°. O
que nao pode acontecer, ji que conhecemos 7,(Zr). Logo acontece o segundo caso, isto é, Zxngy
é uma reta em H* =P3 e X N H é uma uniao de planos intersectando a reta T = T%; C H,
pelo Lema [3.1] em H = P3.
Note que IT* = {H € P¥

considerarmos a seguinte identificacao

II = Z(hy, he) € H} é uma familia 1—dimensional de planos, basta

v P o— I1*
[a:b] — Z(ah1+bh2)
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3. Classificacao das hipersuperficies com hessiano nulo em P*

Considere H geral, isto é, H estd num aberto de P! pela identificacdo acima. Vamos ver agora
que pp(H) := @p(H \ Sing(X) é um plano em P*". Do Lema temos

¢ (H\ Sing(X)) = m(¢r(H \ Sing(X))),

onde X = X N H. Donde, Ty = m(pr(H \ Sing(X))). Por resultados de topologia geral e
Teorema [A.T] temos:

Tz = mn(pr(H \ Sing(Y))) = ma(pr(H) C mn(Zx).

J& provamos anteriormente, no Lema , que Z; é umareta e da defini¢do de mapa polar pp(H) C
Zr. Logo, mh(or(H) C my(Zx) é uma reta em P, Assim, 7, (¢or(H)) é um reta passando pelo
vértice do cone m,(Zx). No exemplo M mostramos que a fibra pela projecao de uma reta é
um plano menos um ponto, num caso particular. Por resultados gerais de projecao a forma
geométrica independe do hiperplano. Logo, podemos usar a mesma ideia, a menos de mudanca
de coordenada, para provar em P4’ temos ¢p(H) é um plano contido em Zp. Assim, a partir do
Corolério or(H)* = Z(bozo + b1y + bowa, T3, 14) é uma reta em P*. Da dualidade da curva
T3 em P2 constatamos que pp(H)* é uma reta tangente a Zj. Dal, existe um 2 € Zj tal que
T.Zy = Z(boxo + bixy + bawa, 3, 24).

Sabemos do Corolario|3.3e do Lema que T é uma reta contida no cone 7, (Zp). Como toda
reta nesse cone passa por m,(L) e existe um b(a) € m,(I') tal que T = ly(n)p,- A Observagao
afirma que X*C 15 e a Proposicao mostra que X* é um conjunto finito de pontos. Logo, dado
z; € X*, entdo existe [s : t] € P! tais que z; = [sbG : sbf : sbS it : 0] € ly(ayp,. Da identificacao
feita no comego do segundo capitulo de dual, temos que z; = Z(g), onde g = sbjxo + sbfx; +
sb§xo+txs. Note que, g € (sbixo+ sbixy + sbSxa, x3, x4). Como j& comentamos anteriormente na
dualizacao da curva em P? existe z € Zj tal que T,Z5 = Z(sbgzg + sb{xy + sbSxa, 13, 4). Assim,
toda segao geral da variedade X ¢ a uniao de planos, todos tangentes a curva no mesmo ponto z.

Portanto, X é uma Franchetta hipersuperficie. n
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Apeéendice A

Miscelanea de geometria algébrica

A.1 Variedades

Definicao A.1. Um subconjunto X de P" é dito uma variedade projetiva se existem polinomios
homogéneos Fi, ..., Fj € P tais que X é o conjunto de zeros desses polinomios, denotamos por:
Z(Fy,...,Fy) ={po:-..:pa] €P"Fi(po,...,pn) =0, Vi=1,... k}.

Exemplo A.1. P" = Z(0) e ) = Z(1).

Observacao A.l. As variedades definidas por polinomios em P; sao chamadas de variedades

lineares em P".

Exemplo A.2. Uma hipersuperficie de grau um em P" é chamada de hiperplano. As de grau
dois em P? e P? sdao chamadas de conicas e superficies quadricas, respectivamente. Mais ainda, as

de grau trés em P sao chamadas de superficies ctibicas.

Motivados pela definicao de um hiperplano, vamos definir um mapa chamado de Projecao de
um ponto sobre um hiperplano. Essa definicao serda usada no segundo capitulo, mostrando o seu

vinculo com um dos mapas polares definidos no mesmo.

Definigao A.2. Seja P*~! C P" um hiperplano e o ponto p € P* \ P"~!. Defina o mapa

m,: P"\{p} — prt
q — (p,q) NP,

que é o envio de um ponto ¢ € P", exceto p, para o ponto de intersecao da reta (p,q) com o

hiperplano P!, chamamos esse mapa de Projecdo do ponto p ao hiperplano P!,

Agora exemplificaremos a definicdo acima e com isso mostraremos algumas curiosidades muito

importantes que usaremos na demonstracao do teorema Principal da dissertacao.
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A. Miscelanea de geometria algébrica

Exemplo A.3. Considere o ponto h = [0:0:0: «: 1] € P* o hiperplano H = Z(z4) =P3 e a

projecao seguinte

o PA\{[0:0:0:a:1]} — H=DP3

[aoza1:a2:a3:a4] — [aozalzagzag—oza4:0].

e Seja ¥ = Z(x3,24) um plano em P* tal que h € Y. Para cada a = [sag : sa; : say : ta : t] €
lha,coma=[ap:ay:ay:0:00 €Y els:t] €P temos m,(a) = [sag : sa; : sag : 0: 0]
Donde, 7,(T) = Z(x3) em H, isto é, (1) um plano em H.

o Seja { = Z(xy,23,74) uma reta em P tal que h ¢ . Para cada a = [sag : sa; : 0 : ta: 1] €
lha,coma=lag:a;:0:0:0] €lels:t] €P temos que m,(a) = [ag: a; : 0:0:0]. Logo,

m(0) = {a} em H, isto é, m,(¢) é um ponto em H. Isto acontece porque ¢ C H.

e Se a # 0, seja = Z(xg,x1,23), Observe que ¢ é uma reta em P* tal que h ¢ L e { € H.
Para cada a =1[0:0: say : ta: say +t] € bpg,coma=1[0:0:ay:0:a4) €L e[s:t] € P
temos que m(a) =[0:0: sag : —asay : 0] =[0:0: ay: —aay : 0]. Logo, m,(¢) = Z(xo, 1)

em H, isto é, m,(¢) é uma reta em H. Deixamos o caso de o = 0, ao leitor interessado.

e Seja ¢ = Z(xg, 1, 79) uma reta em P* tal que h € (. Verifica-se que 7, (¢) é um ponto em H.
De fato, apds aplicarmos o mesmo raciocinio acima, encontramos que 7, (¢) = [0:0:0: 1 : 0]

em P*.

Vamos mostrar agora um exemplo em P* que serd usado na demonstracao do resultado principal
do terceiro capitulo, a menos de mudanca de coordenada, ja que a forma geométrica da fibra pela

projecao independe do hiperplano considerado.
Exemplo A4. Sejap=1[0:0:0:0:1 € P! e H = Z(xy) C PL. Considere a reta m =
Z(x9,x3,24) C H, entao
7 (m) = {b=[bg: by : by :bg:by] €P m,(b) =[by:by:by:bs:0] €m}
={[bo : b1 : by : b3 : by € P by =b3 =0} \ {p} = Z(x9,23) \ {p}.
Assim, a fibra da reta é um plano menos um ponto.
O resultado a seguir garante que a imagem por uma projecao de um fechado é uma variedade.
Teorema A.1. A projecio X de X de p em P"™' é uma variedade projetiva.
Demonstragao. Veja Teorema 3.5, p. 35 em [7]. O]

Definicao A.3. Uma variedade X C P" ¢é dita irredutivel se X é irredutivel como espago to-

polégico na Topologia de Zariski induzida.
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O préximo resultado serda muito utilizado durante toda a dissertacao.

Proposicao A.1. Seja F' € Clzg, z1] ndo nulo e homogéneo de O(F) = d > 1, entao existem
ags, Bis € C tais que F = H (axg — Biwy)™, mis € N.

Proposicao A.2. Sejam F' € P, nao nulo, com d > 1 e ¢ = P(W) uma reta em P*, n > 2. Entéo
Z(F)nt# 0. Além disso, ou £ C Z(F) ou Z(F) N ¢ consiste de no méximo d pontos.

Demonstragao. Se £ C Z(F') temos o resultado. Suponha que ¢ € Z(F'), entdao podemos escolher

uma base {wy,wq} de W tal que [wy] ndo pertence a Z(F') e podemos escrever
0= {Jwy + twy]| t € C} U {[wa] }.

Se wlz(ao,...,an),wgz (bo,...,bn> (§]

— 3 . 10 in

F= Y ey Xe.. X,
Qseeerin >0
ig+.Fin=d

com ¢, 4, € C, entdo avaliando F' em [w; + twsy] € £ obtemos o polinémio

pit) = D Ciporin(ao+tho)® .. (an +thy)" = F(w) + ...+ t'F(w,).

iQseerin >0
ig+...+in=d

Note que se [wy + tows] € Z(F), entdo p(ty) = 0.

Sendo p(t) um polindmio ndo constante, ja que o coeficiente do termo de grau d é F(wsy) # 0,
entdo pelo Teorema Fundamental da Algebra, p(t) tem ao menos uma raiz, ou seja, Z(F)NL # ().
Por outro lado, j& que o grau do polindémio p(t) é d, entdo o nimero méximo de raizes distintas

do polinémio é d. Portanto o nimero de pontos da interse¢ao Z(F') N ¢ é no méximo d.
O

A.1.1 Espacos Tangentes e Dimensao de uma Variedade Projetiva

Seja Y C P™ uma variedade projetiva. Sabendo que Clzy, ..., z,] é noetheriano temos que I(Y")
é finitamente gerado, onde I(Y') denota o ideal associado a variedade Y. Logo faz sentindo definir
o jacobiano dos geradores do I(Y'). Digamos que I(Y') = (F},..., F}), entdo a matriz jacobiana

aplicada no ponto p € Y é da seguinte forma:

o) -+ SR
J(p) = : :
efp) -+ (p)
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Definicao A.4. Seja X C P" uma variedade projetiva e p € X, entao definimos o espago tangente

de X em p por:

T X = ﬂ Zaxz

Fel(X)  i=0

Exemplo A.5. Seja Y C P" uma variedade projetiva linear e p € Y, entao 7,Y =Y.

Se C' C P" (n > 3) for uma curva e A um k-plano em P". Dizemos que A é tangente a C, se

A contém uma reta tangente a C'.

Definicao A.5. Seja Y C P" uma variedade projetiva, entao a dimensdo de Y é dada por
n — Post(J(p)), isto é, dimY = n — Post(J(p)).

Proposicao A.3. Seja Y & P{ uma variedade projetiva. Se f € Clxo,...,x,| é irredutivel tal
que Y = Z(f), entdo dimY =n — 1.

Observacao A.2. Sejam X,Y duas variedades em P” tal que X CY C P", entao 7,X C 7,V
vV p € X. De fato, pois se X CY Z P, entao I(Y) C I(X).

Definicao A.6. Seja Y C P" uma variedade projetiva e p € Y. Dizemos que p é um ponto

singular de Y se, dim7,Y > dimY. Denotaremos o conjunto dos pontos singulares de Y por

Sing(Y).

Observacao A.3. Em particular, sejam Y = Z(F') uma hipersuperficie reduzida e p € Y, entao

p é um ponto singular se, e somente se, VF(p) = 0.

Seja Y* = {p € Y|dimT,Y = d}, onde d = dimY. Prova-se que Y* é um aberto de Y, para
nao nos estendermos nesse assunto deixamos a prova a cargo do leitor, salientando que usamos o

caso afim para provar o caso projetivo.

Proposicao A.4. Seja Y uma variedade projetiva irredutivel, Entao:
dimY = min{dim7,Y| p € Y}.

Demonstragao. Sabemos que (Sing(Y))¢ é um aberto nao vazio de Y. Da deini¢ao da topologia
de Zariski temos (Sing(Y))*NY* # (). Seja y € (Sing(Y))*NY*, entao

Post(J(y)) =n—dimY = n —dim7,Y =n —dimY,

onde J(y) é o jacobiano de Y aplicando em y. ]

Proposicao A.5. Sejam X e Y variedades projetivas de dimensao r e s, respectivamente em P".

Verifica-se:
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(i) Se W é uma componente irredutivel de X NY, entdo a dimensdo de W ¢é maior ou igual a
r+s—n.
(ii) Se r +s—n >0, entdo X NY # (.

Demonstragao. Veja Teorema 7.2, p. 48 em [§]. ]

Teorema A.2. Se X C VY, entao dim X < dimY. Além disso, se Y € irredutivel e X CY € uma
subvariedade fechada com dim X = dimY, entdo X =Y.

A.1.2 Variedades Lineares Geradas

Primeiramente, considere A uma variedade e p um ponto em P". Definimos por variedade
gerada por A e p, denotado por (A, p), a menor variedade projetiva linear que os contém. Note
que,

ap= (1 %

ACQ, q€Q

onde 2 é uma variedade projetiva linear.

Proposicao A.6. Se A = P(W) é um t—plano contido no (¢t + 1)—plano A’. Entao para todo
p=[v] € A\ A verifica-se que
N = (A, p).

Mais precisamente, se {ug, ..., u;} é uma base de W, entdo A’ = P(W), onde W = [ug, . . ., us, v].

Demonstragao. Considere {ug,...,u;} base de W e p = [v] € A\ A, entdo v ¢ W. Logo,
U = {ug,...,us;,v} é um conjunto linearmente independente. Assim, W = [U] determina um
subespaco vetorial de dimensao ¢t + 1 de C"™'. Como A = P(W) C A’ = P(W’), onde W’ ¢
um subespaco de C"*! temos W C W’. Sendo p € A’ \ A, entao W + [v] € W’. Além disso,
dim(W + [v]) = t + 1. Donde, W + [v] = W’. Por outro lado, W = W + [v]. Logo, A’ = P(W).
Além disso, claramente (A, p) C A e A C (A,p) CA. ComodimA =tep¢A, temos A" = (A, p).

[

A.1.3 Mudanca de Coordenada Projetiva

Definigao A.7. Seja T : C""! — C"™! um isomorfismo linear. Visto que tal aplicacao preserva
retas de C**! passando pela origem, temos definida uma bijecao natural, T : P* — P", dada por
T([v]) = [T(v)], que serd chamada uma projetividade ou mudanga de coordenadas projetiva (Mcp)

em P".

Observacgao A.4. Todo isomorfismo linear T : C*** — C"*! induz o isormorfismo de C-algebras
T.: Clzg,..., 2, = Clxg, ..., z,] dado por (T. F)(zq,...,x,) = F(T Y (xg,...,1,)). Além disso,
T. preserva a graduagao usual de C[zo, ..., x,], de modo que, Ty denotard o isomorfismo linear
de P; — P, dada por FF+— T . F.
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Exemplo A.6. Seja H C P™ um hiperplano e p € P" tal que p ¢ H, entao existe uma Mcp

tal que T(H) = Z(x,) e T(p) = [0: ... : 0 : 1]. De fato, temos que p = [py : ... : ps). Se
pn # 0, entdo facamos p = [pg : ... : pp_1 : 1]. Caso contrario, facamos uma Mcp de tal modo que
pn # 0 e assim encontraremos p = [pg : ... : p,_1 : 1]. Além disso, temos que H = Z(h), onde

h = Apxqg+ ...+ A,x,. Note que,

h(p) = Aopo + -+ -+ Ay apu1 + A = p € C\ {0}, (A.1)

Considere h = %mo—l—. . .—i—A'L‘la:n,ﬁL%xn e observe que 7L(p) = 1. Como (A, ..., A,) € C"1\
{0}, considere W = [(Ay,...,A,)] o subespago gerado por (Ao, ..., A,). Note que dimW = 1,
logo o subespago W+ = {(aq,...,a,)| > Aja; = 0} é tal que dim W+ = n. Assim podemos
escolher uma base para W+, digamos {uy,...,u,}, onde u; = (ay;, ... JAmi1)i); @ = 1,...,n.
Donde, {uy,...,uy, v}, com v = (po,...,pn_1, 1), constitui uma base para C"*1. Esse fato decorre
de v € W+, caso contrério teriamos poAg + - - - + pp_1An_1 + A, = 0 contradizendo . Logo,

a matriz abaixo tem determinante nao nulo.

a1 s A1n Po
an1 e Ann Pn—1
Any1)t " Qg L

Assim podemos assumir que dita matriz é a matriz associada a uma transformacao linear T—1
na base canonica. Note que, T"!(e,11) = v e p = [v]. Entao, T"'([0:...:0:1]) = [v] = p.
Portanto, T(p) =[0:...:0:1]. Além disso,

4

A0a11 + ...+ Ana(n+1)1 = 07
& Tih =, & W(T (29, ..., ) = .
Aoaln +...+ Ana(n—‘rl)n =0,

& An—l ﬂ_
\ #p0++ up”_1+u_1'

A.2 DMapas Regulares, Racionais e Tépicos Afins

Sejam X e Y variedades.

Definicao A.8. Sejam p € X e ¢ : X — C. Dizemos que ¢ € reqular em p se existir U C X,
aberto contendo p e F,G € Clx, ..., x,] homogéneos do mesmo grau tais que G(u) # 0, Yu € U,

e o(u) = ggz;, Vu e U.

Para cada aberto U de X considere O(U) ={ f: U — C| f é regular}.
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Definicao A.9. Uma func¢ao ¢ : X — Y é um denominada de morfismo se as seguintes condigoes
forem verificadas:

(1) ¢ ¢é continua.

(ii) Dado V C Y, aberto, e f € O(V) verifica-se f o € O(p~1(V)).

Teorema A.3. (Teorema de Dimensao da Fibra) Suponha f : X — Y um morfismo

dominante, onde X,Y sao variedades irredutiveis, dim X =n e dimY = m. Entao:

(i) m <n.

(11) Para cada T componente da fibra f~(y), nao vazia, verifica-se que dimT' > n — m.

(iii) Existe um subconjunto aberto nio vaziod C'Y tal que dim f~(y) = n—m, para todoy € U.

Considere Xxy = {(U, ¢)| U C X aberto nao vazio e ¢ : U — Y é um morfismo} e a seguinte
relacao de equivaléncia em Xxy: (U, @) ~ (V,¥) < ¢luny = Y]unv.

Definigao A.10. Todo elemento de XY serd denominado de funcio racional de X em Y. Deno-

tamos os elementos por ¢ : X --- = Y = (U, p), onde (U, p) € Xxy e (U, ) denota a classe de

equivaléncia de (U, ¢) em XY

~

Definigao A.11. Um mapa racional o : X - -+ — Y serd denominada dominante se existe (U, ¢) €

Xxy tal que a = (U, p) e o(U) =Y.

Lema A.4. Sejam Fy, ..., F, € C[xy,...,z,| polindmios homogéneos de mesmo grau. Seja
p: P* o= Pr
p  +—  [Fo(p):...: Fu(p)l,

o mapa racional associado e

p: Crtt crtt
v o [Fy(v),..., F(v)],
o mapa afim associado a ¢. Entao ¢ é dominante se, e somente se, ¢ é dominante.

Definigao A.12. Seja ¢ : X -+ — Y um mapa racional, dominante e z € X tal que p(z) €
Y \ Sing(Y). Dizemos que ¢ é suave em x se, e somente se, x € X \ Sing(X) e dimker(dp,) =
dimX — dimY .

Proposicao A.7. Seja ¢ : X --- — Y um mapa racional e dominante. Entao

U ={z € X|p é suave em x}
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é um aberto nao vazio e denso em X.
Demonstrag¢ao. Veja Teorema 3.6, p. 42 em [?]. H

Definicao A.13. Dizemos que uma variedade X ¢é uniracional, se existe um mapa racional do-

minante ¢ : P"--- — X, para algum n.

Os resultados a seguir foram colocados no intuito de completude para um leitor interessado,
ja que no decorrer do trabalho fazemos alguma composicoes de mapas racionais sem muitos co-

mentarios.

Fato A.1. Seja ¢ : X--- — Y um mapa racional, com X,Y variedades de P". Considere
wu : U — Y um representante de p e Z = W Entao para todo ¢y : V — Y representante
de ¢ verifica-se Z = ¥y (V).

Demonstragao. Sabemos que oy|uny = Yy |uny. Note que UNV C U é um aberto em U. Logo,
TNV = U. Da continuidade de U, temos que oy (U) = ¢op(U N VU) Cop(UNV) C eu(U).
De onde concluimos que, ¢y(UNV) = ¢y(U). Analogamente, ¢ (UNV) = py(U). Como
eu(UNV)=py(UNV), temos oy (U) = oy (U).

]

Fato A.2. Sejam X,Y e Z variedades projetivas. Sep: X--- — Y ety :Y .-+ — Z sao mapas
racionais representados por ¢y : U--+ — Y ety : V- — Z, com py(U) NV # ), entao
podemos considerar o seguinte morfismo )y o ¢U|¢51(V) — V — Z. Mais ainda, a classe desse

mapa define um mapa racional de X em Z.

Observacao A.5. Em geral nao podemos compor mapas racionais, pois pode acontecer da ima-
gem do primeiro mapa estar contida em outro lugar onde o segundo mapa nao esteja definido. Tal

situagao nao acontece se X ¢é irredutivel e ¢ for dominante.

A.2.1 Multiplicidade de uma Hipersuperficie em P”

Vamos construir o conceito de multiplicidade de uma hipersuperficie. Considere uma hi-
persuperficie irredutivel X = Z(F) de grau d e L. C P" uma reta tal que p € X N L, onde
p=[po:...:pn

Podemos pensar nessas retas como sendo os seguintes conjuntos:

L:= LP#Z = {[Spo +tCI0 R 14 +th] | [S : t] € ]P)l}a
onde g =[qo: ...: ¢y € P" p# q. Analisando a intersecao X NL,, temos: Se p € X NL,,, entdo
P=[spo+tq:...:8p,+tq), para algum [s:t] € PL, e F(spy + tqo,- .., Spn + tq) = 0.
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Seja f = F(spo +tqo, - - ., Spn + tq,) € Cls, t], entdao pela proposigao

[ = H (s — Bit)™.

Como p € ¢, , e neste caso [1 : 0] é raiz de f, temos que f(s,t) = t* H (ays — Bit)™. Logo,

S mi=d—p
definimos o indice de intersecao de L, X no ponto p por

0, se pgLNJX,
i(p, XNL)=1< o0, se pelL CX,
w, se peLnNnXelL¢g X

A partir da construcao anterior daremos uma definicao para a multiplicidade.

Definicao A.14. Seja X uma hipersuperficie irredutivel de grau d e p € P". Dizemos que a
Multiplicidade de p em X é dada pelo minimo do conjunto {i(p, XNL) | L reta em P*, p € XNL},

denotaremos essa multiplicidade por mult,(X), isto é,
mult,(X) = min{i(p, X NL) | L reta em P", p e X NL}.

Para entedermos melhor o conceito, vamos considerar uma hipersuperficie quadrica em P*.

Exemplo A.7. Seja X = Z(f) a hipersuperficie quadrica nao singular em P4, onde f = 23+ 22 +
w3+ a2i+a2iep=100:0:0:4:1] € X. Considere a reta L,, com ¢ = [qo: q1 : ¢2 : g3 : q4] € PL.
Logo, para [tqo : tq : tqs : tqs + si : tqs + 5] € L, N X, com [s : t] € P! temos:

f(tqo, tqr, tqa, tgs + sistqu + 8) = (tqo)* + (tq1)* + (tq2)® + (tgz + si)® + (tqs + 5)°

= t*f(q) + 2igsst + 2qust = t(tf(q) + 25(igs + qa)).
Assim, mult,(X) = 1.

Usaremos a préxima observagao na demonstragdo do Teorema principal (sem mencionarmos
seu uso) pois subentendemos que o leitor tem conhecimento prévio ou seguiu nossa indicagao

anteriormente .

Observacao A.6. Sejam X e Y duas hipersuperficies em P" definidas pelos polinomios f e g,
respectivamente. Se X C Y, entao podemos falar em multiplicidade da hipersuperficie X em Y.
Essa multiplicidade é dada pela poténcia maxima de f que compareceu na fatoracao de g, isto é,

se g = aft, entao p é a multiplicidade de X em Y.

A seguir enunciaremos o Teorema de Bezout num caso particular (o qual vamos usar na de-

monstrac¢ao do resultado principal).
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Teorema A.5. Seja X,Y curvas planas projetivas, sem componentes em comum, entdo o niumero

de pontos na intersecao X N'Y, contados com multiplicidade, é igual a o produto dos graus das

curvas.
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Apeéendice B

Biografias

Nesse apéndice desfrutamos um pouco da biografia de importantes personagens que contribuiram com

os temas desse trabalho.

B.1 Ludwig Otto Hesse (1811-1874)

Ludwig Otto Hesse (Konigsberg, 22 de abril de 1811 - Munique, 4 de agosto
de 1874) foi um matematico alemao. Filho de Johann Gottlieb Hesse, comer-
ciante e dono de cervejaria, e Anna Karoline Reiter. Estudou em sua cidade
natal na Universidade de Konigsberg, orientado por Carl Gustav Jakob Ja-
cobi. Alguns de seus mestres foram Friedrich Wilhelm Bessel, Carl Neumann
e Friedrich Julius Richelot. Sob a orientacao de Jacobi doutorou-se em 1840
com a tese: De octo punctis intersectionis trium superficium secundi ordinis.
Em 1841 habilitou-se para a universidade, casando no mesmo ano com Ma-
rie Sophie Emilie Dulk, filha do farmacéutico e professor de quimica Friedrich
Philipp Dulk. Dedicou-se especialmente a geometria analitica e a teoria ma-
tematica dos determinantes. Definiu e introduziu na literatura matemaética a
matriz hessiana, seu determinante e a forma normal hessiana de superficies
planas.

Figura B.1: Ludwig
Otto Hesse

B.2 Paul Albert Gordan (1837-1912)

Paul Albert Gordan (Wroclaw, 27 de abril de 1837 - Erlangen, 21 de dezembro de 1912) foi um
matematico alemao. Foi aluno de Carl Gustav Jakob Jacobi na Universidade de Konigsberg, antes do
obter o doutorado na Universidade de Wroclaw, em 1862, e foi professor na Universidade de Erlangen-
Niirnberg. Foi conhecido como o “rei da teoria dos invariantes.” Sua contribui¢do mais conhecida é
que o anel de invariantes de uma forma bindria de grau fixo é finitamente gerado. Juntamente com
Alfred Clebsch tem seu nome perpetuado nos coeficientes de Clebsch Gordan. Foi orientador de Emmy
Noether. Uma famosa citagao atribuida a Gordan sobre a prova de David Hilbert do teorema da base de
Hilbert, um resultado que generaliza suas investigacoes sobre invariantes, é: “Isto nao é matematica, isto
é teologia.” A prova em questao foi a existéncia (ndo construtiva) de uma base finita para invariantes.
Nao é claro se Gordon realmente disse isto, pois as referéncias priméarias ao fato sao datadas de 25 anos
apds seu suposto acontecimento, quando Gordon ja tinha falecido. Também néo é claro se a citacao foi
critica, elogiosa ou uma piada sutil. Gordon encorajou Hilbert e utilizou seus resultados e métodos, e
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a histéria propagada de que ele se opunha ao trabalho de Hilbert é um mito (embora ele tenha citado
explicitamente que algumas das suposigoes de Hilbert eram incompletas).

B.3 Max Noether (1844-1921)

A mae de Max Noether era Amalia Wiirzburger e seu pai era

Hermann Noether. A familia era judia assim uma pequena ex-
plicacdo é mnecessaria por que eles tinham nomes alemaes. Na ver-
dade o avo paterno de Max era Elias Samuel, o fundador de uma em-
presa em Bruchsal. Elias teve nove filhos, sendo um deles um fi-
lho Hertz Samuel. Em 1809, o Estado de Baden fez o Edito de
Tolerancia que exigia judeus a adotar nomes germanicos. Elias Sa-

muel escolheu o sobrenome NOTHER, tornando-se Elias NOTHER, mas
também mudou os nomes dados de seus filhos, dando o nome Hertz
Hermann. Quando ele tinha 18 anos de idade, Hermann NOTHER
deixou sua cidade natal de Bruchsal e estudou teologia na Universi-
Figura B.2: Max No- dade de Mannheim. Entao, em 1837, junto com seu irmao Joseph,
ether ele montou um negécio por atacado em hardware de ferro. Her-
mann NOTHER e sua esposa Amalia teve cinco filhos, a terceira das
quais foi Max. Os dois filhos mais velhos do que Max fosse Sa-
rah (nascido em 06 de novembro de 1839 ) e Emil E interes-
sante notar neste ponto que o negocio de ferro - atacado NOTHER
permaneceu uma empresa familiar para exatamente cem anos, até que
0s nazistas removido familias judias de seus préprios negdcios em
1937. Um outro comentario é necessario neste momento. Em-
bora o nome de familia foi escolhida para ser NOTHER pelo avo
de Max, Max e sua familia sempre usou a forma Noether (exceto
na certiddo de casamento de Max , onde a forma NOTHER apa-
rece).

Max freqiientou a escola em Mannheim, mas seus estudos no ginasio foram interrompidos em 1858.
Ele sofreu um ataque de poliomielite quando tinha 14 anos e ela o deixou com uma deficiéncia para o
resto de sua vida. Por dois anos ele era incapaz de andar e ndo poéde comparecer ao Gindsio. No entanto,
seus pais arranjaram para ele receber aulas em casa e por isso ele foi capaz de completar o curriculo Gym-
nasium sem voltar para a escola. Nesta fase Noether estava interessado em astronomia, por isso antes de
iniciar seus estudos universitarios, ele passou um curto periodo de tempo em Mannheim Observatory.

Ele entrou na Universidade de Heidelberg, em 1865, e passou trés semestres 14 antes de obter um
doutorado em 5 de marco 1868. No Heidelberg ele foi ensinado por Jacob Liiroth que foi premiado com
um doutorado em 1865, mas, principalmente, ele foi influenciado por Gustav Kirchhoff, que foi o professor
de fisica. Seu doutorado de Heidelberg foi em astronomia, e Noether nao era obrigada a escrever uma
dissertacao. Foi-lhe dado um exame oral no quarto do Dean, com a tunica exigéncia é que o candidato
teve de fornecer o vinho para os examinadores. Apds a adjudicacdo do seu doutorado Noether passou
um tempo em Giessen trabalhar com Alfred Clebsch. Como Noether, Clebsch comegou sua carreira tra-
balhando na fisica, mas havia colaborado com Paul Gordan em Theorie der Abelschen Funktionen em
1866. Enquanto em Giessen, Noether conheceu Alexander von Brill, que era um privatdozent 1a. Os dois
se tornaram amigos e colaboradores, escrever documentos importantes juntos. Clebsch esquerda Giessen
para assumir um compromisso em Gottingen em 1969 e Noether foi com ele. Em 1870 ele apresentou
sua tese de habilitacdo Uber Flichen welche Schaaren rationaler Curven besitzen para Heidelberg e foi
nomeado 14 como um privatdozent.
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A revista Mathematische Annalen foi fundada em 1868 por Alfred Clebsch e Carl Neumann. Dada
a amizade de Noether com Clebsch , nao é surpreendente que ele faria seu diario a principal saida para
a sua publicacao. Ele puublished Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde von
Beliebig vielen Dimensionen no segundo volume da revista publicada em 1870, e no terceiro volume,
também publicado em 1870, ele publicou sua tese de habilitagao Uber F lachen, welche Schaaren rationa-
ler Curven besitzen e outro trabalho Uber die eindeutigen Raumtransformationen, insbesondere em ihrer
Anwendung auf die Abbildung algebraischer Flachen. Noether publicou muitos artigos em Mathematis-
che Annalen com uma grande contribuigdo que aparecem quase todos os anos entre 1870 e 1921. Ele se
juntou a equipe editorial da revista em 1893.

Nomeado um privatdozent em Heidelberg em 1870, Noether foi promovido a professor extraordinario
14 em 25 de setembro 1874. No ano seguinte mudou-se para Erlangen, onde ele foi apontado como um
professor extraordinario , sendo nomeado como professor ordinario 14 em 16 de Abril 1888. Casou-se
com Ida Amalia Kaufmann (nascido em 1852, morreu 1915), filha de uma familia de comerciantes judeus
ricos de Colonia, em 28 de agosto de 1880. Ida tinha um irmao que era professor na Universidade de
Berlim. Max e Ida teve quatro filhos, um dos quais era o famoso matematico Emmy Noether, damos
mais detalhes abaixo de seus filhos.

Max Noether foi um dos lideres da geometria algébrica do século XIX . Ele foi influenciado por Abel,
Riemann, Cayley e Cremona. Apds Cremona, Max Noether estudou as propriedades invariantes de uma
variedade algébrica sob a acao de transformagoes Birational. Macaulay escreve [ 3|: -

FEle contribuiu muito para o avanco da ciéncia matemdtica de trés maneiras distintas: pelas novas e
frutiferas ideias contidas em suas pesquisas originais, pela investigacdo paciente e incentivo que deu a
outros escritores, e por sua obra historica agudamente critico e detalhado.

Em 1873, Noether provou um resultado importante na intersecao de duas curvas algébricas no papel
Uber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Functionen publicado em volume 6 de Mathematische
Annalen . Este resultado mostrou que, dada duas curvas algébricas f(z,y) = 0, g(z,y) = 0, que se
intersectam num nimero finito de pontos isolados , entao a equagao de uma curva algébrica que passa
através de todos os pontos de interseccao pode ser expressa na forma f 4+ bG = 0, em que a e b sdo
polinémios em x e y, caso certas condigoes sejam satisfeitas . Essas condicoes sao agora conhecidos como
”condigoes Notherian ”. Este teorema da [ 1] : -

condicdes necessdrias e suficientes para o caso em que as curvas tém vdrios pontos em comum
com o contato de qualquer grau de complexidade.

Volume 7 de Mathematische Annalen contém o importante papel Uber die algebraischen Functionen
und ihre Anwendung in der Geometrie que foi escrito em conjunto por Noether e Brill .

Vamos também observar que Noether escreveu muitos obitudrios. Por exemplo, ele escreveu obituarios
de Otto Hesse (1875), Arthur Cayley (1895), James Joseph Sylvester (1898), Francesco Brioschi (1898),
Sophus Lie (1900), Charles Hermite (1901), Luigi Cremona (1904), George Salmon ( 1905), Jacob Liiroth
(1911), Paul Gordan (1914), e Hieronymus Georg Zeuthen ( 9121 ). Ele também foi editor das obras
completas de Ludwig Otto Hesse , publicado em 1897. Muitos dos artigos neste material uso arquivo de
obituarios de Noether.

Em 1882, sua filha Emmy Noether nasceu. Emmy se interessou por muitos temas semelhantes ao seu
pai e generalizada alguns de seus teoremas. Em 1883, Max e Ida Noether teve um filho chamado Alfred,
que mais tarde estudou quimica. Ele morreu antes de seu pai em 1918. Fritz, que nasceu em 1884, passou
a se tornar um matematico. Forcado a deixar a Alemanha sob as politicas anti-semitas nazistas, ele foi
para a Uniao Soviética e foi apontado como um professor de matematica da Universidade de Tomsk. Ele
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foi preso sob Stalin 1937-1938 Grande Expurgo de ser um espiao alemao, condenado a 25 anos de prisao,
em seguida, acusado de propaganda anti-soviética na prisao e tiro em 1941. Quarto filho de Max e Ida
Noether era Gustav Robert, nascido em 1889. Ele sofreu problemas de saiide durante a maior parte de
sua vida e morreu em 1928.

Macaulay d4 uma visao interessante sobre o pensamento de Max Noether em [3] : -

Mente de Noether era naturalmente intuitiva, mas ele desconfiava de intuicdo, e era capaz de deizar
qualquer coisa sugerida por ele passar fora de seus pensamentos. Parecia que este apertado seus poderes,
até certo ponto, em seus ultimos anos. Ele encontrou, talvez, em sua matéria que a intuicdo € muitas vezes
susceptivel de induzir em erro. Ele foi, naturalmente, nunca contetido sem prova algébrica ou aritmética,
mas as vezes tinha de se contentar com uma prova incompleta. Embora naturalmente impaciente ele
tomaria as dores infinitas de entender os pensamentos dos outros, e dar-lhes a abundante ajuda de seus
proprios amplos recursos. Hd muitos, incluindo o escritor desta nota, que somos gratos a ele por sua
ajuda. Ele busca e métodos peculiares de sua propria para testar a verdade das coisas.

B.4 Alfredo Franchetta (1916-2011)

Na noite de 28-29 setembro de 2011, morreu em Napoles, Alfredo Franchetta. A seguinte informacao
biografica é derivado da introducao de Ciro Ciliberto - A vida e obra de Alfredo Franchetta - o volume
das Obras Escolhidas, publicado pela Academia de Népoles Pontaniana em 2006, por ocasiao do seu
nonagésimo aniversario.

Alfredo Franchetta nasceu em Pescara em 17 de marco de 1916. Foi incentivado por professores
que o tiveram como estudante para se inscrever na pods-graduacao na Universidade de Roma. Aqui, na
segunda metade dos anos 30, Franchetta encontrou um ambiente alegre e estimulante. Matriculou-se na
primeira licenciatura em Fisica, mas logo passou para Matematica, Franchetta teve a sorte de assistir
mestres como Federigo Enriques, Enrico Fermi, Guido Castelnuovo, Gaetano Scorza, Francesco Severi.
Em particular Franchetta foi atraido pela personalidade multifacetada de Enriques, que foi o relator de
sua tese, que foi defendida em 1939. De Enriques, Franchetta absorveu o gosto e a capacidade de ver e
fazer seus proprios objetos de geometria algébrica, qualidades que caracterizam as atividades do grande
mestre e sua escola. Mas também pelos muitos e freqiientes contatos com os académicos e cientificos
Castelnuovo, Severi e Scorza, Franchetta deteve uma cultura geométrica profunda, amplitude de visao e
o bom gosto que caracteriza a grande escola italiana de geometria algébrica.

Depois de ter realizado as suas atividades na Universidade de Roma, primeiro como professor as-
sistente, depois como professor e palestrante em vérias disciplinas Franchetta se juntou, em 1951, ao
conjunto dos trés vencedores de um concurso para a cadeira de geometria na Universidade de Turim. Os
outros dois membros da triade eram Aldo Andreotti e Carlo Felice Manara. Chamado para a cadeira que
tinha sido de Michele de Franchis, na Universidade de Palermo, passou trés anos la. Ele, entao, mudou-se
em 1954 para a Faculdade de Ciéncias da Universidade de Népoles, onde permaneceu até a aposenta-
doria, que teve lugar em 1992. Em cerca de 40 anos na Universidade de Népoles, prof. Franchetta
realizou varias palestras sobre geometria, como também assumiu as responsabilidades institucionais a ele
atribuidas. Ele foi diretor do Instituto de Matematica e diretor da pesquisa de Matematica. Foi sécio da
Academia de Ciéncias Fisicas e Matemaéticas, da Sociedade Nacional de Ciéncias e Artes em Letras para
a Academia Pontaniana.

As grandes qualidades como professor e mestre de prof. Alfredo Franchetta, juntamente com as suas
excelentes qualidades humanas, sdo bem conhecidos na comunidade matematica. Seus alunos, alguns dos
quais passam a tornar-se professores universitarios, sempre foram capazes de apreciar a disponibilidade,
paciéncia, rigor, gosto e grande cultura de Franchetta. O prof. Franchetta foi, entre outras coisas,
o autor de alguns textos universitdrios bonitos, que combinam a clareza com rigor, que rencontram
solugdes originais para a apresentagao de alguns argumentos cldssicos delicados.
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