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Resumo

Neste trabalho, estudamos as n-formas diferenciais totalmente reais em uma vizi-
nhanca de um ponto singular isolado. Usando a abordagem geométrica, estudamos
uma definicao de indice para essa classe de equacoes, a qual coincide com a definicao
classica de Hopf para o indice de equacoes diferenciais quadraticas positivas, e este
indice é invariante por difeomorfismos que preservam n-formas diferenciais totalmente
reais. Também mostramos uma generalizacao do Teorema de Poincaré-Hopf para o
indice de uma n-forma diferencial totalmente real. Além disso, usando coordenadas
complexas obtivemos uma férmula para o indice em termos dos coeficientes da n-forma
diferencial totalmente real. Por fim, utilizamos o método blow-up polar para estudar
n-formas diferenciais totalmente reais com parte principal nao degenerada. Também

obtivemos uma generalizacao da férmula de Bendixon.

Palavras-chave: n-Forma diferencial totalmente real, fndice, Folheacoes.



Abstract

In this work, we studied totally real differential n-forms in a neighborhood of an
isolated singular point. Using the geometric approach, we study a definition of in-
dex for this equations classes, which coincides with the classic definition of Hopf to
the index of positive quadratic differential equations, and these index is invariant for
diffeomorphisms that preserve totally real differential n-forms. We also show a genera-
lization of the Poincaré-Hopf theorem for the index of a totally real differential n-forms.
Moreover, using complex coordinates we obtain a formula for the index in terms of the
coefficients of the totally real differential n-form. Lastly, we use the polar blow-up
method to study totally real differential n-forms with non degenerate principal part.

We also obtained a generalization of the Bendixon formula.

Keywords: Totally real differential n-form, index, foliations.
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Introducao

Equagdes diferenciais binarias (EDB’s) tem sido estudadas por diversos autores com
aplicacoes na geometria diferencial de superficies, equagoes diferenciais parciais e teoria
do controle. Por exemplo, linhas de curvatura, assintéticas e linhas caracteristicas sobre
uma superficie suave em R? sao dadas por EDB’s, e as linhas caracteristicas de uma
equacao diferencial linear geral de segunda ordem também sao dadas por EDB’s em
[2].

Uma EDB ¢ localmente escrita, em uma vizinhanca U da origem em R?, na forma
a(x,y)dy® + 2b(x,y)drdy + c(x,y)dr* = 0, (1)

onde os coeficientes a, b, ¢ sao funcoes suaves. A EDB é chamada positiva se o discrimi-
nante, num ponto (x,y) da Equagao (1), dado por § = (b*—ac)(x,y), satisfaz a seguinte
propriedade: §(z,y) > 0 com igualdade se, e somente se, a(z,y) = b(z,y) = c(z,y) = 0.
Uma EDB positiva define um par de folheagoes transversais em pontos (z,y) € R? tais
que 0(z,y) > 0. Em [I3], Hopf introduz uma defini¢do do indice para uma EDB
positiva.

Neste trabalho, com base no artigo de Fukui e Nuno-Ballesteros [9], estudamos
uma generalizagao de EDB’s positivas chamadas n-formas diferenciais totalmente reais.
Introduzimos o conceito de indice de uma n-forma diferencial totalmente real em torno

de uma singularidade isolada. Esta classe de equacoes é da forma
w = ag(z,y)dz" + ay(x,y)da" T dy + ... + a,(z,y)dy" = 0, (2)

onde a;(x,y) sao fungoes suaves definidas sobre U C R?, tal que para qualquer (z,y) €
U, ou é um ponto singular (isto é, a;(x,y) = 0 para qualquer i = 1,...,n), ou uma
equacao algébrica associada que tem exatamente n diferentes raizes reais. Quando n =
1, uma 1-forma diferencial é sempre totalmente real e induz uma folheacao orientada
no plano com singularidades. Para n = 2, totalmente real é equivalente a definicao
de EDB’s positivas, e por isso, a EDB define um par de folheagoes transversais (nao

orientada).



Quando n > 3, a EDB correspondente induz localmente uma n-teia numa regiao
regular (isto é, um conjunto de n folheagoes {Fi, ..., F,,} dois a dois transversais).

Para classificar singularidades genéricas de n-formas diferenciais totalmente reais,
temos como principal ferramenta, o indice de um ponto singular isolado dado como um
ntumero racional da forma k/n, onde k € Z, o qual pode ser interpretado como o ntimero
de rotagoes de um vetor tangente continuamente escolhido, quando a estudamos em
torno de um ponto singular.

Também é mostrado uma generalizacao do teorema de Poincaré-Hopf: se M é uma
superficie compacta, e w é uma forma totalmente real com um ntmero finito de pontos
singulares, entao a soma dos indices ¢ igual a caracteristica de Euler x(M).

Outro ponto aqui estudado é o uso de coordenadas complexas, com o qual conse-
guimos escrever a n-forma diferencial totalmente real como w = Aydz" + A dz""1dz +
.. + A,dz, onde A; : C — C sdo fungoes diferenciaveis, com A; = A,_;, para todo
j =0,...,n, e assim, expressamos o indice como sendo —deg(Ag)/n, onde deg(Ap) é o
grau da fungao Ay. Genericamente, o indice é +1/n.

Por fim, utilizamos o método de desingularizacao chamado blow-up polar para
estudar singularidades de uma n-forma diferencial totalmente real com parte principal
nao degenerada. Neste caso, o blow-up produz uma n-forma diferencial totalmente
real que tem apenas singularidades do tipo sela ou nd, nao aparecendo do tipo foco,
e obtivemos uma generalizacao da férmula de Bendixon, isto é, o indice da n-forma
diferencial totalmente real é igual a 1 + % onde e, h sao os nimeros dos setores
elipticos e hiperbdlicos, respectivamente. Estudar o caso em que as singularidades sao
degeneradas ¢ um trabalho mais arduo, podendo ser objeto de estudo futuro.

Nosso trabalho esta dividido da seguinte:

O Capitulo 1, trata dos conceitos preliminares que sao tuteis no decorrer do traba-
lho. Veremos uma parte da geometria diferencial classica e alguns de seus resultados.
A maioria deles nao foram demonstrados aqui, ja que nao é objetivo desse trabalho,
porém sao facilmente encontrados em diversos livros que abordam esse conteido. Apre-
sentamos os conceitos de variedades diferencidveis, métrica riemanniana, e abordamos
o estudo do grau de uma aplicacao, que é importante no capitulo final.

No Capitulo 2 discorremos sobre os conceitos de formas diferenciais bindrias e seus
resultados fundamentais. Mostramos a relagao existente entre polinomios homogéneos
e tensores simétricos, que, em geral, tem definicoes diferentes, mas, no nosso estudo,
podem ser adotadas como idénticas.

Na Secao 2.2, definimos as n-formas diferenciais binarias sobre uma superficie M,
e vimos que as solugoes sao dadas através de curvas f(t) com ¢t € [0,1]. A Secao 2.3,

é dedicada as equagoes diferenciais binarias, onde definimos e apresentamos exemplos



de EDB’s de grau 2, para que possamos ter uma melhor visualizacao geométrica em
torno de pontos singulares isolados.

Ao fim desse capitulo, trabalhamos com folheacoes, cuja definicao pode ser encon-
trada de varias maneiras segundo cada autor. Aqui foi adotada a definicao dada por
Camacho e Neto em [3]. Consideramos duas defini¢oes alternativas, uma delas diz
que uma folheagao é definida basicamente como uma familia de cartas locais, a outra
remete a Forma Local das Submersaoes.

No Capitulo 3, demonstramos os principais resultados deste trabalho. Definimos
o indice de uma n-forma diferencial totalmente real, que generaliza o indice no caso
de EDB’s positivas; generalizamos o famoso Teorema de Poincaré-Hopf; mostramos
como expressar uma n-forma diferencial totalmente real em coordenadas complexas,
e apresentamos uma formula para o indice nesse caso. Por fim, trabalhamos com
singularidades nao degeneradas, e encontramos uma féormula para calcular o indice com
essa particularidade dada por ind(w,p) =1 — (ST —S7)/n, onde ST e S~ denotam
o numero de direcoes caracteristicas do tipo sela e nd, respectivamente, e com isso,

generalizamos a conhecida férmula de Bendixon.



Capitulo 1

Preliminares

Na primeira parte deste capitulo, apresentaremos a teoria introdutoria que sera ne-
cessaria para a compreensao e demonstracao dos resultados que serao apresentados nos
proximos capitulos. Em seguida, faremos uma breve revisao da geometria de superficies
em R3, destacando resultados importantes para o trabalho. Por fim, trataremos de al-

gumas nocoes basicas relacionadas com o conceito de variedades diferenciaveis.

1.1 Conceitos basicos

Sejam U e V' conjuntos abertos de R™ e RP| respectivamente. Uma aplicagao f :
U — V é de classe C* se possui derivadas parciais continuas de ordem 1 até k. Quando
f possui derivadas parciais continuas de todas as ordens, dizemos que f: U — V é de

classe C"*°. Denotaremos por df, : R® — RP a diferencial de f no ponto a.

Definicao 1.1.1. Dada uma aplicagao f : R" — RP, dizemos que z € R™ é um ponto

singular de f se, a matriz jacobiana

Tf(w) = (gf‘)(x), I<j<n, 1<i<p,
J

nao tem posto maximo em z € R". Caso contrario, dizemos que = é um ponto regular

de f.

Em outras palavras, o posto J f(x) < min{n,p}. Note que as linhas da matriz J f
sao as derivadas parciais das fungoes coordenadas de f. Portanto, quando p = 1, isto
é, no caso das fungoes, o posto da jacobiana nao serd o maximo possivel quando todas

as derivadas parciais da funcao se anularem.

Definicao 1.1.2. Seja f : R” — R uma fungao suave. Um ponto xq € R” é um ponto
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critico nao degenerado de f se xg é um ponto singular de f e o determinante da matriz

(50

1<q, 1<
8xi0xj><x0)’ =7, J=n,

¢ nao nulo.

Definicao 1.1.3. Uma aplicacao diferenciavel f : U — R", onde U é um aberto de
R™, chama-se uma submersao quando, para todo x € U, sua diferencial df, : R™ — R"

é posto maximo.
Observacao 1.1. Para que isto ocorra, é necessario que se tenha m > n.

Teorema 1.1.1. (Forma Local das Submersoes) Seja f = (f1,..., fn) : U = R
uma aplicagao de classe C* (k > 1) de um aberto U C R™ x R™ em R™. Se, num ponto
= (a,b) € U, a matriz

( ofi

b 1<Z7 <n7
axmﬂ)(p) <i, j<

¢ invertivel entao existem abertos Z > p em R™™ V 3 a em R™, W 3 ¢ = f(p) em
R" e um difeomorfismo vertical h : V. x W — Z de classe C*, tal que f(h(z,w)) = w
para todo x € V e todo w € W.

Definicao 1.1.4. Uma imersao do aberto U C R™ no espaco R™ é uma aplicacao
diferenciavel f : U — R"™ tal que, para todo xz € U, a diferencial df, : R™ — R™ é uma

transformacao linear injetiva.
Observacao 1.2. Isto s6 acontece quando m < n.
O lema a seguir é um resultado classico e muito 1til em problemas de classificacao.

Lema 1.1.2. (Lema de Hadamard) Sejam f : R® — R uma funcio de classe C*,

k>1 ea=(ay,..a,) € R" Entdo, numa vizinhanga de a, a fungdo f pode ser

f +Z _azfz

onde z = (x1,...7,,) e as fungoes f; sdo de classe C*~1.

escrita na forma

Demonstracao. Podemos escrever f da seguinte forma:

fla) = 1(0) = [ Z[Fa+ tla = ap]ae.

Agora,

d = Of
(ot —a)]= ; 7o, 1+t — ) - (@i —a).
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Logo,

f(z) = f(a) = Z(% — a;) /0 33]; (a+t(z —a))dt.

Observe que as funcoes

1
0
filz) = i &Z: (a+t(x —a))dt
sao de classe C*~1. Assim, o resultado segue. ]

Corolario 1.1.3. Sejam f : R® — R uma funcdo de classe C*, k > 1, e a =
(ay,...,a,) € R™ Se todas as derivadas parciais de f em a, até a ordem r < Fk,

sao nulas, entao, na vizinhanca desse ponto, a funcao pode ser escrita na forma:

fx) = fla)+ Y (z—a)falz),

|a|=r+1
onde z = (x1,...,x,), @ = (a1, a9, ...,a;,) é 0 vetor de inteiros ndo negativos, |a é a

soma desses inteiros, f, sdo funcoes de classe C* "1 e (z — a)® = (z1 — a1) (zy —

az)®? « .. (2 — ap)™.

Demonstracao. A demonstracao desse corolario é baseado no Lema de Hadamard e no

principio da indu¢ao matematica. [

Para encerrar esta secao, falaremos sobre um conceito fundamental na analise da

propriedade de uma determinada funcao: sua expansao em série de Taylor.

Definicao 1.1.5. Seja f : R — R de classe C*°. A série de Taylor f da funcao f em

torno de um ponto xg é a série de poténcias definida por

. ©F0) (g
[T PR A OV

n!

onde n! é o fatorial de n e, £ (x() denota a n-ésima derivada de f no ponto .

Se a série convergir, ela nao necessariamente sera igual a propria funcao. Quando

a série convergir e for igual a funcao, ela serd chamada de analitica real.

Exemplo 1.1. Dada a fungao f(x) = e®, a série de Taylor de f em torno da origem é

dada por

=35

n=0

Neste caso, f(z) = f(z). Portanto, f ¢ uma funcio analitica real.
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Exemplo 1.2. Seja

f(x):{ e/ sex>0

0 ,sex <0

Entao, a série de Taylor de f em torno da origem é dada por f () = 0. Claramente,
f(z) # f(z). Assim, f € C™ mas nao é analitica real.

Definigao 1.1.6. Seja f : R? — R uma funcao de classe C*®. A série de Taylor de f

em torno do ponto (zg,yy) é dada por

8

~ 1 k akf ' i
f( _kgk_; —Z |a$1ayk z(xﬂ yO)(x_'CEO) (y—yo)
Observagao 1.3. Quando F = (F}, Fy) : R? — R? é uma aplicagao de classe C™, a

série de Taylor de F' em torno do ponto (zg,yo) é dada por

Fz,y) = (Fy(z.y), Fa(x,y)). (1.1)

onde [}, Iy sao as séries de Taylor das fungoes coordenadas F} e Fy de F', respectiva-

mente.

1.2 Geometria diferencial classica

Uma curva parametrizada diferencidvel é uma aplicagiao a : I — R3(ou até o R")
de classe C*, onde I = [a,b]. O subconjunto de R? formado pelos pontos a(t), t € I,

¢ o trago da curva a.

Definicao 1.2.1. Uma curva parametrizada diferencidvel o : I — R3 é chamada
regular se o/(t) # 0 para todo t € I, e dita regular por partes se existe uma partigao
a =ty <t < ..<ty <ty = bdointervalo [a,b] tal que « é regular em cada

subintervalo [t;, t;41], 1 = 0,1, ..., k.

Os pontos «(t;), i = 0, ..., k, sdo chamados vértices de « e os tragos a([t;, t;11]) sao
chamados arcos regulares de «. Intuitivamente, a é uma curva que deixa de ter uma

reta tangente bem definida apenas em um nimero finito de pontos.

Definicao 1.2.2. Dizemos que uma curva regular por partes a : I — R?, em um

intervalo fechado I = [a, b, é simples e fechada se:

(1) a(t) # a(s),set # s, com t, s € [a,b).
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Definicao 1.2.3. Uma curva simples e fechada « : I — R? serd dita orientada positi-

vamente se for percorrida no sentido anti-horario.

Exemplo 1.3. Considere a curva « : [0, 27r] — R? tal que «(t) = (—sent, cost). Assim,

« percorre o circulo no sentido anti-horario

-
N

a(0) =(0,1)

//(\(317/2) =(1,0)

a(r) =(0,-1)

a(r/2) = (-1,0

Figura 1.1: Traco da curva o

Definicao 1.2.4. Um subconjunto S C R? ¢ uma superficie regular se, para cada
p € S, existe um aberto V C R3, com p € V, e uma aplicacao X : U — VN S, definida
num aberto U de R? tal que:

1. X:U-=>VnNnS, X(u,v) = (x(u,v),y(u,y), 2(u,v)), é de classe C>°.

2. X é um homeomorfismo, isto ¢, X é uma bijecao continua cuja inversa X! é

continua.
3. Para todo q € U, a diferencial dX, : R* — R? é injetiva.

A aplicacao X é chamada de parametrizagdo ou um sistema de coordenadas locais

em p, e VNS é chamada uma vizinhanca coordenada de S em p.

Figura 1.2: Definicao de superficie regular
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Definigao 1.2.5. Sejam S; e S, superficies regulares. Uma aplicagao ¢ : S — Sy é
diferencidvel em p € S; se dada uma parametrizacao y : V C R* — S5 em ©(p) € Sy

existe uma parametrizagao x : U C R? — S; em p tal que p(x(U)) C y(V) e a aplicagao
ylopox:UCR?—R?

é diferencidvel em x7(p). A aplicacao ¢ ¢é diferencidvel em um aberto de S; se é

diferenciavel em todos os pontos deste aberto.

Observagao 1.4. Quando dX,(1,0) = X,(¢) é ortogonal a d,X(0,1) = X,(q), para

todo g € U, a aplicacao X é chamada parametrizacao ortogonal.

Sejam S C R?® uma superficie regular e p € S. Dizemos que v € R® é um vetor
tangente a S em p se v = o/(0), onde « : (—€,€) — S é uma curva parametrizada

diferencidvel, tal que «(0) = p.

Definicao 1.2.6. O plano tangente a S em p, denotado por 7,5, é o o conjunto de

todos os vetores tangentes a S em p.

Definicao 1.2.7. Sejam ) e S5 superficies regulares e seja ¢ : S; — S, uma aplicagao
diferenciavel. Para cada p € S e cada v € T,5; existe uma curva diferenciavel « :
(—e,e) = S1 com a(0) = p, &/(0) = v. Seja f = ¢ o . Entao aplicagao dy, : 7,51 —
T, S2 dada por dy,(v) = '(0) é uma aplicacao linear chamada diferencial de ¢ em
p.

Sejam X : U — R?® uma parametrizagao de uma superficie regular S e X(q) =
p € S. Entao, {X,(¢),X,(¢)} é uma base de 7),S. Um campo de vetores em um
conjunto aberto W C S é uma correspondéncia w que associa a cada p € W um vetor
w(p) € T,S. O campo de vetores w ¢é diferencidvel em p se, para alguma parametrizagao
X:U—X({U)cWdeSemp,woX =aX, + bX, na base {X,, X, }, as fungoes a
e b sdo diferenciaveis em ¢, onde X (q) = p. O campo de vetores w é diferenciavel em

X(U) se a e b sao diferenciaveis em U.

Definicao 1.2.8. Seja o : I — S uma curva parametrizada diferenciavel em S, onde
I =0,1]. Um campo de vetores ao longo de v é uma correspondéncia que associa a

cada t € I, um vetor w(t) € TS,

Definicao 1.2.9. Sejam S uma superficie regular, w um campo de vetores diferenciavel
em um conjunto aberto U C S e p € U. Sejay € T,,S. Considere uma curva parame-
trizada diferenciavel « : (—¢€,€) — U com a(0) = p e o/(0) =y, e seja w(t) = w(a(t)),
t € (—e,€), a restrigao do campo de vetores w a curva a. O vetor obtido pela projegao
ortogonal de (dw/dt)(0) sobre o plano 7,5 é chamado a derivada covariante em p do

~ . . ’ D’
campo w em relagao ao vetor y. Esta derivada covariante é denotada por 7(0).

10
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Figura 1.3: Derivada covariante de w

Observe que se w ¢ um campo de vetores ao longo de uma curva a : I — S,
entao a derivada covariante de w em t, denotada por %(t), é definida como a projecao

ortogonal de % (¢) sobre o plano Ty)S.

Definicao 1.2.10. Seja S uma superficie regular. Um campo de vetores diferenciavel

w ao longo de uma curva parametrizada diferencidvel o : I — S ¢ paralelo se 2£(t) = 0

para todo t € I.

Definicao 1.2.11. Sejam « : [ — S uma curva parametrizada diferenciavel e wy €
Tatt)S, to € I. Seja w um campo de vetores paralelo ao longo de o com w(ty) = wy. O

vetor w(t), t € I, é chamado transporte paralelo de wy ao longo de o no ponto .

Definicao 1.2.12. Uma curva parametrizada diferencidvel, nao constante, v : I — S
é chamada geodésica em t € S, se seu campo de vetores tangentes 7/(t) é paralelo ao

Dy’

2-(t) = 0. Dizemos que 7 é uma geodésica parametrizada se

longo de v em t, isto é,

é uma geodésica para todo t € I.

Dada uma parametrizacao X : U C R? — S de uma superficie regular S em um
ponto p € S, para cada ponto g de X (U), podemos escolher um vetor normal unitario

N(q) dado por
Xu N X,

= m(X_l(Q))a g€ X(U). (1.2)

N(q)

Assim, temos uma aplicagao diferencidvel N : X (U) — R? que associa a cada ¢ € X (U)
um vetor normal unitdrio N(g). Em geral, se V' C S é um conjunto aberto em S e
N : V — R? é uma aplicacao diferencidvel que associa a cada ¢ € V um vetor normal
unitério em ¢, dizemos que N é um campo diferencidvel de vetores normais unitarios

em V.

Definicao 1.2.13. Uma superficie regular S é orientavel se ela admite um campo
continuo de vetores normais unitarios definido em toda a superficie; a escolha de tal
campo N é chamada uma orientacao de S, e S, neste caso, diz-se orientada. Se uma

tal escolha nao é possivel, a superficie é nao-orientavel.
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Em outras palavras, S é orientavel se for possivel cobri-la com uma familia de vizi-
nhancgas coordenadas, de tal modo que se um ponto p € S pertence a duas vizinhancas
dessa familia, entao a mudanca de coordenadas tem Jacobiano positivo em p. Se S é
orientada, uma parametrizacao X é compativel com a orientacao de S se, juntando X a
familia de parametrizagoes dada pela orientagao, obtém-se ainda uma (logo, a mesma)

orientacao de S.

Definigao 1.2.14. Seja S C R3 uma superficie com uma orientacdo N. A aplicacao

N : S — R3 toma seus valores na esfera unitaria
S? ={(z,y,2) e R:2? + ¢y + 22 = 1},

A aplicacao N : S — S2, assim definida, é chamada a aplicacao de Gauss de S.

A diferencial dN,, de N em p ¢ uma aplicacao linear de 7,5 em Ty (4 S?, e como T,S e
TnigS ? sa0 0s mesmos espagos vetoriais, dN, pode ser vista como um operador linear
em 71,S. Tal aplicagao opera da seguinte maneira: para cada curva parametrizada
diferenciavel a(t) em S, com «a(0) = p, consideremos N o «(t) = N(t) na esfera S?. O
vetor tangente N'(0) = dN,(a/(0)) é um vetor de 7,,S. Ele mede a taxa de varia¢ao do
vetor normal N, restrito a curva a(t), em t = 0. Assim, dN, mede quanto N se afasta
de N(p) em uma vizinhanga de p. No caso das curvas, esta medida é dada por um
nimero: a curvatura. No caso das superficies, esta medida é caracterizada por uma

aplicagao linear.

Definicao 1.2.15. Sejam p € S e dN, : T, — T,S a diferencial da aplicacao de

Gauss. O determinante de dN, é chamado curvatura Gaussiana K de S em p.

Definicao 1.2.16. Seja w um campo diferenciavel e unitario de vetores ao longo de um
curva parametrizada diferenciavel oo : I — S sobre uma superficie orientada S. Como

w(t), t € I, é um campo de vetores unitario, (dw/dt)(t) é normal a w(t), e portanto

Dw

= = MN Aw(t)).

O numero real A = A(t), denotado por [Dw/dt], é chamado valor algébrico da derivada

covariante de w em t.

Definiremos a seguir, a curvatura geodésica de uma curva regular numa superficie
regular S cujo sinal depende da orientacao da curva e da superficie. As geodésicas que
sao curvas regulares sao assim caracterizadas como curvas cuja curvatura geodésica ¢é

nula.

12
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Definigao 1.2.17. Seja C' uma curva regular orientada contida em uma superficie
orientada S, e seja a(s) uma parametrizacao de C', em uma vizinhanga de p € S, pelo
comprimento de arco s. O valor algébrico [D(a/)(s)/ds] = k, da derivada covariante

de /(s) é chamado curvatura geodésica de C' em p.

Sejam w e v dois campos de vetores diferencidveis ao longo de uma curva dife-
rencidvel o : I — S, com |lw(t)|| = ||v(t)|| = 1, t € I. Queremos definir uma fungao
diferencidvel do angulo de w(t) a v(t) na orientacao de S. Para isto, consideramos o
campo de vetores diferenciavel w ao longo de «, definido pela condi¢ao de que {w, &}
seja uma base ortonormal positiva, isto é, uma base ortonormal compativel com a

orientagao, para cada t € I. Assim, v(t) pode ser expresso como
v(t) = a(t)w(t) + b(t)w(t),

onde a e b sdo funcoes diferencidveis em I e a® +b?> = 1. O lema abaixo nos mostra
que fixando uma determinacao ¢y do angulo de w(ty) a v(ty) é possivel “estendé-10”

diferenciavelmente em I, e isto nos fornece a funcao desejada.

Lema 1.2.1. Sejam a e b funcoes diferencidveis em I com a® + 0% = 1 e y € R tais

que a(ty) = cos g e b(tg) = senpy. Entao a funcao diferenciavel

o(t) = po + / (ab' —ba')ds

to
é tal que cos p(t) = a(t), senp(t) = b(t), t € I, p(to) = ¥o.

Demonstracao. Basta mostrar que a funcao
(a —cosp)? + (b — seny)? = 2 — 2(a cos ¢ + bseny)
¢ identicamente nula, ou que
A =acosy+ bsenp = 1.
Utilizando o fato de que aa’ = —bl’ e a defini¢ao de ¢, obtemos facilmente

A" = —a(senp)¢’ + b(cos )’ + a' cos p + b'seny
= —V(seny)(a® + b*) — d'(cos )(a* + b*) + a’ cos ¢ + b'seny
=0

Portanto, A(t) = const., e como A(ty) = 1, o lema esta demonstrado. O
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Antes de apresentarmos o conhecido teorema de Gauss-Bonnet, vejamos uma pri-
meira versao deste teorema que trata de triangulos geodésicos em superficies, isto é,
triangulos cujos lados sao arcos de geodésicas. A grosso modo, Gauss afirma que o
excesso sobre m da soma dos angulos internos ¢1, @2, @3 de um triangulo geodésico T

¢ igual a integral da curvatura Gaussiana K sobre T'; isto é

3

Zg@i—ﬁz//Kdr.
i=1 o

A extensao do teorema a uma regiao limitada por uma curva simples deve-se a

Bonnet.

Definicao 1.2.18. Seja S uma superficie regular. Dizemos que uma regiao conexa
R C S é regular se R é compacta e a sua fronteira OR é uma uniao finita de curvas
regulares por partes fechadas e simples que nao se intersectam. A regiao na figura

abaixo (a) é regular, mas a regiao (b) nao é regular.

(a) (b)

Figura 1.4: Exemplo de regioes regulares e nao regulares

Por conveniéncia, consideramos uma superficie compacta como uma regiao regular,
cuja fronteira é o conjunto vazio.

Seja a : [0,1] — S uma curva regular por partes, simples e fechada e seja «(t;),
i = 0,...,k, vértices de a. Sejam o/(f; ) e o/(t;) os limites a esquerda e a direita,
respectivamente, de cada vértice o/(¢;). Suponha que S estd orientada com uma ori-
entagao N e seja |6;], 0 < |0;] < 7, a menor determinagao do angulo de o/ (¢;) a o/(t]).
Se |0;] # 7 (isto é, «(t;) ndo é uma cuspide), damos a 6; o sinal do determinante
(' (t7), ' (), N(a(t;))), ou seja, o sinal de 6; é dado pela orientacio de S. O angulo

0;, —m < 6; < 7 é chamado angulo externo no vértice a(t;).

Definicao 1.2.19. Dizemos que uma regiao simples que tem apenas trés vértices, com

angulos externos #; # 0, ¢ = 1,2, 3, é chamada de triangulo.

Definicao 1.2.20. Uma triangulacao de uma regiao regular R C S é uma familia finita

7 de triangulos T;, i = 1, ...,n, tal que

14
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L UL Ti=k,

2. Se T;NT; #0, i +# j, entdo T; N T; é uma aresta comum de 7; e T; ou um vértice

comum de 7; e Tj.

Definicao 1.2.21. Dada uma triangulacao 7 de uma regiao regular R C S de uma
superficie regular S, denotaremos por F' o numero de triangulos (faces), por E o ntiimero

de lados (arestas), e por V o nimero de vértices da triangulagao. O nimero
F—E+V =x(R)
é chamado caracteristica de Euler-Poincaré da regiao R.

As demonstragoes dos proximos resultados foram omitidos nesta secao mas podem

ser vistos na referéncia [5].

Proposicao 1.2.2. Toda regiao regular de uma superficie regular admite uma trian-

gulacao.

Proposicao 1.2.3. A caracteristica de Euler-Poincaré de uma regiao regular R de

uma superficie S nao depende da triangulagao de R.

Proposicao 1.2.4. Sejam S uma superficie regular orientada e {X,}, a € A, uma
familia de parametrizacoes compativeis com a orientacao de S que cobre toda a su-
perficie S. Seja R uma regiao regular de S. Entao existe uma triangulagao 7 de R tal
que cada triangulo 7' € 7 estd contido em alguma vizinhaga coordenada X, (U,) da
familia {X,}. Além disto, se a fronteira de cada triangulo for orientada positivamente,

triangulos adjacentes determinam orientagoes opostas no lado em comum.

A

Figura 1.5: Triangulacao da regiao R

Definicao 1.2.22. Seja S uma superficie orientada. Dizemos que uma regiao R C S
¢ uma regiao simples se R é homeomorfa a um disco e a fronteira R de R é o traco
de uma curva regular por partes, simples e fechada « : I — S. Dizemos que «
é orientada positivamente se para cada «(t), pertencente a um arco regular, a base

positiva ortogonal {a/(t), h(t)} satisfaz a condigao de que h(t) “aponta para dentro”

de R.
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Com a notacao da Proposicao [1.2.4] a soma

Z// Uj,’l}j)\/EjGj — FJZdede,
5 (1))

nao depende da triangulagao 7 nem da familia {z,} de parametrizacoes de S, onde Ej,

F; e G sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,, z;,} de T,S.

Teorema 1.2.5. (Gauss Bonnet Global) Seja R C S uma regiao reqular de uma
superficie orientada e sejam C4,...,C,, as curvas fechadas, simples e requlares por partes
que formam a fronteira OR de R. Suponha que cada C; € orientada positivamente e

sejam 01,...,0,, o conjunto de angulos externos das curvas Ci,...,C,. Entao

Z/ ds+//Kdr+Z@l—27rX

onde s denota o comprimento de arco de C;, e a integral sobre C; significa a soma das

integrais em todos os arcos requlares de Cj.

Levando em conta o fato de que uma superficie compacta pode ser considerada uma

regiao com fronteira vazia, obtemos:

Corolario 1.2.6. Seja S uma superficie compacta e orientavel. Entao

/ [ Kir = 2mx(9).

Apresentaremos abaixo uma aplicacao do teorema de Gauss-Bonnet: o indice de
um campo de vetores. Para esta aplicacao, precisaremos adotar o seguinte resultado

da topologia do plano: o conhecido teorema da curva de Jordan.

Teorema 1.2.7. Seja C C R? uma curva fechada, simples e reqular por partes. Entao
R? — C tem duas componentes conexas, uma limitada D e outra ilimitada A, tais que
0D = 0A = C. Além disso, D é homeomorfo a um disco, isto €, C € o bordo de uma

regiao simples.

Este resultado é facil de ser visualizado, mas a demonstracao nao ¢ simples, para
maiores detalhes ver [I8].

Seja v um campo de vetores diferenciavel em uma superficie orientada S. Dizemos
que p é um ponto singular de v se v(p) = 0. O ponto singular é dito isolado se existe
uma vizinhanca V' de p em S tal que v ndo tem pontos singulares em V\{p}.

A cada ponto singular isolado p de um campo de vetores v associamos um nimero

inteiro, o indice de v em p da seguinte maneira:
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Seja X : U — X(U) C S uma parametrizagdo ortogonal em p = X(ug,vp),
(ug,v9) € U, compativel com a orientagdo de S, tal que v(p) # 0 para todo p €
X(U)\{p}, e seja a : [0,]] — S uma curva regular por partes, simples, fechada e ori-
entada positivamente tal que «([0,1]) C X(U) é a fronteira de uma regidao simples R
contendo p como o tinico ponto singular.

Seja v(t) = v(a(t)), t € [0,1], a restrigdo de v ao longo de «, e seja ¢ : [0,]] = R
uma determinacao diferenciavel por partes do angulo positivo de X, a v(t), isto é,

i) = cos X sen Xy
IZGIE w(t)HXuH(ﬁ(t)H 90(t)HXU||(ﬁ(t)),

onde 3(t) = X (a(t)), dado pelo Lema da segao anterior (que pode ser facilmente

estendido a curvas regulares por partes). Como « é fechada, temos que % = %

Assim, existe um inteiro ind(v, p) definido por

2mind(v,p) = ¢(I) — ¢(0), (1.3)
onde ind(v, p) é chamado o indice de v em p.

Teorema 1.2.8. (Poincaré-Hopf) A soma dos indices de um campo de vetores di-
ferenciavel v com singularidades isoladas em uma superficie compacta S € igual a

caracteristica de Fuler-Poincaré de S.

Ver em [5].

1.3 Variedades diferenciaveis

Faremos agora, uma breve revisao dos conceitos e resultados sobre variedades dife-

renciaveis que serao usados nos proximos capitulos.

Definicao 1.3.1. Seja M um espago topoldgico. Uma n-carta sobre M é um ho-
meomorfismo ¢ : U — ¢(U) de um subconjunto aberto U C M sobre um aberto
o(U) C R™

Sejam (U;, ;) e (Uj, p;) duas cartas no mesmo espaco topoldgico M, tais que U; N

U; # 0. Entao, a aplicagao
pii = ;o0 1 pi(UiNU;) = (Ui N T),

que é um homeomorfismo, é chamada mudanca de coordenadas.
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Definicao 1.3.2. Um atlas de classe C* sobre um espaco topolégico M é uma familia

de cartas
A= A{(Ui, ¢i)li € I}
tais que
(1) M= Uiez Ui;

(2) Todas as aplicagoes “mudancga de coordenadas” entre membros de A sao difeo-

morfismos C*.

Figura 1.6: Mudanca de coordenadas

Definigao 1.3.3. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um par (M, .A), onde
M é um espaco topoldgico de Hausdorff com base enumeravel, A um atlas de classe
C™ e para todo (U;, ;) € A, ¢;(U;) C R™

Observe que se ¢ : U — p(U) é uma carta sobre M entao x = ¢~ : p(U) = U é

chamada de parametrizacao de M.

Definicao 1.3.4. Sejam M e N variedades diferenciaveis. Uma aplicacao ¢ : M — N
é diferenciavel em p € M se dada uma parametrizagao y : VC R™ — N em ¢(p) € N
existe uma n-parametrizacado z : U C R — M em p tal que p(z(U)) C y(V) e a
aplicacao

y topox:UCR" —R™

é diferencidvel em z71(p). A aplicagao ¢ ¢ diferencidvel em um aberto de M se é

diferenciavel em todos os pontos deste aberto.
Consideremos « : (—¢, €) — R™ uma curva diferenciavel, com «(0) =p e

a(t) = (z1(t), ..., za(t)), t € (—e€€),
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onde z; : (—e,e) = R, i = {1,...,n} sdo as fungdes coordenadas de a. Entao, o/(0) =
(21(0),...,2/(0)) = v € R". Seja f : R" — R uma fungao diferencidvel em uma

rn

vizinhanca de p. Assim,

(foa

dfy(v) =

Z i 8:61

Portanto, para cada v = o/(0) € R™, podemos definir um operador L sobre fungoes

d(foa | .
t=

diferencidveis dada por L(f) = Esta é a propriedade caracteristica que

usaremos para definir vetor tangente em variedades.

Defini¢ao 1.3.5. Sejam M uma variedade diferencidvel e « : (—¢,€) — M uma curva
diferencidvel em M. Suponha que a(0) = p € M, e seja D o conjunto das fungoes

diferenciaveis em M no ponto p. O vetor tangente a curva o em ¢t = 0 é a fungao

a/(0) :D— R, dada por

d(fca)

o) = =2

Um vetor tangente de M em p é um vetor tangente em t = 0 de alguma curva « :
(—e€,€) = M com a(0) = p. O conjunto de todos os vetores tangentes de M em p serd

denotado por T, M.

Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensao n e x : U C R® — M uma
parametrizacao de M tal que z(q) = p. Sejam «; : (—¢,€) — M uma curva diferencidvel
dada por a;(t) = z(q + te;), onde {ey, e, ...,e,} é base canonica de R". Entao, o/(0) :
D— R é dada por

0 = 12| (o), (e0 = AL ),
o)

Denotaremos por «}(0) = . Observe que se o/(0) é um vetor tangente de M

dz; lq
em p entdao ' o« : (—e,€) = R™ é uma curva diferencidvel dada por (z7! o )(t) =
(xl(t)a sty xn(t)) €

O = d(fdj = =0 dt

- Zm g (@) = (Y #0) aii

Assim,
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Reciprocamente, se v = Y I, ci£ entao existe uma curva diferencidvel « :
‘lq
(—€,€) = M dada por a(t) = z(q+t(ci, ..., ¢,)) tal que o/ (0) = 7, ¢;52-| . Portanto,
isso mostra que T, M é um espaco vetorial de dimensao n e que {ai ey } é uma
> 1 q Ozn, q

base de T,M. O espaco vetorial T,,M é chamado o espaco tangente de M em p.

Xi

Figura 1.7: Espaco tangente de M em p

Definicao 1.3.6. Sejam M e N variedades diferenciaveis e seja ¢ : M — N uma
aplicagao diferencidvel. Para cada p € M e cada v € T,M existe uma curva dife-
rencidvel « : (—e,€) = M com «(0) = p, &/(0) = v. Seja f = ¢ o a. Entao aplicagao
dop : T,M — T, N dada por dy,(v) = #(0) é uma aplicacdo linear chamada dife-

rencial de ¢ em p.

Definigao 1.3.7. Sejam M e N variedades diferenciaveis. Uma aplicagao ¢ : M —
N ¢ um difeomorfismo se ela é diferencidvel, bijetiva, e sua inversa ¢! também é

diferencidvel.

A existéncia de um difeomorfismo entre variedades diferencidveis nos fornece a nocao
de equivaléncia entre variedades diferenciaveis. Em particular, se existe um difeomor-
fismo entre as variedades M e N entao estas variedades tém a mesma dimensao.

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n. Entao, denotemos por T'M a

uniao disjunta de todos os espagos tangentes a M. Mais precisamente, definimos

T™ = U ({p} x T,M)

peEM

O conjunto T'M é chamado o fibrado tangente de M. Nao é dificil mostrar que TM =
{(p,v);p e M,v € T,M} é uma variedade diferencidvel de dimensao 2n.

Definicao 1.3.8. Uma variedade M diz-se orientavel quando existe uma familia x; :

U, — M, i € J, de parametrizagoes de M tal que M = U,;c;U; e para todo ¢, j, com
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2;(U;) Naj(U;) = W # 0, a diferencial da mudanca de coordenadas z; ' o z; tem deter-
minante positivo. Neste caso, um elemento da familia é chamado de parametrizacao

positiva. Se uma tal escolha nao é possivel, diz-se que M é nao-orientavel.

Observe que, na definicao acima, uma orientacao positiva de T,M ¢ dada pela base

{%}q, 9 ‘q}, onde z : U — M é uma parametrizagao positiva de M e x(q) = p.

ey 8$n

Exemplo 1.4. Se M pode ser coberta por duas vizinhancas coordenadas V; e V,
de modo que a intersecao V; N V5 é conexa, entao M é orientavel. De fato, como o
determinante Jacobiano da mudanca de coordenadas é diferente de zero, ele nao muda
de sinal em Vi N V5,; se é negativo, basta trocar o sinal de uma das coordenadas para

que ele passe a ser positivo em V; N V5.

Definicao 1.3.9. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma

correspondéncia que a cada p € M associa um vetor X (p) € T,M.

Em outras palavras, um campo de vetores em M ¢é uma aplicacao X : M — T'M

tal que o diagrama

comuta, isto é, o X = Id, onde 7w : TM — M definida por 7 (p,v) = p para quaisquer
p€ M eveT,Méa projecao canonica de T'M sobre M.

Um campo de vetores em M é também chamado de uma se¢ao do fibrado tangente
TM.

Definicao 1.3.10. Seja M uma variedade diferenciavel. Dizemos que o campo de

vetores X em M ¢ diferenciavel se a aplicacao X : M — T'M é diferencidvel.

Considere duas variedades orientadas M e N, de mesma dimensao, e f : M — N
uma aplicagao diferenciavel. Se M é compacta, definimos o grau de f da seguinte
forma: Seja p € M um ponto regular de f, de modo que df, é um isomorfismo linear
entre os espagos vetoriais orientados T,M e T, N. Definimos o sinal da diferencial
df,, denotado por sign df,, como sendo +1, se df, preserva orientacao, ou —1, se df,
inverte orientacao.

Dado um valor regular ¢ € N de f, temos que f~!(q) é uma variedade de dimensao

0. Como M é compacta, f~1(¢) é um conjunto finito. Assim, definimos

deg(f;q) = Z sign df,.

pef~1(q)
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Este inteiro é chamado o grau da aplicacao f, e nao depende da escolha do valor regular
de f. Assim, denotaremos este nimero por deg(f).

Quando f : R™ — R™ é uma aplicagao diferenciavel tal que f(0) = 0 e f(z) # 0,
para todo x # 0, o grau de f é definido como o grau da aplicagao ﬁ s St gl
onde S" ! = {x € R"/||z|| = 1} é uma variedade diferenciavel de dimensdao n — 1.

Uma propriedade muito util do grau é a seguinte:

deg(f o g) = deg(f) - deg(g), (1.4)

onde f,g:R™ — R" sao fungoes diferenciaveis.

Observagao 1.5. Se f : R? — R? ¢ uma aplicagao diferencidvel tal que f(0) = 0 e
f(x) # 0 para todo x # 0, entao ind(f) = deg(f).

Exemplo 1.5. Seja f : C — C dada por f(z) = 2*, k € Z*. Entdo, % = f(2),
para todo z € S'. Observe que 29 = (1,0) € C é um valor regular de f e que existem k

k

solucoes em S* da equacao 2* = zyp. Como f é holomorfa, entdo df., preserva orientacao.

Logo, deg(f) = k.

Exemplo 1.6. Seja f : C — C dado por f(z) = z. Entao, % = f(z), para todo
z € St. Como f é um difeomorfismo, e o determinante da diferencial de f é negativo
entdo, deg(f) = —1. Por outro lado, se g(z) = z¥, k € Z*, entdo g = f o h, onde
h(z) = zF e f(2) = z. Assim, deg(g) = deg(f) - deg(h) = —k.

Definicao 1.3.11. Sejam M uma variedade diferenciavel e M uma variedade dife-
renciavel orientavel. Dizemos que uma aplicacao 7 : M — M é um recobrimento duplo

orientavel se:
(1) m é uma aplicacao diferenciavel sobrejetiva,

(2) para cada ponto p € M existe uma vizinhanga U de M tal que 7= 1(U) = V; U V%,
onde V; e V5 sao conjuntos abertos disjuntos de M , a restricao de 7™ a cada V;,

t = 1,2, é um difeomorfismo sobre U.

Teorema 1.3.1. Seja M uma variedade diferencidavel conexa. Entao, existem uma

variedade orientdvel M e um recobrimento duplo orientavel m: M — M.

Demonstracao. Seja M uma variedade conexa, nao-orientavel. Para cada p € M,
consideremos o conjunto B de todas as bases de T,M e assumamos que duas bases
sao equivalentes se elas estao relacionadas por uma matriz com determinante positivo.
Com isto, definimos uma relagao de equivaléncia e dividimos B em dois conjuntos

disjuntos. Seja O, o espago quociente de B por esta relacao de equivaléncia. Entao
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O, tem dois elementos, e cada elemento O, € O, é uma orientacao de T,M. Seja M

o conjunto
M = {(p,0p): Op € Oy}

Para dar a M uma estrutura diferencidvel, seja {Uq, x4} uma estrutura diferencidvel
de M e defina 7, : U, — Mpor

Zo (U, Vo) = (xa(ua,va), [aiua,aiva]),

0 o

Oug ’ Ovy

onde (uq,vq) € U, € [ } denota o elemento de O, determinado pela base

00 1 Assim, temos que, {Uy, o} é uma estrutura diferenciavel em M e M com
O ' Ovy ) ) 3
esta estrutura diferenciavel é uma superficie orientavel. Para mostrar que = : M — M

é um recobrimento duplo, veja [15] O

Definicao 1.3.12. Dada uma variedade M de dimensao n, uma métrica Riemanniana
g em M ¢é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno
g(p) no espago tangente 1, M (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva, definida

em T,M) e que varia diferencialmente no seguinte sentido: Se =z : U C R" — M ¢
9| 0

oz; g’ 8xj q
diferenciavel em U. Uma variedade M munida de uma métrica Riemanniana g é

uma parametriza¢io em torno de p, entao g(z(q))( )= 9ij(g) é uma funcao

chamada de variedade Riemanniana. Note que algumas vezes, o produto interno g(p)

no espago tangente 7, M e serd denotado por (, ), = g(p).

Em outras palavras, podemos dizer que a diferenciabilidade da métrica Riemanni-
ana ¢ é afirmar que dados campos de vetores X, Y diferenciaveis em uma vizinhanca

V' de M, a aplicacao p € M — g(p)(X(p),Y (p)) € R é diferenciavel em V.

Exemplo 1.7. Dada uma imersao f : M — N entre duas variedades diferenciaveis
sendo N uma variedade Riemanniana com métrica g, podemos definir uma métrica

riemanniana g; em M do seguinte modo

91(p)(v1,v2) = go(f(p))(dfp(v1), dfp(v2))

para todo vy, vy € T, M, onde df, : T,M — Ty, N.

Definicao 1.3.13. Diz-se que a métrica Riemanniana g em M é de classe C* se, para

cada parametrizacio x : U C R" — M, a funcéo dada por g;;(q) = g(2(q)) (2

ox;

1o} )
q’ Ozj lq
¢é de classe Ck

Exemplo 1.8. M = R" munido do produto interno usual é uma variedade Riemanni-

ala.
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Exemplo 1.9. Toda superficie regular S C R? possui uma métrica Riemanniana na-
tural, de classe C*°. Basta considerar, em cada espago tangente T,M C R*, o produto

interno induzido de R3.

A existéncia de um produto interno que varia diferenciavelmente em relacao a es-
colha do ponto p € M possibilita definir conceitos como angulo entre vetores, compri-

mento de curvas e angulo entre curvas.

Observacgao 1.6. Uma variedade diferenciavel de dimensao 2 de classe C* com uma
métrica riemanniana é chamada superficie. Todos os conceitos associados a uma su-

perficie regular que dependam do produto interno, sao validos para superficies.
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Capitulo 2
n-Formas diferenciais binarias

Neste capitulo, apresentaremos resultados de maneira resumida, porém consistente,
da teoria das formas diferenciais. Definiremos primeiramente os tensores simétricos,
e apresentaremos alguns exemplos. Em seguida, definiremos as n-formas diferenciais
bindrias, uma das principais ferramentas de nosso estudo.

Faremos um resumo do estudo das equagoes diferenciais binarias (EDB’s), que é
um caso particular de uma n-forma diferencial bindria. Para um estudo completo, ver
por exemplo [2] e [1].

Por fim, na tltima Secao, estudaremos as folheagoes, que sao induzidas pelas formas
diferenciais.

Todo esse capitulo tem o intuito de complementar os resultados que serao apresen-

tados no préximo capitulo.

2.1 Tensores simétricos

Seja EF um espacgo vetorial n-dimensional sobre R. Uma aplicacao o« : £ — R
definida sobre todo E, é dita ser um funcional linear se a(au + v) = aa(u) + a(v)
para todo u, v € E e para todo a € R. Denota-se por E* = L(E,R) o espaco vetorial
dos funcionais lineares E em R, o qual é chamado de espaco dual de F, e que satisfaz
dimE = dimE*.

Dada uma base B = {ey,...,e,} de E, existe uma base B* = {e!,....,e"} de E*

chamada base dual de B satifazendo:

onde



2. n-Formas diferenciais binérias

Logo, dado v € E tem-se que v = Z Fie;, segue que F; = ¢'(v), parai = 1,...,n. Dali,
i=1

v=-e'(v)e, +e*(v)eg + ... +e"(v)en. (2.1)
Além disso, dado um funcional linear @ € E*, supondo o = Zaiei, segue que «; =
i=1
ale;), para i =1,...,n. Assim,

a=ale)er +aley)e? + ... +ale,)e™ (2.2)

Exemplo 2.1. Sejam U C R"™ um aberto, e f : U — R uma funcao diferencidvel em

U. Sua diferencial em x € U é o funcional linear df, € (R")* dado da seguinte maneira.

Fixando a base canonica B = {eq, ..., e, } de R™ e dado v € R™, com v = 5 o,e; temos
i=1

df, (v Z axz (2.3)

Denotaremos por B* = {dx,...,dz,} C (R")* a base dual de B. Como

e = 5a) (2.4

entao, usando a Equagao (2.2)), a expressao de df, em termos da base B* é

Observagao 2.1. Denotaremos por Ty M a base dual do T, M.

Definicao 2.1.1. Sejam Ei, ..., E, e F espagos vetoriais sobre o corpo R. Dizemos que
f:E x..x E,— F éuma aplicagao multilinear, ou n-linear, quando f for linear em
cada uma de suas n variaveis. Ou seja, dados vy € Ey;..;v, € E,, u; € E; e A € R,

arbitrarios, entao para todo ¢ = 1, ...,n valem:
Lo flug, ey 0+ Uiy oy ) = f(U1, 00, U4y ey Un) + (01, 0, Uiy oy 0);
2. f(V1, ey AU ey U) = Af (U1, 0y Uiy ooy U

Quando F' = R, dizemos entao que f é uma forma n-linear. O conjunto das
formas n-lineares é denotado por L(E1, ..., E,; R). Na verdade, com as operagoes usuais
de adi¢ao e multiplicacao por escalar, L(E, ..., E,;R) é um espago vetorial sobre R.

Quando F; = ... = E,, = E, entdo o denotamos simplesmente por L, (F).
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2. n-Formas diferenciais binérias

Definicao 2.1.2. Um tensor 7' de ordem n em um espago vetorial V' é uma aplicacao

multilinear
T:Vx..xV—R,
—_———

n vezes
Exemplo 2.2. O “tensor métrico” T : V x V — R é um tensor de ordem 2, que
satisfaz T'(v1,ve) = T(ve,v1), T(v1,v1) > 0, T(v1,v1) = 0 se, e somente se, v; = 0,
para todo vy, vo € V. O tensor métrico é usado para medir distancia em um espaco e

também descrever a geometria desse espaco.

O caso particular definido acima, é um exemplo muito importante do que chamamos
de tensores simétricos, isto é, tensores em que ao trocar qualquer par de argumentos,

seu valor ¢é inalterado:
T(V1, ey Uiy ey Uy ey V) = T(01, o, U, oy Uiy ey Up),

sempre que 1 <17 < j <n, onden é aordem de T'.
Observe que o conjunto de todos os tensores simétricos de ordem n formam um

espago vetorial sobre R. Denotaremos este espaco vetorial por S™(V*).

Definicao 2.1.3. Seja V um espago vetorial sobre R. Uma aplicacao P : V — R é
um polinomio homogéneo de grau n, se existir um tensor 7' de ordem n em V tal que

P(v1) = T(vy,...,v1), para todo v; € V.

E facil ver que o conjunto constituido pelos polinomios homogéneos de grau n é
um espaco vetorial sobre R com as operacoes usuais de aplicacoes. Denotaremos esse

espago por H"(V).

Proposicao 2.1.1. Seja V um espago vetorial sobre R. Para cada tensor simétrico T’

de ordem r, considere a aplicacao
T V= R, T(’U1> = T(Ul, "-7U1)'

Entéo, a correspondéncia T +— T é um isomorfismo entre os espacos vetoriais S™(V*)
e H"(V).

Exemplo 2.3. Sejam V um espaco vetorial sobre R, f,g: V — R funcionais lineares.
Entao, f-g : V xV — R dada por (f - g)(v1,v2) = f(v1) - g(v2) define um tensor
de ordem 2 em V. Assim, (fvg)(v) = (f-9g)(v,v) = f(v) - g(v) define um polinomio

homogéneo de grau 2.
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Exemplo 2.4. Sejam 8 = {e, s} base candnica de R?, {dx,,dx,} base dual de 3, e

T um tensor simétrico de ordem 2 em R?. Entao,

T(v) = T(v,v) = T(crey + cae, cre1 + cae0) = ET (e, e1) +2c1¢5T (€1, e2) + 3T (e, €2),
onde v = creq + co€y. Assim,

T = T(ey,e1)dx? + 2T (ey, e3)dx dag + T(ea, €3)das.
Exemplo 2.5. Seja T um tensor simétrico de ordem 3 em R?. Entao,

T(v,v,v) = T(c1e1 + coeq, 11 + Co€2, CrE1 + C2€9)

=T (e, e1,e1) + 3cicaT (e1, e1, €2) + 3eicaT (e, €2, €2) + caT (ea, €3, €3).
Assim,

T = T(ey, e1,e1)dx’ + 3T (e1, €1, €2)dxidry + 3T (€1, €q, e2)dx1dxs + T(ey, €2, €3)das.

2.2 n-Formas diferenciais binarias

Definicao 2.2.1. Seja M uma superficie. Uma n-forma binaria em M é uma aplicagao
w que a cada p € M associa w(p) € S”(T;M). Se tomamos coordenadas x, y em algum
subconjunto aberto U C M, qualquer n-forma binaria pode ser escrita de maneira tnica

CcOo1mo

w(p) = _ filp)(dw),(dy);™", para todop € U, (2.6)

onde f; : U — R é uma funcdo e {(dz),, (dy),} ¢ a base dual da base {2
T,M.

p’a%}p} de

Dizemos que w é uma n-forma diferencial bindria se as fungoes f; sao C*°. Algumas
vezes, denotaremos w na vizinhanga U por w = Y | fidz'dy" "
Note que S™(T*M) = Upen S™(Ty M) é chamado fibrado de tensores simétricos e w

¢ chamado se¢ao deste fibrado.

Definicao 2.2.2. Se w é uma n-forma diferencial binaria sobre N e f : M — N é uma

aplicagao diferenciavel entre superficies, entao f*w é a n-forma diferencial binaria sobre

M dada por f*w(p)(x1,...,x,) = w(f(p))(dfp(z1), ..., df,(x,)), para qualquer p € M e
T, ..., oy € T,M, onde df, : T,M — Ty, N a diferencial de f no ponto p.
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2. n-Formas diferenciais binérias

Definicao 2.2.3. Sejam M uma superficie e w uma n-forma diferencial binaria. Dize-
mos que p é um ponto singular de w se w(p) = 0. Caso contrario, dizemos que p é um

ponto regular de w.

Definigao 2.2.4. Sejam w uma n-forma diferencial binaria em M dada por (2.6]) e

pe U C M. Entao, v = Ula%|p + vga%|p € T,M ¢é uma solugao de w em p se

w(p)(v) = Z filp)vivy " =0. (2.7)

Dizemos que duas solucoes u e v de uma n-forma diferencial bindria w em p sao
equivalentes, se existe A € R tal que u = Av. A classe de equivaléncia definida por esta

relagao é chamada de direcao de w em p.

Exemplo 2.6. Considere uma 1-forma diferencial bindria em R? escrita da seguinte
maneira,
w(p) = filp)(dr1), + fa(p)(drz),.

(=f®.A0)

Uma solucao dessa equacao ¢ o vetor v = =) i) unitario. Notemos que a

solugao nao € unica: é s6 fazer Av com \ € R.

2.3 Equacoes diferenciais binarias

Uma equagao diferencial bindria (EDB) é uma 2-forma diferencial bindria em R?,

isto é, uma equacao da forma
w = a(x,y)dy® + 2b(x,y)drdy + c(x,y)dz* = 0 (2.8)

onde a, b e ¢ sao funcoes suaves sobre um aberto U € R%2. A funcao § : R? — R
definida por § = b* — ac é denominada funcao discriminante. O conjunto A = {(z,y) €
R | §(z,y) = 0} é chamado discriminante.

Dizemos que uma curva o = (ay,az) : (a,b) — R? é uma solugao da Equacao (2.8))
se

a(a(t))(a5(t))* + 2b(a(t)) o (£ (t) + c(a(t)) (i (£))* = 0.

Notemos que se multiplicarmos a Equagao (2.8) por a(x,y) obtemos:

la(z,y)dy + (b(z,y) — /0(x,y))dz][a(z,y)dy + (b(z,y) + /0(x,y))dz] =0  (2.9)

Assim, em pontos (z,y) € R? tais que d(z,y) > 0 a Equacao (2.8)) define duas
diregoes da EDB (2.8). Quando §(z,y) = 0, a EDB ({2.8]) define uma tnica direcao.
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Em pontos onde § < 0, nao existem direcoes da EDB.

A EDB pode ser pensada como uma superposicao de um ntmero finito de
equagoes diferenciais ordinarias (EDQO’s) e as singularidades podem surgir de trés mo-
dos: existem aqueles pontos onde as duas diregoes coincidem em cada ponto do plano,
aqueles onde uma das componentes das EDO’s tem uma singularidade, e pontos onde
ambos ocorrem. Além disso, as duas dire¢oes coincidem sobre o conjunto discriminante.

Uma equacao diferencial bindria é positiva se § > 0 e d(z,y) = 0 se, e somente se,
a(xz,y) = b(x,y) = c(x,y) = 0, isto é, quando o discriminante é positivo e se anula
s6 em pontos isolados. Este tipo de equacao é bastante estudado, por exemplo, em
[1], e tem aplicagdes em geometria diferencial, equagoes diferenciais parciais (EDP’s)
e teoria de controle. Por exemplo, as linhas de curvatura (Exemplo ou as linhas
assintéticas (Exemplo de uma superficie em R? sao dadas por equacoes diferenciais
binérias.

Exemplo 2.7. As linhas de curvatura em superficie de R3, em torno de um ponto

umbilico determinam uma equacao diferencial bindria positiva, isto €,
(gF — fG)dy? + (gF — eG)dxdy + (fE — eF)dz* = 0

onde e, f, g e E, F, G sao os coeficientes de primeira e segunda formas fundamentais

da superficie respectivamente. Esta é uma equacao diferencial bindria.

Figura 2.1: Linhas de curvatura proximas a um ponto umbilico

A Figura 2.1 corresponde ao comportamento genérico e estavel das linhas de curva-
tura, numa vizinhanca de pontos umbilicos de imersoes de uma superficie compacta e
orientdvel em R?® demonstrado por Garcia, Gutierrez e Sotomayor, em [10], e também
correspondem ao comportamento genérico e estavel de EDB’s positivas numa vizi-
nhanca de pontos singulares definidas em uma superficie compacta e orientavel de-
monstrado por Victor Guinéz, em [I1]. A genericidade e estabilidade global de linhas

de curvatura foi estudada por Garcia, Gutierrez e Sotomayor, em [10].
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Exemplo 2.8. As linhas assintéticas de uma superficie em R? determinam uma EDB

nao necessariamente positiva, isto é,
edy? + 2fdxdy + gda?® = 0

onde e, f e g sao os coeficientes da segunda forma fundamental, é uma equacao dife-

rencial binaria.

As singularidades de linhas assintéticas foram descritas por T. Gaffney usando
a Teoria das singularidades e tem sido recentemente estudadas por Ronaldo Garcia,

Carlos Gutierrez e Sotomayor, em [10].

Figura 2.2: Linhas assintéticas préximas a pontos parabdlicos

A Figura 2.2 corresponde ao comportamento genérico e estavel das linhas as-
sintoticas numa vizinhanca de pontos parabdlicos de imersoes de uma superficie com-
pacta e orientdvel em R3, demonstrado por Ronaldo Garcia, Carlos Gutierrez e Jorge
Sotomayor, em [10]. A estabilidade global das linhas assintéticas foram estudadas por
estes mesmos autores.

Em [I3], Hopf introduz uma defini¢ao do indice para uma EDB positiva. O principal

resultado é apresentada no teorema abaixo.

Teorema 2.3.1. Sejam w uma EDB positiva dada por (@) e p um ponto singular

1solado de w em p. Entao, o indice de w em p € dado por

—d a
in l( 7 ) 692( 7p)’
onde a = (Qf,y) . Rz — R2.
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Observagao 2.2. Observe que o indice também pode ser caluculado usando o grau

das funcoes b ou c.

2.4 Folheacoes

Definicao 2.4.1. Sejam M uma variedade diferencial de dimensao n. Uma 1-forma
em M é uma aplicacdo w que associa a cada ponto p € M um elemento w(p) € TyM.
Assim, se tomamos coordenada (z1, ..., x,) em algum subconjunto aberto U C M, w

pode ser escrita como

w(p) = filp)(dz1)p + .. + fu(p)(dzn), (2.10)

ou

w = Zfidmz‘, (2.11)
i=1

onde f; sao fungoes reais em U. Se as fungoes f; sao diferenciaveis em U, w é chamada

de 1-forma diferencial.

Dizemos que a 1-forma w ¢é de classe C" quando as fungoes f; acima forem C".

Também, por convencao, chamaremos de 0-forma as funcoes diferenciaveis f : M — R.

Exemplo 2.9. Em abertos do R?, dado p = (z,y), as 1-formas diferenciais sao do
tipo:
w(p) = fi(p)dx, + f2(p)dy,,

onde f; com i = 1,2 sao funcoes diferencidveis. J4 em abertos do R3, dado p = (z,y, 2),

as 1-formas diferenciais sao do tipo:

w(p) = fi(p)dzy + fo(p)dy, + f3(p)dzp

onde os f; com ¢ = 1,2, 3 sao fungoes diferenciaveis em U.

Teorema 2.4.1. Sejam A\ uma 1-forma diferencial sobre uma variedade M de dimensao
n, e pg € M tal que N(py) # 0. Entao, existe um sistema de coordenadas (1, ..., T,),

em torno de pg, tal que A = dx.
Exemplo 2.10. Seja w uma 1-forma diferencial sobre R? definida da seguinte forma
w = Ady + Bdzx.

Observe que
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2. n-Formas diferenciais binérias

a: (—ee) — R?
t o (au(t), 0a(t))

é uma solucao de w, significa que
Ala(t))ay(t) + B(eu(t)) ey (t) = 0.

Assim,
at)  —Bla(t)
ay(t)  Ale(t)

Esse exemplo, nos mostra com clareza o uso de equacoes diferenciais ordindrias

(EDOQO'’s) para determinar as solugoes de w, que sao solugoes de EDQ’s, isto é, a é uma

solucao da EDO
dy _ =B

de A
Intuitivamente, uma folheagdo em um aberto U C R"™ ¢ uma decomposicao de
U em variedades diferencidveis conexas disjuntas duas a duas. Chamamos de folha
cada componente conexa desta decomposicao. Além disso, estas folhas se aglomeram
localmente tais como subconjuntos de R™ da forma particular R"7? x RP com segunda

coordenada constante. Formalmente, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.4.2. Consideremos M uma variedade diferenciavel de dimensao n e classe
C*. Uma folheagao F de codimensao p e classe C" esta definida por uma colecao de
cartas locais
(piZUi%Rn, 1e€1
da variedade M tais que:
1 Jui=m
iel
(2) Se U; N U; # () as mudangas de coordenadas hj; = ¢; 0 ;' : 0;(U; N U;) —
©;(U; NU;) tem a forma hj;(z,y) = (h'(x,y), h*(y)), onde (z,y) € R"? x RP.

e sao de classe C".

Denominamos de placa de U; as componentes conexas de ¢; ' (z,yo) para yo =
const., sendo elas subvariedades mergulhadas de U; de codimensdo p. A condicao (2)
dada na Definicao expressa que se «; C Uy, 3; C U; sdo placas entdao ou ;N3 = 0
ou oy; N B é aberto em o e ;. Um caminho de placas em F é uma sequéncia ay, ...,
oy, de placas tais que a; N1 # 0 para todo ¢ € {1,...,k — 1}.

Se m: R"P x RP é a projecao m(z,y) = y, definimos f; : U; — RP por f; = wo ;.
As placas de U; sdo entdo as componentes conexas de f; (o), yo € R?. No caso em

que r > 1 podemos tomar a seguinte definicao equivalente:
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Definigao 2.4.3. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n e classe C*°. Uma

folheacao F de codimensao p e classe C" estd definida por uma colecao de submersoes,
fiIUi%RIZ 1el

tais que

(1) Para todo i € I, U; é aberto em M e UUi =M.
il
(2) Se U;NU; # () existem homeomorfismos de classe C”, g;; : R? — RP tais que
fj = gji o fi nos pontos de U; N Uj.

As aplicacgoes f; sdo denominadas aplicacoes distinguidas da folheacao e as subva-
riedades f~1(z), x € RP, placas de U;.
Uma folha F' de F é uma classe de equivaléncia da relacao ~ dada por: se p, ¢ € U,

entao p ~ ¢ se existe um caminho de placas aq, ..., a; tal que p € ay e ¢ € a;.

Exemplo 2.11. Seja w = z1dwy + zodxy — x3dwy = df, onde f = $(a% + 23 — 23),
temos que sing(w) = {0}. Uma particularidade dessa folheagao é que apesar de f nao
ser submersao em {0} e f(0) = 0, o conjunto f~!(0)\{0} determina um cone de duas
folhas, j& que para todo p € f~1(0)\{0}, df, # 0.

As folhas de F sao as componentes conexas das superficies de nivel de flgs_{o} €

estao dadas na figura abaixo.

Figura 2.3: Folhas em w

Uma consequéncia da Definicao [2.4.2 é que toda folha é um conjunto conexo por
caminhos. De fato, se ' é uma folha e p, ¢ € F, seja aq, ..., a um caminho de
placas com p € a; e ¢ € ag. Como ¢p; é, em particular, homeomorfismo, entao «; =
©; (U} x {c}) é conexo por caminhos, onde ¢ € U? e p(U;) = U} x U2 C R"P x RP.
Assim, como a; N1 # 0, parai =1,...,k — 1, tomemos p; € a; Nay. Daf existe um
caminho ligando p a p; (em as). Em seguida, tomemos py € as N a3 € um caminho
ligando p; a py (em «3). Fazendo isso sucessivamente, até pegarmos um caminho em
ay ligando pr_1 a ¢, onde pr_1 € ag_1 N ag. Obtemos assim, um caminho ay, ..., oy

contido em F' ligando p a q.
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2. n-Formas diferenciais binérias

Definicao 2.4.4. Um campo de linhas numa variedade M ¢é uma aplicacao P que

associa a cada ponto ¢ € M um subespaco vetorial P(¢q) de dimensao 1 de T, M.

Exemplo 2.12. Se X é um campo de vetores sem singularidade em M, podemos

definir um campo de linhas P em M colocando P(q) = (X (q)), subespago de dimensao
1 de T, M gerado por X(q).

Reciprocamente, se P é um campo de linhas em M, podemos definir um campo de
vetores sem singularidades em M escolhendo em cada ponto ¢ € M um vetor nao nulo

em P(q). Dizemos que tal campo de vetores é tangente a P.

Definicao 2.4.5. Um campo de linhas P em M é orientavel se existe um campo de
vetores continuo X em M tal que, para todo x € M, P(x) é o subespago gerado por

X(z). O campo de linhas P orientavel é de classe C" se X é de classe C".

Definicao 2.4.6. Uma folheacdo F em M de classe C* e dimensdo 1 é orientével se o

campo de linhas definido por F é orientavel.

Exemplo 2.13. A Figura 2.3 ilustra um exemplo na variedade M = R? — {0} onde a

)

Figura 2.4: Superficie sem campo de vetores continuo tangente

folheacao F nao é orientavel.

Proposicao 2.4.2. Se P é um campo de linhas de classe C" em M tal que P(q) # 0,

para todo g € M, entao P define uma folheacao de dimensao 1 em M.
Demonstragao. Ver [4]. O

As folhas de P sao chamadas curvas integrais de P.
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Capitulo 3

Indice de n-formas diferenciaveis

totalmente reais

Neste capitulo, apresentaremos os resultados principais deste trabalho, comecaremos
definindo formas diferenciais totalmente reais, mostrando exemplos e especificacoes
deste caso. Definiremos o indice de formas diferenciais totalmente reais, que generaliza
o indice no caso de 2-formas diferenciais bindrias positivas. Generalizaremos o teorema
de Poincaré-Hopf e a formula de Bendixon. Por fim, estudaremos o caso em que as for-
mas diferenciais totalmente reais sao nao degeneradas, e veremos que, quando o ponto
singular é simples ha apenas duas possibilidades para o valor do indice: +1; podendo

ser calculada por uma férmula especifica.

3.1 n-Formas diferenciais totalmente reais

Sejam M uma superficie e w uma n-forma diferencial binaria em M. Consideremos
(x,y) coordenadas ortogonais sobre alguma vizinhanga aberta U de M, entao w em U

¢ da forma

w= Z fidz'dy" ™", (3.1)
i=0

onde f; : U — R sao fungoes diferenciaveis.

Denotemos por Sing(w) o conjunto dos pontos singulares de w.

Defini¢ao 3.1.1. Seja p € M \ Sing(w). Dizemos que w é uma n-forma diferencial
totalmente real em p se existirem n formas lineares Ay (p), ..., An(p) € T,y M que sdo dois
a dois linearmente independentes tais que w(p) = A1(p) - ... - \p(p). Dizemos que w é
uma n-forma diferencial totalmente real se for uma n-forma diferencial totalmente real

em todo ponto p € M \ Sing(w).
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

Observagao 3.1. As linhas de curvatura de uma superficie regular, determinam uma
2-forma diferencial totalmente real (Ver Exemplo , e as linhas assintéticas de uma
superficie regular, determinam uma 2-forma diferencial binaria que nao é uma 2-forma
diferencial totalmente real (Ver Exemplo [2.8).

Quando n = 1, uma 1-forma diferencial binaria, sempre é uma 1-forma diferencial
totalmente real.

No caso n = 2, a 2-forma diferencial binaria é uma 2-forma diferencial totalmente
real se é positiva. De fato, sejam w uma 2-forma diferencial binaria positiva em M e
(z,y) coordenadas ortogonais definida em algum subconjunto aberto U C M. Entao,

w em U é dado por
w = Adx* + 2Bdxdy + Cdy?, (3.2)

onde A, B, C : U — R sao fungoes suaves. Assim, para todo p € U,
A(p) = B(p) = C(p) =0 ou B*(p) — A(p)C(p) > 0.

Note que, neste ultimo caso, se A(p) = 0, entdo w(p) = (2B(p)dz + C(p)dy)dy.
Quando A(p) # 0 temos que

w(p) = A0 [A(p)dz + (B(p) — /6(p))dy] [A(p)dz + (B(p) + \/d(p))dy],

onde d(p) = B*(p) — A(p)C(p).

Para entender o caso em que n > 3 precisamos da seguinte definigao:

Definicao 3.1.2. Uma n-teia sobre uma superficie M é uma escolha de n campos de
linhas suaves Ly, ..., L, em M tais que Ly(p), ..., L,(p) sdo dois a dois transversais para
cada p € M. Em particular, em uma vizinhanca U de p, temos um conjunto de n
folheagoes W = {.7:1, ...,]-"n} de dimensao 1 sobre U que sao dois a dois transversais
em qualquer ponto de M, e corresponde as curvas integrais dos n campos de linhas

suaves.

Exemplo 3.1. As equacoes dadas por x =0, y = 0 e  + y = 0 em R? definem uma

3-teia R%. Este ¢ um dos exemplos mais simples de uma 3-teia em R2,

Figura 3.1: 3-teia
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

Observemos que, em geral, nao podemos definir uma n-teia globalmente sobre M,
ou seja, n folheagoes sobre M, pois se x(M) # 0, todo campo de linhas admite uma
singularidade.

Seja w é uma n-forma diferencial totalmente real sobre M. Entao, podemos associar
localmente uma n-teia sobre M \ Sing(w) da seguinte maneira: para cada ponto p €
M\ Sing(w), existem uma vizinhanga U C M de p e 1-formas diferencidaveis em U, \;,
com ¢ € {1,...,n}, tais que

W=A " Ay (3.3)

e A1(q), .-, An(q) sdo dois a dois linearmente independentes, para todo g € U. Assim,

a n-teia é definida pelas folheacoes F; determinadas por \; sobre U.

Definigao 3.1.3. Sejam w uma n-forma diferencial totalmente real dada por (3.1)) e

p € M. Dizemos que u € T,M ¢é uma solucao de w em p se

w(p)(u) = Z filp)uius™ =0,

onde u = u1% + uga%.
Definicao 3.1.4. Sejam « : [0,!] — M uma curva suave e X um campo de vetores ao

longo de a. Dizemos que X é uma solucao de w se

para todo [0, ].
Lema 3.1.1. Sejam w uma n-forma diferencial totalmente real dada por (3.3)), « :
[0,/] — U uma curva suave, e X um campo de vetores ao longo de a. Se X ¢é uma
solugao de w, entao existe um unico i € {1,...n} tal que \;(a(t))(X(t)) = 0 para todo
t € 10,1].
Demonstra¢ao. Observemos que X (0) é uma solugdo de w em «(0). Logo, existe ¢ €
{1,...,n} tal que A\;(«(0))(X(0)) = 0. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
i = 1. Definamos A = {t € [0,1]/A1(a(t))(X(t)) = 0}. Note que A # .

Seja f(t) = A (a(t))(X(t)) uma fungao diferencidvel. Entao, A = f~1(0) é fechado.
Por outro lado, se tg € A entdao Aj(af(ty))(X(tp)) = 0. Assim, pela transversalidade

temos

Aa(au(to)) (X (t0)) As(a(to) ) (X (to)) - - - An(alto)) (X (t0)) # 0.
Definamos uma fungao
g(t) = Ao () (X (£)) As(u(t)) (X (1)) - ... - An(a(E)) (X (1)),
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

g é diferenciavel. Como g(ty) # 0, existe um intervalo Iy tal que tg € Iy C I e para
todo t € Iy, g(t) # 0. Logo, w(a(t))(X(t)) = 0 implica que A\;(a(t))(X(t)) = 0 para
todo t € Iy, dai ty € Iy C A. Assim, A ¢é aberto. Portanto, segue que A = [0,]. O]

Observacao 3.2. Sejam « : [0,{] — U uma curva suave, e X;, Xs campos de veto-
res unitarios ao longo de « sendo solugoes de w. Se X;(0) = X5(0) entdo X;(t) =
X,(t) para todo t € I. De fato, pelo Lema [3.1.1] existem 4,j € {1,...,n} tais que
Xi(a(t))(X1(t)) = 0 e Aj(a(t))(Xa(t)) = 0 para todo t € I. Como X;(0) = X5(0)
entdo, pela transversalidade, i = j. Logo, Xi(t) = f(t)X2(t), onde f : [0,]] - R é
diferencidvel. Observe que X; e X, sdo unitérios. Assim, f(t) = £1, para todo t € R.
Como X;(0) = X5(0) entdao f(t) = 1. Portanto, X;(t) = Xo(t).

Definigao 3.1.5. Se w é uma n-forma diferencial totalmente real sobre M e f: N —
M ¢é uma aplicacao diferenciavel entre superficies, entao f*w é a n-forma diferencial
totalmente real sobre N dada por f*w(p)(u) = w(f(p))(df,(u)), para qualquer p € N
eu € T,N, onde df, : T,N — Ty, M a diferencial de f no ponto p.

Definicao 3.1.6. Sejam w;, wy duas n-formas diferenciais totalmente reais definidas
sobre superficies M, N respectivamente. Dizemos que w; e ws sao C*-equivalentes, se

existe um difeomorfismo C*°, ¢ : M — N tal que
(1) o(Sing(wr)) = Sing(ws);

(2) ¢*(w2) = fwy sobre M \ Sing(w,), onde f : M\ Sing(w;) — R é uma fungao
suave tal que f(p) # 0, para todo p € M \ Sing(wy).

Observe que da definicao acima ¢ leva folhas de w; em folhas de ws.

3.2 Indice de uma n-forma diferencial totalmente

real

Definicao 3.2.1. Seja w uma n-forma diferencial totalmente real sobre uma superficie
M. Dizemos que p € M é um ponto singular isolado de w se existe uma vizinhanca U

de p em M tal que w nao tem pontos singulares em U\{p}.

A cada ponto singular isolado p de w vamos associar um numero, o indice de w em
p da seguinte maneira:

Escolhamos coordenadas ortogonais (z,y) sobre alguma vizinhanga aberta U de p
em M. Seja « : [0,l] — M uma curva regular por partes, simples e fechada, tal que
a([0,1]) C U é a fronteira de uma regiao simples R, que contém p como o tinico ponto

singular no interior e assumamos « orientada positivamente.
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

T ﬂ
a(0)

M

Figura 3.2: Curva a em M

Como « é uma curva fechada, podemos esténde-la a o : R — M definindo a(t+1) =
a(t). Assim, a(kl) = «(0), para todo k € Z.
Seja X um campo de vetores unitarios ao longo da curva a que é uma solugao de

w, isto é,

w(a(t))(X (1)) = Z fila(®) X1 (1) X37'(t) =0,

onde X (t) = X;(t)2 o Xs(t) 2 o
a(t a(t
Observe que w(a(t)) = Ai(t)A2(t)-...- An(t), onde Ai(t) € ToyM*. Assim, a equacao

w(a(t)) = 0 define Xj, ..., Xy, campos de vetores unitarios ao longo de «, as quais sao

dados pela equacao
Ai(t) =0,i € {1,....,n}. (3.4)

Lema 3.2.1. Seja X um campo de vetores unitarios ao longo de a que é uma solugao
de w. Entao, X (2nl) = X(0).

Demonstragdo. Pelo Lema[3.1.1] existe um tdnico i € {1, ...,n} tal que A;(a(t))(X (t)) =
0, para todo t € R. Assim, \;(«(0))(X(kl)) = 0, para todo k € Z. Observe que X (0),
X(l) € ToyM. Se X (I) = X (0) entao, pela Observacao , temos que X (t+1) = X (t)
para todo t € R, isto é,

X(1)
X(20)

X(20)
X(31)

X((2n—1)1) = X(2nl).

Assim, X(0) = X(2nl). Se X(I) = —X(0) entao pela Observacao temos que
X(t+1)=—X(t) para todo t € R, dai X (0) = X (2l). Portanto, X(2nl) = X(0). O

Sejam X um campo de vetores unitarios ao longo de o que é uma solugao de w, e
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

0(t) o angulo entre 3%‘&(0 e X(t), isto é,
0 0
X(t) = cos Q(t)a—x " + sen@(t)a—y o (3.5)
0

y
X()
m
0 (t) 1 0 x(0)
\ , | ]

Figura 3.3: Comportamento de X

Como X (2nl) = X(0), entao 6(2nl) e #(0) diferem por um inteiro multiplo de 27,
ou seja, 6(2nl) — 0(0) = 27s com s € Z.

Definicao 3.2.2. Com a notagao acima, definimos o indice de w em p por

0(2nl) — 6(0)

4dmn

ind(w,p) = (3.6)

Segue-se entao, da definicao acima, que o indice de w em p é sempre um numero
racional da forma

ind(w, p) (3.7)

s
o)
com s € Z.

Precisamos mostrar que esta definicao estd bem definida.

Teorema 3.2.2. O indice de w em p dado na Defini¢ao independe das coorde-

nadas ortogonais (x,y) e da curva « escolhida.

Demonstragao. Sejam Yy € T,yM um vetor tangente nao nulo e Y o transporte

paralelo de Yj ao longo da curva o : R — M e ¢(t) o angulo entre e Y(t). Entao

5|
9z la(t)

/R Kdr = (1) - (0) (3.8)

onde R é a regiao limitada pela curva a e K é a curvatura Gaussiana de M, isso diz
que a diferenga (1) — 1(0) nao depende da parametrizacao ortogonal sobre M, e ndo

depende da escolha de Yj.
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

Figura 3.4: Curva «

Como a(0) = a(l) = a(2l) = ... = a(2nl), entao

Kdr = (1) —¢(0)

R

Kdr = (20) — (1)

R

/RKdr = (2nl) —((2n — 1)])
Somando as equagoes anteriores obtemos
on /R Kdr = (2nl) — (0). (3.9)
Usando as relacoes e , deduzimos que
2n /R Kdr — dnmind(w,p) = (¢ — 0)(2nl) — (b — 0)(0)

Observe que, (1 —0)(2nl) é o angulo entre Y (2nl) e X (2nl), e (1» —0)(0) é o angulo
entre os vetores Y (0) e X(0). Assim, o angulo ¢ — 6 nao depende das coordenadas x
e y. Portanto, o indice nao depende das coordenadas ortogonais.

Mostremos agora que o indice nao depende da curva escolhida. Seja 3 : R — M uma
outra curva regular por partes, fechada e simples com as mesmas hipdteses da curva
a. Denotaremos por ind(w”,p) o indice de w em p, usando a curva 3. Suponhamos
primeiro que os tragos « e  nao se intercectam, e que o traco de « esta contida na regiao
simples R limitada pelo traco de 8. Entao, podemos construir uma familia de curvas
regular por partes, fechadas e simples H, : [0,]] = M, onde H : [0,1] x [0,1] — M ¢
continua, H(t,u) = H,(t) para u € [0, 1], Ho(t) = a(t) e Hi(t) = B(1).

Sejam X, um campo de vetores unitarios ao longo de H,, que é uma solucao

de w, e 6,(t) o angulo entre 2 “ e X,(t). Entao, pelo Lema [3.2.1, temos que
Ho(t

u
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

Xu(2nl) = X,(0). Assim,
0.(2nl) — 0,(0) = 27s(u)

onde s : [0,1] — R é continua e s(u) € Z. Logo, s(u) = ko, para todo u € [0, 1].
Assim,
0.(2nl) — 0,(0) = 27k,

para todo u € [0, 1]. Portanto,

4mn 4mn

Assim,

ind(w®, p) = ind(w?, p).

Por outro lado, se os tracos de o e 3 se interceptam, escolhemos uma curva ~
fechada e simples, suficientemente pequena tal que a regiao limitada contem o ponto
p, e o trago nao intercecta os tragos de o e . Assim, ind(w?,p) = ind(w®,p) e

ind(w?,p) = ind(w®, p). Portanto, ind(w?, p) = ind(w?,p).

/7/

Figura 3.5: Tragos de o e 8 quando se intersectam

[]

O préximo teorema nos garante que o indice depende apenas da n-forma diferencial

totalmente real w.

Teorema 3.2.3. O indice de w em p nao depende da escolha de
(1) A determinagdo do angulo;
(2) O campo de vetores unitdarios X ao longo da curva a que € solugdo de w;
(8) A métrica Riemanniana g;

(4) A orientagdo de M.
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

Demonstracao.

onsideremos A(t) um outro angulo entre = e , isto €,
1) Consid o(t 1 " o X(t
aft

+ senf(t) 9

0
X(t) = cosO(t)—
(1) = cosbit) | 5

ox

a(t)

Usando a Equagao , temos que cos(A(t)) = cos(A(t)) e sen(6(t)) = sen(6(t)).
Assim,
0(t) — 0(t) = 2k(t)m,

onde k(t) € Z. Observe que k : R — R é continua. Assim, k(t) = kg, para todo t € R.
Logo, parat=0et = 2nl

0(2nl) — 6(2nl) = 6(0) — 6(0)

Dai,

0(2nl) — 0(0)  H(2nl) — 6(0)

471 4dmn

e X(t).

Portanto, o indice nao depende do angulo entre a% "
alt

(2) Consideremos X; um outro campo de vetores unitarios ao longo da curva «a, que é
solucdo de w. Seja 01(t) o angulo entre %‘ " e Xi(t) tal que |6,(0) — 0(0)| < 7. Pelo
ot
Lema temos que X;(2nl) = X;(0). Assim,

91(271[) — 61(0) = 28171'

Se X;(0) = £X(0) entao pela Observacdo [3.2] Xi(¢t) = £X(¢), para todo ¢ € R.

Neste caso, os angulos devem diferir em um multiplo de 7, isto é,

onde k(t) € Z. Como k : R — R ¢é continua entao k(t) = ko para todo t € R. Logo
61(2nl) — 0(2nl) = 6,(0) — 0(0). Assim,
61(2nl) — 6,(0)  0(2nl) — 0(0)

4 4mn

Isto mostra que o indice, neste caso, sao iguais.
Se X;(0) # +£X(0) entao, pela Observagao [3.2) X;(t) # +£X(t) para todo ¢ € R.

Assim,

0<|60:(t) — (1) <
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

para todo t € R. Logo
0<1601(2nl) —0(2nl)| <7 e |6:(0) —0(0)| <.
Dai, obtemos

[61(2nl) — 0(2nl) — (61(0) = 0(0))| = [61(2nl) — 6:(0) — (6(2nl) — 6(0))|
< [61(2nl) = 6(2nl)| + 16:(0) — 6(0)]

< 2m.
Logo,
161(2nd) — 62(0) — (6(2nl) +6(0))] _ ,
27 '
Como
01(2nl) — 6,(0) =2s;m e 6(2nl) +6(0) = 2sm
entao,

|s1 —s| < 1.
Como s1, s € Z, entao s; = s. Concluimos que,

0.(2nl) — 0,(0)  6(2nl) — 6(0)

4mn 4mn

Portanto, o indice nao depende da escolha de X.

(3) Seja h uma outra métrica Riemanniana. Denotaremos por ind(w", p) o indice de w
usando a métrica riemanniana h. Consideremos a familia de métricas Riemannianas
gs = (1 — s)g + sh, para todo s € [0,1]. Observe que gy =g e g1 = h.

Sejam X um campo de vetores unitarios com respeito a métrica g, ao longo da curva
a, que é solucao de w. Sejam (xg,y,) coordenadas ortogonais com respeito a métrica
gs, € 05(t) o angulo entre 8%3 " e X,(t). Entao, pelo Lema [3.2.1] X,(2nl) = X(0).

Assim,

0,(2nl) — 0,(0) = 2rk(s),

onde k(s) € Z e k : [0,1] — R continua. Logo, s(s) = ko, para todo s € [0, 1]. Assim,
05(2nl) — 05(0) = 27ky, para todo s € [0, 1]. Logo,

4mn 4dmn

Portanto, ind(w", p) = ind(w?, p).
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

(4) Seja (z,y) coordenadas ortogonais negativa tais que % = a% e a% = a%‘ Sejam

a(t) = a(l —t) uma curva fechada, simples, negativa e X (t) = X (I —t) um campo de

vetores unitarios ao longo de @, que é solugao de w. Seja (t) o angulo entre %

X(t), dada por

‘&(t) ¢

_ o 1) 2
X(t) = cos(G(t))ﬁ o sen(Q(t))a—g .
Assim,
D ()2
X(l—t)= cos(é’(t))a—y it + sen(e(t))a—x s

Por hipétese, temos que
X(t) = (:OS(Q(t))2 + Sen(Q(t))2
n 0z la(t) Jy

= cos(—0(t) + 7/2)%

a(t)
0

ot + sen(—0(t) + 7/2)%

alt)

Logo,

X(l—1t) :cos(—«9(l—t)+7r/2)2 + sen(—0(l — 1) —7r/2)£

Ay la(i-t) ox la(-t)
Assim,
cos(—0(l —t) + m/2) = cos(6(t))
sen(—0(l —t) + 7/2) = sen(0(t))
implicando

O(t) = —0(l —t) + 7/2 + 2koT.

Denotaremos por ind(w™, p) = 82n)-00) - Ciomo X (2nl) = X(0) temos X (I—2nl) =

47n

X (). Pelo Lema[3.2.1, X (¢t — 2nl) = X (t), para todo t € R. Assim,
O(t — 2nl) — 0(t) = 27k(t),
onde k(t) € Z e k : R — M ¢é continua. Logo, k(t) = ko, para todo ¢t € R. Assim, para

t=1let=2nl
0l —2nl) — 0(1) = 6(0) — 0(2nl),
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

isso implica que

0(2nl) — 0(0) = —0(1 — 2nl) + 7/2 + 2kom — (—0(1) + 7/2 + 2kom)
= 0(1) — 6(1 — 2nl)
= 0(2nl) — 6(0).

Logo, - -
0(2nl) — 0(0)  6(2nl) — 6(0)
4drn N 4drn '
Portanto, ind(w™, p) = ind(w, p). ]

Podemos estender a Defini¢ao para o caso onde p é um ponto regular de w,
embora, nesse caso, o indice seja sempre zero. De fato, seja w = Ay - ... - A\, a n-forma
diferencial totalmente real dada por . Como p é um ponto regular, entao A\;, Ao,
.y Ap 830 1-formas nao nulas. Assim, existe uma parametriza¢ao ortogonal (z,y), tal
que \; = dy. Logo,

9
oz | a(t)

X =zl
Oz la(t)
¢ um campo de vetores unitdrios ao longo de a que é uma solucdo de w. Assim, o

angulo entre 8%|a(t) e X(t) é zero. Portanto, ind(w,p) = 0.

Proposicao 3.2.4. Sejam wq, wo duas n-formas diferenciais totalmente reais definidas
sobre superficies M, N respectivamente, que sao equivalentes através do difeomorfismo

f:M — N. Seja p um ponto singular isolado de w;. Entao,

ind(wy,p) = ind(wq, f(p))-

Demonstra¢ao. Sejam g; uma métrica riemanniana em M e (z1,x2) coordenadas or-

o | 9
0. 70

togonais de M, isto é, ¢ (p)(

) = 0, para todo ponto p € M. Definimos

uma métrica g, em N, como ga(q)(vi,v2) = g1(f~(q))(dfy  (v1),df; ' (v2)) para todo
vy, v € TyN eq€ N,onde f7': N = Me df;1 : TyN — Ty M. Observe que

existe coordenadas (y1,¥2) em N tal que

9
oy

0

_ (_ 0
() NG

— d _—
() o <8932

0
) )

para todo p € M. Estas coordenadas sao ortogonais em N, pois

p)>dfp (% p)) = gl(p)<a%l p) = 0.

Sejam «; : [0,1] — M uma curva regular por partes, simples e fechada, tais que

9

927 o)) (a5 -

p’ O
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

a([0,1]) é a fronteira de uma regiao simples R que contém p como unico ponto singular
no interior de R e X;(t) um campo de vetores unitarios ao longo da curva «; que é

uma solugao de w;. Podemos supor, sem perda de generalidade, que f*(ws) = wy. Dal,
[T (w2)(p)(v) = w2 (f () (dfp(v))
por [3.1.6, temos que w; = f*(wsy). Dal,

S (w2) (e (1) (X1(1)) = wa(f 0 ar(t))(dfar (1 (X1(t))) = 0

Seja ag = foay : [0,{] = N uma curva regular por partes simples e fechada. Entao,
Xo(t) = df,1)(X1(t)) é um campo de vetores ao longo de ay que é uma solucao de wo.

Observe que X é unitario, pois

wa (2 (t))(Xa(t), Xa(t)) = g1(aa(t)) (X1 (1), Xa(2)) =1

para todo t € [0,]. Seja 6,(t) o angulo entre %‘al(t) e Xi(t), isto é,
X (t) = cos(6 (15))i + sen(6 (15))i
S g oy N 0y lantey
Entao,
a0 (X0(0) = cos(Ou Do (5| )+ sen (@D (| )
! ! 61’1 ai(t) ! (9:162 ai(t)
Assim,
X, (t) = cos(6 (t))i + sen(0 (t))i
? ' Oy las(t) ! Yo laa(t)

Como o indice de w; e wy nao depende da escolha do sistema de coordenadas,

a métrica riemanniana, o campo de vetores unitarios, e o angulo, entao segue que

ind(wy,p) = ind(ws, f(p)). -

Na préxima proposicao, apresentaremos uma férmula que pode ser muito ttil para
calcular o indice. Denotemos por X (t), ..., X2,(t) os campo de vetores unitarios ao

longo de a que s@o solucoes de w. Seja 6;(t) o angulo entre e X;(t), para cada

0
%}a(t)
j €{1,...,2n}. Podemos supor que eles sao ordenados de forma que

Denotaremos por 6, ;(t) = 0;(t) 4+ 2w para todo t € R e para todo j € Z*. Entao,

48



3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

Xs(t)

. X,(t)

X2n<t)
X4(t)

Figura 3.6: Campos de vetores X; em ¢

podemos afirmar que
g (t) = 6,(1) + 2 (3.10)

para todo t € R e ¢,j € Z". De fato, a prova é feita por inducao sobre q. Se ¢ = 1
temos 6,4 (t) = 0;(t) + 2m. Suponha que by4,4,(t) = 6;(t) + 2¢m. Como

O2g+1)n+5(t) = Oonyognyj(t) = O2gnyj(t) + 27,

temos pela hipotese de indugao que

Oz(gr1ynti(t) = 05(t) +2(q + 1)

Portanto, por inducao o resultado segue. Observe que o indice de w em p nao
depende da escolha do campo de vetores unitario ao longo de o que é solucao de w.
Assim, 6, (2nl) — 63(0)

. 1\4nt) — 0y
ind(w,p) = py— .

Como X (1) € ToyM e X1(0), X5(0),...,X2,(0) € Ty0)M sdo todas as solugoes de

w em a(0), entao X;(I) = X;(0) para algum i € {1,...,2n}. Logo, 6;(1) = 6;(0) + 27m;,

onde m; € Z.

Proposicao 3.2.5. Com as mesmas notagoes adotadas acima, temos que, o indice de

w em p pode ser calculado por

7 —1
on

ind(w,p) =m; +

Demonstragdo. Como X;(I) = X;(0) temos, pela Observagao[3.2] que X;(t+1) = X;(t)
para todo ¢t € R. Assim, podemos afirmar que, 0;(kl) = Op—1)+1(0) + 2m;km, para

todo k € Z*. Provaremos isto por indugao. De fato, para k = 1 temos que 0;(l) =
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

6;(0) 4+ 2m;m. Suponha que
91(k‘l> = Gk(i_l)H(O) + 2m2k7r (311)

Entao, Xi(kl) = Xyi-1)+1(0). Logo, pela Observacao 3.2 temos que X (kl +t) =
Xi@-1)+1(t) para todo t € R. Notemos que,

0 (kL + t) = Opi—1y41 (£) + 25(2), (3.12)

onde s : R — R é uma funcdo continua tal que s(t) € Z, para todo t € R. Logo,

s(t) = ko para todo t € R. Assim, ky = s(0) = km;. Sabemos que,

Xitan-1(0) = Xan (1)

« |Xi2(0) X5(1)
Xa(l)

Xa(1)

Figura 3.7: Comportamento de X; em 0 e em [

Assim,
Oj41(1) — 0;(1) = 0;15(0) — Oi1(j-1)(0).

para todo j € {1,...,2n}. Logo,

0j+1(1) = 0i1(0) = 0;(1) — 0i+;-1(0).

Seja H(j) = 6;(1) — 0;+,-1(0), para todo j € {1,...,2n}. Entao, H(j) = H(j + 1),
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

para todo j € {1,...,2n}. Assim,

Para j = k(i — 1) + 1, obtemos
2mm; = H(1) = H(j) = Ori-1)+1(1) = Oitni—1)+1-1(0)
Entao,
Or(i-1)+1(1) = Oet1)i-1)+1(0) + 27m; (3.13)
Por e ,
01((k + 1)1) = Os1)i-1)+1(0) + 2mi(k + 1)

Portanto, a Equagao (3.11)) é valida para todo k € Z*. Logo, usando (3.11)) e (3.10)

temos que

01(2nl) = Oapi—1)41(0) + dnmm;

Com isso, chegamos que

ind(w, p) =

]

Terminamos essa secao provando uma generalizacao do Teorema de Poincaré-Hopf
ja conhecido para campo de vetores, 1-formas e formas diferenciais quadraticas positi-

vas.

Teorema 3.2.6. Sejam M wuma superficie compacta e w uma n-forma diferencial to-

talmente real com um nimero finito de pontos singulares p1, ..., pm. Entdo,
(M) = 3 ind(w, ). (3.14)
i=1
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente que M é orientavel. Escolhamos uma ori-
entagdo e uma métrica Riemanniana sobre M. Consideremos {(U;, p;(U;))} um atlas
sobre M tal que cada carta é ortogonal e compativel com a orientacao. Além disso,

tomemos uma triangulagao 7 de M tal que

(1) Cada triangulo T' € T estd contido em alguma vizinhanga coordenada do atlas

{<Ui, %(Uz))}

(2) Cada triangulo 7" € 7 contém no maximo um ponto singular py. Nos triangulos

com pontos nao singulares escolhemos qualquer ponto py no interior.
(3) A fronteira de cada T" € T ndo tem pontos singulares e é orientada positivamente.

Sejam T; € T e «; : [0,1;] = M uma curva regular por partes do bordo 9T; e «(0),
a;(t;,), a;(ts,) vértices do triangulo 7;. Sejam X;(¢) um campo de vetores ao longo da
curva a; que é uma solugao da w e Y;(t) o transporte paralelo unitario ao longo de «;.
Aplicando a Equacgao a cada um dos triangulos 7T; € 7, obtemos

2n /T Kdr — 4nmind(w, pr,) = (¢; — 0;)(2nl;) — (¥; — 6;)(0), (3.15)

onde 1;(t) é o angulo entre %) e Y;(t), e 0;(t) é o angulo entre > “ e X;(t).
“lag(t lag(t

Agora, somando-se ao longo do T € 7 e tendo em vista que cada aresta é comum a

dois triangulos com orientagoes opostas, temos

2n) / Kdr — 4nm Y ind(w,pr) = 0, (3.16)
T;

Ter Ter

e pelo teorema de Gauss-Bonnet (Corolério [1.2.6]), obtemos que

X(M) =" ind(w, pr). (3.17)

Ter
Caso M nao seja orientavel. Pelo Teorema [1.3.1] existe um recobrimento duplo
7 : M — M, onde M é uma superficie compacta, orientavel e x(M) = 2x(M). Como
7 ¢ um difeomorfismo local, cada ponto singular ¢; de w da exatamente dois pontos
singulares pj, e p;, da n-forma diferencial totalmente real induzida 7*w com o mesmo

indice. Assim,
x(M) = Zind(w*w,pi) = 2Zind(w, q)-

Logo, x(M) = > ind(w, p). O
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3.3 n-Formas diferenciaveis totalmente reais em co-

ordenadas complexas

Seja z = (z,y) € R% Identificando R? com o corpo dos ntimeros complexos C,

temos que z = x + 1y e Z = x — iy o conjugado complexo de z. Usaremos as seguintes

notacoes
dz =dx +idy , dz=dx—idy (3.18)
) 9, 0 9, g 1,0 9,
1
— (= _;= — == 4+i—). 1
0z 2(33: Z@y) FE 2<ax“ay> (3.19)

Observemos que {£, £} é uma base de C? e {dz,dz} sua base dual. Com esta
notagao, qualquer n-forma diferencial totalmente real sobre um subconjunto aberto

U C C pode ser escrito de maneira tnica com estas coordenadas como
w= Apdz" + Ayd2""'dz + ... + A,dz", (3.20)

onde A; : U — C sdo fungdes diferencidveis tais que A; = A,,_; para todo j = 0, ..., n.

Vejamos como chegamos a isso no caso n = 2, ou seja,
w = apdz? 4 2a1dxdy + asdy®. (3.21)

Como dz = dx + idy e dz = dx — idy temos

dz+dz (dz — d
Z; ‘ —dr e w:dy, (3.22)

substituindo em (3.21)), obtemos

w— a0<dz er dz>2+2a1 <dz ; dZ) (i(dzz— dz})“”(@)z

dz? + 2dzdz + dz? idzdz — idz? +idz? — idzdz —dz? 4+ 2dzdz — dz?
:CL()( )—|—2a1( )+a2(

4 4 4
(i ey (0 G (a6
_<4 2 4>dz+<2+2>dZdZ+(4+2 4>dz'
Dai,
ap(z)  dai(z)  a(z

) ot

Au(z) = CLO;Z) 4 Gzéz)

Ay(z) = aoiz) N m12(z) _ax(2)
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

Assim, Ag(z) = Ay(2) e A1(2) = Ay (2).
Sejam p um ponto singular isolado de Ay : R* — R? e X (¢) = Ap((t)) um campo
de vetores ao longo da curva simples e fechada « : [0, 1] — R? tal que p estd no interior

da regido limitada por . Podemos estender o em R definindo a(t) = a(t + 1), para

todo t € R. Denominamos por ¢(t) o dngulo entre 2 e —olad)

o
92 | oy © TAola(nl] 20

p(l) — »(0)

deg(Ag, p) = o

| e Ao(a(1)
Figura 3.8: Angulo de HAZ(W

Como X(t) = Ap(a(t)) e X(t +1) = Ag(a(t)), temos que p(t + 1) — p(t) = 2mk(t)
para todo t, e k(t) € Z, pela continuidade da fungao k : R — R, obtemos k(t) = k.

Assim,

o(l) = ¢(0) = 2mkq
p(2l) — (1) = 2mkq

p(kl) = o((k = 1)I) = 2mko.

Somando as expressoes acima chegamos que p(kl) — ¢(0) = k(¢(I) — ¢(0)). Logo

quando k = 2n temos que

p(2nl) — ¢(0) = 2nfp(l) — (0)].

Assim,
p(2nl) — 9(0) _ ¢(l) — ¢(0)

dnm 2T

Observacao 3.3. Com o que foi visto acima, temos que

©(2nl) — ¢(0)
Anm '

deg(Ao, p) =
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Com o proximo teorema, mostraremos que o grau da n-forma diferencial totalmente

real w sobre uma superficie pode ser calculado usando deg(Ay, p).

Teorema 3.3.1. Sejam w uma n-forma diferencial totalmente real sobre um aberto
U c C dado por e p € U um ponto singular isolado de w. Entao, p é um zero
isolado de Ay : R*? — R? e

_deg(AOap)

ind(w,p) = .
Demonstragdo. Sejam § > 0 suficientemente pequeno e as(t) = p + de’ uma circun-
feréncia com centro em p e raio 6 > 0, para todo t € R. Denotemos por X;(t), ..., X,,(t)
os campos de vetores unitarios ao longo da curva ay sendo dois a dois linearmente
independentes e solugdes de w. Denotaremos por 6;(¢) o angulo entre %‘w 0 © X;(t).

Entdo X;(t) = cost;(t)Z + senb;(t

o)
Oz las(t) )8_31 ’aa(t)'

9
Jy

as(t) Xj(t)

oz lags(t)

Figura 3.9: O angulo de X;(t)

O _ 0 0 0 _ (0 _ 0y
Comoﬁ_az+azeay—(az 52)i, temos

0 0 0 A
Xj(t) = COSQj (t) (& + £>+sen9j(t) <E — £>1

: 0 . 0

= [cosb;(t) + isenb;(t)] 5 + [cost;(t) — isend;(t)] 5
— oi0;(t) —i0;(t) =
T ez

Seja Aj(t) = 2sen(0;(t))dx — 2cos(6;(t))dy. Entao, \;(t)(X;(t)) = 0. Por outro
lado, das equagoes dadas em (3.22)), temos

A;(t) = (senb;(t) + icosb;(t))dz + (senb;(t) — icosb;(t))dz
— €i¢j(t)dz + G—Z@Sj(t)dg7

onde ¢;(t) = 5 — 0;(t). Isso pois,
i () _ T _ g ; T _ 4 — ) ; )
e cos ( 5 0, (t)) +isen ( 5 g, (t)) send;(t) + icosb;(t)
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3. Indice de n-formas diferencidveis totalmente reais

e~ = cos (— (g — Hj(t)>>—|—isen<— (g — Gj(t)>>: senf;(t) — icosb;(t).

Assim, deduzimos que ao longo de ag é possivel escrever w como
w(ags(t)) = FEOM(E) - ... - Au(2).

De fato, por definicio, w(ag(t)) = Ai(t) - ... - Au(t) onde Ay (t), ..., \(t) € To.inM,

como w(a(t))(X;(t)) = 0, entdo existe j; € {1,...,n} tal que \;,(¢)(X;(t)) = 0 e

Fi)A;(t).

Logo, w(as(t)) = f(t)A(t)A2(t)...\n(t), onde f : R — R é uma fungdo tal que para
todo t € R, f(t) # 0. Dali,

A;(1)(X;(t)) = 0. Assim, existe uma funcio nao nula f; tal que A, (t) =
0

w(as(t)) = () (e Odz + e 10 az) (920 dz 4 7920 az) . .. (D dz 4 e d7)
Com isso, vemos que o coeficiente de dz" da expressao acima é

Aolas(t)) = f(1)e® V- .- et ®
= f(t)ei(¢1(t)+---+¢n(t))‘

A partir disso, vemos que Ap(as(t)) # 0 para todo t € R e para todo § > 0. Observe

que para todo ¢ # p existe ty e dy tal que ay, (to) = q. Assim, Ay(q) = Ao(as,(to)) # 0.

Isto mostra que p é um zero isolado de Ay. Seja () o angulo entre (.;9—36 e ||2§E§8§|\'

as(t)

Logo,
Bt) = [61(t) + ... + du(t)] = qm

para algum ¢ € Z, por serem paralelos. Assim,

Bt) = ¢1(t) + .. + dnlt) + g
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Finalmente, usando a Observacao quando [ = 27

p4nm) — 5(0)

A pu—y
d@g( Oap) Anm
_ Z 4( 4n7T — ¢;(0)
nmw
j=1
= —n ind(w, p).
Portanto, o resultado segue. O]

O Teorema acima, diz que o indice de um ponto singular de uma n-forma diferencial
totalmente real é, de fato, da forma s/n, com s € Z, em vez de s/2n. Isto pode ser
interpretado como algum tipo de condicao de orientabilidade para n-teia definida pela

n-forma diferencial totalmente real.

Corolario 3.3.2. Seja s € Z. Entao existe uma n-forma diferencial totalmente real w

e um ponto singular isolado p de w tais que
an(w7p) =

Demonstracao. Suponha que M = C. Se s > 0, definimos a n-forma diferencial
totalmente real w; = 2°dz" + z°dz". Como deg(2®,0) = s entdo, pelo Teorema m
temos que ind(wi,0) = s/n.

Se s < 0, definimos a n-forma diferencial totalmente real wy = zI5ldz" + zIsldz".

Como deg(z"!,0) = s, segue novamente pelo Teorema m, que ind(wq,0) = s/n. O

Observemos que, quando n = 1, a 1-forma diferencial totalmente real em M, in-
duz uma folheacao orientavel em uma vizinhanca de cada ponto de M. Neste caso,
ind(w,p) = —deg(Ap,p) é um inteiro. Por outro lado, o indice de uma folhea¢ao nao

necessariamente orientdvel em um ponto singular isolado é da forma s/2.

Corolario 3.3.3. Sejam w uma n-forma diferencial totalmente real sobre uma su-
perficie M, e p € M um ponto singular isolado. Seja X um campo de vetores unitarios
ao longo de « : [0,{] — M, solucdo de w. Entao X (nl) = X(0) e

O(nl) — 0(0)

Y
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onde 6(t) denota o angulo de 8%‘&@ a X(t).

Demonstragao. Sejam X;(t), Xo(t), ..., Xo,(t) campos de vetores unitérios ao longo de
a, que sao solugoes de w. Suponhamos que X (t) = X;(¢) e que eles sao ordenados de

forma que

01(t) < a(t) < ... < Oa,(1),

onde 6;(t) denota o angulo de a X;(t). Pela Proposicao [3.2.5, temos que

2
Oz la(t)

17— 1
on '

ind(w,p) = m; +

onde 60;(1) = 6;(0) + 2m;w, com m; € Z e i € {1,...,2n}.
Pelo Teorema [3.3.1} o ind(w, p) = s/n onde s € Z, entao

Logo,

Assim,

i—1=2(s—nm).
Denotamos por ¢ = s —nm; € Z. Dal, usando as Equagoes e obtemos
01(nl) = On(i—1)+1(0) + 2m;nm = 6,(0) + 27(m;n + ¢)
Assim, X;(nl) = X1(0). Por outro lado,

01(nl) — 0:(0)  [2m(m;n + )]

2nm n 2nm

Portanto, o resultado segue. ]

Seja w uma n-forma diferencial totalmente real numa vizinhanca U C M dada por

w = Apdz" + Aydz""dz + ... + A,dz", (3.23)
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onde A; : U — C sao fungoes diferenciaveis. Seja p uma singularidade isolada de w.
Suponhamos, pela simplicidade, que p = 0. Entao, usando as equacoes x = % e

Z—Z

y = %7, a expansao de Taylor de A4; na origem, ¢ dada por

Aifz) =3 Ak(2),

onde A¥(z) é o polinomio homogéneo de grau k nas variaveis z e z. Observe que a
parte linear de A4; é dada por A}(z) = a;z+b;z. Dai, a parte linear de w em p é definida

como a n-forma diferencial binaria
wy = (apz + bo2)dz" + (@12 + b1 2)d2""dz + ... + (apz + b,2)dz". (3.24)

Definicao 3.3.1. Dizemos que o ponto singular p da n-forma diferencial totalmente
real w, dada por (3.23)), é simples, se a parte linear de w em p, wy, é uma n-forma

diferencial totalmente real, e p é um ponto singular isolado de w.

Corolario 3.3.4. Seja p um ponto singular da n-forma diferencial totalmente w, dada
por (3.23). Se p é um ponto simples de w entao

1
ind — 4
ind(w, p) "

Demonstracao. Suponha p = 0. Como p é um ponto simples de w entao p é um ponto
singular isolado de wy, dado por e w; € uma n-forma diferencial totalmente real.
Pelo Teorema [3.3.1] p um é zero isolado de A}(2) = agz+byz. Como A} é a parte linear
de Ay, temos que o deg(Ag, p) = £1. Assim, pelo Teoremal[3.3.1] ind(w,p) = £1/n. O

3.4 n-Formas diferenciaveis totalmente reais nao de-

generadas

Sejam w uma n-forma diferencial totalmente real sobre um aberto U C C dada
por (3.23), e seja p € U um ponto singular isolado de w. Denotamos por wy a parte

homogénea de grau k de w dada por
wp = Abdz" + Avdz" 'z + .+ ARdzn

onde A¥(2) sdo os polinomios homogéneos de grau k da expansio de Taylor de A4; em

Pp-
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Definicao 3.4.1. Dizemos que w ¢é semi-homogéneo em p se existir k& > 1 tal que
w; =0 parat =1,...k — 1 e wp é¢ uma n-forma diferencial totalmente real tendo p

como um ponto singular isolado. Chamaremos wy, a parte principal de w.

Note que quando k£ = 1, esta ¢ igual a definicao de um ponto singular simples.
Definimos o polinomio caracteristico de w como o polindmio homogéneo de grau

k + n dada por
Py(2) = Ab(2)2" + AF(2)2" 2+ L+ AR (2)2m (3.25)

Como A;(z) = A,_;(2) para j € {0,...,n}, entdo A¥(z) = Z:fj(z). Assim, P,(z) =
P,(2). Logo, P,(z) é um polindmio homogéneo real de grau k + n.

Observemos que, a parte linear de w sendo zero, surgem mais singularidades, dai,
precisamos aplicar um método de desingularizacao desses pontos, chamado blow up
polar. Essencialmente, podemos dizer que o blow up polar é a técnica em que uma
mudanca de coordenadas polares conveniente “explode” uma singularidade em uma
curva na qual obtemos, genericamente, finitas singularidades. Apds nova mudanca
de coordenadas, estudamos as singularidades da n-forma resultante, isoladamente, ao
longo desta curva. Pelo processo inverso, chamado blow down, obtemos o retrato de
fase local da n-forma original.

Consideremos a aplicagao 7 correspondente a mudanca de coordenadas dada por

T R? — C

(r,t) — re't

Notemos que 7 leva a reta r = 0 em 0, e a aplicagao inversa 7 1(0) = {(0,¢)|t € R},
ou seja, “expande” a origem em uma reta. Seja w uma n-forma diferencial totalmente
real sobre um subconjunto aberto U C C e seja p € U um ponto singular isolado de w.
Suponha que p = 0. Agora, fixemos § > 0 suficientemente pequeno de tal modo que

7((—0,6) x R) C U e p=0 ¢é o tnico ponto singular de w em U.

Lema 3.4.1. Se w é semi-homogéneo com parte principal wy, entao

1 ,

S t) = T—kw(re’t), se r#0
wi(e™), se r=0

define uma n-forma diferencial totalmente real ao longo de 7 sobre (—d,9) x R.

Demonstracao. Suponhamos que w é dada por

w= Apdz" + Aydz""'dz + ... + A, dz".
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Como w, =0, s € {1,...,k— 1} entdo A3(z) = 0, para todo j € {1,...,n}. Assim, as
derivadas parciais de A; de ordem menor ou igual a k — 1 na origem sao zeros. Logo,
pelo Lema existem funcoes diferenciaveis Bij : U — C tais que

Aj(z) =) 2" " Br(2).

m=0

Por outro lado, pelo Corolério [1.1.3] existem ¢,,; € C e Ly, Dy,; : U — C fungoes

diferenciaveis tais que

Bij(2) = ¢mj + 2Lm;j(2) + ZDpj(2).

Logo,

onde

Observe que

k
Bj(0,t) =Y e Nie, ;= Ab(e™). (3.26)

Assim,

w(re™) = Ag(re)dz" + Ay (re")dz""'dz + ... + A, (re™)dz"
= r*By(r,t)dz" + ¥ By (r, t)dz""'dz + ... + v* B, (r, t)dz".

Portanto, considerando @(r,t) = By(r,t)dz" + By(r,t)dz""'dz + ... + B,(r,t)dz", o

resultado segue. [

Sejam w semi-homogéneo com parte principal wy, e @ definida no Lema[3.4.1, Como
w é uma n-forma diferencial totalmente real entao podemos escolher n campos de
vetores unitarios Xi(r,t), ..., X,(r,t) ao longo de 7, : R — C definido como 7,.(t) =
w(r,t) = re®, para todo r € (—4,0), sendo dois a dois linearmente independentes e
solugoes de @.

Denotemos por 6;(r,t) o angulo de %L 2 X;(r,t). Assim, usando o mesmo

(rt)
argumento da prova do Teorema |3.3.1] obtemos que

0, (r, —1i6; (r,
Xj<fr-7t)—e J( t)_+e J( t)_7
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@(r,t) = f(r, )\ (r,t) - .- Au(1, 1),

onde \; sao 1-formas lineares dadas por
Ni(r,t) = €% (r,t)dz + e "% (r,t)dz,

onde ¢;(r,t) = 5 —0;(r,t) e f é uma funcao diferencidvel tal que f(r,t) # 0 para todo
(r,t) € (—0,9) x R.

Agora definiremos a n-forma polar de w.

Definicao 3.4.2. O pull-back através de 7 : R? — C da n-forma diferencial totalmente
real @ define uma n-forma 7*@ sobre (—4,d) x R, que é chamada de n-forma polar de
w. Analogamente, chamamos de formas lineares polares de w as 1-formas lineares

T* A1y, T\, sobre (—4,6) x R tal que
0 = frt A - T A
Sendo 7*); uma 1-forma linear sobre (—4,6) x R entao

’/T*)\j = AldT' + Agdt, (327)

onde {dr, dt} é a base dual associada a base {2, 2}. Logo, m*\;(Z) = A; e m*\;(2) =

Aj. Dali, usando a Defini¢ao temos

= ()= winie(2)

0 0
= \;(r, 1) (cos(t)a—x + sen(t)a—y>
‘ 0 0 , 9, 0
— i — - —i¢; J3 -~ il
e"%idz (COS(t)ﬁx + sen(t) 8y>+€ dz (cos(t) 5+ sen(t) 3y>
= i (cos(t) + isen(t)) + e " (cos(t) — isen(t))
_ 6i¢)j . eit + e—i(bj X e—it _ ei(d)j-‘rt) + e—i(d)j-‘rt)

= 2cos p;j,
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onde ¢;(r,t) = ¢;(r,t) +t. Por outro lado,

Ay = 7{“)\;’(%): A1) (‘m(%))

T, O m, O
— )\](T,t)(TCOS(t+§)%+’I“S€n(t+§)a—y)
_ ity ™o T O i gs ™9 Gl
e dz[rcos(t—i— 2)6x + rsen(t + 2>8y} +e dz[rcos(t—i— 2)8x + rsen(t + 5

= % [r cos(t + g) + irsen(t + g)] +e [r cos(t + g) —irsen(t + g)]
= i . pettt3) 4 o= | pe=it+3) — ppil@iHttE) | =il +t+3)
i@t/ il tn2)

= —2rsenyp;
Concluimos assim, que
T\ = 2(cos @;dr — rseny;dt)

para cada j = 1,...,n, onde @;(r,t) = ¢;(r,t)+t. Deste modo, cada uma destas formas
lineares polares tem ponto singular (0,t) com ;(0,t) = § + g7, q € Z.

Notemos que se (0,¢) é um ponto singular de 7*\;, e 7*\;, entdo A\; = \j,. De
fato, como

T n
ijl(o,t) = E + QT € ngQ(O,t) = 5 -+ qoT

para algum ¢, qo € Z, entao

Pja <07 t) — %5 (O? t) = ¢j2 (07 t) - ¢j1 (07 t)
s s
= (5 — 05,(0, t)) - (5 —0;,(0, t))
= le <07 t) - 0j2 (07 t)
= (@ —q)m
o que implica que os campos de vetores X}, (0,%) e X, (0, ) sdo linearmente dependen-
tes. Assim, j; = Jjo.
Além disso, sob certas condigoes, é possivel determinar o tipo topoldgico destes

pontos singulares.

Seja A; um campo de vetores dado por
A; =rsen 0 + cos 0
T Pigy Pior
os pontos singulares de A; na reta r = 0 sao os pontos (0,t) tal que ¢;(0,t) = 7 + qm,
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¢ € Z. A matrix jacobiana de A; é dada por

0p; Op;
S@TLQO'—FTCOSSO"— r-CoOsSY; - —J~
Dhj(r,t) < J J or J rat )

B, 3,
—senp; - % —senp; - %

Logo, a matriz jacobiana no ponto singular (0,¢) de A; é

A 1 0
PO =2 oy _20,
or \7 ot ?

com autovalores 1, —%(O,t). Como consequéncia, (0,t) é ponto singular hiperbdlico
de 7\, se, e somente se, %(O,t) # 0. Além disso, (0,t) é do tipo sela quando
%(O,t) > 0 e do tipo né quando %(O,t) < 0.

Lema 3.4.2. Sejam w uma n-forma diferencial totalmente real semi-homogeénea e p = 0
um ponto singular isolado de w. Entdo z = ¢ é uma raiz do polinomio caracteristico
P, se, e somente se, (0,t) é um ponto singular de uma das 1-formas lineares polares.
Além disso, z = €' é uma raiz simples de P, se, e somente se, (0,¢) ¢ um ponto singular

hiperbdlico de tal 1-forma linear polar.

Demonstragao. Seja w semi-homogéneo com parte principal em wy. Pelo Lema [3.4.]

temos que
©0(0,t) = wi(e®) = Ak(e)dz" + ... + AF(e)dz"
Dai, a n-forma polar de w é dada por
m*0(0,t) = Ak(e)m*d2" + ... + AR (e®)m*dzn

Sabemos que 7*dz e 7*dz sao 1-formas lineares dadas por
m'dz = Bld’f’ + Bth e w'dz = Bng + B4dt

onde {dr,dt} é uma base dual associada a base {2, 2}. Logo, m*dz(2) = Bj,

W*dz(%) = By, W*di(%) =Bse W*di(%) = B,. Assim,

- () oo(2)
= (dz +idy) (cos(t)% + Sen(lf)%)

= cos(t) +isen(t) = e™.
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Por outro lado,

By = w*dz(%)z dz (Cﬂ%))

— (dz + idy)(—rsen(t)% +r cos(t)(%)

= —rsen(t) + ir cos(t) = ire™.

Por célculos semelhantes, encontramos os valores de Bs e B,. Assim,
w*dz = e(dr +irdt) e w*dz = e " (dr —irdl).

Restringindo para r = 0 temos

7 0(0,t) = Ak(e™) - [edr]™ + Ak (e™)[e™dr]" ™t - [e7dr] + ... + AR (™) [e  dr]™
— [Alg(eit)(eit)n + Alf(eit)(eit)n_l X e—z‘t o+ Aﬁ(@it)(e_it)n]dTn.

Por (3.25), temos que 7*&(0,t) = P,(e")dr". Pela Definigao e por célculos

feitos chegamos que

7w (0,t) = f(0,8)m*A1(0,¢) - ... - A, (0, 1)
= f(0,t)(2cos p1(0,t)dr) - ... - (2cos ¢, (0,t)dr)
= 2"f(0,t) cos p1(0,t) - ... - cos ¢, (0, t)dr".

Isso implica que
P, (e") = 2"f(0,t) cos p1(0,t) - ... - cos @, (0,1). (3.28)

Assim, z = e é uma raiz de P, se e somente se (0,¢) é um ponto singular de uma
das 1-formas lineares polares.
Por outro lado, seja z = e uma raiz de P,, entdo existe um tnico j € {1, ...,n} tal

que ¢;(0,t) = 5 + g, ¢ € Z. Nao é dificil provar que z = € é uma raiz simples se,

e somente se, %(Pw(e”)) # 0. Podemos supor, sem perda de generalidade, que j = 1.
Assim,

P,(e") = cos(1(0,1))s(t),
onde s(t) = 2" f(0,t) cos(pa(0,t)) - ... - cos(p,(0,t)). Logo,

d - % 0s

SR = —sen(1(0,0) 210, )s() + cos(p1 (0,1) 5 (1),
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Como cos(1(0,t)) = 0 e sen(yp1(0,t)) = 1, entdo L P, (") = i—%(o, t)s(t).

]

Observagao 3.4. Consideremos z = e uma raiz do polinémio caracteristico P,. Pelo
Lema acima, (0,%y) ¢ um ponto singular de uma 1-forma linear polar, isto é, ¢;(0,%y) =
7 4 qm, para algum j € {1,...,n}, e ¢ € Z. Para cada p € Z, e'totP™) — 4 ¢ também
uma raiz de F,. Assim, existe j, € {1,...,n} e g, € Z tais que ¢;,(0,to+p7) = T +q,7.
Isto implica que

SDj(O,to) - 9%(0, to+pm) = (q — qp)ﬂ-'

Por outro lado,

©;(0,t0) — ;,(0,t0 + pm) = 0;,(0,t0 + pm) — 0;(0, %) — pr.

Assim, X;(0,t) = £X;,(0,ty + pr). Entdo, pela Observacao X;(0,t) =
+X;,(0,t 4 pm) para todo t € R. Logo, ¢;(0,t) — ¢;,(0,t + pr) = (¢ — gp)7, para
todo t € R. Dai, derivando com respeito a t,

dpj,
ot

9¢;
ot

9¢;
ot

8 .
0,8) — Z22(0,t 4 pr) =0 = (O,tg)z%((),to—l—pﬂ)

Assim, (0, tp) é um ponto singular de 7*); do tipo sela ou né se, e somente se, (0, ¢+
pm) ¢ um ponto singular de 7*\; do tipo sela ou né, respectivamente. Concluimos que,

o tipo de singularidade depende apenas da direcao determinada por z = e,

Definigao 3.4.3. Seja z = €'® uma raiz do polindomio caracteristico P,,. Dizemos que
z = e ¢ uma diregao caracteristica do tipo sela (né) de w, se (0,%y) m ponto singular

de uma forma polar 7*();) do tipo sela (nd).
Observe que z e —z definem a mesma direcao.

Definicao 3.4.4. Sejam w uma n-forma diferencial totalmente real e p uma singulari-
dade isolada de w. Dizemos que w ¢ nao degenerado em p se w ¢ semi-homogéneo e o

polinomio caracteristico tem apenas raizes simples.

Teorema 3.4.3. Sejam w uma n-forma diferencial totalmente real e p ponto singular

nao degenerado de w. Entao,

Jr _ —
an<w7p) =1- u;
n

onde ST e S~ denota o nimero de direcoes caracteristicas do tipo sela e nd, respecti-

vamente.
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Demonstrac¢ao. Denotamos por S;f e S; o nimero de pontos singulares (0,¢) do tipo
sela e nd, respectivamente, da forma linear polar 7*\; tais que t € [0, 27n).

Seja z = e uma diregao caracteristica do tipo sela. Entao, (0,%y) é um ponto
singular de uma forma linear polar 7*(};) do tipo sela. Por outro lado, observe que
existe qo € 7Z tal que gom < tg < (qo + 1)m. Assim, 0 < ¢y — gom < 7. Logo, pela
Observacao [3.4] temos que (0,%y — gom), (0,t0 — gom + 7), ..., (0,t9 — gom + (2n — 1))
sao pontos singulares do tipo sela de alguma forma polar. Além disso, os 2n elementos

to — qom,to — qom + 7, ..., to — qom + (2n — 1) € [0, 27n]. Logo,

28T => "5}
j=1

Analogamente, temos que
8™ => 5.
j=1

Lembrando que esses pontos sao indicados pelos pontos (0,t) tal que ¢;(0,t) =
/2 4 qm, com ¢ € Z. Além disso, é do tipo sela quando ¢; é crescente e do tipo né
quando é decrescente. Isto implica que

(0,2mn) — ¢;(0,0) = 7(S;” — S;) (3.29)
para todo j = 1,...,n. De fato, pelo Lema [3.2.1, temos que X;(0,2mn) = X;(0,0).
Assim, 0;(0,2mn) — 0;(0,0) = kr. Usando ¢;(0,t) = § — 6;(0,t) +¢. Temos que
©;(0,2mn) — ©;(0,0) = kym, onde ky € Z. Assim, afirmamos que ky = S — S} .

Vejamos alguns casos em que k1 = 1 nos graficos abaixo.

y

#i(0,2mn )r— ———————————————————————————————————————

--------------------- == 281(0, tg) ="

to 2mn

Figura 3.10: S;T -5 =1-0=1
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Figura 3.11: S;.r -5 =3-2=1

Isso é valido para qualquer k; € Z. Agora, pelo Corolario [3.3.3] temos que

6,(0, 27n) — 6,(0,0)
2mn

ind(w,p) =

Assim,

, 1 0, ()27m —6,(0,0
md(w,p)zﬁz il (0,0

1 - ¢j 0,271'”)—@5](0,0)
nd

2mn

n

n 4 2mn
j=1
_ 1 Z (0, 2mn) — ¢;(0,0)
2mn
j 1
1 <~ SH—57
:1__ J J
nz 2n
7j=1
St —S-
-1
n

O

Definicao 3.4.5. Sejam w uma n-forma diferencial totalmente real, p ponto singu-
lar nao degenerado de w, € uma raiz do polinomio caracteristico P, e (0,%) uma

singularidade de 7*A;. Entao,

(1) se (0,ty) é uma singularidade do tipo sela de 7*(};) entdo, o blow down da

variedade estével/instavel de 7*();) é chamado de curva caracteristica de w.

(2) se (0,tp) é uma singularidade do tipo né de 7*();) entao a curva caracteristica
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de w é o blow-down de uma curva integral de 7*(};), denotada por ¢, tal que a

derivada da curva ¢ na origem é a direcao e,

Definigao 3.4.6. Sejam w uma n-forma diferencial totalmente real e p um ponto
singular nao degenerado de w. Dizemos que S é um setor de w se S é uma regiao

limitada por duas curvas caracteristicas de w cossecutivas Sy e Sy. Entao,
(1) o setor S ¢é hiperbdlico, se S; e Sy s@o do tipo sela;
(2) o setor S é parabdlico, se S; é do tipo sela e Sy é do tipo né, ou vice e versa;

(3) o setor S é eliptico, se S; e Sy sdo do tipo né.

Qh‘perbo"co/

Setor eliptico

=

Setor hiperbélico

Separatriz

Setor
eliptico

Setor parabdlico

Figura 3.12: Setores

Denotaremos por h e e o niimero de setores hiperbdlicos e elipticos, respectivamente.
Entdo, e — h = 2(S™ — S*). Assim, obtemos a seguinte consequéncia imediata do

Teorema|3.4.3] que generaliza a conhecida férmula de Bendixon para campos de vetores.

Corolario 3.4.4. Sejam w uma n-forma diferencial totalmente real e p ponto singular

nao degenerado de w. Entao,

e—nh

nd =1
ind(w, p) + o™
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