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Resumo

Neste trabalho, estudamos existéncia de solucao do tipo onda estacionaria para uma
classe de equacoes de Schrodinger quaselineares, envolvendo pontencias que podem ser
singular na origem ou que podem se anular no infinito. Para dimensoes maiores que
dois, consideramos nao-linearidades com crescimento subcritico. Em dimensao dois,
trabalhamos com nao linearidades possuindo crescimente critico exponencial. Para a
obtencao de nossos resultados, usamos técnicas variacionais, mais especificamente, uma
versao do Teorema do Passo da Montanha, um resultado de regularidade do tipo Brézis-
Kato, argumentos do tipo principio da criticalidade simétrica, método de iteragao de

Moser e uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser.

Palavras-chave: Equacoes de Schrodinger; Potenciais singulares ou se anulando no

infinito; Métodos variacionais; Espacgos de Orlicz; Desigualdade de Trudinger-Moser
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Abstract

In this work, we study existence of standing wave solution for a class of quasilinear
Schrédinger equations involving potentials that may be singular at the origin or
vanishing at infinity. For dimensions bigger than two, we consider nonlinearities with
subcritical growth. In dimension two, we work with nonlinearities having exponential
critical growth. To obtain our results, we have used variational techniques, more
specifically, a version of the Mountain Pass Theorem, a regularity result of Brézis-Kato
type, arguments of symmetrical criticality principle type, Moser iteration method and

a Trudinger-Moser type inequality.

Keywords: Quasilinear Schrédinger; Singular potentials or vanishing at infinity;

Orlics spaces; Trudinger-Moser inequality.
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Notacao e terminologia

e C, Cy, C,... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);
e |A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A em RN, N > 1;
e A expressao |z| >> ¢ quer dizer |z| muito maior que ¢;

e supp(f) denota o suporte da funcao f;

o C5°(RY) representa o espago das fungoes infinitamente diferenciaveis com suporte

compacto em RN e Cg°  (RY) = {u € C3°(R"); u ¢ radial };

e [P(Q) = {u:Q—)R mensurével;/\u|pd:c<oo}, em que 1 < p < oo e
0

Q C RY ¢ um aberto conexo, com norma dada por

1/p
= ( [ paras)
Q

e [>°(Q) denota o espaco das func¢oes mensuraveis que sao limitadas quase sempre

em {2 com norma dada por

|u]|oo = Inf{C > 0; |u(z)| < C quase sempre em Q};

e Para N > 3, DV3(RY) ¢ o fecho de C5°(RY) com respeito a norma do gradiente

1Vl = (/ ]Vu|2dx)
]RN

e DI2(RYN) = {u € D2(RY); u ¢ radial};

rad



H'(R?) denota espaco de Sobolev W12(R?), onde

u € L*(R?); emistem g1, gy € L*(R*)tais que, para i = 1,2;

W1,2 (RQ) — / agp
R2 uaﬂfl

dr = —/ gipdz, para todo p € Cg°(R?)
]RQ

munido com a norma

lull o = [IVulls + flull

e H!

rad

(R?) = {u € HY(R?);u & radial};

Bgr(z) denota a bola aberta de centro x e raio R e By a bola aberta de raio R

centrada na origem,;

Vu = ( Ou Ou > denota o gradiente da func¢ao u;

81’1’.”781’]\[

N

0? .

Au = Z a—;; denota o Laplaciano da funcao u;
i=1

2
Para N > 3, 2* = N3 denota o expoente critico de Sobolev;

Dizemos que ¥(s) = o(w(s)) quando s — 0 se

W)
s—0 w(s)
Para N > 2, O(N) denota o grupo das transformacoes lineares ortogonais de RY

em RV,



Introducao

O principal objetivo deste trabalho de tese consiste na obtencao de resultados de

existéncia de solucao para equacoes de Schrodinger quaselineares da forma

%—f = =AY+ W) — (@, [W)e — e [Ap(lv )] o' (¥, (1)

onde ¢ : RY x R — C ¢ a funcdo incognita, ¢ é uma constante real, W é um
potencial dado e n : RY x R, — R, p: R, — R sdo funcoes apropriadas. Equacoes
quaselineares do tipo (1) aparecem naturalmente na Fisica-Matemética e tem modelado
alguns fendmenos fisicos, dependendo da nao linearidade p considerada. Por exemplo,
quando p(s) = s, (1) foi usada para modelar uma equacao de membrana de superfluido
na fisica de plasmas, veja Kurihara em [33]. Quando p(s) = (1 + 5)'/2, a equacio (1)
modelou a auto-canalizacao de um laser de auta poténcia ultra curto na matéria, veja
[14, 15]. Para mais detalhes e aplicagoes fisicas, veja também |38, 41] e suas referéncias.

Neste trabalho, considerando o caso p(s) = s, nosso maior interesse é garantir a
existéncia de solugoes do tipo onda estacionaria para a equagao (1), isto é, solucoes da

forma
Y(x,t) = exp(—i€t)u(x),

em que £ € Reu:RY — R ¢ uma fungao real com u(z) > 0 para todo z € RY. Por
meio de calculos simples, é facil mostrar que 1) satisfaz (1) se, e somente se, u é solugao

da seguinte equacao eliptica quaselinear:
—Au+V(z)u — eA(u*)u = h(z,u), xRV, (2)

onde V(x) = W(z)—& é o novo potencial e h(x,u) := n(x,u?)u é a nova nao linearidade.



Nos tltimos anos, motivados pelas aplicagoes na Fisica, o estudo da equagao
(2) tem atraido a atencado de muitos pesquisadores da drea de equagoes diferenciais
parciais. O caso semilinear, isto é, quando ¢ = 0, ja foi estudado extensivamente por
véarios autores com uma grande variedade de hipoteses sobre o potencial V' e sobre a nao
linearidade h, veja por exemplo [4, 11, 12, 13, 18, 42, 45, 48]. O problema quaselinear
(e # 0) também despertou a atengao de varios pesquisadores da area, veja, por exemplo,
[3, 19, 21, 23, 24, 26, 27, 46| e suas referéncias. Quando comparamos o estudo do caso
semilinear com o caso quaselinear, observa-se que o quaselinear apresenta dificuldades
extras quando queremos aplicar técnicas variacionais, isto é, associar um funcional
energia ao problema (2) e fazer um estudo de existéncia de pontos criticos do mesmo.
Especificamente, devido a presenca do termo quaselinear e nao convexo A(u?)u, nao
podemos garantir que o funcional associado a (2) esteja bem definido sobre os espagos
de Sobolev usuais, por causa do termo integral [y u?|Vu[*dz, exceto quando N =1
(veja [41]).

Aqui, mais precisamente, investigamos a existéncia de solucao nao nula e nao
negativa para a seguinte classe de problemas quaselineares do tipo (2):

— Au+V(|z)u — efA@w?)|u = Q(|z|)h(u), =€ RY, (P)
u(x) - 0 quando |z| — oo,

em que N > 2, V,Q : (0,00) — R sdo potenciais continuos e nado-negativos que
satisfazem hipdteses convenientes na origem e no infinito, e h : R — R é uma
funcao continua satisfazendo condicoes adequadas para tratar esta classe de problemas.
Salientamos que os trabalhos citados acima assumiram que o potencial, nos problemas
quaselineares, satisfazia as hipdteses

limsupV(z) < oo ou liminfV(z) > 0.

2|0 ja—>00

Até o presente momento, nao conhecemos trabalhos que lidam com a equagao (2) cujo
potencial V' verifica ao mesmo tempo as condigoes:
i) limsup V(z) = +oo (singular na origem);
|z|—0

ii) l‘m‘n inf V' (z) = 0 (anulando-se no infinito).
x|—00



As principais dificuldades encontradas no estudo do problema (P) sdo a possivel perda
de compacidade, uma vez que estamos trabalhando em todo o R e pela presenca do
termo quaselinear e nao convexo A(u?)u, o qual nos impede de aplicar diretamente
métodos variacionais, pois o funcional energia associado a (P), geralmente, ndo esta
bem definido sobre os espacos de Sobolev usuais. Além disso, tem as caracteristicas
proprias dos potenciais V e () que, como veremos, podem ser singulares na origem,
coercivos e podem se anular no infinito. O fato de V' nao ser necessariamente limitado
inferiormente por uma constante positiva e poder ser singular na origem, faz com que
surjam dificuldades extras nas estimativas para se obter que solugoes de (P) estejam
em L5 (RYN).

Este trabalho de tese esta dividido em trés capitulos.

No Capitulo 1, estudamos existéncia de solucao fraca nao nula e nao negativa

para o problema (P) com N > 3 e e = 1. Neste capitulo, assumimos que os potenciais

V' e () satisfazem as seguintes condigoes:

(V1) V :(0,00) = R & continuo, V' (r) > 0 para todo r > 0 e existem constantes a € R

e ap > —2 tais que

Vv V V
0< liminfﬁ < limsup ﬂ <oo e 0<liminf <7n);
r—0t 7o ro+ 1790 r—4oo0 1@

(@Q1) @ : (0,00) — R & continuo, Q(r) > 0 para todo r > 0 e existem constantes

b,by € R com

(i) b >b quando b> -2, a< —2;

(ii) b > b, by > —2 quando b < max{a,—2},

satisfazendo

r r r
O<liminfw§hmsupw<oo e limsup —— < oo.
r—07+ rbo r—0+ rbo r—400 Tb

Para estabelecermos as hipoteses sobre a nao-linearidade h(s), introduzimos os

seguintes nimeros:

2(N + )
N-2"

2, se b < max{a, —2};

seb>—-2e a< -2

4



~ 2(N + by)
b= N-2

Estes nimeros estao relacionados com alguns resultados de imersao continua e
compacta, como veremos no Capitulo 1. Observe que, pela condigdo (V7), 2 < a e

pela condigao (Q1), a < 8. Dessa forma, pedimos as seguintes condiges sobre h:
(h1) h:R — R é uma fungdo continua e h(s) = o(|s|*"!) quando s — 0;
(he) existem p € (max{4,a+ 1},25) e C; > 0 tais que

|h(s)] < C1(1+ |s|P1), para todo s € R;

(h3) existe u > 2 tal que

0 <2uH(s):= 2,u/ h(t)dt < sh(s), para todo s > 0.
0

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 0.0.1 Suponha que as condi¢oes (V1), (Q1) e (h1) — (hs) sao satisfeitas com

b > -2 em (Q1); e b # —2 em (Q1)u. Entdo, o problema (P) tem uma solugdo

fraca nao nula e nao negativa.

Para demonstrar este resultado, usamos uma mudanca de variavel introduzida
nos trabalhos de J. Liu, Y. Wang e Z.-Q. Wang [37] e M. Colin e L. Jeanjean [21],
e transformamos o problema quaselinear em um problema semilinear, o qual tem um
funcional energia associado bem definido e Gateaux-diferenciavel em um espaco de
Orlicz com peso. Estabelecemos um resultado que relaciona os pontos criticos desse
funcional com as solucoes do problema quaselinear. Dai, mostramos que o funcional
energia satisfaz as hipoteses geométricas de uma versao do Teorema do Passo da
Montanha e a condicao de compacidade de Palais-Smale. Assim, concluimos que o
ponto critico do funcional associado é, de fato, uma solucao fraca nao nula e nao
negativa para o problema (P). Para isto, foi necessario obtermos uma versdo do
resultado de regularidade do tipo Brézis-Kato e um resultado do tipo principio de

criticalidade simétrica para o nosso contexto.

No Capitulo 2, estudamos existéncia de solucao fraca nao nula e nao negativa
para o problema (P), em dimensdo N = 2 e com € = 1. Neste capitulo, assumimos as

seguintes hipoteses sobre os potenciais V' e Q:



(V) V : (0,00) — R & continuo, V(r) > 0 para todo r > 0 e existem constantes

ag > —2 e a > —2 tais que

0 < liminf @ < lim sup Vir)

r—=0 7 T 0 rao

< 00

0 < liminf Vir) < limsup m < 00.
r—o4oco 1@ roto0o0 T

(Q2) @ : (0,00) — R & continuo, Q(r) > 0 para todo r > 0 e existem constantes

—2<b<ae—2<by <0 satisfazendo

0 < liminf M < lim sup %
r—0  rbo r—0 rbo

) r
<00 e hmsup%b) < 00.
r—4+oo0 T

Destacamos que, no referido capitulo, a nao linearidade h possui crescimento critico
exponencial para esta classe de problemas quaselineares, mais especificamente, h

satisfaz as seguintes condicoes:
(h1) (Crescimento critico exponencial) Existe A\g > 0 tal que

h(s) 0, paratodo A > A
lim ——= =
s—o00 eNs

400, para todo A < Ag;

(hy) limh(s)/s = 0;

s—0

(hs) Existe uma constante > 2 tal que para todo s > 0 vale
0 <2uH(s):= 2,u/ h(t)dt < sh(s);
0

(hy) Existe uma constante & > 0 tal que

H(t) > %t‘l, para todo ¢ > 0.

O principal resultado deste capitulo é enunciado como segue:

Teorema 0.0.2 Suponha que as condigoes (Va), (Q2) € (h1) — (ha) sejam satisfeitas e

que, em (h4)7

)\0[1(37T+ ||V||L1(B2))2 i 127
AT || Qll ey 1 + (bo/2)](1 = 2)  [|QllLr(sy)

Entao, o problema (P) tem uma solucdo fraca nao nula e nio negativa.

&>
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Para demonstrar este resultado, assim como no Capitulo 1, usamos uma mudanca
de variavel introduzida em [21] e [37| para transformar o problema quaselinear em outro
semilinear, o qual mostramos que possui um funcional energia associado bem definido
e Gateaux diferenciavel sobre um espaco de Orlicz com peso. Para isto, foi essencial
obtermos uma versao da Desigualdade de Trudinger-Moser para este espago de Orlicz
(veja mais detalhes no decorrer do Capitulo 2). Dessa forma, foi possivel mostrar que o
funcional associado ao problema semilinear satisfazia as condi¢oes geométricas de uma
versao do Teorema do Passo da Montanha. Em seguida, mostramos que o funcional
satisfaz a condicao de compacidade de Palais-Smale para niveis abaixo de um valor
especifico. Usando a hipotese (hy), provamos que o nivel do passo da montanha esta
entre os niveis onde se tem compacidade e, portanto, obtemos um ponto critico nao
nulo no nivel do passo da montanha. Dai, com a obtencao de um resultado do tipo
principio da criticalidade simétrica, conseguimos mostrar que este ponto critico ¢ uma
solugdo nao nula e nao negativa para (P).

Problemas elipticos com crescimento critico exponencial em R2, envolvendo a
Desigualdade de Trudinger-Moser, tem recebido a atencao de muitos pesquisadores
apos os trabalhos pioneiros de N. Trudinger [31] e J. Moser [40]. Para problemas
semilineares em R? com crescimento critico, veja, por exemplo, [5, 17, 22, 29| e suas
referéncias. Com respeito a problemas quaselineares envolvendo crescimento critico
exponencial, podemos citar [24, 25, 27, 28, 39, 51]. Vale salientar que estes trabalhos
consideram apenas potenciais V' limitados inferiormente por uma constante positiva
e que nao se anulam no infinito. Portanto, nosso resultado principal no Capitulo 2
melhora e complementa os referidos trabalhos, uma vez que obtemos solug¢ao no nivel

do passo da montanha.

No Capitulo 3, investigamos a existéncia de solugao fraca nao nula e nao negativa
para o problema (P), cuja dimensdao N > 3 e e = —k/2 com £ > 0. Dessa forma, o

problema (P) torna-se
— Bu+ V(jalu+ FIAW)]u = Q(z)h(w), = € RY,
u(z) -0 quando |z| = cc.

Neste capitulo, assumimos que os potenciais V' e () satisfazem as hipoteses:

(V3) V : (0,00) — R é continuo, V(r) > 0 para todo r > 0 e exitem constantes

7



a>—2(N—1)eay> —2 tais que

0 < liminf m < lim sup Vir)

r—0 rao r—0 a0

< 00

0 < liminf &Z) < lim sup vir)

r—too T r—+o0o0 T

< Q.

(Q3) @ :(0,00) = R & um potencial continuo, Q(r) > 0 para todo r > 0 e existem

constantes by > —2 e b € R com

i) b=a<by se a < —2;

i) b<aeby>bse a>-2
satisfazendo os limites

0 < liminf Q) < limsup QE)T) < oo e limsup

r—0  rbo r—0 2o r—+4o0

Q(r)

rb

< oQ.

Equacoes de Schrédinger do tipo acima, com o parametro x > 0, desempenha
um papel importante em varios dominios da Fisica, como, por exemplo, em o6tica
nao linear e fisica dos plasmas (veja os trabalhos [16, 30, 35]). Recentemente, varios
pesquisadores abordaram problemas do tipo (3), podemos citar |2, 6, 8, 50| e suas
referéncias. Salientamos, que estes trabalhos, com excegao de [2], abordaram somente
potenciais limitados inferiormente por uma constante positiva e assintéticos a uma
constante positiva no infinito. Mas, Aires em [2] ndo lida com potenciais singulares.

Agora, definindo o niimero 8 = 2(N +by)/(N —2), segue que 3 > 2 pois by > —2.

Assim, com relacao a nao linearidade h, pedimos as seguintes condicoes:
(h1) h:R — R & continua e lim, o h(s)/s = 0;
(he) Existem p € (2,5) e C; > 0 tais que

|h(s)| < C1(1+|s|P™h) V¥ s € R;

(h3) Existe p > 2 tal que para todo s > 0,

0 < puH(s):= u/os h(t)dt < sh(s) V s > 0.

O resultado principal deste capitulo esta contido no seguinte teorema:

8



Teorema 0.0.3 Suponha que as condigoes (V3), (Q3) e (hi) — (hs) sdo satisfeitas.
FEntao, eziste ko > 0 tal que, para todo 0 < Kk < Kg, o problema (3) tem uma soluc¢do

fraca u, nao nula e nao negativa.

Na prova deste teorema, surge a mesma dificuldade como nos casos anteriores.
O funcional energia associado nao estd bem definido nos espagos de Sobolev usuais
por causa do termo f]RN u?|Vul?dx. Mas, a mudanga de varidvel usada nos capitulos
anteriores nao funciona neste caso, pois o termo 1 — xu? pode mudar de sinal. Seguindo
idéias introduzidas por Y. Shen e Y. Wang em [46] e C. Alves, Y. Shen e Y. Wang
em [6], consideramos um problema auxiliar e uma outra mudanga de varidvel. O novo
funcional energia, o qual esta associado a um problema semilinear, estd bem definido
e & de classe C! num espaco de Banach adequado e mostramos que pontos criticos
deste funcional, com norma L° menor que 1/\/%, sao solucoes fracas de (3). Para
isto, usamos o método de iteracao de Moser para estimar a norma L°° da solucgao
e, novamente, é essencial obtermos um resultado do tipo principio de criticalidade

simétrica para este caso.

Com o intuito de nao ficarmos recorrendo a Introducao e de tornar os capitulos
independentes, enunciaremos novamente, em cada capitulo, os resultados principais,
bem como, as hipoteses sobre os potenciais V' e () e sobre a nao linearidade h. No
decorrer de todo este trabalho, a menos que seja explicitado, as convergéncias serao

em n € N, quando n — oo.



Capitulo 1

Equacoes quaselineares com potenciais
singulares ou se anulando no infinito

em dimensao N > 3

O principal objetivo deste capitulo consiste em estabelecer um resultado de
existéncia de solugao fraca ndo nula e ndo negativa para (P) com € = 1 e em dimensao
N > 3. Ou seja, estudamos a existéncia de solucao fraca para o problema

— Au+ V(|z))u — [A@?)]u = Q(|z)h(u), = eRY,

(F1)
u(x) = 0, quando |x|— co.

Aqui, assumimos que os potenciais V' e () satisfazem as seguintes condicoes:

(V1) V :(0,00) = R & continuo, V' (r) > 0 para todo r > 0 e existem constantes a € R

e ap > —2 tais que

V Vv V
0 < liminf (r) < limsup ﬂ <oo e 0<liminf <7n);
r—0+ 7 ro+ 790 r—+oco 719

(@Q1) @ : (0,00) — R & continuo, Q(r) > 0 para todo r > 0 e existem constantes

b,by € R com

(i) bp >b quando b> -2, a < —2;

(ii) bgp > b, by > —2 quando b < max{a,—2},



satisfazendo

0< liminfM < limsupM < oo e limsup Qi)
r—o+ rbo ot PO rstoo TP

< 0oQ.

Para um melhor entendimento da variagao das constantes b e by, veja os graficos

abaixo

(@i

max {a,-2}

S /

Observe que sob as condigoes (V1) e (Q1), os potenciais V' e () podem ser singular

na origem ou podem se anular no infitito.

Exemplo 1.0.4 Sejam V,Q : (0,00) — R definidos por V(1) = 4r— ¢ Q(r) = 3r~2.

Facilmente, se constata que V' e Q satisfazem as condigoes (V1) e (Q1), respectivamente.

Observagao 1.0.5 Como ressaltado na Introdugao, problemas do tipo (P)
despertaram a atencao de vdrios pesquisadores da drea, podemos citar, por exemplo,
[3, 19, 21, 24, 26, 27, 46] e suas referéncias. Mas, até onde sabemos, nao hd problemas
quaselineares do tipo acima abordando potenciais singulares e que se anulam no infinito.
Até no caso QQ = 1, o0 nosso resultado principal deste capitulo complementa os trabalhos

citados.

A partir das constantes a, ag, b e by, introduzimos os seguintes nimeros:

2(N
M, seb>—-2¢e a< -2
o= N -2
2, se b < max{a, —2};
e
8= 2(N+b0)'

N —2
Observacao 1.0.6 Se by > 0 entdo > 2*. Por outro lado, se by < 0 entdo < 2*.
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Das condigbes (V7) e (Q1), podemos concluir facilmente que o < [. Aqui,

assumimos h satisfazendo as seguintes condigoes:

(h1) h:R — R é uma fungdo continua e h(s) = o(|s|*"!) quando s — 0;
(he) existem p € (a,20) e Cy > 0 tais que

|h(s)| < C1(1+ |s|P™1), para todo s € R;

(h3) existe p > 2 tal que

0 <2uH(s):= 2,u/ h(t)dt < sh(s), para todo s > 0.
0

Neste capftulo, uma fungdo u : RY — R é uma solugio fraca de (P;) se

u € DM (RN) N LY

> (RY) e satisfaz a igualdade

/RN<1+2u2)vuv¢ da:—l—/RN[2u|Vu|2—l—V(|x|)u]¢ dx:/RN Q(lz))h(w)d dz, (L.1)

para todo ¢ € C5°(RY).

Observe que a func¢do identicamente nula é uma solugdo fraca para (P;). Mas,
0 nosso interesse consiste na obtencao de solucao nao nula e nao negativa. Para
apresentarmos o principal resultado deste capitulo, introduzimos alguns espacos
normados que desempenham papel importante em nossos estudos. Para todo 1 <

q < 00, definimos o espago de Lebesgue com o peso ) por

LYRY; Q) = {u :RY = R; u é mensuravel e /N Q|z])|u|? dz < oo} ,
R

1/q
il = ( [, @ablulraz)

Também definimos os espagos de Hilbert

munido com a norma

X = {u € D" (RY); /RN V(|z)u?dr < oo}

Xraa = {u € X :u(z) = u(gr) Vg € O(N)}

_ {u e D2 (RN);/ V(|e|)u2dz < oo} ,

rad
RN

12



munidos com o produto interno
(u,v) :/ (VuVo + V(|z|)uv)dx
RN
e a correspondente norma

ol = ([ 19l + vGapuiar)

No que segue, enunciamos o resultado principal deste capitulo.

Teorema 1.0.7 Suponha que as condi¢oes (V1), (Q1) e (h1) — (hs) sao satisfeitas com

b > —% em (Q1)i, b # —2 em (Q1); e p > max{4,a + 1}. FEntdo, o problema (P;)

tem uma solucao fraca nao nula e nao negativa u € X,.qq.

Observacao 1.0.8 Como consequéncia do Teorema 1.0.7, obtemos um resultado de
existéncia de solucao fraca nao nula e nao negativa para a sequinte classes de problemas

quaselineares

CAut S A= QU uP P, x e RV {0,

|z
u(x) = 0 quando |x| — oo,
com 0 < v < 2, max{4,a + 1} < p < 206 e Q satisfazendo a condi¢io (Q).
Quando v = 2, o potencial V(|z|) = 1/|x|* é conhecido na literatura como Potencial
de Hardy. FEstudos envolvendo potenciais V', como na observa¢ao acima, no caso

semilinear (k = 0), foram abordados em diversos trabalhos, veja, por exemplo, [7, 10]

e suas referéncias.

Uma das dificuldades encontrada no estudo do problema (P;) é a possivel perda
de compacidade, uma vez que estamos trabalhando em todo o RY™. Além disso,
nao podemos aplicar métodos variacionais diretamente ao problema estudado, pois

o funcional energia associado ao problema (P;), dado por

J(u) = %/sz(l + 2u?) |Vul|*dx + % /RN V(|z|)udr — /RN Q(|z|)H (u)dx, (1.2)

nao estd bem definido nos espacos de Sobolev usuais, devido a presenca do termo
Jan w?|Vul*dz. Observe que solucdes fracas de (Py) podem ser vistas como pontos
criticos do funcional J em um espaco de fun¢oes apropriado, pois a derivada formal de

Gateaux de J é dado por

Jwo= [ (1+20)VuVo dr + 2/

u|Vul?¢ do + / V(|z|)up dx
RN RN

- [ QUahru)o de.
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Com o objetivo de contornar as dificuldades destacadas anteriormente, usamos
uma mudanca de varidvel a fim de transformar o problema quaselinear em um
semilinear. Depois, obtemos um resultado que relaciona as solucoes fracas deste
problema semilinear com as solu¢oes fracas de (P;). Dai, com o auxilio de um resultado
de compacidade e usando as condicoes de crescimento sobre a nao linearidade h,
verificamos que o funcional energia associado ao problema semilinear esta bem definido
e é Gateaux diferenciavel sobre um espago de Orlicz com peso E; (que sera definido
mais adiante). Além disso, constatamos que o funcional satisfaz as hipoteses de uma
versao do Teorema do Passo da Montanha, como também, a condicao de compacidade
de Palais-Smale. Com isto e usando um resultado do tipo Principio da Criticalidade
Simétrica, garantimos a existéncia de uma solucao fraca nao nula para o problema
semilinear. Em seguida, usando um resultado de regularidade do tipo Brézis-Kato e de
um Lema Radial, verificamos que a solugao pertence a L=(RY) e que ¢ nao negativa.
Finalmente, usando o resultado que relaciona as solugoes do problema semilinear com
as solugoes do problema quaselinear, concluimos que (P;) possui uma solugao fraca nao

nula e nao negativa.

1.1 A mudanca de variavel f e o espaco de Orlicz E;

Como ja foi observado acima, nao podemos aplicar técnicas variacionais
diretamente para estudar existéncia de uma solugao fraca para o problema (P;), por
causa da presenca do termo fRN u?|Vu|?dx na defini¢ao do funcional J. Para transpor
esta dificuldade, usamos a ideia desenvolvida por Liu, Wang e Wang em [37] (veja

também [21]), isto é, utilizamos uma mudanca de variavel v = f~!(u), onde f & definida

por
£ = 1 em [0, +00),

(14 2f2(t))1/?
f(t) = —f(-t) em (—o00,0].

Com esta mudanca de variavel, a partir do funcional J, obtemos um novo

funcional definido por

1) = I = 5 [ (Vo4 V(e o) do = [ QUebB W) . (13)
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No lema abaixo, listamos algumas propriedades da func¢do f(t), cuja prova pode

ser encontrada em [21, 26].

Lema 1.1.1 A funcdo f(t) satisfaz as sequintes propiedades:
(1) f estd bem definida, € uma funcao de classe C™ e é uma funcdo invertivel;
(2) |f'(t)] <1 para todo t € R;

(3) |f()| < |t| para todo t € R;

(4) f(t)/t = 1 quando t — 0;

(5) f(t)/Vt — 2Y* quando t — +oo;

(6) f(t)/2 <tf'(t) < f(t) para todo t > 0;
(7) | f ()] < 2Y4)¢[Y/? para todo t € R;

(8) f2(t) é uma funcgdo estritamente convezra;
(9) existe uma constante positiva C' tal que

Clt, it <1

[F@®)] =
Clef=, =1

(10) ezistem constantes positivas Cy e Cy tais que
it < Ch|f@#)] + Col f(t)] para todo t € R,;
(11) |f(t)f'(t)] < 1/V/2 para todo t € R;
(12) existe C > 0 tal que f*(2t) < Cf2(t) para todo t € R;
(13) Se o0 > 1, entao |f(ot)|> < 0*|f(t)|?, para todo t € R;
(14) Se 0 < o<1, entao |f(ot)|> < o|f(t)|?, para todo t € R.

Agora, definimos um subespaco, do tipo Orlicz, de D:fd(RN) dado por

b= {ve DAEY): [ V(b < oo

munido com a norma

| 9
ol = 19l + juf 5 |14 [ vl e (1)
(E1, || - |]) é um espago de Banach (veja por exemplo [26]). O principal resultado desta

secao consiste em obter um resultado de compacidade envolvendo o espago F;. Para

isto, precisamos de alguns lemas auxiliares.
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Lema 1.1.2 (1) E; € um espaco vetorial normado quando munido com a norma

dada em (1.4). Além disso, existe uma constante positiva C > 0 tal que

fRN (=) f2 (v) dx
i o vV a7 =1 (L)

para todo v € Ey;

(2) Se v, — v em E; entao

[ Vel ) = Pl de o0

[ Vel = F0)F de = o

(3) Se v, — v em quase todo ponto de RY e

[ Vb o= [ Viah o) da

entao )
éggg [1 + /RN V(z))f2(€(v, —v)) dx} — 0.
Demonstracao. Veja Proposi¢ao 2.1 de [26] [

Corolario 1.1.3 X, ., estd imerso continuamente em E.

Demonstracao. De fato, pela definicdo do espaco X,.q e o item (3) do Lema 1.1.1
temos que X,.q C Ej. Considerando (v,) C X,qq com v, — 0 em X4, temos
/ Voul2de =0 e [ V(jz|)uidz — 0.
RN RN
Em particular, desde que DV2(RY) esta imerso continuamente em L* (RY), v, — 0
em quase todo ponto de RY. Portanto, pelo item (3) do Lema 1.1.2 temos v,, — 0 em

E; e com isto finalizamos a prova desta proposicao. [

No que segue, apresentamos dois lemas importantes para a demonstracao do
resultado principal desta se¢ao. O primeiro é uma espécie de desigualdade de Gagliardo
e o segundo é um resultado de imersdo do espaco X,.q nos espagos L4(Q,RM).
As demonstragoes dos referidos lemas podem ser encontradas em [34] e em [48],

respectivamente.
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Lema 1.1.4 Sejam N > 3 e q = 2( +C) para algum ¢ > —2. Entao, existe C > 0 tal

(/ |x|c|u|qu) ' < C/ |Vul*dz,
RN RN

(RY).
Lema 1.1.5 Suponha que (V1) e (Q1) sejam wvdlidas. Entao, a imersio X,qq —

que

para todo uw € D2

rad

LY(RY; Q) ¢ continua se o < q < B. Além disso, se b > max{a,—2}, a imersio é

compacta para o < q < 8 e se b < max{a, —2}, a imersao é compacta para 2 < q < 5.

De posse deste lemas, temos o resultado principal desta secao.

Teorema 1.1.6 Suponha que as condicoes (V1) e (Q1) sejam satisfeitas. Entao, a
aplicagio v — f(v) de Ey em LY(RN, Q) € continua para o < q < 2. Além disso, se
b > max{a, —2} entao a aplica¢io é compacta para o < q < 2f3, e se b < max{a, —2},

a aplicagcao é compacta para 2 < q < 203.

Demonstragao. Primeiramente, observe que se v € E; entdo f(v) € X,qq. Pelo
lema anterior, X,.q estd imerso continuamente em L(RY, Q) para a < ¢ < 3. Logo,

f(v) € LY(RY,Q) e pelo item (2) do Lema 1.1.1

1
2

150l < CEENs < | [ (Ve Ve fonas] . o

Dado R > 1, pela condigao (Q1), existem m, M > 0 tais que

Q(r) <mr™, se0<r<R e
Q(r) < Mrb, ser > R.

Assim, pelo item (3) do Lema 1.1.1 e pelo Lema 1.1.4, temos
If ()35, < [l |f (0)|** dz + M |2*1f (0)[* de
Bgr RN\BR

<m |z|%|v|? dx + M |lz||v|? dx (1.7)
Bgr RN\BR

< C|Velly < Cllofl”.

Portanto, f(v) € L** (R, Q) e, pela desigualdade de interpolacao, a aplicacdo v — f(v)
de E; em LY(RY Q) estd bem definida para cada a < ¢ < 283. Para mostrar que a
aplicacdo é continua, considere (v,) uma sequéncia em E; tal que v, — v em E;. Em

particular,
ov,, ov

2N
oz, _>8$i em L°(RY)
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para cada i = 1,2,..., N e pelo item (2) do Lema 1.1.2

[ Vaifwn) = fo)fde —o. (18)

Assim, a menos de subsequéncia, existe h; € L%(RY) tal que

ov,
3@-

<h;

em quase todo ponto de RY para cada i =1,2,..., N, e pelo item (2) do Lema 1.1.1,

temos
Of(vn) ., Ou, vy,
< < < h.
e
0f(vn) o Ova B Of(v)
em quase todo ponto de RY, para cada i = 1,2,..., N. Deste modo, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue segue que
Vf(v,) = Vf(v) em L*(RY).

Esta informacdo em conjunto com (1.8) nos diz que f(v,) — f(v) em X,,q. Entdo,
pela Proposigao 1.1.5, segue que f(v,) — f(v) em LI(RN Q) se a < ¢ < 3. Neste
ponto, observe que para concluirmos que a aplicacao ¢ continua, nos resta mostrar
que f(v,) = f(v) em L2 (RY,Q), pois, caso isto seja verdade, com a informacio que
f(vp,) = f(v) em L*(RY Q) e por interpolagao, concluiremos que f(v,) — f(v) em

LYRYN . Q), para todo o < g < 23. Usando (1.7), segue que
1f (vn = v)ll28.0 < Cllon —v|[> = 0. (1.9)

Por outro lado,

1566 = olas = ([, @IS0 — 0} ) g

i [(/RN Q=) f*(vn — v)\ﬂd:v) é]

1
= [f*(va = V) 30-

NI

Assim, por (1.9), f*(v, —v) — 0 em L°(RM Q). Consequentemente, existe w €

LP(RY, Q) tal que, a menos de subsequéncia, f%(v, —v) < w em quase todo ponto de
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RY. Usando o item (12) do Lema 1.1.1 e a convexidade de f?, temos

o0 = [Pegun] <o [re)]

ce[r (s 2]

r g
<05 -0+ 570)

S Clwﬁ + le25(1)>.

Dai, usando que (Ciw”+ Cif*(v)) € LY(RY;Q) e o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, segue que f(v,) — f(v) em L*(RY Q), o que finaliza a
prova da continuidade.

Agora, provaremos a compacidade da aplicacdo. Trataremos apenas o caso em
que b > max{a, —2}, uma vez que o outro é similar. Para isto, considere (v,) C F; uma
sequéncia limitada. Em particular, (v,) ¢ limitada em D"(RY), e pelo item (1) do
Lema 1.1.2, (fpn V(|2]) f*(vn)dx) é também limitada. Entéo, por (1.6) e (1.7), (f(v,)) &
limitada em X, e em L?(RY, Q). Fixando ¢ € (a, 3), da imersdo compacta de X,qq
em LI(RY Q), existe w € LI(RY,Q) tal que f(v,) — w em LI(RY, Q) e em quase
todo ponto de RY. Logo, pelo Lema de Brézis-Lieb, concluimos que w € L®(RY, Q)
e w € L*RY,Q). Assim, de acordo com a desigualdade de interpolagdo, dado
s € [q,20), existe A € (0,1] tal que

1f () = wlls@ < 1 (va) = wllgollf(va) — wllyz0 < Cllf(va) —wligg — 0,

de onde segue que f(v,) — w em L*(RY, Q) para todo ¢ < s < 23. Com um argumento
similar, concluimos que f(v,) — w em L*(RY, Q) para todo a < s < ¢, e isto completa

a prova da proposicao. [

Corolario 1.1.7 Suponha que as condi¢oes (Vi) e (Q1) sdo satisfeitas. Entdao, F,
estd imerso continuamente em LI(RY Q) se a < q < B. Além disso, tal imersio é
compacta se o < q < [ quando b > max{a,—2}, e é compacta 2 < q < [ quando
b < max{a, —2}.

Demonstragao. Se ¢ € [«, ] entdo, pelo item (10) do Lema 1.1.1, para todo z € RY,

temos

Q(lzDlv|* < ClR(zDIf ()1 + Q(l=)I.f (v)*]. (1.10)
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Desde que q,2q € [a, 28], pela Proposigao 1.1.6, v € LI(RY Q), o que nos diz que
E; é um subespago de LI(RY Q) sempre que a@ < ¢ < . Vejamos que, de fato, tal
imersdo é continua. Para isto, considere uma sequéncia (v,) C E; tal que v, — 0 em

E,. Usando a Proposicao 1.1.6 mais uma vez, temos

[ QUehisera 0 o [ aqaisoapd o

Usando as convergéncias acima em conjunto com (1.10), segue que v, — 0 em
LYRYN, Q) e a continuidade da imersao estd provada. Agora, vamos provar apenas
o primeiro caso da compacidade, uma vez que a prova do outro é analoga. Seja (v,)
uma sequéncia limitada em F;. Como vimos na prova da Proposicao 1.1.6, existe
u € L*(RY, Q) tal que

un, = fvy) = u,

para todo o < s < 23. Em particular, u,, — u em quase todo ponto de RY. Além
disso, existem h, € LY(RN, Q) e hy, € L*Y(RY,Q) tais que |u,| < hy e |u,| < hyy em

quase todo ponto de RY. Assim, pelo item (10) do Lema 1.1.1, temos
v |7 < Chi + C’hgg em quase todo ponto de RY.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue que v, — v =

f~Hu) em LY(RY, Q) sempre que o < ¢ < f3, e o corolario esta provado. [ ]

Proposicio 1.1.8 E; estd imerso continuamente em D.5(RN).  Além disso,

boadRY), munido com a norma || - ||, € denso em E.
Demonstracao. Pela definicdo da norma em FEj, segue diretamente que FE; esta
. . 1.2 .
imerso continuamente em D, (RY). A prova da densidade de C§°_,(RY) em F; usa

argumentos similares aos anteriores entao omitimos aqui. [

Devido a Beresticky e Lions também temos a seguinte caracterizacao para as
funcdes pertencentes D2 (R?) (veja Lema Radial ATII em [13]).
Lema 1.1.9 Sejam N >3 ev € Difd(RN). Entao, eziste uma funcao u continua em

RN\ {0} tal que v = u em quase todo ponto de RY. Além disso, existe uma constante
C' = C(N) > 0 tal que para toda u € Dy (RY),

rad

_N-2
lu(z)| < Cl|Vulla|z|~ =,

em quase todo ponto v € RN com |z| >> 1.
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1.2 Um resultado de regularidade do tipo Brézis-
Kato

Nesta se¢ao, provamos um resultado de regularidade do tipo Brézis-Kato, o qual
serd essencial para mostrarmos que os pontos criticos do funcional I pertencem 2
L>=(RY). Como estamos interessados em um comportamento local, faremos o resultado

para bolas abertas Bg C RY. Para a prova, nos inspiramos nas referéncias [32] e [47].

Proposicao 1.2.1 Sejal: Br Xx R = R uma funcdo Carathéodory tal que para quase

todo x € B vale a sequinte desigualdade
1z, s)] < Q(lz])a(x)(1 +[s]) + C1Q(|x]) + V (|z]), (1.11)

onde C1 >0,V e Q sao fungdes satisfazendo as condigies (V1) e (Q1), respectivamente
N+b

ea(r) €L Zbg (Q,Bgr). Sev € Ey € uma fungao satisfazendo —Av = [(x,v) em Bg,

15t0 €,

VoV dr = / lz,v)p dz, Y ¢ € Hj,(Br), (1.12)

Br Br

entdo v € LY(Bg) para todo 1 < q < oo.

Demonstragao. Primeiramente, escolha 1 € Cg5,,4(Br) tal que 0 <n <1, n=1em
Bgr, com Ry < R, e |Vn| < C). Para s, L > 0, considere ¢ := vmin{|v|**, L?}n? €

H; . ..(Br) com supp ¢ CC Bg. Como v satisfaz (1.12), temos

,rad
VoV (vmin{|v|*, L*}n*)dr = / I(x,v)(vmin{|v|**, L*}n*)dw (1.13)
Bgr Bgr
Agora, usando (1.11), a condicio (V}) e a imersdo continua By C D2(RY) < L2"(RN),
se s > 0 é tal que
2s4+1e(1,2° 1) -1 L nso
i ’ R T - ’
por Hélder, temos
[ Vel minglof, L2hds < € [ fafeloen
BR BR
1 1
to t
<cu( [ faptan) ([ preman)”
Br Br
onde
. 2% —1 . 2% —1
P 2541 2T 2252



Assim, agto + N >0 e

/ V(|z])|v| min{|v|**, L*}n*dx < C = C(N, ag, R, v).

Bgr

De maneira analoga mostra-se que

Cr [ QUi minglo, 22pPde < © = C(N.bo, R0)
Br

Desta forma,

/Bl(x,v)[vmin{]v|23,L2}7)2]dx

=/ Q(lz)a(@)(L + [v])|v| min{[v[**, L*}y*dz

(1.14)
b [ Velolmingof®, 2o+ €1 [ @bl minglel, bz
Br Br
<2 [ Q(za(x)(1+ [v]*) min{|v|*, L*}n’dx + C.
Br
Observe também que
VoV (v min{|v|**, L*}n?)dx —/ |Vo|? min{|v|?**, L*}n*dx
br P (1.15)

+2 VoVn[nv min{|v|*, L*}]dz + s / [v]*72n? |V (v?)|*da.
Br 2 J{le<ry

Retornando a (1.13) com (1.14) e (1.15), temos
Vel nindlof, Ph)de+ 5 [ v ol P
Br 2 Jjore<1y
<2 [ Q(zha(z)(1 + |vf*) min{|v|*, L*}n*dx
Br
-2 VoVn(vn) min{|v|*, L*}dx + C
Br
=2 Q(|z])a(z) min{|v|*, L*}n*dx + 2/ Q(|z])a(z) min{|v|*, L*}|v|*n*dx
Bgr Br
—2 VoV (vn) min{|v|*, L*}dx + C
Br

<2 [ Q(aNa(@)n’de +4 [ Q(lz])a(x)|v]*|n]* min{|v|*, L*}dz
Bgr Br

1
+2 [ min{jv|*, L?} (Z‘VU’2U2+C‘V77’2v2) dx + C.

Bgr
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Dai, obtemos

1
= [ [Vo]*(min{|v|**, L*}n?)dz + f/ w720 |V (|v]?)|?dx
2 /By 2 J{ls<ry

<2 | Qz)a(x)n’dz +4 [  Q(|z)a(x)[v]*|n|* min{|v[**, L*}dz  (1.16)
Bgr Br

+C min{|v|**, L*}|Vn|*v*dx + C
Br

Agora, considerando ¢ := v min{|v|*, L}n, temos

IVol3, , < C /B VolPr? min{[v*, L}dz + C / ming[v[**, L?}[v]?2| Vi d
R R

e / 022V ([0 ) 2.
{lv|]*<L}

N+bg

Usando a estimativa (1.16), a Desigualdade de Holder e os fatos que a € L (Q, Bg)
e (2s + 2) € [2,2%], concluimos

IVY|IE,. < C+C ; Q(lza(x)lv*n* min{|v[*, L*}dz, (1.17)

onde C' é uma constante que nao depende de L. Seja K um ntmero real maior que 1.
Usando a Desigualdade de Holder, em conjunto com a condi¢ao (Q1) e o Lema 1.1.4,

obtemos

Q(|z)a(x)v]*n® min{|v[**, L*}dz =
/ Q(\xl)a(x)m?n?min{ws,L?}da:+/ Q(|z))a(z)|v*n? min{|v|*, L*}dx
a<K a>K
K 2s+2d
<K [ Qahpri

2+bg
bo

(o ac) ™ ([ et mi )

<oxow ([ R ol min{ll*, L})°dz )

< CK + C(K) (/ \x|b0\wyﬁdx) !
Br

< CK+C(K)/ Ve |2da

Bgr

= CK + C(K)|[VYI[g, ».
Tomando K suficientemente grande de modo que C(K) < 1/2, pela estimativa obtida

logo acima e (1.17), temos

1
5IVElE,2 < C, (1.18)
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onde C' é uma constante positiva que independe de L. Fazendo L — oo, obtemos que

Y — |[v]*t1y e, pela estimativa (1.18), |v|**'n € D}?

rad

(Bg) < L? (Bg) sempre que
v € L**7%(Bg). Agora, usaremos um argumento de iteragao de Moser. Considerando

So = Oe
2% 2%
3i+1:(5i71+1)§: (5

Agora, note que se 2s; + 2 = 2* entdo v € L?*'*2(By) e, portanto, |v|*1*1n € L¥ (Bg).

) , para todo i € N.

Desta forma, v € L1+Y2(Bg), uma vez que R; < R foi escolhido arbitrariamente,
concluimos que v € LE+Y2°(Bg). Também observe que se 2s; 4+ 2 = (s + 1)2* entdo
v € L*2%2(Bpg) e, portanto, |v|***'n € L¥(Bg). Logo, v € L&*V2"(Bg ) e, como
no caso anterior, chegamos que v € L(27D2"(Bg). Continuando com esta iteracdo,
obtemos que v € L**Y2"(Bg) para todo i € N e, assim, desde que s; +1 — +o0
quando i — 400, pela desigualdade de interpola¢do obtemos que v € L(Bg) para

todo 1 < ¢ < +o0. ]

1.3 Propriedades do funcional [

Nesta secao, estabelecemos as principais propriedades do funcional energia I.
Proposicao 1.3.1 O funcional I satisfaz as sequintes propriedades:
(1) I: E; — R estd bem definido e é continuo;

(2) I:E; — R é Gateaux diferencidvel em Ey com derivada de Gateauz dada por:

I'(u).¢ = [ (VuVo+V([z])f(u)f (u)p) dz — N QlxDg(f (w) [ (u)¢ d;

RN

(3) I'(u) € E} para toda u € E; e se v, — v em Ey entao I'(v,) — I'(v) na topologia
fraca * de E.

Demonstracao. Devido as hipoteses (h;) e (hg), dado € > 0 existe C. > 0 tal que
|h(s)| < els|*' + C.lslP™!, Vs eR. (1.19)

Consequentemente,

C.
\H(s)| < 2\3\0‘ Fllsp, VseR (1.20)

Dai, pela Proposicao 1.1.6 e com a definicao do espaco E;, mostra-se facilmente que

I esta bem definido sobre o espaco F;. A continuidade é uma consequéncia direta da
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Proposigao 1.1.6, (1.20) e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Para
provar os itens (2) e (3), usamos (1.20), a Proposi¢do 1.1.6 e procedemos de maneira

analoga como na prova da Proposi¢ao 2.5 em [26]. u

1.3.1 Pontos criticos de I e solugoes fracas de (P;)

Nesta secao, o nosso principal objetivo consiste em mostrar que pontos criticos
do funcional I pertencem a L>®(RY) e que estes estao relacionados com solugoes fracas
de (P). Para tanto, precisamos obter um resultado do tipo Principio de Criticalidade
Simétrica.

Observemos também que pontos criticos de I sao solucoes fracas da equacao

semilinear
—Av = FO)QUaDAf ) = V() f©)] em RY. (1.21)

Inicialmente, vamos provar alguns resultados técnicos.

Observacgao 1.3.1.1 i) Se by > 0 na condigao (Q1), entao para todo R > 0 existe
uma constante M = M(R) > 0 tal que Q(|x|) < M para todo x € Bg.

ii) Se ag > 0 na condicao (V1), entao para todo R > 0 existe uma constante
C =C(R) >0 tal que V(|z]) < C para todo x € Bpg.

Demonstragao. Pela condigdo (@), dado R > 0 existe M’ > 0 tal que
Q(lz]) < M'|z[* < M'Rg, (1.22)

para todo |z| < R. Por (1.22) obtemos o item (i). De maneira similar, provamos o

item (i). n

Lema 1.3.2 Sejamqg> 3, R>1ev € Difd(RN) e suponha que Q) satisfaz a condi¢ao
(Q1). Entao, existe uma constante C = C(N,q,by) > 0 tal que

Q)| f ()| f (v)wdz| < CR™Z =9 ||| | V],
Bg
para todo w € DV(RY).

Demonstragao. Pela condi¢ido (@), existe uma constante C; > 0 tal que

Q(lz]) < Ci|z|” < Cylzl™,
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para todo |x| > R. Usando esta desigualdade em conjunto com a desigualdade de
Holder, a imersdo continua DV2(RY) — L? (RM) e o item (2) do Lema 1.1.1, para

w € DYA(RY), temos

[ Qlelse 15 lulds

2% 1

sc(/ |z|23¥b0|f<v>|<q—1>23ildz> (/ v
By By
<o/

B

Considerando ¢ —2* < § < ¢—1 e usando o Lema 1.1.9, a desigualdade de Holder com

Td:v) (1.23)

|z

-1
;1bo|f<u>|<ql>gfldx> Vel

c
R

os expoentes t = (2* —1)/(¢g—1—0) et = (2* —1)/(2* — ¢+ ), e usando novamente

a imersao continua D?(RY) — L2 (RY), temos

"

) ()] ) d

R
= [l A @)
B
L * _9 * 124
<OV [ a5 o0 g (124
By
1
2% | 2% - _ t/
< C'HVf(U)HgQ*AJr ! (/ |z 2*q+6(b05N22)d33)
3
Desde que
2% N—2 N
(b= )+ N= o (8—q) <0
segue que
/ |x 2*379;“;(60—5¥)d$ S OR%M(/B_Q) (125)
B

Assim, das estimativas (1.23), (1.24), (1.25) e o item (2) do Lemma 1.1.1 concluimos

que
N—2 _
/ QDI f ()| £ (v)|[w]de < CR™Z =D Vo||5 | Vuwlls,
Bj
como desejamos demonstrar. [ ]
Lema 1.3.3 Sejam 1 < g < 3,19 >0¢c¢v € D},fd(RN) e suponha que condi¢ao (Qq)

seja satisfeita. Entao, existe C = C(N,q,by) > 0 tal que

N-2g5_ -
B QUa)f ()" f'(w)wde| < Cr7z C=D | Vol|3™H| Vw2,
para todo w € DM?(RY).
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Demonstracao. Assumindo a condi¢ao (()1) verdadeira, podemos garantir que existe
C > 0 tal que Q(|z|) < Clx|% para todo 0 < |x| < ry. Dado w € DV?(RY), procedendo

de forma similar como na prova do Lema 1.3.2, obtemos
N-2(g_ _
/B QU If ()" f (W) fwlde < Cr™= =0 || Vo] [ Vuwll2,

e o resultado segue. [ ]

Proposicdo 1.3.4 Suponha que (V1), (Q1), (h) — (h2) sdo satisfeitas com b > —2t2
em (Q1)u) e b # —2 em (Q1) ). Entao para todo v € Ey N LS (RY) e w € X, existe
C' = C(N,by, ||v|]) > 0 tal que

[ QU (@) F ()i

< Cllw|lx- (1.26)

Demonstracao. A partir do item (2) do Lema 1.1.1 e das condigdes (hy) — (hsg)

existem C',Cy > 0 tais que
/ QUz)Ig(f)IIf (v)||[w|dz < Cl/ Q|| f ()| wlda
RY RY (1.27)
+Ca [ QU ulde.
RN

Para R > 1, temos

/N Q(Ix|)|f(v)l25‘1|w|dx:/ Q(lz)]f (v) | wldz
K Br (1.28)
| Q(lzDIf (0)[*Hwldz.

Desde que by > —2, v € L (RY), usando a condi¢do (@), a desigualdade de Holder e

loc

desde que [, |x|*V00/(V+2)dy < oo, temos

Q(lz) f ()~ |w]dz < C/ | |w|da
Br Bgr

2% _1 1

<C Babogp) / Q*d)Q*
< (/BR’““ ””) (BR’w ’ (1.20)

< OVl

< Cllwllx.

Agora, usando o Lema 1.3.2 com ¢ = 23, segue que

Q)| f () wlde < CR™Z PV w]x, (1.30)
B
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e em consequéncia de (1.28), (1.29) e (1.30), obtemos

/RN QUa)f ()M wlde < Cllw]x. (1.31)

Por outro lado, em virtude do Lema 1.3.3 com ¢ = «, temos
N-25 .
B Q)| f ()|* Hwlde < CR™ = Vollg™ w] x. (1.32)
R

Neste ponto, consideramos dois casos:
Case 1. b> —(N +2)/N, a < —2;
Neste caso, por defini¢do aw = 2(N +b)/(N —2). Sendo assim, defina ¢ := 2Nb/(N +2)

e um calculo simples mostra que

2N 2(N+c¢)
N+2 N-2°
Além disso, b > —(N + 2)/N se, e somente se, ¢ > —2. Assim, a partir do Lema 1.1.4

1
2*
.
2 dx)

(a—1)

e da desigualdade de Holder, chegamos que

2% 1

a=Lyldz < C e (-1 334 i
QUi fulds < (/Bc|‘”| ()] :13) (/B%“”

R

2% -1

c 2(N+c) >
<c / 2l )5 |Vl
B

(N+c) 2% -1
*

N-2 2
<C (/ |Vv|2dx) l|w]| x-
RN

Case 2. b < max{a,—2}, b # —2;

(1.33)

Neste caso, @ = 2. Se max{a, —2} = «a, entdo b < a. Deste modo, usando a Proposi¢ao

1.1.6 e a condigao (V}), temos

1
2

| QUzDIf()llwlde < ( . Q(Ix!)\f(v)|2dfv> ( Q(\x|)!w!249€)

Bg

<C (/ |$|b|w|2dm> <C (/ |x|“|w|2dm) (1.34)
By BS,

<C /
Br

Agora, suponha max{a, —2} = —2. Assim, b < —2 e portanto (N/2)b+ N < 0. Dai,

Nl

V(|$|)|w|2dﬁv> < Cllwl|x.

usando a imersdo X — L2 (RY), obtemos

2% 1
2*

/B CQ(\:UI)!f(v)Hw!deC<L C@(!xof@fzrf(v)\%dx) Jwlx. (135)
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Usando novamente a desigualdade de Holder com os expoentes (N +2)/N e (N +2)/2

segue que

QWM%NWmmZ/QWW%%WﬂWWWMx
B, B,

N

< ( | @<|x|>¥dx) ( | Q(|w\)|f(v)|2dx)
<c </

N N2
]x|2bdx) < 00,
pois (N/2)b+ N < 0. Entao, de (1.35) concluimos que

c
R

. Q(lzD[f(v)llwldz < C(v)[lwllx- (1.36)

Portanto, das estimativas (1.27), (1.31), (1.33), (1.32), (1.34) e (1.36), concluimos a

demonstracao deste resultado. [

Corolario 1.3.5 Seja v € Ey N LS

loc

(RN).  Entao, o funcional linear T, : X — R
definido por

T, w = VoVwdr + /

RN RN

V([z]) f(v) f (v)wdz — - QUz)h(f(v))f (v)wdz

é continuo.

Demonstracdo. E suficiente mostrar que existe uma constante C' > 0 tal que
|T,.w| < C|lw||x para todo w € X. Contudo, pela desigualdade de Holder e o item 2)

do Lema 1.1.1, temos

/ VoVwdzx
RN

[ Vs pwda

< [Vollaffwllx e

< ( / ) v<|:zc\>f2<v>dac>é ol

donde juntamente com (1.26) da Proposi¢do 1.3.4, segue o resultado. [

Como nos espacos de Lebesgue usuais, quando o dominio tem medida de Lebesgue

finita, podemos comparar os espacos de Lebesgue com peso Q).

Proposicao 1.3.6 Suponha que (Q1) seja satisfeita e sejam s,t e R constantes reais

positivas com s < t. Entdo, existe uma constante positiva C' = C(R, by, N, s,t) tal que

para todo v € L'(Bg, Q).

29



Demonstragao. Considere v € L'(Bpg, Q) e sejam 71 e 72 nimeros reais maiores que
1 tais que sy; =t e 1/ + 1/, = 1. Da condi¢ao (@), existe uma constante C; > 0
tal que Q(|z]) < Cy|z|* para todo z € Bg. Dai, pela desigualdade de Holder com

e Y2, obtemos

Qlal)lefds = [ Qlsl)% Qfal) ol da
Br Br

<( BRQ(\x!)daz>712 (f R@(\ﬂ)rvvdxﬁ
< ([ R |m|60dx)”12 (/ R@<|x|>rv|td:c)”ll

< CR™%: ( Q(yx\)wdx) "

Br
de onde segue o resultado.

A préxima proposicao relaciona os pontos criticos de I com as solugoes fracas do
problema (P).
Proposigao 1.3.7 Suponha que as condigoes (V1), (Q1), (h1) — (he) sejam satisfeitas

e que p > 4. Entao, todo ponto critico do funcional I pertence a L=(RN). Além disso,

se v € By é um ponto critico de I entao u = f(v) é uma solugao fraca do problema

(P1).

Demonstracdo. Seja v € F um ponto critico de I. Entao, I'(v).p = 0 para todo

v € E;. Logo, para toda bola Bg, temos

VuVedr = / I(z,v)edx, para todo ¢ € Hy,,.(Bg),

Br Br

onde I(z,v) := f'(v)[Q(z])h(f(v)) — V(|z])f(v)]. Usando a condi¢do (hs), as
propriedades (2), (7) e (11) do Lema 1.1.1, obtemos

(2, 0)] < Cif (0)Q(lz]) + CLQ(z) f'(V)]f ()P~ + V(2] f' ()] f (v)]
< CQ(Jz]) + CQ(zDI f ()P F )| f ()| f () P~ + V(|]) (1.37)
< Q(|z))a(z)(1 + |v|) + C1Q(|z[) + V(|z]),
onde a(x) := Cy|f(v(z))[P~%. Desde que

N + by
2+ by

<@I-5 0 =28 e f) e P@YQ),

(p—4)
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pela Proposicao 1.3.6 segue que a € L%’%}(Q, Bgr) e, em virtude da Proposigao 1.2.1,
concluimos que v € L?(Bg) para todo 1 < ¢ < oo. Usando (1.37) e as condigoes (V7) e
(Q1) observamos que [(z,v) € LY(Bg) para todo 1 < ¢ < co. Assim, por argumentos
de regularidade eliptica, obtemos que v € W249(Bg) para todo 1 < ¢ < co e, portanto,
tomando ¢ suficientemente grande de forma que 2¢ > N, devido as desigualdades
de Sobolev, concluimos que v € CM(RN) para algum 0 < v < 1. Em particular,

loc
v e L (RY) e pelo Lema 2.1.1, v € L>®(RY).

Para provarmos a segunda parte, observamos que |Vu|? = |f/(v)|*|Vv|* < [V
Consequentemente, u € DY (RY) N L>2(RY). Usando a notagao do Corolario 1.3.5,
temos que T,.w = 0 para todo w € X,,q C E;. Desde que T, é um funcional linear
continuo em X, pelo Teorema da Representacao de Riesz existe um tnico v € X

satisfazendo T, 0 = |[0]% = ||T.||%- Assim, usando o Teorema da Mudanca de

Variaveis, para todo w € X, temos
T,(qw) =Tyw e |gwlx = [lw|x, paratodoge O(N).

Tomando w = v, pela unicidade segue que gv = v para todo g € O(N), isto é, U € X, 4.
Assim, T,.v = 0, pois v é ponto critico de I e, portanto, ||T,||x: = 0 e isto é equivalente

a

VoVwdx + /

RN

V([z))f () [ (v)wdz = RNQ(\II)h(f(v))f’(v)wdﬂﬂy (1.38)

RN

para todo w € X. Observando que (f~1)(t) = 1/f'(f~*(¢)), temos
(f'(8) = [L+20F(F1 1)) 2 = (1 +2%)1/7

e isto implica que

Vo = (1 (u)Vu = (1+ 2u*)*Vu. (1.39)

Para todo ¢ € C°(RY), temos que f'(v) "t = (1 +2u?)2p € X e
V(f (v) ) = 2(1 + 2u®) Y upVu + (1 + 2u*)Y?*Ve. (1.40)

Tomando w = f'(v) "'y em (1.38) e usando (1.39) — (1.40), obtemos (1.1), e com isto,

mostramos que u = f(v) é uma solugao fraca de (P). n
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Observacao 1.3.1.2 Usando alguns argumentos utilizados em [21] (veja também

-

[44]), temos que se v € C*(RN)NE; é um ponto critico do funcional I entio u = f(v) é
uma solugao cldssica de (Py). Além disso, supondo que V, Q) e h sao localmente Holder

continuas, usando reqularidade de Schauder podemos mostrar que v € ClQO’Z(]RN) para

algum v € (0,1).

A Proposi¢ao 1.3.7 nos diz que para encontrarmos uma solu¢do nao nula de (P)
é suficiente mostrar a existéncia de um ponto critico nao nulo do funcional 7. Isto sera

feito na préxima secao.

1.4 Prova do Teorema 1.0.7

Esta secao é dedicada a mostrar o resultado principal deste capitulo. Para tanto,

fazemos uso da seguinte versao do Teorema do Passo da Montanha (veja, por exemplo,
[9)-

Teorema 1.4.1 Sejam X um espago de Banach e ® € C(X,R) um funcional Gateauz
diferencidvel em X, com derivada de Gateaux continua da topologia da norma de X
na topologia fraca x de X'. Suponha que ®(0) = 0 e seja S C X um fechado de X
que desconecta (por caminhos) X. Sejam vy = 0 e v; € X pontos pertencentes a

componentes conezxas distintas de X\S. Suponha ainda que
igf@ >A>0 e P(v) <0 (1.41)
e seja
I'={y€C([0,1], X); 7(0) =0 e (1) =v1}.
Entao,

= inf D(~v(t)) > A
¢ = Inf max (v(t) =

e existe uma sequéncia de Palais-Smale para ® no nivel c.

Agora, definamos a aplicacao

2

T:FE =R, T()= (/ [[Vol* + V(|x|)f2(v)]da:)
RN
Para cada p > 0, consideramos também o seguinte conjunto

S, ={v € Ey; T (v) = p}.
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Note que T é uma aplicacdo continua de acordo com o item (2) do Lema 1.1.2. Assim,
S, ¢ um subconjunto fechado de E; e desconecta £} em duas componentes conexas.
Desde que h(0) = 0 e como estamos interessados em solu¢oes nao negativas, vamos
estender h(s) = 0 para todo s < 0. A proxima proposi¢do nos garante que I satisfaz

as condigoes (1.41).

Proposigao 1.4.2 (Geometria do passo da montanha) O funcional I satisfaz as

sequintes condigoes:
i) Ezistem p,o00 > 0 tais que 1(v) > o¢ para todo v € S,;

ii) Eziste vy € Fy satisfazendo Y(vy) > p e I(v) < 0.
Demonstragao. Pelas condi¢oes (hy) e (hy), dado € > 0, existe C. > 0 tal que
|H(s)| < e|s|* + C.|s|*’, para todo s € R.

Dai, sendo p > 0 e v € S, temos

1) =5 [ (VeP + V(e Podn = [ Q) (7)o
>0 [ Qe dr-c. [ Qs ds

2
p o
=3 - ellf)lleo — Ce”f(”)”%é@'

Usando as estimativas (1.6) e (1.7), chegamos que

2 1
I(v) > % — 0y p® — Cop? = p? (5 —eCp™? — Cgpﬁ_Q) .

a—2

Desde que 8 > a > 2, supondo p < 1, temos que p?~2 < p®2, assim da estimativa

logo acima, temos

I(v) > p? (% —eCyp’? — C’Qpﬁ2) = ( (eCy + Cy)p° ) )
>

Tomando 0 < p < (2[eCy + Cy])2~# temos que I(v) > p (— — (eCy + Cy)p? ) =0y >
0, se v € S,, e assim o item i) estd provado.

Para concluirmos que o item i) é verdadeiro, é suficiente mostrar que existe
¢ € E tal que I(tp) - —oo quando t — +oo. Pela condigao (hs), existem Cy,Cy > 0

tais que

H(s) > C1s* — Cy, para todo s > 0. (1.42)
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Escolhendo ¢ € C°(RY [0, 1]) tal que supp(p) = K, com 0 ¢ K, usando a estimativa

(1.42), temos
2

t
Ito) < 5 [ (VP + V()) do— Ci [ 15(to) do + G,
K K
onde |K| denota a medida de Lebesgue do conjunto K. Derivando f(s)/s e usando a
propriedade (6) do Lema 1.1.1 , segue que f(s)/s é nao crescente para s > 0. Assim,
como 0 < ty(z) <t para todo z € K e t > 0, obtemos que f(to(x)) > f(t)e(x). Dai,

usando a condigao (9) do Lema 1.1.1, temos

t? t)* C
1) < 5 | 096+ Vi) o - L0 [ oo S
t2

IA

— (IVol|* + V(z)p®) de — C1— | ¢ dz+ —I|K|| .
2 | /e 2 /o 12

Com a estimativa acima e usando o fato de p > 2, observamos que I(tp) — —o0,

quando t — +o0. [

A seguir, vamos mostrar que as sequéncias de Palais-Smale sao limitadas em Fj.

Lema 1.4.3 Toda sequéncia de Palais-Smale para I é limitada em Ej.

Demonstracao. Sejam ¢ € R e (v,) C E; uma sequéncia de Palais Smale no nivel ¢

para o funcional I. Para todo § > 0, exite ng € N tal que se n > ng, temos
1 (vn)vn] < 1 (va) [Jnll < 6fvnll. (1.43)

Usando a propriedade (6) do Lema 1.1.1 e a condi¢ao (hs), temos

1

~ [ Qe+ [ Qb))
L1 2 2

> (57 5) [ 90+ Vil )] do

(1.44)

Pela definicao de norma no espaco E7, temos
1
|lva]] < </ |V, |? dx) +1 +/ V(|z])f*(v,) dx (1.45)
RN RN
e, portanto, das estimativas (1.43), (1.44) e (1.45), obtemos

-2 —2-924
P22 (oo B2 / V(j2l)f2(0n)de <
N 1% RN

2n Jr
5 =
c+ — (/ [Vv,|? da:) +—.
B\ JRN 2
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Em particular, vale

1
—2 ) )
i Vo, |*de < c+ — (/ |V, |? dx) + -,
20 Jrw p\Jr~ p

de onde concluimos que (f]RN |an\2da:) é uma sequéncia limitada. Tomando § > 0
suficientemente pequeno de forma que u — 2 — 26 > 0 e usando a limitacdo de

(fan [V, [2dz) em (1.46) chegamos que ( [on V(|z|) f2(v,)dz) é também uma sequéncia

limitada. Portanto, de (1.45) concluimos que (v,) é uma sequéncia limitada em E;. m

O proximo lema serd usado para mostrar a condicao de Palais-Smale para 1.

Lema 1.4.4 Se a+ 1 < p < 2a, entdo existe ¢ >0 tal que 0 :==a+¢c € (a,f) e

(v - 2)5 € (0,26).

Demonstracao. Em primeiro lugar, observe que 6 < 3 se, e somente se, ¢ < § — a.

Assim, para 0 < ¢ < f — «, temos

a—+e
—2)—< 2a—2)——— < 2 28.
(p-2)5 < Ca—2) T <2a+e) <20
Por outro lado,
0 p—2)(a+e)—ala+e—=1) [p—(a+1)]a—cla—p+2)
(P—2)ﬁ—@: = :
— a+e—1 at+e—1

Logo, se a —p+2 <0 entao (p—2)0/(6 —1) > a. Quando o —p+2 >0, se

[p = (a+ Dia

0<e<
a—p+2

entao (p —2)8/(0 — 1) > a. Portanto, o lema esté provado para

(et ),

O<€<min{(ﬁ—04), p——

Proposicao 1.4.5 Sejap > a+1. Entao, o funcional I satisfaz a condicio de Palais-
Smale no nivel ¢, para todo ¢ € R.

Demonstracao. Sejam ¢ € R e (v,) C E; uma sequéncia de Palais-Smale no nivel
c. Devido ao Lema 1.4.3, (v,) é limitada em E;. Em consequéncia do Corolario 1.1.7,

existe v € E; tal que, a menos de subsequéncia, v, — v em LI(RY,Q), para todo
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a < q< 3. Como Q(|z]) > 0 para todo z € R¥\{0}, segue que v, — v em quase todo
ponto de RY. Além disso, desde que f?(s) ¢ uma fungao convexa, o funcional T?(v)

também é convexo. Portanto,

1 2 1 2 1 2 /
ST2(0) = 53 (0n) 2 5[ ) (0 — )

e disto, temos

5 [ (VP +V(ja) ) de - / (10l + V() F0,) da
RY (1.47)
> I'(v,)( / Qz)h(f(vn)) [ (va) (v — vy,) du.
Dado 6 > 0, por (1.19) e do item (2) do Lema 1.1.1 tem-se que
[ @b o) )=o) do
<6 [ QUabIf ) on = vl da (1.48)

Gy / QU F )P el — o] d

Usando a desigualdade de Hélder, com os expoentes a e /(o —1), o item (3) do Lema

1.1.1 e o Corolario 1.1.7, segue que

[ @bl @I, = ol da

< ([, @tabionl dx)aal ([, @tabiv, i dx)i‘ <

onde C' é uma constante positiva que nao depende de n. Neste ponto, vamos dividir a

(1.49)

prova desta proposicao em dois casos: a+1 < p < 2a e 2a < p < 2(. Para o primeiro
caso, vamos usar o item (11) do Lema 1.1.1, a desigualdade de Hélder, com expoentes
0=a+ecel/(0—1), onde 0 foi dado no Lema 1.4.4, e o Corolario 1.1.7 para concluir

que

/R QU )PS0 )l o] d

pQQ/GId)Q( - 0d)9
<c( [ aisw) o) " ([ Qe ol do
C (/RN Q(2])|vn — v’ d:c) "o
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No segundo caso, isto é, quando 2a < p < 203, utizamos o item (11) do Lema 1.1.1, a
desigualdade de Holder, com expoentes p e p/(p — 1) e o Corolario 1.1.7 para concluir

que

/R QU ) P20 () — o]

) (/RN A dx)pr (/RN Q(|z))|v, — v|P/? dq;)i

<0 (/ Q(|z])|vy — v[P/? dm) "o
RN

Desde que 6 > 0 foi arbitrario, em consequéncia das duas ultimas convergéncias acima

e das estimativas (1.48) e (1.49), obtemos

o QlzDg(f (vn))f'(vn)(v = vn) dz — 0.

Com esta convergéncia, o fato que I'(v,,).(v — v,) — 0 e a estimativa (1.47), temos

3 | (V0P +VilaD ) do

1 1 (1.50)
> = liminf/ |V, |* dz + = lim inf/ V(|z|) f2(vy) d.
2 RN 2 n—oo JpN

n—0o0

Por outro lado, pela semicontinuidade da norma em D%(RM) e o Lema de Fatou,

rad

concluimos
/ Vo] do < liminf/ Vu,|* do e
RN n—oo RN
/ V() f2(0) dacgliminf/ V(J]) f2(0n) de.
RN n—oo RN

Entao, de acordo com a estimativa (1.50), a menos de subsequéncia, devemos ter
/ Vv,|? do —>/ Vol dz e (1.51)
RN RN

/RN V(|z|) f2(vn) do — /RN V(|z|) f2(v) de. (1.52)

Logo, por (1.52) e o item (3) do Lema 1.1.2, obtemos

inf - {1 + /RN V(|2) f2(E(wn — v)) dx} 0. (1.53)

>0 &
Portanto, das convergéncias (1.51) e (1.53) obtemos que v, — v em Ej e a prova esta

finalizada. u

Agora, pelo Teorema 1.4.1 e a Proposicao 1.4.5 garantimos que existe v € F; tal
que

I(v) = ¢ = inf max I(~(t))

~el 0<t<1
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onde I' = {y € C([0,1], E1) : v(0) = 0 e ¥(1) = v1} e, desde que ¢ > 0, temos v # 0.

Além disso, como v é um ponto critico de I, temos

/RN [VoVw + V(|z|) f(v) f' (v)w] dz = . Qlz)h(f () f (v)w de, (1.54)

para todo w € E;. Tomando w = —v~, onde v~ = max{—wv, 0}, como funcao teste em

(1.54), e usando que h(s) = 0 para todo s < 0, obtemos

/RN |V’U_|2 dxr + /]RN V(|x|>f/(v)f(v)(—v_) g0

Desde que f(v)v™ >0,

/ Vo Pdr =0 e / V(eDf@)(=vT) .
BN BV /1+2f2(v) ’

de onde podemos concluir que v~ = 0 em quase todo ponto de RY. Portanto, v > 0

em quase todo ponto de RY | finalizando a prova do resultado principal deste capitulo.
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Capitulo 2

Equacoes quaselineares com potenciais
singulares ou se anulando no infinito
em dimensao dois com crescimento

critico exponencial

Neste capitulo, estabelecemos um resultado de existéncia de solucao fraca nao
nula e nao negativa para (P) quando N = 2 e ¢ = 1, ou seja, estudamos o seguinte

problema:

— Au+V(jzDu — [A(wH]u = Q(|z|)h(u), z € R?
{ (lz))u — [A(u7)] (lz))h(u), =€ (P)

u(z) = 0, quando |z|— oo.

Aqui, assumimos que os potenciais V' e () satisfazem as seguintes condicoes:

(Vo) V1 (0,00) — R ¢é continuo, V(r) > 0 para todo r > 0 e existem constantes
ag > —2 e a > —2 tais que

V V
0 < liminf (r) < lim sup ﬁ <oo e
r—0t+ 720 ro+ T

0 < liminf vir) < lim sup w < 0.
r—o4+oco 1@ r—+o0 ra

(Q2) @ : (0,00) — R ¢é continuo, Q(r) > 0 para todo r > 0 e existem constantes

—2 < by <0e —2<b< a satisfazendo

0 < liminf Q) < lim sup Q) < oo e limsup
r—0+  rbo r—0+ rbo r—+o00

Q(r)

rb

< Q.




Para um melhor entendimento da variagao das constantes b e by, veja o grafico

abaixo

ba (@,

Observe que as condicdes (V3) e (Q2), descritas acima, permitem que os potenciais

V e @) sejam singulares na origem ou se anulem no infinito.
Exemplo 2.0.6 Sejam V,Q : (0,00) = R dados por
V(iry=4r"' e Q)= 3re.

Note que V e @ sdo singulares na origem, se anulam no infinito e satisfazem as

condigoes (V1) e (Q1), respectivamente.
Exemplo 2.0.7 Sejam V,Q : (0,00) — R dados por

4t se0<r <2,

V(ir)=<1 ) e Q(r)=3r"z.
57“, ser > 2.

Njw

Observe que V' e QQ sao singulares na origem, V € coercivo, () se anula no infinito e

satisfazem as condicoes (V1) e (Q1), respectivamente.

Com respeito a funcao h, pedimos que seja uma funcao continua satisfazendo as

seguintes condicoes:

(h1) (Crescimento critico exponencial) Existe \g > 0 tal que

. h(s) 0, paratodo A > g
lim =
s—oo eNs

400, para todo A < A\g;
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(he) limh(s)/s = 0;

s—0

(hs) Existe uma constante p > 2 tal que, para todo s > 0, vale
0 <2uH(s):= 2,u/ h(t)dt < sh(s);
0

(hy) Existe uma constante & > 0 tal que

H(t) > %ﬁ‘l para todo t > 0.
Como ja observado na Introdugdo, (h;) estabelece a definigdo de crescimento
critico para esta classe de problemas.
Neste capitulo, uma fun¢do u : R? — R ¢ uma solugiao fraca de (P») se

we HY(R?) N LE

loc

(R?) e vale a igualdade
/ (1+2u*)VuVe dZL’+/ 2u]Vu]2d)dx+/ V(|z|)up dx:/ Qz))h(u)¢ dz, (2.1)
R2 R2 R2 R2
para todo ¢ € C5°(R?).
Observe que a funcao identicamente nula é uma solugao fraca para (P). Mas,
nosso intuito é obter solucao nao nula. Para que possamos apresentar o principal
resultado deste capitulo, neste momento, introduzimos alguns espacos normados. Para

todo 1 < ¢ < oo, definimos o espaco de Lebesgue com o peso () por

LY(R% Q) = {u : R* = R; u é mensuravel e Q(|z])|ul? dx < oo} ,

RQ

1/q
ol = ([ @bt as)

Também definimos os espagos de Hilbert

munido com a norma

y = {u e Hl(RQ);/RQ V(|e)u2dz < oo}

Yiaa ={u €Y :u(x) =u(gzr), Vg € O(N)}

~ {uwe @y [ Vit <o}
RQ

munidos com o produto interno
(u,v) = / (VuVo + V(|z|)uv)dx
R2
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e a correspondente norma

bl = ( [ 190+ vty

A seguir, enunciamos o resultado principal deste capitulo.

Teorema 2.0.8 Suponha que as condi¢des (Va), (Q2) € (h1) — (ha) sejam satisfeitas e

que, em (hy),

)\0/1,(37T + ||VHL1(B2))2 4 127
A ||Ql a1 + (bo/2)[(0 —2) — |QllLr(sy)

FEntao, o problema (P) tem uma solugao fraca nao nula e nao negativa em Y, qq.

&>

Uma das dificuldades encontradas no estudo do problema (P,) é a possivel perda
de compacidade, uma vez que estamos trabalhando em todo o R2%2. Além disso,
nao podemos aplicar diretamente métodos variacionais ao problema estudado, pois
o funcional energia associado ao problema (P), dado por

J(u):%/RQ(1+2UQ)|VU|2d$+%/RQV(|$|)u2dx—/}RQQ(MDH(u)dm, (22)

nao estd bem definido em H'(R?), devido a presenca do termo [y, u?|Vul*dz. Observe
que solugoes fracas de (P;) podem ser vistas como pontos criticos do funcional J em
um espacgo de fungoes apropriado, visto que formalmente a derivada de Gateaux de J
é dado por
J(w).¢= [ (14+2u*)VuVe dzx + 2/ u|Vul?¢ dv + / V(|z|)ug dx
R2 R2

- [ QUahr)o dr

Com o objetivo de contornar estas dificuldades, como realizado no Capitulo 1, usamos
uma mudanca de varidvel a fim de transformar o problema quaselinear em um
semilinear, o qual tem um funcional I bem definido e Gateaux-diferenciavel sobre um
espago de Orlicz By C H! ,(R?) (definido mais adiante), gracas a uma desigualdade
do tipo Trudinger-Moser. Posteriormente, usando argumentos do tipo principio de
criticalidade simétrica, mostramos que pontos criticos de I sdo solugoes fracas de (P,).
Dai, constatamos que o funcional [ satisfaz as hipoteses de uma versao do Teorema do
Passo da Montanha e, usando um resultado de compacidade, mostramos que [ satisfaz

a condicao de Palais-Smale em niveis abaixo de um valor especifico. Usando a condicao

42



(hy4), obtemos uma estimativa que garante que o nivel ¢ do passo da montanha esta no
intervalo onde se tem compacidade. Com isto, obtemos um ponto critico nao nulo e
nao negativo para o funcional I e, portanto, uma solucao fraca nao nula e nao negativa

para (P,).

Observacao 2.0.9 Sea >0 e by =b =0, o potencial Q(r) = 1 satisfaz a condicdo
(Q1). Assim, o resultado principal deste capitulo nos assequra a existéncia de uma
solugcao nao nula e nao negativa no nivel do passo da montanha para o problema

— Au+V(|z))u — [A@w)]u = h(u), z€R?

u(x) = 0, quando |z| — oco.

Mesmo neste caso (Q = 1), V pode ser singular. Vale salientar também que ndo

consideramos a sequinte hipdtese padrao:
existem M >0 e so > 0 tais que H(s) < Mh(s) para todo s > sy,

a qual foi wusada por wdrios autores em problemas semilineares e quaselineares
envolvendo crescimento critico exponencial. Além disso, obtemos uma solucao no nivel
do passo da montanha. Nesse sentido, nosso resultado melhora e complementa alguns

resultados existentes na literatura, como, por exemplo, [24, 25, 27, 28, 39, 51].

2.1 Propriedades dos espacos Y, € Lq(Rz, Q)

A seguir, apresentamos os principais resultados referentes ao espaco Y,.q, 0 qual
destacamos a imersao compacta de Y,,4 em alguns espacos de Lebesgue com o peso ().
Néo podemos usar os resultados de Su, Wang e Willem encontrados em [48|, visto que
trabalhamos em um subespago de H! ,(R?), porque, aqui, consideramos que o estudo

rad
1,2
sobre D’

- (R?) ndo é adequado. Esta mudanga de espago nos trouxe dificuldades extras,

pois a norma em H'(R?) possui um termo a mais que a norma em D'?(R?).
Neste capitulo, temos um resultado analogo ao da Proposicao 1.1.5. Para prova-

lo, usamos o seguinte lema radial (veja, por exemplo, [45, 48]):

Lema 2.1.1 Suponha que (V3) seja vdlida. Entéo, existe uma constante C' > 0 tal que

para todo u € Y,.q temos

lu(x)| < C’||u|]y\x|_2%a, para todo |x| >> 1.

Agora, veremos o principal resultado deste capitulo relacionado a compacidade.
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Proposicao 2.1.2 Suponha que (Va) e (Q2) sejam vdlidas. Entdo, Y,.q estd imerso

continuamente e compactamente em LQ(RQ, Q) se2 < q < oc.

Demonstracao. Considere

6 e (Ve V)
uEYrqd, u#£0 (fR2 |[B| |u|qu)

Observe que para mostrar a continuidade da imersao é suficiente verificar que .S, > 0.
Entao, vamos supor, por contradicao, que S, = 0. Assim, existe uma sequéncia

(up) C Yraq com u, # 0 para todo n € N satisfazendo
/ (Va2 + V(|z])u2)dz — 0 e
R2
/ Q(|z|)|uy|?dz =1, paratodo n € N.
RQ

Decorrente das condigoes (V2) e (Q2), temos que dado R > 0 existem constantes

C1,Cy > 0 tais que
Q(lz]) < Cilz|* e V(z|) > Cylx|®, paratodo |z| > R.

Nas estimativas acima, podemos supor R suficientemente grande de forma que o Lema

2.1.1 seja vélido. Assim, desde que b < a, temos

Qlal)lunlrde < Cx [ [ol'jun1ds
Be, 3

Bg
Cl

Cy

2"~ Cole|* un|* || "2 dx

R
_ _a _L+2
<O [l ekl ROV (e fdr 23
R

a+2

< OB | /fCXfuxDrunde
R

a+2

< CR™ 25 [lug 1

Além disso, devido a condicao (Q2), dado 0 < rp < 1/2 existe uma constante positiva
Cs3 satisfazendo

Q(|z]) < Cslz|*  para todo 0 < |z| < ro. (2.4)

Agora, consideramos uma fungao ¢ € Cg5,,(B1) satisfazendo 0 < p(z) < 1 para todo
r € By, p(x) = 1se |z] < 1/2, p(x) = 0 se 3/4 < |x| < 1 e, para algum C > 0,

|IVo(x)| < C para todo = € B;. Considere também a restri¢do da funcao u, a bola
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B e observe que pu,, € H}(By). Dai, escolhendo o > 1 de tal forma que byo > —2,

usando a desigualdade (2.4) e a desigualdade de Holder, temos

[ Qablunpras = [ @sl)ipualraa
Bry Brg

<0y / 2] [pun | da

B 0

< (/ |x|b°"dx) (/
B B,

jpunl e

S CT800+2 (

o—1

|soun|f—”1da:>

o—1

o

70 0

B

Pela imersdo continua de H)(B;) em L*(B;) para todo s > 2 e, denotando C; =

minB%\B% V(|z]), segue que

/ Q<|:c|>|un|wxscr80”+2( |v<soun>|2dx)
By,

% . (25)
< Ot ( unVpl2da + !@Vun\zd:c> |
By B1
Usando a defini¢ao de ¢ temos
o 3
Q(la)un|*dz < Crg?™* / —lunPdr + | [Vu,[dx
Brg Bs\B, C1 B,

2 (2.6)

< Crlprt2 / V() Pde + [ [V, Pdz

Bg\By B

< Crg” 2 flunll-

Ainda precisamos estimar a integral de Q(|z|)|u,|? em Bg \ B,,. Para isto, considere
Cs = max,ep,\5,, Q(|z]) e usando a imersao continua de H},;(Br\By,) em LY(Bg\B,,)
e que mingep,\5,, V(|z|) = C > 0, temos

| el < [ e < s 2.7

Br\Br, Br\Br,
Assim, de (2.3), (2.6) e (2.7), obtemos
[ QUiablunltar < C 0 1o ) = 0,(1),
R2

o que contradiz a igualdade

/2 Qlz))|unlidz =1 para todo n € N.
R
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Logo, S, > 0 e assim concluimos que Y,.q estd imerso continuamente em L9(R? Q)
para todo ¢ > 2. Para mostrar a compacidade, vamos considerar (u,) uma sequéncia
limitada em Y,.q. Logo, existe u € Y, .4 tal que, a menos de subsequéncia, u, — u em
Y,wq- Sem perda de generalidade, podemos supor que u = 0 e usando as estimativas

(2.3) e (2.6), obtemos

Q(|z])un|tda < RO D% ||y, |4 < O\ RV -5 ¢
By

| @adlulrde < Ot < Carls?
By

Dado € > 0, podemos tomar R suficientemente grande e r( suficientemente pequeno de
modo que

Qllalual®dr < = e | Qalun|'de <

B, By,

(2.8)

Wl M

Além disso, pela imersao compacta de H} ,(Br\ B,,) em LY(Bg\ B,,) temos que existe

ng € N tal que se n > ng entao

/‘ mmmm@g@/ fup |7z < £ (2.9)
Br\By, Br\By, 3
De (2.8) e (2.9) temos
/ Q(|z])|un|?dz < e, para todo n > ny.
R2
Logo, u, — 0 em LI(R? Q) e com isto finalizamos a demonstracao da proposigao.
|

Proposicao 2.1.3 Y,.q, munido com a norma || - ||y, € um espaco de Banach.

Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia de Cauchy em Y,,;. Em particular,
observamos que (V(|z|)2u,) é uma sequéncia de Cauchy em L%(R2). Desta forma,

existe u € L*(R?) tal que

V(lz)2u, — @ em LA(R?) e

1 (2.10)
V(|z])2u, — % em quase todo ponto de R?.
Como V(|z|) > 0, temos
Up — V(|x|)_%€[ =:u em quase todo ponto de R*. (2.11)
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Como (u,) é uma sequéncia de Cauchy em Y4, entao (%L;) ¢ uma sequéncia de
Cauchy em L?*(R?), para cada i = 1,2. Entao, existe u; € L*(R?) tal que
ou,,
ox;
Ou,,
ox;

Agora, fixe arbitrariamente R > 0 e considere @, : Br — R definida por u,(z) =

—u; em L*(R?) e
(2.12)

— u; em quase todo ponto de R?.

Un(z) — u,(R), onde u,(R) = u,(|x|) com |z| = R. Assim, u, € H}(Bgr) para todo
necNe

[Vt = Vit |2 < [[Vun = V|2,
de onde concluimos que (u,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em H}(Bg). Portanto, existe
ur € H}(Bg) tal que

ﬁn — URp €m H&(BR) e

(2.13)
u, — ur em quase todo ponto de Bp.
Decorre de (2.11) e (2.13) que
ugp =u —u(R) em quase todo ponto de Br e
ou,  Our (2.14)

em quase todo ponto de By, parai=1,2.

ox; - ox;
De (2.12) e (2.14) temos que Jug/dr; = wu; em quase todo ponto de Br. Neste
momento, mostraremos que u tem derivada fraca e que Ju/dxr; = w;, para cada
i = 1,2. Para isto, seja ¢ € C(R?) e R > 0 suficientemente grande de forma

que supp(p) C Bgr. Assim, usando (2.14) temos

/ Op dr = U Op dx
R2 ;

= —/ u;pdz
Br

= —/ u;pdx.
R2

Logo, retornando a (2.12), concluimos que du,,/0x; — du/Ox; em L*(R?). Entao, dado

e > 0 existe n; € N tal que

|Vu, — Vully < %, para todo n > n;. (2.15)
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Para finalizar a prova, resta-nos apenas mostrar que u € H! ,(R?). E facil ver que u é

radial. Além disso, para cada n € N, existe (¢} )ren C ngad(RQ) tal que ¢} — u, em
H! ,(R?) e, portanto, existe k, € N tal que

lor — tnlli2 < g, para todo k > k. (2.16)

Dai, para cada n € N, defina 1, = ¢} ,,. Claramente, temos que (1,) C C5,4(R?) e

por (2.10), (2.15) e (2.16), temos

|Vn — 12 < |thn — tnll12 + |Jun — ull12

= [1Un = unllie + [1Vun = Va2 + [Jun — ull2

«f.54°C

-3 3 3

=c.
Logo, (¢,) converge para u na norma de H'(R?) o que nos diz que u € H} ,(R?) e
assim u € Y,.q. Portanto, Y,,q € um espaco de Banach. [ |

Proposicdo 2.1.4 C°,,(R?), munido com a norma || - ||y, € denso em Yy qq.

Demonstracao. A demonstracao deste resultado serd dividida em duas etapas.

Na primeira, vamos considerar uma funcao u € Y,,q com suporte compacto. Seja

Q = supp(u) e considere (¢,) C Cf%,4(R?) tal que @, — u em H ,(R*). Assim,
©n — u em LI(R?) para todo q > 2 e %%? — g—; em L?(R?), para cada i = 1,2.

Escolhendo R > 0 suficientemente grande de forma que QU supp(y,) C Bg para todo
n € N, por (13) existe C' > 0 tal que
Vir)<Cr*, se0<r<rg e V(r)<C, serg<r<R.
Dai,
/ V(|2 |en — ul?dr < C’/ lon — ul?dz. (2.17)
BR\BT‘O

BR\BTO
Além disso, escolhendo v > 1 de modo que agy > —2 e usando a desigualdade de

Holder com os expoentes 7 e /(v — 1), obtemos

[ Visblen - ude <€ [ jafl, - upds

Bry By,

<C (/ lemdx) (/ |on — U|V271d93> (2.18)
Br, Br,
~y—1
< 2rCri*? </ |on — u]ﬂd:v)
B
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Utilizando as convergéncias

/ lon —ul’de — 0 e /
Br\Br, B

e as estimativas (2.17) e (2.18), segue que

70

/ V(|z|)|en — u|2dx — 0.
R2

Assim, ¢, — u em Y,,q. Ou seja, se u € Y,,q tem suporte compacto, existe

(pn) C C5ouq(R?) tal que ¢, — wu em Y.,y Agora, considere u € Y4, nio

necessariamente de suporte compacto, e definamos
Un(x) = M,(z)u(z), z€R?
onde M, (z) := M(x/n) com M € Cg.,4(R?) satisfazendo 0 < M < 1 e

1, sexe B

M(z) = e |VM(z)| §C|x|% para todo x € R?,

0, sex € Bj,
para algum C' > 0. Note que

u, = u em quase todo ponto de R?
|un ()] < Ju(z)] e

V(|2 un — ul® < 4V (J2])u”.

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos
/ V(|2])|un — ul|*dx — 0.
R2

Além disso,

J.

2 2

ou, Ou e

oM,

€

ou ou

My~ —

u

2
dl‘SQ/
RQ

d:c—|—2/
]R2

(2.19)

(2.20)

e usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue novamente, verificamos

que

Ju  Ou
M — —
/]RQ " 8:62 aZIZ'Z
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Utilizando a condigao (Q)2), para n > R, temos

2

oM, |’ 1M (%)
u| dr = ———" | dx
R2 8.%1 By \Bn, n 8%
C b
<= ]f\ lul?de
n B2n\Bn n
= O/ || |u|2dz (2.22)
n2+b B2n n
C
<o / QUe)luPds
C
< n2+b — 0.

Entéo, a partir de (2.19), (2.20), (2.21) e (2.22) concluimos que u,, — © em Y, 44, 0 que

finaliza a demonstracao desta proposicao. [

2.2 O espaco de Orlicz E;

Como ja foi observado no inicio deste capitulo, nao podemos aplicar diretamente
técnicas variacionais para estudar existéncia de uma solugao fraca para o problema (P,),
por causa da presenca do termo fR2 u?|Vu|*dx no funcional J. Para contornarmos esta
dificuldade, da mesma forma como no Capitulo 1, consideramos a mudanca de variavel

v= f"1(u), onde

, B 1
f'it)y = EIEOE em [0, 400),
f@) = —f(=1) em (—o0,0].

Com esta mudanga de variavel, a partir do funcional J, obtemos um novo funcional

dado por

I0)i= I ) =5 [ IV + V(i) P o [ QUaDH(Sw) do. (223)

Relembremos que a funcdo f(t) possui algumas propriedades usuais, veja Lema 1.1.1
no Capitulo 1.

Agora, introduzimos um subespago, do tipo Orlicz, de H! ,(R?) definido por

b= {o e = [ Ve <

e munido com a norma
1 ,
ol = 19+ 5 {1+ [ Vil 00)as] (2.24)
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(B9, - ||) € um espaco de Banach (veja Proposicao 2.2.5). O principal resultado desta
secgao consiste em mostrar que a aplicagdo v — f(v) de Fy em LY(R? Q) é continua e

compacta para todo ¢ > 2. Para isto, precisamos de alguns lemas auxiliares.

Lema 2.2.1 (1) E; é um espago normado com a norma dada em (2.24). Além disso,

existe uma constante positiva C > 0 tal que

Joo V(1)) 2(0) da
[1+ foo V(|2]) f2(0) da]

< C|lv||, Yv e E; (2.25)

(2) Se v, — v in Ey entao
[ Vi) - 2ol a0 e [ Vilals) - 7P s o

(3) Se v, — v em quase todo ponto de R? e

[ vtah o) de— [ viahr i

entao .
inf — [1 + / V(|2]) f2(E(vn —v)) dm} — 0.
>0 f R2
Demonstracao. Veja Proposicao 2.1 de [26]. [ ]

Corolario 2.2.2 Suponha vdlidas as condi¢oes (V) e (Q2). Entdo, Yi.q estd imerso

continuamente em Es.

Demonstracao. Desde que [f(s)| < [s|, segue que Y,oq C Es. Seja (v,) C Y,qq com

v, — 0 em Y,.q. Entao,
Vo, [*dz — 0 e / V(|z|)vidr — 0.
2 R2

Como V(r) > 0 para todo 7 > 0, temos que v, — 0 em quase todo ponto de R? e

usando o item (3) do Lema 1.1.1, temos

/R2 V(|z])f*(v,)dx — 0.

Assim, pelo item (3) do Lema 2.2.1, v, — 0 em Fj5 e o resultado esta provado. [ ]

Neste momento, enunciamos o resultado principal desta secao.

Teorema 2.2.3 Suponha que (Va) e (Q2) sejam salisfeitas.  Entdao, a aplicagao
v f(v), de By em LY(R?,Q), é continua e compacta para todo q € [2,00).
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Demonstracao. Para verificar que tal aplicagao esta bem definida, siga exatamente os
mesmos passos da prova da Proposicao 1.1.6, s6 que ao invés de usar a Proposicao 1.1.5,
use a Proposicao 2.1.2. Mostremos, entao, a continuidade da aplicacao. Considere uma
sequéncia (v,) C Fy tal que v, — v em E,. Em particular, temos

ov,, R ov

em L? (RQ)

para i = 1,2. Assim, a menos de subsequéncia, existe h; € L*(R?) satisfazendo

vy,
‘ av < h; em quase todo ponto de R
L
Logo, usando o item (2) da Proposi¢ao 1.1.1, temos
a n 8 n
f(vn) = |f"(vn) "l < by em quase todo ponto de R?.

Além disso,
Of(vn)  9f(v)

Assim, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue nos garante que

0f(va) _, 0f(v)

em quase todo ponto de RZ.

L*(R? 2.26
pr 0w, o LR, (2.26)

para i = 1,2. Usando o item (2) do Lema 2.2.1, temos
/ V(2] f(vn) — f(v)Pdz — 0. (2.27)

Em vista das convergéncias (2.26) e (2.27), segue que f(v,) — f(v) em Y. € pela
Proposigao 2.1.2, f(v,) — f(v) em LI(R? Q), para cada 2 < ¢ < oo, de onde
concluimos que a aplicagao f de Ey em LI(R? Q) é continua para cada 2 < g < co.
Agora, provaremos a compacidade da aplicagao. Considere (v,) uma sequéncia
limitada em E,. Pelo item (1) do Lema 2.2.1, (fg. V(|])f*(v,)dz) é limitada em R.

Por outro lado, pelo item (2) do Lema 1.1.1, segue que

/|Vf(vn)|2dx§/ |f’(vn)]2|an]2dx§/ Vo |2dz < C.
RQ R2 RQ

Desse modo, (f(v,)) é limitada em Y,,4. Logo, existe u € Y,,q tal que, a menos de
subsequéncia, f(v,) — u em Y,44. Pela Proposi¢ao 2.1.2, f(v,) — u em LI(R?, Q) para

todo 2 < ¢ < oo, concluindo assim, a demonstracao da compacidade da aplicacao. m

Como consequéncia direta do Teorema 2.2.3, vale o seguinte resultado de imersao

do espaco Fs em alguns espacos de Lebesgue com o peso ().
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Corolario 2.2.4 Suponha que as condigées (Vo) e (Qa) sao vdlidas. Entdo, Ey estd

imerso compactamente em LY(R? Q) para todo 2 < q < oco.

Demonstracido. Sejam v € Ey e ¢ € [2,00). Entao, pelo item (10) do Lema 1.1.1 e

pela Proposicao 2.2.3, temos

[ @ablulras < [ QUablselas+C [ QUeblwds < oo,

Portanto, Ey C L%(R? Q). Para verificarmos que esta imersdao é continua, considere

(v,) C E5 tal que v, — 0 em E. Entdo, pelo Teorema 2.2.3

[ atablulas<c [ Qabisnrar+c [ Qqe)lse,)ds —o,

o que mostra a continuidade da imersao. Agora, seja (v,) uma sequéncia limitada em
F5. Pelo Teorema 2.2.3, existe u € LY(R? Q) tal que u,, = f(v,) — u em L{(R? Q).
Em particular, u,, — u em quase todo ponto de R? e existe h, € LI(R? Q) tal que

|u,| < h, em quase todo ponto de R?. Usando o item (10) do Lema 1.1.1, obtemos
vn] < C(hy + h3,) em quase todo ponto de R*.

Como (hi+Chal) € LY(R?,Q), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
segue que

v = v = f"'(u) em LYR?Q),
finalizando a prova deste resultado. [

No que segue, mostraremos que o espaco Ey é completo quando munido com a

norma dada em (2.24).

Proposicao 2.2.5 FE5 ¢ um espaco de Banach.

Demonstragao. Seja (v,) C E, uma sequéncia de Cauchy. Pela imersao continua
de By em LIY(R? Q) para todo 2 < ¢ < oo, (v,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em
LY(R? Q). Desta forma, existe v, € LI(R? Q) tal que v, — v, em LY{(R? Q). Além
vy

) & uma sequéncia de Cauchy em L?(R?), para i = 1,2. Dali, seguindo os

a(R?)

disso, (

mesmos argumentos usados na demonstracao da Proposigao 2.1.3, existe v, € H},

ey Ovq
tal que = e

T para i = 1,2. Por outro lado, como (v,) é limitada em FE,, pelo
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item (1) do Lema 2.2.1 segue que ( [go V(|2]) f?(vy)dz) é limitada e, usando o Lema de

Fatou, obtemos

/ V(|x|)f2(vq)dx < liminf/ V(|z]) f2(v,)d,
R2 n—00  fp2

de onde concluimos que v, € E,. Fazendo uso do item (1) do Lema 2.2.1 novamente
obtemos que ( [g, V(|z]) f*(vy — vp)da) é limitada e dado € > 0, existe n; € N tal que
1
3

/ V(|z]) f*(vy — vm)da < [1 + / V(|z))f* (v, — vm)dx} |vn — vl < g,
R2 R2

para todo n,m > n,. Fixando m > n; e usando novamente o Lema de Fatou, temos

/ V(J2]) (v — v,)d < hmmf/ V(|2]) f2(0m — va)da < <.
R2 2

— 00
Logo,
lim V(|:17|)f2(vm —v,)dx =0,

n—oo R2
e assim existe w € L'(R?) satisfazendo V(|z|) f?(vy — v,) < w em quase todo ponto de

R% Com esta informagao e dos itens (8) e (12) do Lema 1.1.1, temos
V() f*(vm) = V(I12[)£* (0m — vy + vg)

< V(e f* (50m =) + o)

< CV(|2)) f*(vm — vg) + CV (J2]) f*(vy)
< Clw + V(|z]) 2 (v,)] € L'(R?).
Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

Joo V(1)) f2(vn)da = [o V(|2]) f2(vs)da e, pelo item (3) do Lema 2.2.1,
i g |1 [ Ve et - uis| o,

finalizando a prova desta proposicao. [

Observagao 2.2.6 Cf,,(R?) munido com a norma dada em (1.4) é denso em E,. A

demonstracao deste fato seque argumentos similares aos anteriores.

Além disso, Berestycki-Lions mostraram a seguinte caracterizagao para as funcgoes

que pertencem a H! ,(R?) (veja [13]):

Lema 2.2.7 Sejav € H}!

L J(R?). Entao, existe uma fungdo u continua em R*\{0} tal

que v = u em quase todo ponto de R2. Além disso, existem C,~ > 0 tais que

lu(z)] < Clz|~2||v]l2,  para |z] > .
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2.3 Uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser

Nesta secao, provamos uma desigualdade do tipo Trundinger-Moser para o espaco
E5. Tal desigualdade é imprescindivel para os estudos neste capitulo, uma vez que a
nao linearidade h(s) tem um crescimento do tipo critico exponencial em +oo, conforme
(h1). Para demonstrar esta desigualdade precisamos de trés resultados preliminares, o
primeiro deles é uma desigualdade do tipo Trundinger-Moser com singularidade devido
a Adimurthi-Sandeep, veja [1]. O segundo resultado é uma espécie de lema radial para

fungoes em F, e o terceiro é uma consequéncia deste lema.

Lema 2.3.1 Sejam Q um dominio limitado em R? e w € H}(Q)). Entdo, para todo
v>0ede|0,2) temos que
||~ e LY(9).

Além disso,
elul?

sup dr < 400

([Vul2<1 JQ |$|d

se, e somente se, ;- + g <1.

Demonstragao. Veja Teorema 2.1 de [1]. u

Lema 2.3.2 Suponha que a condicio (Va) seja satisfeita. Entdo, existem C > 0 e
Ry > 0 tais que, para todo v € Ey, tem-se

1f(v(z))] < CY()|z| "%, para todo |z| > R,

onde )
3

1) = ([ V0P + Vel 0lle

Demonstracdo. Se v € E, entao pelos itens 2) e 3) do Lema 1.1.1, f(v) € Y.

Assim, Pelo Lema 2.1.1 existem C' > 0 e Ry > 0 tais que
_at2
[fe@@)] < Cllf@)lIylz[~+,  se |z[ > Ro.
Além do mais, usando o item 2) do Lema 1.1.1 novamente, temos

£ = [ 1F@PIVoR + Va0l < TP,

Das duas estimativas acima, o resultado segue. ]
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Corolario 2.3.3 Seja D um numero real positivo. Entao, existem C > 0 e Ry > 0
tais que
lv(z)| < CDJz|~%, se |z| > R,

para todo v € Ey satisfazendo Y (v) < D.

Demonstracao. Pelo Lema 2.3.2, existem C' > 0 e Ry > 0 tais que

a+2

|f(v(x))] < CDR, * para todo |x| > Ro. (2.28)

para todo v € E, satisfazendo T (v) < D. Agora, observe que, pelo item (4) do Lema

1.1.1 e por f ser invertivel, temos

0
t

— 1, quando t — 0.

Assim, existe ry > 0 tal que | f~1(¢)| < 2|t|, sempre que |t| < ry. Também existe r; > 0
tal que 2|t| < |f(t)| para todo |t| < 7. Sem perda de generalidade, podemos supor Ry

a+2)/4

suficientemente grande de modo que QC’DRO_( < min{rg,r1}. Assim, se v € Es

satisfaz T (v) < D entdo, em vista de (2.28), temos
o(@)| = |/ (Fo(@)] < 21f (o)) < 20DR; T <7y para todo [z] > Ry
e, portanto, novamente pelo Lema 2.3.2,
2v(z)] < |f(v(x))] < CD]J(:\JT+2 para todo |z| > Ry,

0 que prova o resultado. [
No que segue, enunciamos e demonstramos o principal resultado desta subsecao,

uma versao da Desigualdede de Trudinger-Moser para funcoes em Fs.

Teorema 2.3.4 Suponha que as condigoes (Vo) e (Q2) sejam satisfeitas. Entao, para
todo v € Ey e X > 0, Q(|z|)[e’” — 1] € LY(R?). Além disso, se A < 4m(1 + %), para
cada D > 0, existe C' = C(a,b,by, \, D) > 0 tal que

s [ Qe - < .

vEF2;||Vu|[2<1

sempre que Y(v) < D.

Demonstracao. Seja Ry > 0 de modo que o Corolério 2.3.3 seja valido em |z| = R;.

Pela condicao (Qs), existe C; > 0 tal que
Qr)<Cir® YO<r <R, e Q(r)<Cyr® Vr>R. (2.29)
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Fixando R > R; temos

A2 )\J’UQJ
| Q@ ~ 1)dr = Q<|x|>2 o

7j=1

Q(\xl)Z

Bg j=2

SC&Zf/ |Jr\b1}2]d$+/\/ Q(|z])v*dx.
=2 j! B, R?2

Uma vez que Ey estd imerso continuamente em L?(R?, Q), existe Cy > 0 satisfazendo

J 27
ﬁ dm+/ Q(|z])M2dz (2.30)
By

]I, < Collv[* < Co(1+T(v) + T(v)?)?, (2.31)
para todo v € F,. Por outro lado, usando o Corolario 2.3.3, temos

/ |x|bv2jdx§02jT(v)2j/ ||| % da,

a+2)

sempre que Y(v) < D. Desde que a > —2 e b — + 2 < b — a, para todo natural

J > 2, obtemos
o0 .
/ |lz|Pv¥ dx < C’QjT(v)szﬁ/ s 1P g
e R
R

2T R

<-C

N b— L2 4 (2.32)
< 2 QWT(U)ZJRI) ¢

- b—a

_ 2rCHY(v)Y R

B a—>b '

A partir das estimativas (2.30), (2.31) e (2.32), segue que
o0 )\CQJ']' Y(v)2
Q(z]) (™ = 1)dz < Cy Z S (Z>Ra—b + Co(14 Y (v) + T(v)?)?

B, = (a—1b) (2.33)

< Cye@ MO L Oy(1 4 T(v) + T(v)?)?

onde C3 = C'(a,b, R). Desde que v ¢ radial e continua em R?\ {0}, podemos denotar
v(R) como o ntimero real dado por v(z) para todo x € R? com |z| = R. Dai, definindo
u : Br — R por u(z) = v(x) — v(R), segue que u € Hy,,,(Br) e, além do mais, fixe
R > Ry de modo que o Corolario 2.3.3 seja satisfeito para |x| = R. Entao, dado € > 0,

existe C. > 0 tal que
v (@) < (L+e)u(x) + (1 + Cov(R)?

< (1+e)u’(x) + (1 + C.)C* T2 (v) (2.34)

< (1+e)u?(x) + 1,
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para todo x € Bpg, onde consideramos R suficientemente grande. Usando (2.29), o
Lema 2.3.1 e (2.34), obtemos

Av?

-1 A1+e)u? _ 1
€|——bod$ < 647r/ 6—_b0dﬂf < 00, (235)
R fL’| Br ‘IL’|

B@wmwtwmsaé

em virtude da primeira parte do Lema 2.3.1. Assim, desde que
[ s = vde = [ Qel)e* = v+ [ Qe - vy,
R2 Br B

usando as estimativas (2.33) e (2.35), concluimos que Q(|z|)(e*”* — 1) € L'(R?). Além
disso, considere £ > 0 de modo que A(1+¢) < 47(1 + %). Portanto, das estimativas

(2.33) e (2.35) em conjunto com o Lema 2.3.1, concluimos que existe Cp > 0 tal que

/ Qlz)) e — 1)dz < Cp,
RQ

para todo v € Ey com ||[Vu|la <1e T(v) < D. n

2.4 Propriedades do funcional [

Esta secao apresenta as principais propriedades do funcional I.
Proposicao 2.4.1 O funcional I satisfaz as sequintes propriedades:
(1) I: Ey — R estd bem definido e € continuo;

(2) I: Ey — R € Gateaux diferencidvel em Ey com derivada de Gateauzr dada por

I'(u).¢ = [ (VuVo+ V([z])f(u)f (u)d) dz — . Q(lz)g(f (W) f'(w)¢ du;

RN
(3) I'(u) € E} para toda u € Ey e se v, — v em Ey entdo I'(v,) — I'(v) na topologia

fraca * de EY,.

Demonstragao. (1) Por (hy), se A > )¢, existem constantes positivas ¢ e Ry tais que
se s > Ry entao

—1). (2.36)

Ja a condicao (hg) nos diz que, para todo £ > 0, existe uma constante positiva ry tal
que se 0 < s < rg entao

h(s) < els|. (2.37)
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Logo, das estimativas (2.36) e (2.37), obtemos

h(s) < els| + cr]s|(e® —1) e

i ) (2.38)
H(s) < §|S|2 + 02\5|3(e’\S —1).

para todo s € R. Usando as estimativas (2.38), para todo v € Fy, temos
QUaDH()dr < 5 [ Qe @dare [ QUalf)F( 0~ 1ide (2:39)
R
donde pela Proposicao 2.2.3, concluimos

/R2 Q(|z]) f*(v)dr < +oo.

Agora, considere 1,79 > 1 com 1/r; + 1/ry = 1. Usando a desigualdade de Holder, a

Proposicao 2.2.3 e o Teorema 2.3.4, temos

/@Iw! [F@)P(M' ) = 1)da <

(/cwﬂu WWQ (/Cﬂﬂ ”ﬁ@—>m) < +o0.

Logo, em vista de (2.39), I : E; — R esta bem definido. Sejam (v,) C Ey e v € Ey

(2.40)

tais que v, — v em Fy. Assim, pelo item (2) do Lema 2.2.1, temos

Vo, |*d Vol|*d
/RQ|v|x—>/R2\v|xe
/vwwwmﬁ/vwwww
R2 R2

Por (2.39), (2.40), pelo Teorema 2.3.4 e pela imersdao continua de Fy em L(R? Q),

(2.41)

existe w € L'(R?) tal que Q(|z|)H(f(va(z))) < w(x) em quase todo ponto x € R?
e, como Q(|x|)H(f(v.(z))) — Q(|x|)H(f(v(z))) em quase todo ponto de R? pelo

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

[ @tabr( @iz > [ QU (@) (242

Das convergéncias (2.41) e (2.42), segue que I(v,) — I(v) e, portanto, I é continuo.
A demonstragdo dos outros dois itens sdo andlogos aos itens (2) e (3) da

Proposicao 1.3.1. [
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2.5 Pontos criticos do funcional I e solucoes fracas de
(F2)

Aqui, vamos relacionar os pontos criticos de I com as solugbes fracas de (P).

Para tanto, precisamos de alguns resultados auxiliares.

Proposigao 2.5.1 Suponha que as condigoes (Va), (Q2), (h1) — (h2) sdo satisfeitas.
Entao, para todo v € Ey fizado e todo w € Y, existe C = C(by, ||v||) > 0 tal que

< Cllw||y. (2.43)

| QUabh(rtonf (o)uwds

Demonstracdo. Pela estimativa (2.38) e usando os itens (2) e (11) do Lema 1.1.1,

obtemos
[ QUaDr(r @) (o)
- [ Qe s@lulds + €. [ QUia)( ) = Dlulds

<

(2.44)

Seja R > 1. Pelas condigoes (Q2) e (Va), existe C' > 0 tal que Q(|z]) < Clz|’ e
V(|z]) > C|x|*, para todo x € R? com |x| > R. Assim, como a > b e usando a

desigualdade de Holder, temos

QUl])|f()llwldz < C / 21 (0) | [wldz
Bg Bg

C @ d

< /B%m F@)lwldz

<c /B V() ) el (2.45)

<o ([ vinrwn) ([ Vi)

< Goflwlly.

Por outro lado, a Desigualdade de Hélder e o Teorema 2.2.3 implicam que

[ izl < (f RQ(I%’DfQ(v)dx)% ( BR@(!wade)

<, ( Q(\x!)dex)Q
Br

(2.46)

Usando a condigdo (Qy), existe C' > 0 tal que Q(|z|) < Clx|® para todo x € R? com

2| < ro. Agora considere 1 < ¢ < —=2/by e ¢ € C%,4(R?) satisfazendo 0 < ¢ < 1,
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¢(x) = 1 para todo x € Bpg, ¢(x) = 0 para todo © € BS, e |Vo(x)] < C para
todo x € R2. Observe que pw € H}(Byg). Dai, pela desigualdade de Holder com os
expoentes q € ¢/(q¢—1) e a imersdo continua de H}(Bar) em L'(Bsyg), para todo t > 2,

temos
Q(|x|)widr < C/ |2z[%w?da
Br Br

<C (/ ‘I|b°qu)q (/ qu—qldx> '
Br Br

(2.47)

< C’O/ |V (pw)|*dz,
Bor

onde Cy = C(bo, R). Denotando my = ming,,\p, V(|x]), usando (2.47) e a imersao

continua de H'(Byg\Bg) em L?(Byg\Bg), obtemos

Q(|z|)widx < Co/ |wV p|*dx + C’o/ loVw|?dz
Bgr Baor

Baor

< CO/ ](ngo)\de—i—Co/ |Vw|?dx
Bar\Br Bar

< ﬂ/ V(\x|)|w|2dx+co/ \Vw|?dz (2.48)
Bar\BRr

my Bar

IN

c
@ / V(\x|>yw|24x+co/ Vwldz
my Jgr2 R2

< CollwllF,

onde Cy = C'(by, R, V). Logo, das estimativas (2.45), (2.46) e (2.48), concluimos que

[ @Uabls@)lulds < Clully, (249

onde C' = C(v,by, R, V). Agora, vamos estimar a segunda integral do lado direito
de (2.44). Para isto, procedemos de maneira aniloga ao caso anterior. Usando a

desigualdade de Hélder, o item 7) do Lema 1.1.1, as condigbes (V2) e (Q2) e o Teorema
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2.3.4, temos

Bc@(!x\><ev4<@>—1)\w\dfc§( Qla]) (e 1>d”"> <BCQ('"”C'>'“"W>

< ( [ Qe - 1>da:)é (0 / |x|b|w|2dx>2
<c, ( / % |xaw2dx>%
<c, ( / %v<|x|>|w|2dw>

< Cofwlly-

N|=

(2.50)
Por outro lado, usando a desigualdade de Holder, o Teorema 2.3.4 e a estimativa (2.48),

temos
QU@ = julds < ([ Qe = nas) " ([ Qlahutis)
Br Bpg Br

<0, < Q(|x|)w2dx)2
Br

< Copollwlly-
(2.51)
Das estimativas (2.50) e (2.51), obtemos
/ Q) (M = 1)wldz < Cypolw]]y- (2.52)
Logo, de (2.49) e (2.52) concluimos a prova desta proposi¢ao. [ ]

Corolario 2.5.2 Se v € E5 entao o funcional linear T, : Y — R definido por

Tv.w:/IR2 VvadzzH—/R V(|z]) f( wdm—/ Q|z|)h f(v)wdz

€ continuo.

Demonstragao. Vamos mostrar que existe C' > 0 tal que |T,,.w| < C||w||y, para todo

w € Y. Pela Desigualdade de Hélder, temos

< [IVollafwlly e

/ VoVwdzx
R2

< ([ i) el
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Destas desigualdades em conjunto com a Proposi¢ao 2.5.1, segue a demonstracao. m

Proposicao 2.5.3 Suponha que as condicoes (Vz), (Q2), (h1) — (hs) sejam satisfeitas.

Se v € Ey é um ponto critico de I entao uw = f(v) é uma solu¢ao fraca do problema

(P2).

Demonstracao. Seja v € Fy um ponto critico de I e R > 0, entao v satisfaz

—Av = f'()(Qz))h(f(v)) = V(|z])f(v)) = w

no sentido fraco em B C R?. Como ja foi verificado, pelas condigoes (hy) e (hy)

obtemos a estimativa (2.38)> Dali, existe C; > 0 tal que

[w(x)| < Cilf (v(2)) f(0(x))] |Q(2]) + Q(la) (N — 1)+ V(|a])| -

Usandos as condigoes (V1), (Q1), o item 12) do Lemal.1.1 e a estimativa acima, existe

Cy > 0 tal que
[w(@)] < Ca [al™ + QUlal) (" = 1) + [af] (2.53)
Agora precisamos analizar quatro casos separadamente:
e Seap>0eby>0

Neste caso, existem constantes C3, Cy, C5, Cs > 0 tal que |z| < Cs e |2]% < O3, entao

de (2.53) para todo t > 1, segue que
(@) < C [Cs+ Qal) (e — 1))

< O[5+ Qaly Q) (@ — 1)

< Gy [1+ QU@ ~ 1]

Assim, usando o Teorema 2.3.4, obtemos

/ |w(x)|'dz < / Cs [1 + Q(Jz|) (2@ — 1)} dr < oo.
B Br
Portanto, w € L'(Bg) para todo ¢t > 1.

e Se 2<ayp<0e—-2<by<0

63



Usando as condigoes (V1), (Q2) e a estimativa (2.53), existe C3 > 0 de modo que
[w(@)] < C [Jaf'* + |2l (X" — 1) 4+ |zjeo] (2.54)

Agora considere t; > 0 e to > 0 tais que —2 < apt; < 0 e —2 < oty < 0. Tomando

t = min{t;, o} e usando (2.54), existe Cy > 0 satisfazendo
/ lw(z)|'dz < 04/ [’x|b0t Lot (e 1) £ (et da.

Uma vez que —2 < agt < 0 e —2 < byt < 0. Usando o Lema 2.3.1 em conjunto com a
estimativa logo acima verificamos que w € L'(Bg), onde t = min{ty,t,}.

Utilizando os dois casos estudados acima, verificamos que se ag > 0e —2 < by < 0,
ou —2 < ap < 0 e by > 0, garantimos a existéncia de uma constante ¢ > 1 tal que
w € L'(Bgr). Logo, pelo resultado de regularidade da Secdo 2 em [20], obtemos que
v € C)Y(R?), para algum + € (0,1). Em particular, v € L2, (R?).

A prova da segunda parte desta proposicao é analoga a prova da Proposicao 1.3.7,

por isso omitiremos aqui. [

Observagao 2.5.0.3 Como no Capitulo 1, temos que se v € C*(R?) N Ey é um ponto

critico do funcional I entdo u = f(v) € uma solugdio classica de (Ps).

A Proposicao 2.5.3 nos diz que para encontrarmos uma solucao nao nula para

(P,), & suficiente mostrar a existéncia de um ponto critico nao nulo para o funcional I.

2.6 Prova do Teorema 2.0.8

Nesta secao, provamos o resultado principal deste capitulo. Mostramos que o
funcional I satisfaz as hipdteses de uma versao do Teorema do Passo da Montanha,
mais precisamente, o Teorema 1.4.1. Também verificamos que [ satisfaz a condicao
de compacidade de Palais-Smale no nivel do passo da montanha, donde garantimos a
existéncia de um ponto critico nao-nulo v € Fy para [ e, com isso, u = f(v) € Y,uq €
uma solucdo fraca para (Ps).

Para cada p > 0, vamos considerar o seguinte conjunto

S, ={v € Ey; T (v) = p}.
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Temos que S, ¢ um subconjunto fechado de F» que desconecta Es em duas componentes
conexas. Além do mais, como estamos interessados em solugbes nao negativas de (Fz),
vamos estender h(s) = 0 para todo s < 0. A proxima proposi¢ao nos garante que [

tem a geometria do passo da montanha.

Proposigao 2.6.1 (Geometria do passo da montanha) O funcional I satisfaz as

sequintes condicoes:
i) Erzistem p,00 >0 com p < 1 tais que 1(v) > o para todo v € S,;

ii) Existe v € Ey satisfazendo Y (v) > p e I(v) < 0.

Demonstracao. i) Como vimos na estimativa (2.38), dado ¢ > 0 e A > )\, existe

C =C. >0 tal que
H(s) < g|s|2 +C|s]*(e™ — 1), para todo s € R.

Considere p > 0 e v € S,. Logo,

10) =5 [ (9o + VilaDe)ds - [ Qe H(Fw)ds
S k2 (2.55)
> 55 [ QUablf@P de=C [ QUaDls@e -1 da.

Agora, considere 71,79 > 1 de forma que 1/r; + 1/ry = 1. Usando a desigualdade de

Hoélder, temos

| QUaDIf@)F (X = D

1
T2

< ([ atbisora)™ ([ atene - )

Assim, usando o item 7) do Lema 1.1.1 e observando que f(v) € Y,.q sempre que

v € Fy para usar a Proposicao 2.1.2, temos
[ QU@ ()~ 1
<l ([ e - i)

i (2.56)
< 0Ty ( [ e - 1>dx)

=Cp’ (/RQ QL) (e — 1)d$) ; :
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Agora, note que

2_v?
QbR e = [ Qe 1y
R2 R2
~ [ Qa6 ~ 1y
R2

e considere 0 < p < 1 pequeno de forma que 2Arqp? < 47w (1 + (by/2)). Como 1/p > 1

(2.57)

segue do item 13) do Lema 1.1.1 que se v € S, e ¥ := v/p entao Y(v) < 1 e também
temos ||V0]|s < 1. Logo, pelo Teorema 2.3.4 em conjunto com as estimativas (2.56) e

(2.57), segue que existe C' > 0 tal que

/Rg QUaDIf @) (M) — 1)dz < Cp

Com a desigualdade acima e (2.55), temos

I(v) = %PQ - —Hf( e = ClF IR, o
(-5 -

2(10;5) entdo I(v) > o¢ > 0 para todo

Agora, note que se £ < 1 e tomando ainda p <
v € FEy com YT(v) =p.

i1) Pela condigao (hs3), existem constantes positivas Cp,Cy tais que H(s) >
Ci|s|** — Cy para todo s > 0. Considere ¢ € C§%,4(R?) ndo nula tal que 0 < p < 1le

que 0 & supp(p) =: K. Assim, temos

Itp) = . / Volde + 1 / V(lel) f2(t)de — / QU H(f (b)) dz

2
2
<5 (Ve +Vilahetis =1 [ QUablrtea)fde+Co [ Qelya
(2 59)
Desde que f(s)/s & decrescente em (0, +00) e 0 < tp <t para t > 0, temos
B0 > 10 e f0) 2 sre
Retornando a (2.59), obtemos
t2 2 2 2 2
11t9) < 5 [ (0P + Vel = 1 [ Qlal) (0o +C
K
2 2/4
<5 | [09er+ viahetan - a0 o] (2.60
=32 : {03 - C2fzu( )} — —0

t2
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pois pelo item 9) do Lema 1.1.1, temos

2p
f() > lim Ot* 2 = +o00.

t2 t—o0

lim
t—o0

Portanto, tomando ¢ suficientemente grande e considerando v = ty segue que I(v) < 0,

como queriamos demonstrar. [

Com as Proposicoes 2.4.1 e 2.6.1 constatamos que o funcional [ satisfaz as
hipoteses do Teorema 1.4.1. Assim, existe uma sequéncia de Palais-Smale (v,) C Es
para I no nivel de energia cy = inf,cr maxyecp 17 I(y(t)) > 0.

Com a finalidade de mostrar que [ satisfaz a condicao de compacidade de Palais-
Smale no nivel ¢y, a seguir, demonstramos um resultado que nos assegura que toda
sequéncia de Palais-Smale para I, em qualquer nivel ¢, é limitada em FEj.

Lema 2.6.2 Seja (v,) C FEy uma sequéncia de Palais-Smale para I em um nivel

qualquer ¢ € R. FEntao, (v,) € limitada em Ej.

Demonstragao. Sejam ¢ um nimero real e (v,) C Ey uma sequéncia de Palais-Smale

para o funcional I no nivel c¢. Entao, I(v,) — ¢ e I'(v,) — 0. Logo,
[T (n)on| < T (wn) lvn]] < 0n(1)]|vall (2.61)

Pelo item 6) do Lema 1.1.1 e pela condi¢ao (h3), obtemos

I(v,) — lI'(vn)vn = (1 - l) |V, |*dr + % /}R2 V(|2]) f2(vn)dz

0
= [ QU (@) f () — HH (F(0,))] da
li Rzl 2 L , (2.62)
> (5-3) [ v+ (3-1) [ Vb
+ i [ QU () (00) = 24 (F ()

1 1 1 1
N 2 - 2(0,)da.
> (2 M) g |V, |“dx + (2 M> /RZ V(|x]) f*(v,)dx
Logo de (2.61) e (2.62) chegamos que

(1_l> / 2 |an|2dx+(; 1) / V() (o) < e+ 0a(1) + 0n(1) o

2 2 u 1
< ¢+ 0a(1) + 0a(1) (/R ]an|2da:> " 4 ou(1) /R V([2]) £ (vn)d.
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Disto, obtemos
1 1 1 1
- — — anQd:B—l—(————onl)/ Vl|x fzvndxg
(5-3) [Ivmkaes (52— 0m) [ vire,)

. (2.63)
¢+ on(1) + on(1) ( ; |an|2dx> .

Assim, podemos concluir que (fRQ |V'Un]2dx) é limitada em R. Com efeito, seja

1
tn = (fg [Vvn|?dz)?, a partir de (2.63), para n grande, obtemos

11 2
(— — —) / |V, |?de < C + (/ |an|2dx)
2 ,u R2 R2

11
C——)ﬁgc+m
2

o que mostra que (t,) é limitada. Usando (2.63) novamente, para n grande, temos

e assim

(5-3-0) [ vireawsc ([ \wnr?dx)é

e como (t,) ¢ limitada segue que ( [y V(|z|)f*(v,)dz) é limitada. Desde que

ol < ([ 1Venfar) 1 [ Vel o

concluimos que (v,) é limitada em FE,. |

Corolario 2.6.3 Se (v,) C Ey é uma sequéncia de Palais-Smale para I no nivel c,
entao 5
I
T(v,)? < —— n(1).
(0, < et 0,(1)

Demonstragdo. Como (v,) ¢ limitada em E,, da estimativa (2.63), temos

! 1 2 l—l T 2U T C o
(5-3) [Iveaes (5-1) [ Vil < et

e dai

2
|an|2d:c+/ V(2| f2(va)de < Mf

c+o,(1).
RQ R2 2

No que segue, mostramos que [ satisfaz a condicao de Palais-Smale em alguns

niveis de energia c.
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Proposicao 2.6.4 Se ¢ é um nimero real positivo tal que ¢ < w[1+(bo/2)](n—2)/Nos,
entao I satisfaz a condicio de Palais-Smale no nivel c.

Demonstracao. Sejam 0 < ¢ < (p — 2)/4u e (v,) uma sequéncia de Palais-Smale

para I no nivel c¢. Entdo, pelo Lema 2.6.2, (v,) é limitada em FE5 e, em particular, as

( - |an|2dx> e (/R2 V(|$|)f2(vn)dx)

sao limitadas. Para todo n € N, considerando u,, := f(v,), pelo item 2) do Lema 1.1.1,

sequéncias

obtemos

|Vu,| = |f,<vn)vvn| < [V,

de onde segue que (u,,) é limitada em Y,,4. Desta forma, existe u € Y,4q tal que u,, — u
em Y,,4. Usando a Proposi¢ao 2.1.2 temos u, — u em LI(R? Q) para todo ¢ > 2 e
desde que QQ > 0 em R2, também temos u,, — © em quase todo ponto de R?. Por outro
lado, usando o Corolério 2.2.4, podemos garantir que, para cada g > 2, a existéncia
de uma fungao v € LY(R? Q) tal que v, — v em LI(R? Q). Em particular, v, — v
em quase todo ponto de R%. Logo, como f e f~! sdo fungoes continuas, u = f(v) e
f~Yu) = v. Observe que v € Ey. Sendo (Y (v,)) limitada, a menos de subsequéncia,

existe 7 > 0 tal que Y (v,) — 7. Neste ponto, vamos considerar duas possibilidades:

Neste caso, segue que
0< lalfy < [ 17 )Vouldo+ [ Vel w)de < X, =0
R2 R2
Logo, u, — 0 em Y,qq e, portanto, v = f~'(u) = 0. Utilizando o item 3) do Lema

2.2.1, temos

inf L [1+/R2 V(1) (€ (o)) dx} 0.

€0 &
Portanto, v, — 0 em FEs e, neste caso, concluimos que [ satisfaz a condicao de Palais-

Smale no nivel c.
2) >0

Para este caso, defina v,, = v, /Y (v,,) e observe que para todo £ > 0, existe ng € N tal

que se n > ngy tem-se que Y (v,) < 7+ £. Pelas propriedades 13) e 14) do Lema 1.1.1
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temos

P(6) = P (W) < (T(l) ; TQ(lvn)) 12(00).

T(v,)? Jge [Voulde + <T(1vn) T T(in)2> /R2 V(|a]) 2 (vn)da
< (0 * ) (Lo VO iir) (264

Além disso, note que ||Vo,|l2 < 1. Usando (2.38) e (2.64), os itens 2) e 11) do Lema
1.1.1 e a desigualdade de Hélder, obtemos

(DA (f (n)) S (vn) (vn — v)dx

<< [ QUals@llo, = olds
+IkAfXMMﬂ%N%%NwV““—Dwn—ww

( R2Q<|x|>f2<vn>dx)5 ([ i _U|2dw>; n

1

1
< o, = vl + € ([ QU = 1de) " o, = vl
R

onde 71,79 > 1 sdo tais que 1/r; + 1/ro = 1. Note que se conseguirmos mostrar que
(fR2 (|]) (e2rrvn — 1)dx) é limitada para algum r > 1, entdo desde que v, — v em

LY(R?,Q), para todo g > 2, da estimativa (2.65), temos

— 0. (2.66)

[ QU @))f (00) 0~ v)da

Para isto, observe que
QU — e = [ Q(lz[) (e EI™ — 1)da. (2.67)
R2 R2

Além disso, do Corolario 2.6.3 e da hipotese sobre ¢, segue que

2 b
ZTI)\TQ(Un) S 27"1)\1u 5204— On(l) S )\7’1 + 27"1)\0n(1) < 4m (1 + §O> R

para r; > 1 suficientemente proximo de 1, A suficientemente proximo de )y e n grande.

Assim, relembrando que ||[V,]l; <1 e Y(0,)> <1+ 7+ ¢, usando (2.67) e o Teorema
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2.3.4, concluimos que

sup [ Q(lz])(e¥ M — 1)dx < C,
neN JR2

e, consequentemente, a convergéncia (2.66) acontece. Neste ponto, desde que f2(s) é

estritamente convexa temos que Y? também o é, e portanto
1 1 1
ST2) = ST (n) 2 SO0 (0) (0 = w0),
de onde obtemos
1 2 1 2 1 2 1 2
- \Vol*de + = [ V(|z])f*(v)dx — = Vo, |de — = [ V(|x])f*(v,)dz
2 R2 2 R2 2 R2 2 R2
2 I'(va)(0 = va) + [ QUzh(f (vn))f'(v) (vn — v)da.
R
Dai, pela estimativa (2.66) e desde que ||I'(v,)|| — 0, obtemos

/R2 \Vol2dz+ /R2 V(2| f2(v)dx

(2.68)
> lim inf { ]an|2dx—l—/ V(|:B|)f2(vn)d:v} :
n—oo R2 R2
Por outro lado, o Lema de Fatou nos garante que
/ V(|e]) f2(v)dz < liminf / V() f2(0n) da. (2.69)
R2 n—oo R2

Além disso, afirmamos que

|Vv|?dr < liminf [ |Vv,|*dz.
R2 n—oo R2

Para verificar isto, definimos o espaco de Hilbert
Vo= {ue @) [ Qisiar < oo},
R
munido com o produto interno
(u, )y, = /R [VuVo + Q(|z|)uv]dz

e a sua respectiva norma

oy = ([ I9u+ @<|xr>u2]dx)é .

Usando a imersdo continua de Fy em L?*(R% @), verificamos que F, estd imerso

continuamente em Yy. Dai, uma vez que (v,) é limitada em E,, segue que (v,) é
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limitada em Y. Entao, existe w € Yy tal que, a menos de subsequéncia, v, — w em
Yy e, pela imersio continua de Yg em L*(R? Q), temos v, — w em L*(R? Q). Além
disso, ja observamos que v, — v em L*(R? Q), em particular, v, — v em L?(R? Q).
Assim, pela unicidade do limite fraco, v = w. Como o funcional ®(v) := [p, [Vv|*dz
é convexo e continuo em Yy entdao é fracamente semicontinua inferiormente, donde

concluimos que

|Vo|?dr < liminf/ |V, |*dz. (2.70)
R2 n—oo R2

Assim de (2.68), (2.69) e (2.70), a menos de subsequéncia, obtemos

lim \an|2dx:/ |Vol?dx e lim/ V(]x\)fQ(vn)dx:/ V(|z])f*(v)dx.
R2 R2 n—o0 fp2 R2

n—oo

Usando novamente o item 3) do Lema 2.2.1, temos

inf% [1+42V(yx\)f2<g(vn—v)) d:c} 0.

£>0
Entao, v, — v em Ej e, portanto, a prova esté finalizada. [

Agora, nos resta mostrar que o nivel do passo da montanha cq estd abaixo de

(1 —2)/(4p). Para isto, precisamos da seguinte observagao:

Observagao 2.6.5 Se o € C55,,(R?)\ {0} entao para t suficientemente grande temos
J(ty) < 0. A prova deste fato é andloga ao do item ii) da Proposi¢cio 2.6.1 e serd

omitida.

Proposicao 2.6.6 Suponha que a condicdo (hy) seja satisfeita com

)\0/L(37T + HVHLl(Bz))Q X 127
A ||Ql sy [l + (bo/2)](0 —2) — |QllLr(sy)

Entao, co < w1+ (bo/2)](t — 2)/uXo.

&>

Demonstragdo. Seja ¢ € Cg5,4(R?) satisfazendo 0 < o(z) < 1 para todo z € R?,
o(x) = 1 para todo =z € Bi, ¢(x) = 0 para todo x € BS e |Vo(x)| < 1 para todo
r € R2. Entao, pela Observacao 2.6.5, existe t > 0 suficientemente grande de modo

que J(tp) < 0. Denote por ¢ =ty e observe que I(f~'(¢)) = J(¢) < 0, assim usando
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a condicdo (hy), temos

co = inf max I(y(s)) < max I(f '(s¢)) = max J(s¢)

vel' 0<s<1 0<s<1 0<s<1

~ ax [—||¢||Y vt [ ovopas— [ 2Q<|x|>H<s¢>dx]

0<s<1
2 4
< ax |11 + 5t [ #vopds -5 [ Qelyotas]
< | 51618 + 5 (¢ [ @aotar—a [ ovorar)]

oy
4 (€ fo QUz])pldr — 4 [o0 ¢?|Vo|2dx)

Usando a defingao de ¢ e a hipotese em &, obtemos

el
= 5(€ fyw Qal)p'dr — 4 Jo VP da)

(Jomion IVl + fy, V(lal) ()
(e, QUalptds — 4 fy, @?IVpldr)
s [VePde + J5, Vi) () r)

4 (€ J, QUaldz =4 [y, 5, @IVl

B Vi)’
~ 4 QN L sy — 12m)
(1 + (bo/2)](p — 2)
Aop

)
e a prova da proposicao segue. [

Logo, pelo Teorema 1.4.1, existe v € Fs tal que I(v) = ¢y e I'(v) = 0, ou seja, v é
um ponto critico nao-nulo de I e, portanto, u = f(v) é uma solugao fraca nao nula de
(P,). A prova que u > 0 em R? segue os mesmos argumentos do Capitulo 1. Assim,

finalizamos a prova do resultado principal deste capitulo.
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Capitulo 3

Equacoes quaselineares com potenciais
singulares ou se anulando no infinito

envolvendo um parametro positivo

O principal objetivo deste capitulo consiste em estabelecer um resultado de
existéncia de solucdo fraca ndo nula e ndo negativa para (P) com € = —k/2, k > 0 e
N > 3, isto é, vamos estudar o seguinte problema:

— Bu+ V(jal)u+ S[A@)]u = Q(z)h(w), =RV,
(Ps)

u(x) - 0 quando |z]| — oco.

Aqui, assumimos os potenciais V' e () satisfazendo as seguintes condicoes:

(V3) V : (0,00) — R & continuo, V(r) > 0 para todo r > 0 e existem constantes

a>—2(N—1)eay> —2 tais que

0 < lim inf @ < lim sup Vir)

r—0 rao r—0 rao

V V
0 < liminf ﬂ < lim sup (r)
r—+oco 1@ roto0o0 T

< oo e

< 00;

(Q3) Q:(0,00) = R é continuo, Q(r) > 0 para todo r > 0 e existem constantes b < a

e by > max{—2,b} satisfazendo as condigbes de limites

0 < lim inf Q) < lim sup Qlr) < oo e limsup Q)
r=0 - ho ro0 T rotoo T

< Q0.



Para um melhor entendimento da variagao das constantes b e by, veja o grafico

abaixo

bA (Q})

max{-2,b} b,

Observe que as condigoes (V3) e (Q3), descritas acima, possibilita que os potenciais

V e () sejam singulares na origem ou se anulem no infinito.
Exemplo 3.0.7 Sejam V,Q : (0,00) — R dados por

wér_
V(iry=4r' e Q(r)= 2
3r7l ser > 2.

1
2, 5e0<r <2

Note que V e Q) sdo singulares na origem, se anulam no infinito e satisfazem as

condigoes (V3) e (Q3), respectivamente.

A fim de introduzir as hipoteses sobre a nao linearidade h, considere o niimero

_2(N +by)
pi= N—-2

Desde que by > —2 temos que S > 2. Além disso, note que § > 2" se by > 0e [ < 2*

se by < 0. Aqui, assumimos h : R — R continua e satisfazendo as seguintes hipoteses:
(h1) h(s) =o(s), quando s — 0;
(he) Existem p € (2,5) e C; > 0 tais que

h(s)| < Cr(1+s"7h), Vs €R;
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(h3) Existe p > 2 tal que s > 0,

0 < pH(s):= u/ h(t)dt < sh(s), Vs >0.
0

De forma similar ao Capitulo 1, uma funcao v : RY — R ¢ uma solucao fraca de

(P3) se u € DY2(RY) N L2 (RY) e vale a igualdade

loc

/RN<1 ) VuVe dr — R/RN | VulPods — /RN Q) h(w) — V(j2|)ulé dz, (3.1)

para todo ¢ € C5°(RY).

Observe que a funcao identicamente nula é uma solugao para (P3). Logo, nosso
interesse consiste na obtencao de solucao nao nula. Para apresentarmos o principal
resultado deste capitulo, introduzimos, como antes, os espacos em que trabalhamos.

Para todo 1 < ¢ < 00, definimos o espaco de Lebesgue com o peso () por

LYRY: Q) = {u :RY — R; u é mensurével e /N Q|z|)|u|? dz < oo}
R

1/q
il = ( [, @ablulraz)

Também definimos os espacgos de Hilbert

munido com a norma

X = {u c DL?(RN);/RN V(|e|u2dz < oo}

Xraa ={u € X 1 u(x) = u(gr) Vg € O(N)}

_ {u c Djfd(RN);/ V(|z|)ude < oo} :
]RN

munidos com o produto interno
(u,v) :/ (VuVov + V(|z|)uwv)dz
RN
e a correspondente norma

mm:(éﬂww+wmmwﬂé

De posse das condicoes sobre os potenciais V e () e sobre a nao linearidade h,

enunciamos o resultado principal deste capitulo.
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Teorema 3.0.8 Suponha que as condicoes (V3), (Q3) e (hi) — (hs) sdo satisfeitas.
Entao, existe ko > 0 tal que se 0 < k < kg o problema (P3) tem uma solu¢do fraca nao

nula e nao negativa u € X,qq.

Como nos capitulos anteriores, nao podemos aplicar diretamente métodos
variacionais ao problema (Ps), pois o funcional energia associado ao problema (Pj),
dado por

1

Jo(u) = 3 /RN(l — wu?)|Vul*dx + % /RN V(|z|)uPdr — /RN Q(|z))H(u)dx,  (3.2)

nao estd bem definido nos espacos de Sobolev usuais. Note que solucoes fracas de
(Ps) podem ser vistas como pontos criticos do funcional J em um espago de fungoes

apropriado, pois a derivada formal de Gateaux de J ¢ dada por
J(w).0= [ (1-ru*)VuVedr — Ii/
RN

u|Vul?¢ dr + / V(|x|)ug dx
RN
- [ QUabhw)s d

RN

Além disso, outra dificuldade encontrada aqui é que o termo (1 — xu?) pode mudar de
sinal e, devido a isto, nao podemos usar a mudanca de variavel introduzida por Colin
e Jeanjean, que foi usada nos Capitulos 1 e 2.

Com o objetivo de contornar estas dificuldades, consideramos um problema
auxiliar (quaselinear) e observamos que suas solugoes fracas, uniformemente limitadas
por 1/v/3k, sdo solucdes de (Ps). Posteriormente, através de uma mudanca de variavel,
transformamos o problema auxiliar em um semilinear cujas solucoes estao relacionadas
com as do problema auxiliar. Usando a versao classica do Teorema do Passo da
Montanha e um argumento do tipo principio de criticalidade simétrica, mostramos
a existéncia de uma solucao fraca nao nula e nao negativa v,, para o referido problema
semilinear, a qual da origem a uma solugao u, € X,,q do problema auxiliar. Para
finalizar, usando o método de iteracio de Moser, mostramos que ||u,|| < 1/v/3k, de

onde concluimos que u, é uma solucao fraca de (Ps).

3.1 O problema auxiliar
Nesta se¢ao, consideramos o seguinte problema auxiliar:
—div (¢*(u)Vu) + g(uw)g'(w)| Vul® + V(|al)u = Q(jz)h(u) em RY, (3-3)
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onde g : R — R é definida por

V1I—kt?, se 0<t<1/V3k

1 1 1
t) = ———+—, se t>1/V3k

g(—t), se t<O.

Através de calculos simples é possivel mostrar que ¢ ¢ uma funcao de classe C*. Além
disso, g é par, 1/v/6 < g(t) < 1 para todo t € R, crescente em (—o00,0) e decrescente
em (0, +00).

Definindo G : R — R por G(s) = [ g(t)dt, observamos que G é uma fung¢ao
crescente e, portanto, invertivel com inversa denotada por G~!. Além disso, G e G~!
sao funcoes de classe C% e G~! é uma funcgio impar. O proximo lema apresenta algumas

propriedades das fungoes g e G1. A prova deste lema pode ser encontrada em [6].

Lema 3.1.1 As funcoes g e G~1 satisfazem as sequintes propiedades:

(1) 1im &0

t—0 t

= 1"

(2) lim G;(t) NG

t—o00

(3) t < G7Y(t) <\6t, ¥V t>0;

1
—— <t <0,Vt>0.

Definigao 3.1.2 Dizemos que uma funcdao u : RY — R ¢ uma solucdo fraca de (3.3)

seu € X e wvale a igualdade

| @vaveds+ [ gtg@IVaPeds+ [ Vilahupds = [ @shtwgds
RN RN RN RN

para todo ¢ € C3°(RY).

Associado ao problema (3.3), temos o seguinte funcional energia

Lo(u) = %/RN ()| Vul? d + % /RN V(| da — /RN Qe H(u) de.  (3.4)

Proposigao 3.1.3 Seja u uma solug¢ao fraca de (3.3) satisfazendo ||ul|o < 1/v/3k.

Entao, u € uma solu¢do fraca de (Ps).
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Demonstragao. Desde que |u(z)] < 1/v/3k, para quase todo ponto de z € RY,

usando a defini¢ao de g, temos

gu)=vV1—rku? e ¢(u)= \/% (3.5)

Usando (3.5) e o fato de u ser uma solugao fraca de (3.3), obtemos

/ (1—/~€u2)Vqu0d:B—/</ u|Vu|2<pdas+/ V(|x|)ugpd:v:/ Q(|z])h(u)pdz,
RN RN RN RN

para todo ¢ € C§°(R?). Logo, u ¢ uma solugao fraca de (P3). u

A fim de encontrar uma solugdo fraca de (3.3), consideramos a mudanca de
varidvel u = G~'(v). Assim, obtemos um novo funcional L.(v) = I.(G7'(v)), ou

seja,
L) =5 [ PG IVE WPdr+ 5 [ VilaI6T )P
/ Q) H(G ()i 36)

Objetivando mostrar que L, possui um ponto critico nao nulo, demonstramos um
resultado de imersao de X,,; em alguns espacos de Lebesgue com peso (). Para isto,
necessitamos de dois resultados preliminares. O primeiro é o Lema 1.1.4 do Capitulo

1 e 0 outro é o seguinte lema radial para funcoes de X, .4:

Lema 3.1.4 Suponha que (V1) seja vdlida. Entao, existem C > 0 e Ry > 0 tais que
que para todo u € X,qq,

2(N— 1)+

lu(z)| < Clul| x|z~ ,  para todo |x| > Ry.

Demonstracgao. Veja, por exemplo, [45, 48|. [ ]

Proposicao 3.1.5 Suponha que as condicoes (V3) e (Q3) sejam vdlidas. Entao, a
imersio X,qq — LI(RYN; Q) ¢ continua para todo 2 < q < 3. Além disso, a imersao
Xrag = LY(RY; Q) € compacta para todo 2 < q < 3.

Demonstracao. Seja 2 < g < 3. Observe que para mostrar a continuidade da imersao
de X,qq em LY(RY Q), é suficiente provar que S, > 0, onde
(|Vul? + V(|z|)u?)dx
Sq — 1Hf fRN | | (| |) g) )
q

uEXrqd, uF0 (fRN |ZB| |u|qu)
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Suponha, por contradicdo, que S, = 0. Entao, existe uma sequéncia (u,) C X,qq \ {0}

satisfazendo

Jan ([Vu, > + V(|:L’|)u2g)dx Ss,=0

(Jan Q(z])|un|9dz)

Além do mais, podemos assumir que

/ (Vunl? + V(|z])u2)de — 0 e
R (3.7)

/ Q(|z|)|un|?dz =1 para todo n € N.
]RN

Agora, pela condigao (Q3), dado ry > 0 existe M > 0 tal que Q(r) < Mr® para
todo 0 < r < 75 e, como 2 < g < 3, existe também —2 < ¢ < by satisfazendo
qg=2(N+c¢)/(N —2). Assim, pelo Lema 1.1.4, temos

/’mmmmMSM/\wwmm
Br,

- M/ [P~ ||| N7

(3.8)

( c
< [ ol ¥ e
RN

< Mry—e </ |Vun]2d:c>
RN

Por outro lado, usando a condi¢do (()3) mais uma vez, existe M; > 0 tal que
Q(r) < Myr®, para todo r > rg. Dal,

Q) |dz: < Ml/ 2|z (3.9)

c

Bg,
Da condicdo (V3), existe My > 0 tal que Mor® < V(r) para todo r > 1. Deste modo,
usando que b < a, a estimativa (3.9) e o Lema 3.1.4, temos

Q([[) fun|"dz < Ml/ "] || T2t [P

B, B,

M _2(N—D+a,
<Ot

My|z|*|u,|*dz (3.10)
B,

2N-1)+a
< by s 2>/ V(la]) un 2d.
RN

A partir das estimativas (3.7), (3.8) e (3.10) obtemos

1=/ Q|x)un|'dz < C (/ !Vunwzd:c> +02/ V(|2])un|2dz — 0,
RN RN RN
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gerando, assim, um absurdo. Portanto, S, > 0 e com isto concluimos que X,,4 esta
continuamente imerso em LI(RY, Q), para todo 2 < q < 3.

Agora, provemos a compacidade da imersao de X,,q em LI(RY, Q), para todo
2 < g < pB. Seja (u,) uma sequéncia limitada em X,,4. Assim, existe u € X4 tal
que u, — u em X,,q €, sem perda de generalidade, podemos supor que u = 0. Sejam
0 < Ry < Ry. Da mesma maneira que obtivemos as estimativas (3.8) e (3.10), segue

que
%
Q(|z])|un|?dz < MRY™¢ Vu,l?dz) , com —2<e¢<by, e
1
Br, RN
2(N—1)+a

Qe < ORom 5 [ V(e

B,
Entao, dado € > 0, podemos escolher R; suficientemente pequeno e Ry suficientemente

grande de modo que

Qz])[un|?dz < =
Ba, 3

5 / Q) un|7dz < £ (3.11)
B, 3

onde 2 < g < f3. Para finalizar, usamos a imersao compacta de H' ,(Bg,\Bg,) em

Li(Bg,\Bg,) para todo 2 < g < co. Com isto, existe ny € N tal que

/ Q) |un|?dz < S, V1> np. (3.12)
Bpry\BR, 3
De (3.11) e (3.12), obtemos
/ Q(|z)|un,|*dr < e.
RN
Logo, X,qq esta compactamente imerso em L(RY, Q), para todo 2 < ¢ < f3. [

Pelas condigoes (hy) e (h2), temos que, dado € > 0, existe C. > 0 satisfazendo
|h(s)| < els| + C.|s|P™*, para todo s € R. (3.13)
Da estimativa acima em conjunto com os itens 1) e 2) do Lema 3.1.1, temos

HG )] < ZJsP + Zpsp e
@ p (3.14)

|G ()G (s))] < els]* + Cc] sf?,
para todo s € R. Usando as estimativas (3.14) e a Proposi¢ao 3.1.5 podemos provar
que o funcional L, : X,.q — R estd bem definido e ¢ de classe C*', com derivada dada

por

L (v)p = VvVgodx—l—/ V(|x|)G_—1((UU)))

MG~ (v))
N o G pdx— N Q(I:cl)g odr (3.15)

(G1(v))
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para v, p € X,qq.

3.2 Pontos criticos de L, e solugao fracas de (3.3)

Nesta secao, mostramos um resultado que relaciona os pontos criticos de L, com
as solugoes fracas de (3.3). Para isto, como nos capitulos anteriores, precisamos usar
argumentos do tipo Principio de Criticalidade Simétrica. Antes, vamos precisar de

alguns lemas auxiliares.

1,2
rad

Lema 3.2.1 Sejam 1 < q < 3 ev € D% (RY). Além disso, suponha que a condigdo
(Q3) € satisfeita. Entao, para todo ro > 0 existe uma constante C' = C(N, q,bg,19) > 0
tal que

N-25
Q(lzN)|v|* twdx| < Cry ? v q>|]VU||g_1||Vw||2, para todo w € D*(R™).

By,

Demonstragao. Pela condigdo (Q)3), existe C; > 0 tal que
Q(|z]) < Cy|z|* para todo 0 < |z| < ro.

Com esta estimativa e usando a desigualdade de Holder e a imersao continua de

DY2(RY) em L? (RY), obtemos

| Qableluwlds < € ( /

0

*—1

1
2* 2* 2* 2*
72**1b0|’0|(q_1)72**1d$ / |w 2*dx
Bry

%

. . 2¥-1
23—150|v|<q—”23—1dx> [Veoll.

|z

)

(],

Considerando ¢ — 2* < 0 < q — 1, fazendo uso do Lema 1.1.9, da desigualdade de
Holder, com expoentes t = (2 —1)/(¢—1—0) et' = (2*—1)/(2* — ¢+ ), e da imersao
continua DV2(RY) — L?"(RY), temos

J.b
B

0

|z

0

(3.16)

b || P 3T || (410 o gy

Jﬂbo,m(ql)zf*ldx:/ E
By

%(b0_6¥) ’U’(q_l_é)%d]j’

< O vl
< Cl[Vol, |z

Bry

b5
< Vol
B,
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Desde que

2* N -2 N
_— | by — ——— N=——(§— 0
temos

* _ N _ _(5—
/ | 7w (00" ) g < oy Y, (3.18)
B

70

Assim, das estimativas (3.16), (3.17) e (3.18), obtemos

—1 N=2(—q) g—1
; Q(|z])[v]" |w|dz < Cry ® Vo3 [[Vw]]s.
70

Lema 3.2.2 Suponha que (V3), (Q3), (g1)—(g2) sdo satisfeitas e sejav € X,qq. Entao,
existe uma constante C = C'(N, by, ||v||) > 0 tal que

WG~ (v)

—_ < Cl|lwl||x, paratodow € X. 3.19
(G () el 1)

wdx

[ Q)

Demonstracao. Considere 0 < ¢ < 2(byg — b)/(N — 2) e suficientemente pequeno de
forma que p < g = f — e < . Pelo do item (3) do Lema 3.1.1 e usando as hipoteses

(h1) — (hg), existem constantes C1,Cy > 0 tais que

—1
[, @t Bt < i [ atabblivlar € [ Qe ulds
Para R > 1, temos
[ @teblor itz = [ Qe tulde + [ QQeblolular .20)
RN Br B,

e usando o Lema 3.2.1,

Q)" Mfwldz < CR™= || Vo[ |Vl < Cf[ V], (3.21)

Br
Por outro lado, usando a condicao (Q3), o Lema 1.1.9, a desigualdade de Holder e a

imersdo continua de DV?(RY) em L* (RY), obtemos

N+2
2N
Q(|z])|v|* w|dz < C||Vo§ (/B ||d> IVwls.  (3.22)

c c
BR R
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Desde que 0 < e < 2(by — b)/(N — 2), segue que
2Nb - N(g=1)(N=2)  \ 2Nb—N(B—1-)(N ~2)+ N* 2N

N+2 N +2
 2Nb—2Nby + N(N — 2)e
n N +2
N[2(b — by) + e(N — 2)]
N N +2
_ N[2(b—bo) +2(b — V)]
N +2
—0,

e, portanto,
2Nb—N(q—1)(N—2)
|| N2 dr < 400.
B

c
R

Retornando a estimativa (3.22), obtemos
/Bc Q(a])[v]* wldz < O Voll3™H | Vew]lo. (3.23)
R
Além disso, em virtude do Lema 3.2.1 com ¢ = 2
/B Q(lz)[vl[w]dz < CR™>" =2 Vol w]x.
R

Usando que b < a, a Proposi¢ao 3.1.5 e as condigoes (V3) e (Q3), concluimos

/ Qllelvllr < ( / %quwdl«) ( B%Q(|x|)|w|2dx>
<c /B%]x|b|w|2dx>

<c(/ 1x|a|w|2da:)2
<c(/ v<|x\>|w|2dx>

< Cljwl|x-

[ I
=

[N

c
R

N

c
R

Proposicao 3.2.3 Se v € X,,q entao o funcional linear T, : X — R, definido por

= vvwaxr X ﬂw €r — X ww X
Tyaw = / VoV + / Vlah—msde = [ Qe S s

¢ continuo.
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Demonstracdo. E suficiente mostrar que existe uma constante C' > 0 tal que
|T,.w| < C|lw||x para todo w € X.

Note que, pela desigualdade de Holder e o Lema 3.1.1, temos

/ VoVwdx
RN

/RN V(le)%wdw < /RN V(|2])|v]jw]de < (/RN V(|x|)v2dx>2 ]l x.

Das desigualdades obtidas acima em conjunto com a estimativa (3.19) do Lema 3.2.3,

< [IVollaflwllx e

o resultado segue. [ ]
Finalmente, a proxima proposicao relaciona os pontos criticos de L, com as

solugoes fracas do problema (3.3).

Teorema 3.2.4 Suponha que as condigoes (V3) e (Q3) sejam satisfeitas. Se v € Xyqq
é um ponto critico do funcional L, entdo v := G~ (v) € X,uq € € uma solugdo fraca
de (3.3).

Demonstragao. Desde que v € X,,q ¢ um ponto critico de L,, usando a notacao
T,, temos que T, w = 0, para todo w € X,.q. Pelo Corolario 3.2.3, vimos que T, é
um funcional linear continuo em X. Assim, pelo Teorema da Representacao de Riesz,
existe v € X tal que

T,0 = [[0l% = T3 (3.24)

Por outro lado, observe que para todo g € O(N) e todo w € X, temos
T,(g(w)) = To(w) e lgw)llx = llwllx. (3.25)

Assim, escolhendo w = v em (3.25) e usando a unicidade da func¢ao v satisfazendo

(3.24) temos que ¢g(v) = v para todo g € O(N). Dai, obtemos que ¥ € X,qq €
|T|1% = T,0 = 0.
Assim, T, = 0, donde segue que

wwdm/ V() —t2)_ ( / Qe | ((B dr =0, (3.26)

para todo ¢ € X. Agora, desde que v € de, wi=G! (v) também pertence, pois pelo

RN

item 3) do Lema 3.1.1, temos
/ V(|e)|G (v) 2z < 6/ V(le))|o2dz e / Vulde < 6/ Vo|2de.
RN RN RN RN
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Para 1) € C°(RY), defina ¢ = g(G~1(v))1. Pela definigao da fungao g, temos |¢| < ||

e
Op| _|9(G"1(v) dv oY
or;| | g(G=1(v)) axi¢+g(G <U))8x (‘)x, ox; |’

ou seja, ¢ € X. Logo, podemos tomar ¢ como fungdo teste em (3.26) e concluir que

<cC +C

u

[ @V + g Vs + [ Vel gty
— x w u)pdr =
|, QUaD S g(uwyidz o

Como u = G~(v), observamos que v = G(u) e Vv = g(u)Vu. Desta forma, da tltima

igualdade, segue que

[ awvuvvdes [ gy VaPuds = [ Qe - V(jauvds, (320
RN RN RN
para todo ¢ € C°(RY). Portanto, v é uma solugao fraca de (3.3) n

Pelo tdltimo resultado e pela Proposicao 3.1.3, para obtermos uma solucao fraca de
(Ps) € suficiente mostrarmos que L, possui um ponto critico u nao nulo e nao negativo

com |[ulloo = |G (v)] < 1/4/3k. Isto sera feito nas proximas segoes.

3.3 (Geometria do passo da montanha e a condicao de

Palais-Smale

Neste capitulo, usamos o Teorema do Passo da Montanha (veja [43]), a seguir,
para obtermos um ponto critico nao-nulo para L,. Como estamos interessados em

solugoes nao-negativas, vamos supor que h(s) = 0 para s < 0.

Teorema 3.3.1 Sejam X um espago de Banach e ® € CYX,R) um funcional
satisfazendo a condi¢iao de Palais-Smale com ®(0) = 0. Suponha ainda que existam

p,o>0eec X com el > p tais que
®(v) > o para todo v € X com ||v]| =p e P(e) <O0.
Entao,

= inf max ®(y(t)) >
¢ = Inf max (v(#) =20

e ¢ € um valor critico de @, onde
I'={yeC([0,1], X); v(0) =0 e~(1) =e}.
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Lema 3.3.2 (Geometria do passo da montanha) Se as condi¢ies (V3), (Q3) e

(h1) — (h3) sao satisfeitas, entdo
(i) Existem p,o > 0 tais que L(v) > o para todo v € X,qq com ||v]|x = p;

(11) Eziste e € X,qq com |le||x > p tal que Ly(e) < 0.

Demonstracao. Pelo item (3) do Lema 3.1.1 em conjunto com a Proposicao 3.14 e

(3.13), para cada v € X4, temos

1
L.(v) > 3 {/ |Vv|2+V(|x| )|v| d:v] — / Q(|z|) ]v| dr — —/ Q(|z))|v|Pdx
C:
— Sl = Slelq - Zlolz

1
> Slvllix —eCillollx — Cellvllk-

Desde que p > 2, segue que L,(v) > o > 0 para ¢ > 0 e |[v|| = p suficientemente
pequeno, e a prova do item (i) esta finalizada.
Agora, considere vg € X,qq com 0 < vo(z) < 1 se x € By\B; e vp(x) = 0 caso
contrario. Assim, para t > 0, usando a condigao (h3) e o Lema 3.1.1, obtemos
2

L (tvy) = v |Vvo|?dx + E V(|2))|G™(tvo) Pdr — Q(|z|)H(G ™ (tvg))dx
2 Jon 2 Jon o

7
< 5752”’00H_2x - 01/ Q(|x]) |G~ (tvo)[*dx + 02/ Q(|z|)dx
B2\ B B

2\B1

< O4t? — Cyt* + Cs,

onde usamos que H(t) > Cyt* — Cy para todo t > 0. Uma vez que p > 2, para t
suficientemente grande, segue que L, (tvg) < 0 e tomando e := tvg concluimos a prova
do item (ii). u
Como nos capitulos anteriores, também é possivel obter o seguinte resultado:
(RN).  Além disso,

. o~ L. . 12
Proposicao 3.3.3 X,,q estd imerso continuamente em D,

N -
orag(RY) € denso em X,qq.

A fim de demonstrar que o funcional L, satisfaz a condicao de Palais-Smale,

mostremos, primeiramente, que toda sequéncia de Palais-Smale para L, é limitada.

Lema 3.3.4 Sejam ¢ € R e (v,) C X,aq uma sequéncia de Palais-Smale L, no nivel

c. Entao, (v,) é limitada em X, 4.
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Demonstracao. Considere (v,) C X,,q uma sequéncia de Palais-Smale para L, no

nivel ¢, isto é,

%/RN(‘VUH|2—|—V(’I|)|G1(pn>|2)dq:— . Q(‘xDH(Gil(UH))dI:C—i—on(l) o

Vo, Vibdi+ / V(|x|)@¢dx
_ UG ) '
Q(| Dg(G e ))1/161 WD) x,

para todo 1) € X,44. Definindo wn = G Hv,)9(G(vy)), temos

_ “1p £ 9(G 7 (vn)
Vi, = (1 +G (Un)m> Vu,.

Assim, tomando 1 = 1, em (3.28), usando (h3) e o Lema 3.1.1, obtemos

on(1) + prc + 0n (D) ||[¥nllx = pLi(vn) = Ly (vn)n

> (g - 1) / Vo, |2dz + (g - 1) /RN V(|2))|G (vn) Pda

/ QN (G (02)) G (1) — pH (G (0n))]da
> (5= 1) llenlik

(3.29)
Por outro lado,
L G )\
Y%QZ/ (1+len— Vo, | dz
H ”X RN ( )g(G 1(1}”)) | |
*/ V(2DIG (wn)Plg(G (vn)) Pda (3:30)
RN
< 6lvnll%-
Entao, das estimativas (3.29) e (3.30), segue que
(5=1) Ioulik < e+ 0a(1) + V6]vnllx-
e isto implica que devemos ter (v,) limitada em X,qq. [ ]

Teorema 3.3.5 (Condicao de Palais-Smale) Suponha que as condigoes (V3) and
(Q3) sejam satisfeitas. Entao, o funcional L, satisfaz a condigao de Palais-Smale em

qualquer nivel c.
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Demonstracao. Seja (v,) C X,.q uma sequéncia de Palais-Smale para L, em ¢ € R,
isto é,

Li(v,) = ¢ e ||L.(v,)] = 0.
Em consequéncia do Lema 3.3.4, temos que (v,) ¢ limitada em X,,4. Assim, existe
v € X,qq tal que v,, — vem X,,4. Dai, pela Proposicao 3.1.5, a menos de subsequéncia,
v, — v em LI(RY Q) para todo 2 < ¢ < 3. Em particular, v, — v em quase todo

ponto de RY. Logo,

ou(1) = Ly(w)-(va ) = o). (v~ v)
~ Vv, — V3 + / Vil | s~ s - 0de (s

(G 0) oG
) AG0)
- [ 00 (S ~ e e

Desta forma, dado ¢ > 0 existe C. > 0 satisfazendo (3.14). Dai, usando a desigualdade

de Hélder, a imersdo continua de X, em L*(RY ) e a compacidade da imersao de X,qq

em LP(RY Q), existe ng € N tal que

h n ) —v)ax
. Q(W)m(vn )d

<< [ @Ueblunllvn = vldz+C. [ Qeliont o — iz
RN RN

< ([ atebprar) ([ Qe - o)
e (], @<\xr>|vn\pdx)v (] i, var)’

< (e, paratodon > ng.

Assim, concluimos que

MG )
/RN Qlol) 2 G (0 = v)de = . (3.32)
De maneira similar, prova-se que
/ Q) g 1%( —w)dz — 0. (3.33)

Das estimativas (3.32) e (3.33), temos

MG () WG] (e




Por outro lado, definindo ¢ : R — R por ¢ (t) = G~(t)/g(G~*(t)), usando o item 4)
do Lema 3.1.1 e o fato de 1/\/6 < g(s) <1, para todo s € R, temos

1 G (t)g' (G~ (1)

9(G1(1)) 9(G~1(1))
> 1, paratodot > 0.

<
~
—~
~
~—
—_

Observando que ¢’ é uma funcdo par, segue que ¢'(t) > 1 para todo ¢t € R. Entao,
pelo teorema do valor médio, para cada n € N, existe uma funcao &, entre v, e v,

satisfazendo

[ vl {g (%_15&3» - (%_11(;2))} —

(3.35)
- / V(e €l — vl > / V(Jal)len — ol

Das estimativas (3.31), (3.34) e (3.35), obtemos
on(1) > [V — Vo2 + / V(1o — oz + o, (1)
RN

e isto implica que ||v, —v||% — 0. Portanto, v, — v em X, 44 € 0 resultado esta provado.

3.4 Prova do Teorema 3.0.8

Nesta secao, vamos provar o resultado principal deste capitulo. De acordo com

os resultados da ultima secao, usando o Teorema 3.3.1, existe v, € X, .4 tal que
Le.(ve) =c. e Ll (v.)p =0, paratodo p € X,qq.

Desde que ¢, > 0, segue que v, # 0. Dai, tomando ¢ = —v_, onde v, = max{—uv,, 0},
como funcao teste acima, obtemos
G (=vy)
Vv;2d$~|—/ V(|z|) =5 (-, ) dz = 0.
IRy R

Observando que

IR = S P

devemos ter v, = 0. Portanto, v, = v; > 0. Logo, pelo Teorema 3.2.4, v, é uma

solugdo fraca nao nula e ndo negativa do problema (3.3).
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Para assegurar que u, = G~'(v,) é uma solugao fraca nao nula e nao negativa

P ta- t t L>(RN <1/V3k. P
para (F3), resta-nos mostrar que v,, pertence a e que [[ug|loo < k. Para
isto, vamos usar o método de iteracdo de Moser. Antes disso, precisaremos provar uma

limitagao uniforme das normas ||v.||x, que serd necessaria em nosso argumento final.

Lema 3.4.1 Seja v, € X,qq um ponto critico de L, tal que L,(v.) = ¢,. Entao, existe

d > 0, independente de k, tal que
llvellx < d, para todo k > 0.
Demonstracdo. Pelas condi¢oes (3) e (4) do Lema 3.1.1, G (v,)¢ (G (v.)) < 0.

Logo, usando (hs), obtemos

w—2
2

pew = pl(ve) — Ly (0x) G (v)g(G™ (i) > vl

de onde concluimos que
20c4
-9

Agora, definamos o funcional Lj : X,y — R por

Lo(v) = 3 / (VP + V(Jalp)de - / QU H ()

Analogamente a L,,, o funcional L é de classe C! em X,,4 e também possui a geometria

lvellk <

(3.36)

do passo da montanha. Assim, o conjunto
Lo :={y € C([0,1], X);7(0) = 0 e Lo(v(1)) < 0}.

é nao vazio e

0 < ¢o:= inf max Lo(y(t)).

vl 0<t<1

Além disso, do Lema 3.1.1 e da hipdtese (h3), segue que

Lu(v) < %/RN |w?d:c+%/w 6V(\x|)]v|2dx—/RN Q(lz)) H (v)dz
< 3/RN(|VU|2+V(|x|)UQ)dx—/RN Q(|z) H (v)dx (3.37)

= Lo(U),
para todo v € X,,4. Considerando v € I'y e e = v(1) com Lg(e) < 0, por (3.37) segue
que ye€l'y,isto é, ' CT'x e

. _ _ _ |
¢ = inf max Lo(7(t)) < inf max Le(y(t) < inf max Lo(7(t)) =co  (338)

e ¢o ndo depende de . Dai, por (3.36) e considerando d := [2uco/(1n — 2)]"/? > 0, o

lema esta provado. [
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Proposicao 3.4.2 Suponha que v € X,,q € um ponto critico nao negativo de L,
7€ (p,p),or=7/(T—p+2) eoc=p/(201). Entao, v € L°(RY) e eristem constantes
C1,Cs > 0, independentes de v, tais que

(p—2)o

[v]loe < [C1 + Collvllx" " ]llv]lx-
Demonstracao. Para cada m € N e ¢ > 2, definamos

Ap={zeR%v@) " <m}, D,=R"\A4, e

v¥7l em A,
Wy =

m2v, em D,,.

Observe que w,, € X,aq, W (z) < v(x)*~! para todo x € RY e

(2¢ — 1)0* " IVy, em A,
Vw,, =
m*Vv, em D,,.

Pelas condicoes (h1) e (hs), para todo € > 0, existe C. > 0 satisfazendo
|h(s)| < els| + CsfP™t VseR. (3.39)

Desde que L (v).w,, = 0, isto ¢é,

G~ (v) o d — . h(Gfl(U))w .
RNVUVwmdx—i—/RNV(|x|)—g(G_1(U>> d /RNQ(| G, (340

usando o item (3) do Lema 3.1.1, o fato que 1/v6 < g(s) < 1 e as estimativas (3.39)
e (3.40), obtemos

/ [VoVw,, + V(|z|)vwy,]de < e
RN

B

Q] vwndz + ¢ / Qe ownds
o (3.41)

+C’€/ Q(|x)v*  wy,da
RN

Pelas hipoteses (V3) e (Q3), existem Cp,Cy > 0 tais que Q(|z]) < Ci|z]b e Cylz|® <

V(]z|) sempre que |z| > 1. Logo,

e [ Qlz))vwydr < 6/ C1 |z | vwn,dz
B B
el
02 B¢
< éﬁ V(|z|)vw,dx
CQ B¢

< eﬁ V(|z))vwpd.
CQ RN

Colz|* vwy,dx

(3.42)
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Dai, escolhendo ¢ > 0 de modo que £(C;/Cs) < 1/2 e retornando a (3.41) com a

estimativa (3.42), obtemos

VoVw,,dx + % V(z)vwpmde <e | Q(|z|)vwyde + C’e/ Q(|x) v wy,da
RN

RN RN B1

e isto implica que

VoVw,,dx +/ V(|z))vwnde < 2¢ [ Q(|z|)vwndz

BY RN B (3.43)
+2C. Q(|z)vP wydz.
RN
Agora, definindo a funcao
v?; em A,
Zm =
mu; em D,,,
temos
QT Vo, em A,
Vz, =
mVu; em D,,.

Dai, observe que

/ |Vzm|2dx:q2/ vz(q_1)|VU|2dx+m2/ |Vol’dr e
RN Am D

/ VoVw,dr = (2q — 1)/ 02DV dx + m2/ |Vo|*dz.
RN Anm Dy,

Assim,

/ |V 2| *d —/ VoVuwp,dr = (¢ — 1)2/ v2 Y| Vo) 2da
RN RN

m

De onde obtemos

/ \Vzm|?dz = (¢ — 1)2/ I\ VoPde + | VoVwde. (3.44)

RN Am RN
Por outro lado,
VoVuwnds > (2q — 1) / (2D |V 2dz. (3.45)
RN Anm
Das desigualdades (3.44) e (3.45), segue que
2

/ |V 2 |2 dz < d VoVuw,dr < ¢* VoVw,,dz. (3.46)
RN 2q —1 RN RN
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Deste modo, usando as estimativas (3.43), (3.46) e observando que 22, = vw,,, obtemos

lzmll3% < q2/ VoVw,,dx + q2/ V(|z|)vwn,dx
R RN (3.47)
<2¢* | Q(z])22dw + 2C’gq2/ Q(|z|)|v[P~222 da.
B RN
Seja s := 7/(p — 2) entdo (p —2)s = 7 € (p,B) e, através de um calculo simples

observamos também que 1/s + 1/0y = 1. Logo,

P B B P
—_— sl — e /<01 < =.
p—2 p—2 B—p+2 12

Entao, pela desigualdade de Holder

[ Uil Plop—2ds < ( /. @<rx|>|v|<p2>8d:c)i ( /. @<|:cr>\zm\2mdx) " )

= (oIl g l12ml130, -

Uma vez que z,, € X,qq € 2 < 207, pelo Lema 1.3.6, temos

Qle))-2dz < c( [ Q<|x|>z3,:ldx) — Clenlln o (3.49)

By

A partir das estimativas (3.47), (3.48), (3.49) e da Proposicao 3.1.5, obtemos

(/A Q(Iﬂfl)lzmlpdw> < CSpg* (1 + Sellol% )1 2ml[30, -

onde S é a constante da imersdo continua de X, .4 em L'(RY, Q), para todo 2 < [ < .

Usando a defini¢ao de 2, na altima desigualdade e notando que 22, < v, segue que

([ Qehae)” < es, 104 S 10l 0 (3.50)
ATYL
Fazendo m — oo em (3.50), concluimos
[Vl < (CSp)2q7 (1 + S [[ol5 )2 [0]l2gos - (3.51)
Escolhendo o = p/20; temos que o > 1 e tomando ¢ = o em (3.51) verificamos que
[l < (€S,)7 (0)7 (14 S- ol % vllpe- (3:52)
Agora, escolhendo ¢ = 0 em (3.51), pela desigualdade (3.52) temos

L —9y L
[ollpoz.@ < (CSp) 22 (02) 7% (1 + Sellolly )22 [[vll20,02,0

1

< (€827 (0) T (1 + S, o] D)2 ) o]0
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Continuando indutivamente com este procedimento, para cada j € N, segue que
AL+ L 2
[0l < (C8p)2 o242 () o2t =H 3 (1 4 8, o5 )2 430 o] g
Desde que 0/ — oo quando j — oo,
1 o = 1
o o—1 °© ;g_ (0 —1)¥

usando interpolacao, podemos concluir

[e.o]

j=1

1/ o
[vlro < (€80 (1 + 8, [o]5) 7 ol (3.53)

para todo r > . Sejam r > e Ry > 0 dado pelo Lema 3.1.4. Pela hipotese
(Q1), existe C; > 0 tal que Cy]z|* < Q(|x|) para todo # € Bg,. Agora, considere
A > max{1, (bp + N)/N}. Pela desigualdade de Holder e (3.53), temos

21*
A
/ o] da = / ol de
Br, Bry |I|T

<c [ |3 Qz)x|o] dx
Bg,
A—1

gc(/B \x|ﬁdx) (B@u:c\)w*dx)*

= cRouvuzzw
< Cpo(C8,) 2T D@07 (1 4+ S, ||o][52) 7D |[v]] o,

ou seja,
[0l (8, ) < Cro(C8,) 2 F D@2 (14 S, 0|52 T [ullg V7> 5. (3.54)

Fazendo r — oo em (3.54) e usando a imersdo continua de X,,q em LP(RY Q) mais

uma vez, concluimos que

0]l o () < Cs(1+ Scllvlli ™) 2D [|ollx,

onde C3 = C(Ry, p, o). Além disso, usando o Lema 3.1.4, obtemos

2(N—1)+a
1

[0l oo @\ Bry) < Cllvlix Ry

Portanto,
2(N-1

_ )+a _ o
Il S[CRg ™ + Ca(1+ Scllvllx )@ ][lollx

72(N71)+a .
<[CRy ™+ Cs+ Cs(S o]/ ) ] |lvf|x
(p—2)o

< [Cr+ CollollX P ]vllx
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onde C; = C(Ro,p,0,01,a) e Coy = C(Ro,p,0,01,7). Assim como querfamos

demonstrar. u

Finalizando a prova do Teorema 3.0.8: Seja v,; o ponto critico nao nulo e nao negativo
obtido pelo Teorema do Passo da Montanha. Pelo tiltimo resultado e pelo Lema 3.4.1,

temos v, pertence a L>°(RY) e
(p—2)o
sl < do, ¥ & >0, onde dy:= Cyd2eD + Cod
Note que dy nao depende de k. Assim, para todo k > 0, temos
[t lloo = ||G71<UH)HOO < \/6||UH||00 < \/édO-

Definindo xo = (18dp) ™, temos que se k € (0, ko] entao

V6 1

< —

18k0 ~ V3K

Portanto, pela Proposi¢ao 3.1.3, u, = G~*(v.) é uma solu¢ao fraca nao nula e nao

|t lloo < \/édo =

negativa do problema (Ps), e isto conclui a demonstragao do resultado principal deste

capitulo.
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