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Resumo

Neste trabalho, estudamos uma classe de problemas elipticos quase lineares envol-
vendo nao linearidades com crescimento polinomial subcritico, exponencial subcritico
e exponencial critico. Nosso foco principal é tratar nao linearidades que nao satisfazem
a condicao de superquadraticidade de Ambrosetti-Rabinowitz. A nossa ferramenta é o

Teorema do Passo da Montanha com a condi¢ao de Cerami.

Palavras-chave: Crescimento Critico, Desigualdade de Trudinger-Moser, Método Va-

riacional.



Abstract

In this work, we study a class of quasilinear elliptic problem involving nonlinea-
rities with subcritical polynomial growth, subcritical exponential growth and critical
exponential growth. Our main focus is to treat nonlinearities which do not satisfy the
condition of super-quadratic of Ambrosetti-Rabinowitz. Our main tool is the Mountain

Pass Theorem with the Cerami condition.

Keywords: Critical Growth, Trudinger-Moser Inequality, Variational Method.
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Notacoes

A seguir, listamos as principais notagoes utilizadas neste trabalho.

WV

> () denota um dominio limitado em RY, N > 2;

> d = raio da maior bola aberta contida em €;

> (X, - |lx) denota um espago de Banach;

> X* denota o dual topoldgico do espaco de Banach X;

> ¢, ¢1, C9, ... denotam constantes positivas, possivelmente diferentes;
> [] denota o final de uma demonstracao;

> | - | denota a norma euclidiana do RV, N =1,2,3..;

> — denota convergéncia fraca em um espaco normado;

ou 0 0
> Vu = 4 , 4 e %) denota o gradiente da funcao v : R" — R;
0x,’ O0xo oz,
1252
n( Ju ’
> v p_2:
Vu [z (5) ]
> Ayu = —div(|Vul[P72Vu) denota o p-laplaciano de u;

> (C§°(€2) denota o conjunto de fungdes continuas com suporte compacto;

3=

> lully = (Jolul” dz)?;

> [P(Q) ={u:Q — R:uémensurdvel e |jul|, < oo};

> |Ju|loo =Inf{C >0:|{z € Q: |u(z)| > C}| = 0};



> [>2(Q) = {u:Q— R:ué mensuravel e ||ullo < oo};

> Wir(Q) = { u € LP(Q);391, 92, -, g € LP (Q) tais que } ;

fgug—;’; =— Jo9i0, Yo e CF () eVi=1,2,...,n

n P
> lull,, = (Hqu + Z:l Hg—;“g) denota a norma do espago WP (Q);
1=

> W,7(Q) denota o fecho de C3°(Q) sob a norma || - |1,

> |Ju| = ||Vul|, denota a norma do espaco W, *(Q);
P
>\ = A\ () = inf { Hqu cu € WP (Q) ~ {0}} é o primeiro autovalor do operador p—
Ullp
Laplaciano;
> yt = max{u,0} (resp. u~ := max{—u,0}) denota a parte positiva (resp.

negativa) de u;

N
> pt = N——pp denota o expoente critico de Sobolev de p, com 1 < p < N;
N

> N' =
N -1

¢ o expoente conjugado Lebesgue de N;
> wy_1 denota a medida da esfera unitaria (N — 1)-dimensinal;

1
> o = Nwy_] denota a constante critica na desigualdade de Trudinger-Moser.

X1



Introducao

Nesta dissertacao, baseada no artigo de Lam-Lu [I8], vamos estudar a existéncia
de solucao nao negativa e nao trivial para a seguinte classe de equagoes elipticas nao

linear

(P)

—Ayu = f(z,u) em £
u=2>0 sobre 012,

onde © € RY é um dominio limitado suave e
—Ayu = —div (|VuP~*Vu)

é o operador p — Laplaciano com 1 < p < N. O principal objetivo é estabelecer
resultados de existéncia de solugdes nao negativas e nao triviais para o problema ([P))
quando o termo nao linear f(x,s) possui crescimento exponencial subcritico e critico
motivados pela Desigualdade de Trudinger-Moser e subcritico do tipo Sobolev, sem
satisfazer a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz, ou seja, existem constantes # > p e

sp > 0 tais que
0<OF(x,s) = 0/ flx,t)dt < sf(x,s), V|s|= so, Vo € Q. (1)
0

Estudaremos o problema quando f(z,s) satisfaz uma das trés condigoes:

1. Para 1 <p < N, f(z,s) tem melhor crescimento polinomial subcritico, ou seja,

lim —f(x, )

e 0 uniformemente em z € €2,

5300 ’3

pN
N-—p

onde p* denota o expoente critico de Sobolev dado por p* =

2. Parap= N, f(z,s) tem crescimento exponencial subcritico, ou seja,

f(z,s)

5—00 ea\S\N/

= 0 uniformemente em x € €2 para todo a > 0,



N

de N' = ——.
onde N1

3. Para p = N, f(z,s) tem crescimento exponencial critico, ou seja, existe ag > 0
tal que

lim

§—00 606|S|

f(z, s) B { 0,  uniformemente em x €  para todo a > ay.

oo, uniformemente em x € €2 para todo a < ay.

Além disso, vamos supor as seguintes hipéteses sobre f(z, s) :
(f1) f: QxR — Récontinua, f(z,s) >0, V(z,s) € 2x[0,00) e f(z,0) =0, Vo e Q;

F
(fo) lim Flas) _ oo uniformemente em z € €2, onde F(z,s) = [ f(

S§—00 S

(f3) Existem C, > 0, 6 > 1 tais que H(z,t) < 0H(x,s) + C, para todo 0 < t <
s, Vx € Qonde H(x,s) =sf(z,s) — pF(x,s);

— pF
(f1) lim pE(z,5) < A1(€2) uniformemente em z € €, onde A\ = A\(2) é o primeiro

s—0t sP
autovalor do operador p — Laplaciano, ou seja,

A — {II Ul e win) \{0}};

lulls

(f5) Seja d o raio da maior bola aberta contida em €. Vamos assumir que

, NV
lim sf(z, S)e—a0|S|N >8> (_) ——— uniformemente em x € (2,
d) Ma

S§—00

onde

1 /
M = lim n/ en(tN 7t> dt;
0

n—o0

(fs) f(z,s) estd na classe Ly, isto é, para qualquer {u,} € Wy™(Q), se

U, — 0 em Wy (Q)
f(x,u,) — 0 em LY(Q)

entao F(x,u,) — 0 em LY(Q).

Uma vez que estamos interessados em encontrar uma solugao nao negativa, iremos

considerar, além de (f1), que a nao linearidade f(z, s) satisfaz

f(z,s) =0, V(z,s) € Qx(—o0,0].



Apesar da condicao de Ambrosetti-Rabinowitz desempenhar um papel importante no
estudo do problema , por exemplo, assegura a limitacao da sequéncia de Palais-
Smale, ela é muito restritiva e exclui muitas nao linearidades interessantes e importan-
tes. Observemos que a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz implica uma outra mais

fraca, f(z,s) é p-superlinear no infinito, isto é,

f(z,s)

= oo uniformemte em x € €.
$—00 ‘3|p*1

Também vale observar que existem muitas funcoes que satisfazem a condig¢ao p-superlinear
no infinito, mas nao satisfazem a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz. Um exemplo de
tais fungoes é

f(z,s) = |s|P"2slog(1+s]), sER e p>1.

Além disso, a condigao (fy) é apenas uma consequéncia da condi¢do p-superlinear no
infinito de f(x,s). A condigao (f3) foi introduzida pela primeira vez por Jeanjean [17]
e foi utilizada em trabalhos posteriores (veja por exemplo [20, 24, 25 B30, B32]). Em

artigos anteriores (veja [16], 20, 25 B0]), os autores assumem muitas vezes que

lim f(w:s)

== 0 uniformemte em x €
s—0t ’3|p—

que é mais forte que a condigao (fs). Em (f5), observe que 0 < M < oo. De fato, para

simplificar as contas, assumiremos que N = 2. Note que

2

—nt < n(t? —t), Vte [O, 11
n(t—1)<n(t*—t), Vte El]

Assim,
T 1 1
/ 6n(t -1) > / et +/ 6n(t—l)
0 0 %
1 1
_ _lefnt 2 + len(tfl)
n 0 n %
B 1 1 1 1
B nez  mn  ne:
2 2
N n ne%
Logo,
Lo 2
n/ en > 9 2 (2)
0 €z



Desde que

2

—gt > (2 —t), Ve {0, 1}
1
(t—1)=n(t*—1t), Vte {5,1] ,

n
2

analogamente ao que foi feito anteriormente, obtemos

4 ! 2_1
4——n>n/ e, (3)
0

e4
De e , obtemos que 2 < M < 4.

Agora, enunciaremos os principais resultados deste trabalho:

Teorema 0.1. Seja 1 < p < N e assuma que f(x,s) tem o melhor crescimento
polinomial subcritico e satisfaz (f1), (f2), (f3s) e (f1). Entao, o problema (P)) tem uma

solugao nao trivial e nao negativa.

Teorema 0.2. Suponha que p = N e f(x,s) tem o crescimento exponencial subcritico
e satisfaz (f1), (f2), (f3) € (f1). Entdo, o problema (P)) tem uma solu¢do ndo trivial e

nao negativa.

Teorema 0.3. Suponha que p = N e f(x,s) tem o crescimento exponencial critico em

ag > 0 e satisfaz (f1), (f2), (f3), (fa), (f5) e (fs), com C, =0 e =1 em (f3). Entao,

o problema (P)) tem uma solug¢ao nao trivial e ndo negativa.

A seguir, detalharemos como este trabalho esta organizado.

No Capitulo 1, apresentaremos alguns resultados que serao utilizados ao longo do
trabalho, sendo que alguns serao enunciados sem demonstracao e com as devidas re-
feréncias para consultas. Na Se¢do 1.1, destacamos o Corolario[I.2] o Lema 1.3 - devido
a de Figueiredo-Miyagaki-Ruf [10], e o Lema 1.4 - a Desigualdade de Trudinger-Moser.
Na Se¢ao 1.2, enunciaremos as versoes do Teorema do Passo da Montanha com a
condi¢ao de Cerami que serao as nossas principais ferramentas.

No Capitulo 2, estudaremos o Problema (]E[) quando a nao linearidade f(z,s)
tem crescimento subcritico (polinomial e exponencial), sem satisfazer a condigao de
Ambrosetti-Rabinowitz. Para garantir a existéncia de uma solucao fraca nao negativa
e nao trivial, associaremos ao problema um funcional energia e mostraremos que este
tem a geometria do passo da montanha e satisfaz a condicao de Cerami. Dai, utiliza-
remos uma versao do Teorema do Passo da Montanha que nos garante a existéncia de
um um ponto critico para o funcional no nivel minimax do passo da montanha o qual
serd a nossa solugao fraca nao trivial. Para concluir, mostraremos através de alguns

calculos que essa solucao é nao negativa.



No Capitulo 3, estudaremos o Problema quando a nao linearidade f(zx,s) tem
crescimento exponencial critico, sem satisfazer a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz.
Mostraremos que o funcional energia associado ao problema tem a geometria do passo
da montanha. Assim, utilizaremos uma versao do Teorema do Passo da Montanha
para garantir a existéncia de uma sequéncia de Cerami no nivel minimax do passo
da montanha. Em seguida, mostraremos que essa sequéncia de Cerami é limitada,
0 que nao sera simples, uma vez que f(z,s) nao satisfaz a condigdo de Ambrosetti-
Rabinowitz. Além disso, mostraremos também que a sequéncia em questao, a menos
de subsequeéncia, converge fortemente para uma solucao fraca nao-trivial do problema
estudado. Para concluir, mostraremos através de alguns calculos que essa solugao é

nao negativa.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, provaremos alguns resultados e enunciaremos outros, citando onde
podemos encontrar as provas, entres os quais estaremos enunciando a Desigualdade
de Trudinger-Moser. Também apresentaremos uma versao adaptada do Teorema do
Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz [1], introduzida por G. Cerami [6), [7].

1.1 Primeiros Resultados

Esta secao consta de algumas defini¢oes, da prova de um lema importante para o
estudo do caso exponencial critico, enunciaremos a Desigualdade de Trudinger-Moser
que é de fundamental importancia para os nossos estudos e apresentaremos alguns

resultados sobre o funcional energia associado ao problema ([P)).

Defini¢ao 1.1. Sejam (X, || - ||x) um espago de Banach real, (X*, || - ||«) seu espago
dual e J € C*(X,R). Para ¢ € R, dizemos que J satisfaz a condigao de Palais-Smale

(PS), se para qualquer sequéncia (u,) C X com
J(up) = ce |[J(up)|l« — 0 (1.1)

existe uma subsequéncia (u,,) tal que (u,,) converge fortemente em X. Também
dizemos que J satisfaz a condi¢ao de Cerami (C'). se para qualquer sequéncia (u,) C X
com

J(un) = e (1 [lunllx) [/ (un) [« = 0 (1.2)

existe uma subsequéncia (uy,, ) que converge fortemente em X.

Observagao 1.1. Toda sequéncia (u,) que satisfaz (1.1)) é chamada de sequéncia de

Palais-Smale e toda sequéncia (u,,) que satisfaz ([1.2) é chamada de sequéncia de Cerami.

Observacgao 1.2. Note que toda sequéncia de Cerami é uma sequéncia de Palais-Smale.

6



1. Preliminares

Prova: De fato, basta observar que

(1 Juall) e,
At a7 @l
< (14 )T ) — 0.

1 ()«

Segue da Observagao [1.2] que:

Observacao 1.3. Se J satisfaz a condigdo (PS)., entdo J satisfaz a condi¢ao (C)..
Com efeito, se (u,,) ¢ uma sequéncia que satisfaz (1.2)), pela Observacao[L.2] (u,) satisfaz
(1.1). Como por hipétese (u,,) satisfaz (PS)., entao existe uma subsequéncia (u,, ) tal

que (uy,, ) converge fortemente.

A seguir, apresentaremos algumas desigualdades que podem ser encontradas em
Lindqvist [23] ou Xavier [34], das quais obteremos um corolario que sera muito impor-
tante para mostrarmos, em alguns casos, que o limite fraco da sequéncia de Cerami é

também o limite forte e, entao, obter a solugao nao trivial para o problema (P)).
Lema 1.1. Se a,b € R, entdo
i) [bfP> lalP+plaP~*(a,b—a), se p>1;

ii) [b[P> |aP+plalP~(a,b — a) +

Demonstragao: Uma vez que a aplicagdo w — |w|” é convexa, usando o Teorema 9
de Lima [22], obtemos o item (¢). Sabemos pela desigualdade de Clarkson para p > 2
(veja Brezis [5], pag 95) que

b|? —bl?
P br= 2|20 2|2 > (1.3)
Substituindo b por ¢ em (i) obtemos
b|” _
za; > 2ol +plaf~% (a,b - a). (1.4)

De (1.3)) e (1.4)) obtemos (7). O

Como consequéncia do Lema [I.T], temos

Coroldrio 1.2. Dados a, b € RY existe uma constante positiva C, tal que

{lal’"?a — |b]P"%b,a — b) = Cpla — b|?, se p > 2.

7



1. Preliminares

Demonstracao: No Lema item (i7), trocando a por b obtemos

ja = b
2p-1

|al”> [bP+plbP~(b, a — b) +
Isso juntamente com (i) implica que

0= p(la]"*(a,b—a) + b *(b,a = b)) +2°P|a - bP,

ou seja,
22-p
_|a|p—2<a, b—a)— |b|p_2<b, a—b) > la — bJP.
Logo,
(Ja|"=%a — b]P~2b,a — b) = Cpla — b se p > 2,
0 que prova o resultado. ]

O proéximo resultado é devido a de Figueiredo-Miyagaki-Ruf [10] e apresentaremos
uma prova que pode ser encontrada em de Souza [I2]. Ele serd 1til para provarmos
que a solugao fraca é nao trivial quando a nao linearidade f(z, s) possui o crescimento

exponencial critico.

Lema 1.3. Seja (u,) uma sequéncia de fungoes em L'(£2) convergindo para u em
LY(Q). Assuma que f(z,u,) e f(z,u) sao também funcoes de L'(2). Se

/|f(x,un(x))un(:v)| dr < c¢p, Vn € N,
Q

entao f(x,u,) converge para f(z,u) em L'(Q).

Demonstracdo: E suficiente provar que [,|f(z,un(2))|dx — [, |f(2,u(z))| dz (veja
Royden [29], pag. 89). Como f(z,u(z)) € L'(Q), entao dado € > 0 existe § > 0 tal
que (veja Royden [29], pag. 92)

/A|f(m,u(x))| dr < ese |A|l <. (1.5)
Usando o fato que u € L'(Q), encontramos M; > 0 tal que
H{x € Q: |u(z)| = My} <6. (1.6)
Caso contrario, para todo N > 0 tem-se que

|B| = {z € Q:|u(z)| = N}| >4,



1. Preliminares

isso implica que

[w@lde> [ ju@lae> [ 5>

Assim, fazendo N — oo obtemos

| o)l dz = .

o que contradiz o fato de que u € L*(2). Seja M = max {Ml, ﬂ} . Note que
€

/Q (& un(2)) | d = /| ) de s / (@ un(2))|

|wn (z)|<M
e
[if@ataiae= [ e [ (fut)ds
consequentemente,
[ n@)lde = [ |#u@)|ds| <1+ 1+ 1o (L7
Q Q
onde

I = jiun(x)|>M|f($,Un<ZC>>’ dz,
I = f|u(m)|>M|f<$’“(I))| dr, (1.8)
Iy = | fuo sl F @ @) [z = [y | @ u2))] da.

Avaliando as integrais em (|1.8)), obtemos

|f (2, un(x))un ()]
[1 = dx
/Iun( =M

|, ()|
|f (2, un () )un ()]

< d
s /|un< =M | M| )

&]
< _

M
< e (1.9)

Desde que M > M, entao
{reQ: |ulx) >M} C{reQ:|ulx) > M}.
Pela escolha de M, temos
I / |, u(2))| dz < e. (1.10)
|u(z)|>M

9



1. Preliminares

Afirmacao 1.1. I3 — 0 quando n — oo.

De fato, observe que

I = / (s ) Xy et der — / (s )] Kugns d
Q Q

- / (17 (s )~ 1 2, 0)]) X pcar i+ / )| (X ent — Xpiens) do
Q Q

N

_|_

/ (17 (s )] — 1 (2 10)]) X crr it
Q

/Q|f(m7u)|(Xun|<M - X|u\<M) dx

Note que gn(z) = (|f(x, un(2))|=|f(z,w(x))|) Xu, (@) <m tende a 0 q.t.p. em Q. Além

disso,

0, se |uy(z)] = M

()] <
|gn ()] { C+|f(x,u(x))], se |uy(x)| < M,

onde C' = sup{|f(z,t)]:z € Q|| < M}. Como g, tende a 0 g.t.p. em Q e estd
limitada por uma fungao em L'(Q), entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue, obtemos

[ (1) =1 0]) Fo s da| 0. (111)
Por outro lado, temos
{r eQ:|up(@)| < M}N{z€eQ:|u(z)| <M} C{reQ:|u(z) > M}.

Assim, por (|1.10)), tem-se que

[ 1@ Fujerr = Xue) de < [ fmau@)de<e (112
Q [u(z)| =M

isso juntamente com ((1.11)) conclui a afirmacao.

Portanto, de (L.7), (L.9), (1.10) e a Afirmacao|[L.1], concluimos a prova do Lema|L.3|
U

Agora, enunciaremos a Desigualdade de Trudinger-Moser (veja [26], 31].)

Lema 1.4. Seja Q € RY um dominio limitado e u € W, (Q), entéo

el ¢ LY(Q) para todo a > 0.

10
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Além disso,
sup / e(a‘uw ) dx < C(Q) para a < ay, (1.13)
Q

weWd N (), lull<1

1

onde ay = Nwy | e wy_; é a medida da esfera unitria (N — 1)-dimensional. Ob-

servamos ainda que a desigualdade em ((1.13)) é 6tima, ou seja, o supremo em ((1.13)) é

infinito para a > ay.

A seguir, afirmaremos alguns resultados sobre o funcional energia J associado ao
problema para usarmos no decorrer deste trabalho. Para uma consulta desses
resultados, veja de Moraes [11].

Considere o funcional energia associado ao problema ([P)), J : VVO1 P(Q) — R, definido

por

J(u) =~ ul — / F(z,u) dr,

p
onde F(z,s) fo f(z, t)dt.
Em virtude das imersoes de Sobolev para 1 < p < N ou Desigualdade de Trudinger-
Moser para p = N, o funcional J estd bem definido. Além disso, J € C*(X,R) e

J (u)v = /|Vu|p2Vqu - / f(x, u)v, Yu,v € WyP(Q).
Q Q
Por uma solucao fraca de , entendemos uma funcao u € T/VO1 P(Q) tal que
/\Vu|p_2VuVU — / fz,u)v =0, (1.14)
Q Q

para toda v € W, ?(Q), ou seja, u é um ponto critico do funcional energia .J. Além

disso, cada ponto critico de J ¢ uma solugao fraca do problema ([P)).

1.2 Formulagao Variacional

Nesta segao, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados do Método Variacio-
nal. Enunciaremos o Teorema do Passo da Montanha quando o funcional J satisfaz a
condi¢ao de Cerami. Para consulta dos préximos resultados veja Costa [9].

Seja J : X — R um funcional de classe C'! em um espaco de Banach X. Um ntimero
¢ € R é chamado um valor critico de J se J(u) = ¢ para algum ponto critico u € X.

Seja K. o conjunto de todos os pontos criticos no nivel ¢, ou seja,
K.={ueX:J(u)=0e J(u)=c}.

Além disso, vamos denotar por J¢ o conjunto de todos os pontos de X abaixo do nivel

11
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c, isto é,

Jo={ue X :Ju)<c}.

Agora, vamos apresentar um resultado importante, conhecido como Lema de De-
formagao, que a grosso modo afirma quando (e como) pode-se deformar J em J para
¢1 > ¢y ou (¢ < ¢3). Desde que X nao é um espago de Hilbert em geral, e uma vez que

5 indo J € C! i ao d do-gradi
s6 estamos assumindo J € C", vamos precisar usar a no¢ao de campo pseudo-gradiente,
devido a Palais [27].

Definigao 1.2. Seja X um espaco de Banach e J € C'(X,R). Um campo pseudo-

gradiente para J é uma aplicacao localmente Lipschitziana V : Y — X que verifica
V)l < allJ' (W)l e (J'(u),V(u) = Bl (u).,

onde 0 < f<aeY ={ue X:J(u)+#0}.

Exemplo 1.1. Seja X um espago de Hilbert e J € C'(X,R). O gradiente de J,
VJ: X — X, é definido através do Teorema da Representagao de Riesz (veja Brezis

[5]) de forma que V.J(u) € X é o unico vetor tal que
(J'(u),h) = h-VJ(u), YheXelJ (Wl =][VJ(u)

Portanto, VJ é um campo pseudo-gradiente para .J.

Dados S C X e § > 0, a vizinhanca de S com raio ¢ > 0 denotamos por
Ss={ue X :d(u,5) <},

onde d(u,S) =inf {|lu—v| :v € S}.
O préximo resultado garante que todo J € C1(X,R) possui um campo pseudo-

gradiente.

Lema 1.5. Sejam X um espago de Banach e J € C'(X,R). Entao, existe um campo

pseudo gradiente para J.

Demonstragao: Veja a prova em Willem [33], pag, 19. d
A seguir, apresentaremos um resultado conhecido como Lema de Deformacao que

é bastante 1til na prova do Teorema do Passo da Montanha.

Lema 1.6. Sejam X um espago de Banach e J € C'(X,R) satisfazendo a condigao
(C) em Jey, ca]. Se ¢ €]ey, o € S é qualquer vizinhanga de K., entao existe um homeo-
morfismo 7 : X — X e constantes €, € > 0 tais que [c — €, ¢ + €] C|ey, o] satisfazendo

as seguintes propriedades:

12
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i) n(JereNS)cCJos
ii) n(J) C J se K. = &;
iii) n(u)=useud¢ J ' ([c—¢c+7).

Demonstragao: Veja a prova em Bartolo-Benci-Fortunato [3], pag 5. 0
Agora, devido a Cerami [0, [7], iremos apresentar uma versao do Teorema do Passo
da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz [Il, 28] que provou ser uma ferramenta pode-

rosa no estudo de muitos problemas em equacgoes diferenciais.

Teorema 1.7. Seja (X, ||-||x) um espago de Banach real e J € C*(X,R), satisfazendo
a condi¢io (C). para qualquer c € R, J(0) =0 e

i) existem constantes p, o > 0 tais que J|sp, = a,
ii) existe e € X \ B, tal que J(e) < 0.
Entao,

= >
c= inf max J(v(t)) > o,

onde

['={ye€C([0,1],X), v(0) =0, y(1) = e}
€ um wvalor critico de J.

Demonstracao: Veja a prova em Grossinho [I5], pag 16. 0

Teorema 1.8. Seja (X, ||-||x) um espago de Banach real e J € C'(X,R), satisfazendo
J(0)=0ce

i) existem constantes p, o > 0 tais que J|op, = o,

ii) existe um e € X \ B, tal que J(e) < 0.

Seja

¢ = Inf max J(y(t)),

onde

['={y e C([0,1], X), 7(0) = 0, v(1) = e} .

Entao, J possui uma sequéncia (C)..

Demonstragao: Veja a prova em Willem [33]. O

13



Capitulo 2
Crescimento Subcritico

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de solugao nao trivial e nao negativa para

a seguinte classe de problemas:

(P)

—Ayu = f(zr,u) em
u=>0 sobre 052,

onde  é um dominio limitado suave em R e
—Ayu = —div (|VuP~*Vu)

é o operador p— Laplaciano com 1 < p < N, e a nao linearidade f(z, s) tem crescimento
subcritico (polinomial e exponencial) satisfazendo as seguintes hipdteses:

(f1) f: QxR — Récontinua, f(z,s) >0, V(z,s) € Qx][0,00) e f(z,0) =0, Vo € Q;

() tim T2

5—+00 sp

= oo uniformemente em 2 € Q onde F(z,s) = [ f(x,t) dt;

(f3) Existem C, > 0, 0 > 1 tais que H(z,t) < 0H(x,s) + C, para todo 0 < t <
s, Vx € Qonde H(x,s) =sf(z,s) — pF(x,s);
— pF(z,s) . ) .
(fa) lim —— < A1(€2) uniformemente em z € €, onde A\ = A\(R2) é o primeiro
s

s—0t
autovalor do operador p — Laplaciano, ou seja,

A = inf { lull® ., & WP (Q) < {0}} .

lulls

2.1 Caso Polinomial

Com o estudo do crescimento polinomial obtemos um resultado de existéncia de

solucdo nao trivial e ndo negativa quando 1 < p < N e f(z, s) satisfaz uma determinada

14



2. Crescimento Subcritico

condi¢ao de crescimento polinomial subcritico mais fraco do que os da literatura, a

saber,
@)

p*—1

~0. (2.1)

S—00 |3

Esta condicao é conhecida como melhor crescimento polinomial subcritico.
Nesta secdo, estudaremos o problema quando f(z, s) satisfaz (2.1) com o obje-

tivo de provar o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Seja 1 < p < N e assuma que f(x,s) tem o melhor crescimento
polinomial subcritico e satisfaz (f1), (f2), (f3) e (f1). Entdo, o problema (P) tem uma

solucao nao trivial.

Vamos mostrar que podemos usar o Teorema (1.7, conhecido como Teorema do
Passo da Montanha com a condicao de Cerami, para obter o nosso resultado. Para
isto, mostraremos que as hipdteses sobre a nao linearidade f(x,s) garantem que o

funcional J associado ao problema tem a geometria do passo da montanha.

Lema 2.2. Considere f(z,s) com o melhor crescimento polinomial subcritico e satis-

fazendo (f1), (f2), (f3) e (f1). Entéo,

i) existem constantes p, a > 0 tais que J|op, > a,
ii) existe e € X \ B, tal que J(e) < 0.

Demonstragao: Temos por (f;) que existe 6 > 0 e 7 > 0 tal que

F
Eﬁ%ﬁgM—m V(z,5) € Q x (0,5).
ou seja,
m%ggﬁﬁlﬁﬁm V(x,s) € Qx(0,6). (2.2)
p

Usando ([2.1), dado € > 0 exite s > 0 tal que
f(x,8) <e|s|P" ™, V(x,s) € Qx (s,00),
o que implica que

P gt

/f@¢mt< /en

els|P” e|sol”
o

15



2. Crescimento Subcritico

Assim,
S0 s
F(x,s) = / f(z,t) dt—l—/ flz,t)dt
0 S0
p* p*
< F(x,s0) — elsol + els1
P P
[s[”" | els]”
S G T
sl p
s sl
~X 1 |50‘p* p*
C1 € *
< — + — s|?
b (|30|p p* |
< els, V(x,8) € Q x (s0,00). (2.3)
Temos que
F(z,s) =0, V(z,s) € Qx (—00,0]. (2.4)

Pela continuidade de F' obtemos c3 > 0 tal que

F(z,s) < c3
< sl V(x,s) € Qx [6, 8], (2.5)
onde
e3
¢4 = max

d<s<so ‘S‘I’* ’

Por , , e temos que

F(x,8) < —(\ — 7)|s[P4cqls|P”, V(z,s) € QxR (2.6)

Sl

Segue, pela definigao de A;, das imersoes de Sobolev e (2.6) que

1 AL —
s = = (220) [ [l
p p Q Q

1 )\1—7'
_ ﬂMP—(———)M%—@MMI

P dx

p p
>l = 5 (P45 Bl = ol
p p 1
P

1 )\1—7'
= —|1—- p_
S [- (3525) e - ol

Desde que 7 > 0 e p* > p, podemos escolher p > 0 e a > 0 suficientemente pequenos,

16



2. Crescimento Subcritico

tais que

]. )\ - sk
J) > - [1—( = )} [ull? = eslull” > a sempre que [Ju] = p
p 1

Logo, J satisfaz o item (7).
Agora, provaremos que .J satisfaz o item (i4). Seja u € Wy P(Q), u > 0. Por (f,) temos

que para cada M > 0 existe sg > 0 tal que
F(x,s) = MsP, Y(z,s) € Qx (sg,00). (2.7)

Como F é continua, entdo F é limitada no compacto Q x [0, 0], ou seja, existe ¢ > 0
tal que
|F(z,s)|< ¢, V(z,s) € Q x]0,s0]. (2.8)

Escolhendo d > ¢+ Msh, por obtemos
F(z,s) > —c> Ms" —d, V(x,s)€Qx][0,s0). (2.9)
Logo, de e , temos que
F(x,8) > Ms? —d, V(x,s) € QxR
Assim,

1
J(tu) = ];Htqu—/QF(a:,tu)dx

tp
< —||u||p—Mtp/|u]pdx+/ddx
p Q Q

_ o (el p
=t 7 Mlul) +d|$]. (2.10)
[[uf|?
Portanto, escolhendo M > 0 tal que M > Tl obtemos que J(tu) — —oo quando
pliuflp
t — +00 como queriamos provar. O

A seguir, mostraremos que o funcional J associado ao problema (P| satisfaz a

condi¢ao de Cerami para todo ¢ € R.

Lema 2.3. Assuma que f(x,s) tem o melhor crescimento polinomial subcritico e sa-
tisfaz (f1), (f2), (fs) e (f1). Entdo, toda sequéncia (u,) C Wy (Q) de Cerami para .J

¢é limitada.
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Demonstragao: Seja (u,) C W, (Q) uma sequéncia de Cerami no nivel ¢, ou seja,

{ J(up) = ¢
(L + [Jun DI (wn) ||« — 0.

Desde que
J (up)v = /]Vun\p_ZVuan - / [z, uy)v
Q Q
temos 72
17 ()], = sup | [o| Vg P2V u, Vo — [ f(z,u,)v]
" V0 [[v]|
De e - tem-se que

1
Z—9||un||p fQ T, Up) = C

(L4 lun Do Vun P72 VU Vo = o f (@, un)v]< €nl|v]l,

onde ¢, — 0, quando n — oc.

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Afirmamos que (u,) é limitada em W,”(Q). De fato, suponha por contradicio que

||tn|| = oo. Defina v,, =

I nH

e note que ||v,|| = 1. Como W, () é reflexivo, podemos

supor, a menos de subsequéncia, que v, — v em Wy (), pois (v,) é limitada. Além

disso,

lonll = [[Vonll}

>/

:Z/av:

Gmi
= [IVorly

=l

ov, |
(9:@

ov,, [P
ox;

WV

p

Logo, (v) é limitada em W, 7(Q). Assim, existe u € W, 7(Q) tal que

v — uwem W,P(Q)
v s uwem LP(Q), 1 <p<p*
v (z) = u(z) q.t.p. em Q.

18
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Desde que a imersao W, () < L?(Q) é compacta, temos

v, — v em LP(Q)
(2.16)
Un(z) = v(x) q.t.p. em Q.
Por outro lado, sabemos que
L Un Uy ]
= = —. 2.1
v 5 e v 5 (2.17)
Assim, segue de (2.16]) e (2.17)) que
vi(z) = vt (z) q.t.p. em Q.
Isso juntamente com ([2.15) e a unicidade do limite q.t.p., implica que
vH(z) = u(z) q.t.p. em
Portanto,
v — ot (2.18)

Usando a compacidade da imersao VVO1 P(Q) — L) para todo 1 < g < p*, obtemos

que

{ v = vt em LYQ), q€ll,p*) (2.19)

v (xz) = v (x) q.t.p. em Q.
Afirmamos que vt = 0 q.t.p. em Q. Com efeito, suponha, por contradicao, que
Qf ={ze€Q:v(z) >0}
tenha medida positiva. Entao, por existe ng € N tal que
v (x) >0 q.t.p. em Q7 VYn > ny.

Segue que
lim o (2) = lim v} (2)||u.]| = o0 q.t.p. em QF.
n—oo n—oo

Assim, por (f2) temos

+
i Flw (@)
oo [uf ()P
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Desde que v (z) - 0 q.t.p. em QF, obtemos

. F(zuy(z), o +
nh—>nolo W|0n (x)|= o0 q.t.p. em Q7. (2.20)
No que segue, vamos precisar da seguinte afirmagao:

Afirmagao 2.1. Se A tem medida finita e lim g,(z) = oo q.t.p. em A, entao

n—oo

/ lim g,(7) = oo.
A n—oo

De fato, dado qualquer M > 0, existe ng € N tal que
gn(x) > M, ¥n > ng q.t.p. em A,

o que implica que

lim g, (x) > M q.t.p. em A,

n—oo

0 que acarreta que
/ lim g,(xz) > M|A|. (2.21)
A

n—o0

Como M > 0 é arbitrério, entao fazendo M — oo em ([2.21)), obtemos

[ 1 g.(0) = 0.
A n—oo
De (2.20)) e pela Afirmagao [2.1], temos que

h_m M| +($)|p: 0. (2‘22)

/mnm juzy ()"

Além disso, de (2.13)), temos que
JunlP =pe-t v | Pl @) e+ of)
Q

Assim,
/ F(x,u!(z))dx — oo,
Q

pois, ||u,|| — oo. Por outro lado,

/Q F(z,uf(2)) de = /Q Fle.u) (@) dr.

20
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Dessa forma,

F + 1
lim de = lim / F(z,ul(x))dx
n—oo JQ Huan n—0o Huan Q+
L i Pl (2)
= lim
et b Jy F(a, uf () da + o(1)
= lim !
et 1
— pc Fpi 0( )

Jor F,uf(2)) dz
1
>

F(x,uf
Por (f1) temos que F(x,s) > 0, Y(z,s) € Q x R. Dessa forma, {%]v;ﬂp} é
un
uma sequéncia de fungoes mensuraveis nao negativas e pelo Lema de Fatou tem-se

/Qh_m wa(mﬂpg lim M|U+(m)|p-

e |uf ()P oo Jo o Juf ()P "

Isso juntamente com (2.22) e (2.23]) implica uma contradigao. Portanto, v™ = 0 q.t.p.
em (2. Segue, pela condicao (2.1f), que dado € > 0 existe sq > 0 tal que

fz,s) <elslP ™, V(x,8) € Q x (s0,00).

Logo,

p*

els|P” €|so

/s Fo ) dt < V(2. 8) € Q % (50,00).

50 P P*

Portanto,

Fla,s) — /Osof(x,t)dtJr/S:f(m,t)dt

clsol” , clsl”

< F(x,s
(.50) - L
els|”
= a+——, Y(x,5) €Qx[sp,00). (2.24)
p
Por (fy), existem d, ¢y > 0 tais que
F(z,s) < colslP, V(x,s) € Qx(0,0) (2.25)
Como F' é continua, existe c3 > 0 tal que
F(z,s) <cg V(x,8) € Qx[5s0) (2.26)
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Além disso,
F(z,s) =0, V(z,s) € Qx (—00,0].

De ([2.24)), (2.25), (2.26) e (2.27), temos que

F(z,s) < cl+03+02|s|p+£]sp*
p*

(01 + c3 +02> o e* oI
|s[P p

c|3|p—|—£*|s|p*, V(z,s) € 2 xR,
p

(Cl + 03)
C = Imax .
0<s<s0 |S|p

Assim, por (2.28), dado R > 0 existe ¢ = ¢(R) > 0 tal que

onde

1 .
F(z,s) < c]s|p+ﬁ\s|p , V(z,s) € QxR

Seja t,, € [0,1] tal que

J(tnttn) = J(tuy,).
(tntun) max (tun)

Como ||u,|| — oo, temos para n suficientemente grande que

Htwun) > 1 (e

Observando que

/QF(;U,%) dx:/F(q;,v:{)dx,

Q

obtemos
pJ(Ro)) = RPunl? —p / Flz, Rv,) dz
Q

= R—p/ F(z, Rvl) da

> —pcR/|v P dx — /|U P" da.

Desde que v — 0 em W,”(Q), entdo

|lof|| < C Vn €N,
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Como WyP(Q) C LP"(Q), entdo
/|U;|P* dr < C(9).
Q

Por outro lado, a imersao Wol’p(Q) — L9(Q2) para todo ¢ € [1,p*) é compacta. Logo,

/|U:L“|pdx — 0.
Q

Assim, fazendo n — oo, depois R — oo em ([2.31]) e usando (2.30)), obtemos
J(tpuy,) — o0. (2.32)

Como J(0) =0 e J(u,) — ¢, podemos supor que t, € (0,1). Pelo fato de ¢, ser um

ponto de méaximo local, temos que
J (tpun)tou, =0, (2.33)

isto é,
2 lun P = / F( bttt do.
Q

Além disso, por (2.11) temos que

unll? = p [y F (2, u,) dx + pe + 0, (1)
|un|| - fQ z, un Un, d13+0n(1)

Assim,

/Q[f(x,un)un — pF (2, u,)] dx = pc+ 0,(1).

Isso juntamente com (f3) implica que

pd (touy,) 2 ||, ||P — p/ﬂF(m,tnun) dx
Q
< /(Q[f(x, Up )y, — pF (2, u,)] + Cy) do
Q
< 0 [ [f(ow)un — pF o)) do + C. 19
Q

< 9/(pc—|—o(1))dx+0*]§2|
= 0(1),
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contradizendo (2.32)). Isso prova que (u,) é limitada em Wy (€2). O

Lema 2.4. Suponha que f(z,s) tem o melhor crescimento polinomial subcritico e
satisfaz (f1), (f2), (f3) e (f1). Entdo, o funcional J satisfaz a condigao de Cerami para
todo c € R.

Demonstragao: Seja (u,) C W, ?(Q) uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ para o
funcional J. Pelo Lema[2.3]ja sabemos que toda sequéncia de Cerami é limitada. Desde
que I/VO1 P(Q2) é reflexivo, podemos supor que u, — u em VVO1 P(Q2). Afirmamos que, a

menos de subsequéncia, u,, — u em W, 7 (Q). De fato, note que
J (un)(uy, —w) — J'(u)(u, —u) = A(n) — B(n), (2.34)

onde

A(n) = / (VU P2V, — |VulP2Vu]V (u, — u) dx
Q

B(n) = / () — F ()] — u) da

Observe que o lado esquerdo de ([2.34) tende a zero. De fato, usando que ||J'(u,)|| — 0,
U, —u — 0 e J'(u) € Wy () temos

J (up)(ty —u) =0 e J'(u)(u, —u) — 0.

Afirmamos que B(n) — 0 quando n — oco. De fato, uma vez que f(z, s) satisfaz (2.1)),

dado € > 0 podemos encontrar uma contante c(e) > 0 tal que
f(z,s) <elsfP" ele), V(z,s)€QxR. (2.35)
Com efeito, dado € > 0 existe sg > 0 tal que
flz,s) <elslP"™, V(x,s) € Q x (s0,00). (2.36)
Como f(z,s) é continua e f(z,s) =0, V(z,s) € Q x (—o0,0], existe ¢ > 0 tal que
flz,s) <ec, VY(z,s)€Qx(—00,s0 (2.37)

Observando que a constante ¢ acima depende de sy que por sua vez depende de € e

usando (2.36)) e (2.37)) concluimos que vale ([2.35]).
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2. Crescimento Subcritico

Segue por ([2.35)) que

/Qf(as, Up ) (Uy, — u) dx

< /Q\fmunﬂuun—u)!da:

< /(
0

= c/|un—u\da:%—e/]un—uﬂun\p*1da:,
Q 0

usando que W, () < L9(Q) para todo ¢ € [1,p*] e a desigualdade de Holder com os

) lun — ul d

expoentes conjugados

/fxun (U, —u)dx

< /|un — u|dx
1 p*

e(/|un—u|p*)p* dx /(|un "
0 0

c/]un —u|dz + eC(Q).
Q

7€ p* obtemos

Uma vez que u, — u em Wy (Q), usando que a imersao W, (Q) < L4(Q) para todo

/|un—u|da:—>0.
Q

Como € > 0 é arbitrario, concluimos que

q € [1,p*) é compacta, obtemos

/Qf(x, Up ) (U, — u) dx — 0. (2.38)
Analogamente, obtemos que

/Qf(a:, w)(uy, —u)dr — 0. (2.39)
Segue por e que B(n) — 0.

Logo,
/ [V, [P~ Vu, — [VulP~*Vu] V(u, — u) dz — 0. (2.40)

Usando o Corolario [I.2], obtemos

C’p/|Vun — VulPdx < / [V, [P~ Vu, — [VulP*Vu] V(u, — u) dz — 0.
0 Q
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2. Crescimento Subcritico

Portanto,
u, — w em WyP(9),

e assim J satisfaz (C).. O
Prova do Teorema [2.1} Pelos Lemas e 2.4 aplicando o Teorema [I.7 J possui
um ponto critico v nao trivial no nivel c¢. Resta verificar que u é nao negativa. Note

que

Escolhendo v = v~ como funcao teste em (|1.14)) obtemos

/|Vu\p_2VuVu_ - / flz,uw)u™ =0,
Q Q

assim,
- [1ver = [ s
Q Q
~ [ sty
Q
= 07
o que implica que u~ = 0. Consequentemente, © = u™ > 0. Portanto, o Teorema

esta provado.

2.2 Caso Exponencial

Nesta secao, estudaremos o problema no caso p = N > 2 e quando f(z,s)
satisfaz o crescimento exponencial subcritico, ou seja,
|f(z, )]

lim PP 0 uniformemente em x € 2 para todo a > 0, (2.41)
s—o0  eqs

sem satisfazer a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz. Iremos provar o seguinte resul-
tado.

Teorema 2.5. Suponha que p = N e f(x,s) tem o crescimento exponencial subcritico
e satisfaz (f1), (f2), (f3) e (f1). Entao, o problema tem uma solug¢ao nao trivial.

Anélogo ao que foi feito na segao anterior usaremos o Teorema para obtermos
esse resultado. Inicialmente, verifiquemos as propriedades geométricas do Teorema do

Passo da Montanha para o funcional .J.

Lema 2.6. Suponha que f(x,s) satisfaz (f2). Entao J(tu) — —oo quando t — oo

para toda funcio nao negativa u € Wy™ (Q) ~ {0} .
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2. Crescimento Subcritico

Demonstragao: Seja u € W, ™ (Q), u > 0. Por (fy) temos que para cada M > 0

existe sop > 0 tal que
F(x,8) > Ms™, V(z,5) € Q x (s0,00). (2.42)

Como F é continua, entdo F é limitada no compacto Q x [0, 0], ou seja, existe ¢ > 0
tal que
|F(z,s)|< ¢, V(x,5) € Q x]0,s0]. (2.43)

Tome d > ¢+ Ms). Assim, por (2.43)), obtemos
F(x,8)> —c>Ms" —d, Y(z,s)€Qx[0,s0]. (2.44)
Logo, de (2.42)) e ([2.44]), temos que
F(x,8) > Ms" —d, V(z,s) € QxR
Assim,
1 N
J(tu) = —|tu|” — | F(z,tu)dzx
N 0

tN
S—AMW—MW/WWM+/dm
N Q Q

_ o (™ N
= ' [ —— = M|u|y)+d|Q|. (2.45)
N
full™
Portanto, escolhendo M > 0 tal que M > Null obtemos que J(tu) — —oo quando
Ulln
t — +00 como queriamos provar. O

Lema 2.7. Suponha que f(z,s) tem o crescimento exponencial subcritico e satisfaz

(f1) e (f1). Entao, existem p,d > 0 tais que J(u) = 9§ se ||ul| = p.
Demonstragao: Temos por (f4) que existe § > 0 e 7 > 0 tal que

(A1 —17)

F(z,s) <
(’x? S) N

5|V, V(z,s) € Qx(0,6). (2.46)
Pela condicao (2.41)), dado € > 0 existe sy > 0 tal que

f(z,s) < eeaMN,, V(z,s) € Q x (s9,00) e a> 0.
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2. Crescimento Subcritico

Dessa forma,

Flz,s) — /Osof(m,t)dtJr/s:f(:r,t)dt

< F(z,s0) + e/ o™ gt
S0
< F(x, s0) + €(s — so)e®™
< F(z,80) + eceels™ gals’
< F(x,s0) + ece® !
F(x,so) 2als| N’

< I Sk 4 als|
< <e2aISOIN’ +ce e
< %62Q\S\N/|S|q

|50l

O(1)e2™ |9, V(z,s) € Q x (s9,00) e ¢ > N. (2.47)

Usando que F(z,s) é continua ¢ F(x,s) = 0 para todo (z,s) €  x (—o0, 0], obtemos

c1 > 0 tal que

F(z,s)

1

coet¥Y 5|7, Wz, 5) € G x ((—o00,0] U8, 50]) , (2.48)

NN

onde
&1
Cp = max ————.
0<s<sg 6N|S|Nl |5|q

Logo, de (2.46), (2.47) e (2.48)), obtemos

(A —7)[s™

N + ce”lslNl|s|q V(z,s) € xReqg>N. (2.49)

F(z,s) <

Pela desigualdade de Holder, obtemos

1 1
/€N|u|N"u’qu < (/ eNT‘|U|Nl dx) </|U‘T,q dm)T
Q Q Q
7 A T
< /eW“N (f2)” g (/|u|wq dx) .
Q Q

Usando a desigualdade de Trudinger-Moser se r > 1 suficientemente proximo a 1
N

U=

e ||ul| < o, onde kro™ < ay, entdo

/em"““”N/(lzl)N dz < C(Q).
Q



2. Crescimento Subcritico

Consequentemente,
1
v

/e”'”'N/|u|qu <C (/|u!’”/q dx) " (2.50)
0 0

Segue por ([2.49) que
1 Al — /
70 2 3l = By - ¢ [ e g

Usando as imersoes de Sobolev, a defini¢ao de A; e (2.50)), obtemos

7 [ 52 e - e,
> 1 {1 _ M
N A

J(u) >

lull¥ = Clull”.

Desde que 7 > 0 e ¢ > N, podemos escolher p > 0 e o > 0, suficientemente pequenos,

tais que

s = 1= (35| e -

=[5 (- (B)) - r=]

> o sempre que ||ul| = p.

O

Agora, mostraremos que o funcional .J associado ao problema (P)) satisfaz a condigao

de Cerami para todo ¢ € R.

Lema 2.8. Assuma que (f1), (f2), (f3), e (f1) valem. Se f(x,s) tem o crescimento
exponencial subcritico, entdo toda sequéncia (u,) C Wy (Q) de Cerami para .J é

limitada.

Demonstragao: Seja (u,) C WOI’N(Q) de Cerami no nivel ¢, ou seja,

{ J(up) — ¢ (2.51)
(1 [unl DI (un )l = 0,

isto é,

1
Sl = o P ) = ¢

(14 ||unl|) ]fQ|Vun\N_2Vuan fQ x,un)v|< 6|0,

(2.52)

onde ¢, — 0 quando n — oc.

Afirmamos que (u,) é limitada em I/VO1 M(Q). De fato, suponha por contradicio que
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2. Crescimento Subcritico

e note que ||v,|| = 1. Como W™ (Q) é reflexivo, podemos

||un|| — oo. Defina v,, = || ||
n

supor, a menos de subsequéncia, que v, — v € VVO1 N(Q) Seguindo de forma analoga
ao que foi feito na prova do Lema mostramos que v;7 — 0 em W, (Q). Primeiro

mostramos que v;” — v+ em W, ’N(Q), depois supondo que
={ze€Q:v(z) >0}

tem medida positiva, obtemos uma contradi¢ao, assim, v = 0 q.t.p. em . Usando

que a imersao WOI’N(Q) — L1(Q2) é compacta para todo ¢q € [1,00), temos que

ot L), qgell,
o =t em (0), g €L, 00) -
v (x) = vt (x) q.t.p. em Q.
Note que, dado qualquer R > 0 existe C' = C'(R) > 0 tal que
F(z,s) < Cls|+eG ) vz s) e 0 x R (2.54)

De fato, pela condigao (2.41]), dado € > 0 para qualquer R > 0 existe sy > 0 tal que

f(z,s) < ee<2;%’ oI )7 V(x,s) € Q x (sg,00).
Dessa forma,

F(z,s) < F(z,s0)+ e L ™)

< Fa<:? ) ~ T Cl> €e<2:11\\]’/ |8‘N,>
€€<2RN’ |S°|N>

< €co e(zRN’| |Nl) (2RN’| |Nl)
< eegel

N

ecre GV IY) (. 5) € O x (50, 00).

Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno de tal modo que ecy < 1 obtemos

Fla,s) < eGVPY) | ya, s) € 0 x (50, 00). (2.55)

Por ([2.46)), existe ¢ > 0 tal que
F(x,s) < csls|™, V(z,s) €Qx(0,6). (2.56)

Além disso,
F(z,s) =0, V(z,s) € Qx(—00,0]. (2.57)
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2. Crescimento Subcritico

Usando que F'(z,s) é continua, obtemos ¢, > 0 tal que
F(x,s) <cy, Y(z,s)€Qx[0,s0 (2.58)

Portanto, de (2.55)), (2.56)), (2.57)) e (2.58]), obtemos que

F(z,s) < C|8|N+e(%‘sw >, V(z,s) € 2 xR. (2.59)

onde
C4
C = — .
2 ()
Para concluirmos basta observar que C' depende de sy que depende de R.

Seja t,, € [0, 1] tal que

J(thun) = tren[(z)lf] J(tuy,).

Desde que ||u,|| — oo, temos para n suficientemente grande que
R
Por (2.54)) e observando que
/ F(z,v,(x))dx = / F(z, v} (z))dx,
Q Q
obtemos
NJ(Rv,) = RN - N/ F(z, RvS(2)) d
Q
> B - NOR [ o @)lde— N [ G0 g
Q Q

= RN — NC’R/|U:{(33)\ dr — N/ eon vt @ gy (2.61)
Q Q

Como vl @ > eaN‘””(‘””N/, Vx € (), entao

Q Q

Isso juntamente com ([2.61)) implica que

NJ(Rv,) > RN — NC’R/\U:{(x)]N/ dr — / eanlon@™ gy (2.62)
Q Q
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2. Crescimento Subcritico

Uma vez que ||v,|| = 1, pelo Lema[L.4] temos que
/ el @ 4o < 0(0). (2.63)
Q
Como v;m — 0 em Wy (Q) e a imersao W™ (Q) < L'(Q) é compacta, entio

i@ dz o (264

Assim, usando (2.60)), (2.62) e (2.63]), obtemos

NJ(tou,) > RY — NCR /Q ()N dx — C(Q). (2.65)
Tomando o limite em com n — 0o e usando , temos que
lim NJ(tyu,) > RN — NC(Q).
Agora, fazendo R — oo, obtemos

NJ(uy,) — oo. (2.66)

Como J(0) = 0 e J(u,) — ¢, podemos supor que ¢, € (0,1). Pelo fato de ¢, ser um

ponto de méaximo local, temos que
J' (tptin ) tpu, =0, (2.67)

donde
Wl = [ oty do (2.68)
Q

Além disso, por (2.52)), temos que

(HunHN - N/ Fla,uy) do — Nc) 0
Q

(WNN—AfWMMMM>%O

/Q[f(x,un)un CNFu)dr = [l + Ne— sl + on(1)
= Nec+on(1). (2.69)

Isso implica que
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2. Crescimento Subcritico

Portanto,
NJ(tpun) = tN |Ju, ||V — N/ F(z,tyu,) de.
Q

Usando ([2.68)), obtemos
NJ(totn) = / (@ bttt — NF(z, tn)] de,
Q
isso juntamente com ( f3) implica que existe C,, > 0 e § > 1 tais que

NJ(tpuy,) < /Q(H[f(x,un)un — NF(z,u,)] + Cy) dz.

Por (2.69)), temos que

NJ(tyu,) < 9/

(Nc+0(1))d:c+/C* dxr < O(1),

0
, - e 1,N
o que ¢ uma contradicao a ([2.66)). Isso prova que (u,) ¢ limitada em Wy (£2). O

Lema 2.9. Suponha que f(z, s) tem crescimento exponencial subcritico e satisfaz (f;),

(f2), (fs) e (f1). Entdo, o funcional .J satisfaz a condigdo de Cerami para todo ¢ € R.

Demonstracgao: Seja (u,) C W, (Q) uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ para o
funcional J. Pelo Lema 2.8 ja sabemos que toda sequéncia de Cerami é limitada. Desde
que WOLN(Q) é reflexivo e WOI’N(Q) — LP(Q), para p > 1, sem perda de generalidade,

podemos supor que

lun|l < K

u, — u em Wy (Q)

up(z) — u(z) q.t.p. em 2
u, — uem L), Vq=>1.

(2.70)

Afirmamos que a menos de subsequéncia u,, — u em VVO1 N(Q) De fato, note que
S (Un) (un — u) = J'(u)(un — u) = A(n) — B(n), (2.71)

onde

A(n) = / (VP2 Vu, — |VulP~>Vu]V (u, — u) dz
Q

B(n) = / () — £ )] — ) d.

Observe que o lado direto de (2.34) tende a zero. De fato, usando que ||.J'(u,)|| — 0,
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2. Crescimento Subcritico

U, —u — 0e J'(u) € Wy () temos
J () (up —u) =0 e J'(u)(u, —u) = 0.

Afirmamos que B(n) — 0 quando n — oo. De fato, uma vez que f(z, s) satisfaz (2.41)),

podemos encontrar uma constante ¢, > 0 tal que

fla,s) < epen ™ V(e s) € Q xR (2.72)
Com efeito, temos pela condigao (2.41]) que
aN/ |5|Nl
f(z,s) < eeanN V(z,s) € Q% (s9,00). (2.73)

Como f(z,s) é continua e f(z,s) = 0 para todo (z, s) € Q x (—o0, 0], existe ¢; = ¢1(so)
tal que
f(z,s) <ecp, Y(x,s) € Qx (—o0,s,

o que implica que

1 AN |gIN'
f(z,5) < ——remn "
e2kN/|80‘

V(z,s) € Q x (—o0, s]. (2.74)

Por (2.73) e (2.74]) obtemos ([2.72)). Para concluir basta observar que ¢ depende de s
que depende de k. Pela desigualdade de Holder e (2.72)), segue que

/Qf(a:, Up ) (U, — u) dx

< [ 1)l do
Q

< (/Q|f(x,un)|2 d:c)é </Q|un—u| dxf

an MN’ 2

S / e da | [lun — ull
Q

o / u N’ %

< ¢ (/ eﬁl\unHN (Temr) dx) [m—[ps
Q
< Clluy —ul|| — 0. (2.75)
Analogamente, obtemos que
/ f(z,u)(u, —u)dx — 0. (2.76)
Q
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2. Crescimento Subcritico

Segue por e que B(n) — 0. Dessa forma,
/Q [[Vu "V, — [VulN*Vu] V(u, —u) dz — 0. (2.77)
Usando o Coroldrio [I.2] obtemos
Cn /Q\Vun — Vul" dr < /Q [[Vu [V, — [Vul¥?*Vu] V(u, —u)dz — 0.

Portanto,
U, — u em Wy (Q)

e assim J satisfaz (C).. O
Prova do Teorema Pelos Lemas[2.6] 2.7 e aplicando o TeoremalL.7] J posui

um ponto critico v nao trivial no nivel c. Resta verificar que u é nao negativa. Note

que

Escolhendo v = u~ como funcao teste em (|1.14)) obtemos

/qu|N_2VuVu_ - / flz,u)u™ =0.
Q Q

Assim,

- 1w = [ e

- / Fla,ut
(9]
= 0,

o que implica que u~ = 0. Logo, u = u™ > 0. Portanto, o Teorema estd provado. [J
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Capitulo 3
Crescimento Exponencial Critico

Neste capitulo, estudaremos o problema

—Ayu = f(z,u) em
u=>0 sobre 012,

onde Q é um dominio limitado suave em R e,
—Ayu = —div (|VuP~*Vu)

é o operador p — Laplaciano com p = N, e a nao linearidade f(x,s) tem crescimento

exponencial critico em ag > 0, ou seja, existe ag > 0 tal que

lim

§—00 606|S

|f(z,s)] { 0, uniformemente em x € €2 para todo o > « (3.1)

N/ .
| 00, uniformemente em x € () para todo o < ay.

e satisfaz as seguintes hipdteses:

(f1) f: QxR — Récontinua, f(z,s) >0, V(z,s) € 2x[0,00) e f(z,0) =0, Vo e Q;
= oo uniformemente em 2 € Q onde F(z,s) = [ f(x,t) dt;

(fs) H(z,t) < H(z,s) para todo 0 < t < s, Vr € Q onde H(z,s) = sf(x,s) —
NF(z,s);
— NF(z,s)

s—0t |S|N
autovalor do operador N — Laplaciano, ou seja,

< A1(92) uniformemente em z € €2, onde A\; = A\(Q2) é o primeiro
. ]| 1,N
Al =inf § T tu € Wyt {0} ¢
lully

(fs) Se d é o raio da maior bola aberta contida em (2, vamos assumir que
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3. Crescimento Exponencial Critico

/ N\Y
lim Sf(l’, S)€7QQ|S|N 2 /8 > <_) W uniformemente em r € Q,
@

§—00 d

onde

n—0o0

1 /
M = lim n/ en(tN _t) dt;
0

u, — 0 em whN(Q
(fe) f estdnaclasse Ly, isto é, para qualquer (u,) C Wol’N(Q), se { 0" ()

entdo F(z,u,) — 0 em L'(Q).
Iremos provar o seguinte teorema:

Teorema 3.1. Suponha que p = N e f(x,s) tem o crescimento exponencial critico em
ag > 0 e satisfaz (f1), (f2), (f3), (fa), (f5) € (fs), com C, =0 el =1 em (f3). Entao,

o problema (P)) tem uma solu¢ao nao trivial e ndo negativa.

Nos préximos dois lemas mostraremos que o funcional energia J associado ao pro-
blema (P)) satisfaz as condigdes (i) e (i7) do Teorema [1.8]

Lema 3.2. Suponha que f(z,s) satisfaz (f;). Entdo, para toda fun¢ao nao negativa
u e Wi (Q) ~ {0} tem-se

J(tu) - —oo quando ¢ — oo.

Demonstragao: Seja u € W, (Q), u > 0. Por (fy) temos que para cada M > 0

existe so > 0 tal que
F(z,5) > Ms™, Y(z,s) € Q x (sg,00). (3.2)

Como F é continua, entdo F é limitada no compacto Q x [0, s0], ou seja, existe ¢ > 0
tal que
|F(z,8)|< ¢, V(x,s)€Qx]0,s0). (3.3)

Tome d > ¢+ Ms). Assim, por (3.3)), obtemos
F(z,8)> —c>Ms" —d, VY(z,s)€Qx[0,s0]. (3.4)

Dessa forma, de (3.2) e (3.4]), temos que

F(z,8) > Ms" —d, V(z,s) € QxR
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3. Crescimento Exponencial Critico

Assim,
1 N _
J(tu) = —||tu|| F(:r: tu) dx

< —||u||N MtN/\u|N /ddx

o (Y o
= o (B = Ml ) + o),

N
Por outro lado, se escolhermos M > [ ~» temos que
Nllully
[
N M|ull¥ < 0.

Isso juntamente com ({3.5)), implicam que J(tu) — —oo quando ¢ — +00 0 que prova o

Lema [3.2

U

Lema 3.3. Suponha que f(z,s) tem o crescimento exponencial critico e satisfaz (f)

e (f4). Entao, existem p,d > 0 tais que J(u) = 0 se ||ul| = p.
Demonstragao: Temos por (f;) que existe 6 > 0 e 7 > 0 tal que

NF
% <A =71, Y(z,s) € x(0,0).

ou seja,

F(z,s) < Mw, V(x,s) € Q% (0,6).

N
Pela condicao (3.1]), dado € > 0 existe sy > 0 tal que

flz,s) < eeO‘lS'N/, V(x,s) € QX (s9,00) € a > ay.
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3. Crescimento Exponencial Critico

Assim,

F(z,s) = / f:ctdt+/fxt dt

< F(x,s0) + e/ ol gt
S0
< F(z,s0) +€(s — so)eo“sw
< F(a, 50) + ece® ™ eolsl™
F(z,s0) 20l sV’
< ) als|
= <e2a|so|N/ + CE) €
< 0(1) €2a\s\N/|S|q
|50l
O(1)e21™ |59, V(z,s) € Q x (s9,00) e ¢ > N. (3.7)

Usando que F(z,s) é continua e F(z,s) = 0 para todo (z,s) €  x (—o0, 0], obtemos
c1 > 0 tal que

coe ™ 517, V(z,5) € QO x ((—o0,0] U [3, s0]) . (3.8)

onde

C1
Co = Mmax — .
0<s<sg 620‘|5|Nl |5’q

Logo, de (3.6)), (3.7) e (3.8), obtemos para k = 2a e ¢ > N

(M —7)ls™

~ +eeY |5 Wz, s) € O x R (3.9)

F(z,s) <

Pela desigualdade de Holder, obtemos

1
7

1
/€H|U|N,|u|th < (/ nr|u| d$) </|u|r/qu)7"
Q Q
< /em”N ()" da: (/]u\rqu> : (3.10)
0

Usando o Lema , se r > 1 é suficientemente préximo de 1 e |Ju| < o, onde kro™¥' <

Qay, entao
Jul

/ emﬂHuHN (ﬁ) v dz < C(9).
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3. Crescimento Exponencial Critico

Isso juntamente com ((3.10) implica que

/e”'“lN,|u|qu <C (/|u|”/q dx) " (3.11)
Q 0

=

Segue por (3.9)) que

1 ()‘1 _T) wolu| V'
7w > gl = Pl = 0 f e s,

Usando as imersoes de Sobolev, a definicao de A\ e (3.11)), obtemos

1 A —T
s > |- O - e,
> — 127 - .
> 5[t B2 - i

Desde que 7 > 0 e ¢ > N, podemos escolher p > 0 e o > 0, suficientemente pequenos,

tais que

1 A —
Ty = — 1= (222 | ulY = Cllul|? = o sempre que [[ul| = p.
N A

U
Como consequéncia dos Lemas [3.2] ¢ 3.3] temos que o nivel minimax definido por

Cy = inf max J(v(¢)),

onde
I'={yeC([0,1], X), v(0) =0, v(1) = e}

é positivo. No que segue vamos fazer uma escolha adequada de e com o objetivo de

estimar o nivel C'y;. Para isto, considere a sequéncia de funcoes de Moser definidas por

No1 1
(logn) ¥ se |z|< =
1 | ‘—1 1 N
_ 1 "
M, (z) =wi ;< log - se — < |zI< 1
(logn)™ N
0 se |z|> 1.

Note que M, € Wy (B1(0)) e ||Mn” = 1, para todo n € N. Uma vez que d é o raio

interno de 2, podemos encontrar zy € €2 tal que By(xo) C €. Defina

M, (z) = M, (x_d‘%).
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3. Crescimento Exponencial Critico

Observe que as funcdes M, estiao em W™ (Q), || M| = 1 e suppM, = Bq(xo).

Lema 3.4. Assuma que (f1), (f2), (f3), (f1) e (f5) valem. Entao, existe n € N tal que

1 (a,\" !
max {J(tM,) : t > 0} < N (af) )

Demonstragao: Suponha, por contradicao, que para todo n € N temos

1 o N-1
max {J(tM,) : t > 0} > ¥ (a_Z) :

Pelo Lema 3.2}, para todo n € N existe ¢, > 0 tal que
J(t,M,) = max {J(tu,) : t > 0} . (3.12)

Assim,
aN

1 1 N-1
J(t,M,) = NtnN - /QF(:E,tnun) de > (—) , (3.13)

%)

e usando que F(z,s) > 0, obtemos

N aN N-1
N> — . (3.14)

&%)

Desde que vale (3.12)) temos que J'(t,M,,) = 0. Consequentemente,
J'(tn M)t M, = 0.

Isso implica que
= / £ M, f (£, M), (3.15)
By(xo)

Por (fs), dado € > 0 existe s, tal que
sf(x,s) = (Bo — €)e® ™ | Y(z,5) € 0 x (5, 00). (3.16)
Assim, de (3.15]) e (3.16]), para n suficientemente grande, obtemos

£ 5 Gom b
Q

N r =1
= (o= 5 (5) e wililogn

aoffmv

-1
— (50—e)w]]\<;1dNe< o >Nlogn,
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3. Crescimento Exponencial Critico

o que implica que (¢,) é uma sequéncia limitada. Além disso, usando ([3.14]), obtemos

N — <a—N) N_l. (3.17)

O

Seja A, = {x € By(xo) : t,M, > s.} e B, = By(zo) ~ A,. Usando (3.15) e (3.16])),

podemos estimar

tg?(ﬁo—ﬁ)/

eaotnN/|Mn|N/ + / tnMnf('Tq tnMn) - (50 - 6)/ eaotyjylanlN,.
Bg(wo) n

n

Note que M, (z) — 0 para todo z € By(xg) e a funcao caracteristica Xg, — 1 q.t.p.
em By(xg). Logo, tendo em vista o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

temos:

/ toa My, f(z,t,M,) — 0

n

N’ N’ WN-1
g0t MM _y ZNZL N
. N

Note também que

! ! ! — !
/ gootl 1M, ¥ 2/ g MY :dN/ AL
Bg(xo) Bg(zo) B (o)

e denotando a tltima integral por I,,, temos

i ~ (log|z|™
I, = / e“N-1 10gn—|—/ evN-1 —————
|z]< L<lel<1 (logn)~v-1

1
N

1 A
wy-1 1 -
— N 1_6N(logn)+wN—l/ e (log’n)N71
1

N n¥N
WN ! N’
= ! {1—1—/ N log neN1osn(r™ =) dT}
N 0
T g log|| ™!
onde, no tultimo integrando, estamos usando a mudanga de varidvel 7 = oo
ogn

Assim, passando o limite e usando (3.17)), obtemos

N—-1 1 |
(a_N) = (60 — 6) Wjjvv—l dN lim N IOgn/ €N10gn(TN - i
ao n—oo 0

= (Bo—e) WJ]VV‘IdNM, Ve > 0,
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3. Crescimento Exponencial Critico

o que implica que

MY 1
<\= | —F—F=
o (d) Mal !

contradizendo (f5) e isto completa a prova do lema. U

Pelo Lema existe ng > 0 tal que

1 fan\ V!
max J(tM,,) < N (—) :

0<t<1 Qg
Fixando na defini¢ao de Cyy, e = M,,,, temos

Lema 3.5.

Demonstragao: Pelo Lema |3.4] existe ng € N tal que

1 /o N1
max {J(tM,,) : t >0} < N (—N) .

0<t<1 Qp

Tomando o caminho ~(t) = tM,,, temos que

max J(7(t)) < % (O‘—N) N_l,

0<t<1 Qg
0 que prova o lema. O
Lema 3.6. Toda sequéncia de Cerami no nivel C'; é limitada.

Demonstracao: Seja (u,,) uma sequéncia de Cerami no nivel Cy,. Afirmamos que (uy,)

é limitada em W, (Q). Suponha, por contradicao, que ||u,|| — co. Defina v, = HunH
Un
e note que ||v,]| = 1. Como Wy () é reflexivo, entdo podemos supor que v, — v em

WeN(Q), pois (v,) é limitada. Seguindo de forma ansloga ao que foi feito na prova
do Lema podemos mostrar que v;7 — 0 em Wy (€). Sabemos que as imersoes

Wy (Q) < L9(Q) é compacta para todo ¢ € [1,00). Assim sendo, tem-se que

v (x) = vt (x) q.t.p. em Q. (3.18)

~
Dado R € (O, (a—N) > temos que
o

N-1

aN N anN

R<(—) = — —qap > 0.
Qg

{ v = vt em LY(Q), ¢€[l,00)
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3. Crescimento Exponencial Critico

Escolha € = % — ap > 0. Pela condigao (3.1)), existe so > 0 tal que

f(z,s) < ee(aoJr%)'S'N/, V(x,s) € Q x (sg,00).

Segue que

v

F(x,s0) + ecle(o‘ﬁ%)'S

( e so) + cl) ce(aots)lsl™
€ee

F(z,s)

N

N

(ao+§)|so\N/
626(§|8‘N,> ee(a°+§)|3|N,

ecpel@0tIlsl™ V(z,s) € Q x (sg,00).

NN

Por (fy), temos que
F(x,5) < csls], V(z,s)€Qx(0,6).

Além disso,
F(z,s) =0, V(z,s) € Qx (—o0,0].

Usando que F'(z,s) é continua, obtemos ¢, > 0 tal que

F(z,s) <cy, Y(x,8) €8 %]6, S50

Assim, de (3.19), (3.20), (3.21) e (3.22), obtemos

F(z,) < Clsl"+ (s = a0) @, ¥(w,5) € 0 xR

onde
C=x, (ys\N " C3> |
Seja t,, € [0, 1] tal que

J(touy,) = 32[3“3(] J(tuy,).

Desde que ||u,|| = oo, temos para n suficientemente grande que

T(tauy) > J (ﬁu) = J(Ru,).

De ([3.23) e observando que
[ Fan@)de= [ Plaoi@)d
Q Q
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3. Crescimento Exponencial Critico

obtemos

NJ(Rv) = RN-N /Q Flz, Ro* (z))

> RY - NOR [ [0} @)Y =N (5 — ao) [ deoton el 3.25)
Q Q

RN'

! / ! !
(ao+e) RN Juif ()Y > (ot RY Jvn (@)Y

Como e , para todo x € (2, entao

/e(ao+e)RN/|v;f(z)|Nl dx 2 / e(a0+€)RNl|Un($)|N/ dzx.
Q Q

Assim, por (3.25)), temos que

Nﬂ&m;ﬂﬂ—NCR/WﬂﬂmeN(%%—mO/eW“WMW”MM1@2@
Q Q

Uma vez que ||v,|| = 1, pelo Lema[l.4] obtemos que

/wwW%mWWZ/f”WWm<O@L
Q Q

(3.27)

gracas a escolha de e. Como v — 0 em W, () e a imersao W, (Q) < L(Q) para

todo ¢ € [1,00) é compacta, entao
/|v;[(a:)|Nda; — 0.
Q
Assim, usando (3.24), (3.26) e (3.27)), obtemos

NJ(twun) = RN — NCR / o () — N (S
Q
Tomando o limite com n — oo e usando (3.28]), obtemos

. N an
nhjEO NJ(tyu,) > RY — N <W — a()) ().
N—-1

av\ ¥
Agora, fazendo R — (—) , obtemos
Qo

1 [ N—-1
liminf J(t,u,) 2 — | — Cum.
it () >y () >

(3.28)

(3.29)

Como J(0) =0 e J(u,) — Cy, entdo podemos supor que t, € (0,1). Pelo fato de ¢,
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3. Crescimento Exponencial Critico

ser um ponto de maximo local, temos que
J (tpun ) tpu, = 0. (3.30)

Assim,
Q

Além disso, temos que

||unHN—N/QF(x,un)dx—NCM—>0

e
| || —/Qf(:v,un)un dx — 0.
Logo,
/[f(x,un)un — NF(z,u,)]dv = |Jun||™ + NCy — |Jun||Y + 0,(1)
" = NCy + on(1). (3.32)
Temos que

NJ(tpty) =t |Jun||N — N/ F(z,tyu,) de.
Q
Usando ({3.31)), obtemos

NJ(thu,) = /[f(:v,tnun)tnun — NF(z,tyu,)] dz. (3.33)

Observe que a hipétese (f3) do artigo de Lam-Lu [I8] assume que C, = 0 e 6 = 1.

Assim, usando (| - - temos que

NI () < /Q (U (2, )t — NF(z,1,)]) do
= NCu + o0n(1), (3.34)

o que contradiz (3.29). Isso prova que (u,) é limitada em W, (Q). O
Prova do Teorema Pelo Teorema [I.§ e os Lemas[3.2] e [3.3] existe uma sequéncia

(u,) de Cerami no nivel C}y, isto é,

1
NnunnN Jo F(aus) = Ci

(3.35)
1+ (|u, Vu,|N 2Vu, Vv — (x, un)v| < €,]v],
Q of

com €, — 0 quando n — oo. Usando o Lema garantimos que essa sequéncia é
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3. Crescimento Exponencial Critico

limitada. Sem perda de generalidade, podemos supor que

U, — u em Wy (Q)
up(z) = u(x) q.t.p. em Q (3.36)
u, — uem L), Vg=>1

Nosso objetivo agora é mostrar que u é solugao fraca nao trivial do problema ({P). Para
isto, observe que ((3.35)) implica que

/ F(z,u,)de < Ce / f(z,up)uy, de < C. (3.37)
Q Q
Pelo Lema [I.3] obtemos que
f(z,u,) = f(z,u) em L'(). (3.38)
Argumentando como em do O [I3], Lema 4, (veja também Boccardo [4]) obtemos
, N
Vi, |N 2V, — [VaN2Vu  em (LN (Q)) . (3.39)

Dessa convergéncia, usando as hipdteses de crescimento em f(x,s), o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue, (3.35)) e passando o limite, temos

/ VN 2VuVe — / Flz,u)p =0, Yoe Q). (3.40)
Q Q

Utilizando um argumento de densidade, temos que vale para toda v € I/VO1 N(Q)
Assim, u é solugao fraca do problema (]E[)

Agora, mostraremos que u # 0. Suponha, por contradi¢cao, que v = 0. Usando o Lema
1.3, obtemos

{ U, — 0 em Wy (Q) (3.41)
f(z,u,) — 0 em LY(Q).
entao, por (fs), obtemos que
F(z,u,) — 0 em L'(Q).
Isso juntamente com implica que
lim lun||Y = NChy. (3.42)
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3. Crescimento Exponencial Critico

Assim, dado € > 0 temos para n suficientemente grande que

lun ¥ < NCys +e.

N-1
o

Vimos que NC)y; < (—N) , entao
%)

N an N—-1 aN N—-1
lunl|* < {=—=)  —e<|—=]
(%)) (%))

para € > 0 suficientemente pequeno. Logo, existe ¢ > 1, suficientemente préximo a 1,

o N—-1
Junll¥ < ! (—N) |

&%)

tal que

o que implica que

qoo||un|N < an.
Pela condicao (3.1)), para 5 = qag > ap, tem-se que dado € > 0 existe so > 0 tal que
f(z, 8)[9< e®™ | Wz, s) € Q x (s0,00). (3.43)
Por (f1), existe ¢; > 0 tal que
|f(z,8)]7< ﬁeﬁlsl’v , V(z,8) € Qx (—00,s0). (3.44)

De (3.43) e (]3.44]), obtemos

|f(x,$)]1< ceBlsl™ V(z,s) € Q xR.
Logo, pelo Lema[I.4] obtemos

/|f(x,un(:v))]qda: < c/eqo‘°|“"(x)|N/ dx (3.45)
Q Q

N’ (|lun(=)] N
c/ eaoollunlM (M) gy
Q

<
< C(Q).
Note que

< e, Yoe W), (3.46)

/|Vun\N_2Vuan—/f(x,un)v
0 Q
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3. Crescimento Exponencial Critico

onde €, — 0. Fazendo v = u,, em ([3.46|), obtemos

[1vul= [ fewu,

isso implica que u, — 0 em WOI’N(Q), o que contradiz (3.42)). Portanto, u # 0.

< enl|unll,

J4 mostramos que u é uma solugao fraca nao trivial para o problema [P} Para concluir-

mos o Teorema [3.1] resta verificar que u é nao negativa. Note que

Escolhendo v = u~ como funcao teste em (|1.14)) obtemos

/|Vu|N2VuVu — / flz,u)u” =0,
0 0

assim,

v = [ s

_ /Q Fla,ut)u-
0,

o que implica que u~ = 0. Logo, u = u™ > 0. Portanto, o Teorema esta provado.
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