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“A Matemdtica, quando a compreendemos bem, possui
nao somente a verdade, mas também a suprema beleza.”

Bertrand Russell



Resumo

Nesta dissertacao, estudamos os chamados médulos totalmente reflexivos e a nocao de dimensao
de Gorenstein sobre anéis comutativos Noetherianos. A principal finalidade é demonstrar a impor-
tante férmula de Auslander-Bridger e o Teorema de Gorenstein, o que permitira caracterizar anéis
locais Gorenstein através de reflexividade total, bem como apresentar condig¢oes suficientes para a

propriedade de G-regularidade. Fornecemos, também, exemplos e contra-exemplos interessantes.

Palavras-chave: mddulos totalmente reflexivos, férmula de Auslander-Bridger, dimensao de

Gorenstein, anéis G-regulares.



Abstract

In this dissertation, we study the so-called totally reflexive modules and the notion of Goren-
stein dimension over Noetherian commutative rings. The main purpose is to prove the important
Auslander-Bridger formula and the Gorenstein theorem, which will allow us to characterize Goren-
stein local rings through total reflexivity, as well as to provide sufficient conditions for the property

of G-regularity. We furnish, moreover, interesting examples and counterexamples.

Keywords: totally reflexive modules, Auslander-Bridger formula, Gorenstein dimension, G-

regular rings.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e R S denotam anéis;

e M, N, P, K denotam mdédulos finitamente gerados;

e 7 (M) denota o conjunto dos divisores-de-zero do R-médulo M;

e Anng (M) denota o anulador do R-médulo M;

e Assg M denota o conjunto dos primos associados do R-médulo M;

e (R, m, k) denota um anel local R com ideal maximal m e corpo residual k;

e pd; M denota a dimensao projetiva do R-médulo M;

e idp M denota a dimensao injetiva do R-modulo M;

e G-dimr M denota a dimensao de Gorenstein do R-moédulo finitamente gerado M:;

e [ ] denota o final de uma demonstragao.

ix



Introducao

Em 1967, no memoréavel artigo [2], Maurice Auslander introduziu a nogao de mddulo totalmente
reflexivo, a qual originalmente batizou de mddulo de G-dimensdo zero, através do seu conceito
de dimensdo de Gorenstein. Pouco depois, juntamente com Mark Bridger, desenvolveu a teoria
da G-dimensdo [3] em maior profundidade e explorando vérias propriedades. Desde entao, tal
classe de médulos tem sido amplamente estudada. O termo “totalmente reflexivo”foi introduzido
em 2002, por Avramov e Martsinkovsky em [5]. Embora esse conceito remonte a década de 60, o
tema continua bastante atual, despertando crescente interesse e sendo fonte de varios trabalhos,
dentre os quais podemos destacar os artigos [4], [16] e [17].

Os moédulos totalmente reflexivos, em particular, podem ser utilizados como uma generalizagao
dos tradicionais médulos projetivos, tornando possivel a introducao de uma nova dimensao de
carater homolégico para mddulos finitamente gerados sobre anéis Noetherianos. Tal dimensao,
chamada G-dimensao, possui muitas propriedades analogas as propriedades da dimensao projetiva
usual, o que pode ser fortemente ilustrado através da formula de Auslander-Bridger, que generaliza,
a classica féormula de Auslander-Buchsbaum para o novo contexto da G-dimensao.

Os anéis locais Gorenstein sao caracterizados pelo fato de que todo médulo finitamente gerado
tem G-dimensao finita, resultado expresso no Teorema de Gorenstein. Esse é o resultado analogo,
para a propriedade de Gorenstein, ao Teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre que fornece a
classica caracterizagao homoldgica de regularidade. Como consequéncia, obtém-se que, sobre
anéis Gorenstein os médulos totalmente reflexivos sao exatamente os médulos Cohen-Macaulay
maximais.

Os chamados anéis G-requlares constituem um tipo bastante peculiar de anel, sobre os quais,

por defini¢cao, os médulos totalmente reflexivos sao necessariamente livres. Prova-se que tais anéis
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sao caracterizados pelo fato de que a G-dimensao coincide com a dimensao projetiva para todo
modulo finitamente gerado. Os anéis locais regulares sao exemplos triviais de anéis G-regulares.

Os principais objetivos desta dissertacao sao apresentar os médulos totalmente reflexivos,
demonstrar a féormula de Auslander-Bridger e o Teorema de Gorenstein, usando-os para car-
acterizar os anéis locais Gorenstein via reflexividade total, bem como estudar os anéis G-regulares
e suas principais propriedades. Por fim, deve-se mencionar também que uma das metas é a de
contribuir para a literatura matematica nacional sobre este belissimo assunto, que atualmente se
encontra, no maximo, bastante escassa.

O trabalho esta dividido em trés capitulos e dois apéndices.

No Capitulo 1, introduzimos a definicao de moédulos totalmente reflexivos, provamos algumas
caracterizagoes, estudamos o comportamento ao longo de sequéncias exatas curtas e mostramos
algumas condigoes necessarias para a reflexividade total.

No Capitulo 2, apresentamos o fundamental conceito de dimensao de Gorenstein (G-dimensao),
bem como algumas de suas propriedades, e concluimos com demonstragoes da classica formula de
Auslander-Bridger e do Teorema de Gorenstein através da nogao de G-dimensao.

No Capitulo 3, estudamos o comportamento dos modulos totalmente reflexivos sobre anéis
Gorenstein, e demonstramos uma caracterizacao para anéis locais Gorenstein via reflexividade
total. Concluimos apresentando o conceito, alguns resultados e exemplos explicitos de anéis G-
regulares, com base nos artigos [23] e [24]. Detectamos e exemplificamos, em particular, uma
curiosa patologia: a propriedade de G-regularidade nem sempre é preservada por localizagao.

Finalmente, para facilitar a leitura do trabalho e torna-la mais objetiva, bem como um pouco
mais auto-suficiente, adicionamos dois apéndices: O Apéndice A é dedicado a alguns resultados
introdutorios da dlgebra homoldgica; no Apéndice B, listamos alguns conceitos e resultados bésicos
de algebra comutativa que auxiliaram na elaboracao desta dissertacao.

Convencao: Nesta dissertacao, todos os anéis sao considerados comutativos, Noetherianos e com

identidade 1.



Capitulo 1

Mobdulos Totalmente Reflexivos

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados classicos envolvendo médulos

totalmente reflexivos. As principais referéncias utilizadas foram [10], [11] e [1§].

1.1 Definicoes e exemplos

Nesta secao, introduziremos o conceito de mddulo totalmente reflexivo e nocoes relacionadas,

incluindo alguns exemplos e uma importante caracterizagao.

Definigao 1.1. Um R-moddulo finitamente gerado M ¢é dito totalmente reflexivo se as seguintes

condicoes sao satisfeitas:
(1) M é reflexivo, isto é, M = M** através do homomorfismo canonico;
(2) Extb(M, R) = 0, para todo i > 0;
(3) Exty(M*, R) = 0, para todo i > 0.

Jorgensen e Sega [14] demonstraram que as trés condigoes acima sao, de fato, independentes.
Como primeiro exemplo de mddulos totalmente reflexivos destacamos a classe dos moédulos

projetivos finitamente gerados, que chamaremos maodulos totalmente reflexivos triviais.

Exemplo 1.1. Seja P um R-mdédulo projetivo finitamente gerado. Entao, P é totalmente reflexivo
(em particular, todo médulo livre finitamente gerado é totalmente reflexivo). De fato, como P é

um modulo projetivo, segue que P* também é projetivo e finitamente gerado, e assim, ¢ imediato
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que Exth(P, R) = 0 = Ext%(P*, R), para todo i > 0. Além disso, pela Proposicdo [A.2, temos

P = P ®r Homg(R, R), e de acordo com o diagrama comutativo abaixo

P p P

= =
P@rR ——— P®pHomg(R,R)

segue que o homomorfismo canonico op é um isomorfismo.

Agora, veremos outra importante definicdo que estd intimamente ligada a nocao de modulo

totalmente reflexivo.

Definicao 1.2. Um complexo aciclico infinito de R-mddulos livres finitamente gerados
[F: ...HFlﬁFO_)Fi]‘H-..

é dito totalmente aciclico quando o seu complexo dual F* = Hompg(F, R) também ¢é aciclico. Um
R-modulo, M, possui uma resolu¢ao completa quando existe um complexo totalmente aciclico, [,

tal que M = coker (F; — Fj). Neste caso, dizemos que F é uma resolugao completa de M.

A seguinte caracterizacao de médulos totalmente reflexivos é largamente utilizada em trabalhos

cientificos sobre o tema.

Teorema 1.1. Seja M um R-mddulo finitamente gerado. Entao, M € totalmente reflexivo se, e

somente se, M possui uma resolucao completa.

Demonstra¢ao. Suponhamos que M é totalmente reflexivo, ou seja, M satisfaz (1), (2) e (3) da

Definicao [1.1. Considere resolugoes livres de M e M*:
F: - —=F —->F—-M-=—>0
D: --+—=Dy—=Dy— M —=20

Como o anel R é Noetheriano e os modulos M e M* sao finitamente gerados, segue que os R-

modulos livres F; e D; sao finitamente gerados para todo i. Aplicando Homg(—, R) a D obtemos



CAPITULO 1. MODULOS TOTALMENTE REFLEXIVOS 5

o complexo

Homg(D,R): 0 — Hompg(M*, R) — Hompg(Dy, R) — Hompg(Dy, R) — - --

que podemos escrever

D*: 0—-M"—Dj— Dj —---

Como M = M**, temos

D*: 0—M—Dj— D] —---

Segue da propriedade de Hompg(—, R) e de (3) que D* é exato. Agora, podemos considerar o

complexo

F|D*: - F Fy Dj; Dy
M
0 0
Como F e D* sdo exatos, segue que F|D* é exato. Assim, obtemos um complexo aciclico infinito

de R-mddulos livres finitamente gerados. Verificaremos que F|D* é totalmente aciclico. Aplicando

Hompg(—, R) em F|D*, obtemos
Homg(F|D*,R): .-+ — D" = D" — Fy — F — -

que é isomorfo a

DIF*: --+—Dy—Dy— F; — F —---

Agora, aplicando Homg(—, R) em F, temos

F*: 0—-M —F] —F —---
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que, pela propriedade de Homg(—, R) e (2), é exato. Logo,

D|F*: - D,

Dy Iy
M*

0 0
¢ exato. Assim (F|D*)* = Hompg(F|D*, R) = D|F* ¢ exato, e portanto, F|D* é totalmente aciclico.
Por fim, como F é exata, temos M = coker (F} — Fp). Assim, F é uma resolugao completa de M.

Reciprocamente, suponhamos que M possui uma resolugao completa, isto é, existe um com-

plexo totalmente aciclico

|]»_: ..._>F1_>F0_)F_1_>...

talque M = coker (F; — Fp). Entao,

=P —-F—-M-=0 e 0-M —F —F —- -

sao aciclicos. Como Fj é livre para cada ¢ > 0, segue que --- — I} — Fy — M — 0 é uma
resolugao livre de M e sendo Fj — F] — F; — --- exata, segue que Extﬁ%(M, R) =0, para todo
i > 0. Pela exatidao de [* e de 0 — M* — Fj — F[ — ---, temos

F* B F*
ker(F*, — Fy)  Im(F*, — F*))

M* = ker(Fy — Fy) =Im (F*) — Fj) = = coker (F*, — F*))
Assim, obtemos o complexo exato
G: -—=F,—=F,—>M —0

Como cada F ¢ livre, segue que G é uma resolucao livre de M* com

G': 0-M"—>F |, —Fqy5—---



CAPITULO 1. MODULOS TOTALMENTE REFLEXIVOS 7

que é exata. Daf, Ext’,(M*, R) = 0, para todo i > 0. Além disso,
M = ker(F_1 — F_Q) = M.

Logo, pela Proposicao |A.1, temos que o,; é um isomorfismo, e portanto, M é totalmente reflexivo.

O
Usaremos a caracterizacao acima para produzir mais exemplos.

Exemplo 1.2. Se existem elementos a e b em R tais que Anng(a) = (b) e Anng(b) = (a), entao
o complexo

F: . -RYpU Rl R ..

é totalmente aciclico. De fato, como Im[a] = (a) = Anng(b) = ker[b], Im [b] = (b) = Anng(a) =
ker[a] e Homg(R, R) = R temos que F e F* = [ s@o exatos. Além disso, como podemos enumerar
o complexo conforme acharmos conveniente, segue que F é uma resolugao completa dos modulos
R/(a) = (b) e R/(b) = (a), portanto, eles sao totalmente reflexivos. Os elementos a e b cujos
anuladores satisfazendo a propriedade acima sao chamados um par exato de divisores-de-zero.
Quanto a existéncia de tais pares, pelo menos no caso em que R = S/(ab), onde S é um
dominio e a, b € S sdo elementos nao-nulos e nao-invertiveis, denotamos por @, b € R as imagens
de a e b em R, respectivamente. Como S é um dominio e a # 0 temos Anng(@) = (b). De forma
analoga, Anng(b) = (@). Logo @ e b formam um par exato de divisores-de-zero. Portanto, (@) e

(b) sao modulos totalmente reflexivos.

Exemplo 1.3. Sejam S um anel e R = S[X]/(X™) com m > 1 inteiro. Tome n € {1,...,m —1}
e denotamos por z" a classe residual de X™ em R. Como X" e X™ " sao nao-divisores-de-zero
em S[X], segue que Anng(z") = (2™ ") e Anng(z™ ™) = (2™). Assim, pelo Exemplo 1.2/ temos
que (z") e (™ ™) sao mddulos totalmente reflexivos. Em particular, (z") é totalmente reflexivo

para todo n € {1,...,m — 1}. Ainda pelo Exemplo 1.2 temos que

-HRﬂRﬂRLR—%x")HO

é uma resolugao livre minimal de (z"). Tomemos agora S = k, com k um corpo. Entao, R é local.
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Pela Proposicao B.11 e Corolario B.12 obtemos que pdy (z) = oo. Assim, (z™) nao é projetivo,

e portanto, trata-se de um maédulo totalmente reflexivo nao-trivial.

Concluiremos esta secao mostrando que o produto tensorial por uma algebra plana preserva a

reflexividade total.

Proposicao 1.2. Se M é um R-moédulo totalmente reflexivo e S é uma R-algebra plana, entao
M ®pgr S é um S-mdédulo totalmente reflexivo. Em particular, qualquer médulo de fragoes de um

modulo totalmente reflexivo é totalmente reflexivo.

Demonstracao. Como M é totalmente reflexivo, entao pelo Teorema (1.1 existe um complexo
totalmente aciclico

F: -« —>F3F>F;—- -
talque M = coker p. Como S é uma R-algebra plana temos que o complexo de S-mddulos

[F®RSI "'—>F1®Rsﬁ>Fo®RS—>F_1®RS—>"'

é aciclico, com cada F; ®z S um S-modulo livre e finitamente gerado. Note que
Homs(Fi KRR S, S) = HOIIIS(E Rr S, R KRR S) = HOHIR(FZ-, R) ®r S

Mas este 1ltimo complexo Homg(F, R) ®g S é aciclico, pois Homg(F, R) é aciclico e S é R-plano.
Assim, F ®p S é totalmente aciclico. Além disso, temos coker (p ® S) = coker p ®r S = M ®p S.
Portanto, F ®z S é uma resolucao completa de M ®pz S, e assim, usando novamente o Teorema
1.1 o resultado segue. Para a afirmagao em particular, basta usar que, se U C R é um conjunto

multiplicativo, entdo U~'R é uma R-dlgebra planae M @z U 'R~ U~ M. O

1.2 Comportamento ao longo de sequéncias exatas

Nesta secao, estudaremos o comportamento de modulos totalmente reflexivos ao longo de uma
sequéncia exata curta e veremos algumas consequéncias. Concluiremos com uma caracterizagao

de tal classe de mdédulos via complexos totalmente aciclicos.



CAPITULO 1. MODULOS TOTALMENTE REFLEXIVOS 9

Proposicao 1.3. Seja 0 - K — M — N — 0 uma sequéncia exata curta de R-modulos

finitamente gerados. Entao vale:

(1) Se K e N sao totalmente reflexivos, entdo M é totalmente reflexivo,
(2) Se M e N sao totalmente reflexivos, entao K ¢é totalmente reflexivo,

(3) Se K e M sdo totalmente reflexivos e Exty,(N, R) = 0, entdo N é totalmente reflexivo.

Demonstracao. A sequéncia exata curta induz a sequéncia exata longa

0 — Homp(N, R) — Homp(M, R) — Hompg(K, R) — Extp(N,R) — - -
- — BExth(N, R) — Exth(M, R) — Ext%(K,R) — - -

Vamos usar essa sequéncia para provar os trés itens.

1): Como K e N sao totalmente reflexivos, segue que
(1) , segue q
(I) K = K** e N = N** pelos homomorfismos canonicos;
(IT) Ext% (K, R) = 0 = Ext,(N, R), para todo i > 0;
III) Exty(K*, R) =0 = Ext’%,(N*, R), para todo i > 0.
R R

Assim, por (II) a sequéncia exata longa se reduz a

0= N*— M — K*—-0—Extg(M,R) - 0— -+ —0— Exth(M,R) -0 — -

Logo, pela exatidao da sequéncia segue que Ext’é(M , R) = 0 para todo ¢ > 0. Ainda pela exatidao
tem-se que 0 — N* — M* — K* — 0 é uma sequéncia exata curta. Assim, temos uma outra

sequéncia exata longa induzida

0— K* — M* — N* — Extp(K*, R) — -
- — BExth(K*, R) — BExth(M*, R) — Exthy(N* R) — - -

Dai, por (III) temos Exth(M* R) = 0, para todo i > 0. Além disso, obtemos a sequéncia exata
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curta 0 — K** — M*™ — N** — (. Assim, obtemos o diagrama

0o — Kk L M 2, N — 0
l ok Lou lon

Como cada linha é uma sequéncia exata e vale oy 0 f = f**oox e oy 0g = g™ ooy, 0 Lema da

Serpente nos da a sequéncia exata
0 — kerog — keroy — keroy — coker o — coker oy — cokeroy — 0

Sendo o e oy isomorfismos segue que kerog = 0 = cokeroi e keroy = 0 = cokeroy. Pela
exatidao da sequéncia acima temos ker o), = 0 = coker oj;. Logo, o) é um isomorfismo. Portanto,
M é totalmente reflexivo.

(2): Sendo M e N modulos totalmente reflexivos, de forma andloga ao item anterior obtemos

a sequéncia exata longa
0= N"— M — K*—0—0—Exth(K,R) — -+ —0— Exth(K,R) —0— -

Logo, Ext% (K, R) = 0, para todo i > 0. A sequéncia exata curta 0 — N* — M* — K* — 0 induz

a sequéncia exata longa

0— K* — M* — N* — Extp(K*, R) — -
- — BExt Y (N*, R) — Exth(K*, R) — Exth(M* R) — - - -

Como Ext’y(M*, R) = 0 = Exty(N*, R), para todo i > 0, temos que Ext’(K*, R) = 0, para todo
1 > 1. Note ainda que

N B N**
ker(N** — Exth(K*,R))  Img**

Exth(K* R) = Im (N** — Exth(K*, R)) &

pois g sobrejetiva, oy, e oy bijetivas implicam ¢** sobrejetiva. Finalmente, usando a sequéncia

exata curta 0 — K** — M™ — N* — 0 e o Lema da Serpente obtem-se que o é um isomorfismo.
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Portanto K é totalmente reflexivo.
(3): Com K e M totalmente reflexivos a sequéncia exata longa nos dd Extz(N, R) = 0, para
todo 7 > 1, e junto com a hipodtese temos para todo ¢ > 0. Novamente a sequéncia exata curta

induz a sequéncia exata longa

0— K* — M** — N* — Extp(K* R) — - -
- — BExth(M*, R) — Exth(N*, R) — Extii ' (K*,R) — - - -

Como Exth(K* R) = 0 = Exth(M* R), para todo i > 0 tem-se Ext%,(N*, R) = 0, para todo
¢t > 0. Usando mais uma vez o Lema da Serpente, concluimos que oy é um isomorfismo. Portanto

N ¢ totalmente reflexivo. O]

Abaixo seguem algumas consequéncias tuteis dessa proposicao.

Corolario 1.4. Seja0 — K — M — N — 0 uma sequéncia exata curta de R-moédulos finitamente

gerados.

(1) Se N é totalmente reflexivo, entdo a sequéncia 0 — N* — M* — K* — 0 é exata, e neste

caso K é totalmente reflexivo se, e somente se, M é totalmente reflexivo.

(2) Se M é totalmente reflexivo, entdo existem os isomorfismos Ext’ (K, R) = Ext}{ (N, R) para

1> 0.

(3) Se a sequéncia cinde, entao M é totalmente reflexivo se, e somente se, K e N sao totalmente

reflexivos.

Demonstragao. (1): Pela demonstracao do item (1) da Proposicao [1.3 temos que a sequéncia
0 — N* — M* - K* — 0 ¢ exata. A tdltima afirmacdo segue imediatamente dos itens (1) e (2)
da Proposigao [1.3.

(2): Como Ext’é(M ,R) = 0 para i > 0, temos que a sequéncia exata longa da proposi¢ao

anterior pode ser escrita da seguinte forma

0— N*— M*— K* — Extp(N,R) — -+ — 0 — Exth(K,R) — Ext'(N,R) - 0 — - -

Logo, por exatidao o resultado segue.
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(3): Se K e N sao totalmente reflexivos, basta usar a Proposi¢ao [1.3[(1). Reciprocamente,
suponha M totalmente reflexivo. Como M = K @& N e Extl(—, R) é aditivo, entdo para todo

7 > 0 temos isomorfismos

0 = Ext’%(M, R) = Ext’(K, R) ® Exti(N, R)

0 = Exth(M*, R) & Exth,(K*, R) @ Ext%,(N*, R).

Logo, Exth(K, R) = 0 = Ext,(K*, R) e Exth(N, R) = 0 = Exth(N*, R) para todo i > 0. Além
disso, como M* = K** @& N** temos que o,y = 0 @ on, a menos de isomorfismos, logo o e oy

sao isomorfismos. Portanto, K e N sao totalmente reflexivos. O
A reflexividade total é preservada por soma direta.

Corolario 1.5. Sejam M, ..., M, R-médulos finitamente gerados. Entao @;_, M; é totalmente

reflexivo se, e somente se, My, ..., M, sao totalmente reflexivos.

Demonstrag¢ao. Vamos usar indugao em r. Para r = 2 basta considerar a sequéncia exata curta
0—>M1—>M1@M2—>M2—>0

e usar o Corolario 1.4(3). Agora suponha que o resultado seja vélido para r — 1. Considere a

sequencia exata curta
r—1 r
0— P M- M — M —o.
i=1 i=1

Como ela cinde, temos pelo Coroldrio 1.4(3) que @;_, M; é totalmente reflexivo se, e somente
se, EB::_ll M; e M, sao totalmente reflexivos se, e somente se, My, ..., M,_1, M, sao totalmente

reflexivos, pela hipdtese de inducao. [

Ja o produto tensorial de dois modulos totalmente reflexivos nem sempre é totalmente reflexivo;
veja Exemplo 3.1 no Capitulo 3. Agora, veremos uma condicao suficiente para que o quociente de

modulos totalmente reflexivos seja totalmente reflexivo.
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Corolario 1.6. Sejam N C M R-moédulos finitamente gerados. Suponha que M e N sao total-

mente reflexivos e Exty(M/N, R) = 0. Entdao, M/N é totalmente reflexivo.

Demonstra¢ao. Como M é finitamente gerado segue que M /N é finitamente gerado. Agora con-

sidere a sequéncia exata curta 0 — N — M — M/N — 0 e use a Proposigao [1.3(3). O

Dado um complexo totalmente aciclico, podemos obter uma familia de moédulos totalmente
reflexivos; tal familia consiste das sizigias desse complexo. Esse resultado é um caso particular da

seguinte caracterizacao para modulos totalmente reflexivos.

Proposicao 1.7. Umn R-médulo M é totalmente reflexivo se, e somente se, ¢ um modulo de

sizigias de um complexo totalmente aciclico.

Demonstracao. Sendo M totalmente reflexivo, existe
IF: ...HFl_)FO_)F—l_)'.‘

um complexo totalmente aciclico tal que M = coker (F} — Fyp). Pela exatidao de F e pelo Teorema

do Isomorfismo, temos

Fo Fo

M = coker (F), — ) = -
coker (Fi = Fo) = T )~ ker(Fy — 7o)

= Im (F() — F_l) = ker(F_1 — F_2>

Portanto, M é um médulo de sizigias do complexo totalmente aciclico F.

Reciprocamente, suponha que M é um modulo de sizigias do complexo totalmente aciclico
[13: ”'HGIHGO_)G—IH”'

ou seja, existe ¢ inteiro tal que M = ker y;, onde ¢; : G; — G;_1. Entao, pela exatidao de G e

pelo Teorema do Isomorfismo, temos

Gi Gi

ker ;1 ~ Im Pi+2

M =kerp; =Imp; 41 = = coker @9
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Assim M = cokery;, o = coker(F; — Fp), onde
|]—_: ..._>F1_>FO_>F_1_>...

¢ tal que F; = G441, ou seja, | € uma reenumeragao de G. Logo existe um complexo totalmente

aciclico F tal que M = coker (F} — Fp). Portanto M é um moédulo totalmente reflexivo. ]

1.3 Moébdulos livres de torcao

Veremos que as propriedades de médulos livres de torcao nos fornecem uma condicao necessaria
para que um moédulo finitamente gerado seja totalmente reflexivo. Em seguida, demonstraremos

mais uma propriedade importante de tal classe de modulos.

Definigao 1.3. Para um R-mdédulo M, o seu submddulo de tor¢ao, denotado por 7(M), é definido
como

T(M) ={xz € M| 3Ir € R\z(R) tal que rz = 0}.

O médulo M é de tor¢ao se (M) = M e livre de tor¢ao se 7(M) = 0. Note que M é livre de
torcao se, e somente se, todos os divisores-de-zero de M sao também divisores-de-zero de R, e

podemos escrever

T(M) =0« zr(M) C z(R).

E facil verificar que mddulos livres sao livres de torcao, e que submédulos de médulos livres

de tor¢ao ainda sao livres de torcao.
Proposicao 1.8. Seja M um R-mdédulo finitamente gerado. Entao M* é livre de torgao.

Demonstracao. Se M = 0, a afirmacao é trivial. Para M # 0 existe um inteiro § > 1 tal que
M = RP/N para algum N submédulo de R?. Assim obtemos a sequéncia exata R% = M — 0

aplicando Hompg(—, R) obtemos a sequéncia exata

0— M* = RS,
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Logo, M* = Imr*. Como R? ¢ livre de torcao, pois é livre, e Im 7* é um submédulo de R?, segue

que M* é livre de torcao. O
Agora podemos provar uma condi¢ao necessaria para um maédulo ser totalmente reflexivo.

Corolario 1.9. Todo médulo reflexivo é livre de tor¢ao. Em particular, todo médulo totalmente

reflexivo é livre de torgao.

Demonstracao. Seja M reflexivo, entao M = M**. Como M é finitamente gerado temos que M™*
é finitamente gerado. Assim, pela proposi¢ao anterior temos que M** = (M*)* é livre de tor¢ao.

Portanto M ¢é livre de torgao. O]
Provaremos mais uma propriedade de médulos totalmente reflexivos.
Proposicao 1.10. Se M ¢é totalmente reflexivo, entao M* é totalmente reflexivo.

Demonstracao. Por hipétese temos que oj; é um isomorfismo, e

Ext’ (M, R) = 0 = Ext,(M*, R) para todo i > 0.

Como oy é um isomorfismo é facil verificar que o+ também é um isomorfismo. Assim,

(1) M* é reflexivo,

(2) Exth(M*, R) = 0, para todo i > 0,

(3) Exth(M**, R) = Ext,(M, R) = 0, para todo i > 0.
Portanto M* é totalmente reflexivo. O

A reciproca da proposicao acima nao vale. Tome M # 0 um médulo de tor¢ao e G totalmente
reflexivo. Entao,
(G& M)" =Hompg(G & M, R) = Homg(G, R) ® Homg(M, R).

Como M = 7(M), temos que Homg(M, R) = 0. Logo,

(G® M)" =2 Homg(G,R) = G".
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Sendo G totalmente reflexivo, segue da Proposigao [1.10/que G* = (G @ M)* é totalmente reflexivo.
Mas G @ M nao é totalmente reflexivo, pois, como M = 7(M), temos que, dado m € M nao-nulo,

existe 7 € R\z(R) tal que rm = 0. Logo, (0,m) € G & M é nao-nulo, e

r(0,m) = (0,7rm) = (0,0) = Oggnm-

Assim, r € zg(G@& M), mas r ¢ z(R). Logo, pelo comentério seguinte a Definigao 1.3, G & M nao

é livre de torgao, e portanto, nao é totalmente reflexivo.



Capitulo 2

Dimensao de Gorenstelin

Neste capitulo, apresentaremos o conceito de dimensao de Gorenstein, bem como algumas de
suas propriedades. Concluiremos com uma demonstragao da classica férmula de Auslander-Bridger
(que generaliza a formula de Auslander-Buchsbaum, vide Teorema B.14) bem como o Teorema de
Gorenstein através da nogao de G-dimensao. As principais referéncias utilizadas foram [3], [10] e

1.

2.1 (G-dimensao (Parte I)

Introduziremos a nocao de dimensao de Gorenstein, também chamada de G-dimensao, e es-
tabeleceremos sua relagao com os médulos totalmente reflexivos. Além disso, veremos que, para

certos modulos, é suficiente verificar uma certa condicao dentre as exigidas na Definicao 1.1l

Definicao 2.1. Uma G-resolu¢ao de um R-mdédulo finitamente gerado M é uma sequéncia exata
=G =G, — - —>Gyg— M —0,

onde cada G; é totalmente reflexivo. A resolucao é dita de comprimento n se G,, # 0 e G; =0

para ¢ > n.

Note que, como R é Noetheriano, todo R-moédulo finitamente gerado admite uma G-resolucao,
precisamente tem uma resolugao por médulos livres de posto finito, que, como ja vimos no Exemplo

1.1, sao totalmente reflexivos.

17
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Definicao 2.2. Para um R-mdédulo finitamente gerado M # 0 a G-dimensdo, denotada por
G-dimpg M, é o menor inteiro n > 0 tal que existe uma G-resolucao de M de comprimento n. Se nao
existe tal inteiro, dizemos que G-dimg M é infinita. Por convencao, definimos G-dimgz 0 = —o0,
e escrevemos G-dimg M < oo quando M possui uma G-resolugao de comprimento finito. Assim,

em particular, o moédulo nulo tem G-dimensao finita.

Note que para todo R-modulo finitamente gerado M tem-se

G-dimg M € {—oco} U{n > 0| n ¢é inteiro} U {oo}.

Se G-dimgr M < n entao M tem uma G-resolugao de comprimento m para todo m > n (para ver
isso, basta adicionar somandos diretos livres a resolugao de comprimento n).
A seguir apresentaremos uma importante caracterizacao, a qual assegura que os moédulos to-

talmente reflexivos ndo-nulos sdo exatamente os modulos de G-dimensao zero.

Proposicao 2.1. Seja M # 0 um R-moédulo finitamente gerado. Entao M é totalmente reflexivo

se, e somente se, G-dimzp M =0

Demonstrag¢ao. Se M ¢ totalmente reflexivo, entao a sequéncia exata

0—-M—-M-—0

é uma G-resolucao de M. Assim, segue por definicao que G-dimg M = 0.
Por outro lado, se a G-dimensao de M ¢ zero, entao existe uma G-resolucao de M tal que G; = 0

para todo i« > 0. Dai, podemos escrever essa G-resolucao como

0—>Gy— M —0

Portanto, M = (G, é totalmente reflexivo. n

Para que um dado mdédulo de G-dimensao finita seja totalmente reflexivo, é suficiente veri-
ficar apenas a condi¢do (2) da Definigao [1.1. Tal resultado serd exposto no préximo teorema.

Precisaremos, primeiramente, de um resultado auxiliar.
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Proposigao 2.2. Seja M um R-mddulo finitamente gerado e considere uma G-resolugao de M

=G =G — = Gy— M —0.

Definimos Ky = M, Ky = ker(Gyp — M), e K; = ker(G,_1 — G,_2) para j > 2. Entao, parai > 0
temos

Ext% (K, R) = Exti’ (M, R).

Além disso, se K, é totalmente reflexivo para algum n > 1, entao para 7 < n temos

G-dimp K; <n — j,

valendo a igualdade se G-dimgp M = n.

Demonstragdo. Se j = 0 o isomorfimo é, na verdade, uma igualdade Exty( Ky, R) = Exth (M, R).

Para cada 7 > 1, temos uma sequéncia exata curta

O_>Kj _)Gj—l —>Kj_1 —>0,

pois K;_; = ker(G,;_2 — G_3) =Im (G;_; — G,_2). Como G,_; é totalmente reflexivo, aplicando

o Corolario [1.4/ (2) obtemos os isomorfimos

Exth (K, R) & Exti'(K; 1, R), paratodo i > 0.

Fazendo o mesmo para G;_s, temos Extﬁé(Kj_l, R) = Extig“l(Kj_g, R). Repetimos esse processo

até atingirmos Exty (K, R) & Ext (Ko, R) = Extiy' (M, R). Assim,

Ext’(K;, R) = Exti (K;_1, R) & Exty(K; 5, R) = - = Exti/ (M, R).

Agora, suponha que existe n > 1 tal que K, é totalmente reflexivo. Como K, = ker(G,_; —

Gn,_2), obtemos a sequéncia exata

0—-K,—-G,.1—-+—Gy— M—0,
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que é uma G-resolucao de M de comprimento n, e assim G-dimg M < n. Tome j < n. Por

exatidao e pelo Teorema do Isomorfismo temos

& &

ker(Gj — Gjo1)  Im(Gjpa — Gj)

I

Kj = kel"(Gj,1 — Gj,2> =Im (G] — ijl)
Logo, K = coker (Gj41 — G;). Assim, obtemos a sequéncia exata
0—-K,—-Gpq4—-—G — K; =0.

Como K, e G; sao totalmente reflexivos segue que a sequéncia acima ¢ uma G-resolucao de K;
de comprimento n — j, portanto, G-dimp K; < n — j.
Finalmente, suponhamos que G-dimg M = n, e por absurdo que G-dimp K; < n — j para

algum j < n. Escreva G-dimg K; = m, logo K possui uma G-resolucao de comprimento m
O—>ém—>ém,1—>---—>éo—>[(j—>0.

Assim obtemos uma G-resolucao de M

0 G, éo G Go M 0
K;
0 0
de comprimento m + j < n — j 4+ j = n, o que contradiz a minimalidade de n. Portanto,
G-dimp K; =n — j para j < n. O

Teorema 2.3. Seja M um R-mddulo finitamente gerado com G-dimensao finita. Se Extly(M, R) =

0 para todo © > 0, entao M € totalmente reflexivo.

Demonstracao. Como G-dimg M < 0o, entao M possui uma G-resolugao de comprimento finito,
isto é, existe n > 0 tal que G-dimg M < n. Se n = 0 o resultado segue. Assim, podemos supor

n > 1. Procederemos por indugao sobre n.
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Primeiro assumimos que G-dimgp M < 1, entao temos a sequéncia exata curta

0—G — Gy— M —0,

onde os médulos G e Gy sdo totalmente reflexivos. Como Ext(M, R) = 0 segue da Proposigao
1.3(3) que M é totalmente reflexivo.
Agora, seja n > 1 e suponha que G-dimg M < n — 1 impica M totalmente reflexivo. Como

G-dimg M < n, o médulo M tem uma G-resolugao de comprimento n:

0—-G,—G,q1——Gy— M —0.

Aplicando a Proposigao 2.2l com j = n — 1 temos Exty (K, 1, R) = Ext "' (M, R) = 0 para todo
i > 0. Como j < n, segue novamente da Proposi¢ao 2.2 que G-dimg K,,_1 <n—(n—1) = 1. Logo,
pelo que ja provamos, segue que K,,_; é totalmente reflexivo. Como K, _; = ker(G,,_s — G,_3),

obtemos uma G-resolugao de M de comprimento n — 1

O_>Kn—1_>Gn—2_>"'_>GO_>M_>Oa

o que mostra que G-dimp M < n—1. Portanto, por hipdtese de inducao, temos que M é totalmente

reflexivo. L

O teorema acima nos garante que, a fim de que um modulo com G-dimensao finita seja total-
mente reflexivo, é suficiente verificar o anulamento dos moédulos Ext%(M , R), de modo que, neste
caso, a condicao (2) da Definigao 1.1/ implica em (1) e (3).

Agora mostraremos que, para médulos de G-dimensao finita, é possivel expressar a dimensao

de Gorenstein em termos de Exthy(—, R).

Teorema 2.4. Seja M um R-mddulo finitamente gerado e seja n > 0 um inteiro. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
(1) G-dimg M < n.

(2) G-dimp M < oo e Exti(M, R) = 0 para todo i > n.
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Além disso, se G-dimg M < oo, entdo

G-dimp M = sup{i > 0 | Ext%,(M, R) # 0}.

Demonstracao. Para n = 0 as duas condigoes sao equivalentes pelo Teorema 2.3; ambas dizem
que M é totalmente reflexivo. Assim, podemos assumir que n é positivo.

(1) = (2): Se G-dimp M < n, entdo G-dimp M < oo e M tem uma G-resolugao de compri-
mento n:

0—-G,—Gpq—---—Gy— M—0.

>~

Pela Proposicao 2.2 e pelo fato de que K, = G, é totalmente reflexivo, temos Extf,;r"(M , R)
Extg%(Kn, R) = 0 para todo j > 0, que podemos reescrever como Ext’ (M, R) = 0 para todo i > n.

(2) = (1): Como G-dimr M < oo, entdo M tem uma G-resolu¢ao de comprimento finito,
digamos p:

0—-G,—=Gpg— -+ —Gy— M —0.

Se p < n nao ha o que provar, entao assumimos p > n. Definindo K,, como na Proposicao 2.2,

obtemos uma sequéncia exata

0—-K,—G,.q1—-—Gy— M —0,

~Y

onde G-dimg K,, < p — n, novamente pela Proposicio 2.2. Assim obtemos Ext’h(K,, R) =
Ext’gr”(M , R) = 0 para todo i > 0. Logo, pelo Teorema 2.3, segue que K,, é totalmente reflexivo.
Portanto, M tem uma G-resolucao de comprimento n, como desejado.

Agora, assuma que n = G-dimp M < oo e seja C = {i > 0 | Exth(M, R) # 0}. Note que
n € C, pois caso contrario, terfamos, por (1) = (2) que Ext’% (M, R) = 0 para todo i > n — 1.
Dai, G-dimrp M < n — 1, por (2) = (1), o que contraria a minimalidade de n. Tome i € C, pela

implicagao (1) = (2), temos que ¢ < n. Portanto n = supC. O

Os Teoremas 2.3 e 2.4/ nos dizem que, para que um modulo com G-dimensao menor igual
a n seja totalmente reflexivo, é suficiente verificar o anulamento dos médulos Exty(—, R) para

1< <n.
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2.2 (G-dimensao (Parte II)

Daremos continuidade a sequéncia de resultados envolvendo G-dimensao.

Proposicao 2.5. Seja M um R-médulo finitamente gerado com G-dimg M < oo e nao-nula.

Entao, existe uma sequéncia exata curta de R-mddulos finitamente gerados
0—-K—-T—-M—0

com T totalmente reflexivo e G-dimzp K = G-dimg M — 1.

Demonstragao. Se G-dimr M = 1, entao existe uma G-resolucao de M de comprimento 1:
0—-G —Gy— M — 0.

Tome K = G e T = Gy, assim, G-dimp K = 0 = G-dimp M — 1.

Se G-dimr M = n > 1, entao existe uma G-resolucao de comprimento n:
0—-G,—Gp1—-—>Gy—M—0

com K; = ker(Gyg — M) # 0. Como 1 < n, temos pela Proposicao 2.2 que G-dimgp K; =n —1 =

G-dimg M — 1. Tomando K = K; e T = G obtemos o resultado desejado. ]

Proposigao 2.6. Seja 0 — M’ — M — M"” — 0 uma sequéncia exata curta de R-mddulos

finitamente gerados com M totalmente reflexivo.
(1) Se G-dimp M’ < d, entao G-dimp M" < d+ 1.
(2) Se G-dimg M’ < 0 e G-dimg M" > 0, entao G-dimg M' = G-dimp M" — 1.

Demonstragao. (1): Tome uma G-resolu¢ao de M’ de comprimento d:
0—-Gyg— - —Gy— M —0.

Dali, obtemos a sequéncia exata 0 — G4 — -+ — Gg — M — M"” — 0 que é uma G-resolugao de

M" de comprimento d + 1.
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(2): Sendo M totalmente reflexivo, temos pelo Corolario [1.4(2) que existem os isomorfismos
Exth (M, R) = Ext'{*(M", R) para todo i > 0. Pelo item (1), temos que G-dimp M’ < oo implica

G-dimrp M" < co. Sejam d' = G-dimr M’ e d’ = G-dimp M", pelo Teorema 2.4/ temos

d =sup{i >0 | Ext,(M’, R) # 0}

d" = sup{i > 0 | Extly(M", R) # 0}.

Logo, Exti(M”, R) = 0 parai > d" que implica Ext%(M’, R) & Ext}'(M"”, R) = 0 parai > d"—1.
Assim, d’ < d” — 1, pelo Teorema [2.4. Por outro lado, como Ext%(M’, R) = 0 para i > d’ temos
Ext?'(M", R) = 0 para i > d’, que podemos escrever como Extg%(M”, R) =0 paraj > d + 1.

Novamente pelo Teorema 2.4 temos d” < d' + 1. Portanto, d’ = d” — 1 como querfamos. O

Observagao 2.1. O item (2) do resultado acima vale na auséncia da hipdtese G-dimp M’ < oo;
veja [3] Corolério 3.15(b) ou [10] Corolério 1.2.9(c).

A proposicao abaixo mostra a relagdo entre a GG-dimensao e a dimensao projetiva.

Proposigao 2.7. Para todo R-mdédulo finitamente gerado M com pdp M < oo vale

G-dimp M = pdy M.

Em particular, neste caso, temos G-dimg M < oc.

Demonstragao. Se M = 0 nao ha nada a fazer. Seja M # 0 com p = pdp M. Assim, temos uma

resolucao projetiva de comprimento p:

0O—-PFP —FP_1—-—F—M-—=D0.

Essa resolucao ¢, em particular, uma G-resolucao, entao G-dimg M < p. Por hipdtese, temos

Ext? (M, —) =0,

e pela Proposigao A.6l existe um R-médulo 7' finitamente gerado tal que Exth,(M,T) # 0. Apli-
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cando Hompg(M, —) na sequéncia exata curta 0 — K — R® — T — 0, obtemos a sequéncia exata
longa

- — Exth (M, K) — Exth,(M, R°) — Extb(M,T) — 0,

mostrando que Exth(M, R°) # 0 e, portanto, Ext?, (M, R) # 0. Como G-dimp M < p segue do
Teorema 2.4 que Ext’ (M, R) = 0 para todo i > p. Sendo Exth,(M, R) # 0, e aplicando novamente

o0 teorema temos

G-dimp M = sup{i > 0 | Ext5,(M, R) # 0} = p = pdy M.

Os modulos totalmente reflexivos nao-trivais possuem a seguinte propriedade:
Corolario 2.8. Todo moédulo totalmente reflexivo nao-trivial tem dimensao projetiva infinita.

Demonstracao. Seja M totalmente reflexivo nao-trivial, isto é, M ¢é totalmente reflexivo mas
nao é projetivo. Suponhamos, por absurdo, que pdy M ¢é finita. Assim, temos pela Proposicao
2.7 que G-dimp M = pdp M. Sendo M totalmente reflexivo, temos pela Proposigao 2.1/ que
G-dimp M = 0. Assim, pdy M = 0, ou seja, M é projetivo, o que é uma contradigao. Portanto,

pdy M ¢ infinita. ]
Lema 2.9. Seja M um R-mdédulo finitamente gerado. Se x € R é M- e R-regular, vale

(1) Tor(M,R/(x)) = 0 para todo i > 0.

(2) Se Extp(M, R) =0, entdo Homp, () (M/xM, R/(z)) = M*/xM*.

(3) Se Extn(M, R) = Extrp(M*, R) = 0, entdo

Hom p(z) (Homp @) (M/xM, R/(x)), R/(x)) = M [z M"".

Demonstragio. Defina R = R/(x) e M = M/xM. Como z é M- e R-regular temos duas

sequencias exatas

(1) 0-RLZER—-R—0 e
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(1) 0— M5 M— M—0.
(1): A sequéncia exata (T) induz uma sequéncia exata longa

- — Torf (M, R) — Tor®(M, R) — Tor®(M,R) — - -
- — Torf(M,R) — M = M — M — 0.

Obviamente os médulos Tor(M, R) = 0 para todo i > 1, pois Tor®(M, R) = 0 para todo i > 0.
E pela exatiddo de (1) temos Torf (M, R) = 0.

(2): Assumimos que Ext (M, R) = 0. A sequéncia (1) induz uma sequéncia exata longa
0— M* = M* — Homgp(M, R) — Extp(M,R) — --- |

de onde obtemos uma sequéncia exata curta. Por exatiddao, Homgz(M, R) = M*/xM*. Segue do
Lema B.3| que Homz(M, R) = Hompg(M, R), e assim Homz(M, R) = M*/xM* como querfamos.
(3): Segue da Proposigao 1.8 que M* é livre de tor¢ao, logo = é M*-regular. Aplicando (2)

duas vezes, primeiro para M e depois para M*, estabelecemos o isomorfismo desejado:
Homﬁ(Homﬁ(M, R),R) = Homp(M*/xM™, R) = M*™ /xM*.

A prova estd completa. O]

Lema 2.10. Sejam M um R-modulo finitamente gerado, e x € R um elemento R-regular. Se M

¢ totalmente reflexivo, entdo M/xM é um R/(x)-mdédulo totalmente reflexivo.

Demonstra¢io. Tome R = R/(x) e M = M/xM. Sendo M totalmente reflexivo, segue que
Ext’% (M, R) = 0 = Ext’%(M*, R) para todo i > 0 e oy é um isomorfismo. Como M ¢ livre de
torcao, temos que = também é M-regular. A sequéncia exata curta 0 — R = R — R — 0 induz

a sequéncia exata longa

0 — M* — M* — Homg(M, R) — Extp(M,R) — - -
- — BExth(M, R) — Extiz(M, R) — Extii'(M,R) — -+ .

Assim, Ext’ (M, R) = 0 para todoi > 0. Logo, pelo Lema/B.3 tem-se Ext%(ﬁ, R) 2 Exty (M, R) =
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0 para todo i > 0. Como M* é livre de torcao, segue que x é M*-regular, e similarmente vemos

que Ext'(M*/zM*, R) = 0 para todo i > 0. Pelo Lema [2.9(2) obtemos que
Extiﬁ(Homﬁ(W, R),R) =0, paratodo i> 0.

Sendo o, um isomorfismo segue que o), ® R é um isomorfismo. Pelo Lemal2.9(3) temos o diagrama

comutativo 7
M@rR 2225 M* @p R
= |
M 2, Homy(Homy (M, R), R)
mostrando que o7 ¢ um isomorfismo. Portanto M ¢ um R-médulo totalmente reflexivo. [

Proposicao 2.11. Seja M um R-moédulo finitamente gerado. Se x € R é M- e R-regular, entao

G—dimR/(x) M/(ﬂM S G-dimR M.

Demonstracao. Se G-dimg M = oo a desigualdade é 6bvia, entao assumimos que M tem G-

dimensao finita, digamos n, e considere uma G-resolucao de M de comprimento minimal:

0—-G,—Gp1—-—Gy— M — 0.

Sendo cada G; totalmente reflexivo, segue que também sao livres de torcao, entao = é G;-regular

para todo i. Logo, pela Proposicao B.2 obtemos a sequéncia exata

0— G,/2G, — Gp1/2Gpq — -+ — Go/2Gy — M/xM — 0.

Pelo Lema 2.10 temos que cada G;/xG; é totalmente reflexivo. Assim, a sequéncia acima é uma
G-resolucao de M/xM de comprimento n. Portanto, G-dimp/,) M/xM < n = G-dimg M como
desejado. O]
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2.3 A férmula de Auslander-Bridger

Nesta secao, todo anel serd assumido local.

Segue diretamente da defini¢ao que se M ¢é livre de torgao (por exemplo, quando M é totalmente
reflexivo) entao todo elemento R-regular é também M-regular. Além disso, do Lema de Nakayama
e do Lema 2.10/ segue, por um simples argumento indutivo, que se M é totalmente reflexivo entao
toda R-sequéncia é também uma M-sequéncia; em particular, depthyp M > depth R, e com o
fundamental auxilio da férmula de Auslander-Bridger (a ser apresentada no Teorema 2.16) veremos

que vale a igualdade.

Lema 2.12. Sejam M um R-mddulo finitamente gerado e x € R um elemento M- e R-regular.

Entao M é totalmente reflexivo se, e somente se, M /xM é um R/(z)-mbdulo totalmente reflexivo.

Demonstra¢do. A primeira implicacdo foi provada no Lema 2.10. Defina R = R/(z) e M =
M/xM. Assumimos que M é um R-médulo totalmente reflexivo, ou seja, o mapa candnico
oy ¢ um isomorfismo e Exti>(M,R) = 0 = Ext(Homg(M, R), R) para todo i > 0. Agora,
Ext%(M, R) = Exty(M, R), e entao Exty(M, R) = 0 para todo i > 0. A sequéncia exata curta

0 - R% R — R — 0 induz a sequéncia exata longa
- — Bxth(M, R) % Exthy (M, R) — Ext®h(M,R) — - -

e evidentemente, pelo Lema de Nakayama, temos Ext% (M, R) = 0 para todo i > 0. Segue do
Lema 2.9(2) que Homp /() (M/xM, R/(x)) = M*/xM*, e como = também é M*-regular podemos
de forma ansloga concluir que Exty(M* R) = 0 para todo i > 0. Do Lema 2.9(3), segue que
M* ®r R = Homp(Homz(M, R), R), dai oy ® R é um isomorfismo, como podemos ver no

diagrama comutativo

M —2, Homg(Homp(M,R),R)

Agora, para mostrar que o, é bijetivo, consideramos a sequéncia exata

0—-K—> M2 M*—C -0,
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onde K = keroj; e C' = coker o);. Tensorizando com R obtemos a sequéncia exata
- omM®R ok sk
M — M*/zM™ — C/xC — 0,

o que mostra que C'/xC = 0, ja que o3y ® R é sobrejetiva, e assim C' = 0 pelo Lema de Nakayama.

~ . oM . ~ .
Logo, a sequéncia exata curta 0 — K — M — M* — 0 induz a sequéncia exata longa

- — Torf(K, R) — Torf(M, R) — Torl(M** R) — - - -

.= TorR(M*, R) — K/oK — M 228 A= a0,

Como x é M**-regular, temos pelo Lema 2.9(1) que Torf(M**, R) = 0 e assim obtemos a sequéncia
exata curta

0 — K/oK — M 25 v /e - 0

o que mostra que K/xK = 0, ji4 que oy ® R é injetiva, e assim K = 0. Portanto, oy, é um

isomorfismo e o resultado estd provado. Il

Proposicao 2.13. Seja M um R-moédulo finitamente gerado. Se x € R é M- e R-regular, entao
G—dimR/(x) M/LUM == G—dimR M.

Demonstragdo. Pela Proposicao2.11 temos G-dimpg,(,) M/xM < G-dimpg M, portanto é suficiente
provar a desigualdade G-dimp M < G-dimp/) M/xM. Esta desigualdade obviamente vale se

M/xM tem G-dimensao infinita sobre R/(z), entdo podemos assumir que
G—dimR/(x) M/QSM =n < oo

e proceder por inducao sobre n. O Lema 2.12 fornece a indugao para n = 0. Seja n > 0 e vamos
assumir que a desigualdade vale para R/(z)-mddulos de G-dimensao menor ou igual a n — 1. Pela
Proposigao 2.11 a G-dimensao de M sobre R é maior ou igual a n, entao podemos considerar uma

sequéncia exata curta de R-modulos

(1) 0—-K—-G—M-—D0,
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onde G é totalmente reflexivo e K # 0, pois G-dimzg M > 0. E claro que G é livre de torcao, e
como K pode ser visto como um submédulo de G segue que K também é livre de torcao. Pelo
Lema 2.9(1) temos Torf(M, R/(z)) = 0, logo a sequéncia exata longa induzida pela sequéncia

exata curta acima nos da a sequéncia exata curta

0— K/zK — G/2G — M/xzM — 0.

Note que G/xG é um R/(x)-mddulo totalmente reflexivo, pelo Lema 2.12. Logo, pela Proposicao
2.6(2) e Observagao 2.1, temos G-dimpg /() K /K =n—1, e como x é K-regular, segue da hipétese

de indugao que G-dimpg K < n—1. Da Proposic¢ao 2.6(2), Observagao 2.1 e de (t) concluimos que

G-dimp M = G-dimp K +1 < n.

Como queriamos. O

Corolario 2.14. Seja M um R-médulo finitamente gerado. Se x = x1,...,x; é uma sequéncia
M- e R-regular, entao

G—dimR M = G—dimR/(x) M/(X)M
Demonstracio. E imediato da Proposicao 2.13, por inducao sobre o comprimento ¢ da sequéncia.
O

Lema 2.15. Se depth R = 0, entao todo R-médulo finitamente gerado com G-dimensao finita é

totalmente reflexivo.

Demonstragcao. Sejam n > 0 e M # 0 um R-médulo finitamente gerado com G-dimg M < n.
Procederemos por inducgao sobre n. Primeiro assumimos que G-dimzp M < 1, entao temos pelo
Teorema 2.4 que Exth(M, R) = 0 para todo i > 1, e assim, usando o Teorema 2.3 ¢é suficiente

provar que Exty(M, R) = 0. Por hipétese, M tem uma G-resolucio de comprimento 1:
(1) 0—-G) —Gy— M —D0.

Essa sequéncia exata curta induz a sequéncia exata longa

0— M* — G — Gf — Extyp(M, R) — Exty(Go, R) — - -
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Como G é totalmente reflexivo, obtemos a sequéncia exata

0— M* — G — G — Extp(M, R) — 0.

Dualizando, temos a sequéncia exata

0— EXt}%(M, R)* — G1 — G()

e quando comparamos com (}), concluimos que Ext}%(M ,R)* = 0. Agora, pela Proposigao B.10
temos

0 = Assg(Exty(M, R)*) = Ass RN Suppg(Exth(M, R)),

e como m € Ass R, pois depth R = 0, concluimos que (Exty(M, R))m = 0, logo Extk(M, R) = 0.
Agora, seja n > 1 e suponha que todo médulo com G-dimensdo menor ou igual a n — 1 é

totalmente reflexivo. Considere uma G-resolugao de M de comprimento n:

0—-G,—Go1——Gy— M —0.

Definimos K,,_; como na Proposicao 2.2; logo G-dimg K, _1 < 1, pela mesma proposicao. Entao

K,,_1 é totalmente reflexivo, e obtemos uma G-resolucao de M

O_)Kn71_>Gn72—>"'_>GU_>M_>Oa

logo G-dimrg M < n — 1. Assim, pela hipdtese de indugao temos M totalmente reflexivo. n

Note que a G-dimensao se comporta como um refinamento da dimensao projetiva, pois, como
vimos na Proposicao 2.7, vale G-dimp M = pdy M se pdy M < oo. Tal noc¢ao possui muitas
propriedades analogas as propriedades da dimensao projetiva, o que pode ser fortemente ilustrado
através da formula de Auslander-Bridger, enunciada e provada abaixo, que fornece uma versao da

tradicional férmula de Auslander-Buchsbaum B.14] no novo contexto da G-dimensao.
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Teorema 2.16 (Férmula de Auslander-Bridger). Seja R um anel local. Se M é um R-mddulo

finitamente gerado com G-dimensao finita, entdo

G-dimp M = depth R — depthy M.

Demonstrag¢ao. Como depthp 0 = 0o e G-dimp 0 = —oo a igualdade € trivial para M = 0. Logo
podemos supor M # 0 e procedemos por indugao em depth de R.

Primeiro suponha que depth R = 0, entao M ¢é totalmente reflexivo, pelo Lema 2.15, ou seja,
G-dimp M = 0. Logo basta provar que depthp M = 0. Como M = M**, pela Proposicao B.10,
temos

AsspM = AsspM™ = Ass RN Supppy M™.

Seja m o ideal maximal de R. Como depthR = 0 e M* # 0, temos m € AssR e (M*), # 0.
Assim, m € Assg M, logo depthy M = 0, pela Proposigao B.T7.

Agora, seja depthR = n > 0 e suponha que a igualdade desejada seja valida para R-
moédulos finitamente gerados sobre anéis com depth igual a n — 1. Existem dois casos a con-
siderar: depthp M > 0 e depthp M = 0. No primeiro caso escolhemos um elemento r € m
que seja M- e R-regular (veja Proposicao B.9), entao depth R/(z) = depthR —1 =n—1e
depthp () M/xM = depthy M — 1, pela Proposi¢ao B.6. Logo, pela Proposigao 2.13 e pela

hipotese de indugao temos

G—dimR M = G—dimR/(w) M/ZL‘M
= depth R/(x) — depthy,,) M/xM

= depth R — depthp M.

Finalmente consideramos o caso depth, M = 0; assim M nao é totalmente reflexivo, pois caso
contrario teriamos depthp M > depth R > 0, o que seria uma contradicao. Entao, pela Proposi¢ao

2.5 existe uma sequéncia exata curta de R-modulos finitamente gerados

0—-K—-T—-M—Q0,
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onde T é totalmente reflexivo e G-dimg K = G-dimgk M — 1. Como depth R > 0 implica

depthp T' > 0, temos depth, K = 1. Segue do primeiro caso que

G-dimp K = depth R — depthy K = depth R — 1,

e, portanto, G-dimgz M = depth R como queriamos. Il

Para encerrar esta secao, veremos uma importante caracterizacao da propriedade de Gorenstein
através da nocao de GG-dimensao. Esse é o resultado andlogo, para propriedade de Gorenstein,
ao Teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre B.18 que fornece a classica caracterizacao de regu-
laridade. A defini¢ao de anel Gorenstein (Cohen-Macaulay, regular), bem como algumas de suas

propriedades sao apresentadas no Apéndice B.

Teorema 2.17 (Teorema de Gorenstein via G-dimensao). Seja R um anel local com corpo

residual k. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) R é Gorenstein.
(2) G-dimpg k < occ.
(8) G-dimgr M < oo para todo R-mddulo M finitamente gerado.

Demonstragao. Evidentemente, (3) = (2), entao é suficiente provar que (2) = (1) e (1) = (3).

(2) = (1): Suponhamos que G-dimpg k < 0o. Segue do Teorema 2.4/ ¢ da Proposigao B.20 que

G-dimp k = sup{i > 0 | Ext%(k, R) # 0} = idg R.

Portanto, idgr R < 0o, ou seja, R ¢ Gorenstein.

(1) = (3): Suponha que R é Gorenstein, e seja d = idg R < co. Pela Fomula de Bass B.21
temos d = depth R. Seja M um R-moddulo finitamente gerado. Claramente, podemos supor que
M = 0. Procederemos por indugao sobre d para provar que G-dimg M < d. Se d = 0, entao R é
um R-médulo injetivo, e assim Extl(M, R) = 0 = Exth(M*, R) para todo i > 0, pela Proposicio

B.19. Além disso, temos um isomorfimo M** = M ®p Hompg(R, R) (veja Proposigao A.2), e assim



CAPITULO 2. DIMENSAO DE GORENSTEIN 34

o diagrama comutativo

oM
M _— M**

M&rR ——— M ®zHomg(R,R)

fornece que o), é um isomorfismo. Logo, M é totalmente reflexivo, o que implica G-dimzp M < 0.

Agora, seja d > 0 e suponha que a afirmacao vale para anéis com depth igual a d — 1. Se
depthp M > 0 escolhemos um elemento = no ideal maximal de R que seja M- e R-regular (veja
Proposigao B.9), e entao depth R/(xz) = depth R—1 = d—1, pela Proposicao B.6. Pela Proposicao

2.13 e pela hipotese de inducao temos
G—dimRM = G—dimR/(z) M/:CM S d—1.

Se depthp M = 0, o médulo M nao é totalmente reflexivo, entao podemos considerar uma
sequencia exata curta

0—-K—-=T—M—0,

onde T ¢é totalmente reflexivo e K # 0. Logo depth, K = 1, de modo que o primeiro caso implica
G-dimg K < d—1, e portanto, G-dimr M < d, pela Proposigao 2.6(1). Portanto, o resultado estd

provado. Il



Capitulo 3

Aplicacoes

Neste capitulo, apresentaremos algumas aplicacoes fundamentais da teoria desenvolvida até o

momento. As principais referéncias utilizadas foram [22], [23] e [24].

3.1 Anéis Gorenstein

Estudaremos o comportamento dos modulos totalmente reflexivos sobre anéis Gorenstein.
Tais modulos, como serd verificado adiante, sao amplamente estudados, inclusive na atualidade.

Primeiramente, daremos caracterizacoes para a propriedade de Cohen-Macaulaycidade.

Teorema 3.1. Seja R um anel local. Entao R é Cohen-Macaulay se, e somente se, todo R-mddulo

totalmente reflexivo nao-nulo é Cohen-Macaulay mazimal.

Demonstracao. Se R é um anel Cohen-Macaulay, entao depth R = dim R. Seja M # 0 um R-
maédulo totalmente reflexivo. Logo, G-dimg M = 0 < co. Pela formula de Auslander-Bridger 2.16),

temos

G-dimp M = depth R — depthy M.

Assim, depthp M = depth R = dim R. Portanto, M é um R-mddulo Cohen-Macaulay maximal.
Por outro lado, se a condicao de ser totalmente reflexivo e nao-nulo implica em Cohen-
Macaulaycidade maximal, entao, como R é um mddulo totalmente reflexivo, temos que R é

Cohen-Macaulay maximal, e portanto, R é um anel Cohen-Macaulay. [

35
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Teorema 3.2. Seja R um anel local. Entio R é Cohen-Macaulay se, e somente se, existe um

R-mddulo Cohen-Macaulay mazimal e totalmente reflexivo.

Demonstracao. Se R é Cohen-Macaulay, o préprio R é um mddulo Cohen-Macaulay maximal e
totalmente reflexivo. Reciprocamente, se existe um R-mddulo, M Cohen-Macaulay maximal e

totalmente reflexivo, entao a formula de Auslander-Bridger 2.16 fornece

0 = G-dimr M = depth R — depthy M.

Logo, depth R = depthy M = dim R. O

A fim de provarmos o principal teorema desta se¢ao, precisamos primeiramente dos lemas a

seguir.

Lema 3.3. Sejam R um anel local e K; o i-ésimo médulo de sizigias de um R-médulo finitamente

gerado M. Entao, para todo ¢ > 0 temos

depthy K; > min{i, depth R}.

Demonstracao. Claramente podemos supor que ¢ > 1, pois Ky = M. Seja

- —-F_ 41— F—>M-—0

uma resolugao livre de M. Logo K = ker(Fy — M) e K; = ker(F;_; — F;_5) para ¢ > 1. Vamos

usar inducao sobre ¢. Para ¢ = 1, temos a sequéncia exata curta

0— Ky — Fy— M —0.

Logo, depthp K7 > min{depthy Fy,depth, M + 1}, pela Proposicao B.5. Sendo Fy livre de
posto finito segue que depthyp Fy = depth R, e como depthp, M + 1 > 1 temos depthp K; >
min{depth R,1}. Seja i > 1 e suponha que depthp K; 1 > min{i — 1,depth R}. Considere a
sequencia exata curta

0—K; = F_1— K, —0.
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Logo, novamente pela Proposicao B.5, temos

depthy K; > min{depthy F;_1,depthy K; 1 + 1} > min{depth R, i},

pois depthy F;_; = depth R e, por hipétese de indugao, temos depth, K;_1+1 > i oudepthy K;_1+

1 > depth R + 1. Assim, esta provado o lema. Il

Lema 3.4. Sejam R um anel local Cohen-Macaulay com dim R = d e M um R-mdédulo finitamente

gerado. Entao o d-ésimo médulo de sizigias de M é o médulo nulo ou Cohen-Macaulay maximal.

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos supor que d > 0, pois caso contrario todo

R-médulo é Cohen-Macaulay maximal. Seja

- —-F_4—--—=F—>M-—0

uma resolucao livre de M. Seja K; o i-ésimo moédulo de sizigias de M. Pelo Lema 3.3, temos que
depthy K; > min{i,depth R} para todo i > 1. Se K; = 0 nao hé o que fazer. Assuma K, # 0,
como R é Cohen-Macaulay temos depth K; > min{d, depth R} = d. Pela Proposi¢ao B.7 temos

d < depthp Ky < dim Ky < dim R = d. Portanto K, é Cohen-Macaulay maximal. ]

Teorema 3.5. Seja R um anel local. Entao R é Gorenstein se, e somente se, os R-modulos

totalmente reflexivos e nao-nulos sao precisamente os Cohen-Macaulay mazimais.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que R é um anel Gorenstein. Logo R ¢ um anel Cohen-Macaulay,
e pelo Teorema 3.1/ temos que todo R-mddulo totalmente reflexivo e nao-nulo é Cohen-Macaulay
maximal. Queremos mostrar que todo Cohen-Macaulay maximal nao-nulo ¢ totalmente reflexivo.
Seja M # 0 tal que depthy M = dim R. Como R é Cohen-Macaulay temos depth R = dim R.
Logo, depthyp M = depth R. Sendo M finitamente gerado e R Gorenstein, segue do Teorema de

Gorenstein 2.17 que G-dimg M < oco. Pela férmula de Auslander-Bridger 2.16/ temos

G-dimp M = depth R — depthy M = 0.

Portanto M é totalmente reflexivo.
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Reciprocamente, suponha que um R-moédulo M # 0 é totalmente reflexivo se, e somente se, é
Cohen-Macaulay maximal. Em particular, R ja é Cohen-Macaulay. Sejam k o corpo residual de
Re

= b —-F 4, —--—F—>k—0

um resolucao livre de k. Sendo R local temos que dim R < oo; digamos d = dim R. Como R ¢é
Cohen-Macaulay temos, pelo Lema 3.4, que o d-ésimo médulo de sizigias de k, denotado por Ky,
¢ nulo ou Cohen-Macaulay maximal.

Se Kg=0,entao 0 — Fy 1 — --- — Fy — k — 0 é uma G-resolucao de k de comprimento
finito.

Se K, é Cohen-Macaulay maximal, entao por hipdtese temos que K, é totalmente reflexivo.
Logo 0 - Ky — Fy 4 — -+ — Fy — k — 0 é uma G-resolucao de k de comprimento finito.

Em todo caso temos G-dimpg k < co. Portanto, pelo Teorema de Gorenstein segue que R é um

anel Gorenstein. O

Exemplo 3.1. Sejam k um corpo e R = k[[X,Y]]/(XY). Como o anel local k[[X, Y]] é Gorenstein
e XY é um elemento k[[X,Y]]-regular, a Proposi¢ao B.23, nos diz que R é um anel Gorenstein.
Sejam z e y as imagens de X e Y em R, respectivamente. Pelo Exemplo 1.2, temos que (z) e (y)

sao totalmente reflexivos, como R-mddulos. Note que

M = () @r (y) = R/(y) ©r R/(x) = R/ (z,y) = K[X, Y]/(X,Y) = k.

Logo, depthy, M =0 # 1 = dim R. Assim, (z) ®g (y) nao é Cohen-Macaulay maximal e, portanto,
pelo Teorema 3.5 nao pode ser totalmente reflexivo. Isso mostra que a propriedade de reflexividade
total nao é preservada por produto tensorial. Entretanto sob certas condig¢oes (por exemplo, se
R é uma intersecao completa local e TorlR(Ml,Mg) = 0 para todo ¢ > 0) tem-se uma reposta

afirmativa; veja [20].
Corolario 3.6. Seja (R, m) um anel local Artiniano.
(1) Se R é Gorenstein, entao todo médulo finitamente gerado é totalmente reflexivo.

(2) R é Gorenstein se, e somente se, m é totalmente reflexivo.
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Demonstragao. (1): Como R é Artiniano, segue que dim R = 0. Assim, todo médulo finitamente
gerado nao-nulo é Cohen-Macaulay maximal. Sendo R Gorenstein, o resultado esta provado, pelo
Teorema, 3.5l

(2): Suponhamos que R é Gorenstein, como dim R = 0, temos

0 <depthpm < dimm < dim R = 0.

Assim, m é Cohen-Macaulay maximal, e pelo Teorema 3.5 segue que m é totalmente reflexivo.
Reciprocamente, como m é totalmente reflexivo temos uma G-resolucao de k de comprimento
1 dada por

0—-m—-R—-k—0.
Logo, G-dimg k < 1 < 0co. Pelo Teorema de Gorenstein 2.17/ segue que R é Gorenstein. O]

Corolario 3.7. Seja R um anel local Gorenstein com dim R = 1. Se M é um R-mdédulo finitamente
gerado, entdo M é totalmente reflexivo ou G-dimg M = 1. Além disso, se Exty(M, R) = 0, entdo

M é totalmente reflexivo.

Demonstrag¢ao. Dado M # 0, como R é local e Gorenstein temos que G-dimg M < oo, pelo Teo-
rema de Gorenstein 2.17. Segue, da formula de Auslander-Bridger 2.16/e da Cohen-Macaulaycidade

de R, que
G-dimp M = depth R — depthy M =1 — depthy, M.

Sabemos que

0 <depthp M <dimM < dimR = 1.

Assim, temos dois casos: Se depthp M =1 temos G-dimp M =1 —1 = 0, logo M ¢ totalmente
reflexivo. Se depthp M =0, entao G-dimp M =1 -0 = 1.
Agora, se Ext}%(M , R) = 0, suponha por contradi¢do que M nao é totalmente reflexivo. Pelo

que ja provamos, temos G-dimz M = 1, e logo temos uma G-resolucao de M de comprimento 1

0—-G —Gy— M —0.
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Como os médulos G e Gy sdo totalmente reflexivos e Exty(M, R) = 0 segue da Proposicio [1.3

(3) que M é totalmente reflexivo, o que é uma contradicao. Il

A seguinte proposicao nos diz que, sobre certos anéis Gorenstein, reflexividade implica em

reflexividade total.

Proposicao 3.8. Sejam R um anel local Gorenstein com dimR < 2 e M # 0 um R-moédulo
finitamente gerado. Se M ¢é reflexivo, entao é totalmente reflexivo. Em particular, se R é regular

e dim R < 2, entao todo médulo reflexivo é livre.

Demonstragao. Pela Proposigao B.15, e da hipétese M = Homg(M*, R), temos que

depthy, M = depth, Hompg(M™, R) > min{2, depth R} = depth R.

Mas depthp M < dim R = depth R. Logo, tem-se a igualdade. Como R ¢ Gorenstein temos
G-dimg M < oo, pelo Teorema de Gorenstein 2.17, e assim, pela formula de Auslander-Bridger
2.16 obtemos G-dimgr M = 0. Portanto, M é totalmente reflexivo. Em particular, se R é regular,

entao pdp M < oo que implica pdy M = G-dimp M = 0 mostrando que M é livre. O

De um modo mais geral podemos limitar a dimensao de Gorenstein de um médulo sobre um anel
Gorenstein. Mais precisamente, se R é um anel local Gorenstein e M um R-moédulo finitamente
gerado, temos G-dimg M < dim R. Com efeito, basta lembrar que R é Cohen-Macaulay e usar a

formula de Auslander-Bridger 2.16
G-dimp M = depth R — depthp M = dim R — depthp M < dim R.
Para estender parte do Teorema 3.5 para o contexto global, provaremos a seguinte proposicao,

a qual garante que a propriedade de reflexividade total é uma propriedade local.

Proposicao 3.9. Seja M um R-moédulo finitamente gerado. Entao as seguinte afirmacoes sao

equivalentes:
(1) M é um R-mdédulo totalmente reflexivo,

(2) Mp é um Rp-médulo totalmente reflexivo para todo ideal P C R primo,
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(3) My é um Ry,-mdédulo totalmente reflexivo para todo ideal m C R maximal.

Demonstracao. (1) = (2): Segue da Proposigao 1.2l

(2) = (3): Esta implicacao é clara.

(3) = (1): Como M, é um R,-mddulo totalmente reflexivo para todo ideal maximal m, segue
que My, = (My)*™* = (M*™),, para todo maximal, e logo M = M**. Para todo ideal maximal m e
inteiro ¢ > 0 temos

(EXtZé(M, R))m = EXt’;’%m (Mm, Rm) =0,
(BExtRp(M*, R))m = Extly ((M*)m, Rn) = Extly (Mn)*, Ri) = 0.
Assim, Exth(M, R) = 0 = Ext5(M*, R) para i > 0. Portanto, M é totalmente reflexivo. O

Para finalizar esta secao, veremos que os modulos totalmente reflexivos sobre anéis Gorenstein

sao exatamente os médulos Cohen-Macaulay maximais.

Corolario 3.10. Sejam R um anel Gorenstein e M # 0 um R-médulo. Entdao M é totalmente

reflexivo se, e somente se, ¢ Cohen-Macaulay maximal.

Demonstracao. Sabemos que R é Gorenstein se, e somente se, R, é Gorenstein para todo ideal

maximal m. Assim, pela Proposicao 3.9 e pelo Teorema 3.5 temos
M # 0 é um R-médulo totalmente reflexivo,
& My # 0 é um Ry-modulo totalmente reflexivo para todo ideal m C R maximal,
& My # 0 é um Ry,-médulo Cohen-Maxaulay para todo ideal m C R maximal.
< M # 0 é um R-médulo Cohen-Macaulay.
O

Agora que sabemos que os moédulos totalmente reflexivos sobre anéis Gorenstein sao precisa-
mente os médulos Cohen-Macaulay maximais, que por sua vez ja foram extensivamente estudados,
o préximo passo natural é investigar tais modulos sobre anéis nao-Gorenstein. Atualmente esse

tema é fonte de varios trabalhos, dentre os quais podemos destacar [18] e as referéncias 14 sugeridas.
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3.2 Anéis G-regulares

Nesta secao, estudaremos um tipo bastante peculiar de anel, sobre os quais os médulos total-

mente reflexivos sao necessariamente livres.
Definicao 3.1. Um anel local R ¢é dito G-regular se todo R-mdédulo totalmente reflexivo é livre.

O resultado abaixo nos diz que em anéis locais Gorenstein, as propriedades de regularidade e

G-regularidade sao equivalentes.

Teorema 3.11. Seja R um anel local. Entdio R € reqular se, e somente se, R é Gorenstein e

G-reqular. Em particular, sobre um anel regular todos os modulos totalmente reflexivos sao trivais.

Demonstracao. Sabemos que regular implica Gorenstein, entao basta mostrar que R é G-regular.
Como R é regular, segue do Teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre B.18 que pdy M < oo para
todo M finitamente gerado. Assim, dado M # 0 totalmente reflexivo temos que pdp M < oo e
G-dimp M = 0. Logo, pdy M = G-dimp M = 0, que mostra que M é projetivo, logo livre, ja que
R é local. Portanto, R é G-regular.

Inversamente, suponha que R é Gorenstein e G-regular. Em particular, R é Cohen-Macaulay.

Sejam k o corpo residual de R e
-—F—->F 44— F—->kKEF=0

uma resolugao livre de k. Pelo Lema 3.4 temos que o n-ésimo moédulo de sizigias K, de k é nulo
ou Cohen-Macaulay maximal, onde n = dim R.

Se K, =0,entao 0 — F,,_{ — --- — Fy — k — 0 é uma resolucao livre de k de comprimento
finito.

Se K,, é Cohen-Macaulay maximal, entao pelo Teorema 3.5/ temos K,, totalmente reflexivo, e
portanto livre, pois R é G-regular. Assim 0 — K,, — F,, 1 — --- — Fy — k — 0 é uma resolugao
livre de k de comprimento finito.

Portanto, pdp k < oo e, pelo Teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre, R é regular. O]

O Teorema 3.11, nos diz, em particular, que sobre anéis locais Gorenstein nao-regulares, por

exemplo no anel k[[X,Y]]/(XY), sempre existe um mddulo totalmente reflexivo nao-trivial.
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Temos a seguinte caracterizagao para anéis locais G-regulares:

Proposicao 3.12. Seja R um anel local. Entao, R é G-regular se, e somente se, para todo

R-médulo finitamente gerado M tem-se G-dimpg M = pdy M.

Demonstrag¢ao. Suponha que R é um anel local G-regular. Seja M um R-mdédulo finitamente
gerado. Se pdp M < oo, a Proposigao 2.7 garante a igualdade. Se pdp M = oo, entao G-dimp M =
00, pois caso contrario existiria n > 0 inteiro tal que G-dimzg M < n, ou seja, terlamos uma G-

resolucao de M de comprimento n:

0—-G,—Gp1 —-—>Gy— M —D0.

Como R é G-regular, cada Gj é livre. Logo, a sequéncia acima é uma resolugao projetiva de M de
comprimento n, isto é, pdy M < n que nao pode ocorrer. Portanto, G-dimpg M = co = pdy M.
Reciprocamente, dado M # 0 totalmente reflexivo, temos pdp M = G-dimgp M = 0, o que

implica M projetivo. Como R é local, segue que M é livre. Portanto, R é G-regular. n

Proposicao 3.13. Sejam (R, m) e (S,n) anéis locais e ¢ : R — S um homomorfismo local (isto

é, o(m) C n) e plano. Se S ¢é G-regular, entdao R é G-regular.

Demonstracao. Seja M um R-moédulo totalmente reflexivo, como S é uma R-algebra plana, segue
da Proposigao [1.2 que M ®r S é um S-médulo totalmente reflexivo. Sendo S um anel G-regular
segue que M ®p S é um S-mdédulo livre. Logo, pdg (M ®g S) = 0. Assim, pelas Proposi¢oes A.9
e 'A.10 temos pdy M = pdg (M ®r S) = 0 que implica que M é um R-mddulo livre. Portanto, R

¢ um anel G-regular. O
Vamos relacionar sequéncias regulares com anéis G-regulares.

Proposicao 3.14. Sejam R um anel local e x = z1,...,x, uma R-sequéncia. Se R/(x) é G-

regular, entao R é G-regular.

Demonstrag¢ao. Por um argumento simples de inducao, podemos supor que n = 1. Denotemos
x1 = x por simplicidade. Seja M um R-médulo totalmente reflexivo. Como x é um elemento R-

regular, temos que M/xM é um R/(x)-mdédulo totalmente reflexivo, pelo Lema 2.10. Por hipdtese
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R/(x) é G-regular; logo M /xM é livre. Como M é livre de torgao, segue que x é M-regular. Logo,
pelo Lema B.13 temos pdp M = pdp,,) M/xM = 0. Portanto, M é livre e, assim, concluimos

que R é G-regular. O]
O exemplo abaixo mostra que a reciproca da Proposicao [3.14, em geral, nao vale.

Exemplo 3.2. Seja k um corpo e R = k[[t]] o anel das séries formais. Como R é regular segue
que R é G-regular. Por outro lado, sendo t* € R um elemento R-regular temos que R/(t?) é um

anel Gorenstein, mas nao é dominio, logo nao é regular. Pelo Teorema 3.11, R nao é G-regular.

Corolario 3.15. Sejam R — S um homomorfismo plano local de anéis locais, e m o ideal maximal

de R. Se R é regular e S/mS é G-regular, entao S também é G-regular

Demonstragao. Seja x = x1,...,xq um sistema regular de parametros de R. Como (x) = m,
temos que S/xS = S/mS é G-regular, por hipdtese. Sendo S plano sobre R, segue da Proposigao

B.1 que x é S-regular. Assim, pela Proposicao i3.14/ o resultado segue. O]

Corolario 3.16. Seja n um inteiro positivo. Um anel local R é G-regular se, e somente se, o anel

local R[[X1,...,X,]] é¢ G-regular.

Demonstra¢ao. Suponhamos que R é G-regular. Como x = X,..., X, é uma R[[Xy,..., X,]]-
sequéncia, o anel R[[Xi,...,X,]] é local e R[[Xy,...,X,]]/(x) =2 R é G-regular, entdo pela
Proposigao [3.14 segue que R[[X7,...,X,]] é G-regular.

Reciprocamente, se o anel local R[[X7, ..., X,]] é G-regular. Como R — R|[[X,...,X,]] é um

homomorfismo plano local, a Proposi¢ao [3.13/ garante que R é G-regular. n

Em anéis locais Cohen-Macaulay com mddulo canénico (por exemplo, anéis locais Cohen-

Macaulay completos), mostraremos uma condicao suficiente para a G-regularidade.

Teorema 3.17. Seja (R, m, k) um anel local Cohen-Macaulay com mddulo candnico wg. Se k é

um somando direto de algum modulo de sizigias de wg, entao R é G-reqular.

Demonstragao. Seja M um R-moédulo totalmente reflexivo e K, o n-ésimo mdédulo de sizigias de

wg. Suponha que k é um somando direto de K,,. Afirmamos que Exty(M,wp) = Ext};™ (M, K,,)
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para todo n > 0. De fato, vamos usar indugao sobre n. Para n = 0, a afirmacao é clara. Seja

n > 0 e suponha que Exth(M,wg) = Exth(M, K,_;). Considere a sequéncia exata

0_>Kn_)anl_>Kn71—>O

onde F,_1 é um mdédulo livre de posto finito. Dai, obtemos a sequéncia exata longa:

0— HOl'IlR(M, Kn) — HOII’IR(M, Fn—l) — I‘IOI’HR(JM'7 Kn—l) — Ex‘g}%(]\f7 Kn) e
. — Bxth(M, F_1) — Ext™(M, K,_,) — Ext™ (M, K,,) — Ext% ™ (M, F,_1) — - --

Sendo M totalmente reflexivo temos Ext, (M, R) = 0 para todon > 0, o que implica Ext; (M, F,,—1) =
0 para todo n > 0. Logo, Exth(M, K, 1) = Ext}™ (M, K,). Por hipétese de indugio temos
Extp(M,wr) = Exth(M, K, 1) = Ext};™ (M, K,,).

Como Extp(M,wr) = 0, pois M é Cohen-Macaulay maximal, segue que Ext};t' (M, K,,) = 0,
o que implica Ext’};rl(]\/[ k) =0, e assim, pdp M < co. Sendo M totalmente reflexivo, segue que

M tem que ser livre, pela Proposicao 2.7. ]
Em seguida, mostraremos que certos anéis locais Artinianos sao G-regulares.
Teorema 3.18. Seja (R, m, k) um anel local nao-Gorenstein com m? = 0. Entdo, R é G-regular.

Demonstracao. Seja M # 0 um R-moédulo totalmente reflexivo. Como R é um anel Artiniano e M
é finitamente gerado temos, pelo Teorema B.28, que M é um R-moédulo Noetheriano e Artiniano.

Aplicando o Teorema B.29, segue que M possui submddulos indecomponiveis M; # 0, 1 <7 < n,

tais que

M=M&My&®---® M,,.
Como M ¢é totalmente reflexivo, segue do Corolario 1.5 que My, ..., M, sao totalmente reflexivos.
Fixei € {1,...,n} e escreva N = M;, logo N # 0 é um médulo indecomponivel com G-dimg N =

0. Sendo N totalmente reflexivo temos, pela Proposicao 1.7, que N é um modulo de sizigias de
um complexo totalmente aciclico, e logo existe um R-moddulo livre finitamente gerado F' tal que
N CF.

Se N C mF, entdao, como m? = 0, terfamos mN = 0, o que implicaria m C Anngz N, e as-
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sim N seria um k-espago vetorial indecomponivel, logo dimy N = 1, e portanto N = k. Dali,
G-dimg k = G-dimr N = 0. Pelo Teorema de Gorenstein 2.17, teriamos que R é um anel Goren-

stein, contradizendo a hipodtese.

Assim, N € mF. Logo, existe z € N tal que x ¢ mF. Como x € F, escreva x = Z;Zl a;e;,
onde a; € R e {ey,...,e.} é uma base de F. Se a; fosse nao-invertivel para todo j, terfamos
a; € m para todo j, implicando em = € mF. Logo, existe [ € {1,...,r} tal que g; é invertivel.

Seja ¢ : R — Rz o homomorfismo dado por ¢(b) = bz, b € R. Se by, by € R sao tais que byx = byx
entao, em particular, bya; = bya;. Como a; é invertivel, temos b; = by e assim ¢ € injetor. Note
que @ é sobrejetor. Logo, R = Rx. Como Rz é um somando direto de F' contido em N, segue
que Rz também é um somando direto de N. Como N é um moédulo indecomponivel segue que
N = R.

Portanto, M; = R para todo i =1,...,n e, assim, M = My & My @ ---d M, = R" é um

R-modulo livre. O

Como corolério, veremos que, indepedentemente de Artinianidade, certos anéis locais Cohen-

Macaulay também podem ser G-regulares.

Corolario 3.19. Seja (R, m) um anel local Cohen-Macaulay ndo-Gorenstein. Se existe um sistema

de parametros £ = z1, ..., x4 tal que zm = m?, entdo R é G-regular.

Demonstracao. Seja M # 0 um R-mddulo totalmente reflexivo. Como R é Cohen-Macaulay segue

que M é Cohen-Macaulay maximal. Sejam R = R/(z) e M = M/zM. Sejam ay,...,a, € R

geradores de m. Entdo, o ideal maximal de R é dado por m = (ay,...,a,), e assim m> =

(a3, aaz, . .., aa;, . ..,a2). Como aa; € m? = zm temos a;a; = 0 para todo 4,j, o que implica

m? = 0. Como z é um sistema de parametros e R é Cohen-Macaulay, segue que z é uma sequéncia

R-regular. Sendo x também uma sequéncia M-regular, entao G-dimy M = G-dimp M = 0. Como
R é ndo-Gorenstein e z é um sistema de parametros, segue que R é nao-Gorenstein. Assim,
(R,m) é um anel local ndo-Gorenstein com m* = 0, e como G-dimz M = 0 segue do Teorema 3.18

que M é R-livre. Agora seja r = dimy (M ®g k), onde k = R/m, que claramente coincide com

dimy, (M ®% k). Entdao podemos obter uma sequéncia exata curta

0—-N—->R I M-=0
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tal que 7® R é um isomorfismo. Como z é uma M-sequéncia entdo Torf (M, R) = 0. Tensorizando

a sequéncia exata curta acima com o R-moédulo R, obtemos a sequéncia exata longa

-+ — Torf(N, R) — Torf(R",R) — Torf(M,R) — N ®z R — R’ ®RE@> M ®r R — 0,

e consequentemente a sequéncia exata curta

O—>N®RE—>RT®R§@>M®RE—>O.

Por exatiddo, temos N ®p R = ker(m ® R) = 0. Assim, N/zN = N ®z R = 0 o que implica

N = zN. Pelo Lema de Nakayama, temos N = 0, e portanto M = R" é R-livre. O
Vamos concluir com dois exemplos explicitos de anéis locais G-regulares.

Exemplo 3.3. Sejam k& um corpo e R = k[[X,Y]]/(X? XY, Y?). Note que R ¢ local com ideal
maximal m = (X,Y) /(X2 XY, Y?) = (z,y), e logo m? = (2%, 2y, 4?) = 0. Como dim R = 0, segue
que R é Cohen-Macaulay, e daf (0) é um ideal de parametros. Afirmamos que (0) = ()N (y) com
(z) # 0 e (y) # 0. De fato, dado f € () N (y) existem fy, fo» € k[[X,Y]] tais que f = fix = foy.
Dali,

[X—fY € (X2, XY, Y?) = Jg1, g2, 93 € k[[X, Y] taisque f1 X —foY = g1 X2+ g2 XY +g3Y?
= (i =g X)X = oY + XY +gY? € (V)= fi — g X € (Y), pois X ¢ (V)
= existe h € k[[X,Y]] tal que f; = X +hY = f = fiX = gia® + hay = 0.

Logo, (0) é um ideal de parametros redutivel. Aplicando o Teorema B.22/ segue que R é nao-

Gorenstein. Portanto, pelo Teorema 3.18 segue que R é G-regular.

Exemplo 3.4. Sejam k um corpo e R = k[[X,Y, Z]]/(X? X Z,YZ), que é um anel local com
ideal maximal m = (X,Y, 2)/(X?* XZ,YZ) = (x,y,2). Note que dimR = 1 e que o elemento
y — 2z € m é R-regular. Logo, depth R = 1 e assim R é Cohen-Macaulay. Segue que y — z é um

sistema de paramatros, ou seja, (y — z) é um ideal de parametros. Afirmamos que

(y—2)=(y,2) N (2,y — 2).
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A incluséo (y — z) C (y,2) N (x,y — z) é clara. Reciprocamente, dado f € (y,z) N (z,y — 2),
existem f1, fo, g1, 92 € k[[X,Y, Z]] tais que f = fiy + foz = g1z + G2(y — 2). Dai,
f[IY + o — 1 X —go(Y — 2) € (X2, XZ,Y Z)
= existem hy, ho, hs € k[[X,Y, Z]] tais que f1Y + foZ — 1 X —go(Y = Z) = 4 X2 +ho X Z+h3Y Z
= (+mX)X =fiY + o —go(Y = Z) —ho XZ — h3YZ € (Y, Z)
= g1+ X € (Y, Z), pois (Y, Z) é um ideal primo e X ¢ (Y, 7)
= existem hy, hy € k[[X,Y, Z]] tais que g1 = = X + hyY + hs Z.

Como zy = —zz + 2y = z(y — 2) temos

v =qX = A +h_41:y + hsrz = h_4rzc(y - z),

logo f € (y — z), mostrando a outra inclusdo. Assim, (y — z) é um ideal de parametros redutivel

e pelo Teorema B.22 temos que R é nao-Gorenstein. Note ainda que

(h—2m = ((y—2) (= 2y (v — 2)2)
= (xy—xz,yz—yZ,yZ_ZQ)
= (zy,9°,2%)
= (2%, zy, 22,97 yz, 2°)
= (xZ,xy,xz,yx,yQ,yZ,Zﬂi, 2%22)

= m?.

Portanto, (y — z)m = m?, e pelo Corolério 3.19 segue que R é G-regular. Além disso, localizando

o anel R no ideal primo p = (X, Z), como Y ¢ p, temos

R, = K[[X,Y, Z)x.2)/(X?, Z)(x,2) = K[ X, Y]] )/ (X?).

Como k[[X,Y]](x)/(X?) é um anel Gorenstein, mas nao é regular, segue do Teorema [3.11] que esse

anel nao é G-regular. Portanto, G-regularidade nao é preservada por localizacao, em geral.



Apeéendice A
Um Pouco de Algebra Homolo6gica

Enunciaremos alguns dos conceitos e resultados basicos utilizados neste trabalho. Buscamos,
com isso, tornar a dissertagao acessivel ao leitor que ja tem um conhecimento compativel com um

curso basico de algebra comutativa e homoldgica.

Definicao A.1. Um complero G é uma sequéncia de médulos e homomorfismos
dp+1 d
G: G 225G Gy — -

tal que a composicao d,, o d,,+1 é nula para todo inteiro n. Cada d; é chamada uma diferencial de

G. Uma notacao compacta para G e suas diferenciais é (G, d).

Note que a condicao d,, o d,+1 = 0 é equivalente a Im (d,, 1) C ker(d,), de modo que podemos

considerar o médulo quociente ker(d,,)/Im(d,41).

Definigao A.2. Seja n um nimero inteiro. Para um complexo (G, d) sua n-ésima homologia é
H,.(G) = ker(d,)/Im(d,,1).

Se H,,(G) = 0 para todo n, entdo o complexo G é dito exato ou aciclico. Obviamente, isto é
equivalente a dizer que ker(d,) = Im(d,+1) para todo n. Portanto, a homologia de um complexo

mede o quao “longe”o complexo esta de ser exato. Se o complexo

%

0—-M S ME M -0
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¢é exato, dizemos que é uma sequéncia exata curta. Note que isso implica que ¢ ¢é injetivo e p é
sobrejetivo. Um sequéncia exata curta cinde quando existe um homomorfismo h : M"” — M tal
que po h = 1. Neste caso, M = M' @ M".

Também consideramos complexos com indices crescentes,

G: ...l Iy gm A ol

Y

e para esses complexos definimos a n-ésima cohomologia como H"(G) = ker(d,,)/Im(d,—1).

Defini¢ao A.3. O dual de um R-médulo M é o médulo Hompg (M, R), denotado por M*. O bidual
de M é M**. O mapa bilinear M x M* — R, dado por (z,%¢) — 1 (z) induz um homomorfismo
natural oy, : M — M*™, chamado homomorfismo canonico. Quando oy, é um isomorfismo, M é

dito reflexivo.

E facil ver que o diagrama abaixo é comutativo

oM
M _— M**

| 1
M&rR ——— M ®zHompg(R,R)

Proposicao A.1. Seja M um R-modulo finitamente gerado. Se M ¢é isomorfo a M™**, entao o

homomorfismo canoénico o,; é um isomorfismo.
Demonstragao. Ver [10], Proposigao 1.1.9(b). O

Definicao A.4. Seja R um anel. Dizemos que um R-médulo P é projetivo se P for um somando

direto de um modulo livre.

Dessa definicao segue que o dual de um modulo projetivo é, também, projetivo. E claro que
todo médulo livre é projetivo, e a reciproca vale, por exemplo, quando o anel é local (vide [15],

Teorema 2.5).

Definicao A.5. Seja R um anel. Dizemos que um R-mddulo [ é injetivo se I for um somando

direto de qualquer R-modulo que o contém.
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Proposicao A.2. Sejam S uma R-algebra, M um R-médulo e N, P S-mdédulos (logo, R-médulos).

Entao, o homomorfismo

¢ : P®gHompg(N, M) — Homg(Homg (P, N), M)

dado por
elp® f)(g) = f9(p)
¢ um isomorfismo se satisfaz pelo menos uma das condigoes abaixo:

(1) P é finitamente gerado e projetivo;

(2) P é finitamente gerado e M é injetivo.
Demonstragao. Ver [9], Capitulo VI Proposigoes 5.2 e 5.3. ]

Definicao A.6. Uma resolucdo projetiva de um R-moédulo M é uma sequéncia exata

P: ---—>P—-P —F—>M-—D0,

com P; projetivo, para todo ¢ > 0 (Se omitirmos a aplicacao nula M — 0 da resolugao, entao ela

¢ dita uma resolugao projetiva truncada o direita). Se tal resolugao é de comprimento finito n,

P: 0—-PFP,— =P —=P—->F—M-=—Q0,

entao dizemos que M tem dimensao projetiva finita, denotada por pdy M = n, se n for o menor
inteiro tal que M tem uma resolugao projetiva de comprimento n. Se tal n nao existe, entao

pdp M = oo. Por convencgao, definimos pd; 0 = —ooc.

Lembre-se que um R-médulo F' ¢ dito livre quando F' é isomorfo a uma soma direta de cépias
do anel R. Além disso, todo médulo M é o quociente de um médulo livre (vide [19], Teorema
2.35). Isto é, para qualquer médulo M, existe um maédulo livre F' e um epimorfismo 7 : F' — M.

Uma resolugao livre é definida de maneira totalmente andloga, substituindo médulos projetivos
por médulos livres. Todo mddulo tem uma resolucao livre, e portanto, uma resolugao projetiva.

Uma resolugao livre pode ser facilmente construida, como veremos a seguir.
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Como todo médulo é o quociente de um médulo livre, comegamos com uma projegao natural

m: Fy — M, com Fj livre, e obtemos a sequéncia exata curta

0— Ko Fy 5 M — 0,

onde K é o nucleo de 7, e i ¢ a injecao natural. Repetimos este procedimento com Ky no lugar

de M e tomamos d; como sendo a composi¢ao ig o ;.

/

1\/
VAN

Este processo continua infinitamente ou até que se tenha K, = 0 para algum n.

0

Definicao A.7. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Uma sequéncia exata

I: 0-M—->I">T1">71*->

com I* médulos injetivos é uma resolucdo injetiva de M. A dimensdo injetiva de M, denotada
por idg M, é o menor inteiro n para o qual existe uma resolugao injetiva I de M com I™ = 0 para

m > n. Se nao existe tal n, a dimensao injetiva de M ¢ infinita.

Todo médulo pode ser mergulhado em um mdédulo injetivo (vide [7], Teorema 3.1.8). Isto
é, para cada moédulo M, existe um moddulo injetivo I e uma injecao ¢ : M — [I. Usando um
procedimento semelhante ao que fornece a existéncia de uma resolucao livre, podemos obter uma

resolucao injetiva de M.

Definigao A.8. Seja M um R-médulo e suponha que (F, d) é uma resolugao projetiva (truncada

a direita) de M. Dado um R-médulo N, podemos considerar o complexo

ForN: > Fop N2 B @p N 222, L epN 2 Bog N -0,
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onde para cada a®b € F;@r N temos a®b — d;(a)®0b. O i-ésimo Tor do par M, N é o R-médulo

Torf® (M, N) := H;(F @ N).

Esta definicao é independente da escolha da resolugao projetiva, veja [19], Corolario 6.21.
Logo, Torf(M ,N) = 0 para todo ¢ > 0 quando M ¢é projetivo. Também, temos isomorfismos
Tork (M, N) = M ®g N (vide [19], Teorema 6.29) e Tor(M, N) = Tor?*(N, M) para todo i > 0
(vide [19], Teorema 7.1).

Corolario A.3 (Sequéncia exata longa dos Tor). Se

0O—-M —-M-—-M'—0

¢ uma sequencia exata curta de R-modulos, entao para todo R-moédulo N tem-se uma sequéncia

exata longa de R-modulos

oo — Torf{(M’', N) — Torf (M, N) — Torf(M",N) — M' @x N — M @z N — M" @ N — 0.

Demonstragao. Ver [19], Corolario 6.30. O
De forma semelhante, podemos definir os médulos Ext.

Definigao A.9. Sejam M, N R-mddulos e suponha que ([, d) é uma resolucao projetiva (truncada

a direita) de M. Considere o

Hompg(d1,N) Hompg/(d2,N)
LAY — 5

Hompg(F, N): 0 — Homg(Fy, N) Homg(Fy, N) Homp(Fy, N) — -« - |

onde, para f € Homg(F;, N), tem-se f +— fod;. O i-ésimo Ext de M com respeito a N é o
R-modulo

Ext’ (M, N) := H'(Homg(F, N)).

Esta definicao é independente da escolha da resolugao projetiva, veja [19], Corolario 6.57.

Disso, segue que se pdp M = d, entdo Ext’% (M, N) = 0 para todo R-médulo N e todo i > d.
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Também temos um isomorfismo Homp (M, N) = Ext%(M, N). De [19], Proposicoes 7.21 e 7.22,

segue que o Ext comuta com somas diretas finitas tanto a esquerda quanto a direita.
Corolario A.4 (Sequéncia exata longa dos Ext). Temos:

(1) Uma dada sequéncia exata curta de R-mddulos

0—-N —-N-—->N"—=0

induz uma sequéncia exata longa

0 — Homg(M, N') — Homg(M, N) — Homg(M, N") — Ext}%(M, N')— -
. — Exth (M, N') — Exth(M, N) — Exti,(M,N") — - -

(2) Uma dada sequéncia exata curta de R-médulos

0—-M —->M-—-M'—0

induz uma sequéncia exata longa

0 — Homp(M", N) — Homp(M, N) — Homp(M’', N) — Extp(M",N) — - -
- — Exth(M”,N) — Exty(M, N) — Exth(M',N) — - -

Demonstragao. Ver [19], Corolarios 6.46 e 6.62. O

Proposicao A.5. Sejam R um anel e U C R um conjunto multiplicativo. Se M é um R-moédulo
finitamente gerado, entdo existem isomorfismos U~ Ext’ (M, N) = Ext},— ,(U"*M,U"'N) para

todo 7 > 0 e todo R-moédulo N.
Demonstragao. Ver [19], Proposigao 7.39. [

Proposicao A.6. Sejam R um anel e M # 0 um R-modulo finitamente gerado. Entao pdp M < d
se, e somente se, Extf_{rl(]\/[ ,T) = 0 para todo R-médulo T finitamente gerado. Em particular, se

pdp M = d, entdo existe um R-médulo 7T finitamente gerado tal que Exth (M, T) # 0.
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Demonstragao. Ver [9], Capitulo VI Proposigao 2.5. [
Para encerrar, enunciaremos alguns resultados envolvendo algebras planas.

Definicao A.10. Um R-moédulo M é R-plano, ou simplesmente plano, se para toda sequéncia
exata de R-modulos, G, a sequéncia tensorizada G ®r M é também exata. M é fielmente plano
quando também vale a reciproca. Se S é uma R-algebra que é R-plano, dizemos que S é uma

R-dlgebra plana.

Proposigao A.7. Seja R um anel. O anel das séries formais R[[X7,...,X,]|] é uma R-algebra

plana.

Demonstragao. Ver [§], Capitulo 111, segao 3, Corolério 3. ]
Se (R,m) é um anel local, entdao R[[X7,...,X,]] também o é, com ideal maximal gerado por

mU{Xy,...,X,}; veja [21] Capitulo 3, Exercicio 3.19.

Proposicao A.8. Sejam S uma R-algebra plana, M e N R-médulos, com M finitamente gerado.
Entao

Hompg(M,N)®pr S = Homg(M ®@r S, N ®@g S).
Demonstragao. Ver [15], Teorema 7.11. O

Proposicao A.9. Se (R, m) e (S, n) sao anéis locais e f : R — S é um homomorfismo satisfazendo

f(m) C n, entdao S é R-plano se, e somente se, S é fielmente R-plano.
Demonstracao. Ver [15], Teorema 7.2 ou 7.3(ii). O

Proposicao A.10. Sejam R um anel local e S uma R-algebra local fielmente plana. Entao

pdr M =pdg (M ®5 S).

Demonstracao. Ver [6], Teorema 7.8 (6). O



Apéendice B
Preliminares de Algebra Comutativa

Comecaremos relembrando a fundamental nog¢ao de dimensao de Krull. Para um anel R, o

supremo dos comprimentos de todas as cadeias estritamente crescentes

PoC P C ... Cpy,

de ideais primos de R é chamado dimensao de Krull de R, denotada por dim R. Pode ocorrer que
dim R = co. Para um R-médulo M, defina dim M := dim (R/Anng(M)). Logo, dim M < dim R.

Seja M um mddulo sobre um anel R. Dizemos que x € R é um elemento M -reqular se xz = 0,
para z € M, implica em z = 0. Em outras palavras, x é um nao-divisor-de-zero de M. Sequéncias

regulares sao compostas por sucessivos elementos regulares:

Definicao B.1. Para um R-médulo M, uma sequéncia x = x4, ..., 2, de elementos de R é dita

uma sequéncia M -regular ou simplesmente uma M -sequéncia se satisfizer as seguintes condigoes:
(1) zy é M-regular e x; é M/(xy,...,x;_1)-regular para i = 2,...,n;
(2) M/(x)M # 0.

Dizemos que x é uma M -sequéncia fraca se satisfaz a condigao (1).

Se (R, m) é um anel local e x C m, entao (2) é automaticamente satisfeita devido ao Lema de
Nakayama, que no caso local diz o seguinte: Se M é um R-moédulo finitamente gerado e I C m ¢é

um ideal tal que IM = M, entao M = 0.
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Proposicao B.1. Sejam R um anel, M um R-médulo, e x C R uma M-sequéncia fraca. Suponha
que ¢ : R — S é um homomorfismo e que N é um S-médulo R-plano. Entdo x e ¢(x) sao
(M ®p N)-sequéncias fracas. Se z(M ®r N) = (M ®g N), entdo x e p(x) sao (M ®r N)-

sequencias.
Demonstragao. Ver [7], Proposigao 1.1.2. ]

Proposicao B.2. Sejam R um anel e

G:--—-G,—wGp1—-—Gy—G_1—0
um complexo exato de R-mdédulos. Se x é uma G;-sequéncia fraca para todo i, entao o complexo
G ®g R/(x) também é exato.

Demonstragao. Ver [7], Proposigao 1.1.5. ]

Lema B.3. Sejam R um anel e M um R-modulo finitamente gerado. Se x € R é M- e R-regular,

entdo Exth(M, R/(z)) = Extﬁ%/(x)(M/(x)M, R/(z)) para todo i > 0.

Demonstracao. Ver [3], Lema 4.7 (b). O
Uma M-sequéncia x = xq,...,x, contida em um ideal I, é chamada sequéncia maximal em I
se T1,...,T,, Yy Nao é uma M-sequéncia para qualquer y € I.

Teorema B.4 (Rees). Sejam R um anel, M um R-mddulo finitamente gerado, e I um ideal tal

que IM # M. Entao toda M -sequéncia mazimal em I tem o mesmo comprimento n, dado por

n=min{i > 0 | Exth(R/I, M) # 0}.

Demonstragao. Ver [7], Teorema 1.2.5. O

Definigao B.2. Dados um anel local (R, m, k) e um R-médulo finitamente gerado M # 0, defina
a profundidade de M, denotada por depthy M como sendo o comprimento de uma M-sequéncia

maximal em m, ou seja,

depthy M = min{i > 0 | Extb(k, M) # 0}.
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Convencionamos que depthy 0 = oo.

Proposicao B.5. Sejam R um anel local e 0 - U — M — N — 0 uma sequéncia exata de

R-modulos finitamente gerados. Entao
depthyp M > min{depthy U, depth, N},
depthp U > min{depthy M, depthp N + 1},
depthp N > min{depthy U, depth, M — 1}.
Em particular, se depthy M > depthy N, entao depthy U = depthp N + 1.
Demonstragao. Ver [7], Proposigao 1.2.9. O

Proposicao B.6. Sejam (R,m) um anel local e M um R-médulo finitamente gerado. Se x =

x1,...,T, € uma M-sequéncia em m, entao

depthp, ) M/xM = depthyp M/xM = depthy, M — n.

Demonstracao. Ver [7], Proposi¢ao 1.2.10(d). O

O profundidade de um mddulo nao-nulo é sempre limitada pela sua dimensao, conforme asse-

gura o seguinte resultado:

Proposicao B.7. Sejam (R, m) um anel local e M # 0 um R-médulo finitamente gerado. Entao
depthp, M < dim M. Além disso, depthy M < dim R/p para todo p € Assg M. Em particular, se

m € Assp M entao depthp M = 0.
Demonstracao. Ver [7], Proposigoes 1.2.12 e 1.2.13. O

Proposicao B.8. Sejam (R, m) um anel local e M # 0 um R-mdédulo finitamente gerado. Se

depthp M =0, entao m € Assg M.

Demonstragao. Como depthp M = 0, entao nao existe elemento M-regular x € R tal que
M/xM # 0. Dado € m, pelo Lema de Nakayama temos que M/xM # 0, logo x ndo pode ser
M-regular. Assim, m C zg (M). Sendo R Noetheriano e M # 0 temos que zg (M) = U, c s, 1 P-
Pelo Lema da esquiva temos m C p para algum p € Assg M. A maximalidade de m nos dd m = p.

Portanto, m € Assg M. O
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Proposicao B.9. Sejam (R, m) um anel local e M # 0 um R-médulo finitamente gerado. Se

depthp M > 0 e depth R > 0, entao m contém um elemento R- e M-regular.

Demonstra¢ao. Como R é Noetheriano e M # 0 ¢ finitamente gerado, podemos escrever zg (M) =
Uiz, pi onde Assp M = {p;}}"; ez (R) = ., q; onde Ass R = {q;},. Dai, zp (M)Uz (R) é uma
uniao finita de primos, logo esté contida propriamente em R. Como depthy M > 0 e depth R > 0,
temos pela Proposi¢ao B.7 que m ¢ Assp M U AssR, logo m ¢ zp (M) Uz(R) que implica
mN R\ (zr (M) Uz(R)) # 0. O

Proposicao B.10. Sejam R um anel e M, N R-mo6dulos finitamente gerados. Entao

Assgp Hompg(M, N) = Suppp M N Assg N.

Demonstracao. Ver [12], Exercicio 3.3 ou [7], Exercicio 1.2.27. O

Seja M um modulo finitamente gerado sobre um anel local (R, m, k). Logo o nimero minimo
de geradores de M, (M) = dimg (M ®g k), estd bem definido. Seja Sy = u(M). Escolha um
conjunto minimal de geradores {z1,...,2z5,} de M, e defina o homomorfismo ¢y : R — M dado
por ¢g(e;) = z;, onde {ey,...,eg} é a base canonica de R%. Em seguida, tome 3; = pu(ker @) e
defina analogamente o homomorfismo R* — ker . Procedendo desta maneira construimos uma

resolucao livre minimal
F - cee s RPn En RBa-r oL, RO EL R0 20 ar .

Verifica-se que F é determinado por M a menos de isomorfismos de complexos.

Proposicao B.11. Sejam (R, m, k) um anel local, M um R-mdédulo finitamente gerado, e

F: - >FE"F - 5355 M-0

uma resolugao livre de M. Entdo, F é minimal se, e somente se, dimy, (Tor!*(M, k)) = posto de F;

para todo i > 0 se, e somente se, dimy (Ext»(M, k)) = posto de F; para todo i > 0.

Demonstragao. Ver [7], Proposigao 1.3.1. O]
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Corolério B.12. Sejam (R, m, k) um anel local e M um R-mddulo finitamente gerado. Entao

pdp M = sup{i > 0 | Tor*(M, k) # 0}.

Demonstracao. Ver [7], Coroldrio 1.3.2. O

Lema B.13. Sejam (R, m) um anel local e M um R-mddulo finitamente gerado. Se x € m é R-
e M-regular, entao

pdp M = pdp, M/xM.
Demonstragao. Ver [7], Lema 1.3.5. O
A fundamental férmula de Auslander-Buchsbaum assegura o seguinte:
Teorema B.14 (Férmula de Auslander-Buchsbaum). Seja R um anel local. Se M ¢é um
R-mddulo finitamente gerado com pdp M < oo, entao

pdp M = depth R — depthy M.

Demonstracao. Ver [7], Teorema 1.3.3. O

Proposicao B.15. Sejam R um anel local, e M, N R-médulos finitamente gerados. Entao

depthy Hompg(M, N) > min{2, depth N}.

Demonstracao. Ver [7], Exercicio 1.4.19. O

As principais aplicagoes do nosso estudo ocorrem sobre as classes de anéis Cohen-Macaulay,
regulares e Gorenstein. Vamos definir tais anéis, exibir algumas de suas propriedades e discutir a

hierarquia entre essas classes no caso local.

Definicao B.3. Um anel local R é dito um Cohen-Macaulay se depth R = dim R. Um R-
moédulo finitamente gerado M # 0 é um mddulo Cohen-Macaulay se depthy M = dim M. Se

depthp M = dim R entao M ¢ dito um moddulo Cohen-Macaulay maximal.
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Em geral, Se R é um anel arbitrério, dizemos que M é um mddulo Cohen-Macaulay (resp.
Cohen-Macaulay maximal) se M, o for, para todo p C R primo (O mddulo nulo é considerado
Cohen-Macaulay). E bem sabido que basta verificar tal propriedade localmente no ideais maximais
pertencentes ao suporte de M. Dizemos que o anel R é Cohen-Macaulay se o for localmente em

cada ideal primo (mas uma vez basta checar nos ideais maximais).

Teorema B.16. Sejam (R,m) um anel local ¢ M # 0 um R-mddulo Cohen-Macaulay. Entao x

¢ uma M -sequéncia se, e somente se, x € parte de um sistema de parametros de M.
Demonstragao. Ver [7], Teorema 2.1.2(d). O

A defini¢ao de anel regular é dada abaixo. Mais adiante, através do Teorema de Auslander-

Buchsbaum-Serre, teremos uma importante caracterizacao via dimensao projetiva.

Definigao B.4. Um anel local (R, m) é reqular se possui um sistema de parametros gerando m;

tal sistema de paramatros é chamado um sistema regqular de parametros.

Se k um corpo, entao os anéis locais k, k[ X1, ..., X,](x,,..x,) € k[[X1, ..., X,]] sdo regulares;

veja [7] secao 2.2.
Proposicao B.17. Se (R, m) um anel local regular, entdo R é um dominio.
Demonstragao. Ver [7], Proposigao 2.2.3. ]

Teorema B.18 (Auslander-Buchsbaum-Serre). Seja (R, m, k) um anel local. Entao, as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) R € regular;
(2) pdp M < oo para todo R-mddulo finitamente gerado M ;
(8) pdgk < oc.
Demonstracao. Ver [7], Teorema 2.2.7. O
Na seguinte proposicao caracterizamos a dimensao injetiva de um maodulo.

Proposicao B.19. Sejam R um anel e M um R-médulo. Entao idg M < n se, e somente se,

Ext""' (N, M) = 0 para todo R-médulo finitamente gerado N.
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Demonstragao. Ver [7], Proposigao 3.1.10. [
Sobre anéis locais é possivel obter uma férmula para a dimensao injetiva.

Proposicao B.20. Sejam R um anel local e M um R-médulo finitamente gerado. Entao

idg M = sup{i > 0 | Ext’(k, M) # 0}.

Demonstragao. Ver [7], Proposigao 3.1.14. O

Teorema B.21 (Bass). Sejam (R,m, k) um anel local e M um R-mddulo finitamente gerado

com dimensao injetiva finita. Entdo

dim M <idr M = depth R.

Demonstragao. Ver [7], Teorema 3.1.17. O
Agora, introduziremos uma outra classe importante de anéis.

Definicao B.5. Um anel local R é dito um anel Gorenstein se idg R < oo. Um anel arbitrario é

dito Gorenstein se sua localizacao em todo ideal maximal for um anel local Gorenstein.

Se (R,m) é um anel de dimensdo d, entdo um ideal m-primario @) gerado por d elementos é
chamado um ideal de parametros, ou seja, ¢ um ideal gerado por um sistema de parametros. Um
ideal I é irredutivel se I = J N J" com J e J' ideais implica I = J ou I = J'. Caso contrario,
dizemos que I é redutivel. Com essas definicoes podemos exibir uma caracterizacao bastante util

para anéis locais Gorenstein.

Teorema B.22. Seja R um anel local. Entao, R € um anel Gorenstein se, e somente se, R € um

anel Cohen-Macaulay e todo ideal de paramatros de R € irredutivel.
Demonstragao. Ver [15], Teorema 18.1 (1) < (5). O

Proposicao B.23. Sejam R um anel e x uma R-sequéncia. Se R é Gorenstein, entdo R/(x) é

Gorenstein. A reciproca vale quando R é local.

Demonstragao. Ver [7], Proposigao 3.1.19(b). O]
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Vamos agora enunciar um resultado sobre como a classe do anéis Gorenstein se posiciona na

hierarquia dos anéis locais.
Proposicao B.24. Seja R um anel local. Entao temos as seguintes implicagoes:
R é regular = R Gorenstein = R Cohen-Macaulay.
Demonstragao. Ver [7], Proposigao 3.1.20. [
Falaremos um pouco sobre o médulo canonico de anéis locais Cohen-Macaulay.

Definicao B.6. Seja R um anel local Cohen-Macaulay. Um moédulo Cohen-Macaulay maximal
C' de tipo 1 (veja [7], segao 3.3) e com dimensao injetiva finita é chamado um mddulo canénico de

R.

E provado em [7] Teorema 3.3.4 que o médulo canodnico é tinico a menos de isomorfismo, e

denotado por wg. Sobre a sua existécia temos:

Proposicao B.25. Seja R um anel local Cohen-Macaulay. Entao, as seguintes afirmacoes sao

equivalentes:
(1) R admite um médulo canonico;
(2) R é imagem homomorfa de um anel local Gorenstein.
Demonstragao. Ver [7], Proposigao 3.3.6. [

Como exemplo de anéis que admitem modulo canonico, temos a classe dos anéis locais Cohen-

Macaulay completos (vide [7], Coroldrio 3.3.8).

Proposicao B.26. Sejam R um anel local Cohen-Macaulay de dimensao d, e C' um R-moddulo

finitamente gerado. Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) C é um médulo candnico de R;

(2) Para todo R-mddulo Cohen-Macaulay maximal, temos:

(a) Hompg(M,C) é um R-médulo Cohen-Macaulay maximal,
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(b) Exth(M,C) = 0, para todo i > 0,
(¢) o homomorfismo natural M — Hompg(Hompg(M,C'),C) é um isomorfismo.
Demonstragao. Ver [7], Proposigao 3.3.10. [
Para concluir, vamos enunciar alguns resultados sobre médulos indecomponiveis.

Definicao B.7. Um modulo M é decomponivel se M = My @& Ms, onde M; # 0 sao submodulos

de M. Caso contrario, M é dito indecomponivel.

Exemplo B.1. Seja V' # 0 um espaco vetorial sobre um corpo k. Entao V' é indecomponivel se,

e somente se, V tem dimensao 1.
Temos a seguinte caracterizacao para médulo indecomponiveis.

Proposicao B.27. Um médulo M # 0 é indecomponivel se, e somente se, o anel End M de

endomorfismos de M nao contém elementos idempotentes diferentes de 0 e 1.
Demonstragao. Ver [13], Proposicao 3.1. O

Teorema B.28. Seja R um anel Noetheriano (resp. Artiniano). Entdo, todo R-mddulo finita-

mente gerado M é Noetheriano (resp. Artiniano).
Demonstragao. Ver [13], Teorema 3.4. O

Teorema B.29. Se M # 0 é um mddulo Artiniano e Noetheriano, entao M contém submdodulos
indecomponiveis M;, 1 < i < n, tais que M = My B Mo®---PB M,. Além disso, essa decomposicao

em indecomponiveis € unica, a menos de isomorfismo.

Demonstragao. Ver [13], Teorema 3.8 e Teorema de Krull-Schmidt. ]
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