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“A Matemática, quando a compreendemos bem, possui
não somente a verdade, mas também a suprema beleza.”

Bertrand Russell



Resumo

Nesta dissertação, estudamos os chamados módulos totalmente reflexivos e a noção de dimensão

de Gorenstein sobre anéis comutativos Noetherianos. A principal finalidade é demonstrar a impor-

tante fórmula de Auslander-Bridger e o Teorema de Gorenstein, o que permitirá caracterizar anéis

locais Gorenstein através de reflexividade total, bem como apresentar condições suficientes para a

propriedade de G-regularidade. Fornecemos, também, exemplos e contra-exemplos interessantes.

Palavras-chave: módulos totalmente reflexivos, fórmula de Auslander-Bridger, dimensão de

Gorenstein, anéis G-regulares.



Abstract

In this dissertation, we study the so-called totally reflexive modules and the notion of Goren-

stein dimension over Noetherian commutative rings. The main purpose is to prove the important

Auslander-Bridger formula and the Gorenstein theorem, which will allow us to characterize Goren-

stein local rings through total reflexivity, as well as to provide sufficient conditions for the property

of G-regularity. We furnish, moreover, interesting examples and counterexamples.

Keywords: totally reflexive modules, Auslander-Bridger formula, Gorenstein dimension, G-

regular rings.
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• R, S denotam anéis;

• M , N , P , K denotam módulos finitamente gerados;

• zR (M) denota o conjunto dos divisores-de-zero do R-módulo M ;

• AnnR (M) denota o anulador do R-módulo M ;

• AssR M denota o conjunto dos primos associados do R-módulo M ;

• (R, m, k) denota um anel local R com ideal maximal m e corpo residual k;

• pdR M denota a dimensão projetiva do R-módulo M ;

• idR M denota a dimensão injetiva do R-módulo M ;

• G-dimR M denota a dimensão de Gorenstein do R-módulo finitamente gerado M ;

• ¤ denota o final de uma demonstração.

ix



Introdução

Em 1967, no memorável artigo [2], Maurice Auslander introduziu a noção de módulo totalmente

reflexivo, a qual originalmente batizou de módulo de G-dimensão zero, através do seu conceito

de dimensão de Gorenstein. Pouco depois, juntamente com Mark Bridger, desenvolveu a teoria

da G-dimensão [3] em maior profundidade e explorando várias propriedades. Desde então, tal

classe de módulos tem sido amplamente estudada. O termo “totalmente reflexivo”foi introduzido

em 2002, por Avramov e Martsinkovsky em [5]. Embora esse conceito remonte à década de 60, o

tema continua bastante atual, despertando crescente interesse e sendo fonte de vários trabalhos,

dentre os quais podemos destacar os artigos [4], [16] e [17].

Os módulos totalmente reflexivos, em particular, podem ser utilizados como uma generalização

dos tradicionais módulos projetivos, tornando posśıvel a introdução de uma nova dimensão de

caráter homológico para módulos finitamente gerados sobre anéis Noetherianos. Tal dimensão,

chamada G-dimensão, possui muitas propriedades análogas às propriedades da dimensão projetiva

usual, o que pode ser fortemente ilustrado através da fórmula de Auslander-Bridger, que generaliza

a clássica fórmula de Auslander-Buchsbaum para o novo contexto da G-dimensão.

Os anéis locais Gorenstein são caracterizados pelo fato de que todo módulo finitamente gerado

tem G-dimensão finita, resultado expresso no Teorema de Gorenstein. Esse é o resultado análogo,

para a propriedade de Gorenstein, ao Teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre que fornece a

clássica caracterização homológica de regularidade. Como consequência, obtém-se que, sobre

anéis Gorenstein os módulos totalmente reflexivos são exatamente os módulos Cohen-Macaulay

maximais.

Os chamados anéis G-regulares constituem um tipo bastante peculiar de anel, sobre os quais,

por definição, os módulos totalmente reflexivos são necessariamente livres. Prova-se que tais anéis
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são caracterizados pelo fato de que a G-dimensão coincide com a dimensão projetiva para todo

módulo finitamente gerado. Os anéis locais regulares são exemplos triviais de anéis G-regulares.

Os principais objetivos desta dissertação são apresentar os módulos totalmente reflexivos,

demonstrar a fórmula de Auslander-Bridger e o Teorema de Gorenstein, usando-os para car-

acterizar os anéis locais Gorenstein via reflexividade total, bem como estudar os anéis G-regulares

e suas principais propriedades. Por fim, deve-se mencionar também que uma das metas é a de

contribuir para a literatura matemática nacional sobre este beĺıssimo assunto, que atualmente se

encontra, no máximo, bastante escassa.

O trabalho está dividido em três caṕıtulos e dois apêndices.

No Caṕıtulo 1, introduzimos a definição de módulos totalmente reflexivos, provamos algumas

caracterizações, estudamos o comportamento ao longo de sequências exatas curtas e mostramos

algumas condições necessárias para a reflexividade total.

No Caṕıtulo 2, apresentamos o fundamental conceito de dimensão de Gorenstein (G-dimensão),

bem como algumas de suas propriedades, e conclúımos com demonstrações da clássica fórmula de

Auslander-Bridger e do Teorema de Gorenstein através da noção de G-dimensão.

No Caṕıtulo 3, estudamos o comportamento dos módulos totalmente reflexivos sobre anéis

Gorenstein, e demonstramos uma caracterização para anéis locais Gorenstein via reflexividade

total. Conclúımos apresentando o conceito, alguns resultados e exemplos expĺıcitos de anéis G-

regulares, com base nos artigos [23] e [24]. Detectamos e exemplificamos, em particular, uma

curiosa patologia: a propriedade de G-regularidade nem sempre é preservada por localização.

Finalmente, para facilitar a leitura do trabalho e torná-la mais objetiva, bem como um pouco

mais auto-suficiente, adicionamos dois apêndices: O Apêndice A é dedicado a alguns resultados

introdutórios da álgebra homológica; no Apêndice B, listamos alguns conceitos e resultados básicos

de álgebra comutativa que auxiliaram na elaboração desta dissertação.

Convenção: Nesta dissertação, todos os anéis são considerados comutativos, Noetherianos e com

identidade 1.



Caṕıtulo 1

Módulos Totalmente Reflexivos

Neste caṕıtulo, apresentaremos algumas definições e resultados clássicos envolvendo módulos

totalmente reflexivos. As principais referências utilizadas foram [10], [11] e [18].

1.1 Definições e exemplos

Nesta seção, introduziremos o conceito de módulo totalmente reflexivo e noções relacionadas,

incluindo alguns exemplos e uma importante caracterização.

Definição 1.1. Um R-módulo finitamente gerado M é dito totalmente reflexivo se as seguintes

condições são satisfeitas:

(1) M é reflexivo, isto é, M ∼= M∗∗ através do homomorfismo canônico;

(2) Exti
R(M, R) = 0, para todo i > 0;

(3) Exti
R(M∗, R) = 0, para todo i > 0.

Jorgensen e Sega [14] demonstraram que as três condições acima são, de fato, independentes.

Como primeiro exemplo de módulos totalmente reflexivos destacamos a classe dos módulos

projetivos finitamente gerados, que chamaremos módulos totalmente reflexivos triviais.

Exemplo 1.1. Seja P um R-módulo projetivo finitamente gerado. Então, P é totalmente reflexivo

(em particular, todo módulo livre finitamente gerado é totalmente reflexivo). De fato, como P é

um módulo projetivo, segue que P ∗ também é projetivo e finitamente gerado, e assim, é imediato

3



CAPÍTULO 1. MÓDULOS TOTALMENTE REFLEXIVOS 4

que Exti
R(P,R) = 0 = Exti

R(P ∗, R), para todo i > 0. Além disso, pela Proposição A.2, temos

P ∗∗ ∼= P ⊗R HomR(R, R), e de acordo com o diagrama comutativo abaixo

P
σP−−−−−−→ P ∗∗

↓∼= ↓∼=
P ⊗R R

∼=−−−−−→ P ⊗R HomR(R,R)

segue que o homomorfismo canônico σP é um isomorfismo.

Agora, veremos outra importante definição que está intimamente ligada à noção de módulo

totalmente reflexivo.

Definição 1.2. Um complexo aćıclico infinito de R-módulos livres finitamente gerados

F : · · · → F1 → F0 → F−1 → · · ·

é dito totalmente aćıclico quando o seu complexo dual F∗ = HomR(F, R) também é aćıclico. Um

R-módulo, M , possui uma resolução completa quando existe um complexo totalmente aćıclico, F,

tal que M ∼= coker (F1 → F0). Neste caso, dizemos que F é uma resolução completa de M .

A seguinte caracterização de módulos totalmente reflexivos é largamente utilizada em trabalhos

cient́ıficos sobre o tema.

Teorema 1.1. Seja M um R-módulo finitamente gerado. Então, M é totalmente reflexivo se, e

somente se, M possui uma resolução completa.

Demonstração. Suponhamos que M é totalmente reflexivo, ou seja, M satisfaz (1), (2) e (3) da

Definição 1.1. Considere resoluções livres de M e M∗:

F : · · · → F1 → F0 → M → 0

D : · · · → D1 → D0 → M∗ → 0

Como o anel R é Noetheriano e os módulos M e M∗ são finitamente gerados, segue que os R-

módulos livres Fi e Di são finitamente gerados para todo i. Aplicando HomR(−, R) a D obtemos
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o complexo

HomR(D, R) : 0 → HomR(M∗, R) → HomR(D0, R) → HomR(D1, R) → · · ·

que podemos escrever

D∗ : 0 → M∗∗ → D∗
0 → D∗

1 → · · ·

Como M ∼= M∗∗, temos

D∗ : 0 → M → D∗
0 → D∗

1 → · · ·

Segue da propriedade de HomR(−, R) e de (3) que D∗ é exato. Agora, podemos considerar o

complexo

F|D∗ : · · · // F1
// F0

ÃÃA
AA

AA
AA

A
// D∗

0
// D∗

1
// · · ·

M

>>||||||||

!!CC
CC

CC
CC

0

==||||||||
0

Como F e D∗ são exatos, segue que F|D∗ é exato. Assim, obtemos um complexo aćıclico infinito

de R-módulos livres finitamente gerados. Verificaremos que F|D∗ é totalmente aćıclico. Aplicando

HomR(−, R) em F|D∗, obtemos

HomR(F|D∗, R) : · · · → D∗∗
1 → D∗∗

0 → F ∗
0 → F ∗

1 → · · ·

que é isomorfo a

D|F∗ : · · · → D1 → D0 → F ∗
0 → F ∗

1 → · · ·

Agora, aplicando HomR(−, R) em F, temos

F∗ : 0 → M∗ → F ∗
0 → F ∗

1 → · · ·
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que, pela propriedade de HomR(−, R) e (2), é exato. Logo,

D|F∗ : · · · // D1
// D0

!!CC
CC

CC
CC

// F ∗
0

// F ∗
1

// · · ·

M∗

=={{{{{{{{

""DD
DD

DD
DD

D

0

<<yyyyyyyyy
0

é exato. Assim (F|D∗)∗ = HomR(F|D∗, R) ∼= D|F∗ é exato, e portanto, F|D∗ é totalmente aćıclico.

Por fim, como F é exata, temos M ∼= coker (F1 → F0). Assim, F é uma resolução completa de M .

Reciprocamente, suponhamos que M possui uma resolução completa, isto é, existe um com-

plexo totalmente aćıclico

F : · · · → F1 → F0 → F−1 → · · ·

talque M ∼= coker (F1 → F0). Então,

· · · → F1 → F0 → M → 0 e 0 → M∗ → F ∗
0 → F ∗

1 → · · ·

são aćıclicos. Como Fi é livre para cada i ≥ 0, segue que · · · → F1 → F0 → M → 0 é uma

resolução livre de M e sendo F ∗
0 → F ∗

1 → F ∗
2 → · · · exata, segue que Exti

R(M,R) = 0, para todo

i > 0. Pela exatidão de F∗ e de 0 → M∗ → F ∗
0 → F ∗

1 → · · · , temos

M∗ ∼= ker(F ∗
0 → F ∗

1 ) = Im (F ∗
−1 → F ∗

0 ) ∼= F ∗
−1

ker(F ∗
−1 → F ∗

0 )
=

F ∗
−1

Im (F ∗
−2 → F ∗

−1)
= coker (F ∗

−2 → F ∗
−1)

Assim, obtemos o complexo exato

G : · · · → F ∗
−2 → F ∗

−1 → M∗ → 0

Como cada F ∗
i é livre, segue que G é uma resolução livre de M∗ com

G∗ : 0 → M∗∗ → F−1 → F−2 → · · ·
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que é exata. Dáı, Exti
R(M∗, R) = 0, para todo i > 0. Além disso,

M∗∗ ∼= ker(F−1 → F−2) ∼= M.

Logo, pela Proposição A.1, temos que σM é um isomorfismo, e portanto, M é totalmente reflexivo.

Usaremos a caracterização acima para produzir mais exemplos.

Exemplo 1.2. Se existem elementos a e b em R tais que AnnR(a) = (b) e AnnR(b) = (a), então

o complexo

F : · · · → R
[a]−→ R

[b]−→ R
[a]−→ R → · · ·

é totalmente aćıclico. De fato, como Im [a] = (a) = AnnR(b) = ker[b], Im [b] = (b) = AnnR(a) =

ker[a] e HomR(R, R) ∼= R temos que F e F∗ ∼= F são exatos. Além disso, como podemos enumerar

o complexo conforme acharmos conveniente, segue que F é uma resolução completa dos módulos

R/(a) ∼= (b) e R/(b) ∼= (a), portanto, eles são totalmente reflexivos. Os elementos a e b cujos

anuladores satisfazendo a propriedade acima são chamados um par exato de divisores-de-zero.

Quanto à existência de tais pares, pelo menos no caso em que R = S/(ab), onde S é um

domı́nio e a, b ∈ S são elementos não-nulos e não-invert́ıveis, denotamos por a, b ∈ R as imagens

de a e b em R, respectivamente. Como S é um domı́nio e a 6= 0 temos AnnR(a) = (b). De forma

análoga, AnnR(b) = (a). Logo a e b formam um par exato de divisores-de-zero. Portanto, (a) e

(b) são módulos totalmente reflexivos.

Exemplo 1.3. Sejam S um anel e R = S[X]/(Xm) com m > 1 inteiro. Tome n ∈ {1, . . . , m− 1}
e denotamos por xn a classe residual de Xn em R. Como Xn e Xm−n são não-divisores-de-zero

em S[X], segue que AnnR(xn) = (xm−n) e AnnR(xm−n) = (xn). Assim, pelo Exemplo 1.2 temos

que (xn) e (xm−n) são módulos totalmente reflexivos. Em particular, (xn) é totalmente reflexivo

para todo n ∈ {1, . . . ,m− 1}. Ainda pelo Exemplo 1.2 temos que

· · · → R
xm−n−−−→ R

xn−→ R
xm−n−−−→ R → (xn) → 0

é uma resolução livre minimal de (xn). Tomemos agora S = k, com k um corpo. Então, R é local.
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Pela Proposição B.11 e Corolário B.12 obtemos que pdR (xn) = ∞. Assim, (xn) não é projetivo,

e portanto, trata-se de um módulo totalmente reflexivo não-trivial.

Concluiremos esta seção mostrando que o produto tensorial por uma álgebra plana preserva a

reflexividade total.

Proposição 1.2. Se M é um R-módulo totalmente reflexivo e S é uma R-álgebra plana, então

M ⊗R S é um S-módulo totalmente reflexivo. Em particular, qualquer módulo de frações de um

módulo totalmente reflexivo é totalmente reflexivo.

Demonstração. Como M é totalmente reflexivo, então pelo Teorema 1.1 existe um complexo

totalmente aćıclico

F : · · · → F1
ϕ−→ F0 → F−1 → · · ·

talque M ∼= coker ϕ. Como S é uma R-álgebra plana temos que o complexo de S-módulos

F⊗R S : · · · → F1 ⊗R S
ϕ⊗S−−→ F0 ⊗R S → F−1 ⊗R S → · · ·

é aćıclico, com cada Fi ⊗R S um S-módulo livre e finitamente gerado. Note que

HomS(Fi ⊗R S, S) ∼= HomS(Fi ⊗R S,R⊗R S) ∼= HomR(Fi, R)⊗R S

Mas este último complexo HomR(F, R)⊗R S é aćıclico, pois HomR(F, R) é aćıclico e S é R-plano.

Assim, F⊗R S é totalmente aćıclico. Além disso, temos coker (ϕ⊗ S) ∼= coker ϕ⊗R S ∼= M ⊗R S.

Portanto, F ⊗R S é uma resolução completa de M ⊗R S, e assim, usando novamente o Teorema

1.1 o resultado segue. Para a afirmação em particular, basta usar que, se U ⊆ R é um conjunto

multiplicativo, então U−1R é uma R-álgebra plana e M ⊗R U−1R ∼= U−1M .

1.2 Comportamento ao longo de sequências exatas

Nesta seção, estudaremos o comportamento de módulos totalmente reflexivos ao longo de uma

sequência exata curta e veremos algumas consequências. Concluiremos com uma caracterização

de tal classe de módulos via complexos totalmente aćıclicos.
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Proposição 1.3. Seja 0 → K → M → N → 0 uma sequência exata curta de R-módulos

finitamente gerados. Então vale:

(1) Se K e N são totalmente reflexivos, então M é totalmente reflexivo,

(2) Se M e N são totalmente reflexivos, então K é totalmente reflexivo,

(3) Se K e M são totalmente reflexivos e Ext1
R(N, R) = 0, então N é totalmente reflexivo.

Demonstração. A sequência exata curta induz a sequência exata longa

0 → HomR(N, R) → HomR(M, R) → HomR(K, R) → Ext1
R(N,R) → · · ·

· · · → Exti
R(N,R) → Exti

R(M, R) → Exti
R(K, R) → · · ·

Vamos usar essa sequência para provar os três itens.

(1): Como K e N são totalmente reflexivos, segue que

(I) K ∼= K∗∗ e N ∼= N∗∗ pelos homomorfismos canônicos;

(II) Exti
R(K,R) = 0 = Exti

R(N,R), para todo i > 0;

(III) Exti
R(K∗, R) = 0 = Exti

R(N∗, R), para todo i > 0.

Assim, por (II) a sequência exata longa se reduz a

0 → N∗ → M∗ → K∗ → 0 → Ext1
R(M, R) → 0 → · · · → 0 → Exti

R(M, R) → 0 → · · ·

Logo, pela exatidão da sequência segue que Exti
R(M, R) = 0 para todo i > 0. Ainda pela exatidão

tem-se que 0 → N∗ → M∗ → K∗ → 0 é uma sequência exata curta. Assim, temos uma outra

sequência exata longa induzida

0 → K∗∗ → M∗∗ → N∗∗ → Ext1
R(K∗, R) → · · ·

· · · → Exti
R(K∗, R) → Exti

R(M∗, R) → Exti
R(N∗, R) → · · ·

Dáı, por (III) temos Exti
R(M∗, R) = 0, para todo i > 0. Além disso, obtemos a sequência exata
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curta 0 → K∗∗ → M∗∗ → N∗∗ → 0. Assim, obtemos o diagrama

0 −→ K
f−→ M

g−→ N −→ 0

↓ σK ↓ σM ↓ σN

0 −→ K∗∗ f∗∗−→ M∗∗ g∗∗−→ N∗∗ −→ 0

Como cada linha é uma sequência exata e vale σM ◦ f = f ∗∗ ◦ σK e σN ◦ g = g∗∗ ◦ σM , o Lema da

Serpente nos dá a sequência exata

0 → ker σK → ker σM → ker σN → coker σK → coker σM → coker σN → 0

Sendo σK e σN isomorfismos segue que ker σK = 0 = coker σK e ker σN = 0 = coker σN . Pela

exatidão da sequência acima temos ker σM = 0 = coker σM . Logo, σM é um isomorfismo. Portanto,

M é totalmente reflexivo.

(2): Sendo M e N módulos totalmente reflexivos, de forma análoga ao item anterior obtemos

a sequência exata longa

0 → N∗ → M∗ → K∗ → 0 → 0 → Ext1
R(K,R) → · · · → 0 → Exti

R(K,R) → 0 → · · ·

Logo, Exti
R(K,R) = 0, para todo i > 0. A sequência exata curta 0 → N∗ → M∗ → K∗ → 0 induz

a sequência exata longa

0 → K∗∗ → M∗∗ → N∗∗ → Ext1
R(K∗, R) → · · ·

· · · → Exti−1
R (N∗, R) → Exti

R(K∗, R) → Exti
R(M∗, R) → · · ·

Como Exti
R(M∗, R) = 0 = Exti

R(N∗, R), para todo i > 0, temos que Exti
R(K∗, R) = 0, para todo

i > 1. Note ainda que

Ext1
R(K∗, R) = Im (N∗∗ → Ext1

R(K∗, R)) ∼= N∗∗

ker(N∗∗ → Ext1
R(K∗, R))

=
N∗∗

Im g∗∗
= 0,

pois g sobrejetiva, σM e σN bijetivas implicam g∗∗ sobrejetiva. Finalmente, usando a sequência

exata curta 0 → K∗∗ → M∗∗ → N∗∗ → 0 e o Lema da Serpente obtem-se que σK é um isomorfismo.
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Portanto K é totalmente reflexivo.

(3): Com K e M totalmente reflexivos a sequência exata longa nos dá Exti
R(N,R) = 0, para

todo i > 1, e junto com a hipótese temos para todo i > 0. Novamente a sequência exata curta

induz a sequência exata longa

0 → K∗∗ → M∗∗ → N∗∗ → Ext1
R(K∗, R) → · · ·

· · · → Exti
R(M∗, R) → Exti

R(N∗, R) → Exti+1
R (K∗, R) → · · ·

Como Exti
R(K∗, R) = 0 = Exti

R(M∗, R), para todo i > 0 tem-se Exti
R(N∗, R) = 0, para todo

i > 0. Usando mais uma vez o Lema da Serpente, conclúımos que σN é um isomorfismo. Portanto

N é totalmente reflexivo.

Abaixo seguem algumas consequências úteis dessa proposição.

Corolário 1.4. Seja 0 → K → M → N → 0 uma sequência exata curta de R-módulos finitamente

gerados.

(1) Se N é totalmente reflexivo, então a sequência 0 → N∗ → M∗ → K∗ → 0 é exata, e neste

caso K é totalmente reflexivo se, e somente se, M é totalmente reflexivo.

(2) Se M é totalmente reflexivo, então existem os isomorfismos Exti
R(K, R) ∼= Exti+1

R (N,R) para

i > 0.

(3) Se a sequência cinde, então M é totalmente reflexivo se, e somente se, K e N são totalmente

reflexivos.

Demonstração. (1): Pela demonstração do item (1) da Proposição 1.3 temos que a sequência

0 → N∗ → M∗ → K∗ → 0 é exata. A última afirmação segue imediatamente dos itens (1) e (2)

da Proposição 1.3.

(2): Como Exti
R(M, R) = 0 para i > 0, temos que a sequência exata longa da proposição

anterior pode ser escrita da seguinte forma

0 → N∗ → M∗ → K∗ → Ext1
R(N,R) → · · · → 0 → Exti

R(K, R) → Exti+1
R (N,R) → 0 → · · ·

Logo, por exatidão o resultado segue.
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(3): Se K e N são totalmente reflexivos, basta usar a Proposição 1.3(1). Reciprocamente,

suponha M totalmente reflexivo. Como M ∼= K ⊕ N e Exti
R(−, R) é aditivo, então para todo

i > 0 temos isomorfismos

0 = Exti
R(M, R) ∼= Exti

R(K,R)⊕ Exti
R(N,R)

e

0 = Exti
R(M∗, R) ∼= Exti

R(K∗, R)⊕ Exti
R(N∗, R).

Logo, Exti
R(K, R) = 0 = Exti

R(K∗, R) e Exti
R(N, R) = 0 = Exti

R(N∗, R) para todo i > 0. Além

disso, como M∗ ∼= K∗∗ ⊕N∗∗ temos que σM = σK ⊕ σN , a menos de isomorfismos, logo σK e σN

são isomorfismos. Portanto, K e N são totalmente reflexivos.

A reflexividade total é preservada por soma direta.

Corolário 1.5. Sejam M1, . . . , Mr R-módulos finitamente gerados. Então
⊕r

i=1 Mi é totalmente

reflexivo se, e somente se, M1, . . . , Mr são totalmente reflexivos.

Demonstração. Vamos usar indução em r. Para r = 2 basta considerar a sequência exata curta

0 → M1 → M1 ⊕M2 → M2 → 0

e usar o Corolário 1.4(3). Agora suponha que o resultado seja válido para r − 1. Considere a

sequência exata curta

0 →
r−1⊕
i=1

Mi →
r⊕

i=1

Mi → Mr → 0.

Como ela cinde, temos pelo Corolário 1.4(3) que
⊕r

i=1 Mi é totalmente reflexivo se, e somente

se,
⊕r−1

i=1 Mi e Mr são totalmente reflexivos se, e somente se, M1, . . . , Mr−1,Mr são totalmente

reflexivos, pela hipótese de indução.

Já o produto tensorial de dois módulos totalmente reflexivos nem sempre é totalmente reflexivo;

veja Exemplo 3.1 no Caṕıtulo 3. Agora, veremos uma condição suficiente para que o quociente de

módulos totalmente reflexivos seja totalmente reflexivo.
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Corolário 1.6. Sejam N ⊆ M R-módulos finitamente gerados. Suponha que M e N são total-

mente reflexivos e Ext1
R(M/N, R) = 0. Então, M/N é totalmente reflexivo.

Demonstração. Como M é finitamente gerado segue que M/N é finitamente gerado. Agora con-

sidere a sequência exata curta 0 → N → M → M/N → 0 e use a Proposição 1.3(3).

Dado um complexo totalmente aćıclico, podemos obter uma famı́lia de módulos totalmente

reflexivos; tal famı́lia consiste das sizigias desse complexo. Esse resultado é um caso particular da

seguinte caracterização para módulos totalmente reflexivos.

Proposição 1.7. Um R-módulo M é totalmente reflexivo se, e somente se, é um módulo de

sizigias de um complexo totalmente aćıclico.

Demonstração. Sendo M totalmente reflexivo, existe

F : · · · → F1 → F0 → F−1 → · · ·

um complexo totalmente aćıclico tal que M ∼= coker (F1 → F0). Pela exatidão de F e pelo Teorema

do Isomorfismo, temos

M ∼= coker (F1 → F0) =
F0

Im (F1 → F0)
=

F0

ker(F0 → F−1)
∼= Im (F0 → F−1) = ker(F−1 → F−2)

Portanto, M é um módulo de sizigias do complexo totalmente aćıclico F.

Reciprocamente, suponha que M é um módulo de sizigias do complexo totalmente aćıclico

G : · · · → G1 → G0 → G−1 → · · ·

ou seja, existe i inteiro tal que M = ker ϕi, onde ϕi : Gi → Gi−1. Então, pela exatidão de G e

pelo Teorema do Isomorfismo, temos

M = ker ϕi = Im ϕi+1
∼= Gi

ker ϕi+1

=
Gi

Im ϕi+2

= coker ϕi+2
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Assim M ∼= cokerϕi+2 = coker(F1 → F0), onde

F : · · · → F1 → F0 → F−1 → · · ·

é tal que Fj = Gi+j+1, ou seja, F é uma reenumeração de G. Logo existe um complexo totalmente

aćıclico F tal que M ∼= coker (F1 → F0). Portanto M é um módulo totalmente reflexivo.

1.3 Módulos livres de torção

Veremos que as propriedades de módulos livres de torção nos fornecem uma condição necessária

para que um módulo finitamente gerado seja totalmente reflexivo. Em seguida, demonstraremos

mais uma propriedade importante de tal classe de módulos.

Definição 1.3. Para um R-módulo M , o seu submódulo de torção, denotado por τ(M), é definido

como

τ(M) = {x ∈ M | ∃r ∈ R\z(R) tal que rx = 0}.

O módulo M é de torção se τ(M) = M e livre de torção se τ(M) = 0. Note que M é livre de

torção se, e somente se, todos os divisores-de-zero de M são também divisores-de-zero de R, e

podemos escrever

τ(M) = 0 ⇔ zR(M) ⊆ z(R).

É fácil verificar que módulos livres são livres de torção, e que submódulos de módulos livres

de torção ainda são livres de torção.

Proposição 1.8. Seja M um R-módulo finitamente gerado. Então M∗ é livre de torção.

Demonstração. Se M = 0, a afirmação é trivial. Para M 6= 0 existe um inteiro β ≥ 1 tal que

M ∼= Rβ/N para algum N submódulo de Rβ. Assim obtemos a sequência exata Rβ π−→ M → 0

aplicando HomR(−, R) obtemos a sequência exata

0 → M∗ π∗−→ Rβ.
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Logo, M∗ ∼= Im π∗. Como Rβ é livre de torção, pois é livre, e Im π∗ é um submódulo de Rβ, segue

que M∗ é livre de torção.

Agora podemos provar uma condição necessária para um módulo ser totalmente reflexivo.

Corolário 1.9. Todo módulo reflexivo é livre de torção. Em particular, todo módulo totalmente

reflexivo é livre de torção.

Demonstração. Seja M reflexivo, então M ∼= M∗∗. Como M é finitamente gerado temos que M∗

é finitamente gerado. Assim, pela proposição anterior temos que M∗∗ = (M∗)∗ é livre de torção.

Portanto M é livre de torção.

Provaremos mais uma propriedade de módulos totalmente reflexivos.

Proposição 1.10. Se M é totalmente reflexivo, então M∗ é totalmente reflexivo.

Demonstração. Por hipótese temos que σM é um isomorfismo, e

Exti
R(M, R) = 0 = Exti

R(M∗, R) para todo i > 0.

Como σM é um isomorfismo é fácil verificar que σM∗ também é um isomorfismo. Assim,

(1) M∗ é reflexivo,

(2) Exti
R(M∗, R) = 0, para todo i > 0,

(3) Exti
R(M∗∗, R) ∼= Exti

R(M,R) = 0, para todo i > 0.

Portanto M∗ é totalmente reflexivo.

A rećıproca da proposição acima não vale. Tome M 6= 0 um módulo de torção e G totalmente

reflexivo. Então,

(G⊕M)∗ = HomR(G⊕M, R) ∼= HomR(G,R)⊕ HomR(M,R).

Como M = τ(M), temos que HomR(M,R) = 0. Logo,

(G⊕M)∗ ∼= HomR(G,R) = G∗.
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Sendo G totalmente reflexivo, segue da Proposição 1.10 que G∗ ∼= (G⊕M)∗ é totalmente reflexivo.

Mas G⊕M não é totalmente reflexivo, pois, como M = τ(M), temos que, dado m ∈ M não-nulo,

existe r ∈ R\z(R) tal que rm = 0. Logo, (0,m) ∈ G⊕M é não-nulo, e

r(0,m) = (0, rm) = (0, 0) = 0G⊕M .

Assim, r ∈ zR(G⊕M), mas r /∈ z(R). Logo, pelo comentário seguinte à Definição 1.3, G⊕M não

é livre de torção, e portanto, não é totalmente reflexivo.



Caṕıtulo 2

Dimensão de Gorenstein

Neste caṕıtulo, apresentaremos o conceito de dimensão de Gorenstein, bem como algumas de

suas propriedades. Concluiremos com uma demonstração da clássica fórmula de Auslander-Bridger

(que generaliza a fórmula de Auslander-Buchsbaum, vide Teorema B.14) bem como o Teorema de

Gorenstein através da noção de G-dimensão. As principais referências utilizadas foram [3], [10] e

[11].

2.1 G-dimensão (Parte I)

Introduziremos a noção de dimensão de Gorenstein, também chamada de G-dimensão, e es-

tabeleceremos sua relação com os módulos totalmente reflexivos. Além disso, veremos que, para

certos módulos, é suficiente verificar uma certa condição dentre as exigidas na Definição 1.1.

Definição 2.1. Uma G-resolução de um R-módulo finitamente gerado M é uma sequência exata

· · · → Gi → Gi−1 → · · · → G0 → M → 0,

onde cada Gi é totalmente reflexivo. A resolução é dita de comprimento n se Gn 6= 0 e Gi = 0

para i > n.

Note que, como R é Noetheriano, todo R-módulo finitamente gerado admite uma G-resolução,

precisamente tem uma resolução por módulos livres de posto finito, que, como já vimos no Exemplo

1.1, são totalmente reflexivos.

17
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Definição 2.2. Para um R-módulo finitamente gerado M 6= 0 a G-dimensão, denotada por

G-dimR M , é o menor inteiro n ≥ 0 tal que existe uma G-resolução de M de comprimento n. Se não

existe tal inteiro, dizemos que G-dimR M é infinita. Por convenção, definimos G-dimR 0 = −∞,

e escrevemos G-dimR M < ∞ quando M possui uma G-resolução de comprimento finito. Assim,

em particular, o módulo nulo tem G-dimensão finita.

Note que para todo R-módulo finitamente gerado M tem-se

G-dimR M ∈ {−∞} ∪ {n ≥ 0 | n é inteiro} ∪ {∞}.

Se G-dimR M ≤ n então M tem uma G-resolução de comprimento m para todo m ≥ n (para ver

isso, basta adicionar somandos diretos livres à resolução de comprimento n).

A seguir apresentaremos uma importante caracterização, a qual assegura que os módulos to-

talmente reflexivos não-nulos são exatamente os módulos de G-dimensão zero.

Proposição 2.1. Seja M 6= 0 um R-módulo finitamente gerado. Então M é totalmente reflexivo

se, e somente se, G-dimR M = 0

Demonstração. Se M é totalmente reflexivo, então a sequência exata

0 → M → M → 0

é uma G-resolução de M . Assim, segue por definição que G-dimR M = 0.

Por outro lado, se a G-dimensão de M é zero, então existe uma G-resolução de M tal que Gi = 0

para todo i > 0. Dáı, podemos escrever essa G-resolução como

0 → G0 → M → 0

Portanto, M ∼= G0 é totalmente reflexivo.

Para que um dado módulo de G-dimensão finita seja totalmente reflexivo, é suficiente veri-

ficar apenas a condição (2) da Definição 1.1. Tal resultado será exposto no próximo teorema.

Precisaremos, primeiramente, de um resultado auxiliar.
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Proposição 2.2. Seja M um R-módulo finitamente gerado e considere uma G-resolução de M

· · · → Gi → Gi−1 → · · · → G0 → M → 0.

Definimos K0 = M , K1 = ker(G0 → M), e Kj = ker(Gj−1 → Gj−2) para j ≥ 2. Então, para i > 0

temos

Exti
R(Kj, R) ∼= Exti+j

R (M, R).

Além disso, se Kn é totalmente reflexivo para algum n ≥ 1, então para j < n temos

G-dimR Kj ≤ n− j,

valendo a igualdade se G-dimR M = n.

Demonstração. Se j = 0 o isomorfimo é, na verdade, uma igualdade Exti
R(K0, R) = Exti

R(M,R).

Para cada j ≥ 1, temos uma sequência exata curta

0 → Kj → Gj−1 → Kj−1 → 0,

pois Kj−1 = ker(Gj−2 → Gj−3) = Im (Gj−1 → Gj−2). Como Gj−1 é totalmente reflexivo, aplicando

o Corolario 1.4 (2) obtemos os isomorfimos

Exti
R(Kj, R) ∼= Exti+1

R (Kj−1, R), para todo i > 0.

Fazendo o mesmo para Gj−2, temos Exti
R(Kj−1, R) ∼= Exti+1

R (Kj−2, R). Repetimos esse processo

até atingirmos Exti
R(K1, R) ∼= Exti+1

R (K0, R) = Exti+1
R (M, R). Assim,

Exti
R(Kj, R) ∼= Exti+1

R (Kj−1, R) ∼= Exti+2
R (Kj−2, R) ∼= · · · ∼= Exti+j

R (M, R).

Agora, suponha que existe n ≥ 1 tal que Kn é totalmente reflexivo. Como Kn = ker(Gn−1 →
Gn−2), obtemos a sequência exata

0 → Kn → Gn−1 → · · · → G0 → M → 0,
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que é uma G-resolução de M de comprimento n, e assim G-dimR M ≤ n. Tome j < n. Por

exatidão e pelo Teorema do Isomorfismo temos

Kj = ker(Gj−1 → Gj−2) = Im (Gj → Gj−1) ∼= Gj

ker(Gj → Gj−1)
=

Gj

Im (Gj+1 → Gj)
.

Logo, Kj
∼= coker (Gj+1 → Gj). Assim, obtemos a sequência exata

0 → Kn → Gn−1 → · · · → Gj → Kj → 0.

Como Kn e Gi são totalmente reflexivos segue que a sequência acima é uma G-resolução de Kj

de comprimento n− j, portanto, G-dimR Kj ≤ n− j.

Finalmente, suponhamos que G-dimR M = n, e por absurdo que G-dimR Kj < n − j para

algum j < n. Escreva G-dimR Kj = m, logo Kj possui uma G-resolução de comprimento m

0 → G̃m → G̃m−1 → · · · → G̃0 → Kj → 0.

Assim obtemos uma G-resolução de M

0 // G̃m
// · · · // G̃0

ÃÃ@
@@

@@
@@

// Gj−1
// · · · // G0

// M // 0

Kj

=={{{{{{{{

""EE
EE

EE
EE

E

0

==||||||||
0

de comprimento m + j < n − j + j = n, o que contradiz a minimalidade de n. Portanto,

G-dimR Kj = n− j para j < n.

Teorema 2.3. Seja M um R-módulo finitamente gerado com G-dimensão finita. Se Exti
R(M, R) =

0 para todo i > 0, então M é totalmente reflexivo.

Demonstração. Como G-dimR M < ∞, então M possui uma G-resolução de comprimento finito,

isto é, existe n ≥ 0 tal que G-dimR M ≤ n. Se n = 0 o resultado segue. Assim, podemos supor

n ≥ 1. Procederemos por indução sobre n.
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Primeiro assumimos que G-dimR M ≤ 1, então temos a sequência exata curta

0 → G1 → G0 → M → 0,

onde os módulos G1 e G0 são totalmente reflexivos. Como Ext1
R(M,R) = 0 segue da Proposição

1.3(3) que M é totalmente reflexivo.

Agora, seja n > 1 e suponha que G-dimR M ≤ n − 1 impica M totalmente reflexivo. Como

G-dimR M ≤ n, o módulo M tem uma G-resolução de comprimento n:

0 → Gn → Gn−1 → · · · → G0 → M → 0.

Aplicando a Proposição 2.2 com j = n− 1 temos Exti
R(Kn−1, R) ∼= Exti+n−1

R (M, R) = 0 para todo

i > 0. Como j < n, segue novamente da Proposição 2.2 que G-dimR Kn−1 ≤ n−(n−1) = 1. Logo,

pelo que já provamos, segue que Kn−1 é totalmente reflexivo. Como Kn−1 = ker(Gn−2 → Gn−3),

obtemos uma G-resolução de M de comprimento n− 1

0 → Kn−1 → Gn−2 → · · · → G0 → M → 0,

o que mostra que G-dimR M ≤ n−1. Portanto, por hipótese de indução, temos que M é totalmente

reflexivo.

O teorema acima nos garante que, a fim de que um módulo com G-dimensão finita seja total-

mente reflexivo, é suficiente verificar o anulamento dos módulos Exti
R(M, R), de modo que, neste

caso, a condição (2) da Definição 1.1 implica em (1) e (3).

Agora mostraremos que, para módulos de G-dimensão finita, é possivel expressar a dimensão

de Gorenstein em termos de Exti
R(−, R).

Teorema 2.4. Seja M um R-módulo finitamente gerado e seja n ≥ 0 um inteiro. As seguintes

afirmações são equivalentes:

(1) G-dimR M ≤ n.

(2) G-dimR M < ∞ e Exti
R(M,R) = 0 para todo i > n.
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Além disso, se G-dimR M < ∞, então

G-dimR M = sup{i ≥ 0 | Exti
R(M, R) 6= 0}.

Demonstração. Para n = 0 as duas condições são equivalentes pelo Teorema 2.3; ambas dizem

que M é totalmente reflexivo. Assim, podemos assumir que n é positivo.

(1) ⇒ (2): Se G-dimR M ≤ n, então G-dimR M < ∞ e M tem uma G-resolução de compri-

mento n:

0 → Gn → Gn−1 → · · · → G0 → M → 0.

Pela Proposição 2.2 e pelo fato de que Kn
∼= Gn é totalmente reflexivo, temos Extj+n

R (M, R) ∼=
Extj

R(Kn, R) = 0 para todo j > 0, que podemos reescrever como Exti
R(M,R) = 0 para todo i > n.

(2) ⇒ (1): Como G-dimR M < ∞, então M tem uma G-resolução de comprimento finito,

digamos p:

0 → Gp → Gp−1 → · · · → G0 → M → 0.

Se p ≤ n não há o que provar, então assumimos p > n. Definindo Kn como na Proposição 2.2,

obtemos uma sequência exata

0 → Kn → Gn−1 → · · · → G0 → M → 0,

onde G-dimR Kn ≤ p − n, novamente pela Proposição 2.2. Assim obtemos Exti
R(Kn, R) ∼=

Exti+n
R (M,R) = 0 para todo i > 0. Logo, pelo Teorema 2.3, segue que Kn é totalmente reflexivo.

Portanto, M tem uma G-resolução de comprimento n, como desejado.

Agora, assuma que n = G-dimR M < ∞ e seja C = {i ≥ 0 | Exti
R(M, R) 6= 0}. Note que

n ∈ C, pois caso contrário, teŕıamos, por (1) ⇒ (2) que Exti
R(M, R) = 0 para todo i > n − 1.

Dáı, G-dimR M ≤ n − 1, por (2) ⇒ (1), o que contrária a minimalidade de n. Tome i ∈ C, pela

implicação (1) ⇒ (2), temos que i ≤ n. Portanto n
.
= sup C.

Os Teoremas 2.3 e 2.4 nos dizem que, para que um módulo com G-dimensão menor igual

a n seja totalmente reflexivo, é suficiente verificar o anulamento dos módulos Exti
R(−, R) para

1 ≤ i ≤ n.
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2.2 G-dimensão (Parte II)

Daremos continuidade à sequência de resultados envolvendo G-dimensão.

Proposição 2.5. Seja M um R-módulo finitamente gerado com G-dimR M < ∞ e não-nula.

Então, existe uma sequência exata curta de R-módulos finitamente gerados

0 → K → T → M → 0

com T totalmente reflexivo e G-dimR K = G-dimR M − 1.

Demonstração. Se G-dimR M = 1, então existe uma G-resolução de M de comprimento 1:

0 → G1 → G0 → M → 0.

Tome K = G1 e T = G0, assim, G-dimR K = 0 = G-dimR M − 1.

Se G-dimR M = n > 1, então existe uma G-resolução de comprimento n:

0 → Gn → Gn−1 → · · · → G0 → M → 0

com K1 = ker(G0 → M) 6= 0. Como 1 < n, temos pela Proposição 2.2 que G-dimR K1 = n− 1 =

G-dimR M − 1. Tomando K = K1 e T = G0 obtemos o resultado desejado.

Proposição 2.6. Seja 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 uma sequência exata curta de R-módulos

finitamente gerados com M totalmente reflexivo.

(1) Se G-dimR M ′ ≤ d, então G-dimR M ′′ ≤ d + 1.

(2) Se G-dimR M ′ < ∞ e G-dimR M ′′ > 0, então G-dimR M ′ = G-dimR M ′′ − 1.

Demonstração. (1): Tome uma G-resolução de M ′ de comprimento d:

0 → Gd → · · · → G0 → M ′ → 0.

Dáı, obtemos a sequência exata 0 → Gd → · · · → G0 → M → M ′′ → 0 que é uma G-resolução de

M ′′ de comprimento d + 1.
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(2): Sendo M totalmente reflexivo, temos pelo Corolário 1.4(2) que existem os isomorfismos

Exti
R(M ′, R) ∼= Exti+1

R (M ′′, R) para todo i > 0. Pelo item (1), temos que G-dimR M ′ < ∞ implica

G-dimR M ′′ < ∞. Sejam d′ = G-dimR M ′ e d′′ = G-dimR M ′′, pelo Teorema 2.4 temos

d′ = sup{i ≥ 0 | Exti
R(M ′, R) 6= 0}

e

d′′ = sup{i ≥ 0 | Exti
R(M ′′, R) 6= 0}.

Logo, Exti
R(M ′′, R) = 0 para i > d′′ que implica Exti

R(M ′, R) ∼= Exti+1
R (M ′′, R) = 0 para i > d′′−1.

Assim, d′ ≤ d′′ − 1, pelo Teorema 2.4. Por outro lado, como Exti
R(M ′, R) = 0 para i > d′ temos

Exti+1
R (M ′′, R) = 0 para i > d′, que podemos escrever como Extj

R(M ′′, R) = 0 para j > d′ + 1.

Novamente pelo Teorema 2.4 temos d′′ ≤ d′ + 1. Portanto, d′ = d′′ − 1 como queŕıamos.

Observação 2.1. O item (2) do resultado acima vale na ausência da hipótese G-dimR M ′ < ∞;

veja [3] Corolário 3.15(b) ou [10] Corolário 1.2.9(c).

A proposição abaixo mostra a relação entre a G-dimensão e a dimensão projetiva.

Proposição 2.7. Para todo R-módulo finitamente gerado M com pdR M < ∞ vale

G-dimR M = pdR M.

Em particular, neste caso, temos G-dimR M < ∞.

Demonstração. Se M = 0 não há nada a fazer. Seja M 6= 0 com p = pdR M . Assim, temos uma

resolução projetiva de comprimento p:

0 → Pp → Pp−1 → · · · → P0 → M → 0.

Essa resolução é, em particular, uma G-resolução, então G-dimR M ≤ p. Por hipótese, temos

Extp+1
R (M,−) = 0,

e pela Proposição A.6 existe um R-módulo T finitamente gerado tal que Extp
R(M,T ) 6= 0. Apli-
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cando HomR(M,−) na sequência exata curta 0 → K → Rβ → T → 0, obtemos a sequência exata

longa

· · · → Extp
R(M, K) → Extp

R(M, Rβ) → Extp
R(M,T ) → 0,

mostrando que Extp
R(M, Rβ) 6= 0 e, portanto, Extp

R(M, R) 6= 0. Como G-dimR M ≤ p segue do

Teorema 2.4 que Exti
R(M, R) = 0 para todo i > p. Sendo Extp

R(M,R) 6= 0, e aplicando novamente

o teorema temos

G-dimR M = sup{i ≥ 0 | Exti
R(M, R) 6= 0} = p = pdR M.

Os módulos totalmente reflexivos não-trivais possuem a seguinte propriedade:

Corolário 2.8. Todo módulo totalmente reflexivo não-trivial tem dimensão projetiva infinita.

Demonstração. Seja M totalmente reflexivo não-trivial, isto é, M é totalmente reflexivo mas

não é projetivo. Suponhamos, por absurdo, que pdR M é finita. Assim, temos pela Proposição

2.7 que G-dimR M = pdR M . Sendo M totalmente reflexivo, temos pela Proposição 2.1 que

G-dimR M = 0. Assim, pdR M = 0, ou seja, M é projetivo, o que é uma contradição. Portanto,

pdR M é infinita.

Lema 2.9. Seja M um R-módulo finitamente gerado. Se x ∈ R é M - e R-regular, vale

(1) TorR
i (M, R/(x)) = 0 para todo i > 0.

(2) Se Ext1
R(M,R) = 0, então HomR/(x)(M/xM, R/(x)) ∼= M∗/xM∗.

(3) Se Ext1
R(M,R) = Ext1

R(M∗, R) = 0, então

HomR/(x)(HomR/(x)(M/xM,R/(x)), R/(x)) ∼= M∗∗/xM∗∗.

Demonstração. Defina R = R/(x) e M = M/xM . Como x é M - e R-regular temos duas

sequências exatas

(†) 0 → R
x−→ R → R → 0 e
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(‡) 0 → M
x−→ M → M → 0.

(1): A sequência exata (†) induz uma sequência exata longa

· · · → TorR
i (M,R) → TorR

i (M, R) → TorR
i (M, R) → · · ·

· · · → TorR
1 (M, R) → M

x−→ M → M → 0.

Obviamente os módulos TorR
i (M, R) = 0 para todo i > 1, pois TorR

i (M,R) = 0 para todo i > 0.

E pela exatidão de (‡) temos TorR
1 (M, R) = 0.

(2): Assumimos que Ext1
R(M,R) = 0. A sequência (†) induz uma sequência exata longa

0 → M∗ x−→ M∗ → HomR(M, R) → Ext1
R(M,R) → · · · ,

de onde obtemos uma sequência exata curta. Por exatidão, HomR(M, R) ∼= M∗/xM∗. Segue do

Lema B.3 que HomR(M, R) ∼= HomR(M, R), e assim HomR(M, R) ∼= M∗/xM∗ como queŕıamos.

(3): Segue da Proposição 1.8 que M∗ é livre de torção, logo x é M∗-regular. Aplicando (2)

duas vezes, primeiro para M e depois para M∗, estabelecemos o isomorfismo desejado:

HomR(HomR(M, R), R) ∼= HomR(M∗/xM∗, R) ∼= M∗∗/xM∗∗.

A prova está completa.

Lema 2.10. Sejam M um R-módulo finitamente gerado, e x ∈ R um elemento R-regular. Se M

é totalmente reflexivo, então M/xM é um R/(x)-módulo totalmente reflexivo.

Demonstração. Tome R = R/(x) e M = M/xM . Sendo M totalmente reflexivo, segue que

Exti
R(M,R) = 0 = Exti

R(M∗, R) para todo i > 0 e σM é um isomorfismo. Como M é livre de

torção, temos que x também é M -regular. A sequência exata curta 0 → R
x−→ R → R → 0 induz

a sequência exata longa

0 → M∗ → M∗ → HomR(M, R) → Ext1
R(M,R) → · · ·

· · · → Exti
R(M,R) → Exti

R(M, R) → Exti+1
R (M, R) → · · · .

Assim, Exti
R(M, R) = 0 para todo i > 0. Logo, pelo Lema B.3 tem-se Exti

R
(M, R) ∼= Exti

R(M, R) =
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0 para todo i > 0. Como M∗ é livre de torção, segue que x é M∗-regular, e similarmente vemos

que Exti
R
(M∗/xM∗, R) = 0 para todo i > 0. Pelo Lema 2.9(2) obtemos que

Exti
R
(HomR(M, R), R) = 0, para todo i > 0.

Sendo σM um isomorfismo segue que σM⊗R é um isomorfismo. Pelo Lema 2.9(3) temos o diagrama

comutativo

M ⊗R R
σM⊗R−−−−→ M∗∗ ⊗R R

↓∼= ↓∼=
M

σM−−→ HomR(HomR(M, R), R)

mostrando que σM é um isomorfismo. Portanto M é um R-módulo totalmente reflexivo.

Proposição 2.11. Seja M um R-módulo finitamente gerado. Se x ∈ R é M - e R-regular, então

G-dimR/(x) M/xM ≤ G-dimR M.

Demonstração. Se G-dimR M = ∞ a desigualdade é óbvia, então assumimos que M tem G-

dimensão finita, digamos n, e considere uma G-resolução de M de comprimento minimal:

0 → Gn → Gn−1 → · · · → G0 → M → 0.

Sendo cada Gi totalmente reflexivo, segue que também são livres de torção, então x é Gi-regular

para todo i. Logo, pela Proposição B.2 obtemos a sequência exata

0 → Gn/xGn → Gn−1/xGn−1 → · · · → G0/xG0 → M/xM → 0.

Pelo Lema 2.10 temos que cada Gi/xGi é totalmente reflexivo. Assim, a sequência acima é uma

G-resolução de M/xM de comprimento n. Portanto, G-dimR/(x) M/xM ≤ n = G-dimR M como

desejado.
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2.3 A fórmula de Auslander-Bridger

Nesta seção, todo anel será assumido local.

Segue diretamente da definição que se M é livre de torção (por exemplo, quando M é totalmente

reflexivo) então todo elemento R-regular é também M -regular. Além disso, do Lema de Nakayama

e do Lema 2.10 segue, por um simples argumento indutivo, que se M é totalmente reflexivo então

toda R-sequência é também uma M -sequência; em particular, depthR M ≥ depth R, e com o

fundamental aux́ılio da fórmula de Auslander-Bridger (a ser apresentada no Teorema 2.16) veremos

que vale a igualdade.

Lema 2.12. Sejam M um R-módulo finitamente gerado e x ∈ R um elemento M - e R-regular.

Então M é totalmente reflexivo se, e somente se, M/xM é um R/(x)-módulo totalmente reflexivo.

Demonstração. A primeira implicação foi provada no Lema 2.10. Defina R = R/(x) e M =

M/xM . Assumimos que M é um R-módulo totalmente reflexivo, ou seja, o mapa canônico

σM é um isomorfismo e Exti
R
(M, R) = 0 = Exti

R
(HomR(M, R), R) para todo i > 0. Agora,

Exti
R
(M, R) ∼= Exti

R(M, R), e então Exti
R(M, R) = 0 para todo i > 0. A sequência exata curta

0 → R
x−→ R → R → 0 induz a sequência exata longa

· · · → Exti
R(M,R)

x−→ Exti
R(M, R) → Exti

R(M, R) → · · ·

e evidentemente, pelo Lema de Nakayama, temos Exti
R(M, R) = 0 para todo i > 0. Segue do

Lema 2.9(2) que HomR/(x)(M/xM, R/(x)) ∼= M∗/xM∗, e como x também é M∗-regular podemos

de forma análoga concluir que Exti
R(M∗, R) = 0 para todo i > 0. Do Lema 2.9(3), segue que

M∗∗ ⊗R R ∼= HomR(HomR(M, R), R), dáı σM ⊗ R é um isomorfismo, como podemos ver no

diagrama comutativo

M ⊗R R
σM⊗R−−−−→ M∗∗ ⊗R R

↓∼= ↓∼=
M

σM−−−−→ HomR(HomR(M, R), R)

Agora, para mostrar que σM é bijetivo, consideramos a sequência exata

0 → K → M
σM−−→ M∗∗ → C → 0,
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onde K = ker σM e C = coker σM . Tensorizando com R obtemos a sequência exata

M
σM⊗R−−−−→ M∗∗/xM∗∗ → C/xC → 0,

o que mostra que C/xC = 0, já que σM ⊗R é sobrejetiva, e assim C = 0 pelo Lema de Nakayama.

Logo, a sequência exata curta 0 → K → M
σM−−→ M∗∗ → 0 induz a sequência exata longa

· · · → TorR
i (K, R) → TorR

i (M, R) → TorR
i (M∗∗, R) → · · ·

· · · → TorR
1 (M∗∗, R) → K/xK → M

σM⊗R−−−−→ M∗∗/xM∗∗ → 0.

Como x é M∗∗-regular, temos pelo Lema 2.9(1) que TorR
1 (M∗∗, R) = 0 e assim obtemos a sequência

exata curta

0 → K/xK → M
σM⊗R−−−−→ M∗∗/xM∗∗ → 0

o que mostra que K/xK = 0, já que σM ⊗ R é injetiva, e assim K = 0. Portanto, σM é um

isomorfismo e o resultado está provado.

Proposição 2.13. Seja M um R-módulo finitamente gerado. Se x ∈ R é M - e R-regular, então

G-dimR/(x) M/xM = G-dimR M.

Demonstração. Pela Proposição 2.11 temos G-dimR/(x) M/xM ≤ G-dimR M , portanto é suficiente

provar a desigualdade G-dimR M ≤ G-dimR/(x) M/xM . Esta desigualdade obviamente vale se

M/xM tem G-dimensão infinita sobre R/(x), então podemos assumir que

G-dimR/(x) M/xM = n < ∞

e proceder por indução sobre n. O Lema 2.12 fornece a indução para n = 0. Seja n > 0 e vamos

assumir que a desigualdade vale para R/(x)-módulos de G-dimensão menor ou igual a n− 1. Pela

Proposição 2.11 a G-dimensão de M sobre R é maior ou igual a n, então podemos considerar uma

sequência exata curta de R-módulos

(†) 0 → K → G → M → 0,
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onde G é totalmente reflexivo e K 6= 0, pois G-dimR M > 0. É claro que G é livre de torção, e

como K pode ser visto como um submódulo de G segue que K também é livre de torção. Pelo

Lema 2.9(1) temos TorR
1 (M, R/(x)) = 0, logo a sequência exata longa induzida pela sequência

exata curta acima nos dá a sequência exata curta

0 → K/xK → G/xG → M/xM → 0.

Note que G/xG é um R/(x)-módulo totalmente reflexivo, pelo Lema 2.12. Logo, pela Proposição

2.6(2) e Observação 2.1, temos G-dimR/(x) K/xK = n−1, e como x é K-regular, segue da hipótese

de indução que G-dimR K ≤ n− 1. Da Proposição 2.6(2), Observação 2.1 e de (†) conclúımos que

G-dimR M = G-dimR K + 1 ≤ n.

Como queŕıamos.

Corolário 2.14. Seja M um R-módulo finitamente gerado. Se x = x1, . . . , xt é uma sequência

M - e R-regular, então

G-dimR M = G-dimR/(x) M/(x)M.

Demonstração. É imediato da Proposição 2.13, por indução sobre o comprimento t da sequência.

Lema 2.15. Se depth R = 0, então todo R-módulo finitamente gerado com G-dimensão finita é

totalmente reflexivo.

Demonstração. Sejam n > 0 e M 6= 0 um R-módulo finitamente gerado com G-dimR M ≤ n.

Procederemos por indução sobre n. Primeiro assumimos que G-dimR M ≤ 1, então temos pelo

Teorema 2.4 que Exti
R(M, R) = 0 para todo i > 1, e assim, usando o Teorema 2.3 é suficiente

provar que Ext1
R(M,R) = 0. Por hipótese, M tem uma G-resolução de comprimento 1:

(†) 0 → G1 → G0 → M → 0.

Essa sequência exata curta induz a sequência exata longa

0 → M∗ → G∗
0 → G∗

1 → Ext1
R(M,R) → Ext1

R(G0, R) → · · · .
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Como G0 é totalmente reflexivo, obtemos a sequência exata

0 → M∗ → G∗
0 → G∗

1 → Ext1
R(M, R) → 0.

Dualizando, temos a sequência exata

0 → Ext1
R(M, R)∗ → G1 → G0

e quando comparamos com (†), conclúımos que Ext1
R(M, R)∗ = 0. Agora, pela Proposição B.10

temos

∅ = AssR(Ext1
R(M, R)∗) = Ass R ∩ SuppR(Ext1

R(M, R)),

e como m ∈ Ass R, pois depth R = 0, conclúımos que (Ext1
R(M,R))m = 0, logo Ext1

R(M,R) = 0.

Agora, seja n > 1 e suponha que todo módulo com G-dimensão menor ou igual a n − 1 é

totalmente reflexivo. Considere uma G-resolução de M de comprimento n:

0 → Gn → Gn−1 → · · · → G0 → M → 0.

Definimos Kn−1 como na Proposição 2.2; logo G-dimR Kn−1 ≤ 1, pela mesma proposição. Então

Kn−1 é totalmente reflexivo, e obtemos uma G-resolução de M

0 → Kn−1 → Gn−2 → · · · → G0 → M → 0,

logo G-dimR M ≤ n− 1. Assim, pela hipótese de indução temos M totalmente reflexivo.

Note que a G-dimensão se comporta como um refinamento da dimensão projetiva, pois, como

vimos na Proposição 2.7, vale G-dimR M = pdR M se pdR M < ∞. Tal noção possui muitas

propriedades análogas às propriedades da dimensão projetiva, o que pode ser fortemente ilustrado

através da fórmula de Auslander-Bridger, enunciada e provada abaixo, que fornece uma versão da

tradicional fórmula de Auslander-Buchsbaum B.14 no novo contexto da G-dimensão.
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Teorema 2.16 (Fórmula de Auslander-Bridger). Seja R um anel local. Se M é um R-módulo

finitamente gerado com G-dimensão finita, então

G-dimR M = depth R− depthR M.

Demonstração. Como depthR 0 = ∞ e G-dimR 0 = −∞ a igualdade é trivial para M = 0. Logo

podemos supor M 6= 0 e procedemos por indução em depth de R.

Primeiro suponha que depth R = 0, então M é totalmente reflexivo, pelo Lema 2.15, ou seja,

G-dimR M = 0. Logo basta provar que depthR M = 0. Como M ∼= M∗∗, pela Proposição B.10,

temos

AssRM = AssRM∗∗ = Ass R ∩ SuppRM∗.

Seja m o ideal maximal de R. Como depth R = 0 e M∗ 6= 0, temos m ∈ Ass R e (M∗)m 6= 0.

Assim, m ∈ AssR M , logo depthR M = 0, pela Proposição B.7.

Agora, seja depth R = n > 0 e suponha que a igualdade desejada seja válida para R-

módulos finitamente gerados sobre anéis com depth igual a n − 1. Existem dois casos a con-

siderar: depthR M > 0 e depthR M = 0. No primeiro caso escolhemos um elemento x ∈ m

que seja M - e R-regular (veja Proposição B.9), então depth R/(x) = depth R − 1 = n − 1 e

depthR/(x) M/xM = depthR M − 1, pela Proposição B.6. Logo, pela Proposição 2.13 e pela

hipótese de indução temos

G-dimR M = G-dimR/(x) M/xM

= depth R/(x)− depthR/(x) M/xM

= depth R− depthR M.

Finalmente consideramos o caso depthR M = 0; assim M não é totalmente reflexivo, pois caso

contrário teŕıamos depthR M ≥ depth R > 0, o que seria uma contradição. Então, pela Proposição

2.5 existe uma sequência exata curta de R-módulos finitamente gerados

0 → K → T → M → 0,



CAPÍTULO 2. DIMENSÃO DE GORENSTEIN 33

onde T é totalmente reflexivo e G-dimR K = G-dimR M − 1. Como depth R > 0 implica

depthR T > 0, temos depthR K = 1. Segue do primeiro caso que

G-dimR K = depth R− depthR K = depth R− 1,

e, portanto, G-dimR M = depth R como queŕıamos.

Para encerrar esta seção, veremos uma importante caracterização da propriedade de Gorenstein

através da noção de G-dimensão. Esse é o resultado análogo, para propriedade de Gorenstein,

ao Teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre B.18 que fornece a clássica caracterização de regu-

laridade. A definição de anel Gorenstein (Cohen-Macaulay, regular), bem como algumas de suas

propriedades são apresentadas no Apêndice B.

Teorema 2.17 (Teorema de Gorenstein via G-dimensão). Seja R um anel local com corpo

residual k. As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) R é Gorenstein.

(2) G-dimR k < ∞.

(3) G-dimR M < ∞ para todo R-módulo M finitamente gerado.

Demonstração. Evidentemente, (3) ⇒ (2), então é suficiente provar que (2) ⇒ (1) e (1) ⇒ (3).

(2) ⇒ (1): Suponhamos que G-dimR k < ∞. Segue do Teorema 2.4 e da Proposição B.20 que

G-dimR k = sup{i ≥ 0 | Exti
R(k, R) 6= 0} = idR R.

Portanto, idR R < ∞, ou seja, R é Gorenstein.

(1) ⇒ (3): Suponha que R é Gorenstein, e seja d = idR R < ∞. Pela Fómula de Bass B.21

temos d = depth R. Seja M um R-módulo finitamente gerado. Claramente, podemos supor que

M 6= 0. Procederemos por indução sobre d para provar que G-dimR M ≤ d. Se d = 0, então R é

um R-módulo injetivo, e assim Exti
R(M, R) = 0 = Exti

R(M∗, R) para todo i > 0, pela Proposição

B.19. Além disso, temos um isomorfimo M∗∗ ∼= M ⊗R HomR(R,R) (veja Proposição A.2), e assim
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o diagrama comutativo

M
σM−−−−−−→ M∗∗

↓∼= ↓∼=
M ⊗R R

∼=−−−−−→ M ⊗R HomR(R,R)

fornece que σM é um isomorfismo. Logo, M é totalmente reflexivo, o que implica G-dimR M ≤ 0.

Agora, seja d > 0 e suponha que a afirmação vale para anéis com depth igual a d − 1. Se

depthR M > 0 escolhemos um elemento x no ideal maximal de R que seja M - e R-regular (veja

Proposição B.9), e então depth R/(x) = depth R−1 = d−1, pela Proposição B.6. Pela Proposição

2.13 e pela hipótese de indução temos

G-dimR M = G-dimR/(x) M/xM ≤ d− 1.

Se depthR M = 0, o módulo M não é totalmente reflexivo, então podemos considerar uma

sequência exata curta

0 → K → T → M → 0,

onde T é totalmente reflexivo e K 6= 0. Logo depthR K = 1, de modo que o primeiro caso implica

G-dimR K ≤ d−1, e portanto, G-dimR M ≤ d, pela Proposição 2.6(1). Portanto, o resultado está

provado.



Caṕıtulo 3

Aplicações

Neste caṕıtulo, apresentaremos algumas aplicações fundamentais da teoria desenvolvida até o

momento. As principais referências utilizadas foram [22], [23] e [24].

3.1 Anéis Gorenstein

Estudaremos o comportamento dos módulos totalmente reflexivos sobre anéis Gorenstein.

Tais módulos, como será verificado adiante, são amplamente estudados, inclusive na atualidade.

Primeiramente, daremos caracterizações para a propriedade de Cohen-Macaulaycidade.

Teorema 3.1. Seja R um anel local. Então R é Cohen-Macaulay se, e somente se, todo R-módulo

totalmente reflexivo não-nulo é Cohen-Macaulay maximal.

Demonstração. Se R é um anel Cohen-Macaulay, então depth R = dim R. Seja M 6= 0 um R-

módulo totalmente reflexivo. Logo, G-dimR M = 0 < ∞. Pela fórmula de Auslander-Bridger 2.16,

temos

G-dimR M = depth R− depthR M.

Assim, depthR M = depth R = dim R. Portanto, M é um R-módulo Cohen-Macaulay maximal.

Por outro lado, se a condição de ser totalmente reflexivo e não-nulo implica em Cohen-

Macaulaycidade maximal, então, como R é um módulo totalmente reflexivo, temos que R é

Cohen-Macaulay maximal, e portanto, R é um anel Cohen-Macaulay.

35
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Teorema 3.2. Seja R um anel local. Então R é Cohen-Macaulay se, e somente se, existe um

R-módulo Cohen-Macaulay maximal e totalmente reflexivo.

Demonstração. Se R é Cohen-Macaulay, o próprio R é um módulo Cohen-Macaulay maximal e

totalmente reflexivo. Reciprocamente, se existe um R-módulo, M Cohen-Macaulay maximal e

totalmente reflexivo, então a fórmula de Auslander-Bridger 2.16 fornece

0 = G-dimR M = depth R− depthR M.

Logo, depth R = depthR M = dim R.

A fim de provarmos o principal teorema desta seção, precisamos primeiramente dos lemas a

seguir.

Lema 3.3. Sejam R um anel local e Ki o i-ésimo módulo de sizigias de um R-módulo finitamente

gerado M . Então, para todo i ≥ 0 temos

depthR Ki ≥ min{i, depth R}.

Demonstração. Claramente podemos supor que i ≥ 1, pois K0 = M . Seja

· · · → Fi → Fi−1 → · · · → F0 → M → 0

uma resolução livre de M . Logo K1 = ker(F0 → M) e Ki = ker(Fi−1 → Fi−2) para i > 1. Vamos

usar indução sobre i. Para i = 1, temos a sequência exata curta

0 → K1 → F0 → M → 0.

Logo, depthR K1 ≥ min{depthR F0, depthR M + 1}, pela Proposição B.5. Sendo F0 livre de

posto finito segue que depthR F0 = depth R, e como depthR M + 1 ≥ 1 temos depthR K1 ≥
min{depth R, 1}. Seja i > 1 e suponha que depthR Ki−1 ≥ min{i − 1, depth R}. Considere a

sequência exata curta

0 → Ki → Fi−1 → Ki−1 → 0.
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Logo, novamente pela Proposição B.5, temos

depthR Ki ≥ min{depthR Fi−1, depthR Ki−1 + 1} ≥ min{depth R, i},

pois depthR Fi−1 = depth R e, por hipótese de indução, temos depthR Ki−1+1 ≥ i ou depthR Ki−1+

1 ≥ depth R + 1. Assim, está provado o lema.

Lema 3.4. Sejam R um anel local Cohen-Macaulay com dim R = d e M um R-módulo finitamente

gerado. Então o d-ésimo módulo de sizigias de M é o módulo nulo ou Cohen-Macaulay maximal.

Demonstração. Sem perda de generalidade podemos supor que d > 0, pois caso contrário todo

R-módulo é Cohen-Macaulay maximal. Seja

· · · → Fi → Fi−1 → · · · → F0 → M → 0

uma resolução livre de M . Seja Ki o i-ésimo módulo de sizigias de M . Pelo Lema 3.3, temos que

depthR Ki ≥ min{i, depth R} para todo i ≥ 1. Se Kd = 0 não há o que fazer. Assuma Kd 6= 0,

como R é Cohen-Macaulay temos depth Kd ≥ min{d, depth R} = d. Pela Proposição B.7 temos

d ≤ depthR Kd ≤ dim Kd ≤ dim R = d. Portanto Kd é Cohen-Macaulay maximal.

Teorema 3.5. Seja R um anel local. Então R é Gorenstein se, e somente se, os R-módulos

totalmente reflexivos e não-nulos são precisamente os Cohen-Macaulay maximais.

Demonstração. Suponhamos que R é um anel Gorenstein. Logo R é um anel Cohen-Macaulay,

e pelo Teorema 3.1 temos que todo R-módulo totalmente reflexivo e não-nulo é Cohen-Macaulay

maximal. Queremos mostrar que todo Cohen-Macaulay maximal não-nulo é totalmente reflexivo.

Seja M 6= 0 tal que depthR M = dim R. Como R é Cohen-Macaulay temos depth R = dim R.

Logo, depthR M = depth R. Sendo M finitamente gerado e R Gorenstein, segue do Teorema de

Gorenstein 2.17 que G-dimR M < ∞. Pela fórmula de Auslander-Bridger 2.16 temos

G-dimR M = depth R− depthR M = 0.

Portanto M é totalmente reflexivo.
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Reciprocamente, suponha que um R-módulo M 6= 0 é totalmente reflexivo se, e somente se, é

Cohen-Macaulay maximal. Em particular, R já é Cohen-Macaulay. Sejam k o corpo residual de

R e

· · · → Fi → Fi−1 → · · · → F0 → k → 0

um resolução livre de k. Sendo R local temos que dim R < ∞; digamos d = dim R. Como R é

Cohen-Macaulay temos, pelo Lema 3.4, que o d-ésimo módulo de sizigias de k, denotado por Kd,

é nulo ou Cohen-Macaulay maximal.

Se Kd = 0, então 0 → Fd−1 → · · · → F0 → k → 0 é uma G-resolução de k de comprimento

finito.

Se Kd é Cohen-Macaulay maximal, então por hipótese temos que Kd é totalmente reflexivo.

Logo 0 → Kd → Fd−1 → · · · → F0 → k → 0 é uma G-resolução de k de comprimento finito.

Em todo caso temos G-dimR k < ∞. Portanto, pelo Teorema de Gorenstein segue que R é um

anel Gorenstein.

Exemplo 3.1. Sejam k um corpo e R = k[[X, Y ]]/(XY ). Como o anel local k[[X,Y ]] é Gorenstein

e XY é um elemento k[[X,Y ]]-regular, a Proposição B.23, nos diz que R é um anel Gorenstein.

Sejam x e y as imagens de X e Y em R, respectivamente. Pelo Exemplo 1.2, temos que (x) e (y)

são totalmente reflexivos, como R-módulos. Note que

M = (x)⊗R (y) ∼= R/(y)⊗R R/(x) ∼= R/(x, y) ∼= k[[X, Y ]]/(X, Y ) ∼= k.

Logo, depthR M = 0 6= 1 = dim R. Assim, (x)⊗R (y) não é Cohen-Macaulay maximal e, portanto,

pelo Teorema 3.5 não pode ser totalmente reflexivo. Isso mostra que a propriedade de reflexividade

total não é preservada por produto tensorial. Entretanto sob certas condições (por exemplo, se

R é uma interseção completa local e TorR
i (M1,M2) = 0 para todo i > 0) tem-se uma reposta

afirmativa; veja [20].

Corolário 3.6. Seja (R, m) um anel local Artiniano.

(1) Se R é Gorenstein, então todo módulo finitamente gerado é totalmente reflexivo.

(2) R é Gorenstein se, e somente se, m é totalmente reflexivo.
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Demonstração. (1): Como R é Artiniano, segue que dim R = 0. Assim, todo módulo finitamente

gerado não-nulo é Cohen-Macaulay maximal. Sendo R Gorenstein, o resultado está provado, pelo

Teorema 3.5.

(2): Suponhamos que R é Gorenstein, como dim R = 0, temos

0 ≤ depthR m ≤ dim m ≤ dim R = 0.

Assim, m é Cohen-Macaulay maximal, e pelo Teorema 3.5 segue que m é totalmente reflexivo.

Reciprocamente, como m é totalmente reflexivo temos uma G-resolução de k de comprimento

1 dada por

0 → m → R → k → 0.

Logo, G-dimR k ≤ 1 < ∞. Pelo Teorema de Gorenstein 2.17 segue que R é Gorenstein.

Corolário 3.7. Seja R um anel local Gorenstein com dim R = 1. Se M é um R-módulo finitamente

gerado, então M é totalmente reflexivo ou G-dimR M = 1. Além disso, se Ext1
R(M,R) = 0, então

M é totalmente reflexivo.

Demonstração. Dado M 6= 0, como R é local e Gorenstein temos que G-dimR M < ∞, pelo Teo-

rema de Gorenstein 2.17. Segue, da fórmula de Auslander-Bridger 2.16 e da Cohen-Macaulaycidade

de R, que

G-dimR M = depth R− depthR M = 1− depthR M.

Sabemos que

0 ≤ depthR M ≤ dim M ≤ dim R = 1.

Assim, temos dois casos: Se depthR M = 1 temos G-dimR M = 1 − 1 = 0, logo M é totalmente

reflexivo. Se depthR M = 0, então G-dimR M = 1− 0 = 1.

Agora, se Ext1
R(M,R) = 0, suponha por contradição que M não é totalmente reflexivo. Pelo

que já provamos, temos G-dimR M = 1, e logo temos uma G-resolução de M de comprimento 1

0 → G1 → G0 → M → 0.
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Como os módulos G1 e G0 são totalmente reflexivos e Ext1
R(M, R) = 0 segue da Proposição 1.3

(3) que M é totalmente reflexivo, o que é uma contradição.

A seguinte proposição nos diz que, sobre certos anéis Gorenstein, reflexividade implica em

reflexividade total.

Proposição 3.8. Sejam R um anel local Gorenstein com dim R ≤ 2 e M 6= 0 um R-módulo

finitamente gerado. Se M é reflexivo, então é totalmente reflexivo. Em particular, se R é regular

e dim R ≤ 2, então todo módulo reflexivo é livre.

Demonstração. Pela Proposição B.15, e da hipótese M ∼= HomR(M∗, R), temos que

depthR M = depthR HomR(M∗, R) ≥ min{2, depth R} = depth R.

Mas depthR M ≤ dim R = depth R. Logo, tem-se a igualdade. Como R é Gorenstein temos

G-dimR M < ∞, pelo Teorema de Gorenstein 2.17, e assim, pela fórmula de Auslander-Bridger

2.16 obtemos G-dimR M = 0. Portanto, M é totalmente reflexivo. Em particular, se R é regular,

então pdR M < ∞ que implica pdR M = G-dimR M = 0 mostrando que M é livre.

De um modo mais geral podemos limitar a dimensão de Gorenstein de um módulo sobre um anel

Gorenstein. Mais precisamente, se R é um anel local Gorenstein e M um R-módulo finitamente

gerado, temos G-dimR M ≤ dim R. Com efeito, basta lembrar que R é Cohen-Macaulay e usar a

fórmula de Auslander-Bridger 2.16

G-dimR M = depth R− depthR M = dim R− depthR M ≤ dim R.

Para estender parte do Teorema 3.5 para o contexto global, provaremos a seguinte proposição,

a qual garante que a propriedade de reflexividade total é uma propriedade local.

Proposição 3.9. Seja M um R-módulo finitamente gerado. Então as seguinte afirmações são

equivalentes:

(1) M é um R-módulo totalmente reflexivo,

(2) MP é um RP -módulo totalmente reflexivo para todo ideal P ⊂ R primo,
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(3) Mm é um Rm-módulo totalmente reflexivo para todo ideal m ⊂ R maximal.

Demonstração. (1) ⇒ (2): Segue da Proposição 1.2.

(2) ⇒ (3): Esta implicação é clara.

(3) ⇒ (1): Como Mm é um Rm-módulo totalmente reflexivo para todo ideal maximal m, segue

que Mm
∼= (Mm)∗∗ ∼= (M∗∗)m para todo maximal, e logo M ∼= M∗∗. Para todo ideal maximal m e

inteiro i > 0 temos

(Exti
R(M, R))m

∼= Exti
Rm

(Mm, Rm) = 0,

(Exti
R(M∗, R))m

∼= Exti
Rm

((M∗)m, Rm) ∼= Exti
Rm

((Mm)∗, Rm) = 0.

Assim, Exti
R(M,R) = 0 = Exti

R(M∗, R) para i > 0. Portanto, M é totalmente reflexivo.

Para finalizar esta seção, veremos que os módulos totalmente reflexivos sobre anéis Gorenstein

são exatamente os módulos Cohen-Macaulay maximais.

Corolário 3.10. Sejam R um anel Gorenstein e M 6= 0 um R-módulo. Então M é totalmente

reflexivo se, e somente se, é Cohen-Macaulay maximal.

Demonstração. Sabemos que R é Gorenstein se, e somente se, Rm é Gorenstein para todo ideal

maximal m. Assim, pela Proposição 3.9 e pelo Teorema 3.5 temos

M 6= 0 é um R-módulo totalmente reflexivo,

⇔ Mm 6= 0 é um Rm-módulo totalmente reflexivo para todo ideal m ⊂ R maximal,

⇔ Mm 6= 0 é um Rm-módulo Cohen-Maxaulay para todo ideal m ⊂ R maximal.

⇔ M 6= 0 é um R-módulo Cohen-Macaulay.

Agora que sabemos que os módulos totalmente reflexivos sobre anéis Gorenstein são precisa-

mente os módulos Cohen-Macaulay maximais, que por sua vez já foram extensivamente estudados,

o próximo passo natural é investigar tais módulos sobre anéis não-Gorenstein. Atualmente esse

tema é fonte de vários trabalhos, dentre os quais podemos destacar [18] e as referências lá sugeridas.
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3.2 Anéis G-regulares

Nesta seção, estudaremos um tipo bastante peculiar de anel, sobre os quais os módulos total-

mente reflexivos são necessariamente livres.

Definição 3.1. Um anel local R é dito G-regular se todo R-módulo totalmente reflexivo é livre.

O resultado abaixo nos diz que em anéis locais Gorenstein, as propriedades de regularidade e

G-regularidade são equivalentes.

Teorema 3.11. Seja R um anel local. Então R é regular se, e somente se, R é Gorenstein e

G-regular. Em particular, sobre um anel regular todos os módulos totalmente reflexivos são trivais.

Demonstração. Sabemos que regular implica Gorenstein, então basta mostrar que R é G-regular.

Como R é regular, segue do Teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre B.18 que pdR M < ∞ para

todo M finitamente gerado. Assim, dado M 6= 0 totalmente reflexivo temos que pdR M < ∞ e

G-dimR M = 0. Logo, pdR M = G-dimR M = 0, que mostra que M é projetivo, logo livre, já que

R é local. Portanto, R é G-regular.

Inversamente, suponha que R é Gorenstein e G-regular. Em particular, R é Cohen-Macaulay.

Sejam k o corpo residual de R e

· · · → Fi → Fi−1 → · · · → F0 → k → 0

uma resolução livre de k. Pelo Lema 3.4 temos que o n-ésimo módulo de sizigias Kn de k é nulo

ou Cohen-Macaulay maximal, onde n = dim R.

Se Kn = 0, então 0 → Fn−1 → · · · → F0 → k → 0 é uma resolução livre de k de comprimento

finito.

Se Kn é Cohen-Macaulay maximal, então pelo Teorema 3.5 temos Kn totalmente reflexivo, e

portanto livre, pois R é G-regular. Assim 0 → Kn → Fn−1 → · · · → F0 → k → 0 é uma resolução

livre de k de comprimento finito.

Portanto, pdR k < ∞ e, pelo Teorema de Auslander-Buchsbaum-Serre, R é regular.

O Teorema 3.11, nos diz, em particular, que sobre anéis locais Gorenstein não-regulares, por

exemplo no anel k[[X, Y ]]/(XY ), sempre existe um módulo totalmente reflexivo não-trivial.
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Temos a seguinte caracterização para anéis locais G-regulares:

Proposição 3.12. Seja R um anel local. Então, R é G-regular se, e somente se, para todo

R-módulo finitamente gerado M tem-se G-dimR M = pdR M .

Demonstração. Suponha que R é um anel local G-regular. Seja M um R-módulo finitamente

gerado. Se pdR M < ∞, a Proposição 2.7 garante a igualdade. Se pdR M = ∞, então G-dimR M =

∞, pois caso contrário existiria n ≥ 0 inteiro tal que G-dimR M ≤ n, ou seja, teŕıamos uma G-

resolução de M de comprimento n:

0 → Gn → Gn−1 → · · · → G0 → M → 0.

Como R é G-regular, cada Gi é livre. Logo, a sequência acima é uma resolução projetiva de M de

comprimento n, isto é, pdR M ≤ n que não pode ocorrer. Portanto, G-dimR M = ∞ = pdR M .

Reciprocamente, dado M 6= 0 totalmente reflexivo, temos pdR M = G-dimR M = 0, o que

implica M projetivo. Como R é local, segue que M é livre. Portanto, R é G-regular.

Proposição 3.13. Sejam (R, m) e (S, n) anéis locais e ϕ : R → S um homomorfismo local (isto

é, ϕ(m) ⊆ n) e plano. Se S é G-regular, então R é G-regular.

Demonstração. Seja M um R-módulo totalmente reflexivo, como S é uma R-álgebra plana, segue

da Proposição 1.2 que M ⊗R S é um S-módulo totalmente reflexivo. Sendo S um anel G-regular

segue que M ⊗R S é um S-módulo livre. Logo, pdS (M ⊗R S) = 0. Assim, pelas Proposições A.9

e A.10 temos pdR M = pdS (M ⊗R S) = 0 que implica que M é um R-módulo livre. Portanto, R

é um anel G-regular.

Vamos relacionar sequências regulares com anéis G-regulares.

Proposição 3.14. Sejam R um anel local e x = x1, . . . , xn uma R-sequência. Se R/(x) é G-

regular, então R é G-regular.

Demonstração. Por um argumento simples de indução, podemos supor que n = 1. Denotemos

x1 = x por simplicidade. Seja M um R-módulo totalmente reflexivo. Como x é um elemento R-

regular, temos que M/xM é um R/(x)-módulo totalmente reflexivo, pelo Lema 2.10. Por hipótese
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R/(x) é G-regular; logo M/xM é livre. Como M é livre de torção, segue que x é M -regular. Logo,

pelo Lema B.13 temos pdR M = pdR/(x) M/xM = 0. Portanto, M é livre e, assim, conclúımos

que R é G-regular.

O exemplo abaixo mostra que a rećıproca da Proposição 3.14, em geral, não vale.

Exemplo 3.2. Seja k um corpo e R = k[[t]] o anel das séries formais. Como R é regular segue

que R é G-regular. Por outro lado, sendo t2 ∈ R um elemento R-regular temos que R/(t2) é um

anel Gorenstein, mas não é domı́nio, logo não é regular. Pelo Teorema 3.11, R não é G-regular.

Corolário 3.15. Sejam R → S um homomorfismo plano local de anéis locais, e m o ideal maximal

de R. Se R é regular e S/mS é G-regular, então S também é G-regular

Demonstração. Seja x = x1, . . . , xd um sistema regular de parâmetros de R. Como (x) = m,

temos que S/xS = S/mS é G-regular, por hipótese. Sendo S plano sobre R, segue da Proposição

B.1 que x é S-regular. Assim, pela Proposição 3.14 o resultado segue.

Corolário 3.16. Seja n um inteiro positivo. Um anel local R é G-regular se, e somente se, o anel

local R[[X1, . . . , Xn]] é G-regular.

Demonstração. Suponhamos que R é G-regular. Como x = X1, . . . , Xn é uma R[[X1, . . . , Xn]]-

sequência, o anel R[[X1, . . . , Xn]] é local e R[[X1, . . . , Xn]]/(x) ∼= R é G-regular, então pela

Proposição 3.14 segue que R[[X1, . . . , Xn]] é G-regular.

Reciprocamente, se o anel local R[[X1, . . . , Xn]] é G-regular. Como R → R[[X1, . . . , Xn]] é um

homomorfismo plano local, a Proposição 3.13 garante que R é G-regular.

Em anéis locais Cohen-Macaulay com módulo canônico (por exemplo, anéis locais Cohen-

Macaulay completos), mostraremos uma condição suficiente para a G-regularidade.

Teorema 3.17. Seja (R, m, k) um anel local Cohen-Macaulay com módulo canônico ωR. Se k é

um somando direto de algum módulo de sizigias de ωR, então R é G-regular.

Demonstração. Seja M um R-módulo totalmente reflexivo e Kn o n-ésimo módulo de sizigias de

ωR. Suponha que k é um somando direto de Kn. Afirmamos que Ext1
R(M,ωR) ∼= Extn+1

R (M, Kn)
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para todo n ≥ 0. De fato, vamos usar indução sobre n. Para n = 0, a afirmação é clara. Seja

n > 0 e suponha que Ext1
R(M, ωR) ∼= Extn

R(M,Kn−1). Considere a sequência exata

0 → Kn → Fn−1 → Kn−1 → 0

onde Fn−1 é um módulo livre de posto finito. Dáı, obtemos a sequência exata longa:

0 → HomR(M,Kn) → HomR(M, Fn−1) → HomR(M, Kn−1) → Ext1
R(M,Kn) → · · ·

· · · → Extn
R(M, Fn−1) → Extn

R(M,Kn−1) → Extn+1
R (M, Kn) → Extn+1

R (M, Fn−1) → · · ·

Sendo M totalmente reflexivo temos Extn
R(M, R) = 0 para todo n > 0, o que implica Extn

R(M,Fn−1) =

0 para todo n > 0. Logo, Extn
R(M,Kn−1) ∼= Extn+1

R (M, Kn). Por hipótese de indução temos

Ext1
R(M,ωR) ∼= Extn

R(M, Kn−1) ∼= Extn+1
R (M, Kn).

Como Ext1
R(M,ωR) = 0, pois M é Cohen-Macaulay maximal, segue que Extn+1

R (M, Kn) = 0,

o que implica Extn+1
R (M, k) = 0, e assim, pdR M < ∞. Sendo M totalmente reflexivo, segue que

M tem que ser livre, pela Proposição 2.7.

Em seguida, mostraremos que certos anéis locais Artinianos são G-regulares.

Teorema 3.18. Seja (R, m, k) um anel local não-Gorenstein com m2 = 0. Então, R é G-regular.

Demonstração. Seja M 6= 0 um R-módulo totalmente reflexivo. Como R é um anel Artiniano e M

é finitamente gerado temos, pelo Teorema B.28, que M é um R-módulo Noetheriano e Artiniano.

Aplicando o Teorema B.29, segue que M possui submódulos indecompońıveis Mi 6= 0, 1 ≤ i ≤ n,

tais que

M = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn.

Como M é totalmente reflexivo, segue do Corolário 1.5 que M1, . . . , Mn são totalmente reflexivos.

Fixe i ∈ {1, . . . , n} e escreva N = Mi, logo N 6= 0 é um módulo indecompońıvel com G-dimR N =

0. Sendo N totalmente reflexivo temos, pela Proposição 1.7, que N é um módulo de sizigias de

um complexo totalmente aćıclico, e logo existe um R-módulo livre finitamente gerado F tal que

N ⊆ F .

Se N ⊆ mF , então, como m2 = 0, teŕıamos mN = 0, o que implicaria m ⊆ AnnR N , e as-
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sim N seria um k-espaço vetorial indecompońıvel, logo dimk N = 1, e portanto N ∼= k. Dáı,

G-dimR k = G-dimR N = 0. Pelo Teorema de Gorenstein 2.17, teŕıamos que R é um anel Goren-

stein, contradizendo a hipótese.

Assim, N * mF . Logo, existe x ∈ N tal que x /∈ mF . Como x ∈ F , escreva x =
∑r

j=1 ajej,

onde aj ∈ R e {e1, . . . , er} é uma base de F . Se aj fosse não-invert́ıvel para todo j, teŕıamos

aj ∈ m para todo j, implicando em x ∈ mF . Logo, existe l ∈ {1, . . . , r} tal que al é invert́ıvel.

Seja ϕ : R → Rx o homomorfismo dado por ϕ(b) = bx, b ∈ R. Se b1, b2 ∈ R são tais que b1x = b2x

então, em particular, b1al = b2al. Como al é invert́ıvel, temos b1 = b2 e assim ϕ é injetor. Note

que ϕ é sobrejetor. Logo, R ∼= Rx. Como Rx é um somando direto de F contido em N , segue

que Rx também é um somando direto de N . Como N é um módulo indecompońıvel segue que

N ∼= R.

Portanto, Mi
∼= R para todo i = 1, . . . , n e, assim, M = M1 ⊕ M2 ⊕ · · · ⊕ Mn

∼= Rn é um

R-módulo livre.

Como corolário, veremos que, indepedentemente de Artinianidade, certos anéis locais Cohen-

Macaulay também podem ser G-regulares.

Corolário 3.19. Seja (R, m) um anel local Cohen-Macaulay não-Gorenstein. Se existe um sistema

de parâmetros x = x1, . . . , xd tal que xm = m2, então R é G-regular.

Demonstração. Seja M 6= 0 um R-módulo totalmente reflexivo. Como R é Cohen-Macaulay segue

que M é Cohen-Macaulay maximal. Sejam R = R/(x) e M = M/xM . Sejam a1, . . . , ar ∈ R

geradores de m. Então, o ideal maximal de R é dado por m = (a1, . . . , ar), e assim m2 =

(a2
1, a1a2, . . . , aiaj, . . . , a

2
r). Como aiaj ∈ m2 = xm temos aiaj = 0 para todo i,j, o que implica

m2 = 0. Como x é um sistema de parâmetros e R é Cohen-Macaulay, segue que x é uma sequência

R-regular. Sendo x também uma sequência M -regular, então G-dimR M = G-dimR M = 0. Como

R é não-Gorenstein e x é um sistema de parâmetros, segue que R é não-Gorenstein. Assim,

(R, m) é um anel local não-Gorenstein com m2 = 0, e como G-dimR M = 0 segue do Teorema 3.18

que M é R-livre. Agora seja r = dimk (M ⊗R k), onde k = R/m, que claramente coincide com

dimk (M ⊗R k). Então podemos obter uma sequência exata curta

0 → N → Rr π−→ M → 0
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tal que π⊗R é um isomorfismo. Como x é uma M -sequência então TorR
1 (M, R) = 0. Tensorizando

a sequência exata curta acima com o R-módulo R, obtemos a sequência exata longa

· · · → TorR
1 (N, R) → TorR

1 (Rr, R) → TorR
1 (M, R) → N ⊗R R → Rr ⊗R R

π⊗R−−→ M ⊗R R → 0,

e consequentemente a sequência exata curta

0 → N ⊗R R → Rr ⊗R R
π⊗R−−→ M ⊗R R → 0.

Por exatidão, temos N ⊗R R ∼= ker(π ⊗ R) = 0. Assim, N/xN ∼= N ⊗R R = 0 o que implica

N = xN . Pelo Lema de Nakayama, temos N = 0, e portanto M ∼= Rr é R-livre.

Vamos concluir com dois exemplos expĺıcitos de anéis locais G-regulares.

Exemplo 3.3. Sejam k um corpo e R = k[[X, Y ]]/(X2, XY, Y 2). Note que R é local com ideal

maximal m = (X, Y )/(X2, XY, Y 2) = (x, y), e logo m2 = (x2, xy, y2) = 0. Como dim R = 0, segue

que R é Cohen-Macaulay, e dáı (0) é um ideal de parâmetros. Afirmamos que (0) = (x)∩ (y) com

(x) 6= 0 e (y) 6= 0. De fato, dado f ∈ (x) ∩ (y) existem f1, f2 ∈ k[[X, Y ]] tais que f = f1x = f2y.

Dáı,

f1X−f2Y ∈ (X2, XY, Y 2) ⇒ ∃g1, g2, g3 ∈ k[[X, Y ]] tais que f1X−f2Y = g1X
2+g2XY +g3Y

2

⇒ (f1 − g1X)X = f2Y + g2XY + g3Y
2 ∈ (Y ) ⇒ f1 − g1X ∈ (Y ), pois X /∈ (Y )

⇒ existe h ∈ k[[X, Y ]] tal que f1 = g1X + hY ⇒ f = f1X = g1x
2 + hxy = 0.

Logo, (0) é um ideal de parâmetros redut́ıvel. Aplicando o Teorema B.22 segue que R é não-

Gorenstein. Portanto, pelo Teorema 3.18 segue que R é G-regular.

Exemplo 3.4. Sejam k um corpo e R = k[[X, Y, Z]]/(X2, XZ, Y Z), que é um anel local com

ideal maximal m = (X, Y, Z)/(X2, XZ, Y Z) = (x, y, z). Note que dim R = 1 e que o elemento

y − z ∈ m é R-regular. Logo, depth R = 1 e assim R é Cohen-Macaulay. Segue que y − z é um

sistema de parâmatros, ou seja, (y − z) é um ideal de parâmetros. Afirmamos que

(y − z) = (y, z) ∩ (x, y − z).
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A inclusão (y − z) ⊆ (y, z) ∩ (x, y − z) é clara. Reciprocamente, dado f ∈ (y, z) ∩ (x, y − z),

existem f1, f2, g1, g2 ∈ k[[X,Y, Z]] tais que f = f1y + f2z = g1x + g2(y − z). Dáı,

f1Y + f2Z − g1X − g2(Y − Z) ∈ (X2, XZ, Y Z)

⇒ existem h1, h2, h3 ∈ k[[X,Y, Z]] tais que f1Y +f2Z−g1X−g2(Y −Z) = h1X
2+h2XZ+h3Y Z

⇒ (g1 + h1X)X = f1Y + f2Z − g2(Y − Z)− h2XZ − h3Y Z ∈ (Y, Z)

⇒ g1 + h1X ∈ (Y, Z), pois (Y, Z) é um ideal primo e X /∈ (Y, Z)

⇒ existem h4, h5 ∈ k[[X,Y, Z]] tais que g1 = −h1X + h4Y + h5Z.

Como xy = −xz + xy = x(y − z) temos

g1x = g1X = −h1x
2 + h4xy + h5xz = h4x(y − z),

logo f ∈ (y − z), mostrando a outra inclusão. Assim, (y − z) é um ideal de parâmetros redut́ıvel

e pelo Teorema B.22 temos que R é não-Gorenstein. Note ainda que

(y − z)m = ((y − z)x, (y − z)y, (y − z)z)

= (xy − xz, y2 − yz, yz − z2)

= (xy, y2, z2)

= (x2, xy, xz, y2, yz, z2)

= (x2, xy, xz, yx, y2, yz, zx, zy, z2)

= m2.

Portanto, (y − z)m = m2, e pelo Corolário 3.19 segue que R é G-regular. Além disso, localizando

o anel R no ideal primo p = (X, Z), como Y /∈ p, temos

Rp
∼= k[[X, Y, Z]](X,Z)/(X

2, Z)(X,Z)
∼= k[[X, Y ]](X)/(X

2).

Como k[[X,Y ]](X)/(X
2) é um anel Gorenstein, mas não é regular, segue do Teorema 3.11 que esse

anel não é G-regular. Portanto, G-regularidade não é preservada por localização, em geral.



Apêndice A

Um Pouco de Álgebra Homológica

Enunciaremos alguns dos conceitos e resultados básicos utilizados neste trabalho. Buscamos,

com isso, tornar a dissertação acesśıvel ao leitor que já tem um conhecimento compat́ıvel com um

curso básico de álgebra comutativa e homológica.

Definição A.1. Um complexo G é uma sequência de módulos e homomorfismos

G : · · · → Gn+1
dn+1−−−→ Gn

dn−→ Gn−1 → · · · ,

tal que a composição dn ◦ dn+1 é nula para todo inteiro n. Cada di é chamada uma diferencial de

G. Uma notação compacta para G e suas diferenciais é (G, d).

Note que a condição dn ◦ dn+1 = 0 é equivalente a Im (dn+1) ⊆ ker(dn), de modo que podemos

considerar o módulo quociente ker(dn)/Im(dn+1).

Definição A.2. Seja n um número inteiro. Para um complexo (G, d) sua n-ésima homologia é

Hn(G) = ker(dn)/Im(dn+1).

Se Hn(G) = 0 para todo n, então o complexo G é dito exato ou aćıclico. Obviamente, isto é

equivalente a dizer que ker(dn) = Im(dn+1) para todo n. Portanto, a homologia de um complexo

mede o quão “longe”o complexo está de ser exato. Se o complexo

0 → M ′ i−→ M
p−→ M ′′ → 0

49
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é exato, dizemos que é uma sequência exata curta. Note que isso implica que i é injetivo e p é

sobrejetivo. Um sequência exata curta cinde quando existe um homomorfismo h : M ′′ → M tal

que p ◦ h = 1M ′′ . Neste caso, M ∼= M ′ ⊕M ′′.

Também consideramos complexos com ı́ndices crescentes,

G : · · · → Gn−1 dn−1−−−→ Gn dn−→ Gn+1 → · · · ,

e para esses complexos definimos a n-ésima cohomologia como Hn(G) = ker(dn)/Im(dn−1).

Definição A.3. O dual de um R-módulo M é o módulo HomR(M, R), denotado por M∗. O bidual

de M é M∗∗. O mapa bilinear M ×M∗ → R, dado por (x, ψ) 7→ ψ(x) induz um homomorfismo

natural σM : M → M∗∗, chamado homomorfismo canônico. Quando σM é um isomorfismo, M é

dito reflexivo.

É fácil ver que o diagrama abaixo é comutativo

M
σM−−−−−−→ M∗∗

↓∼= ↑
M ⊗R R

∼=−−−−−→ M ⊗R HomR(R,R)

Proposição A.1. Seja M um R-módulo finitamente gerado. Se M é isomorfo a M∗∗, então o

homomorfismo canônico σM é um isomorfismo.

Demonstração. Ver [10], Proposição 1.1.9(b).

Definição A.4. Seja R um anel. Dizemos que um R-módulo P é projetivo se P for um somando

direto de um módulo livre.

Dessa definição segue que o dual de um módulo projetivo é, também, projetivo. É claro que

todo módulo livre é projetivo, e a rećıproca vale, por exemplo, quando o anel é local (vide [15],

Teorema 2.5).

Definição A.5. Seja R um anel. Dizemos que um R-módulo I é injetivo se I for um somando

direto de qualquer R-módulo que o contém.



APÊNDICE A. UM POUCO DE ÁLGEBRA HOMOLÓGICA 51

Proposição A.2. Sejam S uma R-álgebra, M um R-módulo e N , P S-módulos (logo, R-módulos).

Então, o homomorfismo

ϕ : P ⊗S HomR(N, M) → HomR(HomS(P, N),M)

dado por

ϕ(p⊗ f)(g) = fg(p)

é um isomorfismo se satisfaz pelo menos uma das condições abaixo:

(1) P é finitamente gerado e projetivo;

(2) P é finitamente gerado e M é injetivo.

Demonstração. Ver [9], Caṕıtulo VI Proposições 5.2 e 5.3.

Definição A.6. Uma resolução projetiva de um R-módulo M é uma sequência exata

P : · · · → P2 → P1 → P0 → M → 0,

com Pi projetivo, para todo i ≥ 0 (Se omitirmos a aplicação nula M → 0 da resolução, então ela

é dita uma resolução projetiva truncada à direita). Se tal resolução é de comprimento finito n,

P : 0 → Pn → · · · → P2 → P1 → P0 → M → 0,

então dizemos que M tem dimensão projetiva finita, denotada por pdR M = n, se n for o menor

inteiro tal que M tem uma resolução projetiva de comprimento n. Se tal n não existe, então

pdR M = ∞. Por convenção, definimos pdR 0 = −∞.

Lembre-se que um R-módulo F é dito livre quando F é isomorfo a uma soma direta de cópias

do anel R. Além disso, todo módulo M é o quociente de um módulo livre (vide [19], Teorema

2.35). Isto é, para qualquer módulo M , existe um módulo livre F e um epimorfismo π : F → M .

Uma resolução livre é definida de maneira totalmente análoga, substituindo módulos projetivos

por módulos livres. Todo módulo tem uma resolução livre, e portanto, uma resolução projetiva.

Uma resolução livre pode ser facilmente constrúıda, como veremos a seguir.
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Como todo módulo é o quociente de um módulo livre, começamos com uma projeção natural

π : F0 → M , com F0 livre, e obtemos a sequência exata curta

0 → K0
i0−→ F0

π−→ M → 0,

onde K0 é o núcleo de π, e i0 é a injeção natural. Repetimos este procedimento com K0 no lugar

de M e tomamos d1 como sendo a composição i0 ◦ π1.

F1

π1

ÃÃB
BB

BB
BB

B
d1 // F0

π // M // 0

K1

>>||||||||
K0

i0

>>||||||||

!!B
BB

BB
BB

B

0

>>~~~~~~~~
0

==||||||||
0

Este processo continua infinitamente ou até que se tenha Kn = 0 para algum n.

Definição A.7. Sejam R um anel e M um R-módulo. Uma sequência exata

I : 0 → M → I0 → I1 → I2 → · · ·

com I i módulos injetivos é uma resolução injetiva de M . A dimensão injetiva de M , denotada

por idR M , é o menor inteiro n para o qual existe uma resolução injetiva I de M com Im = 0 para

m > n. Se não existe tal n, a dimensão injetiva de M é infinita.

Todo módulo pode ser mergulhado em um módulo injetivo (vide [7], Teorema 3.1.8). Isto

é, para cada módulo M , existe um módulo injetivo I e uma injeção ι : M → I. Usando um

procedimento semelhante ao que fornece a existência de uma resolução livre, podemos obter uma

resolução injetiva de M .

Definição A.8. Seja M um R-módulo e suponha que (F, d) é uma resolução projetiva (truncada

à direita) de M . Dado um R-módulo N , podemos considerar o complexo

F⊗R N : · · · → Fi ⊗R N
di⊗N−−−→ Fi−1 ⊗R N

di−1⊗N−−−−→ · · · → F1 ⊗R N
d1⊗N−−−→ F0 ⊗R N → 0,
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onde para cada a⊗b ∈ Fi⊗R N temos a⊗b 7→ di(a)⊗b. O i-ésimo Tor do par M , N é o R-módulo

TorR
i (M,N) := Hi(F⊗R N).

Esta definição é independente da escolha da resolução projetiva, veja [19], Corolário 6.21.

Logo, TorR
i (M, N) = 0 para todo i > 0 quando M é projetivo. Também, temos isomorfismos

TorR
0 (M,N) ∼= M ⊗R N (vide [19], Teorema 6.29) e TorR

i (M, N) ∼= TorR
i (N,M) para todo i > 0

(vide [19], Teorema 7.1).

Corolário A.3 (Sequência exata longa dos Tor). Se

0 → M ′ → M → M ′′ → 0

é uma sequência exata curta de R-módulos, então para todo R-módulo N tem-se uma sequência

exata longa de R-módulos

· · · → TorR
1 (M ′, N) → TorR

1 (M,N) → TorR
1 (M ′′, N) → M ′ ⊗R N → M ⊗R N → M ′′ ⊗R N → 0.

Demonstração. Ver [19], Corolário 6.30.

De forma semelhante, podemos definir os módulos Ext.

Definição A.9. Sejam M , N R-módulos e suponha que (F, d) é uma resolução projetiva (truncada

à direita) de M . Considere o

HomR(F, N) : 0 → HomR(F0, N)
HomR(d1,N)−−−−−−−→ HomR(F1, N)

HomR(d2,N)−−−−−−−→ HomR(F2, N) → · · · ,

onde, para f ∈ HomR(Fi, N), tem-se f 7→ f ◦ di. O i-ésimo Ext de M com respeito a N é o

R-módulo

Exti
R(M, N) := Hi(HomR(F, N)).

Esta definição é independente da escolha da resolução projetiva, veja [19], Corolário 6.57.

Disso, segue que se pdR M = d, então Exti
R(M,N) = 0 para todo R-módulo N e todo i > d.
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Também temos um isomorfismo HomR(M, N) ∼= Ext0
R(M, N). De [19], Proposições 7.21 e 7.22,

segue que o Ext comuta com somas diretas finitas tanto à esquerda quanto à direita.

Corolário A.4 (Sequência exata longa dos Ext). Temos:

(1) Uma dada sequência exata curta de R-módulos

0 → N ′ → N → N ′′ → 0

induz uma sequência exata longa

0 → HomR(M,N ′) → HomR(M,N) → HomR(M, N ′′) → Ext1
R(M, N ′) → · · ·

· · · → Exti
R(M,N ′) → Exti

R(M, N) → Exti
R(M, N ′′) → · · ·

(2) Uma dada sequência exata curta de R-módulos

0 → M ′ → M → M ′′ → 0

induz uma sequência exata longa

0 → HomR(M ′′, N) → HomR(M, N) → HomR(M ′, N) → Ext1
R(M ′′, N) → · · ·

· · · → Exti
R(M ′′, N) → Exti

R(M,N) → Exti
R(M ′, N) → · · ·

Demonstração. Ver [19], Corolários 6.46 e 6.62.

Proposição A.5. Sejam R um anel e U ⊆ R um conjunto multiplicativo. Se M é um R-módulo

finitamente gerado, então existem isomorfismos U−1Exti
R(M,N) ∼= Exti

U−1R(U−1M,U−1N) para

todo i ≥ 0 e todo R-módulo N .

Demonstração. Ver [19], Proposição 7.39.

Proposição A.6. Sejam R um anel e M 6= 0 um R-módulo finitamente gerado. Então pdR M ≤ d

se, e somente se, Extd+1
R (M, T ) = 0 para todo R-módulo T finitamente gerado. Em particular, se

pdR M = d, então existe um R-módulo T finitamente gerado tal que Extd
R(M, T ) 6= 0.
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Demonstração. Ver [9], Caṕıtulo VI Proposição 2.5.

Para encerrar, enunciaremos alguns resultados envolvendo álgebras planas.

Definição A.10. Um R-módulo M é R-plano, ou simplesmente plano, se para toda sequência

exata de R-módulos, G, a sequência tensorizada G ⊗R M é também exata. M é fielmente plano

quando também vale a rećıproca. Se S é uma R-álgebra que é R-plano, dizemos que S é uma

R-álgebra plana.

Proposição A.7. Seja R um anel. O anel das séries formais R[[X1, . . . , Xn]] é uma R-álgebra

plana.

Demonstração. Ver [8], Caṕıtulo III, seção 3, Corolário 3.

Se (R, m) é um anel local, então R[[X1, . . . , Xn]] também o é, com ideal maximal gerado por

m ∪ {X1, . . . , Xn}; veja [21] Caṕıtulo 3, Exerćıcio 3.19.

Proposição A.8. Sejam S uma R-álgebra plana, M e N R-módulos, com M finitamente gerado.

Então

HomR(M,N)⊗R S ∼= HomS(M ⊗R S, N ⊗R S).

Demonstração. Ver [15], Teorema 7.11.

Proposição A.9. Se (R, m) e (S, n) são anéis locais e f : R → S é um homomorfismo satisfazendo

f(m) ⊆ n, então S é R-plano se, e somente se, S é fielmente R-plano.

Demonstração. Ver [15], Teorema 7.2 ou 7.3(ii).

Proposição A.10. Sejam R um anel local e S uma R-álgebra local fielmente plana. Então

pdR M = pdS (M ⊗R S).

Demonstração. Ver [6], Teorema 7.8 (6).



Apêndice B

Preliminares de Álgebra Comutativa

Começaremos relembrando a fundamental noção de dimensão de Krull. Para um anel R, o

supremo dos comprimentos de todas as cadeias estritamente crescentes

p0 ⊂ p1 ⊂ . . . ⊂ pn,

de ideais primos de R é chamado dimensão de Krull de R, denotada por dim R. Pode ocorrer que

dim R = ∞. Para um R-módulo M , defina dim M := dim (R/AnnR(M)). Logo, dim M ≤ dim R.

Seja M um módulo sobre um anel R. Dizemos que x ∈ R é um elemento M-regular se xz = 0,

para z ∈ M , implica em z = 0. Em outras palavras, x é um não-divisor-de-zero de M . Sequências

regulares são compostas por sucessivos elementos regulares:

Definição B.1. Para um R-módulo M , uma sequência x = x1, . . . , xn de elementos de R é dita

uma sequência M-regular ou simplesmente uma M-sequência se satisfizer as seguintes condições:

(1) x1 é M -regular e xi é M/(x1, . . . , xi−1)-regular para i = 2, . . . , n;

(2) M/(x)M 6= 0.

Dizemos que x é uma M-sequência fraca se satisfaz a condição (1).

Se (R, m) é um anel local e x ⊆ m, então (2) é automaticamente satisfeita devido ao Lema de

Nakayama, que no caso local diz o seguinte: Se M é um R-módulo finitamente gerado e I ⊆ m é

um ideal tal que IM = M , então M = 0.

56
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Proposição B.1. Sejam R um anel, M um R-módulo, e x ⊂ R uma M -sequência fraca. Suponha

que ϕ : R → S é um homomorfismo e que N é um S-módulo R-plano. Então x e ϕ(x) são

(M ⊗R N)-sequências fracas. Se x(M ⊗R N) = (M ⊗R N), então x e ϕ(x) são (M ⊗R N)-

sequências.

Demonstração. Ver [7], Proposição 1.1.2.

Proposição B.2. Sejam R um anel e

G : · · · → Gm → Gm−1 → · · · → G0 → G−1 → 0

um complexo exato de R-módulos. Se x é uma Gi-sequência fraca para todo i, então o complexo

G⊗R R/(x) também é exato.

Demonstração. Ver [7], Proposição 1.1.5.

Lema B.3. Sejam R um anel e M um R-módulo finitamente gerado. Se x ∈ R é M - e R-regular,

então Exti
R(M, R/(x)) ∼= Exti

R/(x)(M/(x)M, R/(x)) para todo i ≥ 0.

Demonstração. Ver [3], Lema 4.7 (b).

Uma M -sequência x = x1, . . . , xn contida em um ideal I, é chamada sequência maximal em I

se x1, . . . , xn, y não é uma M -sequência para qualquer y ∈ I.

Teorema B.4 (Rees). Sejam R um anel, M um R-módulo finitamente gerado, e I um ideal tal

que IM 6= M . Então toda M-sequência maximal em I tem o mesmo comprimento n, dado por

n = min{i ≥ 0 | Exti
R(R/I,M) 6= 0}.

Demonstração. Ver [7], Teorema 1.2.5.

Definição B.2. Dados um anel local (R, m, k) e um R-módulo finitamente gerado M 6= 0, defina

a profundidade de M , denotada por depthR M como sendo o comprimento de uma M -sequência

maximal em m, ou seja,

depthR M = min{i ≥ 0 | Exti
R(k, M) 6= 0}.
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Convencionamos que depthR 0 = ∞.

Proposição B.5. Sejam R um anel local e 0 → U → M → N → 0 uma sequência exata de

R-módulos finitamente gerados. Então

depthR M ≥ min{depthR U, depthR N},

depthR U ≥ min{depthR M, depthR N + 1},

depthR N ≥ min{depthR U, depthR M − 1}.

Em particular, se depthR M > depthR N , então depthR U = depthR N + 1.

Demonstração. Ver [7], Proposição 1.2.9.

Proposição B.6. Sejam (R, m) um anel local e M um R-módulo finitamente gerado. Se x =

x1, . . . , xn é uma M -sequência em m, então

depthR/(x) M/xM = depthR M/xM = depthR M − n.

Demonstração. Ver [7], Proposição 1.2.10(d).

O profundidade de um módulo não-nulo é sempre limitada pela sua dimensão, conforme asse-

gura o seguinte resultado:

Proposição B.7. Sejam (R, m) um anel local e M 6= 0 um R-módulo finitamente gerado. Então

depthR M ≤ dim M . Além disso, depthR M ≤ dim R/p para todo p ∈ AssR M . Em particular, se

m ∈ AssR M então depthR M = 0.

Demonstração. Ver [7], Proposições 1.2.12 e 1.2.13.

Proposição B.8. Sejam (R, m) um anel local e M 6= 0 um R-módulo finitamente gerado. Se

depthR M = 0, então m ∈ AssR M .

Demonstração. Como depthR M = 0, então não existe elemento M -regular x ∈ R tal que

M/xM 6= 0. Dado x ∈ m, pelo Lema de Nakayama temos que M/xM 6= 0, logo x não pode ser

M -regular. Assim, m ⊆ zR (M). Sendo R Noetheriano e M 6= 0 temos que zR (M) =
⋃

p∈AssR M p.

Pelo Lema da esquiva temos m ⊆ p para algum p ∈ AssR M . A maximalidade de m nos dá m = p.

Portanto, m ∈ AssR M .
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Proposição B.9. Sejam (R, m) um anel local e M 6= 0 um R-módulo finitamente gerado. Se

depthR M > 0 e depth R > 0, então m contém um elemento R- e M -regular.

Demonstração. Como R é Noetheriano e M 6= 0 é finitamente gerado, podemos escrever zR (M) =
⋃n

i=1 pi onde AssR M = {pi}n
i=1 e z (R) =

⋃m
j=1 qj onde Ass R = {qj}m

j=1. Dáı, zR (M)∪z (R) é uma

união finita de primos, logo está contida propriamente em R. Como depthR M > 0 e depth R > 0,

temos pela Proposição B.7 que m /∈ AssR M ∪ Ass R, logo m * zR (M) ∪ z (R) que implica

m ∩R\(zR (M) ∪ z (R)) 6= ∅.

Proposição B.10. Sejam R um anel e M , N R-módulos finitamente gerados. Então

AssR HomR(M,N) = SuppR M ∩ AssR N.

Demonstração. Ver [12], Exerćıcio 3.3 ou [7], Exerćıcio 1.2.27.

Seja M um módulo finitamente gerado sobre um anel local (R, m, k). Logo o número mı́nimo

de geradores de M , µ(M) = dimk (M ⊗R k), está bem definido. Seja β0 = µ(M). Escolha um

conjunto minimal de geradores {x1, . . . , xβ0} de M , e defina o homomorfismo ϕ0 : Rβ0 → M dado

por ϕ0(ei) = xi, onde {e1, . . . , eβ0} é a base canônica de Rβ0 . Em seguida, tome β1 = µ(ker ϕ0) e

defina analogamente o homomorfismo Rβ1 → ker ϕ0. Procedendo desta maneira construimos uma

resolução livre minimal

F : · · · → Rβn
ϕn−→ Rβn−1 → · · · → Rβ1

ϕ1−→ Rβ0
ϕ0−→ M → 0.

Verifica-se que F é determinado por M a menos de isomorfismos de complexos.

Proposição B.11. Sejam (R, m, k) um anel local, M um R-módulo finitamente gerado, e

F : · · · → Fn
ϕn−→ Fn−1 → · · · → F1

ϕ1−→ F0
ϕ0−→ M → 0

uma resolução livre de M . Então, F é minimal se, e somente se, dimk (TorR
i (M,k)) = posto de Fi

para todo i ≥ 0 se, e somente se, dimk (Exti
R(M, k)) = posto de Fi para todo i ≥ 0.

Demonstração. Ver [7], Proposição 1.3.1.
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Corolário B.12. Sejam (R, m, k) um anel local e M um R-módulo finitamente gerado. Então

pdR M = sup{i ≥ 0 | TorR
i (M,k) 6= 0}.

Demonstração. Ver [7], Corolário 1.3.2.

Lema B.13. Sejam (R, m) um anel local e M um R-módulo finitamente gerado. Se x ∈ m é R-

e M -regular, então

pdR M = pdR/(x) M/xM.

Demonstração. Ver [7], Lema 1.3.5.

A fundamental fórmula de Auslander-Buchsbaum assegura o seguinte:

Teorema B.14 (Fórmula de Auslander-Buchsbaum). Seja R um anel local. Se M é um

R-módulo finitamente gerado com pdR M < ∞, então

pdR M = depth R− depthR M.

Demonstração. Ver [7], Teorema 1.3.3.

Proposição B.15. Sejam R um anel local, e M , N R-módulos finitamente gerados. Então

depthR HomR(M,N) ≥ min{2, depth N}.

Demonstração. Ver [7], Exerćıcio 1.4.19.

As principais aplicações do nosso estudo ocorrem sobre as classes de anéis Cohen-Macaulay,

regulares e Gorenstein. Vamos definir tais anéis, exibir algumas de suas propriedades e discutir a

hierarquia entre essas classes no caso local.

Definição B.3. Um anel local R é dito um Cohen-Macaulay se depth R = dim R. Um R-

módulo finitamente gerado M 6= 0 é um módulo Cohen-Macaulay se depthR M = dim M . Se

depthR M = dim R então M é dito um módulo Cohen-Macaulay maximal.
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Em geral, Se R é um anel arbitrário, dizemos que M é um módulo Cohen-Macaulay (resp.

Cohen-Macaulay maximal) se Mp o for, para todo p ⊂ R primo (O módulo nulo é considerado

Cohen-Macaulay). É bem sabido que basta verificar tal propriedade localmente no ideais maximais

pertencentes ao suporte de M . Dizemos que o anel R é Cohen-Macaulay se o for localmente em

cada ideal primo (mas uma vez basta checar nos ideais maximais).

Teorema B.16. Sejam (R, m) um anel local e M 6= 0 um R-módulo Cohen-Macaulay. Então x

é uma M-sequência se, e somente se, x é parte de um sistema de parâmetros de M .

Demonstração. Ver [7], Teorema 2.1.2(d).

A definição de anel regular é dada abaixo. Mais adiante, através do Teorema de Auslander-

Buchsbaum-Serre, teremos uma importante caracterização via dimensão projetiva.

Definição B.4. Um anel local (R, m) é regular se possui um sistema de parâmetros gerando m;

tal sistema de parâmatros é chamado um sistema regular de parâmetros.

Se k um corpo, então os anéis locais k, k[X1, . . . , Xn](X1,...,Xn) e k[[X1, . . . , Xn]] são regulares;

veja [7] seção 2.2.

Proposição B.17. Se (R, m) um anel local regular, então R é um domı́nio.

Demonstração. Ver [7], Proposição 2.2.3.

Teorema B.18 (Auslander-Buchsbaum-Serre). Seja (R, m, k) um anel local. Então, as

seguintes afirmações são equivalentes:

(1) R é regular;

(2) pdR M < ∞ para todo R-módulo finitamente gerado M ;

(3) pdR k < ∞.

Demonstração. Ver [7], Teorema 2.2.7.

Na seguinte proposição caracterizamos a dimensão injetiva de um módulo.

Proposição B.19. Sejam R um anel e M um R-módulo. Então idR M ≤ n se, e somente se,

Extn+1
R (N,M) = 0 para todo R-módulo finitamente gerado N .
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Demonstração. Ver [7], Proposição 3.1.10.

Sobre anéis locais é possivel obter uma fórmula para a dimensão injetiva.

Proposição B.20. Sejam R um anel local e M um R-módulo finitamente gerado. Então

idR M = sup{i ≥ 0 | Exti
R(k, M) 6= 0}.

Demonstração. Ver [7], Proposição 3.1.14.

Teorema B.21 (Bass). Sejam (R, m, k) um anel local e M um R-módulo finitamente gerado

com dimensão injetiva finita. Então

dim M ≤ idR M = depth R.

Demonstração. Ver [7], Teorema 3.1.17.

Agora, introduziremos uma outra classe importante de anéis.

Definição B.5. Um anel local R é dito um anel Gorenstein se idR R < ∞. Um anel arbitrário é

dito Gorenstein se sua localização em todo ideal maximal for um anel local Gorenstein.

Se (R, m) é um anel de dimensão d, então um ideal m-primário Q gerado por d elementos é

chamado um ideal de parâmetros, ou seja, é um ideal gerado por um sistema de parâmetros. Um

ideal I é irredut́ıvel se I = J ∩ J ′ com J e J ′ ideais implica I = J ou I = J ′. Caso contrário,

dizemos que I é redut́ıvel. Com essas definições podemos exibir uma caracterização bastante útil

para anéis locais Gorenstein.

Teorema B.22. Seja R um anel local. Então, R é um anel Gorenstein se, e somente se, R é um

anel Cohen-Macaulay e todo ideal de parâmatros de R é irredut́ıvel.

Demonstração. Ver [15], Teorema 18.1 (1) ⇔ (5).

Proposição B.23. Sejam R um anel e x uma R-sequência. Se R é Gorenstein, então R/(x) é

Gorenstein. A rećıproca vale quando R é local.

Demonstração. Ver [7], Proposição 3.1.19(b).
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Vamos agora enunciar um resultado sobre como a classe do anéis Gorenstein se posiciona na

hierarquia dos anéis locais.

Proposição B.24. Seja R um anel local. Então temos as seguintes implicações:

R é regular ⇒ R Gorenstein ⇒ R Cohen-Macaulay.

Demonstração. Ver [7], Proposição 3.1.20.

Falaremos um pouco sobre o módulo canônico de anéis locais Cohen-Macaulay.

Definição B.6. Seja R um anel local Cohen-Macaulay. Um módulo Cohen-Macaulay maximal

C de tipo 1 (veja [7], seção 3.3) e com dimensão injetiva finita é chamado um módulo canônico de

R.

É provado em [7] Teorema 3.3.4 que o módulo canônico é único a menos de isomorfismo, e

denotado por ωR. Sobre a sua existêcia temos:

Proposição B.25. Seja R um anel local Cohen-Macaulay. Então, as seguintes afirmações são

equivalentes:

(1) R admite um módulo canônico;

(2) R é imagem homomorfa de um anel local Gorenstein.

Demonstração. Ver [7], Proposição 3.3.6.

Como exemplo de anéis que admitem módulo canônico, temos a classe dos anéis locais Cohen-

Macaulay completos (vide [7], Corolário 3.3.8).

Proposição B.26. Sejam R um anel local Cohen-Macaulay de dimensão d, e C um R-módulo

finitamente gerado. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) C é um módulo canônico de R;

(2) Para todo R-módulo Cohen-Macaulay maximal, temos:

(a) HomR(M,C) é um R-módulo Cohen-Macaulay maximal,
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(b) Exti
R(M, C) = 0, para todo i > 0,

(c) o homomorfismo natural M → HomR(HomR(M,C), C) é um isomorfismo.

Demonstração. Ver [7], Proposição 3.3.10.

Para concluir, vamos enunciar alguns resultados sobre módulos indecompońıveis.

Definição B.7. Um módulo M é decompońıvel se M = M1 ⊕M2, onde Mi 6= 0 são submódulos

de M . Caso contrário, M é dito indecompońıvel.

Exemplo B.1. Seja V 6= 0 um espaço vetorial sobre um corpo k. Então V é indecompońıvel se,

e somente se, V tem dimensão 1.

Temos a seguinte caracterização para módulo indecompońıveis.

Proposição B.27. Um módulo M 6= 0 é indecompońıvel se, e somente se, o anel End M de

endomorfismos de M não contém elementos idempotentes diferentes de 0 e 1.

Demonstração. Ver [13], Proposição 3.1.

Teorema B.28. Seja R um anel Noetheriano (resp. Artiniano). Então, todo R-módulo finita-

mente gerado M é Noetheriano (resp. Artiniano).

Demonstração. Ver [13], Teorema 3.4.

Teorema B.29. Se M 6= 0 é um módulo Artiniano e Noetheriano, então M contém submódulos

indecompońıveis Mi, 1 ≤ i ≤ n, tais que M = M1⊕M2⊕· · ·⊕Mn. Além disso, essa decomposição

em indecompońıveis é única, a menos de isomorfismo.

Demonstração. Ver [13], Teorema 3.8 e Teorema de Krull-Schmidt.
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