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Resumo

Neste trabalho estudamos uma versao geral do Teorema da Dominagdao de Pietsch,
devido a Pellegrino, Santos e Seoane-Sepilveda, que melhora a versao unificada presente em
[3] e recupera conhecidos teoremas de dominagao do tipo Pietsch onde a abordagem unificada

parece nao funcionar.

Palavras-Chave:
Operadores absolutamente somantes, teorema da dominagdo de Pietsch, espacos de

Banach.
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Abstract

In this work we study a general version of the Pietsch Domination Theorem, due to
Pellegrino, Santos and Seoane-Septilveda, that improves the unified version present in [3]
and recovers known Pietsch Domination-type theorems where the unified approach seems

not to work.

Key-Words:

Absolutely summing operators, theorem Pietsch domination, Banach spaces.
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Introducao

Dizemos que uma sequéncia (z,,)5°; em um espac¢o normado X é incondicionalmente
somavel quando a série > >7 | 7, (,) converge para toda permutacio o : N — N. Se a
série > 0° | ||x,|| converge, dizemos que a sequéncia (z,)32; ¢ absolutamente soméavel.
Ocorre que no conjunto dos nimeros reais, as sequéncias incondicionalmente somaveis sao
exatamente as absolutamente soméaveis, esse resultado deve-se a Dirichlet. O mesmo vale em
espacos de dimensao finita. Na verdade, em espacos vetoriais normados esses conceitos
servem para caracterizar espacos de Banach, a saber: um espaco vetorial normado X
é Banach se, e somente se, toda sequéncia absolutamente somavel é incondicionalmente
somavel. Por outro lado, em qualquer espago de Banach de dimensao infinita, existe uma
sequéncia incondicionalmente somével que nao é absolutamente soméavel (veja o Teorema
de Dvoretzky-Rogers em [6]). Entdo, é natural pensarmos em operadores entre espagos
de Banach de dimensao infinita que levam sequéncias incondicionalmente somaveis em
sequéncias absolutamente somaveis. Diante desta situacao, Alexander Grothendieck, nos
anos b0, abriu as portas da teoria dos operadores absolutamente somantes.

Foi somente na década de 60, com os trabalhos de Pietsch [16], Lindenstrauss e
Pelczyniski [10] e Mitjagin e Pelezynski [13], que a teoria de operadores absolutamente
somantes foi apresentada de forma mais clara e acessivel. Em 1967, Albrecht Pietsch mostrou
um resultado que caracteriza os operadores absolutamente somantes; hoje conhecido como o
Teorema da Dominagao de Pietsch (TDP). Esta caracterizagao fornece, de forma inusitada,

uma conexao entre a teoria desses operadores e a teoria da medida.



Introducao

Desde entao, varios autores vém introduzindo novas classes de operadores que
generalizam o conceito dos operadores absolutamente somantes. Tais classes estdao sendo
estudadas do ponto de vista de ideais de operadores tanto no ambiente linear quanto no
contexto nao-linear. Um fato interessante é que varias dessas classes satisfazem um teorema
de dominagao do tipo Pietsch. Diante disso, algumas tentativas foram realizadas no sentido
de unificar todos os possiveis teoremas do tipo dominacao de Pietsch. A primeira tentativa
nesse sentido foi mostrada em [3], em 2010, onde na ocasido os autores o chamaram de
Teorema da Dominagao de Pietsch Unificado (TDPU). H4, no entanto, exemplos de classes
de aplicacoes onde este teorema nao se mostrou operante. Motivado por tais exemplos, este
trabalho apresenta uma versao potencialmente definitiva deste teorema, batizada de Teorema
da Dominacao de Pietsch Generalizado (TDPG). Esta versao melhora o TDPU e recupera
conhecidos teoremas da dominacao do tipo Pietsch onde a abordagem unificada parece nao

funcionar.
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Estrutura dos Toépicos Apresentados

O capitulo 1, foi escrito para fornecer uma discreta introducao ao assunto. Nele
apresentaremos alguns dos principais resultados necessarios para um estudo da teoria linear
de operadores absolutamente somantes, dentre eles o Teorema da Dominag¢ao de Pietsch.

No capitulo 2, trataremos da versoes unificada e generalizada do Teorema da Dominacao
de Pietsch. Embora a versao unificada pareca ser inoperante em alguns casos ela é
muito aplicada e, por isso, vamos mostrar um significante melhoramento dessa abordagem
unificada.

O capitulo 3 tratard de algumas aplicacoes do TDPG e do TDPU. Veremos que a
versao generalizada recupera o teorema da dominacao de Pietsch para o caso das aplicagoes
multilineares (qi, ..., ¢,)-dominadas [8], das aplicagdes Lipschitz (p,r, s)-somantes [5] e das
aplicagoes Lipschitz-Cohen fortemente p-somantes [I§]. Veremos também uma recente
aplicacao da versao unificada do teorema da dominacgao de Pietsch para a classe das aplicacoes
Lipschitz 7(p)-somantes [12].

Os anexos referem-se a resultados bésicos que serao uteis ao longo deste trabalho.
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Notacoes e Terminologia

e Exceto quando mencionado o contrario, X, Xy,...,X,, Y e H denotarao espacos de

Banach;

e Por K denotaremos o corpo dos niimeros reais R ou o corpo dos niimeros complexos

C. Fica convencionado que todo espago vetorial serd munido do corpo de escalares K;

e Sendo X um espaco vetorial normado, indicaremos por || - || a norma definida em X.

Quando nao houver ambiguidade, denotamos simplesmente por || - ||;

e O espago dos operadores lineares limitados de X em Y serd expresso por L(X;Y).

Quando Y = K, escrevemos L£(X;K) = X* e chamaremos de dual topolégico de X;

e Os elementos de X* serao representados por z*, y*, a*, etc. Denotaremos: z*(y) :=

(", y);
e Indicaremos por By a bola fechada unitaria de X;
e Se 1l < p < oo, denotamos por p* o expoente conjugado de p, ou seja, 1/p+1/p* = 1;

e Sendo 1 < p < oo, simbolizamos por ¢, o espaco das sequéncias (z,)52; em K tal que

a série 32 | |x,[" converge;

e Dado um conjunto A, a funcao identicamente igual a 1 em A serd denotada por 14.

Quando o conjunto A estiver claro no contexto, escrevemos simplesmente 1.
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Chapter 1

Operadores Lineares Absolutamente
Somantes

1.1 Resultados Preliminares

Veremos nesta se¢ao alguns dos principais resultados da teoria linear dos operadores
absolutamente somantes.

Definigao 1.1.1 Sejam 1 < p < co e X um espago de Banach. Uma sequéncia (z,)%2; em
X é fortemente p-somavel se a série >0, ||z, ||” converge.

Denotaremos por ¢,(X) o conjunto de todas as sequéncias fortemente p-soméaveis em
X. Se 1 <p < oo, definimos a seguinte norma em £,(X):

@), (z ||xnup>”p.

Para p = oo, definimos

£ (X) = {@:n)zol € XV sup lon]l < oo}
neN

COomnm a norma
[(@n)nz oo = sup [lza]l.
neN

Pode-se mostrar de forma similar ao caso escalar que, se 1 < p < oo, entao (£,(X), || - ||,)
¢ um espago de Banach. Além disso, se p < ¢, entao £,(X) C £,(X).

Defini¢ao 1.1.2 Sejam 1 < p < 0o e X um espac¢o de Banach. Uma sequéncia (x,,)2% , em
X é fracamente p-somavel se para todo x* € X* a série 300, |(z*, z,)|" converge. Ou
seja, para todo z* € X*, a sequéncia ((z*,x,)) —, € {).
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Denotaremos por £,,,(X) o conjunto das sequéncias fracamente p-somaveis em X. Se
1 < p < o0, definimos uma norma para ¢,,,,(X) como sendo

0 1/p
[(@n)pzy llpw == sup <Z|<I*’xn)>|p> .

Se p = 0o, definimos

loo (X)) = {(xn)ff:l c XN sup |(z*, z,)| < 0o, para todo xz* € X*}
neN

CO11l a norma

[(zn)nzrlloow == sup || (2%, 2n)) 24 [l -
IL'*EBx*
E conhecido que, se 1 < p < 00, entio (p4(X), ]| - |lpw) é um espaco de Banach (veja

[19, Proposicao 2.3.4]).
Observagao 1.1.3 Quando p = 0o temos £y, o (X) = 5 (X). Com efeito,

[(@n)nzi ll oo = sup ||z
neN
=sup sup |{(z", x,)]|
neEN z*eB x«

= sup sup [(z", )|
CC*EB)(* neN

= sup [|({z", 2n))n21 oo
T*EBx*

= ||(xn)zo:1”oo7w' (1'1)

Observacao 1.1.4 Se u: X — Y é um operador linear limitado, entao as aplica¢oes

0 Ly (X) == £,(Y) 5 (wn)pzy = (uwn)ni,

T 2 Ly (X) — lp(Y) 5 (1) > (uzy)i

sao operadores lineares limitados tais que ||a®|| = [|[a®| = ||u||. Com efeito, fica claro que @*

é linear. Além disso,

‘Il = sup 1@ ((n),2

1)l
(xn)ff:ﬁBép,w(X)

00 1/p
— sup sup <Z |{y™, ua:n)|p>

(Tn) 21 €Bep o (x) V" EBY* \n=1

[u
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1/p
y*, uzn) |
_ul s swp |l (Z

(Tn)pl1€Byy, 4 (x) Y EBy n=1 [yl

[e'e) 1/19
<lul s swp (zux*,xnw)

(Tn)pl1€Buy 4 (x) T EBx* \n=1
= [|ull sup 1(@n )z |l o
a:n) lerpw(X)
= [ul] (1.2)

Com isso, também fica claro que u" esta bem definida.
Por outro lado, dado = € By, vemos que (z,)52; = (2,0,0,...) € By, ,(x). Logo

[ull < sup [uz]]

z||<1
= sup @ ((2n)nZ)
ll(2,0,0,..)l,,,., <1
< Jla|. (13
Analogamente, mostra-se que ||u®|| = ||u||.

Observacao 1.1.5 /(,(X) C £,,(X). De fato, se x = (2,)52, € £,(X), entdo
e 1/p 1/p
aw (Sleedl) < s (Sl
T*€EBx* \p=1 T*€EBx* \p=1
00 1/p
< (Z ||xn||p> < 00. (1.4)
n=1

A inclusdo da observacao acima é sempre estrita quando X tem dimenséo infinita (veja
[6l, Teorema 10.5]).
Seja 1 < p < 0o, defina

bl X) o= { @)1 € bl X) ¢ Jim (@), 0, =0}

Tal conjunto é um subespago fechado de ¢, ,,(X) (veja [19, Proposicao 2.3.6]) e nos auxiliara
em alguns resultados importantes no decorrer do texto.

Em virtude das Observacoes e [I.1.5| vemos que todo operador linear limitado
u : X — Y induz um operador limitado @ : £,(X) — £,,(Y"), onde T(z,)5>; = (ux,)52,
que leva sequéncias fortemente p-somaveis de X a sequéncias fracamente p-somaveis de
Y. Em geral, nao é qualquer operador linear limitado u que induz a correspondéncia
()22, = (ux,)2, a levar sequéncias fracamente p-soméaveis em sequéncias fortemente
p-somaveis.
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Exemplo 1.1.6 Seja X um espaco de Banach com dimensao infinita e id : X — X a
identidade em X. Por [0, Teorema 10.5], existe uma sequéncia (y,)5; € £pw(X) \ {p(X).
Assim, - .

1 (X)) — G(X) 3 Wd((@a)32) = (id(2))3 = (20):S

n=1 n=1

nao pode ser definida.

Lema 1.1.7 Se (\,)2, é uma sequéncia de escalares tal que |Y,car Al < 1 para todo
conjunto finito M C N, entdo Y07, |A\,| < 4.

Demonstracao. Observe que dado k € N,

> [l < 3 [Re(ha)] + Z_:l [Im(An)|

= Z+ Re(\,) + Zf (—Re(\,)) + Z+ Im(\,) + Zf (—Im(\y))
onde P e k :
My ={ne{l,...,k}; Re(\,) >0},
Mg, ={ne{l,...,k}; Re(\,) <0},
M; ={ne{l,....k}; Im(\,) >0}

M, ={ne{l,... k}; Im(\,) <O0}.

Por hipdtese, tem-se que |¥,car An| < 1, para todo M C N finito. Assim tomando
M = M, temos

> Re(\,)| < 1.

nEMj{'e
Analogamente |3,/ Re(\,)], et Re(\n)|, Yonen: Re()\n)‘ < 1. Logo XF_ |\ <
4, para todo k € N. Portanto >0° , |\,| < 4. n

O proximo resultado nos possibilitara tratar das sequéncias incondicionalmente soméveis
em termos mais praticos.

Proposicdo 1.1.8 Uma sequéncia (x;);2, em X € incondinionalmente somdvel se, e
[e.9]
somente se, (2;)52; € l14(X).

Demonstragao. Seja (7;)32, em X uma sequéncia incondionalmente somavel. Logo (por

[19, Teorema 1.1.2]), dado ¢ > 0, existe n. € N tal que para todo M C N finito, onde
M C {ne,n.+1,...}, tem-se HZ]EM xjH < ¢/8.
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Note que

Z <x*v $j>

JjEM

< sup Z (", x;)

T*EB x* jeM

~ sup <x2$]>‘

T*EBx* jeM
€
=11> x4 < <. (1.5)
JEM 8

Aplicando o Lema tem-se que

> el <

Jj=ne

Logo, se n > n., entao

@52l = sup > [{a",2;)]

T*EBx* j=n

< sup > (2", x5)]

T*EBx* j=ne
< c <

- 9

2

e portanto

lim ||(z;) = 0.

jnl
n—00 I=nllw

Logo (l’j)j’il €l .(X).

Reciprocamente, suponha que (7;)32; € £1,(X). Assim, para todo ¢ > 0, existe n. € N
tal que n > n. implica ||(z;) < e. Dado M C N finito tal que M C {n.,n.+1...},
segue que

7=nll
J=nl1 w

< sup > [{@m x| < sup Yo [(a" @) <,

:I:*EBX* jEM ZC*EBX* j=n

Z%‘

jeM

sempre que n > n.. De [19, Teorema 1.1.2], segue que (7;)32, ¢ incondicionalmente somével.

|

Sao do nosso interesse nesta segao os operadores lineares que levam sequéncias de ¢ ,,(X)

em sequéncias de ¢1(Y"). Definimos tais operadores como absolutamente somantes. De
forma mais geral, segue a definicao.

Definicao 1.1.9 Sejam 1 < p,g < oo eu: X — Y um operador linear continuo. Dizemos
que u é absolutamente (p;¢)-somante (ou simplesmente (p;¢)-somante) quando existe
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um operador induzido

U lyuw(X) — G(Y) 5 a((zn)nls) = (uwn)pZy

n=1

Denotamos por 1L, ,(X;Y’) o conjunto dos operadores (p; ¢)-somantes de X em Y. Se
p = ¢, escrevemos IL,(X;Y) em vez de II,, ,(X; Y).

Proposicao 1.1.10 Seja u € L(X;Y). As sequintes afirmativas sao equivalentes:
(i) u é (p;q)-somante;

(ii) Existe K >0 tal que

n 1/p n 1/q
(leumllp> <K sup <Z|<$*,xk>lq> (1.6)

r*EBx* k=1

para quaisquer n € N e xy,...,x, € X;
(iii) Existe K > 0 tal que

o) 1/P o) 1/q
(zuuxkup) <K suwp (zux*,mrQ)
k=1 k=1

T*EBx*
sempre que (), € lyu(X):
(iv) Eziste K > 0 tal que

e’ 1/17 e’ 1/‘1
(znuxknp) <K suwp (z|<x*,xk>rq)
k=1 k=1

IE*EBx*

se (xk)l?;l € Eq,U(X)Q

(v) (uzy)i, € 0,(X) sempre que (x5)72; € Lyu(X).

Além disso, denotando por m,,(u) o infimo das constantes K que satisfazem (|1.6)),
tem-se que m,,(u) = ||al|.

Demonstracgao.
(7) = (di) Suponha u : X — Y (p; ¢)-somante. Logo existe um operador

Ui ly (X)) —0,(Y)

tal que u((z,)r2,) = (ux,)pe,. Queremos mostrar que @ ¢é limitado. Como ¢, ,(X) e
(,(Y) sao espacos de Banach, basta mostrar que @ tem grafico fechado. De fato, suponha
que (x(k)>:o_1 converge para r = (z,)5, em {,,(X) e que u ((x(k)):;) converge para

Y= )iy € G(Y).
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k—o0

De z® =% 2 temos que para todo £ > 0, existe k; € N tal que

oo /
k> k= |la® - Tl = Sup (Z ‘<x*,xq(f) — xn>‘q>1 q <e.

T*EBx* n=1
Logo, para todo z* € Bx+ e n € N,
k>k = ‘<x*,x§f) — xn>‘ <e.

Assim, para todon € N,

sup ‘<x*,x,(f) — xn>} = |z®) —2,|| <e.
x*EBX*
Logo
acgf) oo Tp, Vn €N
e portanto

w(z™) 2% y(x,), Vn € N. (1.7)

n
[e.9]

Como u ((:B(k)>k 1) converge para y = (y,)>,, dado € > 0, existe ky € N tal que

k> = [a(a®) - pr <e.

Dai
00 1/p
b2k = (3 fual ) <
n=1

Logo, para todo n € N,
k>ky = Hu (x%k)) — ynH < e.
Assim sendo,
u (xg“)) 2%y, Vn € N. (1.8)
Por (1.7), (1.8) e pela unicidade do limite, tem-se que u(x,) = y,, para todo n € N.
Assim u(x) = y e portanto @ ¢ limitado.
Logo, para qualquer sequéncia finita (x)7_; em X

n 1/p
(Z ||uxk||p) < Nzl
k=1
~ (i)l
< Jalll @il

n 1/‘1
_J@ll sup ( |<x*,xk>|q) .
k=1

T*EBx*
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Além disso,
Tpg(w) < [[@l]. (1.9)
(#4) = (i7i) Suponha que para quaisquer z1,...,x, € X en € N, exista K > 0 tal que

n 1/p n 1/q
(Z Hukap) < K sup <Z | (", a:k)|q> )
k=1

r*EBx* k=1

Seja ()52, € £y.,(X), entdo
) 1/10
), = (Z Huml\”)
k=1
n 1/1’
~ i (Z uuxkup)
n 1/1’
= sup <Z Hukap>

neN k=1

conli oy (S]]

neN x* GBX

n 1/q
=K sup sup (Z |<x*,xk>\q>

z*€Bxx neEN \p_1

_ K swp (i[(m*,xkﬂq)l/q.

T*EBx*

(i17) = (i) De (ii1) segue que (uzg)i2, € €,(Y), se (x4)52, € Lyw(X). Logo u é
(p; q)-somante. Além disso,

lulf = supJJa((@n)nZo)ll
(@n) 321 €Brg ()

1/p
— sup (Z ||uxn]|p>

(m”)n leBéq w (X)

< sup o K[(@n)nl g

(I”)'ZozleBeq,w(X)

Portanto, ||a]| < mp4(u). De (1.9)), segue que ||u|| = m,,(u).
i1i) = (iv) Decorre da definigao de £,,(X).

(
(iv) = (v) Obvio.
(v) = (27) Suponha que (uzy);2; € ,(Y) sempre que (z4)72; € £4.4(X). Definindo

T lyu(X) — 0,(Y)

8
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onde w((x,)32,) = (ux,)2,. Tem-se por (v) que u estd bem definido e claramente temos
que é linear. Analogamente ao caso de u, mostra-se que @ é limitado.
Assim, dado z1,...,z, € X, para todon € N, (z1,...,2,,0,...) € {,.,(X). Logo,

n 1/P
(Z Huml!”) = uaiall,
k=1
= (i)l

n 1/‘1
< il sup (Z|<x*,xk>|q) |

l‘*eBX*

Observagao 1.1.11 Se p < ¢ entdo o tnico operador (p;q)-somante é o nulo. De fato,
podemos supor que X # {0}. Como p < ¢ entao existe uma sequéncia (A\;)2, € ¢, — ¢,
(a saber, tome (A\;)32, = (ﬁ):il, com 1 < a < ¢q/p). Seja 0 # = € X. Logo
(Ak)32y € Lyw(X). De fato,

[e’e) 1/‘1 fe'e) 1/‘1
sup (Z|<x*,xkx>\q) =(Z|Ak|q) Jall < oo.
k=1

x*EBX*

Suponha que exista 0 # u € II, ,(X;Y). Logo, pela Proposicao [1.1.10], existe K > 0
tal que

n 1/q
(Z |lu(Apx) ||p> < K sup (Z \(a:*,)\kac)|q> ,

T*€Bx* \p—1
1/q
||ux|]<2])\k\p> <K sup (", x) <Z|/\k|q> ,
z*EBx*
1/q
||ux|r(zrxk|f°) SKan(Zw) | (1.10)
k=1

Dividindo os membros de ([1.10]) por ||z|| e passando ao supremo quando = € Bx tem-se
que

n 1/p n 1/q

[l (Z |)\k|p> < K(Z |/\k|q> < 0o (absurdo!).
k=1 k=1

Logo, u = 0.

Corolério 1.1.12 Seja u € L(X;Y ). Entio u € 11,1(X;Y) se, e somente se, (uxy)pe, €

0,(Y) sempre que (x)52, € incondicionalmente somdvel. Em particular, u é absolutamente
somante se, e somente se, u é (1;1)-somante.
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Observacdo 1.1.13 Como ||a]| = my4(u) e [[a((zr)iZ)l, < NGl (zx)i, I, entdo

) 1/17 1/‘1
(Z ||ua:k||p> < mpq(u) sup <Z |(x*, x1) > )
k=1

x *€Bxx

Ou seja, o infimo , ,(u) é atingido.

Teorema 1.1.14 (Desigualdade de Grothendiech) Existe uma constante positiva Kg
tal que, para todo espago de Hilbert H, todo n € N, toda matriz (a;), ., € quaisquer

T1yeees Ty Y1, - -5 Yn € By a sequinte desigualdade € satisfeita:
Z aij<xi7yj> S KG’ sup Z aijsitj (].1].)
i,j=1 [sal,lt51<1 4 j=1

Demonstragio. Veja [6, Theorem 1.14]. u

Teorema 1.1.15 (Teorema de Grothendiech) L({1,05) = 111({1,0s) e m(T) < K¢||T||
para cada T € L({q,05).

Demonstragio. Veja [6, Theorem 1.13]. n
Proposigao 1.1.16 (II,,(X;Y), m,,4(-)) € um espago vetorial normado.

Demonstragao. Sejam u,v € I, ,(X;Y) e A € K. Mostraremos que u + Av satisfaz a
desigualdade (1.6 para todo u,v € I, ,(X;Y") e todo A € K.
Pela Proposicao [1.1.10] temos que

m 1/1’ m 1/’1
(Z Hu:kap> < mpa(w) sup (z\x ) )
k=1 k=1

$€BX*
e
m 1/10 m 1/‘1
(Zuvxkup) < () sup ( (@ 2) )
k=1 CCEBX* k=1

para todom € Ne zy,...,x, € X. Logo

m 1/1’ m 1/P
(z u+ anp) < (z e + |Ar||vxkup)

k=1 k=1

m 1/17 m
< (z ||ua:k||p> N (Z Hvxkup)
k=1 k=1

1/p

1/q
< (mpq(u) + [A|mpqe(v)) sup <Z| ¥ ) ) : (1.12)

Z GBX*

10
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Portanto u 4+ v € I1,, ,(X;Y). Além disso, 7, 4(-) define uma norma sobre IL, ,(X;Y).
Com efeito, sejam u,v € II,, ,(X;Y) e A € K. Como K > 0 na Proposi¢ao|1.1.10} 7, 4(u) > 0
para todo u € II, ,(X;Y'). Mais ainda,

Tpe(u) =0 & ||t =0 & u=0 & u=0.
Por fim, da desigualdade (1.12]) (tomando A = 1) segue que
Tpq(t +0) < T g (1) + Tpq(v).
Note também que .
(W) = [ M| = A @] = Al (v).
Logo m,4(-) de fato é uma norma e portanto (II,,(X;Y),m,,(-)) é um espago vetorial

normado. ]

Observagao 1.1.17 Se u € I, ,(X;Y), entdo ||u|| < mp4(u). De fato, tomando n = 1 na

desigualdade (|1.6]),

[ull = sup [uzl]
Jall<1

< sup mpq(u) sup |(a", )]
lzfl<1 z*EBy+

= Tpq(u) sup [lz]
Jall<1

< Tpg (u).

Lema 1.1.18 Sejam 1 <p < 0o e p* o conjugado de p. Se ()22, € Lp(X) € (an)n € Lp+,
entdo s, = Y1 | a;x; converge.

Demonstragao. Seja n > m, temos

n n
[0 — smll = Z @;Ti|| = Sup Z a;(z”", ;)
1=m+1 T*eBx+ |i=m—+1
n 1/p* n 1/p
< > lal” - sup D [P L (1.13)
i=m+1 w*€Bx+ \i=m+1

Assim, fazendo n, m — oo segue que ||s, — $;|| — 0. Como X é um espago de Banach
tem-se que (s,), converge. n

O préoximo resultado estabelecera uma caracterizacdo das sequéncias fracamente p-
somaveis.
Lembre-se que, se 1 < p < 00, entdao L({,;K) = (€,)* = {,».

11
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Lema 1.1.19 Seja x = (2;)3°, € {,,(X). Entao o operador u, : l, — X tal que
um((az)zoil) = Zfil a;T; € continuo.

Demonstracao. Pelo Lema [1.1.18] u, estd bem definido. Além disso, sabemos que, para
todo a* € (£,)", existe a = (a;)2; € £y com |lall . = [la*[| e (a*,y) = 352, a;y:, para todo
y = )2y € Lp. Assim,

[ull = sup [ju(a)]|
GGng*

= sup
a€By_,
P

oo
Z ;T

i=1
o
*
z, Z a;T;
i=1

Gi<l’*, xl>

= Ssup sup
C"GBZP* x*EBx*

hE

= sup sup
T*EBx* aEng*

=1

= sup sup |<G*7(<$*7$i>)§21>’
T*EBx* a*EB(2p>*

= sup [[({z", 2:)) 2],

Tr*EBxx*
= 1)l (1.14)
Em particular, u, é continuo. [
Proposicdo 1.1.20 A correspondéncia u + (ue,), (onde e, = (0,;)32,) produz um

isomorfismo isométrico de L({y; X) em £,,(X) quando 1 < p < oco. Se p = 1, entdo
L(co; X) € isometricamente isomorfo a €y ,(X).

Demonstracao. Suponha 1 < p < oo e considere o operador linear
T:L(p; X) — Ly (X)

definido por Tu = (uey),.

Afirmacao 1: (e,)n € {pw(lp).

De fato, ¢ claro que para todo n € N, e,, € £,«. Como ¢, ¢ isometricamente isomorfo a
(€p-)", para cada a* € By .)- existe uma (linica) sequéncia a = (a,)p2; = ((a*, en))5l; € &
onde [lal, = [la*[| e (0", (yn)nZ1) = 22551 anyn, Para todo (yn)iZ, € lp. Assim

) 1/]3
[(edall, = sup (z (a" en>|p)

(L*EB(ZP*)* n=1

12
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o) 1/p
= sup (Z \an\p> =1

(an)2 21€Be, \n=1
Afirmacao 2: T estda bem definido.
Dado u € L({,-; X)
I7ull,, = lltue)l,
. 1/p
= sup (ZI(x*,ueﬁlp)
l’*eBx* —
o 1/p
— sup (zux*ou,ejﬂp)
x*EBx* _
)P 1/p
(x*ou, e
= Jlull sup [lz*|[{ >_ =7
s b (2

. 1/p
< |lull  sup (ZKb*,eﬂlp) < 00.

b*EB(Zp* )*

pois, (en)n € Lpuw(lp).
Afirmacgao 3: T é uma isometria sobre sua imagem.

Claramente T é linear. Ademais,

| Tull,, = 1(wen)nll, .
[e'e) 1/1’
= sup <Z |<x*,uen>\p>
CB*EBX* n=1

= sup H((SC U€n>)n 1“

T*EBx*
= Sup sup |<b*7 ((fk? Uen))ffﬂ >|
ZL‘*GBx* b*EB(lp)*

Z by (x™, uey)

n=1

<:c*, Z bnuen> ‘
n=1

Z boue,|l .

n=1

= sup sup
e*€Bx+ (bn)32, €By,.

= sup sup
(bn)7L1E€B . z*E€Bxx

= sup
(bn) =1 GBZ *

13
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Como > 7°, byue, < oo (aplique o Lema [1.1.1§ sabendo que (ue,), € €,,(X) e
(bn)2, € £,+), segue que

Z bhue,

sup = sup
(bn) GBZ « lIn=1 (bn)f,,o:1€Bép*
= sup ||u(( n)io:l) = [ull

(bn)fleeng*
Afirmacao 4: T ¢ sobrejetivo.

Dado © = (2,)0%, € £,,(X), tome u, : £ — X tal que uy ((a,)22) = 00, an®y.
Pelo Lema (1.1.19 m u; € L({p;X). Além disso, para todo n € N, u,e, = x,, portanto,

Tuy = (ugen )iy = (Tn)ny-
O caso p = 1 ¢é analogo.

1.2 Ideais de Operadores Lineares

Tanto a classe das aplicagoes lineares absolutamente somantes quanto suas
generalizagoes sao estudadas na forma de ideais de operadores. Desta maneira, podemos
identificar se classes mais gerais conservam boas propriedades da classe inicial.

Definicao 1.2.1 Um ideal de operadores Z é uma subclasse de todos os operadores
lineares continuos entre espacgos de Banach, tal que, para quaisquer espagos de Banach X e
Y as componentes Z(X;Y) = L(X;Y) NZ satisfazem:

(i) Z(X;Y) é um subespaco vetorial de L(X;Y") que contém todos os operadores de posto
finito;

(i) seu € L(Xp; X),v e Z(X;Y) et € L(Y;Y)), entdo a composigao tvu € Z(Xo; Yy).

Defini¢ao 1.2.2 Um ideal normado (Z, || - ||;) é um ideal de operadores Z munido de uma
funcéo || - ||; : Z — [0, +00) tal que:

(i) || - || restrita a Z(X;Y) é uma norma para quaisquer espagos de Banach X e Y
(ii) |lidk|l; =1, onde idg : K — K é a identidade;
(ili) Seuw € L(Xp; X), v e Z(X;Y) et € Z(Y; Yy), entdo [[toull; < [|t|[||v]| 7wl

Definicao 1.2.3 Um ideal normado (Z, || - ||;) ¢ um ideal de Banach (ou ideal completo)
se, para todos os espagos de Banach X e Y, as componentes (Z(X;Y),| - ||;) sdo completas.

14
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Proposigdo 1.2.4 Se 1 < g < p < oo, entao (Il 4, mp4(-)) € um ideal normado de
operadores lineares.

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que II,, ¢ um ideal de operadores. De
fato, dados X e Y espacos de Banach, pela Proposi¢ao sabemos que II, ,(X;Y) é um
subespago de L(X;Y).

Fixe 0 # z* € X* ey € Y. Considere u : X — Y onde u(x) = (z*,2)y. Note que u é
(p; ¢)-somante, pois dados m € N e xy,...,z, € X temos

1/p 1/p
- p - * p PHZ*HP
> [yl = [ 212 Plyll 1P
j=1 Jj=1

m
< Ilylll="] (Z HH)

Jj=1

y*EBxx*

m 1/q
< llyllll="]l sup (ZK@/*,%)V) :
j=1

Pela Proposicao [1.1.10, u é (p; ¢)-somante. Além disso, 7, ,(u) < ||y||||z*|| = ||u|| < mpq(uw).
Portanto, m, 4(u) = [[y[[[|2"]-
Dado w € L(X;Y) operador linear de posto finito, seja € = {y;}7L, uma base de Im(w).

m

A <zj, ->yj para certos z7,...,z; € X*. Como

’ T m

Nos anexos em |(A2)| vemos que w(-) = 3

cada parcela desta soma é (p;¢)-somante, segue que w € II, ,(X;Y). Consequentemente,
IL, ,(X;Y) contém os operadores de posto finito de X em Y.

Sejam agora t € L(Xo; X), v € I, ,(X;Y) e u € L(Y;Y)) com X, e Yy espagos de
Banach. Considere os operadores

law(X0) = Ly 0(X) =5 0,(Y) 25 0,(Yp).

Pela Observacao e pela Proposicio [1.1.10] sabemos que ||£*]| = |||, ||7]] = mpq(v)
e ||@*]| = |Jul|. Além disso,

U017 Lya(Xo) — £,(Yo)

é tal que

@08 (za)nly) = @ 0 ((tza)oly) = W ((vt2,)72,) = (wvtwa)iZy = wot(z,)72,.

Assim, uvt : Ly,(Xo) — £,(Yy) estd bem definido, ou seja, uvt € TI,,(Xo;Y) com
Tpg(wot) = [[uvt]| = |[a* 0 || < [[@[[[[D][[[e]} = [@*[|mpq ()21} = lullmpq ()]
Note ainda que para todo x € K,
[ = [[(,0..)[],
= [[(idx (x), idx(0) .. )1,

15
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S 7Tp,q<idK)H(l'a 07 c ')”q,w

= Tp,q(id)|z].

Logo mp4(idg) > 1.
Como ¢ < p,

Logo m,4(idx) < 1, ou seja, 7, ,(idkx) = 1. Portanto (II,,, 7y 4(-)) é um ideal normado. =
Proposigao 1.2.5 Seja 1 < ¢ <p < oo entdo (11,4, mp4(+)) é um ideal de Banach.

Demonstracgao. Dados X e Y espacos de Banach, seja (u,)%; uma sequéncia de Cauchy
em I, ,(X;Y). Como || - || < mp,(-), segue que (u,)5>; é uma sequéncia de Cauchy em
L(X;Y). Logo (u)i, converge para algum u € L£(X;Y). Queremos mostrar que u é
(p; q)-somante. De fato, para cada n € N, defina

Up  Lguw(X) — (V) (z)i2y = (Un@i)i2

Como ||ty,|| = mpqe(un), tem-se que (u,)52, é de Cauchy em L(¢,.,(X);0,(Y)) que é um
espaco de Banach. Logo ()52, converge para algum w € L({;,(X);¢,(Y)). Denote
(Ye)o2y = w((zr)52y). Assim, seja z = (v5)52; € ly0(X) \ {0}. Dado ¢ > 0, existe
no € N tal que

Vn >ny = ||u, —w| < —.
14,0

Dai,
— [e.e] oo 6
Vn 2 ng = ||tn ((z)il1) — w ((20)i2) |

< el
N (| PV

Assim
o] 1/p
(S =) <=
k=1
Portanto, para todo k € N

n>ny = |u.xr —uil| <e,

16



Capitulo 1 Operadores Lineares Absolutamente Somantes

ou seja, nh_}lgo u, T = yi para todo k € N. Como nh_}ngo u, =uem L(X;Y), entdo nh_)nolo UpTp =
uzry em Y, para todo kK € N. Pela unicidade do limite, (uzy)i2, = (yp)ie; € (,(Y).
Concluimos que

U ((zr)ily) = (ue)iZs = (Ye)izy = w ((@r)i2y) -

Assim @ = w € L({g,,(X);¢,(Y)). Portanto, u € 11, ,(X;Y) e entao II, ,(X;Y) é completo.
]

1.3 O Teorema da Dominacao de Piesch

Teorema 1.3.1 Sejam K um espago compacto de Hausdorff e x* € C(K)" funcional linear
positivo ((x*,u) > 0 se uw > 0) com (x*, 1) = 1. Entdo, existe uma unica medida regular de
probabilidade 11, definida na o-algebra de Borel de K [1], onde

) = [
K
para todo u € C(K).

Demonstragao. Veja [I, Theorem 4.2.10]. n

Corolario 1.3.2 Seja P(K) o conjunto formado por todas as medidas de probabilidade em
K, entdao a aplicacdo
¢: P(K)— {z* € C(K)" ; x* é positivo e (z* 1) =1}
w o = D) C(K) —R
p = (p)(p) = Jk pdu
¢ bijetiva e além disso ®(P(K)) C Bek)y*-

Demonstracao. Do Teorema segue que P é bijetiva. Note ainda que, dado p € P(K),

[@()]l = sup

PEBo(K)

/ sodu’ < sup [ |pldu <1
K

PE€Bo (k)

Lema 1.3.3 Sejam X e Y espacos de Banach, u : X — Y um operador p-somante e
M C X um subconjunto finito. Defina, para cada M,

Uy By — R Uy(a) = Y (luzll” — mp(w)’| (", 2)P)
zeM

G={Vy ; M C X finito} e F sua envoltéria convera. Entdo, para todo ¥ € F, existe
um xy, € Bx~ tal que ¥(z},) < 0.

la definicdo esta presente nos apéndices.
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Demonstracgao. E conveniente considerar M como uma sequéncia finita em X. Dessa
forma, repeticoes serao admitidas quando realizamos uniao desses conjuntos.

Como |J,| é continuo em By« e |J.(z*)| = |(z*,x)| para todo © € M, segue que
\IIM S C(Bx*) LOgO F C C(Bx*)

Dado ¥ € F, existem k € N, Ay,..., A\, € [0,1] tal que Z?;l Aj=1leV¥ = Z?Zl AW,
para alguns Wy, € G. Defina

k
U{ pr; xGMj}.
Como |J,| é continua em By« (compacta na topologia fraca *), existe zf € Bx~ tal que

sup Z]a::c Z|x0,

x*€Bxx €My €My

Assim,

=22 > (lual” = mp(w)’|{a5, 2)[°)

j=1 xeM;
k
p
=3 > (lu72)|” = mp(w)? (x5, A 7))
j=1zeM;
= Z [|u(y ||p_77p Z |x07 |p<0
yEMq, Z'EM\I;

A qltima desigualdade segue diretamente da hipétese. Tome zf = 23, e tem-se o resultado.
n

Lema 1.3.4 Seja P = {f € C(Bx-J; f(¢) >0, para todo ¢ € Bx-}. Entio P é aberto e
convezo.

Demonstracao. Com efeito, dados f,g € P e A € [0,1], Af + (1 — X)g é continuo em By-.
Além disso, como f(¢), g(¢) > 0 para todo ¢ € Bx~ segue que Af(¢) + (1 — N)g(p) > 0.
Logo, para todo A € [0,1], Af + (1 — A\)g € P. Assim, P é convexo.
Dado f € P, como Byx: é o(X*; X)-compacto, existe zf; € Bx« tal que f(xf) =
min_f(z"). Dado g € C(By-) tal que |f — gl., < = = /(a5),2.

T*EBx*

[f(z") = g(z")| < |If — gll <e Va" € Bx-.

2A bola X* é compacta na topologia fraca estrela. Para mais detalhes, consultar o Teorema de Banach-
Alaoglu-Bourbaki nos apéndices.
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Assim, g(z*) > f(x*) —e > f(z}) > 0. O que implica em B(f,e) C P. Portanto P é aberto.
]

Teorema 1.3.5 (Teorema da Dominagao de Pietsch) Suponha que 1 < p < oo e que
u: X — Y é um operador linear limitado entre espacos de Banach. Entdo u é p-somante
se, e somente se, existe uma constante C' > 0 e uma medida reqular de probabilidade de
Borel 1 em Bx« tal que

1/p
Juz] < c( [l Ipdu> (1.15)
By
para todo v € X.

Demonstracao.
Suponha que existe C' > 0 e uma medida p como acima tal que ([1.15)) é satisfeita. Tome
x1,...,2, € X. Logo
fua | < €7 [ l(a* ;)
By

para todo 7 =1,...,k. Dal,

znux]npwpz s

_Cp/ Z|I ;)| dp
BX*

SCP/B sup Z|a: z)|Pdp

X* px eBX*j 1

=CP sup Z\x T, |p/ du
X*

=CP sup Z\(x*,xjﬂp.

T*EBx* j=1

Por fim, segue de nos anexos que u é p-somante.
Agora, suponha que u seja p-somante. Considere

Uy Bxe — Ry Uy(a) = ) (Jluz]” — mp(u)’ |2, 2)[)

zeM

G o conjunto formado por todos os Wy, e F sua envoltéria convexa. Pelos Lemas e
1.3.4] tem-se que F NP = @ e, aliados ao Teorema de Hahn-Banach (1* versao geométrica),
existem pg € C(Bx+)" e a € R tais que

po(War) < a < po(f),
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para todo Wy, € F e para todo f € P.
Afirmacao 1: pg é positiva.
Observe que tomando M = {0}, temos que Wp = 0, pois para todo ¢ € Bx-,
oy () = [[u(0) [P + 7, ()] (&, )P = 0.

Logo
0<a<po(f)

para todo f € P (ou seja, para todo f € C'(Bx+) onde f > 0).
Em geral, dado h € C(Bx~), com h > 0, defina para cada n € N,

Portanto, lim h, = h. Como 19 é continua, segue que Lim po(hn) = po(h) > 0. Logo po é
positivo.

Defina agora p : C(Bx+) — R tal que u(f) := M%(l),uo(f), para todo f € C(Bx+).
Assim,

e 1 estd bem definido, pois 10 (1) > 0 e pg estd bem definido;
e 1 é positiva e pu (1) = 1. Claramente.

Pelo Teorema e por p (1) = 1 sabemos que p é identificada com uma medida de
Borel regular de probabilidade em Bxx.

Afirmacgao 2: a =0

De fato, jaA mostramos que a > 0. Dado n € N a funcdo f, : Bx» — R tal que
fn(z*) = 1/n pertence a P. Além disso, lim f, = 0. Como g ¢ continuo,

dim y10(fn) = 110(0) = 0.

Como a < po(f,) para todo n € N, segue que a < 0 e portanto a = 0.
Note que dado =z € X,

/Lo(\I/{I})
p(Wn) = ——>—==-<a=0,

e daf (Vi) < 0. Assim,
Wiy (27)dp = / (Jul” = mp ()" |2, 2)[") (")
BX* BX*
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—luall [ dp—mwp [ | @)Pdp <0
By By

E entdo

et < ([, e ipin)

Usando a inclusao dos espagos L,, segue imediatamente o seguinte corolario.

Corolario 1.3.6 Se 1 < p < ¢, entdo II, C II,.
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Chapter 2

Versoes Abstratas do Teorema da
Dominacao de Pietsch

2.1 O Teorema da Dominacao de Pietsch Unificado
(TDPU)

Sejam X, Y e E conjuntos nao vazios, F uma familia de aplica¢des de X em Y, K um
espaco topolégico compacto de Hausdorff e G um espaco de Banach. Considere também as
aplicacoes

R:K X ExG—[0,+0)
S:FxExG—|0,+00).

Definicao 2.1.1 Sejam 0 < p < 0 e f € F. Dizemos que f é R-S-abstrata p-somante
se existe uma constante C' > 0 tal que

n 1/p n 1/p
ZS(f7 x]7bj>p S Osup (Z R(Sowxhbt)l/p) ;
j=1 peK \¢=1

paratodon € N, xq,...,z, € Eeby,...,b, € G.

Observagao 2.1.2 Para que possamos abordar a versdo unificada do TDP, serao
consideradas as seguintes condicoes:

(1) Dado f € F existe um xg € E tal que R(p,zo,b) = S(f,xo,b) = 0 para todo b € G,

(2) Dados x € E e b € G a aplicagao
Rm,b K — [07 +OO) ) Rm,b(@) = R(QO,ZL’, b)
é continua;
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(3) As seguintes desigualdades sao satisfeitas:
o R(p,z,mb) <nR(p,z,b) paratodo p e K, x € E,beGe0<n<1;
o S(f,x,nb) >nS(f,x,b) paratodo fe F,x e E,beGe0<n<1.

Teorema 2.1.3 (TDPU [1}]) Sejam R e S aplicacoes satisfazendo (1), (2) e (3) e
0 < p < oo. Entio f € R-S-abstrata p-somante se, e somente se, existe uma constante
C > 0 e uma medida reqular de probabilidade de Borel  em K tal que

1/p
S(f,x,b) < C’(/ R(cp,x,b)pdu) (2.1)
K
para todox € E eb e @.

Demonstragao. Veja [14]. u

Essa versao abstrata do Teorema da Dominacao de Pietsch permitiu recuperar a sua
versao correspondente em diversas classes de operadores, vejamos alguns exemplos.

2.1.1 Aplicagoes Lineares p-somantes

Teorema 2.1.4 Suponha que 1 < p < oo e que u: X — Y € um operador linear limitado
entre espagos de Banach. Entdo u é p-somante se, e somente se, existe uma constante C' > 0
e uma medida regular de probabilidade de Borel n em Bx- tal que

ot <01t Pate)) 22

para todo v € X.

2.1.2  AplicagGes Lipschitz 7(p)-somantes

Defini¢ao 2.1.5 (Mezrag-Tallab [12]) Sejam H um espaco de Banach, T' € Lipy(X; H) e
1 < p < oo. Dizemos que T é Lispschitz 7(p)-somante se existe uma constante C' > 0 tal
que

cpEBX#
vEB

N 1/p N 1/p
(; r<v;,ij—Tyj>|p) <C sup (;Mm_¢<yj>><v;,v>r) L (23)

para todo N €N, z;,y; € X ev; € H*,com j=1,...,N.

Teorema 2.1.6 (TDP [12]) Uma aplicagio T € Lipy(X; H) e Lipschitz-t(p)-somante se,
e somente se, existe uma constante C' > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel
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em Byx# X By tal que

1/p
(7() = T), ) < O [ 166@) = o) @, 0") Patip, 07 (2.4

para todo v,y € X ev* € H*.

2.1.3 Aplicagoes Multilineares p-dominadas

Sejam Xy,..., X, espacos vertorias normados sobre o mesmo corpo K. O conjunto
X x---x X, munido com as operacoes usuais de soma e produto por escalar, é um espago
vetorial sobre K. Podemos equipar esse espago com a norma

11 X0 e x X — [0,00) 3 [l == max [fa]
onde r = (z1,...,2,) € X7 X ... x X,. Eassim, (X; x---x X,,|||) torna-se um espaco
vetorial normado.
Definicao 2.1.7 Sejam X; x ... x X,, e Y espacgos vetoriais normados. Uma aplicacao
T:X;x---xX, — Y én-linear quando paracadai=1,...,n, z;,y; € X; e A € K, vale
que

T(xy, oo+ Mgy ooy n) =Ty, oo gy xn) + AT (21, Yy oo ).
Definicao 2.1.8 Sejam Xi,..., X, e Y espacos de Banach, dizemos que uma aplica¢ao n-

linear T': X7 x ... x X,, — Y é continua quando existe uma constante C' > 0 tal que para
todo x = (z1,...,2,) € X1 X ... X X}, tem-se

n
IT (s, o ea)lly < C T el
j=1

Denotamos por £( X7, ..., X,;Y) o conjunto formado por todos os operadores n-lineares
continuos de X; X --- x X,, em Y. E facil notar que a funcao

|-l (X, ..., X Y) — [0,400) ; [|T]| = sup [|[T(x1,...,2)]ly

=<1

define uma norma. Além disso, é também facil verificar que (L(Xy,..., X;Y), || - ||) é um
espaco de Banach.

Defini¢do 2.1.9 Sejal <p<oceT € L(X; X---xX,;Y). Dizemos que T é p-dominada
quando a sequéncia

sempre que

para todo j =1, --- ,n.
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O termo “dominada”é justificado pelo seguinte resultado.

Teorema 2.1.10 Uma aplicagio T € L(X1 X -+ X X,;;Y) € p-dominada se, e somente se,
existe uma constante C' > 0 e medidas de Borel requlares de probabilidade p, em Bx,~ tais
que

|T@®, .. 2| < 1l (/BX

k=1

» 1/p
(o) i)
para todo xp € X, ek =1,--- n.

Apesar de o ultimo teorema apresentar diferencas estruturais em relacdo ao TDPU, foi
provado em [4, Theorem 3.2] uma caracterizacao dessa tltima classe por um teorema de
dominacao do tipo Pietsch que envolve apenas uma medida regular de probabilidade. A
saber, uma aplicagdo T' € L(X; X --- x X,,;Y) é p-dominada se, e somente se, existe uma
contante C' > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel ;1 em Bx: X --- x Bx; tal
que

» n/p
dp(ay, - 7962)) o (25)

HT@w,“,wngc<é

para todo (M € X;,..., 2" € X,,.
Apresentaremos agora uma classe onde (até onde sabemos) o TDP inerente nao pode
ser recuperado pelo TDPU.

zn: (a5, 2%)
k=1

XX B
x5 Xk

2.1.4 Aplicagbes Multilineares (¢, ..., g,)-dominadas

Defini¢ao 2.1.11 Sejam 1 < ¢1,...,¢n,q < 00 com 1/q =1/q¢; + -+ 1/q,. Dizemos que
uma aplicacao n-linear T' € L(X; X --- X X,;Y) é (q1, ..., ¢,)-dominada se existe uma
constante C' > 0 tal que

¢ (1) AR )
<;HT(% ey Ty )H) SC’H sup <Z’<x Ty >

paratodokGNex&j) € X;, com (t,7) € {1,...,k} x{1,...,n}.

Teorema 2.1.12 (TDP) Uma aplicacio T € L(X X ... x X;;Y) € (qu, ..., q,)-dominada
se, e somente se, existe uma constante C' > 0 e medidas requlares de probabilidade de Borel
pj em By« tais que

(e <L (),

<x*,x(j)> e

, 1/g;
) .1




Capitulo 2 Versoes Abstratas do Teorema da Dominacdo de Pietsch

para todo x99 € X; ej=1,...,n.

Demonstragio. Veja [11] e [17]. n

Se tivermos ¢ = --- = ¢, = ¢ na Definicao obtemos o caso das aplicagoes
multilineares g-dominadas, e nesse caso, o teorema acima é recuperado por sua versao
unificada.

Entretanto, ndo é possivel caracterizar as aplica¢oes multilineares (¢1, . . ., ¢, )-dominadas
por um teorema como o que aparece em [4 Theorem 3.2], por exemplo. E assim, os
parametros F, FE, K, G, R e S nao serao suficientes para esta versao multilinear do TDP
acima. Dai a necessidade de buscar uma versao ainda mais geral para o TDP.

2.2 O Teorema da Dominacao de Pietsch Generalizado
(TDPG)

Veremos nesta secao a forma generalizada do TDP que recupera todos os teoremas do
tipo dominagdo de Pietsch, incluzive o TDPU e o Teorema [2.1.12] Além disso, veremos que
o TDPG melhora o TDPU reduzindo uma de suas hipoteses. Também veremos que este
ultimo pode ser melhorado ainda mais.

Sejam Xi,...X,,Y e Eq,..., E, conjuntos arbitrarios nao vazios, F uma familia de
aplicagoes arbitrarias de X; x --- x X,, em Y, Ki,..., K; espacos topoldgicos compactos de
Hausdorff e GGy, ..., G} espagos de Banach. Para cada 5 = 1,...,[, considere as aplicagoes
arbitrarias

Rj: K; x Ey X -+ X B, x Gj — [0, +00)

St FXE X x By x Gix, -+, xGy — [0, +00).

Defini¢ao 2.2.1 (D. Pellegrino, J. Santos e J. B. Seoane-Sepilveda [15]) Sejam
0<pi,....,p,p < oo tal que 22:1 1/p; = 1/p. Dizemos que f € F é Ry, ..., Ri-S-abstrata
(p1,--.,p)-somante se existe uma constante C' > 0 tal que

1/p;

k 1/p ! k
m D\P m i)\ Pi
(zsmg“,...,xg 0 o) ) <[ sw (szw,xg”,...,xg ) 50 )
t=1

j=1%€K; \t=1

para todo xgi),...,xg) € E;, bgj),...,b,(j) €Gje(i,j)ed{l,....,m} x{1,... 1}

A exemplo do TDPU, aqui também consideramos algumas condigoes as aplicacoes IR; e

S.
(i) Dados 29 € E;, bY) € Gj e (i,7) € {1,...,m} x {1,...,1} a aplicacio

R, (x(i)):ll,b(j) : Kj — [07 +OO) ; Rj,(a:“)),l.:l,b(j)((p) = Rj (907 x(l)u s 7x(m)7 b(j))

B
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é continua;

(77) As seguintes desigualdades sao satisfeitas:

R;(, x(l), o ,:L‘(m), nb(j)) < nR;(p, x(l), o ,x(m), b(J))
!
S(f?‘r(l)a"'7x(m)7a1b(1)7"'7alb(l)) > S(f,.fl’l, 7xm7b(1)7 7b(l)) Ha]
j=1

para todo bY) € Gy, ¢ € K;, 29 € E;, 0 < nyau,...,ap < 1e (i,j) € {1,...,m} x

(1,....1.

Definicao 2.2.2 Uma colecao H de aplicacoes ¥ definidas em um conjunto W é dito
concava se, dados Uy,..., ¥, € H e A,...,\, € [0,1] tais que 37, \; = 1, existe
\If(q,j)?:p(,\j)?zl € H satisfazendo

DoNi(e) < W ogn, (9),
j=1

para todo ¢ € W.

Lema 2.2.3 (Ky Fan [16]) Sejam W um subconjunto compacto convexo de um espago
topolégico linear de Hausdorff, H uwma familia concava de funcgoes reais converas e semi-
continuas inferiormente tomando valores de W. Se para todo ¥ € H existe um g € W tal
que V(py) < o, entdo existe um @q € W tal que V(pg) < o0 para todo ¥ € H.

Demonstragdo. Dado ¥ € H e ¢ > 0, o conjunto A(¥,¢) := U((—o0, e + g]) é fechado,
pois ¥ é semi-continua inferiormente. Queremos mostrar que toda interse¢ao dos conjuntos
A(¥,e) é nao vazia. Com efeito, dado um interse¢ao finita N, A(V;,¢;), considere os
seguintes conjuntos:

P:{(§1a7€n)€Rn; €ZS€Z+Q7 Z:]_,,TL}7

Q= {(\Ill<90)7°"’\1}n(¢)) eR"; S W}

e Q a envoltéria convexa de Q). E facil verificar que P é convexo.
Afirmacgao: QNP # o

Caso QN P = &, pelo Teorema de Separac¢ao de Convexos (em dimensao finita), existiriam

um vetor (aq,...,a,) € R" ea € Rtal que Y0 |ay| =1e
n n
DG <a <) g
i=1 i=1

para todo (&1,...,&,) € Pe(q,....q,) € Q.
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Se 0 > 0, entao dado s < —p, sejat = s+ o < 0. Logo, tem-se que te; € P para todo
1=1,...,n e para todo t <0, pois

s<eg+=s+po<l¢g+to<=t<¢g +o,

para todo ¢ = 1,...,n. Logo, ta; < a para todot < 0e¢ = 1,...,n. Em particular, se
t <0, tem-se «/t < «;. Passando ao limite em quando ¢t — —o0, segue que 0 < «; para todo
1=1,...,n.

Se 0 < 0, entao dado s < p, defina ¢ = s + p < 0. Analogamente ao pardgrafo acima,
podemos concluir que 0 < «;, para todo ¢ = 1,...,n. Assim, > ;o = 1. Como H ¢é
concavo, existe Uy € H tal que

Uo(p) > ZO%‘I%'(@) > o> Z%&' >0
i=1

i=1

para todo ¢ € W, sendo que a tultima desigualdade é estrita, pois ao menos algum o; ¢é
diferente de 0 e ; > 0 para todo i = 1,...,n. Contradizendo a hipotese. Logo, QN P # &.

Seja (&1,...,6) € PN Q, logo existem Ai,..., A, € [0,1] tal que X2, \; = 1 e
(U1(pj), - ¥m(p;)) € Qcom j =1,...,m tais que

(€1 8n) = 2o Ni(Wals), -, Unl(p5))

7j=1
e & <¢; paratodoi=1,...,n. Seja p; =3, \;jp;. Logo,

m

)\j%') <D NT(p)) =& <,
=1 j=1

‘I’i(%) =, (

para todo ¢ = 1,...,n. Dai, v; € N, A(V;,&;). Mostramos com isso que a colegdo de
fechados de W

{A(W,e); VeHeec>0}

satisfaz a propriedade da intersecio finital] Como W é compacto, segue que uma intersecio
arbitraria de fechados Nwex A(W, ) é sempre nao vazia. Em outras palavras, existe ¢y € W
e>0

tal que, dado W € H, ¥(ypy) < e para todo € > 0. Logo, ¥(py) < 0 para todo ¥ € H. [ ]

Lema 2.2.4 Sejam 0 < py,...,p,p < 00 tais que Z§:1 1/p; =1/p, entdo

R L1
*Hq'pngq’pj
D= ’ j=1Dj ’

para quaisquer qi,...,q > 0.

Ver a Proposicao 1 nos apéndices.
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Demonstragao. Veja [0, p. 40] [ |
Teorema 2.2.5 (TDPG [1]]) Sejam Ry, ..., R, e S satisfazendo (i) e (ii). Uma aplicagdo
f€F éRy,...,R-S-abstrata (p1,...,p)-somante se, e somente se, existe uma constante
C > 0 e medidas regulares de probabilidade de Borel p; em K; com j =1,...,1, tais que

! 1/p;
S(f,z™, .. 2™ pM, D) < C1I (/ R; (gp,x(l)’...,x(m) bﬂ))pjdu (¢ )) (2.8)
j=1 \"Ki

para todo 29 € E;, b € Gy e (i,7) € {1,...,m} x {1,...,1}.

Demonstracao. Comecaremos pela reciproca. Sejam a:&i), . (Z) ckb;e b1 yee ,b§j) € G,

com (i,7) € {1,...,m} x {1,...,1}. Por hipétese,

k

SUS(f e a e eD)

t=1
T (1) oy e\

SCPZH</ RJ(%% 9. s Tt 7bt]) d/LJ>
t=1j=1 \’Kj

(%) l i p/pj

S cr (Z RJ ((107x§1)7 7$§m)a bgj)) ]d,uj>
j=1

i}
M= 5

NP

=T 330 (oot ),

j=1 \"Kj =1

k » p/pj
1 m

<C"]] (sup > R, (go,x,g), ! ),b£3)> ]/ dﬂj)

j=1 \PEK; ;=1 K;

l k , p/Pj

=C"[] <sup > R; (go,:z:ﬁl), ,xﬁm),b§])> J) :

j=1 \PEK; t=1

onde a desigualdade em (x) é valida gracas a desigualdade Holder. Assim, f é
Ry,..., Ri-S-abstrata (p,. .., p)-somante.

Agora, suponha que f € F é Ry,..., R, — S-abstrata (py, ..., p;)-somantes. Seja P(Kj)
o conjunto das medidas regulares de probabilidade de Borel em K, para cada j =1,...,L[.
Temos que P(Kj;) pode ser visto como um subconjunto compacto de Bo(x;)- para todo
j=1,...,1 (veja [20 Teorema 2.3.4]).

Dadosk: €N, xl . x,i) em E; 661 ,...,b,gj) em G, com (i,7) € {1,...,m}x{1,... 1},
defina

U= 0 : P(Ky) x ... x P(K;) — R

(b(7))t 1 GHE{l,..mIx{1,...1}

tal que
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v ((Mj);’:l) = zk: BS (f’ oD ,bﬁ”)p_

t=1
l . .
o [ R (a0

Seja também H a familia formada por todas as aplicagdes W. Por simplicidade,
denotaremos

o (1) (m); (1) 0)
(@) 5 = s Bty s Tty Og 55 B
S( )m (b )l (f) . S (f l‘t ‘,'Ct bt bt )
i =1\ ) e

R, (2()! b(j>(90) = R;(ep, ARSI G0N b(j))_
’ i=1’

J

Pelo Teorema [1.3.1) cada p; ¢ identificada como um funcional linear continuo x5 € C(K;)"

onde
/Kj R dp; = <93;7 Rj,tpj> ;

para todot =1,.... ke j=1,...,1. Logo, cada parcela da definicaio de ¥ é continua, e
portanto, ¥ é continua. Além disso, cada ¥ € H é convexa. Com efeito, dados A € [0,1] e
(1)1, (p)y € PUEY) % ... x P(Ky), denote (85)_, == Alty)'y) + (1— A)(py)'_,. Assim,
temos:

N ) p ! 1 Py
:; ) s<x§i))jly(by))lv1(f) _ij;pj/m Rj’<x§i))ilyb§j>(w)] d(;)
p p
3] o~ | A -2 l
=2 S<wr>>:z<bgﬂ>>“<”] p S<xs>>:z<bx>>ff’]
L1 Pi

j=1 ] ’ ’
P P
LA D 1—A

ik S@w)%@mlf”] ey ey Y

L1 " L1 "
_ijzlij . R] (x?));l b()(go)] duj+(1—A)]lej/Kj Rj,(mgi))i_l7b§j)(g0)] dpg]

X 1 p ! 1 pj
_ _ _ P _
= )\; » S(z(z))zl,(b?))iﬂ(f) C ]Z::ij /Kj RJ»(I(Z)>Z_ b(J)((p)] d/L]

k 1 l 1 b
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= AV ((Nj)é’:l) +(1=NV ((Pj)é‘:l) :

Mostraremos agora que H ¢é concavo. Para isto, dados aplicacoes Wy,..., Wy € H e
0< /\1, oA <1 tais que Y0 A = 1 temos

ZA‘II :U’Jj 1)

r=1  t,=1 p j=1Dj

R COMCIIN —oxl |7 =)

r=1t,=1 j=1DPj
=: ¥y ((M)j:l) ,

que é uma soma finita nos mesmos moldes da definicao de V. Logo ¥, € H e portanto, F é
concavo.

el Sy () V) ot / (0|

Como cada K; é compacto e R / ,\m ,, € continua em Kj, existe um ¢; € Kj tal
i(a7)" o

i=1

k P k Pj
o % (5 09) =5 (o 0 )

Dado ¥ € F, tome ,u}l’ = 0,; a medida de Dirac em K com respeito a ;, para cada
j=1,...,1. Assim,

que

j= 1p]

k 1 . l 1 pj v
= Z » S(Igz)):” ’(bij))l (f) - C Z /KJ R]( oY b(j)(go) dp;
-1 - )

=1 Pi /K3

ko L q k pﬂ'\p
“ER\ ) w) ) T AZ@?Z.M@)%

j= 1p]
p

k 1 l 1 k Pj .
- ZE S(xil))m 7<b£j))lv7 ()] — sz /{%} 2 (R Ne , b(” (p)) dij

kEq b = L k Dj . 1/p; | Pi
- n ! - p . . .
— ; ’ S(xii))jl’<b£j>)j1(f) C ]Zl P (/{%} 2 ( i (Z§Z)>i_1’bij)(gp)) d,ug )
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! 1/p; Pi
Ll ! 1 k
— Z}; S(gcgi))?l,(bgj))z.l(f) —Cry ZT (sup ; (Rj’ (xii)):l’bgj)(tp)) ) :

Usando o Lema 2.2.4] com

segue que

((u )i )
k 1 P CP l Dj 1/p; P

pois f é Ry,..., Ri-S-abstrata (p1,...,p)- somante

Decorre do Lema [2.2.3| que existe (,u]) € P(Kl) . X P(K;) tal que W((fz; )z ) <0
(i

para todo W € F, ou seja, paratodokEN xl ,...,xk GEiebl ,...,b,(f € G; com
(i,7) € {1,...,m} x {1,... 1}, tem-se

S

“%

<0

- Y

kol p L ” B
2 p (x;)’“ (5) 20 Bt Dy /K (Rj,(x;n)f” ,bgj)(so)) di;| <0 (29)

t=1 j=1Pj
Em particular, tomando k£ = 1 segue que

1(S(w‘”) (09, ) <sz ( () b<a>(90))pjdﬁj. (2.10)

p ]lp]

Dados 29 € E;, b9 € Gj e (i,5) € {1,...,m} x {1,...,1}, defina

Ei (/K (B oy, bm“"))pjd@)

J

1/p;

Seja
I'={je{l,...,l}; 7, #0}.
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Se I = @, segue de (2.10) que
S, oy, =0

e a desigualdade (2.2.5) fica evidente. Caso contrario, para cada j € I, seja £; > 0 grande o
suficiente de tal maneira que

!
0< (Tijppj> < 1.
Seja e = max ¢;. Assim,

je{1,..,l}

para todo j € I. Defina agora
-1

<Tj5”’j) , sejel
1 , se ] &1.

Logo 6, € (0,1] para todo j = 1,...,[. Por (2.10) e (ii) obtemos

1

pPj
- S -\ T 0\ ! < Op ( i j > d/\
P < (:p(z))izl,((;jb(]))j X > ]Zl i / (i ) 000 ) () 127
6, pi
<C? Z / < x(z) b0) (@)) dp;

j=1 bj
g, g,
=P 277—17] _}_277—29]
jel Fj Jé€I J
< Opz 1 (7. 51/ppg) P 7P
jel pJ
1 1
= CPetPy" — < —crep, (2.11)
jel Pi p
Portanto,
S T 0. < Cre~l/p 2.12
(l.(i)>m ’<b(j))l (f) Jj = € : ( . )
i=1 j=1 -
e entao

(S(ac( L) (f)) < crelp (1;[1 Qj)
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< CPe~Up I1 (Tjgl/ppj)p
jel
— (PP H ijgl/pj
jel
_ cvo(Soermmin) 1. (2.13)

jeI

Se I ¢ {1,...,1}, entdao Y ,c;(1/p; —1/p) < 0. Logo, tomando o limite quando
£ — +oo em ([2.13)) temos que

S(mu))f’i (b)) _ (f)=0

i=1’ Jj=1

e obtemos a desigualdade (2.2.5)).
Se I ={1,...,l}, entdo (2.13) assume a forma

l

(S(m))zl,(b(j))l__l(f)> <cr 1:[1 75’ (2.14)

Portanto,

! Pj 1/p;
e, (1 o) )

2.3 Melhoramento do Teorema da Dominacao de
Pietsch Unificado

Utilizando o TDPG teremos a seguinte versao melhorada do TDPU que nao exige a
primeira hipdtese da Observagao [2.1.2

Teorema 2.3.1 (TDPU) Sejam R e S aplicagoes satisfazendo (2) e (3) e 0 < p < 0.
Entao f é R-S-abstrata p-somante se, e somente se, existe uma constante C' > 0 e uma
medida reqular de probabilidade de Borel em K tal que

1/p

< p
S(f,z,b) < C’(/ R(p,x,b) )
para todox € E eb e Q.
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Demonstragao. Tome m =n =1 =1 no Teorema [2.2.5 ]

Podemos ir mais além nessa dire¢ao e provar a versao unificada do TDP apenas exigindo
uma hipétese sobre a aplicacao R e permitindo que S seja arbitraria.

Lema 2.3.2 Uma aplicagcao f : X — Y é R-S-abstrata p-somante se, e somente se, existe
uma constante A > 0 tal que

n 1/p 1/p
(Z N S(f, xj,bj)p> < Asup (Z)\ R(p,x,b;)" ) (2.15)

pEk j=1

para todo x1,..., v, € E, by,....b, € G e \,..., )\, €ERT.

Demonstracao. A reciproca é clara, basta tomar \,...,\, = 1. Por outro lado, dados
n €N, x,...,2, € Eeby....b, € G, suponha inicialmente que A; € N para todo
7 =1,...,n. Logo, por hipdtese, existe uma constante C' > 0 tal que
Z )‘ S f :E], )
- S(faxlabl) ’ +S(f7x17bl)p+' T +S(f>$n>bn)p + -+ S(faxnvbn)p)
A1 vezes An vezes
< CPsup R(p,x1,01)" + -+ -+ CPsup R(p, z1,b1)" + -+
peK peK
A1 vezes
+C? sup R(QO, Tn, bn)p +-+CP sup R(S@ Tn, bn)p
peK peK
An vezes
= C’psupZ/\ R(p,x,b5)".
peK

Assim a desigualdade (2.15)) é valida para Aq,...,\, € N.
Seja agora A\; = 2 € QT para todo j = 1,...,n. Temos,
J

o [T, si 75
Z;{S(f,xj,bj)p : Z ]Sij, i)’
j=1 5]

zlSzJ 155

1

n Z TJHSZ f‘rja ’)p'
H -1 z] 1

=1
i#]
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e pela primeira parte da demonstracao, sabemos que

sup Z T H si | Rlg,j,05)"

1= 1 S’L QDGK

S LS(f,2,,b,)f <C
j=1 57 -

n T’sz .y S; g
ngupZ —2— | R(p,x;,b))

n
S i=15i

—Csupz jR (o, 24,b5)".

PpEK ;1 5§

Fica entao provado a desigualdade (2.15)) para Af,..., A\, € Q™.

Considere agora os escalares Ay,...,\, sendo reais positivos arbitrarios. Suponha por
absurdo que para todo C' > 0 existam nc € N, zy,...,2,, € E, by,...,b,, € G e
Ay Ane € RT tais que

ne 1/p 1/p
(Z N S(f, xj,bj)p> > (' sup (Z)\ R(p,x;,b)) ) ) (2.16)

j=1 peK \ j=1

. o
Para cada j = 1,...,n¢, seja (qk(”)k | uma sequéncia de ntmeros racionais que
converge para A; respectivamente. Logo

])R(go,a:],b ) —> Aj R((,D,,Tj7b )p
paratodo j=1,....,nc e p € K. Assim,
ngc nc

ZQk(j)S(fa xj’bj)p L Z)‘J'S(fv Ljs bj)p

Jj=1 Jj=1

e, por (Ab),
: . .
C sup Z qk(])R(go, z;,0;)" — C sup Z NiR(p,xj,b;).

peK j—1 peEK j—1

Disto e da desigualdade (|2 segue que, existe ng € N tal que

no
> @V S(f, 5,0 >CSUPZQ DR(p, z5,b;)"
j=1 peEK j=1
para n > ng. Absurdo. Isso completa a demonstracao. [

Teorema 2.3.3 (TDPU [1}]) Suponha que 0 < p < oo e sejam S arbitriria e R
satisfazendo (2). Entao f é R-S-abstrata p-somante se, e somente se, existe uma constante
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C > 0 e uma medida reqular de probabilidade de Borel p em K tal que

1/p
S(f.2.6) < C( [ Riea, b)) (2.17)
K
para todox € E ebe@G.

Demonstracao. A reciproca é similar a demonstracao do Teorema [1.3.5. Por outro lado,
seja f R-S-abstrata p-somante. Entao, vale que

n 1/p " 1/p
Z)\]S(f, .Ij,bj)p S CSU.p Z)\jR(QO,.CEj,bj)p (218)
j=1 peK \ j=1

para todon € N, zy,...,2, € E, by,....b, € Ge \,...,\, € RT.
Denote £} = E x G, G; = K e defina

R:K X E; x Gy — [0,+00) ; R(p, (x,b),\) = [AR(p,x,b)

S:F x E; x Gy — [0,400) ; S(f, (z,0),\) = |\S(f,z,b).
Assim, da desigualdade ([2.18]) tem-se

n 1/p " 1/p
(Zs(fv (ijabj)w\j)p) < ng}g (ZR(% ($j7bj)7/\j)p)

para todon € N, zy,...,2, € E, by,...,b, € Ge )\ ..., \, € K. Ou seja, f é R-S-abstrata
p-somante. Além disso, como por hipdtese R é continua, a aplicacao

Rapa: K —[0,4+00) ; Raupa(e) = R(p, (,0),A) = [N Rup()
também é continua para todo (x,b) € E; e A € Gy. Note ainda que
S(f, (z,0),t\) = [tA|S(f, z,b) = tS(f, (x,b), )

e que
R(p. (2,0),t\) = t|]A[R(p, z,b) = tR(p, (2,b), tA),

para todo (z,b) € E1, A € Ke 0 <t < 1. Pelo Teorema sabemos que existe uma
constante C' > 0 e uma medida regular de probabilidade de Borel © em K tal que

5 ) W < O [ T, tenar)
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para todo (z,b) € Eq, e A € G;. Tomando, em particular, A € K tal que |\| = 1, segue que

S(f,2,b) < c( /K R(¢,m,b)p>l/p,

paratodox € Eeb e G.
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Chapter 3
Aplicacoes do TDPG e do TDPU

Como foi discutido anteriormente, nao parece possivel que haja um escolha de
parametros adequada no TDPU que recupere o TDP para a classe das aplicagoes
multilineares (qi, . . . ¢,)-dominadas. Para este fim, faremos o uso do TDPG.

3.1 Aplica¢des multilineares (qi, ..., q,)-dominadas

Sejam 1 < ¢q,...,q, < oo com 1/qg=1/q +---+ 1/q,. Dizemos que uma aplicacao
n-linear T € L(X; x ... x X,;;Y) é (qi, ..., q,)-dominada se existe uma constante C' > 0
tal que

k 1/q n k N Y
(Z!\T(b?),...,bﬁ"))ﬂ") <CII suwp (Z\<xﬂb§f'>>q]> , (3.1)
t=1

j=1 w*eBx; t=1

para todo n € N e by € X, com (t,7) € {1,...,k} x{1,...,n}.
Teorema 3.1.1 (T'DP) Uma aplicagio T € L(X1 X ... X X;;Y) € (qu, ..., q,)-dominada

se, e somente se, existe uma constante C' > 0 e medidas requlares de probabilidade de Borel
pj em By« tais que

(1) (n) .
7 (6, b )HSCE(/B

para todo 1) cXjej=1,...,n.

. 1/q;
i) 32

<:1:*, b(]’)>

x
Xj

Demonstracgao. Eleja os seguintes parametros
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l=n
F=L(X1x - xX,Y)

E; =R, paratodoi=1,....m
Gj:XjeKj:BX;, para todo j =1,...,n
pj = qj, paratodo j=1,....n
S(meﬁnwxmﬁﬂmn.&w):‘T@ﬁ%“wﬂmm

R; (x*, ARSI COR b(j)> = ‘<a:*, b(j)>’ :

Fixado (z;), em R" e b9 € X;, tem-se que Rj (2n  p» € continua em Bx: para
todos j = 1,...,n. Além disso, é facil notar que S e R; (com j = 1,...,n) verificam as
desigualdades em (ii). Assim, T é (qi, ..., qn)-dominada se, e somente se, T é Ry,..., R,-S
abstrata (qi, ..., q,)-somante. Nesse caso, o Teorema nos garante a existéncia de uma
constante C' > 0 e medidas regulares de probabilidade de Borel ;1; em K tais que, para todo
2@ eRe b € X; com (i,7) = {1,...,m} x {1,--- ,n}, tem-se

n ) 1/p;
S (T, 2O ™ p ,b(")) <C H (/K R; (I*,ZL’(I), R AL b(j))pjd,uk>
j=1

J

Portanto,

M Y[ < ¢ T1
o, < T ()

para todo b cXjeg=1,...,n

Faremos agora algumas consideracoes referentes as préximas aplicagoes do TDP.

Definicao 3.1.2 (i) Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos. Dizemos que uma
aplicagdo T : (X,dx) — (Y,dy) ¢é Lipschitz se existe uma constante C' > 0 tal
que

para todo z,y € X;

(ii) Denotaremos por Lip(X;Y) o conjunto das aplicagoes Lipschitz T' : (X,dx) —
(Y7 dY)7

(iii) Quando Y = H é um espago de Banach, dizemos que uma aplicacdo T': X — H é
Lipschitz se existe uma constante C' > 0 tal que

1T (2) = Tyl < Cd(z,y) (3:5)
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para todo z,y € X.

No decorrer das proximas se¢oes, consideraremos X um espago métrico pontuado, ou
seja, um espaco métrico onde é fixado um elemento especial, geralmente denotado por 0.

Definicao 3.1.3 Seja H é um espago de Banach. Representaremos por Lipy(X; H) o
conjunto das aplicagoes Lipschitz de X em H tais que 7'(0) = 0.

Observacao 3.1.4 (i) A funcao

T —T
I i © Lipo(X; H) — [0,400) 5 [T ipo := sup { I7() (y)”}
I?éy d(Z‘,y)

define uma norma. Além disso (Lipo(X; H), || || Lip,) € um espago de Banach. Quando
H =R denotamos Lipy(X;R) = X#, chamado o dual de Lipschitz de X ;

(i) A bola Bx# € compacta com relagio a topologia da convergéncia pontual. Veja [5,
Theorem 3.1.];

(7ii) Fizado z € X, a aplicagdo
G XT —R; Glp) = @(2).

¢ continua.

3.2 Aplicagoes Lipschitz (p,r, s)-somantes

Ao longo desta secao, assumiremos que todas as sequéncias sao finitas.
N
Sejam N € N, (\;)}.; sequéncia de ntimeros reais e (x;);,(y;)}.; sequéncias em X.

Defina 1/
wrP ((Aj,xj,yj)jya) = sup (Z’)‘ <y3))‘) '

PEBy# \j=1

Definicao 3.2.1 (Dominguez [5]) Sejam 1 < p,r < oo, 1 <s<ooceT:X — H uma
aplicacao Lipschitz. Dizemos que T' é Lipschitz (p,r, s)-somante se existe uma constante
C > 0 tal que para todo N € N, z;,y; € X, vj € H*, \j,k; >0e j=1,..., N tem-se

N 1/p
(; |\j (", T(x;) — T(yj)>|p) < Cuwy™ ((/\j’fj_la%,yj);v:J H(“J‘U;)é‘vzl (3.6)

S, W

Observagao 3.2.2 Em [5] é comentado sobre a possibilidade da restri¢cdo A\; = 1 para todo
j = 1,..., N na definicao de Lipschitz (p,r, s)-somante, e que a demonstragao deste fato
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é similar ao caso da defini¢ao de aplicagbes Lipschitz p-somantes em [7]. De modo que a
desigualdade ({3.6]) torna-se equivalente a

(3.7)

S, W

N 1/p
(; (v}, T'(x;) — T(yj)>|p) < Cwy™ <('<j_1v$jayj)§v:1) H("j”;)jzl

Observagao 3.2.3 Quando H = G*, podemos considerar v; € G no lugar de vj* € G**
para todo 7 =1,..., V.

De fato, suponha que 7' é Lipschitz (p,r, s)-somante, ou seja, que exista C' > 0 tal que
para todos N € N, z;,y; € X, vj* € G, \j, k5 > 0. Tem-se

1/p
(ZP\ —T(y;), >|p) < Cw;™ ((/\j’fj_laxj»yj)évﬂ)‘ (3.8)

(07);
iV )=

Dados N € Nev; € G com j = 1,..., N, considere v;* = J(v;) € G* em (3.8), onde
J : G — G* é a imersao candnica. Logo,

N 1/r
= sup (Z| KUy T)
j=1

N 1/r
sup | Y |</$jv;f*,v*>lr)

s, W

U*EBG*

N 1/r
= sup | |<J(f€jvj)av*>\r>

v*EBgx

N 1/r
= sup > [(v", /fjvjﬂr)

U*EBG*

= (ko) (3.9)

(0" T(x;) = T(y; )| = [(J (v3), T(w;) = T(y;)) = (T(;) = T(y;),v5)l, (3.10)
para todo 7 =1,..., N, e portanto,
N 1/p

(; M(T () — T(yj>,vj>\p) < Cwf™ ((ry Y u)il) (o) L, (B1D)

para todon € N; z;,y; € X, v; € G, \j,k; >0, com j=1,...,n
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Por outro lado, suponha que seja valida a desigualdade . Dados N € N e
vt ..., uN € H**, considere os subespagos de dimenséo finita V' = span{v}*, ..., v} C G**
e U = span{T(z1) — T(y1), ..., T(xn) — T(y,)} C G*. Pelo principio da reflexividade local
(veja 6, p. 177]), dado € > 0, existe uma aplicacao linear injetiva ¥ : V' — G tal que

maxc{| [ W[ U} <14e
para todo v™* € V e u* € U. Considere v; = ¥(vj*). Aplicando o resultado acima com
ui =T(x;) — T(y;), a desigualdade (3.11]) sera da forma

N 1/p
(;wv;*ﬂx»—T(yj»rp) < Cwl™ (s any)ih) [ ((Rgu), |- (312)

Note ainda que, para todo € > 0,

o], = ()| <ol ()| < @o (i), |
(3.13)
Logo,
e N N
(Z N {05, ) = Tl )P ) < (L el (o) ()|

Fazendo ¢ — 0, concluimos que 7" é Lipschitz (p, r, s)-somante.

Combinando as Observagoes 3.2.2) m el3.2.3] u vemos que 1" : X — H* é Lipschitz (p, r, s)-
somante se, e somente se, existe uma constante C' > 0 tal que para todos N € N, z;,y; € X,
vieEHer; >0,comj=1,..., N,

N 1/p
(;|<T<xj>—T<yj>,vj>\P) < Ow!™ (57 2y )i ) [ (mpo) i - (3.14)

E esta desigualdade sera a versao mais utilizada no decorrer desta secao.

A classe das aplicagoes Lipschitz (p,r,s)-somantes de X em H serd denotada por
I}, (X;H). Representaremos por m, (T) o infimo das constantes que satisfazem a
de&gualdade . A exemplo da classe dos operadores (p; q)-somantes, para todo espago
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métrico pontuado X e espaco de Banach H, a aplicacao

Tprrs () # T (X5 H) — [0, +00)

p?r7s p7r7s

(X; H) de tal forma que (HL (X;H),W£T7S(-)> ¢ um espaco

define uma norma em I1X s

p,7,s
vetorial normado.

Veremos agora o Teorema da Dominacdo de Pietsch para a classe IT1Z

p7r7s :

Teorema 3.2.4 (TDP [}]) Suponha que 1/p+1/r+1/s =1 e T € Lipy(X; H*). Entdo,
serao equivalentes:

(a) T e I (X; H*);

p,r,s
(b) Existem medidas regqulares de probabilidades de Borel yu e p em Bxs# e Bpy-
respectivamente tal que
1/s

(T(x) = T(y).v)] < c( | leta) - @(y)rdu(@y/r ( /. \<v,@*>\8dp<v*>)

X#

(3.15)

para todo v,y € M ev € H.

Demonstracgao. Inicialmente note que, usando a desigualdade {D T e Hﬁ ns(X5 H *) se,
e somente, se existe uma constante C' > 0 tal que

N 1/p
(Z (Txzj — Ty, Uj>|p) <
j=1

N 1/r N 1/s
<C sup ( 1”“@?1(90(%)—90(%))) sup (Z|<v*,vj>|3)

(PEB]M#

para todo N € N, z;,y; € X, v; € He r; >0, com j = 1,...,N. Considere entao, as
seguintes escolhas de parametros:

[=2em=1

F = Lipo(X; H*)

E=XxXxR"

G1 =Re GQ =H

K, = By# ¢ Ko = By
S(T,(x,y,k), A, v) = (T'(x) = T(y),v)|
Ri(p, (2,9, £),A) = 7" [o(z) — o(y)]
RQ(U*’ (I7ya ’i)vv) =K ’<U*’U>‘ :

Assim, observe que S, R; e Ry satisfazem (ii). Além disso, dados (z,y, k) € X x X xRt
A e Rewv e H, aaplicacio Ry ymr(e) = (G — ¢)(p)| é continua em Bxx e
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Ry (wym)0(v*) = K|(v*,v)] é continua em Bpy-, uma vez que sdo continuas as aplicacoes
Jy(+) = (-,v*), para todo v* € Bpy-.
Observe ainda que as desigualdades

N 1/p
(Zl (T () — T(Z/j)ﬁﬂp) < Cwl™ (55~ 25 u) 000 ) (50,

N 1/p
(ZS(Tv(%?/ja'fj),)\javj)p) <
j=1
<

N 1/r N 1/s
C sup ( Rl (907 (xja Yjs /fj)a )‘j)r> sup ( RZ(U*> ($j7 Yjs Kj)? Uj)s)
J j=1

peEKL \ j=1 v*EKo

sao equivalentes.

Logo T é Lipschitz (p,r, s)-somante se, e somente se, T é Ry, Ro-S-abstrata (p,r, s)-
somante. Assim, o Teorema garante a existéncia de uma constante C' > 0 e medidas
regulares de probabilidade de Borel i e p em B4 e By« respectivamente tais que

S(T, (z,y,K),\,v) < C’(/K Ry (¢, (x,y, k), /\)Tdu>1/r (/K2 Ry(v*, (2,9, k), U)Sdp) 1/8, (3.16)

1

ou seja,

para todo x,y € M ev € H. [ ]

3.3 Aplicacoes Lipschitz-Cohen fortemente p-somantes

Definicao 3.3.1 (K. Saadi [I§]) Sejam 1 < p < oo, X um espago métrico pontuado, H
um espago de Banach e T' : X — H uma aplicagdo Lipschitz. T é Lipschitz-Cohen
fortemente p-somante se existe uma constante C' > 0 tal que

v
J j=1

para todo N € N, zj,y; € X, v; € H* e \; ERy, comj=1,...,N.

N
Z Aj ‘(v}‘, T — Tyj>‘ < CH (Ajd(%yj)évq)

Jj=1

: (3.17)

Hp p*w

Teorema 3.3.2 (TDP [18]) Seja X um espag¢o métrico pontuado, H um espago de Banach
el € Lip(X; H). Entao, T é Lipschitz-Cohen fortemente p-somante se, e somente se, eziste
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uma constante C' > 0 e uma medida reqular de probabilidade de Borel p em By« tal que

1/p*
\<v*,Tx—Ty>|gccz<x,y>(/B r<v*,v>|p*du<v*>) , (3.18)

H**

para todo v,y € X ev* € H*.

Demonstracao. Note que T é Lipschitz-Cohen fortemente p-somante se, e somente se,

1/p N N\ /P
kk * p
(ZIA d(zj, )" ) sup (Z\(v U5 )

N 1/p N . 1/p*
Kok * p
= sup C(Zp\jd(%yjﬂp) _sup (Z‘@ U7) )
j=1

*

N
Z)‘J‘ Txj — Tyj,v5)

Jj=1

£€l0,1] j=1 V¥*EBpxx
(3.19)
Agora, considere as seguintes escolhas de parametros:
[=2em=1
F = Lip(X; H)
E=XxX
Gl =Re G2 =
Ky, =[0,1] CR e Ky = B~
ST, (@, y), A7) = [N [{v*, T = Ty)]
Ry (&, (2,9), \) = Nd(z,y) e Ra(v™, (,9),v%) = | (0™, 07)].
Observe que, para todos (z,y) € X x X e A € R fixados, Ry ;) ¢ uma funcdo
constante em R, logo, Ry ;) ¢ continua em R. Como Ry (540« (v™) = [(Jo+,v™)|, onde

J: H* — H™* & a imersao canonica, segue que Ry (5, .+ ¢ continua em Bpy--. Além disso,
vemos que Ry, Ry e S satisfazem as desigualdades em (7). Assim, temos que a desigualdade

(3.19) ficara da forma

ZS (5,95), )‘Jﬂ’])_

Jj=1

1/p 1/p*
< C sup (Z Ri(&, (z5,v5), A )p> sup (Z Ry(v™, (25, 5),v})" ) :

{eEK j=1 v**€Ko j=1

Logo, T é Lipschitz-Cohen fortemente p-somante se, e somente se, T' é Ry Ry,-S-abstrata
(p, p*)-somante. Pelo Teorema existe uma constante C' > 0 e medidas regulares de
probabilidade de Borel p em [0,1] e p em By, tais que
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1/p*

S(T, (z,y),A\,0") < C(/M Ry (€, (w,y),k)pdp> 1/p</KQ Ry(v™, (xay)w*)p*du)

1 1/p . 1/p*
— ([ Rule@yvds) ([ R )0 dn)
. 1/p*
= OMd(ay)( [ Bale” (o)) du)
K>
e assim obtemos a desigualdade (3.18)).

Vejamos agora uma aplicacao do TDPU.

3.4 Aplicagoes Lipschitz 7(p)-somantes

Definicao 3.4.1 (Mezrag-Tallab [12]) Sejam H um espago de Banach, T' € Lipy(X; H) e
1 < p < oo. Dizemos que T é Lispschitz 7(p)-somante se existe uma constante C' > 0 tal
que

N 1/p N 1/p
<2|<U;7T$j—Tyj>|p) < C sup (Z‘(‘P(%)—QD(yj))(U;aU)‘p) : (3.20)

paratodo N €N, z;,y;, € X ev; € H*,comj=1,...,N.

Teorema 3.4.2 (TDP [12]) Uma aplicagao T € Lipy(X; H) e Lipschitz-T(p)-somante se,
e somente se, existe uma constante C' > 0 e uma medida reqular de probabilidade de Borel
W em Byx# X By« tal que

1/p
", () = 7)) < C( [ Iel@) = o) @ v Pduev™))  (3:21)
para todo v,y € X ev* € H*.

Demonstracao.
No Teorema [2.3.3, ponha

F = Lipy(X; H)
K= BX# X BH**
EF=XxX
G=H"
<T7 (:L‘,y),l) ) = |<U*’T*T - Ty>|
R((p, ™), (z,y),v7) = [(e(z) = ¢(y)) (0™, 0)].
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Capitulo 3 Aplicagoes do TDPG e do TDPU

Observe que para cada (z,y) € X x X e v* € H* fixados, R, ).+ ¢ continua em K,
pois os operadores

(,0") 1 B — R (0™, 0") = Jp (v™)

Go: Bx# — R G(p) = ¢(x)

sdo continuos em By e By, respectivamente. Por [(A6)|sabemos que

N 1/p 1/p
sup |3 |lipl;) — ()] (V] v>\”] = sup sup [z\ ;) — )] (V] v>\p]

QDEB # VEBY j=1

N 1/p
= sup sup lz:l “90(961) - SO(yj)] (v™, U;> p]

1/p
p]
Desse modo, T é Lipschitz 7(p)-somante se, e somente se,

1/p 1/p
(ZS( (75,95), ﬂ)p) <C sup (ZR(gp, (25,9),v ;‘))p) :

(p,v**)eEK

N
— sup [Z\[so<xj>—so<yj>]<v**,v;>
PEB j=1

v**GBH**

ou seja, T é R-S abstrata p-somante. Assim, segue do Teorema que

S )0 < O [ R0 () ot Pn(e )

Portanto,

1/p
Tl <C(f, L et - e o o Pt o7))

xX# XBH**
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Apéndices

Apresentamos neste apéndice alguns resultados béasicos de Analise, Topologia e Teoria
da Medida para justificar algumas etapas no decorer do texto que nao eram o foco em questao

e puderam ser omitidas.

Algumas definicoes e teoremas iniciais

Proposicdao 1 (Propriedade da Interse¢cdo Finita) Seja X um espago topoldgico

e Y C X um subespaco. Y é compacto se, e somente se, para toda cole¢cao C

{F, C X ; F, € fechado, v € I'} tal que

N F, =2,

vyel’

tem-se que existe uma subcolecdo finita
{FVU"'?F%} -

onde

mF'szg'

j=1

Demonstracao. Decorre das leis de Morgan.

Definicao 1 Seja X um conjunto nao vazio. Uma o-algebra de subconjuntos de X é

uma colecdo X C P(X) tal que
(i) @ €%
(ii) Para todo M € ¥, X \ M € %;
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(iii) Para toda sequéncia (M,) ", em X, U2, M,, € 3.

Definicao 2 Seja X um conjunto nao vazio e A C P(X). Dizemos que a ¥4 C P(X) é
uma o-algebra de subconjuntos de X gerada por A quando:

(i) ¥4 ¢ uma o-algebra;
(i) A C X 4;
(iii) Se ¥ é uma o-algebra tal que A C X, entao X4 C X.
Se (X, 1) é um espago topolégico e A = 7, entdo X, ¢é dita uma o-algebra de Borel de X.
Defini¢do 3 Um espago de medida é uma tripla (X, X, 1), onde:
(i) X é um conjunto nao vazio;
(ii) X é uma o-édlgebra de subconjuntos de X;
(ili) p: X — [0,+00) é uma fungao tal que
(a) p(2)=0;
(b) Para toda sequéncia (M,) -, em 3, p(Us2) = >0%, p(M,) (o-aditividade).

Os elementos de ¥ sao ditos conjuntos mensufaveis (ou p-mensuraveis). A funcao
i X — [0,00) é chamado de medida em X.

Defini¢ao 4 Seja X um conjunto nao vazio e p: X — [0, 400) uma medida em X.

(1) Dizemos que p é uma medida de probabilidade quando u(X) = 1;

(2) Se (X, 7) é um espago topoldgico e ¥ é gerada por 7, dizemos que p é uma medida
de Borel.

(3) Se (X, 7) é um espagco topoldgico. Dizemos que p é uma medida regular quando:

(
(i) todo aberto de (X, 7) é um conjunto mensuravel;
(ii) os espagos compactos tém medida finita;

i)

(iii) Para todo conjunto mensuravel M € ¥, tem-se que

p(M)=inf{u(A) ; M C A é aberto}

w(M)=sup{p(K) ; K C M écompacto} .
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Definicao 5 Sejam X um conjunto, X, espagos topoldgicos com
f)\ X — X)\

aplicagoes, para cada A € A. A topologia fraca induzida em X pela colegdo {fi}rea € a
topologia que tem como sub-base a familia

{f;l(vx) ; VA C X, é aberto, A € A},

Observacgao 1 E possivel provar que a topologia fraca induzida em X é a topologia com
menos abertos que permite que todas as aplicagoes fy sejam continuas. Dessa forma, é
plausivel que com essa topologia, a possibilidade de encontrarmos conjuntos com boas
propriedades (como a compacidade) aumente sem perder a continuidade de nenhuma
aplicacao.

Definicao 6 Seja X um espaco vetorial normado e X** o seu bidual topolégico. Considere
a aplica¢ao

J X — X**
z = J,: X*—R
Yy o= <Jx>y*>:<y*7'r>

que é chamada de injecao candnica de X em X**. E facil verificar que J esta bem definida
e que ¢ uma isometria linear. No caso em que J ¢é sobrejetiva, dizemos que X ¢ um espago
reflexivo.

Definicao 7 A topologia fraca estrela em X* denotada por o(X*, X), é a topologia
fraca de X* construida a partir da familia de aplicagoes {J, }ex.

Proposicao 2 A topologia fraca estrela de X* € de Hausdorff.
Demonstragao. Sejam z*,y* € X* com z* # y*. Logo, existe z € X tal que
(x*,z) # (y*,z). Como a topologia de K é Hausdorff, existem abertos disjuntos U,V C K

tais que (z*,2) € U e (y*,2) € V. Tome A= J }(U)e B=J; (V). Assim, z* € A, y* € B
e ANB=02. ]

Teorema 1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) A bola Bx- é compacta na topologia o(X*, X).

Demonstragao. Veja [2, Theorem 3.16] ]

o1



Apéndice

Resultados auxiliares

(A1)

(A2)

Sejam p > 0, A C R* limitado superiormente e denote A? = {a? ; a € A}, entdo
(sup A)” = sup AP.
Com efeito,

a < supa,
acA

P
a? < [supa
acA

p
supa? < |supa | .
acA acA

assim,

para todo a € A. Logo,

Por outro lado,

aP? < supaP.
acA

1/p
a < |supad’
acA

1/p
supa < | supd’ .
acA a€A

Assim,
para todo a € A. Logo,

Assim,

p
supa | < supa’.
acA acA

p
E portanto, |supa | = supd”.
a€A a€A

Se w : X — Y & um operador linear de posto finito (digamos dim Im(w) = m)
e € = {y;}jL; ¢ uma base de Im(w), entdo w(-) = X7, <zj,~>yj, para alguns
25, z2h € Im(w)”.

De fato, seja ¢ = {y;}7L, a base dual de e. Para cada z € X, w(x) é combinagio

linear dos y;’s. Assim, para cada x € X, existem escalares a;(z), ..., o, () tais que,

w(x) = i a;(z)y;.
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Note que para cadat=1,...,m,

=0ij
= ()
Assim, escrevendo zj(z) = y; o w(z), temos que zj é linear limitado para todo

7 =1,...,m e segue o resultado.

Sejam (X, 3, 1) um espaco de medida, p e p duas medidas o-aditivas e g : X — R
uma fun¢do mensuravel. Entao

/Xg(x)d(a,u+bp) = a/Xg(x)d,u+b/X F(x)dp,

para todo a,b € R.
De fato, [x g(z)d(ap + bp) = sup{ [y f(z)d(ap +bp) ; f < ge f ésimples}.

J— , . L . .
Escrevendo f = 37" a;xg;, onde xg; ¢ a funcao caracteristica no conjunto mensuravel
E;, tem-se

[ o@dlan+bp) = s Y ajlan+ bo)(Ey)
X 7, ayxm; <g) j=1
=a- sup > a;u(E;) +b sup > ajp(E;))
QT ajxe;<g) j=1 Q-7 ajxe;<g) j=1
= a/ g(x)d,u—l—b/ g(z)dp.
X X

Sejam X um conjunto nao vazio, y € X, (X,,d,) um espaco de medida onde 6, é
a medida de Dirac em X e g uma fungdo mensuravel, entdo [y g(z)dd, = g(y). Com
efeito,

/ g(z)dé, = sup f(x)dd, = sup f(x)dé,

X f<g  JX f<g {y}

f é simples f é simples

Por definicdo, f pode ser escrito como combinacao linear finita de funcoes
caracteristicas de conjuntos mensuraveis da forma {y}. Nesse caso, podemos escrever

| = axyy)- Logo,
) f(x)dé, = ad,({y}) = a = f(y).

93



Apéndice

(A6)

Assim,
| g@)ds, = sup a=g(y).
X a<g(y)
Fixe n € N e sejam (xk(j))oo_ sequéncias reais que convergem respectivamente para
x; para cada j = 1,...,n. Sejam também K um espaco de Hausdorff compacto
e fi,...,fn + K — R fungoes continuas. Entao, limy_,. Sup,cx Z?Zl xk(j)fj(a) =
SUPge K Z;‘L:I z; fi(a).
De fato, seja M = max |sup fi(a)|. Note que dados j = 1,...,n e ¢ > 0, existe
I=4 " lae K
koW € N, tal que
29 — 2] < -
J 2nM

.....

donde o resultado segue.

Seja X um espago de Banach. Se (z3)%2, ¢ uma sequéncia fracamente p-somante em
X*, entao

. o 1/p
I (l‘;)jzl | = sup ( 1)(3:;,@"}) .

p,w T€Bx \ j=

Lembre-se que, dado uma sequéncia (z;)>2, € £,+, existe um funcional z* € (£,)" tal

€ (%, (4;)31) = 352 w595, para todo ()%, € £, Veja que

((e".25)) -,

que, [z = | (z;);Z,

. 1/p
k% * p _
sup (JZIKJC ,l‘j>> _wselgi

T**EB xx* P
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Portanto tem-se o resultado.

= sup sup
T**EB xxx a*GB( )*

‘p

= sup sup i a; <:L’**, :L*;">

T €Bx s (a5)52,€Be x| j=1

= sup sup
T¥*EB xxx (aj)Jo.ileng*

o0
= sup sup <x**, Z a;x;

(a)321€Be, . @+ €Bx =

o0
— s [Ya

(aj);?iIEB[p* j:l

0.]
= sup sup Z a;x;,x
(a)521€Be, v€Bx | \j=1

= sup sup aj <./L']7 ZU>
r€Bx (aj);?O:IEng* j=1

= sup sup
r€Bx a*EB(Zp)*

((z5.2)) ",

= sup
rEBx
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