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Resumo

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e considere o anel
de polinémios S = k[z1, ..., x,] munido da graduacao padrao. O Problema de Waring
para uma forma F € S de grau d questiona a respeito do menor inteiro s > 1 para o
qual existem formas lineares Ly, ..., Ly € S satisfazendo F = > | L¢. Tal inteiro é
denominado posto de Waring de F'. Nesta dissertacao, apresentamos uma solugao deste
problema — devida a Carlini-Catalisano-Geramita — no caso de monoémios, como uma
interessante aplicagao de um teorema (dos mesmos autores) que estabelece uma cota
inferior para a multiplicidade de k-algebras graduadas (padrao) finitamente geradas,

reduzidas e 1-dimensionais.

Palavras-chave: Problema de Waring, posto de Waring, multiplicidade, monomio.



Abstract

Let k be an algebraically closed field of characteristic zero and consider the polyno-
mial ring S = k[x, ..., x,] endowed with the standard grading. The Waring’s problem
for a form F' € S of degree d asks about the least integer s > 1 for which there exist
linear forms Li,...,Ls € S satisfying F = Y7 | L{. Such integer is called Waring
rank of F'. In this dissertation, we present a solution to this problem — due to Carlini-
Catalisano-Geramita — in the case of monomials, as an interesting application of a
theorem (due to the same authors) that establishes a lower bound for the multiplicity

of (standard) graded, finitely generated, reduced, 1-dimensional k-algebras.

Keywords: Waring’s problem, Waring rank, multiplicity, monomial.
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Notacoes

A seguir, para conveniéncia do leitor, listamos algumas notacoes utilizadas neste
trabalho.

e k denota um corpo.

o T =k[y1,...,y,] denota o anel de polinomios nas varidveis y;’s sobre k.

e S = k[xy,...,z,] denota o anel de polindomios nas varidveis z;’s sobre k.

e rk(F') denota o posto de Waring de um polinémio homogéneo (ou forma) F'.

0

¢ 8271

denota derivagao parcial com respeito a variavel z;.
e dim(—) denota dimensao de Krull.

e ht(—) denota altura de um ideal.

e dimy(—) denota dimensao de um espago vetorial sobre k.
e ¢ (—) denota multiplicidade de um anel graduado.

e HF(—,—) denota fungao de Hilbert.

e /i1 (—) denota o nimero minimo de geradores de um médulo.



Introducao

Seja k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e considere o anel
de polinomios S = P, S; = k[z1,...,x,] munido da graduagdo padrao. E um fato
classico que qualquer forma F' € Sy se decompoe como soma de poténcias de formas
lineares (vide [12]). Baseado nisto, o chamado Problema de Waring para polindmios
questiona a respeito do menor inteiro s > 1 para o qual existem formas lineares

Ly, ..., L, € S satisfazendo
F=> L
i=1

Tal inteiro é denominado posto de Waring de F (ou simplesmente posto de F') e é
denotado por rk(F).

Este problema ¢é bastante importante e tem atraido a atencao de diversos autores
(vide, por exemplo, [1], [4], [5], [6], [7], [8], [12], [13], [17], [18]).

O objetivo desta dissertagao é apresentar uma solucao para o problema de Waring
no caso de monomios. A demonstracao que apresentamos aqui é originalmente devida a
E. Carlini, M. V. Catalisano e A. V. Geramita e pode ser encontrada, por exemplo, nos
trabalhos [5] e [6]. Tais autores foram capazes de solucionar o problema de Waring para
monomios como uma interessante aplicacao de um teorema, provado por eles, sobre a
multiplicidade de k-algebras graduadas (standard) finitamente geradas, reduzidas e
1-dimensionais.

Passamos a descrever objetivamente o conteuido desta dissertacao, capitulo a capitulo.

No capitulo 1, revisamos algumas preliminares algébricas que serao utilizadas ao
longo do trabalho. Os tépicos sao: dimensao de Krull e altura; anéis e médulos gradu-
ados; espacos e variedades projetivas; funcao de Hilbert e multiplicidade; intersecoes
completas.

No capitulo 2, provamos o Teorema 2.2, devido a Carlini-Catalisano-Geramita, que



fornece uma cota inferior para a multiplicidade de uma k-algebra graduada (standard)
finitamente gerada, reduzida e 1-dimensional. Um ingrediente crucial para a prova deste
resultado é o Lema 2.1, que trata da funcao de Hilbert de um certo ideal monomial
auxiliar.

No capitulo 3, apresentamos o problema de Waring e fornecemos uma solugao no

by bn

caso de monomios. Explicitamente, tomando o monomio M = z7'---z)*, com 1 <

by <...<b,, entao

n

rk(M) = JJ:i+1).

=2
Para a prova deste fato, uma das ferramentas importantes, além do Teorema 2.2, é a
Proposigao 3.1 (geralmente conhecida como Lema de Apolaridade).

Finalmente, no capitulo 4, destacamos dois resultados adicionais. O primeiro, Pro-
posicao 4.1, estuda cotas para o posto de Waring de formas que sao somas de monomios
dois a dois coprimos. O segundo, Teorema 4.2, fornece explicitamente uma decom-
posi¢ao de Waring (decomposi¢ao em termos de rk(M) poténcias de formas lineares)
de qualquer monomio M. Como exemplo, no caso de M = zyz, obtemos:

1 1 1 1
wyz = oo byt - oy =2 - @y g ey = 2)°



Capitulo 1

Preliminares

Iniciamos revisando algumas definicoes e fatos algébricos basicos que serao impor-
tantes na compreensao dos resultados apresentados neste trabalho. Para esta parte
geral, consultamos e recomendamos varias fontes: [2], [3], [9], [14], [15], [16]. Para os

pré-requisitos de geometria algébrica, a referéncia usual é [11].

1.1 Dimensao de Krull e altura

Definigao 1.1. A dimensao de Krull (ou simplesmente dimensao) de um anel A # 0,
denotado aqui por dim A, é o supremo dos comprimentos de cadeias de ideais primos

distintos em A, i.e.,
dim A =sup{n € N: 3 po & p1 & -+ & pn; pi € Spec(A), Vi},

onde Spec(—) denota o conjunto dos ideais primos de um anel.

Claramente, no caso em que A é um dominio, toma-se simplesmente py = (0).

Se M é um A-mddulo, sua dimensao de Krull pode ser definida como dim M =
dim A/(0: M), onde 0: M = {a € A : aM = 0} (o ideal anulador de M, também
denotado por ann(M)).

Definigao 1.2. Sejam A um anel e p € Spec(A). A altura de p é o ntimero

ht(p) =sup{n € N: I po & p1 & -+ & pu = p; pi € Spec(A), Vi}
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Seja I C A um ideal qualquer. Definimos a altura de I como:
. ) A
ht(I) = inf {ht(p) : p € Spec(A), p D I} = inf {ht(P) P e Spec(T)} :

Observagao 1.1. Como observado primeiramente por Nagata, a dimensao de Krull
pode ser infinita mesmo sob a condigdo de Noetherianidade (vide, por exemplo, [9,
Exercise 9.6]). Porém, se o anel Noetheriano for local, a dimensao é necessariamente

finita. Note também (das defini¢oes acima) que
ht(p) = dim A,

e assim, se A é Noetheriano, conclui-se que ht(p) < oo.

Exemplo 1.1. Se k é um corpo, é claro que Spec(k) = {(0)}, e como consequéncia
tem-se dimk = 0. Considerando agora o anel dos inteiros (que evidentemente nao é
um corpo) temos dimZ = 1 pois qualquer cadeia maxima é da forma (0) C (p), onde

p é um numero primo.
Exemplo 1.2. Se A é um anel Noetheriano e z1,...,x, sdao indeterminadas sobre A,
entao
dim A[zq,...,2,] = dim A + n.
Em particular, se k é corpo entao dim klzy, ..., z,| = n.

Exemplo 1.3. (O caso de uma quantidade infinita de indeterminadas.) Para qualquer

anel A, tem-se dim A[zq, x9,...] = c0.

Teorema 1.1 (Teorema do ideal primo de Krull). Seja A um anel Noethereiano. Se-

jam ay,...,a. € A elementos nao-invertiveis e seja p um ideal primo minimal de A
contendo ay, ..., a,. Entdo, ht(p) <r.
Demonstragao. Vide [9, Theorem 10.2]. ]

1.2 Anéis e moédulos graduados

Defini¢ao 1.3. Um anel graduado (a rigor, N-graduado) é um anel A munido de uma
familia {A; };>o de subgrupos aditivos de A, satisfazendo A = @~  A; e A;-A; C Ay

para todos 7,7 > 0.
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Observe que Ag é um subanel A, e que cada A; é um Ag-modulo.

Definicao 1.4. Seja A um anel graduado. Um A-médulo M é dito graduado se existir
familia {M;};>o de subgrupos aditivos de M, satisfazendo M = @;-, M; e A, - M; C
M, ; para todos 7,5 > 0.

Assim cada M,, é um Ap-moédulo. Um elemento m € M é um elemento homogéneo se
m € M, para algum i € N. Neste caso, diz-se que m tem grau i e escrevemos gr(m) = 1.
Dado um elemento qualquer m € M, pode-se escrevé-lo (de modo essencialmente tinico)
como uma soma finita m = Z?:o m; onde m; € M;, 1 = 0,...,d. O elemento m,; é

chamado componente homogénea de grau i de m.

Definicao 1.5. Um ideal I C A = @?io A; é dito homogéneo se I for graduado como
A-médulo. Neste caso, tem-se [ = @]O.';O I;,onde I; =T NA,.

Note que, na pratica, I ¢ homogeéneo se e somente se I pode ser gerado por elementos

homogéneos (nao necessariamente do mesmo grau).

Exemplo 1.4. (Graduagao padrao ou standard.) Seja S = k[xy,...,x,] um anel de
polinémios sobre o corpo k. A maneira mais usual (e 1til) de tornd-lo um anel graduado

consiste em atribuir grau 1 a cada x;.

Definicao 1.6. Sejam M e N A-moddulos graduados e d € Z. Um homomorfismo gra-
duado de grau d é um homomorfismo de A-médulos f: M — N tal que f(M;) C Niyq

para todo i. Quando d = 0 dizemos simplesmente que o homomorfismo é graduado.

Definicao 1.7. Seja M um A-modulo graduado. Fixado d € Z, definimos o A-mddulo
Z-graduado M (d) através da graduacao definida por:

M(d)e = Md-‘re

para qualquer inteiro e. E usual dizer que M (d) é o d-ésimo twist (ou d-ésimo shift)
de M. Observe que, se M é N-graduado, entdao M(d); = 0 para j < —d e assim

M(d) = @;2_;M(d);. Tal nocao, apesar de simples e natural, é bastante importante

tanto em &lgebra comutativa quanto em geometria algébrica.
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1.3 Espacos e variedades projetivas.

Dado n > 1, o espaco projetivo n-dimensional sobre o corpo k é definido como o
conjunto de todas as retas que passam pela origem em k"' e é denotado por P} (ou
mais simplesmente por P"). Assim, cada ponto z € k"' \ {0} determina uma reta
{(Azg, ..., Ax,) | A € k} C k™! de modo que os pontos x,y € k" estdo numa mesma
reta se, e somente se, y; = A\x;, Vi e para algum \ € k.

Mais formalmente, considere a relacao de equivaléncia ~ que identifica os pontos
z,y € k" se existir um escalar A € k '\ {0} tal que y = Az . O espaco projetivo é o

correspondente espaco quociente
k™ 1 0
Pn — \ { } .

A classe de equivaléncia de um dado x = (o, ..., x,) € k"™ \ {0} é denotada por
(xo:...:x,) € P" (coordenadas homogeéneas do ponto z).

Considere o anel (graduado standard) de polindmios

B =klto,...,ta] =@ Ba=Bo® By =k (to, ..., tn).

d>0

Para cada inteiro d > 0 temos que By é um k-espaco vetorial, onde uma base é dada
por

Em particular, por um argumento de combinatéria bésica (vide [14, pg. 96, Example

dimy(By) = (“ ”)

n

1], temos

Para cada F' =)

iottin—d Qigsemin ty ... ti» € By, temos formalmente

F(Mo, ..., Mn) = XN F(tg,... 1)

e podemos também interpretar F' como uma funcao polinomial, onde, por homogenei-
dade, faz sentido falar da propriedade de uma tal funcao se anular em pontos de P}.
Uma outra conqueéncia interessante da homogeneidade de F' é a chamada identidade

de Euler, segundo a qual d- F = Z?:o tj%-
J
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Definicao 1.8. Um conjunto X C P} é uma variedade algébrica projetiva (sobre k) se

existe ideal homogéneo I C B tal que X = V(I), ou seja,

X={peP}: F(p)=0, VF €I}

Como [ é um ideal homogéneo, existem formas Fy,...,Fy € B (em quantidade
finita pois B é Noetheriano) tais que I = (Fyp,...,Fy) e assim é claro que X =

{pePy: F(p)=0,i=1,...,s}.

Definicao 1.9. O ideal de defini¢ao de uma variedade algébrica projetiva X C P} é

JX)={FeB: F(p) =0, Vpe X}

Note que se trata de um ideal homogéneo e radical.

Definicao 1.10. Seja X C P} uma variedade algébrica projetiva. O anel de coorde-

nadas (homogéneas) de X é o anel quociente

Note que A(X) é uma k-élgebra reduzida finitamente gerada e graduada, herdando
de B a graduacgao padrao. Além disso, A(X) é um dominio se e somente se X é
irredutivel.

Lembramos que, assim como no contexto de espacos topoldgicos, pode-se considerar
a noc¢ao de dimensao de uma variedade algébrica (munida da bem-conhecida topologia
de Zariski), como o supremo dos comprimentos de cadeias descendentes de fechados,
sendo assim uma noc¢ao dual ao conceito de altura de ideais ja apresentada anterior-
mente (na realidade, Krull se inspirou nesta nocao topolégica para definir dimensao
de anéis). Assim, por exemplo, X é uma curva se dim X = 1, e uma superficie se
dim X = 2. O fato a seguir é extremamente basico nesta teoria, e relaciona a dimensao

geométrica (ou topoldgica) com a dimensao algébrica ja revista.

Proposicao 1.2. Seja X C P} uma variedade algébrica projetiva. Entao:

dim A(X) = dim X + 1.
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Corolario 1.3. Seja X C P} wma variedade algébrica projetiva. Entdo, dim A(X) =1

se e somente se X consiste de um conjunto finito de pontos (distintos) em P}.

1.4 Funcao de Hilbert e multiplicidade.

Tome A = P >0 A; um anel graduado tal que, por simplicidade, Ay = k& é um
corpo e A é uma k-algebra finitamente gerada por elementos de grau 1 (escreve-se:
A = k[A4]). Seja M um A-médulo graduado finitamente gerado com dimensdo de

Krull d. Considere a seguinte func¢ao:

HF(M,-): N — N
(1.1)
i > HF(M,i) = dimg(M;).
A fungao (1.1) é a funcdo de Hilbert de M.
E um fato cldssico e fundamental que, para n > 0, HF(M,n) é um polindémio de
grau d — 1, com coeficientes racionais. O polinomio p(z) € Q[z] tal que HF (M, n) =

p(n) (para n > 0) é chamado polindmio de Hilbert de M e pode ser escrito na forma

) = Z(—n !

para certos inteiros e;’s.

Definigao 1.11. A multiplicidade de M é o nimero

€o, sed >0

dimg (M), sed=0

e(M) =

Em particular, pode-se considerar e(A), a multiplicidade de A.

Observacao 1.2. Salientamos uma situagao particular importante que sera til adi-
ante neste trabalho. Seja k um corpo e considere o anel (graduado standard) de po-
linomios T' = k[y1, - - ., Yn], bem como um ideal I C T préprio e homogéneo. Devido ao
Corolério 1.3 e ao fato de que o grau do polinomio de Hilbert de 7'/I é igual a dimensao
da variedade algébrica projetiva definida por I, a condi¢ao “I é 1-dimensional” (no

sentido usual de que dimT'/I = 1) é equivalente & condigdo “o polinémio de Hilbert



1. Preliminares

de T/I é constante”. E claro entdo que, se dimT/I = 1 e s é a constante (inteira,

positiva) correspondente ao polinomio de Hilbert, entao
e(T/I) = s.

Note que, se além disso I é radical, entao I é o ideal de definicao de s pontos distintos
em P7~!. Finalmente, se o ideal 1-dimensional I é saturado — no sentido de que I =

Ui I: (-, 9a)' — entio
HF(T/1,i) < s

para todo i, sendo precisamente igual a s a partir do natural 7 onde a fun¢ao de Hilbert

torna-se polinomial.

1.5 Intersecoes completas

Definicao 1.12. Seja M um moddulo sobre um anel A. Dizemos que um elemento
a € A é M-regular se a condicao am = 0, com m € M, implicar m = 0. Em outras

palavras, ¢ nao é um divisor-de-zero de M.

Defini¢ao 1.13. Seja M um mdédulo sobre um anel A. Uma sequéncia {ay,...,a,} de

elementos de A é chamada sequéncia M -regular, ou simplesmente M-sequéncia, se:
(1) a; é um elemento M-regular;

(2) a; é um elemento ( M -regular, para i = 2,...,n;

ai,..,a;—1)M

M

(3) (a1, ...,a,)M 7 0.

Note que, se (A, m) élocal, M # 0 é finitamente gerado sobre A, e {ay,...,a,} Cm,

entao a condicao (3) acima é automaticamente satisfeita devido ao Lema de Nakayama.

Exemplo 1.5. Seja S = k[zy,...,2,] um anel de polinomios. A sequéncia xy, ..., z,,

onde 1 < g < n, é claramente uma S-sequéncia.

No exemplo a seguir ilustramos o fato de que a regularidade de uma sequéncia

depende, em geral, da ordem dos elementos da sequéncia.

10
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Exemplo 1.6. Seja S como no exemplo anterior. Defina / = 1—xz;. Um célculo direto

mostra que a sequéncia {x1, ol . .., x,l} é uma S-sequéncia; no entanto, modificando
a ordem dos seus elementos, vemos que a sequéncia {zaf, ..., x,0,z1} ndo é uma S-
sequencia.

Porém, o fenomeno acima nao ocorre em anéis Noetherianos locais, como desta-
cado no resultado a seguir (mais adiante neste trabalho usaremos a versao graduada
deste fato, particularmente para k-algebras graduadas standard finitamente geradas

por elementos de grau 1).

Proposicao 1.4. Sejam A um anel local Noetheriano, M um A-mddulo finitamente
gerado e {ay,...,a,} C A uma sequéncia M-regular. Entao, qualquer permutacdo dos

a;’s constituir uma sequéncia M -reqular.

Definigao 1.14. Seja A um anel local Noetheriano ou uma k-algebra (k corpo) gra-
duada finitamente gerada por elementos de grau 1. Um ideal préprio I C A é dito um
ideal intersecao completa — também dizemos que A/I é um anel intersecio completa —

se u(I) = ht(I) (isto significa que I pode ser gerado por uma A-sequéncia).

Exemplo 1.7. Seja S = k[z1, ..., x,] (k corpo) um anel de polindmios com a graduagao
padrdo. Dado um natural ¢ < n, considere o ideal I = (x{',...,2¢°) C S, para
inteiros ai,...,a, > 1. Entdo, I é uma intersecao completa, pois ht(I) = ht(v/I) =

ht(x1,...,2,) = q = p(I). Equivalentemente, {z{',...,zq"} é uma S-sequéncia.

O resultado abaixo é um fato basico, util e bem-conhecido na teoria de multipli-
cidades de k-algebras graduadas finitamente geradas, e sera utilizado na prova de um
dos resultados apresentados no préximo capitulo. Trata-se de uma generalizacao do
fato de que, se F' € S = k[xy,...,x,]| (k corpo) é uma forma de grau d > 1, entdo o

anel graduado S/(F) tem multiplicidade d (vide [14, pg. 96, Example 2]).

Proposicao 1.5. Considere o anel (graduado standard) de polinomios S = klz1, ..., x,
onde k € um corpo. Seja I = (Fy,...,F,) C (x1,...,2,) um ideal homogéneo in-

tersecao completa. Entao

e(s/1) = [Jer(r)
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Capitulo 2

Sobre a multiplicidade de anéis

l-dimensionais

Considere o anel graduado de polinémios T = k[yy, ..., y,|, com k corpo e n > 2.
Nosso objetivo é fornecer uma cota inferior para a multiplicidade da k-dlgebra T'/1,
onde I C T é um ideal homogéneo (padrao), radical, e 1-dimensional (no sentido de
que dim7T'/I = 1). Como aplicagdo de tal resultado, obteremos no préximo capitulo
uma solucao para o interessante problema de Waring no caso de mondmios.

O lema abaixo serd uma ferramenta importante neste capitulo.

Lema 2.1. Considere o ideal J = (y1,y5°,...,y5") C T = kly1,...,9a)] = D50 T}

onde2<ay<...<a,. SejaT=ay+...+a,— (n—1). Entdo

ZT:HF(T/J, i) = (ﬁa> [ et

i—as n—1

Demonstracao. Claramente, o ideal homogéneo J é uma intersecao completa de altura

n. Considere a k-algebra graduada

A=T/J = éAi,
=0

que portanto é um anel interse¢do completa com dim A = dim 7" — ht(J) = 0. Temos

as seguintes propriedades:

(1) Ser=ay+...+a,—(n—1),entdo A, #0 e Ay = 0 sempre que ¢ > 7. Para

12



2. Sobre a multiplicidade de anéis 1-dimensionais

isto, basta observar que dimy(A,) = 1; mais precisamente, o elemento
ys> oy (mod J) € A

constitui uma base para o k-espaco vetorial A,.

(2) Como A é uma intersecao completa graduada, sua multiplicidade é dada por
e(A) =1-ay---a, (pela Proposi¢ao 1.5), e como além disso A é O-dimensional, temos

(utilizando também o fato (1) verificado acima) que
e(A) = dimy(A) = Y dimy(A;) = > dimy(4).
i=0 i=0

Logo, > _,dimy(A4;) = az - - - a,, e isto significa que
Y HF(T/J, i) = []a:

1=0 i=2

Agora observe que, para 0 < i < ay — 1, temos J; = (y1);, de onde segue um

isomorfismo de k-espacos vetoriais

Logo, podemos escrever
. 1 . 9 . 9
dimg(A;) = dimg(T}) — dimg(T,_1) = (”” ) - (”” ) _ (”” , )
n J—

Como consequéncia, obtemos

az—1 az—1 az2—1

D HF(T/J i) =3 dimy(A) = 3 _

e finalmente

iHF(T/Jai)IiHF(T/J,i)—CL?Z_IHF(T/J,i) <ﬁa>_ ay+n—2

i=as9 =0 1=0

como queriamos provar. [

13



2. Sobre a multiplicidade de anéis 1-dimensionais

Agora, podemos obter:

Teorema 2.2. Considere o ideal K = (yi*,...,y) C T, com 2 < ay,...,< a,. Se

I C K € um ideal homogéneo, radical e 1-dimensional, entao

e(T/I) >

Q;.

n
=2

Demonstragao. Vamos denotar e(T'/I) = s. Nas condi¢oes do teorema, temos que
o polinomio de Hilbert de T'/I é constante igual a s, e logo, conforme revisamos na

Observacao 1.2, a funcao de Hilbert satisfaz
HF(T/I,i) < s, Vi

A seguir, distinguiremos dois casos opostos:
e y; é um elemento 7'/ I-regular;

e y; ¢ um divisor-de-zero em T'/1.

Suponhamos, primeiro, que y; nao seja um divisor-de-zero de T'/I (ou seja, y; é

T'/I-regular). Entao, temos a sequéncia exata curta:

T n T T
0— <7> (—-1) — T 1% ™ — 0. (2.1)

Para cada i, seja h; = HF(T/I,i) e considere o ideal J = (y1,y5%,...,y%") C T

como no Lema 2.1. Claramente,
I C I+(y1) C K+(y1) = J

Note que
HFE(T/I)(-1),i) = HF(T/I,i—1) = h;_.

Além disso, da sobrejecao natural 7'/(I + (y1)) — T'/J obtemos que

HE(T/J, 1) < HF(T/(I+ (y1)), 1)

14



2. Sobre a multiplicidade de anéis 1-dimensionais

Dessa forma, as informacoes ja obtidas e a sequéncia exata acima fornecem

Defina 7 = 3" ,a; — (n — 1). Fazendo uso do Lema 2.1 bem como da desigualdade

acima envolvendo h; — h;_1, podemos computar uma cota para h,, da seguinte forma:

he > hey+ HF(T)J, 7) > ... > hayr + Y HF(T/J, i) (¥)

i1=ag

E f4cil ver que I,,—1 = 0; para isto, basta lembrar que

Iagfl C Ja2*1 = (y1>a271
e usar que y; é T'/I-regular. Portanto

) as +n —2
hoy—1 = dimg(T,,—1) =

De (*) e do Lema 2.1, obtemos que

Por outro lado, s > h, (pois h; < s para todo i), o que implica s > [[_, a;, como
queremos.

Resta-nos demonstrar o resultado no caso em que y; é um divisor-de-zero de T'/1
(ou seja, y; pertence a algum ideal primo associado do T-médulo T'/I). Como I é um
ideal radical 1-dimensional, o0 mesmo ocorre com o ideal I’ = I : (y;). Como I C I’ (de

modo que T'/I’ é uma imagem homomorfa de T'/I), obtemos
HF(T/T',i) < HF(T/I,%)

e assim

e(T/I') <e(T/I) = s.

Agora, novamente usando que [ é radical, temos I': (y;) = I’, e isto significa que y; é
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2. Sobre a multiplicidade de anéis 1-dimensionais

T/I'-regular. Como

I' =1: (y1) C K: (y1) =K' = (y(112717y(2127"'7yzn)7

podemos aplicar a primeira parte da demonstracao a inclusao I’ C K’, e obtemos
n
e(T/T') > Hai.

=2

Como s > e(T'/I'), concluimos que s > [, a;.

]

Observagao 2.1. Queremos enfatizar que a hipétese (exigida no Teorema 2.2) de que

I ¢é radical é realmente necessaria. De fato, tomando

I= (y",...,y"5") C K,

n—1

temos que I é um ideal saturado 1-dimensional, nao-radical, com e(T'/I) = [/} a;.

Em particular, se escolhermos a; < a,, obteremos e(T/I) <[]}, a;.
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Capitulo 3

Aplicacao: o problema de Waring

para monomios.

Este capitulo é dedicado a uma apresentagao do chamado problema de Waring e
sua solucao no caso de monomios, originalmente obtida por E. Carlini, M. V. Cata-
lisano e A. V. Geramita (vide [5], [6]). Como principal ingrediente para a obtencao
de tal resultado, aplicaremos o Teorema 2.2 (provado no capitulo anterior), que limita
inferiormente a multiplicidade de k-algebras finitamente geradas, reduzidas, graduadas
(standard) e 1-dimensionais.

Em todo este capitulo, & denota um corpo algebricamente fechado de caracteristica

Z€ero.

3.1 Apresentacao do problema de Waring

Considere o anel de polinémios S = ;- 5; = k[z1, ..., 2,] munido da graduagao
padrao. E um fato cldssico que qualquer forma F' € S se decompoe em soma de
poténcias de formas lineares (vide [12]). Baseado nisto, o chamado Problema de Waring
para polinomios questiona a respeito do menor inteiro s > 1 para o qual existem formas

lineares Ly, ..., Ls € S satisfazendo

onde d é o grau de F.
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3. Aplicacao: o problema de Waring para monémios.

Definicao 3.1. Dado F' € S;, o menor inteiro s > 1 para o qual F admite uma
decomposicao em soma de poténcias de s formas lineares (como acima), é chamado

posto de Waring de F' (ou simplesmente posto de F) e é denotado por rk(F).

3.2 Solucao no caso de monomios

Nesta secao, apresentamos no Teorema 3.2 uma solugao para o problema de Waring
no caso monomial, isto é, calculamos explicitamente o nimero rk(M) quando M é um
monomio (no Coroldrio 3.3 serd dada uma versao de tal resultado para “monomios
generalizados”).

Primeiro, destacamos a seguinte observagao:

Observacao 3.1. E facil ver que, com rela¢ao ao posto (de Waring) de uma dada
forma F', é suficiente considerar o anel de polindomios com o menor nimero possivel
de varidveis (com as quais I’ possa ser escrito). De fato, seja F' € k[xq,...,x,] uma
forma de grau d, e suponha que o ntimero rk(F’) é conhecido. Naturalmente, podemos
considerar F' € k[zy,...,2,,y] (onde y é mais uma indeterminada sobre k) e, neste
anel estendido, podemos procurar por uma decomposicao de F' em soma de poténcias

de formas lineares. Se

r

F(xl,...,xn):ZLi(xl,...,xn,y)d

i=1

entao, tomando a substituicao y +— 0, obtemos imediatamente
rk(F) < r

e assim, como o posto é a menor quantidade possivel de formas lineares em uma
decomposigao de F', nao ha vantagem alguma em considerar anéis de polindmios com

indeterminadas adicionais. Em particular, a fim de investigar o posto de um monomio
_ b b
M=z -x),

com 1 <b <...<b,, ésuficiente considerar M como elemento de k[z1, ..., z,).
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3. Aplicacao: o problema de Waring para monémios.

Observacgao 3.2. (A¢ao de um anel de polinémios sobre outro, por diferenciagdo par-
cial.) Consideremos anéis de polinomios T'= P, Ti = k[y1, ..., yn) € S = P> Si =
klxy,...,z,], ambos graduados standard (sobre o corpo k) e com a mesma dimensao
n. Podemos tornar S um 7T-moédulo através de diferenciacao parcial, ou seja, fazemos
com que as variaveis y;’s possam agir como operadores diferenciais parciais sobre os
elementos de S, como descrevemos a seguir.

Cada varidvel y; € T é interpretada como sendo o operador diferencial 9/0z; sobre
S, de modo que um monoémio 0 = ylf ~o-yin € T (que é um elemento tipico de uma
base do k-espaco vetorial T}, 1; ) é pensado como sendo o operador

o Oin

—0...0—
{2
ox} dxin

a:

Por k-linearidade, basta fazer T agir sobre um mondémio #J'---z/» € S (que é
um elemento tipico de uma base do k-espago vetorial S; 4+ ;). Explicitamente, a

operacao ¢ dada por

Jilgn! Ji—i1 Jn—in . .

. . < . — vl s se js > 1, VS.
i, 0 Ji . ) — (J1—i)!(Fn—in)! 1 noo 5=
(yl ynn) © ('rl 'rnn) -

0, se iy > js para algum s.
o que confere a S uma estrutura peculiar de T-mddulo.

Exemplo 3.1. A fim de ilustragao, se 9 = y1y3ys € klyi,y2,y3] ¢ M = ziziz? €

k|1, o, x3], entdo 0o M = 122%x3.

Observagao 3.3. (Ideais apolares.) Como consequéncia da observacao acima, a um

polindmio homogéneo F' € S podemos associar o conjunto
Ft = {0€T|0oF =0}

que, como podemos ver facilmente, é um ideal de T'. Diz-se que F* é o ideal apolar de

F.
O resultado abaixo é frequentemente conhecido como Lema de Apolaridade.

Proposicao 3.1. Dado um inteiro s > 1, uma forma F € S de grau d pode ser escrita
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3. Aplicacao: o problema de Waring para monémios.

como
s

F=>"L{
i=1

(onde os L;’s sao formas lineares duas a duas linearmente independentes sobre k) se e

somente se existe I C F* tal que I C T € o ideal de s pontos distintos em P~ 1.

Demonstra¢ao. Dado p = (a,...,a,) € k", podemos definir a forma linear
L=aoix1+...+a,x, €51,

cuja j-ésima poténcia pode ser escrita como

i E P LI Y
L’ = c;jon alr - xy x)

Jit...+jn=jJ

Dado v < j, seja 0 = y;* - - -y € T com vy + ...+ v, = v. Afirmamos que, para cada

J, existe G; € 5;_, tal que

De fato:
v1 v § J1 J J1 Jn
(yl ynn)o C] Oél ann '$1 ' mnn -
Jit..jn=J
_ g v1tul Un+U u1l Un __
= E Cj -y O 1 x,t =

= 6(051,...,0(”) G]

Suponha que F' = L{+...+ L% onde os L;’s sao dois a dois linearmente independentes
sobre k. A cada L; = ajjjx1+. . .+, podemos associar o ponto p; = (a1, ..., Q) €

k™ e consequentemente obtemos os pontos

il = (i :o i) € P i =1,...,s

Claramente, os pontos [p;]’s sao distintos (devido a condigao de independéncia linear).

Tome 0 € T,, com v < d. Por linearidade, e pela igualdade que provamos acima,
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3. Aplicacao: o problema de Waring para monémios.

podemos escrever
aOF:a(OéH,...,Oéln)'G1+...+8(0631,...,Oésn)'Gs
(para certos Gy, ...,Gs € S4_,) e assim, tomando I = J(X) C T, onde

X = {[p1]7"‘7[ps]} - Pnil’

obtemos imediatamente que I C F*, como queremos.
A reciproca do resultado é mais delicada (pois requer certos pré-requisitos de Ge-
ometria Algébrica que nao tratamos nesta dissertacdo) e pode ser encontrada, em

detalhes, em [12]. O

Agora estamos em condigoes de apresentar uma solucao para o problema de Waring

no caso de monomios. Precisamente:

Teorema 3.2. Sejam m > 2 (comm <n) el < b < .. <b, inteiros, e considere o

monémio M = a8 - abm € k[xy, ..., x,]. Entdo:
k(M) = ] +1).
i=2

Demonstracao. Devido a Observacao 3.1, é suficiente considerarmos o caso m = n, ou
seja, podemos supor que M = 2% ... 2bn € § = k[zy,...,2,]. Denote K = M+ C T =

klyi, ..., yn]. Afirmamos que

K = (yll’1+1, . ,yz"“).

- < 1
A inclusao (y+, ... ybet!

yf—i-l (?1 b”)—O:>yb+1EML

) C K é clara pois, para cada i, temos b; + 1 > b, =

Seja agora 0 € K. Logo 0o M = 0. Como T é graduado, podemos supor, por
linearidade, que 0 é um elemento homogéneo d = y;* - - - yS*. Suponhamos por absurdo
que, para todo j, vale ¢; < b;. Entd@o, por definicdo (vide Observacao 3.2), terfamos

doM = (y---yn) o (2 - -abr) # 0, contradicdo pois d o M = 0. Assim, existe
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3. Aplicacao: o problema de Waring para monémios.

t € {l,...,n} tal que ¢, > b, + 1, e portanto
9e (y) < (e,

0 que implica K C (y11n+17 s ;yzﬁl)- ASSiHl? K = (yll)lJrl: cee 7y7l;n+1)'

Como b; > b; para todo j, podemos considerar o subideal

Tomando um ponto p = (g : ... : ay) € V(I), é claro que oy # 0 (do contrério, pelo
formato dos geradores de I, terfamos a;; = 0 para todo j, o que é uma contradigao em
espagos projetivos). Assim, podemos supor que p = (1 : ag : ... : ), de modo que,
para cada i € {2,...,n}, o escalar «; é uma raiz (b; + 1)-ésima da unidade. Dessa

forma, definindo o ntimero

o = lﬁ[(bz + 1),

i=2

fica claro que o sistema polinomial afim
Zhtt_1=0, i=2,...,n

possui precisamente o solugbes (note que aqui utilizamos a hipdtese de que k é al-

gebricamente fechado), ou seja, existem precisamente o possibilidades para o ponto

pe V().

Tendo provado, entdo, que V(I) consiste de o pontos distintos em P*"~!, podemos
aplicar a Proposicao 3.1 e obter que o dado monomio M pode ser escrito como soma
de o poténcias de formas lineares duas a duas linearmente independentes. Resta-nos
provar que o é o menor inteiro com tal propriedade (ou seja, que rk(M) = o, como
afirmado no enunciado). Para isto, suponhamos por absurdo que existe inteiro s tal que
M se expressa como soma de s poténcias de formas lineares duas a duas linearmente
independentes. Entao, pela Proposicio 3.1, existe ideal I’ € K = M* que define
um conjunto de s pontos distintos em P"~!. Algebricamente, isso significa que o anel

graduado T'/I’ é reduzido, 1-dimensional, e tem multiplicidade s (vide Observagao 1.2).
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3. Aplicacao: o problema de Waring para monémios.

Pelo Teorema 2.2 (tomando a; = b; + 1 para todo i), concluimos que
s> [+ 1) =0

=2

como desejamos.

]

Como consequéncia natural do teorema acima, obtemos uma versao para “monomios

generalizados” do anel S = k[z1,...,x,], no seguinte sentido:
Corolario 3.3. Sejam m > 2 (com m < n) el < by < ... < by, inteiros, e se-
jgam Ly, ..., L, € Sy formas lineares linearmente independentes sobre k. Considere o

polinomio F = L5 ... L' € S (ou seja, F é um “mondmio” nos L;’s). Entdo:

m

rk(F) = JJ(b+1).

1=2

Demonstracao. Novamente pela Observacao 3.1, podemos assumir que m = n. Este
corolario segue, portanto, do Teorema 3.2 e do fato de que a aplicacao de substituigao

xr; — L; ¢ um automorfismo de S. ]
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Capitulo 4

Outros resultados

Neste capitulo (assim como no anterior), denotamos S = k[xy,...,z,] com a gra-

duacao padrao, onde k é um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.

4.1 Soma de mondmios relativamente coprimos

Nesta segao, consideramos uma classe (de formas) bem mais geral do que a classe dos
monomios. Porém, nao estabelecemos o posto de Waring precisamente (como fizemos

no caso de monoémios), e sim algumas cotas em termos do posto de certos monémios.

Proposicao 4.1. Seja F' € S uma forma de grau d que pode ser escrita como
F=M+...+M,

onde os M;’s sdo monomios de grau d tais que mde(M;, M;) = 1 para i # j. Entdo,

tem-se

Além disso,
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4. Outros resultados

Demonstragio. E claro que M{n---N ML c FL, poisse d € M- --- N M, entao

deM, j=1,....r=00M;=0, j=1,...r
= JoF=00o(My+...+M,)=00M +...+00M,=0

— 0 e F*.

Seja agora 0 € F* e suponha por absurdo que existe j tal que 9 ¢ MjL, isto é,
0o M; # 0. Por outro lado,

doF =0 = ZaoMi:O
=1

ou seja, os d o M;’s seriam linearmente dependentes sobre k, contradizendo a hipotese
de que os M;’s sao dois a dois coprimos.
Com isso, obtemos que

Fr=M{n...n M+

e assim, sendo F'+ C MJ-L, j=1,...,r, obtemos

Finalmente, se M ¢é o produto dos M;’s, entao € claro que M+ c F*, e portanto

rk(F) < rk(M). O

4.2 Decomposicao de Waring para monomios.

Se M € S é um mondmio, ja sabemos como calcular rk(M) de modo explicito
(Teorema 3.2). Uma expressao da forma M = ZZ(IM) LY, onde d é o graude M e os L;’s
sao formas lineares, é chamada uma decomposicao de Waring de M. Equivalentemente,
como k é algebricamente fechado de caracteristica zero, tal decomposicao pode ter o

aspecto

para certos ;s em k, ja que v, L¢ = (¢/7iL;)".

Nesta secao queremos salientar que, a partir da propria demonstracao do Teorema
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4. Outros resultados

3.2 (adaptando-a convenientemente e usando exatamente o mesmo ideal I C M+ C T
que define s pontos distintos em P"~!, cada um dos quais possuindo primeira coorde-
nada igual a 1 e demais coordenadas dadas por raizes (b; + 1)-ésimas da unidade), é

possivel descrever uma decomposicao de Waring de M, da seguinte forma:

Teorema 4.2. Dados inteiros 1 < by < ... <b,,, considere o monomio M = :1:1{1 . xff

e defina Z(i) = {z € k : 2%t = 1}. Entdo, pondo d = b, + ...+ b,, podemos escrever

M= Z Ve(@),ooe(n) (T1 + €(2)T2 + ... + e(n)w,)*
e(1)€Z(i),i=2,....,n

de equagoes lineares) e estes escalares sao exatamente em quantidade de [[;_,(b; +1).
Exemplo 4.1. Consideremos o monémio M = zyz € Clz,y, z]. Temos by = by = b =

1. Logo, pelo Teorema 3.2, temos rk(M) = (by + 1)(bs + 1) = 4. Podemos escrever
M=az+y+2°+8r+y—2 +v@—y+2)°+—y—-2)>

Expandindo o lado direito da igualdade, e resolvendo o correspondente sistema de
SPUIRE _ 1 g 1 . 1 _ 1
equagoes lineares, encontramos o = 57, 8 = —o;, v = —5; e 0 = 5;. Obtemos

finalmente a decomposicao de Waring;:

1 1 1 1
xyz = ﬁ~(l‘+y+z)3—ﬂ-(x+y—z)3—ﬂ~(:U—y+z)3+ﬂ-(x—y—z)3.
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