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Resumo

Sabe-se que planos e superficies quadricas no espago projetivo contém infinitas retas.
No caso de uma superficie cibica nao singular Cayley e Salmon, em 1847, (e Clebsch,
mais tarde) provaram que ela contém exatamente 27 retas. No caso de grau 4, em
1943 Segre provou que o nimero maximo de retas contidas numa superficie quartica
nao singular é 64. Para superficies de grau maior que 4 esse niimero é desconhecido.
Neste trabalho vamos explorar qual é a quantidade méaxima de retas que uma superficie
complexa nao singular de grau d na familia ]-"q‘id, pode conter. Assim obtemos uma cota
inferior para o niimero maximo de retas que as superficies nao singulares de grau d em
P3 podem conter. Salientamos que a determinacao destes nimeros tem como base o
Teorema de Classificacao de Klein dos sugbrupos finitos de Aut(P') e o estudo dos

subgrupos I'c de Aut(P') que deixam invariante um subconjunto finito C' de P*.

Palavras-chave: Acao dos subgrupos finitos de Aut(P'), Razao cruzada, Ntimero

maximo de retas em superficies nao singulares.



Abstract

It is well-known that planes and quadric surfaces in the projective space contain infi-
nitely many lines. For smooth cubic surface Cayley and Salmon, 1847, (and Clebsch
later) proved that it has exactly 27 lines. For degree 4, in 1943 Segre proved that the
maximum number of lines contained in a smooth quartic surface is 64. For surfaces of
degree greater than 4 this number is unknown. In this work, we are going to explore
what is the maximum number of lines that a smooth complex surface of degree d of the
family fiw may contain. Thus, we obtain a lower bound to the maximum number of
lines that non singular surfaces of degree d in P* may contain. We emphasize that the
determination of this numbers is based on the Klein’s classification theorem of finitte
subgroups of Aut(P') and the study of I'c, the subgroup of Aut(P') whose elements

leaves invariant the finite subset C' of P!.

Keywords: Action of finite subgroups of Aut(P'), Cross ratio, Maximum number of

lines on smooth surfaces.
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Notacoes

A seguir, denotamos por:

e C* 0s nimeros complexos nao nulos;

e S 0 anel de polinomios num dado conjunto de varidveis sobre o corpo C;
e S 0 conjunto dos polinémios homogéneos em S;

e S, o conjunto dos polindmios homogéneos de grau d em S|

e M.C.P. mudancga de coordenadas projetiva;

e Z(F) o conjunto dos zeros projetivos do polinomio F' € Sy;

e 7(X) o ideal de defini¢ao do conjunto algébrico X’;

e G* = G\ {e}, se G for um grupo com elemento neutro e;



Introducao

Em Geometria Enumerativa estuda-se uma familia de objetos geométricos, impondo-
se certas condigoes a familia, e procura-se um nimero finito de objetos que satisfacam
estas condigoes. Neste trabalho obtemos uma cota inferior para o seguinte problema
de Geometria Enumerativa: Dada uma superficie Z(F') de grau d no espago projetivo

P3 pergunta-se:

“Qual € a quantidade mdxima de retas que uma superficie nao singular de grau d em

P3 contém?”

Para superficies de grau 1 e 2, sabe-se que estas contém infinitas retas. Para su-
perficies de grau 3 a histéria foi a seguinte: o britanico Arthur Cayley (1821-1895), em
1847, enviou uma carta para o inglés George Salmon (1819-1904) na qual mencionava
que uma superficie cubica deveria conter um nimero finito de retas. Salmon provou
que este nimero finito era 27. E em 1849, Cayley apresenta a demonstracao de Salmon.
Neste mesmo ano, Cayley publicou o artigo “On the triple tangent planes of surfaces
of the third order”[7] no qual provou que “toda superficie ctibica nao singular em P3
contém exatamente 27 retas”. Esta descoberta foi muito importante para o desenvolvi-
mento da geometria algébrica. Ha quem diga que a geometria algébrica moderna tenha
se iniciado neste momento.

Quando passamos para superficies de grau maior ou igual a quatro a situacao muda.
Pelo Teorema da dimensao das fibras prova-se que para grau d > 4, sempre é possivel
encontrar uma superficie com este grau que nao contém nenhuma reta.

Mas para d = 4 este problema também foi resolvido. O alemao Friedrich Schur

(1856-1932) apresentou uma superficie quéartica que contém exatamente 64 retas:
Z(X*+ XYP 4+ 2+ ZW3)

no artigo [9]. Mas foi s6 em 1943 que o italiano Beniamino Segre (1903-1977) resolveu
o problema. Segre publicou o artigo “The maximum number of lines lying on a quartic
surface”[4] provando que “toda quértica nao singular em P? contém no mdximo 64

retas”. Além disto, apresentou uma cota para a quantidade de retas em uma superficie



nao singular de grau d em P? poderia conter. Recentemente, os matematicos Slawoir
Rams e Matthias Schiitt publicaram o artigo “64 lines on smooth quartic surfaces”
[T4] no qual apresentam um erro na demonstragdo de Segre, mas provam que a cota
maxima de 64 retas numa quértica é correta.

Para superficies de grau d > 5 o problema esta em aberto. Mas muitos mateméticos
tem estudado familias de superficies em P? e tem obtido cotas para o valor de retas
contidas nestas superficies. Estas cotas acabam por ser cotas para superficies em geral.

Apresentamos uma dessas familias e mostramos como encontramos o nimero maximo
de retas contidos contidas em suas superficies.

No Capitulo 1, apresentamos a discussao dos casos de superficies de graus 1 < d < 4.

No Capitulo 2, introduzimos o grupo Aut(P!) dos automorfismos de P! e estudamos
a acao dos subgrupos finitos I'c = {T € Aut(P') | T(C) = C'}. Exploramos a razao
cruzada para classificar todos os subgrupos de Aut(P!) que deixam invariantes quatro
pontos.

O Capitulo 3 é dedicado aos resultados do calculo da quantidade maxima de retas
que uma superficie da familia F g’w pode conter.

Finalmente, o Apéndice[A]contém alguns resultados basicos de Geometria Algébrica

e de Teoria de Grupos, que serao utilizados para o desenvolvimento deste trabalho.



Capitulo 1

Retas em superficies de grau menor

que 5

Neste capitulo, fazemos uma revisao de qual é a quantidade maxima de retas que
uma superficie de grau d, 1 < d < 4 em P? contém.

Seja Z(F) C P3 uma superficie reduzida de grau d > 1, i.e., F € Sy é livre de
quadrados.

Observe inicialmente que: se [ C P? ¢ uma reta tal que Z(I) = (Ly, L) sendo

Ly, €S L1 e F €5y, temos que:

ICZ(F) & (Li,L)=Z() DI(Z(F)) "Z" \J/(FY = F € (L, Ly). (1.1)

1.1 Retas num plano

Um plano em P? é a superficie dada por Z(F), com F € S; niao nulo. Observe
que Z(F) é superficie reduzida e irredutivel pois F' tem grau 1 e portanto, é livre de
quadrados.

Seja [ C P? uma reta tal que Z(I) = (Ly, Ly), sendo L, L, € S; linearmente
independentes. Do que foi observado em temos que a reta [ estd contida no plano
Z(F) se, e somente se, F' € (L, Ly). Ou seja, existem o, € C, ndao ambos nulos,
tais que F' = ali + [SLy. Assim, se F, L; forem linearmente independentes, tem-se
(L1, Loy = (F, Ly). Do contrério, prova-se que (Li, Ls) = (F, Ly).

Portanto, o conjunto das retas contidas em Z(F') é dado por
Rrp={lCP|l=Z(F L), L< S, linearmente independente com F'}.

Proposicao 1.1. Existe uma bijecao entre Ry e P2



1. Retas em superficies de grau menor que 5

Demonstragao. Defina
i S
b Rp - P<m>
Z(F,L) [L].
e 1) esta bem definidal
Como {F,L} é LI, L ¢ [F], e assim L # 0 em % Suponha que M € S; é tal que
(F,L) = (F,M). Entao M € (F, L), de onde concluimos que, M € [F, L] e assim
existem «, € C, nao ambos nulos, tais que M = aF + L. Na verdade, 5 # 0, caso
contrario { M, F'} seria linearmente dependente, o que é um absurdo. Assim temos:
M-—-pL=aF = M-pLe€]|F]
= M—pBL=0em %
= M=p3L=pL
= M €L
Como L #0e M = BL # 0, tem-se [M] = [L].

e 1) é injetoral

Sejam | = Z(F, L) e m = Z(F, M) retas em Z(F), tais que ¥ (l) = ¥(m). Note que:
p()=v(m) & [I)=[M]emP(5)
& L =+~M, para algum v € C*
& L—yM=0em %
o L—~Me|F]
< L —~M = 0F, para algum 6 € C*
& Le(F M)

De onde concluimos que Z(l) = (F, L) C Z(m) = (F, M). Assim m C [ e aplicando
mais uma vez a proposi¢ao [A.2] concluimos que [ = m.
e 1 é sobrejetival
Seja [M] € P(%) Assim M # 0 implica M ¢ [F], ou seja, M e F sdo linearmente
independentes. Logo, a reta [ = Z(F, M) C Z(F) é tal que ¢(l) = [M].

Finalmente, observe que: fixada a base {F, Fy, Fy, F3} de Sy, [a @ B : 4] —

[aF| + BF, + vF3] define uma bijegao de P? em P(%) O

Logo existem infinitas retas em um plano em P3.

1.2 Retas numa quadrica

Uma superficie quadrica em P3 é definida por Z(F) com F € S, nao nulo.



1. Retas em superficies de grau menor que 5

Existe uma classificacao das quadricas em P" que facilitard a contagem de retas
nesta superficie. Lembremos que dois conjuntos algébricos X, ) € P" sao ditos proje-

tivamente equivalentes se existe uma M.C.P. T tal que T(&X) = ).

Teorema 1.2 (Forma normal das quidricas). Seja I'' =} 7', a;; XiX; € K[Xo, ..., X,]

um polinomio homogéneo nao nulo de grau total 2, e assuma que K é um corpo com

caracteristica diferente de 2. Entdao Z(F') é projetivamente equivalente a uma quddrica

definida por uma equacdao da forma
Cng + CoX12 + ...+ CoXs

na qual cgy, . ..,c, sao elementos de K, nao todos nulos.
Demonstragao. Veja pag. 402 em [5]. O
No espaco projetivo complexo temos o seguinte corolario:

Coroldrio 1.3 (Classificagao das quadricas em P?). Uma superficie quidrica em P3, a
menos de uma mudanca de coordenadas projetivas, é definida por um polinémio que

assume uma das seguintes formas:
(i) [, = X?
(i) Fp = X?+Y?
(iii) F3 = X2 +Y?+ 72
(iv) Fy =X*+Y?+ 22+ W?
Além disso, toda quédrica nao singular é projetivamente equivalente a Z(F}).

Demonstragao. Note que a tnica quadrica nao singular é Q, = Z(Fy). Como as mu-
dancas de coordenadas projetivas preservam singularidades, toda quadrica nao singular

é projetivamente equivalente a Q. O

Outro fato importante é que M.C.P. preservam variedades lineares. Em particular,
retas sao levadas em retas.

Assim basta analisar os casos acima:

(i) A quadrica Q; = Z(Fy)
Esta superficie nao ¢ reduzida. Conjuntisticamente, Q; = Z(X?) = Z(X) ¢ um

plano. Logo contém infinitas retas.



1. Retas em superficies de grau menor que 5

Figura 1.1: Superficies quadricas em P3.

(ii) A quéddrica Qy = Z(F})
Note que Z(F,) = Z(X +1iY) U Z(X —iY) é a uniao de dois planos Z(X +1iY)
e Z(X —1iY). Logo Q2 contém infinitas retas.

Antes de continuar analisando os préximos casos, observe que os polinomios F3 e F}
sao irredutiveis. Ora, se fossem redutiveis ja que sao homogeéneos, a tnica possibilidade
de fatoracao seria F3 = H3G3 e Fy = H,G4, com H;,G; € S, (i = 3,4). Dal X2+Y?2+
7%= (A1 X + B1Y + C1Z)(AyX + ByY + Cy7) s6 seria possivel se o sistema

AlAQ — BlBQ - 0102 =1
AlBg = A102 - BlAQ == Blcg == ClAQ - ClBQ - O

tivesse soluc@o, o que nao ocorre. Analogamente com Fj.

Logo as quadricas Qs e 9, sao irredutiveis.

(iii) A quédrica Q3 = Z(F3)
Q3 ¢é um cone, cujo vértice, V.=1[0:0:0 : 1], é seu tinico ponto singular. Pela

proposigao [A.7] Q3 contém infinitas retas e todas passam pelo vértice V.

(iv) A quéddrica Q, = Z(F})

A quédrica Q4 é uma superficie nao singular, logo é reduzida. Verifica-se que esta
quédrica contém duas familias de retas £ e M definidas da seguinte forma:

Dado P = [py : p1] em P! temos as retas:

7



1. Retas em superficies de grau menor que 5

e Lp € L, que é o conjunto de pontos
{[i(apo + Bp1) = apo — Bpy : i(apo + Bp) = apr — Bpo] | [or: B] € P'}.
o Mp e M, que é o conjunto de pontos
{[i(apo — Bp1) = apy — Bp1 = i(—apy + Bpo)  apy + Bpo] | ez 5] € P}
Proposicao 1.4. As familias de retas £ e M contidas na quadrica Q4 satisfazem as
seguintes propriedades
(i) Retas de mesma familia ndo se intersectam.

(ii) Retas de familias diferentes se intersectam em um tnico ponto.

(iii) Dado um ponto R € Qy, existem tunicas retas Lp, e Mg, tais que Lp, N Mg, =

{R}.
(iv) Dada [ uma reta contida em Qy, tem-se que [ € £ oul € M.
Demonstracao. Confira pagina 66, 67 em [12]. O

Portanto, toda superficie quadrica em P3 contém infinitas retas.

1.3 Retas numa superficie ciibica

Considere Z(F) C P?, sendo F' € S3 nao nulo.
e Se F ¢ redutivel, entdao Z(F') contém infinitas retas:

Se a fatoragao for F'= L(Q) com L € 57 e Q) € S, segue que
Z(F) = Z2(LQ) = Z(L) U 2(Q).

Como Z(L) é plano, Z(F') contém infinitas retas.

e Se I é irredutivel, temos:

O proéximo resultado, que é considerado um dos mais famosos teoremas de Geometria
Algébrica do século XIX.

Teorema 1.5. Toda superficie cibica nao singular no espago projetivo contém exrata-

mente 27 retas.

Este teorema foi provado pelo matematico britanico Arthur Cayley e o inglés George
Salmon em 1847 ([1] e [7]).
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Figura 1.2: A Cubica de Clebsch Z(X?+ Y3+ Z3 4+ W? — (X +Y + Z + W)?) e suas
27 retas.

Este fato também foi provado mais tarde por Clebsch. Outro resultado importante

demostrado por eles é o seguinte:

Teorema 1.6. Se o conjunto singular de uma superficie ciubica for nao vazio, e esta

ctbica nao for um cone, entio a ciubica contém menos que 27 retas (cf. [14)]).

De fato, se Z(F) for uma superficie ciibica singular, Z(F') pode conter 1, 2, 3, 4,
5,6,7,8,9,10, 11, 12, 15, 16, 21 ou infinitas retas.

Exemplo 1.1. Considere S = Z(F).
e SeF=XZ?+X*W +Y? entao Sing(S) ={[0:0:0:1]}, e S contém apenas a
reta | = Z(X,Y).

o Se F=4(X3+Y3+2Z224+W? — (X +Y + Z+W)? entao S é a ctibica de

Cayley, que possui 4 singularidades e 9 retas.

Figura 1.3: Cubica de Cayley
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e Se FF=W({ ?-XY)+Y (X%~ Z?%), S possui trés singularidades e contém

vinte e uma retas:

L=Z(X)Y), L=2Y,2), I3=Z2(X-Y,X -2)
L=Z(X+Y,Y+2), I3=Z(iX-Y,X+2),
le=Z2(0X+Y, X - 2), l;=ZY,W), lg=ZW,X+Z),
lo=ZW, X —27), lLo=Z0Y +Z,W +iX +1iY),
lhh=Z(Z —-iY,W —iX -Y), lp=ZY+ZW-X-Y),
hs=Z(Y —ZW+X=Y), lyu=ZW+-Y,Z+aX - BY),
s =ZW —7Y,Z —aX + BY), g = Z(W +7Y,Z +aX + BY),
iy =ZW —9Y,Z —aX — BY),
li=ZwX -Y,W— X +wZ),i=0,1,2,3.

— 1 g2 2 4 _ _
ondea—ﬁ,ﬁ—gi,'y—ﬁewi— 1.

1.4 Retas numa superficie quartica

Uma aplicacao do Teorema da Dimensao das Fibras é que toda superficie cubica
em P? contém ao menos uma reta. Na verdade, o que se verifica é que, a funcao que
relaciona a existéncia de retas em P? que estejam contidas numa superficie Z(F) para
qualquer F' € Sy — {0} s6 é sobrejetiva para d = 3. Ou seja, para qualquer outro grau
d > 3, existe uma superficie de grau d no espago projetivo que nao contém nenhuma
reta.

Em 1882, Schur apresentou uma superficie quartica que continha exatamente 64
retas:

ZX'+ XY?+ 2+ ZWP).

Mas temos exemplos de superficies que sao nao singulares e nao contém nenhuma reta,

as dadas pela equagao
ZWI+ XY 4y Zze 4+ 2w ) (d > 4).

Um marco se deu quando Beniamino Segre, em 1943, publicou o artigo “The maxi-
mum number of lines lying on a quartic surface” afirmando que uma reta em uma
quartica nao singular complexa intersecta no maximo 18 outras retas. Embora esta

afirmacao estivesse errada, foi o ponto principal na tentativa de Segre para mostrar:

Teorema 1.7. Toda superficie qudrtica nao singular em P contém no mdzimo 64

retas.

10



1. Retas em superficies de grau menor que 5

Além disso, neste artigo Segre também apresenta uma cota para o nimero maximo

de retas [(d) que uma superficie nao singular de grau d em P3 pode conter:
[(d) < (d—2)(11d — 6).

No artigo mais recente de Rams e Schiitt , estuda-se a configuracao das re-
tas numa superficie quartica nao singular, e isto permite chegar a cota dada. Mais

especificamente, prova-se a seguinte proposicao:

Proposicao 1.8. (i) Uma reta [ contida numa superficie quartica nao singular X C
P3 intersecta no maximo 20 outras retas, se caracteristica do corpo for diferente
de 2 e de 3.

(ii) Se [ encontra mais de 18 retas em X, entdo X pode ser definida pela equagao
polinomial
ZXP 4+ WY + XZGo(Z, W) + ZG3(Z, W)

sendo Gq, G5 € K[Z, W] sdo homogéneos de graus 2 e 3, respectivamente.
(iii) A retal = Z(Z,W) intersecta 20 retas em X se e somente se W|Gj.

No entanto, analisando a proposicao [1.8] os argumentos de Segre forneceriam uma
cota de 72 retas em uma superficie quartica. A questao esta no fato de que para provar
a proposicao [1.8/ e o teorema utiliza-se a teoria de fibragoes elipticas que nao estava
a disposicao de Segre.

Também neste artigo Segre afirmou ter obtido “uma nova superficie quértica nao
singular contendo 64 retas”, mas nao encontrou-se uma tal construgao em sua extensa
obra. Ja no trabalho de Rams e Schiitt, sao exibidas algumas propriedades da con-
figuracao de 64 retas sobre uma quértica nao singular que comprovam a afirmacao
de que uma quértica nao singular com nimero méximo de retas é tinica (a menos de
isomorfismo sobre um corpo algebricamente fechado).

Vale ressaltar também que a contagem de retas depende do corpo k considerado.

11



Capitulo 2

Acao dos subgrupos finitos de
Aut(Ph)

Lembremos que a reta projetiva sobre C, P!, é formada por todos os subespacos de
dimensao um de C?. Além disso, [a : b] € P! denota o subespago gerado por (a,b). De

fato, podemos escrever:
Plz{[c: 1]|ece CU{[1:0]}.

Usaremos a nota¢ao oo = [1:0] e a =[a: 1], com a € C.
Seja Aut(P') = {T : P! — P! | T ¢ automorfismo}. Lembremos que T : P! — P! ¢
um automorfismo se existe 7' : C* — C? isomorfismo C—linear tal que T([v]) = [T'(v)].

A seguir estudaremos algumas propriedades dos elementos de Aut(P!).

Lema 2.1. Seja T € Aut(P') tal que T(c0) = oo, T(0) =0 e T(1) = 1, entao T é o

automorfismo identidade em P!.

Demonstragdo. Seja T € Aut(P'), com T(oo) = oo, T(0) = 0 e T(1) = 1. Como
T(X :Y]) =[aX + Y : vX + Y], temos:

T(w) = oefa:y]=[1:00a#0,7v=0.
TO) = 0 <[B:6=[0:1]<p8=0,0+#0.
T(l) = 1 ©la+p:v+d=[1:1]<a=0
Assim, T([X :Y]) =[aX : Y] =[X : Y] = Idp. O

Proposicao 2.2. Sejam P, = [a; : b;] (1 = 1,2,3) pontos, dois a dois distintos, na
reta projetiva. Entao existe um tinico automorfismo ¢ : P! — P! tal que ¢(P;) = oo,
¢(P) =0, ¢(F5) = 1.
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

Demonstracao. EXISTENCIA:
Considere S : P! — P! dada por S([X : Y]) = [aX +8Y : vX +8Y], sendo ad — 3 # 0.
Note que

S(P) = |aay+ pby:ya; +6by] = [1:0],
S(Py) = |aag+ Bby:yas +0by] = [0:1],
S(P;) = |aaz+ Bbs:yaz+dbs] = [1:1].
De onde concluimos que
aa; + Bby 0 e ~yap + 6by =0, (2.1)
aas + Bby =0 e ~yas+ dby #0 (2.2)
aaz + by =  ~vaz + b3 (2.3)

Note que da equacgao (2.1]) obtemos

ap by

0 =ra, + by = < (—=0,7) = u(aq,by), para algum p € C*.

_67

Logo, 0 = —pay e v = pby. Da equagao (2.2)) obtemos:

as b
0= aas + by = 2 ' & (—f,a) =n(ag, by), para algum n € C*.
-0 «
Implicando em 5 = —nay e a = nby. Substituindo estes resultados na equagao (12.3))
temos:
7’]b2a3 — na2b3 = [Lblag — [Lalbg
as bg as b3
= 7N =
az by ar b
Ui H
<~ as bg as bg =0
aq bl (05} b2
b b
& (n,u)e s % : s sdo L.D.
aq b1 a9 b2
as b az b
S n=A 5 epu=2A O para algum A\ € C*.
aq bl a2 2

13



2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

Voltando para (22.1]) e (2.2)) temos os valores dos parametros

a = nby =
7= pby =
Dai
a B
[’V 0
Note que

detA

Pois os pontos P; sao todos dois a dois distintos. Logo, S([X

b b
S I TR R v R
a; by a; by
b b
/\bl R 3 s 6 = —pa; = —)\Cbl “ 3
as by as by
asz bs asz bs
bg —Qa2
N aq bl aq bl _ 4
as bg as bg
bl —aq
as by as by
b b
(—a1b1 + a2b1) @ 3 @ 3
aq b1 a9 bQ
az by as bz as bz 7&0'
ap b ap b az by

[ b b
— b, az 03 X — a as 03
L ay bl aq b1
[ b
= (b2X — (IQY) 4 3 (le
i ap bl

:Y]) é dada por:

b b
Yoo | ™ Plx—al®™ ?ly
az by az by
b
—aY) as 03
as by

é tal que S(Pl) = 00, S(Pg) = O, S(Pg) =1.

UNICIDADE:

Seja T € Aut(P') outro automorfismo tal que T(P;) = oo, T(P,) = 0, T(P3) = 1.
Note que T~' o S € Aut(P') fixa oo, 0, 1. Do Lema acima temos T~ oS = Idp, e

assim T = S.

O

Corolario 2.3. Sejam {Py, P>, P3} e {Q1, @2, @3} subconjuntos de pontos dois a dois

distintos em P!. Entao existe um tinico automorfismo T : P! — P! tal que

T(P) =Q; i =1,2,3.
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

Demonstracao. Sabemos que existem tinicos automorfismos Ty, Ty : P! — P! tais que

Ty(P) = oo Ty(Q1) = o0
T (R) = 0 Ty(Q@2) = 0
T,(Py) = 1 Ty(Qs) = 1

Como Aut(P') é um grupo, Ty e T,' o Ty € Aut(P'). Finalmente, note que T =

T,' o T, é o automorfismo procurado. [

Lema 2.4. Seja T € Aut(P'), com T # Idp:. Entao T possui sempre pelo menos um

ponto fixo e pode ter no maximo 2 pontos fixos. Além disso,

(i) Se T possui exatamente um ponto fixo, entao existe S € Aut(P!) tal que SoToS™!
¢ dada por:
SoToS '([t:s])=[t+s:s]

(i) Se T possui exatamente dois pontos fixos, entao existe S € Aut(P') tal que
SoToS ! édadapor SoToS !([t:s])=][at:s] coma=#0,1 fixando 0 e co.

Demonstragdo. Seja T € Aut(P') — {Idp } dada por
TX :Y]=[aX +8Y : v X + Y] com ad — By # 0.
Note que P = [Xj : Yy] é um ponto fixo de T, se, e s6 se,

T(P)=P & [aXo+ BYy:vXo+ Y] = [Xo: Y
& (aXo+ BY))Ys = (v Xo + 6Y5) X,

aXoYy + BY5 = v X§ + 0Y X,

& X2+ (6 —a) XYy — BYE = 0.

¢

Assim P é ponto fixo de T se, e somente se, f(P) = 0, sendo f(X,Y) = vX? +
(0 — )XY — BY2 Como T # Idm temos que f(X,Y) é uma forma de grau 2 nio
nula e portanto se fatora como produto de formas lineares, possuindo sempre raiz e no

maximo duas raizes.

(i) Assuma que P € P! é o tinico ponto fixo de T. Observe que existe R € Aut(P')
tal que R(P) = oc.
Agora note que RoToR™! € Aut(P') e que RoToR™!(c0) = 0o. Assim, vamos
assumir que oo € o unico ponto fixo de T.
Logo
T(oo)=00 & |a:v]=[1:00 & a#0ey=0.
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

Implicando T([X :Y]) = [aX + Y : 6Y].

Assim P = [Xj : Y| é ponto fixo de T se, e somente se,
Yo(BYy + (o — 6) Xo) = 0.

Observe que # # 0, do contrario 0 seria outro ponto fixo de T. Como oo é o
tnico ponto fixo de T, temos que -0+ (o« —d)1 = 0 donde 0 # o = 4. Logo
T(X:Y]) =[aX +8Y :aY]=[X + Y : Y] sendo 8, = 2.

AFIRMACAO: Existe S € Aut(P!) tal que SoToS™! ¢ definida por [t : s] — [t + s : s].

Sejam [S] = [Z Z e [T] = (1) Bf]tais que
a b 1 0 a b 71_ 11
cdl|o1||ecd| |01]|
Ou seja,

Lt L

que nos da o seguinte sistema

a = a+c c =0
aﬁl‘i‘b = b+d & aﬁl —
cbi+d = c+d b = c

Tomemos a =1 e b =1, segue do sistema que ¢ =0 e d = 5;. Donde
S[X:Y}:[X—I—Y:ﬁlY]eSfl[X:Y]:[X—%:g—l].
SoToS_l([t:S]) = SoT(t—é:é)
= S(t—F +s:3)
[t—ﬁ—i—s%—i:ﬁlé]
= [t+s:s3].

Seja T € Aut(P!) diferente da identidade em P*. A menos de conjugagio podemos
assumir que os pontos fixos sao exatamente 0 e co.

Se T([X :Y]) = [aX + BY : vX + 0Y] entdo

1:0] & a#0ey=0,
[B:6]=[0:1] & pB=0ed#0.

B
=
Il

T(0) =0 &
=0 <
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

Assim T([X : Y]) = [aX : §Y] =[aX : Y] coma = § #0ea # 1pois T é
diferente da identidade.

]

Corolério 2.5. Se T € Aut(P') é diferente da identidade de ordem finita, entao T

possui exatamente dois pontos fixos diferentes.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que T possui exatamente um ponto fixo. Logo
existe S € Aut(P') tal que SoToS ' (t) =t+1eSoToS !(co) = co. Lembremos
que ord(T) = ord(SoToS™!), para todo S € Aut(P!). Note que SoToS™!(¢) =t +k,
V k > 1 inteiro, de onde concluimos que ord(SoToS™!) é infinita. Como ord(T) < oo,

entao T possui dois pontos fixos. O

2.1 O subgrupo I'¢

Dado um subconjunto C' C P!, podemos considerar o conjunto
I'c ={T € Aut(P") | T(C) = C}.

Note que I'¢ é subgrupo do grupo Aut(P!). De fato,
o Idp: € I'¢.
Além disso, para quaisquer T, S € ', temos que:
e ToS(C)=T(C)=CeassimToS el
e T7(C) = C (pois T(C) = C) e assim T~ € T¢.
Mais ainda, se C' for finito contendo d elementos verifica-se que

Lema 2.6. T'¢ é subgrupo de ordem finita de Aut(P') para d > 3. Em particular, se
d =3 entao I'c = S;.

Demonstra¢ao. Separemos em casos:

1-d=1
Sejam C' = {P}, I'y, = {T € Aut(P') | T(c0) = oo} e S € Aut(P!) tal que
S(P) = oo. Do isomorfismo de grupos Is : I'c — I'y definido por Is(R) =
SoR oS! temos |T'¢| = [T's|. Por outro lado, H = {T;, € Aut(P') | Tp([X :
Y]) = [X +0bY : Y], b € C} ésubgrupo de I'.. Note que ¢ : C — H dada por

b — T} é um isomorfismo. Como |C| é infinita, temos que |['¢| é infinita.
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

2-d=2
Sejam C' = {P,Q}, I'so = {T € Aut(P') | T({o0,0}) = {00,0}} e S € Aut(P')
tal que S(P) = oo e S(Q) = 0. Do isomorfismo de grupos Is : I'c — I'wp
definido por Is(R) = So R o S™! temos [I'¢| = [Tyl Por outro lado, H =
{T, € Aut(P') | To([X : Y]) = [aX : Y], a € C*} é subgrupo de 'y, o. E como
¢ : C* — H dada por a — T, é um isomorfismo e |C*| ¢ infinita, temos que |I'¢|

¢é infinita.

3-d=>3
Se fixarmos trés pontos de C' C P!, T € I'¢ fica determinado pela escolha das
imagens destes trés pontos. Esta escolha pode ser feita de 6(;) maneiras, pois
estamos contabilizando a permutagao dos trés pontos. Logo |I'4| < 6(;), que é

finito.

Agora vejamos que I'c & S5, se fC' = 3. Os automorfismos de P! tais que T(C) = C
sao dadas por T,, com o € S; tal que T,(P;) = P,; conforme a proposicao .

Explicitamente:
T, T 23 T 13 T (12) T (123 T (132
P1—>P1 P1—>P1 Pl—)Pg P1—>P2 P1—>P2 P1—>P3
P2—>P2 P2—>P3 PQ—)PQ P2—>P1 P2—>P3 P2—>P1
P3—>P3 P3—>p2 p3—>P1 Pg—)Pg P3—>P1 P3—>P2

Daif a ordem de I'c é seis. Agora note que T (a3 0 T(13)(Py) = T(23)(Ps) = P> # P53 =
T3 (P1) = Ty 0 Ty(P;) donde I'c nao é abeliano. Pela classificacao dos grupos de

ordem seis (ver corolario 1, p. 151 em [3]) segue que I'¢ é isomorfo a Ss. O

2.2 Razao cruzada

Podemos nos perguntar o seguinte:

Existe um automorfismo T : P! — P! tal que T(c0) = 0o, T(0) =0, T(1)=1e
T(a) = b, com a # b?

A resposta é nao! Visto que a funcao identidade é o tnico automorfismo que fixa
0,0, 1, e assim Idpi(a) = a # b. Observe que se T € Aut(P') e T(P) = oo, entao
VQ#P T(Q)=[\:1] com X € C.

Defini¢ao 2.1 (Razao cruzada). Dados P, Py, P, P, pontos dois a dois distintos em

P!, a razao cruzada destes quatro pontos é denotada por [Py, Py, P3, P, e definida como
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

o unico numero complexo tal que
T(P4) = [[P17P27P37P4] : 1}7

com T € Aut(P') determinada por T(P;) = oo, T(P,) =0 e T(P3) = 1.

Teorema 2.7. Sejam { Py, Py, Ps, Py} € {Q1,Q2, Q3, Q4} subconjuntos de pontos dois a
dois distintos em PL. Entdo existe T : P* — P! automorfismo tal que T(P;) = Q;, i =

1,2,3,4 se, e somente se,

[P17P27P37P4] = [Q17Q27Q37Q4]-

Demonstragdo. Suponha que exista T € Aut(P') tal que T(P) = Q;, i = 1,2,3,4.
Sabemos que existem tnicos Ty, Ty € Aut(P') tais que T1(P;) = oo, T1(P) = 0,
T(P) = 1 e Ti(P) = [P, Po, Py, P)], To(Q1) = 00, To(Qs) = 0, To(Qs) = 1 e
T2(Q4) = [Q1,Q2, Q3, Q4]. Assim, T = T, ' oT; pois ambas levam P em Q;,i = 1,2, 3.
Por outro lado temos Ty o T = T4, donde [Py, P, P3, Py] = T1(Py) = T 0o T(F,) =
T (Q4) = [Q1, Q2, @3, Q4). Reciprocamente, suponha [P1, Py, P3, Pj] = [Q1, Q2, Q3, Qul.
Sabemos que existem unicos Ti, Ty € Aut(P') tais que Ti(P) = oo, Ti(P) =
0,T1(Ps) = 1 e Ti(Py) = [P, P, P35, Py], To(Q1) = 00,Ty(Q2) = 0,T2(Q3) = 1
e To(Q4) = [Q1,Q2,Q3,Q4). Agora, como T(P;) = T2(Q4) temos Ty o T1(P)) =
Q4, além disso Ty o Ti(P) = Ty'(00) = Qp, Ty' o Ti(R) = T3H(0) = Qy, e
T,' o T1(P;) = T;'(1) = Q3. Logo, T = T5' o T! é o automorfismo de P' tal que
T(P)=Q,, i=1,2,3,4.

[

Assim a Razao Cruzada de quatro pontos P, = [a; : b;], (i = 1,2,3,4), dois a dois

distintos, é dada por:

as by as bs

as bo a; by

[-P17P27P37P4] —

as by az bs

a; b as by

Para cada o € S, definimos U[Pl, PQ, Pg, P4] = [Pg(l), PO—(Q), P0(3), Pg(4)].

Lema 2.8. Sejam P, P, Ps, P, dois a dois distintos em P! e K o grupo de Klein em
Ss. Entao
U[P17P27P37P4] == [P17P27P37P4]7vo- S K

19



2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

Demonstrag¢ao. Concretamente, queremos provar que

[PlaPQaP3aP4]:[PZaP17P4aP3]:[P37P4aplap2]:[P47P37P27P1]'

De fato
as b3 Qy b4
a; b as b
[P27P17P47P3] = - - - -
as b3 as by
a9 b2 aq b1
ay b4 as b3
a9 bg aq b1
— :[P17P27P37P4]'
Qg b4 as b3
aq b1 (05} bg
(05} b2 aq b1 Qy b4 as b3
(=1 (=1)
[P PP P] - ay b4 as b3 - a9 b2 aq bl
344,141,142 - -
a9 bg aq b1 ay b4 as b3
(=1 (=1)
as b3 Qy b4 aq bl (05} b2
= [P17P27P37P4]'
aq b1 a9 bg as b3 ay b4
(=1 (=1)
Py, Py, Py, Pt = az bz ag by _ ar b az by
4,4 3,142,141 - -
aq b1 a9 bQ as b3 ay b4
(=1) (=1)
as b3 Qy b4 a9 b2 aq bl
= [P17P27P37P4]'

]

Teorema 2.9. Sejam Py, P, Py, Py, dois a dois distintos em P'. Assuma que [Py, Py, P,
Pyl =\, e seja A ={c[P, Py, P3, P)] | 0 € S;}. Entao

A_{%al_%1ixxirA;1}

Demonstragao. Note que o grupo de Klein K é subgrupo normal de Sy, e como | K| =4

e |Sy| = 24 temos, por Lagrange, que o grupo % tem ordem 6.
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

Assim, 2t = {€,71, 72, 73,74, T3} com fz; = 4,i = 1,2,3,4,5.

Segue da definigao de grupo quociente que € = K e do Lema2.8{que o[ Py, P», P3, Py| =
A, para todo o € K.

Agora vamos estudar o[Py, Py, P3, Py, se 0 € S; — K = |J_, T;. Lembre 7; = {0 €
Sy| o =kx; comke K} para 1 <i<5.

e Seux = (12) € Sy entao (12)[ Py, Py, P3, Py| = [Ps, P, P, P;]. Observe que
dados A, B,C, D € Py, dois a dois distintos.

Entao [A, B,C, D][B, A,C, D] = 1. De fato,

ap bp || ac be || ap bp || ac be

ag b ay b as b an b
[A,B,C,D][B,A,C,D] = B UB A ba 4 by 5 bg

ap bD ac bC ap bD ac bc

as ba || ap bp || ap bp || aa ba

Dai
[Py, Py, P, Py] [P, Py, P3, Py] =1 (%)

Assim, aplicando os elementos do grupo de Klein obtemos os outros elementos em 77.

Portanto
[P27P17P37P4] - [P17P27P47P3]:[P37P47P27P1]

== [P47P37P17P2]:§'

[ ] Se To = (14) c 54 entao (14)[P1,P2,P3,P4] = [P4,P2,P3,P1].
Note que [Py, Py, Ps, Py] + [Py, Py, P3, Pi] = 1. De fato

[P17P27P37P4]+[P47P27P37P1]:

ag by az bz ar b az bz
as  be a; by as b ag by
= +
as by as b3 a; b as b3
ar b az by ay by az by
as b as bs a; by as bs
az  bs ar b _‘ az b ‘ as by
N ay by az bs
a; by as by
- (a4b2 - 6l251)(a351 - a1b3) - (alb2 - a251)(a3b4 - CL453)
ag by ag bz
a; by as by
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

_ G4bl(a3bz - CL253) - a1b4(a362 - a263

ag by ag bz
a; by ay b
_ (asby — a1by)(asby — asbs) _q
ag by az bz
a; by as by
Logo,
[Py, Py, P3, Pr| = [Py, Py, Pr, P3| = [P35, Py, Py, Py

= [P17P37P27P4]:]-_A'
e Seuxs=(124) € Sy, como [Py, Py, P3, P1] = 1—\, segue de (xx) que [Pa, Py, P3, P;| =

ﬁ. Aplicando os elmentos do grupo de Klein obtemos

[P27P47P37P1] = [P47P27P17P3]:[P37P17P27P4]

- [P17P37P47P2]:ﬁ'

e Seuxy = (13) € Sy daf (13)[Py, P2, P, Py) = [P3, P, Py, P4] = 5. Note que
deve ocorrer

[P37P27P17P4]:_[P17P27P37P4][P27P47P37P1]

De fato
as by a; by ays by as bs a; by as b3
as by as b3 as by a; by as by as by
as b a; by a ag by as bs a; by as bs
as bs as b ar by as b as  be as by

Logo, para os elementos em 7y, temos:

[P37P27P17P4] = [P27P37P47P1]:[P17P47P37P2]

= [P45P15P25P3]:ﬁ'

e Sexs=(123) € S;. Segue novamente de (xx) que [Py, P3, Py, P;] = 25, Assim,

se x5 = (123), para os elementos em T5 obtemos:

[P27P37P17P4] - [P37P27P47P1]:[P17P47P27P3]
A—1

— [P47P17P37P2]:T~

No teorema a seguir estudaremos os subgrupos I'¢, com §C = 4.
Teorema 2.10. Seja C C P! tal que $C = 4. Entao I'c é um grupo isomorfo a

e Grupo de Klein K, ou
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

e Grupo Dihedral Dy, ou
e Grupo Ay das permutacoes pares em Sy.

Demonstracao. Note que T, = Idp € I'c pois ['c é subgrupo. Assuma que C =
{P17P27P37P4}'
Seja A\ = [Py, Py, P3, P;]. Lembremos que o lema nos garante que:

)\: [P17P27P37P4} = [P27P17P47P3] = [Pg,P4,P1,P2] = [P47P37P27P1]'
Além disso, mostramos no lema que existe S € Aut(P') tal que
S(]DZ) = Qia = 1727374 <~ [P17P27P37P4] = [Q17Q27Q37Q4]-

A seguir, para cada o € S, tal que o[Py, Py, P3, Py] = [Py, P, P3, Ps], denotaremos por
T, : P! — P! o automorfismo dado por T,(FP;) = P,q), ¢ = 1,2,3,4. Assim para
cada o € K obtemos T, € Aut(P'). Por simplicidade usaremos a notagao Ty = Idp,
T = T34y, T2 = Tuszyee) € Ts = T1a)23)-

Verifica-se que Hy = {Ty, Ty, Ty, T3} é um subgrupo de I'c e T? =Ty, i = 1,2,3.
Portanto, Hy = K. Pois a menos de isomorfismos os tinicos grupos de ordem 4 sao o

grupo de Klein K ou o grupo ciclico Z4. Temos assim Hy < I'c. Logo Hy = I'c ou
Hy G Te.

e Se Hy=T¢, entao I'c = K.

e Se Hy & I'c, entao existe S € I'c — Hy, tal que S(P) = F,(;), para algum
o €S, — K. Dal tem-se que

A= [P17P27P37P4] = [PU(1)7P0(2)7P0'(3)7PO'(4)]'

Por outro lado, sabemos que se A\ = [Py, Py, P3, Py, entao

ﬁﬂmJﬁmRm»ﬂw]|U€&}

1 1 AoA-1
_{%?1_%1—XA—1’A } (24)

Observe que I'c = K é equivalente ao fato de que os seis nimeros acima sao distintos.

Assim analisemos 0s seguintes casos:

[Caso 1] A - &

Temos que A =1 ou —1, mas A = 1 é descartado visto que automorfismos sao bijecoes
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

e P; — 1. Desta forma temos

{A:—L

Sabemos que T[Py, P, P5, Py] = 5 se 7 € {(12), (34), (1324), (1432)}.

Assim, considere Sy = T2, Sg = T(34), S3 = T(1324) € Sy = T (1423). Seja

>

_ _ 1 1 A 1 A-1 __
=-L1-A=2 5=35 353 T—Q}‘

Hl == {TU7 Tl; T27 T37 Sl7 S27 S37 S4}

Verifica-se que H; = (S1,S3)com S? = ¢, Si = e e $;S3S; = S;'. Logo, H; é um

subgrupo de ' isomorfo a Dy.

[Caso 2] A =1- A

Temos que A = % e assim

{A=11=21-2=

1 A A—1 _
L 19 A _ _4}.

1
27 1-X 71 7oA

Tendo em consideragao que w[Py, P, P5, Py] = 1 — X se w € {(14), (23), (1342), (1234)}.
Considere Sl T(14 SQ T(1234), Sg = T(1342) [§ S4 T(23 SQ]&

H2 - {T07 Tl; T27 T37 Sl7 S27 S37 S4}

Verifica-se que Hy = (S;,S3) com S? = ¢, S = e e S;S,8; = S,;'. Logo, Hy é um
subgrupo de ' isomorfo a Dy.

[Caso 3]\ — 15

Temos que A = w ou W onde w = . Tomando A = w temos

1+/3i
9

1-A A—1 A
Neste caso A = ﬁ = ’\)\ e lembrando que
1
m - [P27P47P37P1]:[P47P27P17P3]
= [Pg,Pl,PQ,P4]:[Pl,Pg,P4,P2]
1_)\ - [PQaP3aP1aP4]:[P37P27P47P1]

= [P1,P4,P2,P3] [P4,P1,P3,P2]

Assim, denominemos por Sl = T(124), 82 = T(143 Sg = T(132), S4 = T (234), R1 =
T (123), R2 = T(134), Rg = T(243) € Ry = T (149).

24



2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

Seja
Hy = {Ty, T, Ty, Ts,81,S5,83,S4, Ri, Ry, Rg, Ry}

Verifica-se que H4 é um subgrupo de I'c de ordem 12 que nao possui elemento de ordem
6.

Logo, Hy ~ A,. Observe também que se tomarmos A = @ obtemos o mesmo
resultado, pela simetria no calculo dos valores das razoes cruzadas.

A=
Temos que A = 0 ou 2, mas A = 0 ¢é descartado visto que todo automorfismo é uma
bijecao e P, é enviado em 0. Assim

_ 1 _ 1 _ 1 A A—-1 1
{/\—Q,X—E,l—A——l,———l,m—Q, —5}

Lembremos que

3 4 [P37P27P17P4]:[P27P37P47P1]
— [P17P47P37P2]:[P4;P1aP2aP3]'

Assim, denominemos por S; = T(13), So = T(1432), S3 = T(24) € Sy = T(1234).
Seja
H6 = {TU7 T17 T27 T37 Sl7 S27 S37 S4}
Verifica-se que H; = (S;,S3)com S? = ¢, Si = e e $;S38; = S;'. Logo, Hs < T¢ e
H6 ~ D4.

[Caso 5] A = 252

Temos que A = w ou w, onde w = . Neste caso, verificamos que Hs ~ A, tanto

1+ /3i
9

para A = w ou A = W, como no caso 3.
O

2.3 Acao dos subgrupos finitos de Aut(P!)

Dado G um subgrupo finito de Aut(P'), vamos procurar a estratificagao por 6rbitas

nos pontos fixos dos elementos de G. Antes, enunciamos o

Teorema 2.11 (Teorema de Classificacao de Klein). Um subgrupo finito de PG Ly(C)

€ isomorfo a um dos sequintes grupos:
e O grupo ciclico C

e O grupo Dihedral D,, de ordem 2n
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

e O grupo Ay de ordem 12
e O grupo Sy de ordem 2
e O grupo As de ordem 60

A menos de conjugagao, todos estes grupos ocorrem como subgrupos de PGLy(C) =

Aut(PY) exatamente uma vez.

Seja G um subgrupo finito de Aut(P!) com |G| > 2. Definamos por Pg o conjunto
finito
Pg = {P € P | existe T € G*; T(P) = P}.

Proposigao 2.12. Seja G um subgrupo finito de Aut(P') tal que |G| > 2. Para P € Pg

consideremos
Gp={TeG|T(P)=P}eOp={T(P)| T € G}.

Verifica-se:
(i) Se P € Pg, entao T(P) € Pg, para todo T € G.
(ii) A fungao

Qgi GXPG — Pa

define uma agao pela esquerda de G em Pg.

(iii) Se @Q,R € Op entao os estabilizadores Gg e Gg sao grupos conjugados. Em

particular |Gg| = |Gg|.

(iv) Se H for um subgrupo de Aut(P') isomorfos a G. Sejam Pg e Py os subconjuntos
de P! formados pelos pontos fixos dos elementos em G* e H*, respectivamente.
Considere a decomposi¢ao de Pg e Py dada pelas 6bitas a partir das agoes de

Qqg e Qp, respectivamente, a saber:

Po=0,U0,U---UO, e
Pg=0,0U05U---U0O].

Entdo k = [ e existem S € Aut(P') e o € S; permutagao tais que O’; = S(O,(;))
parat=1,...,k.
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

Demonstragao. (i) De fato, se P € Pg, entao existe T € G* tal que T(P) = P. Note

(i)

(iii)

que SoToS™ '€ G*eSoToS ' (S(P)) =S(P).
Verifiquemos as condicoes de acao de grupo:

o O;(Idp:, P) = Idp: (P) = P para todo P € Pg.

e O¢ (T7 Qa (S, P)) = Qg (T, S(P)) = T(S(P)) =(ToS)(P)=Qc(ToS,P)
para todo P € P e T,S € G.

Se @, R € Op segue que @ ~ R, logo R = T((Q) para algum Ty € G*. Defina a

conjugacao

Ip,: Aut(P) —  Aut(Ph)
T — TyoToT,"

Como It, é isomorfismo de grupos e It,(Gg) = Gg, concluimos que G e Gy

sao conjugados.

Como G e H sao subgrupos finitos de Aut(P!) isomorfos, pelo Teorema que
existe S € Aut(P!) tal que o automorfismo interno Ig induz um isomorfismo de
G em H.

AFIRMAGAO: Py = S(Pqg).

Dado @ € Pg, sabemos que existe T € G* tal que T(Q) = Q. Agora Zg(T) € H*
e Zs(T)(S(Q)) =S o T oS (S(Q)) = S(Q). Por outro lado, se R € Py, existe
R € H* tal que R(R) = R e Zg1(R) € G* e Zg1(R)(S7}(R)) = S'oRo
S(S(R)) =S7'(R).

AFIRMACAO: S(Op) = O'g(py para todo P € Pg.

Seja R € S(Op) entdo existe T € G* tal que S(T(P)) = R. Mas, observe
que S(T(P)) = SoT oS I(S(P)) e SoT oS € H* e assim R € Ogp).
Reciprocamente, se R € O's(p), entdo existe R € H* tal que R(S(P)) = R.
Note que R(S(P)) =S(StoRoS(P)) eS'oRoS € G, logo STH(R) € Op.
Portanto, R € S(Op).

Desta forma, temos

Pu=01U---U0=S(01)U---US(0O) =O'spy U---UO's(p,).

Como a decomposicao em drbitas é tnica e O'g N O'g = 0 ou O’ = O’ para
todo @, R € Py, segue que k = [ e para cada i € {1,...,k} existe um tnico
Jje{l,... k} tal que O'; = O'gp,y = S(O;).

O
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

Agora, dado G um subgrupo Aut(P') com ordem N > 1, consideremos o seguinte
conjunto

O={(PLT)eEP' xG|T(P)=PeT#Idm}.

Queremos saber a quantidade de elementos do conjunto ©. Para isto, vamos contar de
duas maneiras diferentes para obter uma equacao que nos dé informacoes a respeito de
N (este método foi utilizado por M. Artin [I1]).

Por um lado, o corolario [2.5 assegura que todo automorfismo em G* possui exata-

mente dois pontos fixos, assim temos que
8HO)=2-4G"* =2(N —1). (2.5)

Por outro lado, a partigao de Py pelas érbitas determinadas pela agao €2 nos fornece
outra equagao: Seja Pg = O1U---U O com O; N O; = O para todo i # j, sendo
O; = Op, i = 1,...,k. Pelo item (iiz) da proposi¢ao anterior G; = Gp, e Gp sao
isomorfos para todo P € ;. A ordem do estabilizador Gp independe da escolha P € O;,
Vied{l,...,k}, eassim |G;| = |Gp| =1n; > 2 para 1 < i < k. Além disso, como G é
finito, temos $(0;) = (G : G;) = % parai=1,...,k. Seja m : © — P! a projecao da

primeira coordenada. Note que a imagem de 7, é Pg, e dado P € P! temos
a Y(P)={(P,T) € P! x G* | T(P) = P}.
Assim, se P € Pg, 7, '(P) = {P} x G%. Logo, sendo G% = G%,

(0) = Y t(x(P) =) 4(Gh)

PePa PePg
= > 4G+ Y (G
PecO; PcOq

= Y HOME) =Y - 1)

Unindo as informagoes sobre #(0) obtidas em (2.5)) e (2.6 temos

AN -1) = N(k-XE, L)

E assim

2
—=k—24+— com N,np>2 Vi (2.7)
im1 ' N
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

Na proposicao a seguir vamos estudar as possibilidades dos valores que satisfazem

a equacao (2.7)).

Proposicao 2.13. Com as notagoes acima, verifica-se que k € {2,3}. Além disso
1. k = 2 se, e somente se, G é um grupo ciclico.
2. Se k=3 en <ny <13, entao tem-se

eoun =m=2en=m=2 com|G|=2meG~D,,
eoun =2,m=n=3 com |G| =12e G ~ Ay,
eoun =2,m=3en;=4,com |G| =24e G~S,,
eoun =2,m=3en; =05, com |G| =60e G~ As.

Demonstracao. Note que se k = 1, obterfamos na equagcao ([2.7))

1 2
—=—-14+—=<0,
i N
o que é um absurdo. Além disso, desde que n; > 2, temos % < % paratodoi=1,...,k,

e assim Zle nl < % Voltando para a equagao 1} temos

2 k
k=2+% < 3
k 2
2 k
g ¥y S 273
2 k _ Ak
= 0 < 4%
= E < 4
Logo, k € {2,3}. Analisemos estes casos:
e Caso k= 2.
Fazendo k = 2 em (2.7]) temos:
1 N 12
m o e N’

com N,n; > 2 e como |G;| divide |G|, existem r,s € Z, tais que N = rn; = sns.
Dai

r S 2

—F —=—=r=s=1.
Assimn; = N, 1 =1,2¢e Pg = O, U0y com #(0;) =1, i = 1,2. Logo os
elementos de GG tem os mesmos pontos fixos, e a menos de conjugacao podemos

escolher co = [1: 0],0 = [0 : 1] como estes pontos fixos. Seja T¢ € G de ordem
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

m, entdo T¢ é dado por T¢([X : Y]) = [£X : Y] onde & é raiz m—ésima da

unidade. A funcao

p: G — C*
Te = &

é um homomorfismo injetivo de grupos, de onde G' ~ ¢(G). Mas G é grupo de

ordem N, e assim ¢(G) tdmbém tem ordem N, e como é subgrupo de C*, pelo
Lema[A.8 G é isomorfo a Uy = {z € C* | 2" = 1}. Portanto, G ¢ ciclico.

e Caso k = 3.
Fazendo k = 3 em ({2.7]) temos:

2

Para a equacao acima temos 4 possibilidades:
O Mm=mn=2en=m=2.
Para estes valores, substituindo em (2.8)), temos N = 2m, §(O0;) = #(O,) = m,
ﬁ(@g) =2e
PG:(91UOQU03.

A menos de conjugacao podemos tomar O3 = {00,0}, e como |Gs| = |Go| =

m < |G| = 2m, existe I € G — G| tal que I(co) = 0, I(0) = oo e sua ordem é 2.

Além disso, verifica-seque I1(Go) = G- Pelo Lema , Gy é subgrupo normal
de G, e assim I1(Gy) = Gy. Logo

Go={TeG|T(X:Y])=Te([X:Y]) = [€X : Y], € € Up}.

Aplicando o mesmo raciocinio utilizado no caso k = 2 temos Gy = G, = (R)
onde R € G tem ordem m dado por R([X : Y]) = [wX : Y], com w raiz m—ésima

da unidade.

Agora temos I de ordem 2 e R de ordem m, tais que Io RoI™! = R™"!, Pelo
que foi apresentado em segue que (R, I) ~ D,,, e assim G ~ D,,.

O Mm=2, m=3en=m=3.
Para estes valores, substituindo em (2.8)), temos

1 2 6—m 2
-t —=1+— —=—>0,= 3,4,5}.
m N m N>’ m € {3,4,5}

N | =
W —
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2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

m=3

Substituindo 7 = 2, 7o = n3 = 3 em (2.8) temos N =12 e
Pe=01U0,U0; com §(01) = 6,4(0:) = §(03) = 4.

Segue do Teorema m que os tnicos subgrupos finitos abelianos de de Aut(P')
sao ciclicos ou o dihedral Dy que tem ordem 4. Mas G nao é ciclico, e assim
G ~ Dg ou G ~ Ay. Agora

PD6 = 01 U 02 U 03 Ccom ﬁ(Ol) = Jj(OQ) = 6, ﬁ((/)g) = 2.

Pelo item (iv) da proposi¢ao temos G ~ Aj.

m=—4

Substituindo 7 =2, 7, =3 e n3 = 4 em temos N =24 e
Pe=0,U0,UQO;3 com §(0;) =12,4(05) =8, £(0O3) = 6.
G nao é ciclico e |G| = 12, logo G ~ D15 ou G ~ S,. Agora
Pp,, =01 U0, U005 com §(0;) = 4(O0s) =12, £(03) = 2.

Pelo item (iv) da proposi¢ao temos G ~ 9.

m=>

Substituindo 17y = 2, 7o =3 e n3 = 5 em ([2.8)) temos N = 60 e
PG = 01 U 02 U 03 com ﬁ((’)l) = 30, Ij(02> = 20, ﬂ(03) = 12.

Pelo mesmo motivo G nao é ciclico e por sua ordem temos G ~ D3y ou G ~ As.

Agora
Ppyy = O1 U0, UO3  com §(0;) = §(02) = 30, £(O5) = 2.

Pelo item (iv) da proposicao temos G ~ As.

Voltemos entdao ao subgrupo finito de Aut(P'),

Lo = {T € Aut(P)) | T(C) = C,

31



2. Acao dos subgrupos finitos de Aut(P')

onde C' C P! ¢ um subconjunto, contendo exatamente d > 3 elementos. Observe que
I'c define uma acao sobre C :
Qc: TexC — C
(T,P) — T(P)
E desta forma, para cada P € C podemos considerar sua érbita Op = {T(P) € C' |

T € I'c}. A proposicao a seguir nos d4 mais informagoes a respeito deste conjunto.

Proposicao 2.14. Seja C C P! formado por d pontos, dois a dois distintos. Considere
0s conjuntos
Pe = CnPr, = {PeC|3Tely, T(P)=P},
Pe = C—-—Ps = {PeC|P¢7Pr.}
Entao, para cada P € C temos que:

(i) Se P € P¢, entao Op C Pc. Caso contrario, Op N Pe =0 e §(Op) = [T¢|.

(ii) Se I'c nao for ciclico entdo Pr, = O'1 U0, U O's. Se n; = §(0';), temos:

n=anj + fngs +yn3 + 6|l'¢|, com a, B,y € {0,1}, § > 0. (2.9)

Demonstra¢ao. Se P € Pe, entdo P € C e existe T € '}, tal que T(P) = P. Agora,
considere Q € Op, entdao Q = S(P) para algum S € I'c. Além disso, temos SoToS™! €
I'y fixa Q. Assim, Q@ € P'c. Caso contrario. P € P'c. Assim T(P) # P para todo
T € I'},, logo o estabilizador de P é (P¢)p = {Idp:}. Como #(Op) = % temos que
t(Op) = |Pc|. Agora, suponha que Op N Pc # ), entao existe Q € Op N Pe. Como
Q) € Pc temos que Op C Pc. Por outra parte, P € Op = Og C Pc, contrariando o
fato de P € P’'c. Agora suponha que C' admite a seguinte decomposigao em érbitas

relativa a acao induzida por Q¢ :
C=0,U---UO0.

Sabemos que para cada i € {1,...,k} O; N Pc = O, para algum j € {1,2,3} ou
O;NPe = () Assim no méximo as trés érbitas em Po = O U0, UO’3 podem aparecer
na decomposicao em oOrbitas de C, e isto dependera da quantidade de pontos fixos do
grupo I'c que fazem parte de C. Para aqueles indices que O; N Po = (), teremos que
8(0;) = |T'¢l|. Agora, como #(C) =n = #(O0;) + - - - + #(Ok), temos que:

n = af(01) + BE(O2) +74(03) + 6|T'¢|,

com «, 3,7 € {0,1}, 6 > 0. O
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Capitulo 3

A familia F¢

Uma superficie da familia ¢ é o conjunto Z(F,), no qual
F¢7¢(X7 Y? Z7 W) = ¢<X7 Y) - w(Zv W)7

e ¢, sao homogéneos de grau d > 3.
Vamos denotar por R(S) o conjunto das retas contidas na superficie S. Para fazer

a contagem das retas na superfice S vamos dividir o conjunto R(S) em dois outros:
R(S) =RLUR]

onde Ry, serao as retas contidas na superficie que intersectam um certo conjunto L C
P? e RS o conjunto complementar, ou seja, as retas contidas na superficie que nao
inteserctam L.

Se LZ(Z,W), veremos que as retas em Ry sao da forma L,; = Z(H;,G;) onde
H; é um dos fatores de ¢, e G; de 1. E assim obtemos que a superficie S contém no
minimo d? retas. Quanto ao conjunto RS, se for nao vazio, cada reta | € RS induz um
automorfismo T; em P! que leva Zpi (1)) em Zpi(¢), do qual obtemos d retas em RS.
Além disso, se uma dessas d retas é a tomada, elas induzem o mesmo automorfismo
T,;. Ou seja, de cada automorfismo temos d retas que o induzem. Veremos que auto-
morfismo é este e assim a quantidade de retas neste conjunto depende da cardinalidade
deste subconjunto de Aut(P!).

3.1 Contando as retas na familia F¢

Comecamos observando o seguinte fato a respeito das superficies S € F¢.
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3. A familia F¢

Proposicao 3.1. Considere a superficie S = Z(Fy,,) € F¢. Entao
S é nao singular < ¢(X,Y),¥(Z, W) sao livres de quadrados.

Demonstragao. Assuma que Z(Fy ) é uma superficie nao singular e que ¢ nao é livre

de quadrados. Assim
S(X,Y) = (X —aY)" J[ (X —a;Y) comm >2.

Considere P = [a: b:0: 0] € P?. Note que

TR = gk = bm(bX —aY) A+ (X —aY™) 3R
OF, m— m
St = 8% = gm(bX — aY)" LA+ (bX —aY™) 2

onde A = []L mi1(0iX —aY) e

OFsy __ 0¢ , _ _ b _
g5 —aoxP=0, T =gvlp =0, 53 =52lp=0 e " = 55lp =0.

Logo, P € Sing(Z(Fy.)), contrariando a hipétese.
Reciprocamente, sejam ¢(X,Y), (Z, W) livres de quadrados.
Suponha que Z(F, ) seja singular e considere P =[a:b: c:e] € Sing(Z(Fyy)).

e Caso l: a#0o0ub+#0
AFIRMAGAO: ¢ nao é livre de quadrados.

Como P € Sing(Z(Fy,)) entao

Txile = 500 0) =0, Zlp = 3(ab) =0,
T5tle = S5(ce) =0 e Tl = f(ce) =0

Pela identidade de Euler

0o 09 _
Xog+Y s =do

calculando em (a,b) temos ¢(a,b) = 0. Por hipdtese, ¢ é livre de quadrados,
logo ¢ = [[, Hi, sendo H;, H; L1, ¥ i # j. Assuma H, = bX —aY e H; =
b;X —a;Y, i =2,...,d. Assim

6_;;‘13 — bH Hy---Hy+byH Hy---Hy+ -+ bgH, - Hy H,
g—$|P = —aH\Hy Hy—ayH\Hy - Hy— - — agH, -+~ Hy_y Hy.
Assnn (a b) = (a b) = 0 implica b = 0 = a, o que ¢ um absurdo.
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3. A familia F¢

e Caso2: a=b=0,logoc#0oue#0
Neste caso usamos o mesmo raciocinio que no caso 1, trocando ¢ por ¥ para

mostrar que ¥ nao é livre de quadrados.

Observe que sendo ¢(X,Y) e ¢(Z, W) livres de quadrados tem-se:
O(X,Y)=H,---Hy e W(ZW)=G, Gy

onde {H;, H;} e {G;,G,} sao formas lineares homogéneas L.I. para i # j. Além disso,

como {H;,G,} sdo L.I, as retas
Li; = Z(H;,G))

estao contidas na superficie S. Como a escolha do par {H;, G,} pode ser tomada de d?
formas, S contém pelo menos d? retas.

Agora considere as retas L = Z(Z,W) e M = Z(X,Y). Estas retas nao estao
contidas na superficie Z(F,,). Suponha que L C Z(F,,), entdo Fy(u,v,0,0) =
d(u,v) = 0, para todo [u : v] € P!, implicando que ¢ = 0, o que ¢é falso. Portanto,
L ¢ Z(Fy,). De forma andloga verificamos que M & Z(F, ).

Outra maneira de ver as retas L; ; é a seguinte

Lema 3.2. Considere a superficie S = Z(F,,) € F% e as retas L = Z(Z,W) e
M = Z(X,Y). Sejam Z(¢) N L ={Py,...,Pi} e Z(Y)NM = {Q1,...,Qq}. Entéo a

reta L; j que passa por P; e (); estd contida em S.

Demonstragao. Consideremos P, =[a; : b; : 0:0] € Z(p)NLe@; =[0:0:¢;:d;] €
Z(y) N M. Sabemos que L;; = {[ua;, ub;,vcj,vd;] € PP | [u: v] € P'}. Observe que
F(ua;, ub;,vej,vdy) = ¢(uag,ub;) — (vej,vd;) = ule(as, b)) —v¥p(cj,d;) = 0
para todo [u:v] € PL. E assim L, ; C S. O

Corolario 3.3. A superficie S € F¢ contém no minimo d? retas.

Exemplo 3.1. Considere F' = XY(X —Y) (X +Y) - ZWW — Z)(Z — 2W). A

superficie quartica Z(F) contém 42 = 16 retas.
O lema a seguir nos dé informagoes sobre as retas L; ; C S.

Lema 3.4. Se [ for uma reta contida em S € F¢ tal que INL # () e [N M # (), entao
| = L;;, para algum 4,5 € {1,...,d}.
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3. A familia F¢

Demonstragio. Pela observagao que fizemos acima temos que L ¢ S e M ¢ S. Como
INM#DelNL+#0temos que INM ={P},com P=1[a:b:0:0]elNL={Q},
com @ =1[0:0:c:d. Note que P # Qe P,QQ € l. Logo l = Lpg. Além disso,
P,.Q el C Z(Fyy), logo Fyy(P)=0=¢(a,b) e F(Q) =0 = 1¢(c,d). Donde | = L; ;
para algum i,7 € {1,...,d}. O

Assim, se [ C S é uma reta distinta das retas L; j entdo INL =0 oulNM = 0. O

resultado a seguir nos diz que basta olha a intersecao com apenas uma dessas retas [ e
M.

Lema 3.5. Se [ for uma reta contida em S tal que [N L = (), entao [ N M = (.

Demonstragao. Sabemos que | = Z(Lq, Ls), sendo Ly, Ly formas de grau 1 L.I.

Assuma que
Li = a; X +b0Y+aZ+dW,
LQ = CLQX + bQY + CQZ + d2W

Observe que os pontos em [ N L sao dados pelas solucoes do sistema de equacoes

L,y =0 uX+0Y = 0
Ly = 0 as X + bY 0
A 0 A 0
W =0 W =0

Que tem apenas a solugao trivial X =Y =0=Z = W pois [N L = (). Logo, a matriz

aq bl
az by
tem posto dois, e isto nos permite escolher, para geradores do ideal que define a reta

[, os seguintes polinomios: X = aZ + W, Y =~Z + 6W. E assim | = Z(X — aZ —
BW,Y —~Z — §W). Observe que os pontos em [ N M sdo determinadas pelas solugoes

do sistema
aZ +pW = 0
vZ+0W = 0
X 0
Y =0
Seja
PR
v 0

A seguir verificaremos que o posto de A é 2.
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e Se o posto de A é zero entdao A = 0. Logo, | = Z(X,Y) = M implicando M C S,
o que é um absurdo, pois M ¢ Z(F).

e Se o posto de A é 1, algum dos vetores linha (a, ), (7,d) é ndo nulo. Assuma
(o, B) # (0,0), além disso, estes vetore sdo L.D. Logo existe A € C tal que (v,d) =
A, ). Portanto, as equagoes de [ sdo da forma X = aZ + W e Y = NaZ + fW).
Lembramos que | C S e P € [ é da forma P = [au+ (v : Mau+ fv) :u:v)], [u:v] €
P'. Logo, de Fj4(P) = 0 = ¢(au + Bv, AN(au + Bv)) — ¢(u,v), para todo [u : v] € P*.
Assim ¥(u,v) = (qu + Bv)?é(1,\), para todo [u : v] € PL. Portanto (Z, W) = (aZ +
BW)4p(1,N). Dai temos ¢(1,A) = 0 ou ¢(1,\) # 0. No primeiro caso, ¥(Z, W) = 0
gerando um absurdo. No segundo caso, concluimos que ¥ nao é livre de quadrados,
outro absurdo pois S é nao singular (cf. proposigao . Logo, o posto de A é dois
e assim a Uunica solucao do sistema é a trivial X =Y = Z = W = 0. Portanto,

INM =10. m

Note que a reciproca do lema acima ¢é verdadeira uma vez que a prova ¢ analoga a
dada.

Recapitulando, sendo R(S) = { as retas contidas em S} vimos que
Ry ={1CS|INLAW ={(1CS|I=Ly}

E assim, se S contiver mais retas além destas temos

R(S) = Ry URE. (3.1)

Os préximos resultados nos ajudarao a entender o conjunto das retas R, se este

for nao-vazio.

Lema 3.6. Com as mesmas notacoes acima. Seja [ C S € F¢ uma reta tal que

[N L= (. Entao [ induz um automorfismo de P! tal que

T(Zp(¥)) = Zp1(9)-

Demonstracao. Se | C S for uma reta tal que [ N L = (), entdo podemos escolher as

seguintes equacgoes para [
X = aZ+pW
Y = ~Z+0W

com ad — v # 0. Defina

T: P! — P!
Z W] = [aZ+ W :yZ 4+ W]
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Observe que T é um automorfismo de P!, pois ad — 3 # 0.

Como #(Zp1(¢)) = #(2p1(¢)) e T é bijegdo basta mostrar uma inclusdo para
obtermos a igualdade. Considere [c : d] € Zpi(¢)). Note que T([c : d]) = [ac + Bd :
ye + dd], queremos mostrar que T([c : d]) € Zpi1(4). Seja P =[a:b: c: d] € P? com
a = ac+ fd e b= yc+ dd. Note que P € [, pois satisfaz as equagoes de [ e [ C S.
Logo Fy4(P) = 0 = ¢(a,b) — ¥(c,d) implica em ¢(a,b) = 0 pois ¢(c,d) = 0, e assim
T([c: d]) € Zp(¢). Concluimos que T(Zp1(v))) = Zp1 (). O

Proposigao 3.7. Ainda com as notacoes anteriores. Seja T € Aut(P') tal que
T(Zp (1)) = Zpi(¢), entdao T determina exatamente d retas distintas contidas em

S. De fato, estas retas sao distintas das retas L; ; € Rp.

Demonstragao. Seja T € Aut(P') dada por T([Z : W]) = [aZ + BW : vZ + W], tal
que T(Zp (1)) = Zp1(¢). Considere Qr a superficie quadrica em P? definida Por

Fr = X(7Z + 6W) — Y(aZ + BW).

AFIRMAGAO(1): Qr é nao singular.

Lembremos que os pontos singulares de Qt sao determinados pelas solucoes nao

triviais do sistema:

Or = yZ+5W =0
Ur = —(aZ+ W) 0
Ur = yX —aY = 0
Ur = X +BY = 0
Das duas primeiras linhas do sistemas temos
o]l o]
A w
E como ad — 3 # 0, temos que a unica solugao é Z = W = 0. Das duas ultimas linhas,
temos
[ v -« X _ [ 00 }
o —p Y

Como —vf 4+ ad # 0, a unica solucao é X =Y = 0.
Logo X =Y =7 =W = 0 ¢ a tnica solugao do sistema e desta forma Ot é nao
singular.

Como Qt é nao singular, existem duas familias de retas, digamos £ e M, contidas
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em Qr definidas da seguinte forma: Dados P = [py : p1], Q = [qo : ¢1] € P!

Lp = Z((’Ypo +6p1) X — (apo + Bp1)Y, ;1 Z — poW) (3.2)
Mo = Z(0X —qa(aZ + W), 0Y — qi(vZ + W) (3.3)

Observe que Mg = L = Z(Z,W) e Moy = M = Z(X,Y). Estamos denotando
por R(S) o conjunto das retas contidas na superficie S.

AFIRMACAO(2): Ly p € R(S) se, e somente se, [py : p1] € Zp1(10). Assim, existem

exatamente d retas distintas da familia £ contidas em S N Or.

De fato, tomemos os pontos R = [0: 0 : ¢ : ¢], R = [ac+ fe : yc+ de : 0 : 0]
e consideremos LR7 7 @ reta que passa por estes pontos. Os pontos R, R satisfazem
a equacdo da reta L., e assim Lpg= L. Mais ainda, se R € Z(¢)) N M entdo
R € Z(¢)NL jé que T (Zp (1)) = Zp1(¢). Daf 0 conjunto das retas Lp onde P € Zpi (1))
sao d retas distintas da familia £ contidas em S N Q.

Vejamos que estas d retas sao as uinicas da familia £ que estao contidas na superficie
S. Para isto, seja L. € £ tal que L. € S.

e Se ¢ = 0 entao podemos tomar ¢ = 1 e L] = Lp.q- Segue de (3.2)) que, se v # 0
entdo os pontos da reta Ly sao da forma [ou : yu : yo : 0], V [u:v] € PL

Logo L1.0) € S se, e somente se

Fy p(au,yu,v0,0) =0, V[|u:v] € P!
& olau,yu) —P(yv,0) =0, V[u:v] P!
& wlo(a,y) — (y)dp(1,0) =0, V [u:v] €PL

E para v = % e u =0, temos ¢(1,0) =0 e assim [1 : 0] € Z(v).
Se 7 = 0, entao ad # 0 agora temos de (3.2) que os pontos da reta Lp.q sao da

forma [w:0:v:0], V [u:v]e€P'. Logo Ly C S se, e somente se

Fyp(u,0,0,0) =0, V[u:v]eP!
& d(u,0) —(v,0) =0, Vu:v]eP
< (w)d(1,0) — (v)%p(1,0) =0, V [u:v] € P

Parav=1eu =0, temos ¢(1,0) =0 e assim [1 : 0] € Zp (¢)).

e Se e # 0, consideremos e = 1 entao L. = Li.1. Novamente, segue de (3.2)) que,

se ac + 3 # 0, os pontos da reta L. sao dados por
[(ac+ B)u: (ye+6)u: clac+ B)v: (ac+ B)v], V [u:v] € P

Logo L) € S se, e somente se, V [u:v] € P!
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Fyy ((ac + B)u, (ye + d)u, c(ac+ B)v, (ac + ﬁ)v) =
& o((ac+ B)u, (ye+ 6)u) — ¥(c(ac+ B)v, (ac+ B)v) =
& uwlo(ac+ B,yc+6) — ((ac+ B)v)4(c, 1) =0.

E parav = eu =0, temos (¢, 1) =0 e assim [c: 1] € Zp1(Y).

1
act+f
Se ac+ =0, entao yc+ 0 # 0 (pois ad — By # 0). Segue de (3.2)) que os pontos
da reta sao dados por [0:u:cv:v], V¥ [u:v] € P'. Logo L1 € S se, e somente

se, V [u:v] € P!

Fy4(0,u,cv,v) =0

< ¢(0,u) —Y(ev,v) =0
& ule(0,1) —vhp(e,1) = 0.

E parav=1eu =0, temos ¥(c,1) =0 e assim [c: 1] € Zp1 ().

AFIRMAQAO(3): A quantidade de retas da familia M contidas em SN Qr é d.
e [Existe u € C tal que My, € M estd contida em SN Q.

Tome [c : €] € P! tal que ¥(c,e) # 0 e considere [a : b] = T([c : e]) = [ac+ Bd :
ve + dd). Como T((Zp(v))) = Zpi(¢), tem-se ¢(a,b) # 0. Escolha A € C de modo
que X¢(a,b) = ¥(c,e) e considere P = [Aa : \b: ¢ : e] € P2. De acordo com escolha

de Ae[a: b =T([c: e]) segue que P € SN Qr. Reciprocamente, pelo que vimos na

proposicao [1.4] existe uma tnica reta da familia M passando pelo ponto P, seja esta
reta M., para algum u € C (note que P ¢ Mo,y = Z(Z,W) = L). Sabemos também
que a reta My, intersecta as retas Lo € £ para cada @) € Zp1 (1)) em exatamente um
ponto, sejam estes Py, ..., Py. Entao {P, P,..., Py} C Mp, NS, e assim Mp, NS
contém pelo menos d + 1 pontos, pela proposicao , segue que M,,) C S.
e [Existem d retas da familia M contidas na superficie S

Seja Uy o grupo ciclico das d—ésimas raizes da unidade e considere o produto direto
U = Uy x Uy. Temos uma acao pela esquerda de U em P3 :

Q: UxP* — P3
((n,€),P) = [npo:np1:Eps - Eps], se P =[po:py:pa:ps.

Daf temos a bijecao A, : P* — P* dada por Ay, ¢ (P) = [npo : np1 = £ps : £ps). Note
que:

* A(m&) (S)=S6.
De fato, seja P € P?

Fou(Awme(P)) = Foy([npo:mp1: Epa : Eps))
= ¢(npo,np1) — H(Ep2, Eps)

= 77d¢(p07]?1) - §d¢(p2,p3)
= 0 & PesS.
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o Apg(Qr) = Qr.
De fato, seja P € P?

Fr(Awe(P)) = Frl[npo : np1 : £pa : Eps))
= npo(VvEp2 + 0&p3) — np1(aps + BEps)
1€ (po(yp2 + 6ps) — p1(aps + Bps))
= 0 & PegOr.
o ApyMi) = My-rag-y. V¥ (0,€) € U.

As equagoes que definem as retas Mg, M, -14.6-1 s20, respectivamente:

aX =blaZ + W) e aY =b(yZ + W),
nlaX =& (aZ + W) e ntaY = (v Z + 6W).
Se P € M.y, entdo A, ¢ (P) satisfaz as equacoes de M, -14.¢-15 € assim A, ¢)(P) €
Mpy-1a:6-10)-

Reciprocamente, se P € Mp-14¢-1. Como P = [népg : nép1 : népa = néps] =
A(n,g)([fpo 2 €pr omps npg]), ao multiplicarmos por n¢ as equagoes de M, -14.e-14
temos que [£po : Epy 2 mpa 2 Mps] € Miaw, J& que P € Miy-14:e-14).-

Visto isso, temos que A, ¢)(Mii.]) = Mp-1.e-14) = Mppe-14) Para todo (n,€) € U.
Agora, se tomarmos & uma rafz primitiva, teremos Uy = {n&’ | 0 < j < d — 1}. Logo,

{A(n,é) (M[M])}(n U é composto por exatamente d retas distintas, a saber
Mi = M[lﬁ’u] = A(l,gfi)(M[lzu]); Z - 07 o ,d - 1

A reta M,y = My C OrNSe A(n,g)(QT N 8) = 0QrNS. E assim {M,..., My}
sao as d retas distintas da familia M contidas na superficie S.
e {My,..., My 1} s@o as unicas retas distintas da familia M contidas na superficie
S.

Seja M = My € M contida na superficie S. Como Mg ,@ S, podemos assumir
a#0eM= My para algum b € C. Os pontos de M sao dados por [b(ap + Bv) :
b(yp+0v) 2 v] com [p:v] € P Assim, se M C S, seV [u: v] € P! tem-se:

Fyy([blap+Bv) :byp+6v) prv]) =0
& bip(ap + Br, yp + ov) = P(p, v) (3.4)
Mas My = M., C S, logo b%¢(ap + Bu, vy + dv) = ¢(p, v) para todo [u : v] € PL.

Multiplicando (3.4)) por u¢ temos b%¢(u,v) = udy)(u, v) para todo [u : v] € PL. Assim,
b¢ = u?, de onde b = ué' e M = M;, para algum i € {1,...,d —1}. O

Entéo, R(S) = RLURS com R ={l|INL=0elnM=0}. SeR§ =0, vimos
que a superfice contém d? retas. Agora se RS # (), vimos no lema que | € R{ induz
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um T € Aut(P!), do qual obtemos a quidrica Ot e
OrNS=1LoU- ULy 1UMyU---UDMy_4,

onde My, -+, My_1 sao geradas pela acao de U. Como as retas L e M pertencem a

familia M, estas intersectam as d retas L; (i = 1,...,d) e nao intersectam as d retas

M; (i=1,...,d). Ouseja, asretas L; e R, (1 =1,...,d) e M; e R} (1 =1,...,d).
Se existir uma reta contida na superficie S que seja disjunta da reta L = Z(Z, W)

precisamos levar em conta a seguinte.

Proposigao 3.8. Com as notagoes acima. Seja I'yy = {T € Aut(P') | T(Zp(¢)) =
Z21(6)}. Entio 4(R5) = d- (L),

Demonstracao. Segue do Lema que cada reta [ € R¢ determina um automorfismo
T, : P! — P! que leva Zpi(v) em Zpi(¢). Defina

O: RE - Tuy
I = T

Note que como I[N M = (), podemos escolher equacoes X = aZ + W e Y =~vZ + oW,

com ad — B # 0. E neste caso, temos T,([Z : W]) = [aZ + W : vZ + W].

e & ¢ sobrejetiva.

Seja T € I'yy, dada por [Z : W] — [aZ + W : vZ + W], segue da proposicao
anterior que existe My = M., C S, com equagdes X = u(aZ + W) e Y = u(vZ +
W), u # 0. Assim My € R e Ty ([Z : W) = [w(aZ + W) : u(yZ + dW)] =
[aZ + BW : ~Z + 0W]. Logo, ®(M,) = T.

e O !(T) consiste de d retas distintas, para todo T € T'y .

Seja T € I'y . Ainda da proposi¢ao anterior, sabemos que existem exatamente d
retas da familia M associadas a quadratica Qt que estao contidas na superfice S.
Estas retas sdo M; = My, para i =0,...,d — 1, com equagdes X = {u(aZ + W)
eY = &u(yZ +0W), onde £ é raiz primitiva d—ésima da unidade. Note que M; € RS
e ®(M;) = T, logo {My,...,My_1} C ®7I(T).

Agora considere M € ®~1(T), entdao M tem equagoes da forma X = a;Z + /W e
Y =y Z4+6W com a0, — 171 # 0e Ty =T, daf existe A € C—{0} tal que a; = Aa,
pr= A3, 71 = Ay ed = A0 Logo, M = M., € M. Como as tnicas retas da familia
M contidas na superficie sao {My, ..., My_1}, segue que ®(T) C {My,..., My_,}.

A sobrejetividade de ® garante R = U ®1(T), e esta unido é disjunta e finita
T€F¢7¢

resultando £(R§) = Z §(@N(T)) =d-§(Tpp). O

T€F¢’w
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Coroléario 3.9. Sejam I'y e I'y, o conjunto dos automorfismos que fixam Zpi(¢) e
Zp1 (1)), respectivamente. Se I'y, # 0, entdo I'y e I'y sdo grupos isomorfos. Além
disso, §(R§) =d - |T'4|.

Demonstragio. Seja S € T'yy. Entdo Ig: I'y — 'y, dada por T — S oTo S é um
isomorfismo de grupos. Por outro lado, © : I'y — I'y , dada por T +— T o § ¢ uma
bijecao. Da proposicao anterior temos §(R}) = d - 4(Iy). Logo, #(R}) = d|I'y| =
d|Ty|. O

3.2 Quantidade maxima de retas numa superficie

da familia F¢

Uma superficie da familia F¢ é Z(F, ), com Fy 4= ¢(X,Y) —(Z, W), onde ¢,
sao homogéneos de grau d > 3 livres de quadrados.

Temos ¢ = H1-... - Hy, v = Gy ... - Gy e considerando as retas L = Z(Z, W) e
M= Z(X,Y). Seja

R(S) = { as retas contidas em Z(F)}.

R(S) = {ICS|INL#DelnM£0U{ic Z(F)|InM =0}
= {lcS|l=L;;=Z(H;,G)} URS
= RLURS. (3.5)

Do Lema [3.2|segue £(R ) = d?, e da Proposicao [3.8 que #(RS) = d - §(I'y). Assim
{R(S) = & +d-4(Tsy). (3.6)

Além disso, se I'y , # 0, o coroldrio 3.9 nos diz que £(T'y4) = |T'y| = [T'y| = 1. E neste

caso,
H(R(S)) = & +d-|Tyl=d>+d-|Tyl (3.7)

Assim, a quantidade maxima de retas contidas numa superfice da familia F¢, por
(3.7), depende da ordem méxima que um subgrupo de Aut(P!) que deixa invariante d
pontos de P; pode atingir.
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Proposicao 3.10. Seja d > 3 e C C P! formado por exatamente d pontos, entio:

(i)
(ii)
(iif)
(iv)

Se I'c for um grupo ciclico entéo |I'c| < d.
Se I'c = D, entao n|d ou n|(d — 2). Em particular, n < d.
Se C' = Uy, as raizes d-ésimas da unidade, enta I'c = D,.

Se d for impar e I'c nao for um grupo ciclico, entao I'c = D,,, para algum n,
3<n<d

Demonstracao. (i) Seja I'c = (T) e ord(T) = N = |I'¢|. Como #C = d > 3, existe

(i)

(iii)

P € C nao fixado por T, nem por nenhum elemento de I'c. Logo #0p = [I'¢| =
N e como Op C C, temos N < d. Assim |T'¢| < d.

Seja I'c = D,,. Segue da decomposicao de orbitas na proposicao m que:
d=an+pn+~v2+02n,a,6,7v€{0,1}, §=>0.

Se v = 0 temos n|d e assim n < d.

Se v = 1 entao n|(d — 2) e assim n < d.

Ja vimos que para d = 3, I'c = D3, independente de C. Vamos supor d > 4.
Assuma que C' = {1,w,...,w% '}, com w raiz primitiva d—ésima da unidade.
Sejam T,S € Aut(P') tais que T([X : YV]) = [wX : Y], S([X : Y]) = [V :
X]. Temos que T,S € I'c, e (T,S) = Dy, ja que ord(T) = d, ord(S) = 2 ¢
SoT oS! =T Logo, I'c ndo é ciclico e tem ordem 2dm para algum m € N.
o d=4.

Neste caso, |I'c| = 8m. Pelo teorema m I'c = D, ouT'¢ =S, Se o primeiro
caso ocorrer, do item anterior temos que n € {1,2,4}, e [I'¢| < 8. Assim, m =1
e 'c = Dy. I'c 22 5y, caso contrario, pela decomposicao em oérbitas, existiriam
a,f,7 € {0,1} e 6 > 0 tais que 4 = a6 + 8 + v12 + 524, o que nao é possivel.
o d=05.

Neste caso, |[I'c| = 10m. Pelo teorema I'c 2 D, oul'c= As. Se o primeiro
caso ocorrer, do item (ii) temos que n € {1,3,5}, e |I'¢| < 10. Assim, m = 1
e 'c & Ds. I'c 2 As, caso contrario, pela decomposicao em érbitas, existiriam
a,B,7 € {0,1} e § > 0 tais que 4 = a12 + $20 + v30 + 660, o que nao é possivel.
o d=>0.

I'c nao é ciclico e tem ordem 2dm. Note que admite um elemento de ordem

d > 6, segue do teorema que I'¢ 86 pode ser isomorfo ao prupo dihedral D,

44



3. A familia F¢

de ordem 2n. Do item (ii), n < d. Assim |I'¢| = 2dm = 2n < 2d, resultando

m=1eTle D,
(iv) Se I'c nao é ciclico, o teorema nos diz que I'c = G onde G é o grupo dihedral
ou G € {Aq4, Sy, As}. Da proposigao [2.14]

d:an1+6n2+7n3+5|1—‘0|7 047/3776{071}, 5207

en; =#(0), i=1,2,3. Se 'c 2 G com G € {A4, Sy, A5}, pela proposicao m
n; é par para todo i e |G| = |I'¢| também é par, implicando que d seja par. Assim

I'c 2 D, para algum 3 < n < d.
O

Teorema 3.11. Seja d > 3 e a7 = maz{|T¢| | C C P!, #C = d}. Entao:
(1) Se d é impar entdo o}** = 2d.
(2) Se d é par:

e Para d ¢ {4,6,8,12,20} tem-se o™ = 2d.

o QP =12, af™ = 24, af'®" = 24, AT = 60 e agE® = 60.

Demonstragao. Para comegar, vejamos que para qualquer d € Z, o™ € {2d,12,24,60}.
Segue da proposigao [3.10} e do teorema que

e Se I'c é ciclico, |T'¢| < d < 2d.
e Se I'c = D, como n < d segue que [['c| = 2n < 2d.
e Se I'c = Uy, entao I'c = Dy e assim |'¢| = 2d.

e Sel'c = G, com G € {Ay, Sy, As}, entao C pode ser escrito como uniao finita de
orbitas de comprimento par, desde que a ordem desses grupos é par e cada um

deles na sua decomposicao s6 admitem orbitas de ordem par:

PO, U 0O U O
Ay | 4 4 6
Sy | 12 8 6
As | 30 20 12

Logo, a'* € {2d,12,24,60}. E se d > 30, temos |I'¢| = 2d, e assim precisamos apenas

calcular o'* para 3 < d < 29.

(1) Pelo que analisamos acima, a/"** = 2d se d é {mpar.
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(2) Precisamos apenas analisar os casos em que 3 < d < 29 com d par. Das pro-

posigoes [2.13] temos que se I'c = G, com G € {D,, Ay, Sy, As}, entdo
obtemos a seguinte tabela:

G d:an1+ﬁn2+7n3+5\G|

D, d=an+ fn+v2+ §2n
Ay || d=ab+ B4+ ~4+ 612 (3.8)
Sy d=al2+ 8+ 6+ 24
As || d=a30+ 520+ 712 4 660

com «, 3,7 € {0,1} e § > 0 inteiro.
Sejam oo = [1: 0] e t = [t : 1] pontos em P'.

e d =4: Pela tabela (3.8), temos que I'c, = D,, com n € {1,2,4} ou I'¢, = A,.
Seja Cy = {0,1,w,w?}, com w rafz cibica primitiva da unidade. Observe que
T(X :Y]) = [wX : Y] € T, e tem ordem 3. Mas Dy e Dy nao possuem

elementos de ordem 3. Resta que ', = Ay, e assim o*** = 12.

e d = 6: Pela tabela , temos que 'y, = G para G € {Dn, Ay, 54} com n €
{1,2,3,4,6}. Seja Cg = {00,0,1,i,—1,—i}, onde i € C é a raiz quarta primitiva
da unidade. Note que os automorfismos T, S dados por T([X : Y]) = [iX : Y]
e S([X : Y]) = [V : X] s@o elementos de TI'¢,, cujas ordens sao ord(T) = 4
ord(S) = 2, além de valer a igualdade S o T o S™! = T3. Logo, (T,S) = D,.

Neste caso, temos |I'¢,| = 8u, 1 < u € Z. Por outro lado, verifica-se que R €
Aut(P') dada por R([X : Y]) = [X — iV : =X — iY] tem ordem 3 e pertence
a I'cs. De onde |T'g,| = 24v, v € N. Juntando estas informacoes ao fato de

ITeq| € {2,4,6,8,12,24}, segue que |I'¢,| = 24 e ['¢, = S,. Portanto, af'* = 24.

e (= 8: Analisando a tabela 1' temos que I'c, = G para G € {Dn, Ay, 54}
comn € {1,2,3,4,6,8}. Seja

CY8 = {67 257 _57 —Zf, 6717 ié.il? _gila _fol}’

onde £ é rafz da equagao X2—(i+1) X —i = 0. Os automorfismos T, S considerados
no caso d = 6 também pertencem a I'cy, € assim |['¢,| = 8u, 1 < u € Z. Por outro
lado, verifica-se que R € Aut(P') dada por R([X : Y]) = [X —iY : =X —iY]
tem ordem 3 e pertence a I'c,. De onde |['¢,| = 24v, v € N. Juntando estas
informagoes ao fato de |I'¢,| € {2,4,6,8,12,16,24}, segue que |I'cy| = 24 e

ey, = Sy. Portanto, og'*” = 24.

e d = 10: Pela a tabela 1} temos que I'¢,, = G para G € {Dn,A4} com
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n € {1,2,4,5,8,10}. Logo |I'¢c,,| € {2,4,6,10,12,16, 20}. Tomando Cyy = Uy,
pelo terceiro item da proposi¢ao(3.10, I'c,, = Dy e tem ordem 20. Assim afy** =
2-10 = 20.

e d = 12: Analisando a tabela (3.8)), temos que I'c,, = G para G € {D,,, Ay, S4,
As}, com n um divisor de 12 ou 10. Sejam w raiz quinta primitiva da unidade e

0 = w3 + w?. Considere
FCIQ = {OO, 07 9) wea wgea Wgea W46‘7 _9_17 _UJQH_l, —ng_l, —w49_1}.

Note que os automorfismos T,S dados por T([X : Y]) = [wX : Y] e S([X :
Y]) = [-Y : X] sao elemntos de I'¢,,, cujas ordens sao ord(T) =5 e ord(S) = 2,
além de valer a igualdade S o T o S™! = T%. Logo, (T,S) = Ds. Neste caso,
temos |T'¢,,| = 10u, 1 < u € Z. Por outro lado, verifica-se que R € Aut(P') dada
por R([X :Y]) = [wdX +Y : wX — 0Y] tem ordem 3 e pertence a I'c,. De
onde |I'c,,| = 30v, 1 < v € Z. Juntando estas informagoes ao fato de |I'c,,| €
{2,4,6,8,10, 12,20, 24,60}, segue que |I'c,,| = 60 e I'¢,, = As. Portanto, a4 =
60.

o 14 < d < 28 par: Pela a tabela , o unico valor de d para o qual o
grupo I'c poderia ser isomorfo a A; é d = 20. Nos outros casos, I'c = G com
G € {D,, A4, Ss}. Se d € {16,22,28}, I'c 2 S,;. Agora, mesmo que Ay ou Sy
sejam ou nao isomorfo a I'c, temos |A4| = 12 < |Sy| = 24 < 2d para d > 14.

Logo, se 14 < d < 28, d # 20, segue que o)'** = 2d.

e Verifiquemos que para d = 20 tem-se a5y™ = 60.
Temos aby™ € {40,60}, onde |T'c,,| = 40 quando Cyy = Usy. Tomemos os auto-

morfismos T, S e R definidos no caso d = 12.
AFIRMAQAO: Seja h = (T, S,R). Entao H = As.

Sabemos que H é subgrupo de I'c = A5, sendo
C = {00,0,0w", -0~ W'},

Assim H é finito com |H| < 60. Lembre-se que ord(T) = 5, ord(S) = 2 e
ord(R) = 3. Dai |H| = 30u, 1 < u € Z. Suponha que |H| = 30, neste caso
(I'c : H) =2, e H seria um subgrupo normal nao simples de I'c = A5. Mas isto
nao ocorre pois As é simples.

A decomposicao em érbitas dos pontos fixos dos elementos de H é Py = O;UO,U
Os, e £(0;) = 30, £(O2) = 20 e £(O0;) = 12, ja que os respectivos estabilizadores
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tem ordem |H| =2, |Hy| =3 e |Hs| = 5.

Note que para cada P € Py, P pertence apenas a uma das érbitas. Mais ainda,
se P € O; entao |Hp| = |H|, onde Hp é o estabilizador de P em H. Logo, se P
é ponto fixo de R € Aut(P'), temos que R € Hp. Como ord(R) = 3, |Hp| = 3.
Assim P € O,, implicando que Op = Oy e §(Op) = 20. Finalmente, considere
C" = Op. Como T,S,R € I'ev, segue que H < I'ev, e [T'er| = 60u, 1 < u € Z.
Como I'er =2 G, com G € {D,, Ay, S4, A5} onde n divide 20 ou 18, [I'er| = 60.

Portanto a5y = 60.
O

Finalmente, podemos enunciar o teorema principal aplicando as informagoes encon-

tradas acima na equagao (3.7)).

Teorema 3.12. Seja N; o nimero mdzimo de retas que uma superficie da familia F¢,

d > 3 pode conter. Entao:

(i) Para d impar ou d par diferente de 4,6,8,12 e 20 tem-se

N, = 3d°.

(i) Nos outros casos temos Ny = 64, Ng = 180, N3 = 256, N15 = 864 e Noy = 4800.

3.3 Retas em superfices de grau d em P?

Ja sabemos que o nimero maximo de retas em superficies de graus d > 5, no
espago projetivo, ainda nao é conhecido. Mas ao estudarmos familias de superficies,
como fizemos neste capitulo, obtemos uma cota inferior para a quantidade de retas que

uma superfice qualquer em P? pode conter.

Exemplo 3.2. Considere

FX,Y,Z W) = X®4+Y®+ 7%+ W® 4+ 168X2Y?Z?W?
14X+ X2 XAWA YA Z YR 2.

A superficie Z(F) tem grau 8 e contém 352 retas. Mais retas que o valor encontrado

para a nossa familia (Ng = 256).
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Apeéendice A
Resultados Basicos

Neste apéndice exibiremos os conceitos basicos e resultados substanciais para o

desenvolvimento desta dissertacao.

A.1 Geometria Algébrica

Considere S = K[Xy, X1,...,X,], e para cada 0 < d inteiro, seja Sy o subespago
vetorial de S gerado pelos monomios de grau d. Os polinémios F' € S; nao nulos
sao chamados de polindmios homogéneos de grau d. Também denotaremos por S" o

conjunto dos polindomios homogéneos em S.

Observacao A.1. 1. F' € 5, se, e somente se, para todo A € K
F(A\Xy,..., X)) = XF(Xo,..., X,).

Definicao A.1. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K. Para

cada inteiro 0 < d < dimV definimos o conjunto
Ga(V)={W <V | dimW = d}

denominado d-grassmaniana associada a V' ou grassmanina dos subespacos d-dimensio-
nais de V. Para d = 1 dizemos que G1(V') é a projetivizacao de V' e denotamos por
P(V).

Exemplo A.1. 1. ParaK=CeV = C, temos que dimcC = 1 e portanto d = 0, 1.
Assim Gy(C) = {{0}} e G;1(C) = {C]}.

2. ParaK=R eV = R2

Temos que dimgR? = 2 e portanto d = 0, 1,2. Neste caso,
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Go(R?) = {{0}}, G1(R?) = {W < R? | dimW = 1}, que ¢ o conjunto das retas

em R? que contém a origem; e Go(R?) = {R?}

Definicao A.2. O n-espaco projetivo P§ sobre o corpo K é definido por
Py = G (K",

Notagao: Se K = C, usaremos P" em lugar de P¢. Além disso, dado v = (vg,...,v,) €
K™ nao nulo, usaremos a notagao [v] = [vg : -+ - : v,] e diremos que vy, ..., v, S0 as

coordenadas homogéneas do ponto [v].

Exemplo A.2. 1. P° = {[1]} ¢ um ponto.
2. P! é a reta projetiva sobre C.
3. P2 ¢ o plano projetiva complexo.
4. P3 é o 3-espaco projetivo, usualmente chamado de espaco projetivo complexo.

Observagao A.2. Seja V espaco vetorial sobre K, sejam u,v € V—{0}. Entao [u] = [v]
se, e 80 se, u = Av para algum \ € K\{0}.

Definicao A.3. Seja F' € S, definiremos o conjunto dos zeros de F' por
Z(F)=A{lao:...:a, € P" | F(ao,...,a,) = 0}.

Observe que Z(F') estd bem definido pelo fato de F' ser homogéneo.

Exemplo A.3. e ['=X;, Z(Xo)={lao: - :a,) €EP"|ap=0}={[0:a:---:
ay] | lay:-:a,] € PP
o F=X3 Z(X3)={lap: - :a,) €P"|a} =0} ={[0:0ay:-:ay|[a1:-:
a,] € P11

Note que Z(Xy) = Z(X3), assim nao podemos definir o grau de Z(F) como o grau

do polinomio F'.

Definicao A.4. Um subconjunto X de P" é denominado conjunto algébrico se for
possivel achar um conjunto finito de polinémios homogéneos Fi, ..., F, (ndo necessa-
riamente de mesmo grau) tais que X = Z(Fy) N---N Z(F).

Definigao A.5. Os elementos de P(Sy) com d > 1 serdo chamados de hipersuperficies

de grau d em P". Por exemplo, [X3] é uma hipersuperficie de grau 3.

Definigao A.6. Seja F' € S; — {0} com d > 1, entdao Z(F) é denominada hipersu-

perficie reduzida se, e somente se, F' é polinomio livre de quadrados.
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Definigao A.7. A ¢ uma variedade k-linear em P" se existir algum W € Gy, (C")
tal que A = {[v] e P* |v e W, v # 0}.

Definicao A.8. | C P" é uma reta se for uma variedade 1-linear em P". Ou seja, existe

W e Go(C ) tal que I = {[u] € P" |u#0, ue€ W}.

Lema A.1. Seja [ uma reta em P", entao existem formas lineares Lq,..., L, 1 € Sy

linearmente independentes, tais que [ = Z(Ly) N -+ N Z(Ly—1).
Demonstracao. Veja pag. 8 em [15]. O]

Observacao A.3. 1. Seja I C P, | é uma reta se, e s6 se, existem u,v € C*H!
linearmente independentes, tais que | = {[tu + sv] € P" | [t : 5] € P}.
De fato, I C P™ é reta se, e s6 se, | = {[w] € P* | w € W\{0} } com W €
G5(C™). Fixe {u,v} base de W, logo w pode ser escrito na forma w = tu + sv
com [t,s] € P. Dail = {[tu+ sv] € P" | [t : s] € P'}.

2. Segue da definicao de reta em P" que a fungao definida a seguir é uma bijegao.

Go(Ct) — {ICP"|[éreta}
W — {[u] €eP" | ueW, u#0}.

Por esta motivagao, G»(C") é dita grassmaniana de retas ou um espago de

parametros para retas em P".

Definicao A.9. Um ideal I C S ¢ dito ideal homogéneo se existir um conjunto finito

de polindbmios homogéneos Fi, ..., Fj, nao necessariamente de mesmo grau, tais que
I=(F,..., F).

Proposicao A.2. Sejam Ly, Lo, ..., Ly, formas lineares (ie, polinomios homogéneos de
grau 1 nao nulos em C[Xy, ..., X,]), verifica-se que

<L1,...,Lk> = <L1,...,Lk>.

Demonstra¢ao. Vamos verificar que I = (Ly,..., L) é ideal primo. Sejam h e g po-
linémios em C[Xy, ..., X,] tais que fg € I. A menos de uma reordenagao nas varidveis,
podemos escolher os geradores de I na forma: L; = X;+M;, com M; € K[Xy11,...,X,]
para i = 1,..., k. Aplicando o algoritmo da divisao de euclides para cada L; (i =

1,...,k) temos

h = 25;1 hiL; + R(Xky1, ..., Xp) —h+R
9= Zf:1 giLi + Q(Xpi1,..., Xn)=9+0Q
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Daf hg = hj+hQ+hR+RQ € I e RQ € I ja que hj, hQ, hR. Logo RQ = % | AL,
com A; € C[Xy,...,X,] para todo i. De onde concluimos que RQ = 0 num dominio e

assim R ou @) é nulo, implicando que h € [ ou g € I. n

Definicao A.10. Definimos o ideal associado a X por:
I(X)= ({F € S" | F(p)=0,Yp € X}).

Verifica-se que Z(X') é ideal homogéneo e radical. O anel de coordenadas homogéneas
de X é o anel quociente A(X) =

Proposigao A.3. X C P é dito irredutivel se e somente se Z(X') é primo.
Demonstragao. Ver exercicio 11.b, pag. 378 em [5]. ]

Definicao A.11. Um subconjunto X C P" é dito uma variedade projetiva se for um

conjunto algébrico irredutivel.

Definicao A.12. A dimensao de uma variedade projetiva X pode ser definida pela

dimesao de Krull do seu anel de coordenadas menos um

dim(X) = Sup{fn e N| Py G --- G P,; P, € Spec(A(X))} — 1.
Proposicao A.4. Sejam X, ) conjuntos algébricos em P" tais que ) irredutivel, X C
Y e dimX = dim). Entao X = ).

Demonstragao. Ver Teorema 1 pag 68 [§]. O]

Teorema A.5 (Zeros de Hilbert). Seja K um corpo algebricamente fechado. Seja
I C S um ideal homogéneo tal que Z(I) # 0. Entao

(2(1) = V1.

Demonstragao. Ver Teorema 9, pag. 375 em [5]. ]

Teorema A.6. (Teorema da Dimensao das Fibras) Sejam X e Y variedades

quase projetivas irredutiveis e ¢ : X — Y um morfismo dominante. Entao:

(i) dimX > dimY.

(11) Para todo y € Im(yp) e para qualquer componente irredutivel Z de o= (y) tem-se
dimZ > dimX — dimY.

(iii) Existe um aberto U C'Y nao vazio tal que dim(o~'(y)) = dimX — dimY para
todoy € U.

Demonstragao. Ver Teorema 1.25 pag. 75 em [§]. O

52



A. Resultados Bésicos

A.2 Mudanca de coordenadas projetivas em P”

mudan rden 5 muito uti r ilitar cer ntas. ' :
A danca de coordenadas é to util para facilitar certas contas. Seja T
C**! — C"*! um isomorfismo linear, i.e., uma transformacao linear bijetora, entao T’

preserva subespacos de C**!. Logo T induz uma bijecao em P":
T: P — P
[v] = T([v]) = [T(v)]
denominada mudanca de coordenadas projetiva. Note que um k-plano A C P™ definido
por W € Gy11(C"1) élevado no k-plano T(A) C P" definido por T(W) < C™*!. Assim
retas, planos, etc, sao aplicados (respectivamente) em retas, planos, etc, pela mudanga

de coordenadas projetivas T.

Vejamos agora algumas propriedades das mudancas de coordenadas projetivas.

1. Mudanca de coordenadas projetivas preservam conjuntos algébricos.

Seja ' € C[Xy, X1,. .., X,] homogéneo de grau d e T : C"*! — C"*! um isomorfismo
linear. Note que, como Z(F) = {[v] € P" | F(v) =0}:
T(Z(F)) = {[T()] | [v] € Z(F)}

{[T'(v)] | F(v) =0}, esendo T'(v) =w
{[w] | F(T7"(w)) =0}
= A{lw)] | TaF(w) =0}
= Z(TyF)
Acima consideramos o isomorfismo Ty : Sq — Sy, dado por F' — Ty(F) e (Td(F)) (p) =
F (T‘l(p)).
Logo T aplica hipersuperficies algébricas em hipersuperficies algébricas. E portanto
conjuntos algébricos em conjuntos algébricos, ja que T(X) = (_, Z(Ty,F;) se X =
iz Z(F).

2. Mudanca de coordenadas projetivas preservam grau de hipersuperficies.

Com efeito, dado Z(F') C P™ uma hipersuperficie de grau d. Do item anterior temos
que T(Z(F)) = Z(T,F). Agora, por T, ser isomorfismo linear em S, segue da nossa
definicao que T(Z (F )) ¢ hipersuperficie de grau d.

3. Mudanca de coordenadas projetivas preservam intersecoes.

Estas mudancas sao bijecoes.

4. Mudanca de coordenadas projetivas preservam singularidades.
De fato, seja Z(F') C P™ superficie singular de grau d com p = [v] € Sing(S). Entao
Fx,(v) =0, para todo i = 0,1, ...,n. Por outro lado,

Ti1Fx,(T(p)) = Fx, (T~ (T(p) = Fx,(T~(T(v))) = Fx,(v) =0
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para todo i =0,1,...,n.

A.3 Cone em P

Definicao A.13. Z(F) é um cone em P" se existe uma mudanga de coordenadas
projetivas T : P* — P" tal que em TyF' comparecem no maximo n indeterminadas, se
FebS,.

Proposicao A.7. Se X C P? é um cone, entdo X contém infinitas retas.

Demonstragdo. Se X = Z(F) com F € S; é um cone entao existe uma MCP T : P? —
P? tal que W nao comparece em TyF. Assim, f = T,F € C[X,Y, Z].

Note que v =[0:0:0:1] € Z(f). Sejaqg=1[q0: 1 : g2 : q3] € Z(f) diferente de v,
isto é, go # 0 ou ¢1 # 0 ou g # 0. Considere [, , a tinica reta em P? que passa por v e
q. Logo lyg = {[Bqo : Bar : B : o+ Bgs] € PP | [a: §] € P}

AFIRMAQAO(D): 1, , C Z(f).
De fato, considere p = [Bqo : Bq1 : Bz : a+Bgs] € I, 4. Note que f(p) = f(Bqo0, Bq1, Bg2) =
B (g0 : qu: q2) = Bf(q) = 0 para todo p € L.

Agora observe que o plano my = Z(W) encontra a superficie Z(f) na curva C =
ZOW, ) € Z()).

AFIRMAQAO(2): Existe uma bijegao entre C = Z(W, f) e

L ={l CP? |l éreta contida em X passando por v}.

De fato, defina Q : C — £ onde Q(q) = 1, ,.

o () éinjetiva: Seja l,, = l,,, entdo r € [, ;. Mas r € C dai temos ¢ = [go : ¢1 :
@2:0l€Cer=|rg:ry:1y:0] €C, além disso, r = [Bqo : Bq1 : Bqo : ] para algum
[ : B] € PL. Logo existe A € C* tal que Ar; = B¢; (i =0,1,2) e 0 = a. Donde 8 # 0 e
assim %7’@- =¢; (i =0,1,2) implicando que g = r.

e () ésobrejetiva: Sejam [ € Ler e lnZ(W), entao I =1, (r #v).

AFIRMAGAO(3): r € C. Sabemos que r € Z(W). Assim sé vamos verificar que f(r) =

0. Como r € [ C X segue que f(r) =0 e assim r € Z(f).

Logo, como C é um conjunto infinito, existem infinitas retas em X.

A.4 Alguns fatos sobre grupos e acao de grupos

Os resultados a seguir se encontram em “Elementos de Algebra” [2].

Durante o texto mencionamos:
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e Grupo de Klein K = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)},

e Grupo A, das permutacoes pares em Sy,

o ] . (12)(34), (13)(24), (14)(23). (124), (132),
e (143), (234), (123), (134), (142), (243)

Como também o grupo dihedral D,, das simetrias espaciais do poligono regular de

n lados. Este grupo admite a seguinte representagao (Ver pag. 196 em [2])

.

|D,| = 2n
D, = {(a,b)
a” e
¥ o= e
[ bab™! = a7t

Lema A.8. Se H < C — {0} de ordem N, entao
H=Uy={2eC—-{0}| " =1}

Demonstracao. Seja H C C — {0} um subgrupo de ordem N. Note que o elemento
neutro de H é 1 e todo elemento z € H é tal que ord(z)|N ou seja, z¥ = 1. Assim,
H C Uy. Por outro lado, Uy < C — {0} é subgrupo de ordem N. Logo H =Uy. O

Lema A.9. Seja H < G subgrupo tal que (G : H) = 2, entdao H é subgrupo normal
de G.

Demonstragao. Ver Exemplo V.4.3.4, pdg. 154 em [2]. ]

Definicao A.14. Seja G um grupo, C' um conjunto. p : G x C' — C' é uma ¢ao de
grupo G em C' se para todos a,b € G, e para todo ¢ € C tem-se

o plap(b, <)) = plab,c)
e p(e,c) =c, onde e € G é o elemento neutro.

A 6rbita de x em G é o conjunto O, = {p(g,z) | g € G}. O estabilizador de x é o
subgrupo de G dado por G, = {g € G | p(g,x) = z}.

Teorema A.10. Seja G um grupo finito entao |0, = (G : Gy).

Demonstragao. Ver Teorema VI.1.4, pdg. 254 em [2]. O
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