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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma caracterizacao geométrica explicita para o espago
das formas quadraticas que se anulam precisamente sobre uma ctibica reversa. Mostra-
mos que o conjunto das quadricas degeneradas pertencentes a uma rede de quadricas
que contém a cubica reversa ¢ descrita por uma curva cuja equacao ¢ dada pelo qua-
drado de uma conica irredutivel. Reciprocamente, se p ¢ uma rede de quadricas cuja
intersecao com o conjunto das quadricas nao degeneradas é uma curva dada pelo qua-
drado de uma conica irredutivel, fornecemos condicoes sob as quais o lugar dos zeros

comuns de p seja uma cubica reversa. E suficiente que p nao contenha um par de plano.

Palavras-chave: Cibica Reversa, Rede de Quadricas, Teorema da Dimensao das

Fibras, Conica Irredutivel.



Abstract

In this work, we present an explicit geometric characterization for the space of qua-
dratcs form vanishing precisely on a twisted cubic. We show that the set of degenerate
quadrics lying on a net of quadrics containing a twisted cubic is described by a curve
whose equation is given by the square of an irreducible conic. Conversely, if p is a net
of quadrics whosw intersection with the set of degenerate quadrics is a curve given by
the square of an irreducible conic, we furnish conditions under which the cammon zero
locus of p turns out to be a twisted cubic. It is enough to require that p does not

contain a pair of planes.

Keywords: Twisted Cubic, Net of Quadrics , Fiber Dimension Theorem, Irreducible

Counic.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e K denota um corpo algebricamente fechado, salvo mencao em contrario;
e A" denota o espaco afim sobre o corpo K;

e P" denota o espago projetivo sobre o corpo K;

e p denota uma rede de quadricas;

e K[Xy, -, X,] denota o anel dos polinémios nas variaveis X, -+, X,, com coefi-

cientes em K ;
e /(X) denota o ideal de defini¢do do conjunto X;
e F'rac(A) denota o corpo de fragdes do dominio A;
e A(X) denota o anel de coordenadas do conjunto X C A™;
e O(X) denota o anel das fungoes regulares sobre X;
e K(X) denota o corpo das fungoes racionais de X;
e A denota o lugar das quadricas degeneradas em P";

e [ 1 denota o final de uma demonstracao;



Introducao

Neste trabalho, com base no artigo Clibicas Reversas e Redes de Quddricas dos au-
tores I. Vainsencher e M.A. G. Zarzar [7], apresentamos uma caracterizagao geométrica
explicita para o espago das formas quadraticas que se anulam exatamente sobre uma
cibica reversa. Ultilizamos os livros Algebraic Curves [3], Algebraic Geometry-A First
Course [4] e Basic Algebraic Geometry-Varieties in Projective Space [6], para obtencao
de conhecimentos bésicos da Geometria Algébrica nescessarios para a realizacao deste
trabalho.

No Capitulo 1 com base no livro Ideals, Varieties and Algorithmos [2], classificamos
as quadricas do espaco projetivo P" segundo equivaléncia projetiva, com o objetivo de
demonstrar o Teorema da Forma Normal das Quédricas. Definimos a hipersuperficie
A dada pelas quadricas degeneradas de um espaco projetivo, e caracterizamos o hiper-
plano tangente da hipersuperficie A nos pontos que representam um cone. Por fim,
estudamos o mergulho de Segre motivados a idendificar o produdo de espagos projetivos
como uma subvariedade algébrica de um mesmo espacgo projetivo ambiente.

Iniciamos o Capitulo 2 explicitando a classificacao das quddricas em P? e apresen-
tamos as defini¢oes de cibica reversa e redes de quadricas. Mostramos que se p ¢ uma
rede de quadricas que contém a cubica reversa, entao a interse¢gao p N A é dada pelo
quadrado perfeito de uma conica irredutivel. Além disso, verificamos as condig¢oes para
que também fosse valida a reciproca, i.€., dada uma rede de quadricas p tal que pNA é
dada pelo quadrado perfeito de uma conica irredutivel, sobre quais condig¢oes os zeros
comuns as quadricas pertencentes a p sao uma ctibica reversa.

Finalmente, o Apéndice [A] é dedicado a um dos mais importantes resultados da
Geometria Algébrica, o Teorema da Dimensao das Fibras (TDF'), que foi sem duividas,
muito importante para a realizacao deste trabalho. Neste apéndice enunciamos alguns
resultados da algebra comutativa, com finalidade de obter ferramentas suficientes para

demonstrarmos o TDF.



Capitulo 1
Hipersuperficies Quadricas

Um dos mais importantes objetivos em estudar o espago projetivo P™ é classificar
as variedades por equivaléncia projetiva. O principal objetivo deste capitulo é estudar
as hipersuperficies quddricas no espaco projetivo P" com o objetivo de classifica-las.
Também daremos algumas defini¢oes e provaremos alguns resultados que serao usados
nos capitulos seguintes. No decorrer deste, assumiremos que K é um corpo com ca-
racteristica diferente de 2. Usaremos zy,..., 2, como as coordenadas homogéneas de
P,

1.1 Equivaléncia Projetiva

Denote por GL(n + 1) o conjunto das matrizes invertiveis (n + 1) X (n + 1) com
entradas em um corpo K. Cada M € GL(n + 1) induz uma transformacao linear
M : K**' — K"*! dado pelo produto usual de matrizes, que é um isomorfismo
j& que A é invertivel. Esta aplicacao leva subespacos lineares de K"™! em subespacos
lineares de K™™' com a mesma dimensao, em particular tal aplicacao leva retas contendo
a origem em retas contendo a origem. Assim, a aplicacao M induz uma aplicacao
M . P" — P™. Chamaremos esta ultima aplicagao de transformacao linear projetiva.

Em termos de coordenadas homogéneas, podemos descrever M : P" — P" da
seguinte forma. Suponha que M = (a;;), onde 0 < i,j < n. Se p = [z, ..., 2] € P,

temos que as coordenadas homogéneas para A(p) serao dadas por

M(p) = (CLU) p = [CLOUZO + 4 Aonfnsy - - - 5 Ano20 + e+ annzn} (11)

Temos que M : P* — P" é uma bije¢ao cuja inversa é dada por M~! € GL(n + 1).

Dada uma variedade X C P" e uma matriz M € GL(n + 1), podemos aplicar M
sobre todos os pontos de X, isto nos d4 um subconjunto M (X) = {M(p) :p € X} C
P
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Proposicao 1.1. Sejam M € GL(n+ 1) e X C P" uma variedade, entdao M (X) C P"
é também uma variedade. Neste caso diremos que X e M(X) s@o projetivamente

equivalentes.

Demonstra¢ao. Suponha que X = Z(f1,...,fs), onde cada f; € K|zg,...,2,] é um
polinémio homogéneo, i € {1,...,s}. Como M é invertivel, M possui uma matriz
inversa , digamos B = M~!. Para cada i € {1,...,s}, seja g; = f; o B. Se B = (b;;),

temos o seguinte

gi([ZQ, e 7Zn]> = fi([boozo —+ 4 b0nzn, e 7bnoZO + 4 bnnzn])

Temos assim que cada g; ¢ homogéneo com o mesmo grau de f;, além disso vale a

seguinte igualdade

M(X) =M(Z(fr,..-. fs) = Z(g1,---,95) (1.2)

De fato,

y € M(X) = Bly)=M'y)€Z(h, .. f)=X
= fi(B(y))=gi(y) =0 Vie{l,... s}
= y€Z(g,--19s)
= M(X)CZ(g,---,9s)

Por outro lado,

yeZ(gr,---.9s) = gily)=fi(Bly) =0 Vie{l,... s}
= filM7(y)) =0 Vie{l,...,s}
= Mﬁl(y)ez(fla“')fs)
= yeMX)
= Z(g,...,9s) C M(X)
]
Podemos considerar M = (a;;) como a transformagao das coordenadas zp, ..., 2,
nas novas coordenadas %, ..., Z, definidas por

Zi = ZaijZ]‘. (13)
j=0

Segue deque nés podemos pensar em A(X) como o préprio X visto com as novas
coordenas 2y, ..., Z,. Note que equivaléncia projetiva é uma relacao de equivaléncia.

De fato,
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1) X ~ X para todo X C P" pois X = Id(X), onde Id € GL(n + 1) denota a

matriz identidade;

2) Sejam X,Y C P tais que X ~ Y isto ¢, existe M € GL(n + 1) tal que Y =
M(X). Como A ¢é invertivel segue que X = M~1(Y) e portanto Y ~ X;

3) Sejam X,Y,Z € P" taisque X ~Y eY ~ Z, logo existem M, B € GL(n+1) tais
que Y = M(X) e Z = B(Y), juntando essa duas igualdades temos Z = M B(X)
e desta forma X ~ Z pois MB € GL(n+1).

1.2 Forma normal das Quadricas

Nosso objetivo agora é classificar as quadricas de P" usando equivaléncia projetiva,

para isso precisaremos da seguinte definicao.

Definicao 1.1. Uma hipersuperficie quadrica em P" é definida por uma forma quadratica

nao nula, isto ¢, um polinomio homogéneo de grau dois,

Q= Z ;%% (1.4)
i,j=0
Teorema 1.2. (Forma Normal das Quadricas) Seja K um corpo com caracteristica
diferente de 2. Se f =) 1" aijziz; € K[z, ..., 20] um polinémio homogéneo ndo-nulo
de grau 2, entdo Z(f) € projetivamente equivalente a uma quddrica definida por uma
equagao da sequinte forma

2 2
cozg + -+ epz, =0,
onde cg, . ..,c, sao elementos de K, nao todos nulos.

Demonstragao. Nossa estratégia é encontrar uma mudanca de coordenadas Z; = E?:o bijz;

tal que f vista nas novas variaveis tenha a forma

CoZE + -+ 22 =0,

Para isto, usaremos inducao finita sobre o ntimero de variaveis.
Com efeito, para uma varigvel, o resultado ¢ imediato pois ag2g é o tinico polindémio
homogéneo de grau total 2. Agora assumimos que o teorema é verdadeiro para n

variaveis e vamos mostrar que vale para n + 1 variaveis.

Afirmacao 1. Dado f = Z?j:o a;j%zj, a menos de uma mudanca de coordenadas

podemos assumir que agg # 0 .

Prova. De fato, se agyp = 0 temos os seguintes casos a considerar

4
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Caso 1. aj; # 0 para algum 1 < j < n. Neste caso, temos a seguinte mudanca de
coordenadas
Zy=2z2;, Zij=z e Zi=z para 1#0,]. (1.5)

Desta forma, a expansao de f em termo das coordenadas Zj, ..., Z, é tal que o coefi-

ciente de Z2, a;;, ¢ nao-nulo como desejado.

Caso 2. a; = 0 para todo 1 <i <n. Como f # 0, existem ¢ # j tais que a;; # —a;i,
fazendo uma mudanga de coordenadas como em [1.5| podemos assumir que a9 # —ap1.

Neste caso, nés temos a seguinte mudanca de coordenadas
Zo=zy, ZLi1=z1—20 € Zi=2z para i>2. (1.6)

Desta forma, a expansao de f em termo das coordenadas Zj, ..., Z, é tal que o coefi-

ciente de ZZ, ajp + ag;, é nao-nulo.

Voltemos & demonstracao do Teorema. Assuma que f = Z” 0 Wijzizj, € tal que

agp # 0. Seja b; = a0 + ag; e considere a seguinte mudanca de coordenadas

n

1 b;
Zo=2zp+ — —z,, € Zi=2z para 2> 1. 1.7
% (17)
Sendo assim, a expansao de f em termo das coordenadas Z,..., 7, é

n

[ = aOO<Z _Lz—i z) +Zb (ZO__Z%Zi>Zj+F

a
0021 =1

= agZ?— ZbZZO—I—Z JZZ +Zbiz,-zo—ngjzz +F

4a a
ig=1 0 =1 ij=1 "%

— 2 2 :
= CL()()ZO + dz]ZZZJ
ij=1
onde F' denota um polinomio homogeéneo nas variaveis 21, ..., Z, de grau 2.

Usando a hip6tese de indugao para > .

ij=1dijZ;Z;, podemos encontrar uma mu-

dijZiZj €1

e1Z: + -+ e,Z2. Podemos assumir que esta ¢ uma mudanca de coordenadas para

danca de coordenas (apenas envolvendo Z, ..., Z,) que transforma ) =1
Zo, ..., %, aqual deixa Z; fixo. Assim temos uma mudanca de coordenadas que trans-

forma f =3, ;a;ziz; na forma desejada. O

Observagao 1.1. Na forma normal dada pelo Teorema [I.2] alguns dos coeficientes
¢; podem ser nulos. Por uma mudanca de coordenas, podemos assumir que ¢; # 0

se 0 <i<pec =0 parai > p. Assim uma quadrica é sempre projetivamente
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equivalente a uma outra quadrica dada por uma equacao da seguinte forma
2 2 _
coZy + -+, =0, Cos.vosCp #0 (1.8)

Definicao 1.2. Seja V' C P™ uma hipersuperficie quadrica.
(i) Se V é definida por uma equagdo como em , diremos que V' tem posto p + 1.

(ii) Mais geralmente, se V' é uma quéadrica arbitraria, diremos que V' tem posto p+ 1
se V é projetivamente equivalente a uma quédrica definida por uma equagao

como em [[.8|

Precisamos mostrar que o posto estd bem definido, isto é, se V' é uma quédrica
devemos mostrar que todas as quadricas projetivamente equivalente definida por uma
equagao da forma [I.8] possuem o mesmo nimero de coeficientes nao-nulos.

Para isto, primeiro observe que nés podemos supor a;; = a;; para todo 7,j. De
fato, basta considerar b;; = (a;; + aj;)/2 e assim reescrevemos f = ZZJZO bijziz; com
bij — bﬂ

Uma segunda observacao é que podemos representar f através de multiplicagoes
de matrizes. Temos que os coeficientes de f formam uma matriz (n 4+ 1) X (n + 1),
() = (ai;) , que pela primeira observagao podemos supor simétrica. Seja X o vetor

coluna com entradas zy, ..., 2,. Temos que
fX) = X'QX,
onde X' é a transposta do vetor X.

Proposigao 1.3. Seja [ = X'QX, onde ) é uma matriz simétrica (n + 1) x (n + 1).

(i) Dada uma matriz A € GL(n + 1), seja B = A~'. Entao

onde g(X) = X'B'QBX.
(ii) O posto da superficie quadrica Z(f) é igual o posto da matriz @

Demonstragao. Para provar (i) lembremos deque A(Z(f)) = Z(g),onde g = foB.

Temos assim que

9(X) = f(BX) = (BX)'Q(BX) = X'B'QBX.
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Para provar (i), primeiro note que Q e X'*QX possuem o mesmo posto. Isto segue
do fato de que multiplicar uma matriz pela direita ou pela esquerda por uma matriz
invertivel nao altera o posto.

Agora, podemos usar o Teorema para encontrar uma matriz A € GL(n + 1)

tal que A(f) =g = cox§ + -+ cpxp com ¢y, ..., ¢, # 0. A matriz de g é uma matriz
diagonal cujos elementos da diagonal sao co, ..., ¢, # 0. Pela parte (i) temos que
Co
c
B'QB=g= P
0
0

onde B = A~!. Lembremos que o posto de uma matriz ¢ o niimero méximo de colunas
lineramente independentes, segue entao que B'QB tem posto p + 1. Dai segue o

resultado, pois @ e B'QB possuem o mesmo posto.

]

Quando K é um corpo algebricamente fechado, o Teorema junto com a Pro-

posigao classificam as quadricas segundo seu posto da seguinte forma.

Proposicao 1.4. Se K é um corpo algebricamente fechado, entao uma hipersuperficie

quadrica de posto p+ 1 é projetivamente equivalente a quédrica definida pela equagao

p
2
E z;.
i=0

Em particular duas quadricas sao projetivamente equivalentes se, e somente se, possuem

0 mesmo posto.

Demonstragao. Seja @ = Z(f) uma quadrica de posto p+1, pelo Teorem podemos
supor que a quddrica é definida por um polinémio da forma cyz3 + - - - + cpz§ = 0, onde
cos...,¢p #0ec; =0 parap <7 <n. Como K é algebricamente fechado, a equagao
z* — ¢; = 0 possui 2 raizes em K, denote por /¢; uma delas. Note que /¢; # 0, pois

¢; # 0. Portanto temos a seguinte mudanca de coordenadas
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Temos que, em termos das novas variaveis 71, ..., Z,, (Q possui a forma desejada.
Fica entao provado que as quadricas de mesmo posto sao projetivamente equivalen-
tes. Agora suponha que @ = Z(f) e Q' = Z(g) sao projetivamente equivalente. Pela
Proposigao 1.3 nés temos que Q' = B'QB, onde B é uma matriz invertivel. Vi-
mos também na Proposi¢adl.3| que Q e B*QB possuim o mesmo posto, daf segue o
desejado. O]

Observagao 1.2. Observe que a hipdtese de K ser algebricamente fechado é essencial
nesta ultima proposicao. Por exemplo, em P?(R), as conicas Q; = V(22 + 3> + 2%) e
Qy = V(2? + y*> — 2?) possuim posto 3 mas niao sio projetivamente equevalentes pois

(1 € vazia enquanto ()5 nao é.

1.3 O Mapa de Segre

Durante o nosso trabalho precisaremos identificar o protudo P" x P™ como uma
variedade, e uma das formas de obter esta identificacao é através do mapa de Segre.

Considere a seguinte aplicacao

QY P? x pP™ — PN (1.9)
([xo, - s zal, [Wos - - Um]) = [ToYos - - s ToYms - -+ » Tl
Onde N =nm +n + m.
Como z € P" e y € P™ segue que z; # 0 e y; # 0 para algum ¢ € {0,...,n} e
j €{0,...,m}, logo z;y; # 0. Além disso, observe que dados «, 8 € K\ {0} tem-se

@([amOv R ,Oél’n], [5y07 s 7ﬁym]) = [aﬁxoyo, s 7a6xnym]'

em outras palavras, ¢ é bem definida.
Procederemos agora com a prova de que ¢ é injetiva. De fato, sejam x,2" € P" e

v,y € P™ tais que

! ! ! ! /] !
['roy(b s 7x0ym7 coee 7‘rny07 s 7‘rnym] = [1303/07 e 7l0ym7 e 75%3/07 e anym]a

isto é, existe A € K\ {0} tal que z;y; = Azjy;.

i
Sejam ig € {0,...,n} e jo € {0,...,m} tais que z;,y;, # 0, consequentemente

’oa . . . .
teremos z} y; # 0. Agora fixe jo e faca variar € {0,...,n}, temos com isso que

'._>\,/ . . li 4_)\3/]'0/
TiYjo = .fEiij, mas 1SsO 1mplica que r; = Vo T

i, e portanto = /. Procedendo de

maneira anéloga, isto é, fixando iy e variando j € {0,...,m} concluiremos que y = ¢/

e que  é injetiva.
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No que segue usaremos a seguite notagao, z;; = z;5; 0 <i <ne0 < j <m. Nosso
proximo objetivo é mostrar que a imagem de ¢ é a variedade definida pela anulagao

das seguintes equacoes,

Zij2h = 2z, para 0<i k<n e 0<[,j<m. (1.10)
Obviamente cada ponto em ¢(P™ x P™) satisfaz simultaneamente as equagoes [1.10}
Por outro lado, considere um ponto Z = [z00,...,2um] € PV satisfazendo as
equacgoes A menos de uma mudanca de coordenadas, podemos supor que zyy # 0.
Note que os pontos & = [z, - - -, 2no] € P € y = [200, - - - , Zom) S30 tais que
80(% y) = [200200, -+ 20020m - - - 5 Zn0R00; - - - 7ZnOZOm]-
Como Z satisfaz as equagoes temos, em particular, que Z;0Zy; = ZooZi; para
0<i<ne0<7<m. Logo

QD(SC,Z/) = 200[2007 s R0my s Rn0y - e - 7an] = Z

Com isso mostramos a igualdade desejada. A aplicagao ¢ é chamada mapa de Segre e

a imagem desta aplicacao é chamada de variedade de Segre.

Definicao 1.3. Um subconjunto X C P" x P™ é uma subvariedade algébrica fechada

se p(X) for uma subvariedade algébrica fechada de PV.
O seguinte resultado é uma cracterizagao para a definicao anterior.

Teorema 1.5. Um subconjunto X C P x P™ € uma subvariedade algébrica fechada

se, e somente se, € dado por um sistema de equagoes
Gr(xoy -, Tn; Y0y - - Ym) =0, para k=1,... t.

bihomogéneas, isto €, homogéneas em cada grupo de varidveis x; e y;.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que X é uma subvariedade algébrica fechada, isto é,

¢(X) é dada por um sistema de equagoes

Gr(z00s -y 2nm) =0, para k=1,... t.

homogeéneas nas varidveis z;;. Trocando z;; por z;y; obtemos outro sistema de equagoes

Gr(zoyo, -, Tnym) =0, para k=1,... 1t
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que sao homogéneas em cada grupo de varidveis z; e y;, e além disso, a solugao desse
sistema é exatamente o conjunto X.

(«<=) Suponha que X é dado por um sistema de equagoes

Gr(To, .-, Tn; Y0y Ym) =0, para k=1,... ¢

homogéneas em cada grupo de varidveis x; e y;. Para cada & denote por r; e s; os
graus do polinomio G}, com relacao as varidveis z; e y; respectivamente. Se r, = s;
para todo k € {1,...,t}, trocamos x;y; por z;; em cada G}, e obtemos um sistema de

equacoes homogéneas nas variaveis z;; cuja solugdo é exatemente ¢(X). Agora suponha

que 1 > sg para algum k € {1,...,t} e observe que Gy = 0 é equivalente ao seguinte
sistema y;* **G), = 0 para i = 0,...,m. Desta forma, trocamos G} por este ltimo
sistema e com isso obtemos um novo sistema onde 7, = s; paratodo k € {1,...,t}. O

Observacao 1.3. Em particular, para o caso em que n = m = 1 a imagem do mapa
de Segre é dado apenas pela equagao 211200 = 201210, Ou seja (P! x P!) é exatamente

a superficie quadrica nao degenerada de P3.

1.4 O discriminante de uma quadrica

Vimos anteriormente que uma quéadrica () € P™ pode ser representada por uma
matriz simétrica (n + 1) X (n+ 1), (a;;(Q)) = (a;;). Desta forma, podemos reescrever

a equacao da seguinte forma

Q = Z CLZ‘Z‘Z? + 2 Z Q;jZi25. (111)

1<i<n 1<i<j<n

(n+1)(n+2)
2

Observe que aparecem exatamente = N + 1 coeficientes a;; nao todos

nulos. Podemos dar uma ordem para estes coeficientes, digamos

[CLOO; ey Qony A1y - oo A1p,y, A22, - o vy A2y« o -aa'nn]a

e observar que qualquer miltiplo nao-nulo de () define a mesma superficie quadrica.
Com isso podemos identificar () ou sua matriz simétrica associada como um ponto no
espago projetivo PV. Neste caso os a;;, 0 < i < j < n, sdo as coordenadas homogéneas
para PV,

Chamaremos o determinante da matriz associada a quadrica @), det(a;;), de discri-
minante da quddrica.

Denote por A a hipersuperficie quadrica de PV definida pela anulacao do discri-

minante. E denote por X C A a subvariedade definida pelo anulamento dos menores

10
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n x n da matriz (a;;).

Agora gostariamos de destacar dois conjuntos de quéadricas contidas em P", primeiro
o conjunto dos @ € PN\ A, isto é, a classe das quadricas cuja matriz que as representam
tem posto maximo, essas quadricas sao chamadas de quadricas nao degeneradas pois
nao possuim singularidade. O outro é o conjunto dos @ € A\ X, isto é, a classe das
quadricas cuja matriz que as reprezentam tem posto n, essas serao chamadas de cone
quadrético de posto n (ou simplesmente cone). Cada cone @ € A\ X possui um tnico
ponto singular v(Q) € P™ o qual chamaremos de vértice do cone ). Como @) é dada

por uma equagao da forma [1.11} o ponto singular v(Q) de @ é tal que

gg(v@)):o v ie{0,...,n}
mas note que,
oQ & _
92, (v(Q)) = ZQaijvj =0 Vie{0,...,n}

J=0

ou seja v(Q) satisfaz a seguinte equagao matricial

v(Q) - (a;;(Q)) = 0. (1.12)

1.5 O hiperplano tangente de A

Definigao 1.4. Seja Z(F') C P™ uma hipersuperficie. O hiperplano tangente de F' no
ponto P € Z(F') é definido pelo ortogonal do gradiente de F' no ponto P.

Notagao: Denotaremos por TpF o hiperplano tangente de F' no ponto P € Z(F).

Para a hipersuperficie A vale a seguinte interpretagao geométrica.

O hiperplano tangente T, A num ponto correspondente a um cone nao degenerado
(o consiste de todas as quadricas passando pelo vértice v(Qp). Em simbolos temos o

seguinte:

Lema 1.6. Para cada @ € A\X temos:

Toh = {Q € PV /u(Q) € Q'}. (1.13)

Demonstragao. Seja @@ € A\ X, fazendo uma mudanga de coordenadas se nescessério,

podemos supor que () é dada pela seguinte equagao

2 2 _
Gt =

11
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isto é, agp = -+ = ap—1n—1 = 1 € a;; = 0 para os demais indices. Seu vértice é dado

pela solucao do seguinte sistema

1 0 0
0 . e
C e u ]| [0 0]
P10
0 --- 0 0
Isto é, vg =+ = v, 1 =0 e v, qualquer, logo v(Q) =[0:---:0: 1]. Desta forma,

a tnica condicao para que v(Q) € Q' C P" é que a,, = 0.
Por outro lado, lembremos que a hipersuperficie A é dada pelo polinomio det(a;;).
Agora fixando uma ordem para as variaveis, digamos agg, - - . , Gon, Q11 - - - 5 G1p, - - -

? ann7

calculemos as derivadas parciais de A com relagao a variavel a;;

1. Consideremos inicialmente as varidveis a;; i € {0,...,n}. Sabemos que
E z+] E z+j
A CLZ] ij = Du + a,»jDij.
Jj= 07#1

onde D;; denota o determinante da matriz n X n, (@;;), obtida eliminando a

i-ésima linha e a j-ésima coluna da matriz (a;;). Desta forma, segue que

0A
dai;

= D,

2. Devemos aqui calcular parai < jcomi,j € {0,...,n}, calcularemos apenas

8aij

a deriva parcial com relacao a ag; os outros casos sao analogos. Para este caso

escrevemos A na seguinte forma

A = apDoo — ap1 Do + Z(—l)kaOkDOk-
o2

mas por outro lado temos que para k € {1,...,n}

Dor = a1oD% + Ry,

onde D{* denota o determinante do menor (n — 1) x (n — 1) obtido da matriz
(a;;) eliminando as linhas 0 e 1 e as colunas k e 0, e Ry, é um polindémio que nao

depende da variavel ag;. Para k& = 0 temos que Dy, também nao depende da

12
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variavel ag;. Portanto,

0A

dagy

= —D01 — amD% —+ Z(—l)k&(]kD?g = —2D01.
k=2

Em geral temos que,

OA w
e = (=1)"72D;;, com i < j.
ij

Portanto o gradiente de A é dado por

V = [Doo, ..., (=1)"2Dgp, D11, ..., (=1)""2Dy,, ..., Dyl

Calculando o gradiente no ponto @ temos, V(@) = [0 : --- : 0 : 1]. Logo seu
ortogonal consiste de todos os pontos @' € PV tal que a,, = 0. Esta é exatamente a

condicao para que o vértice v(Q) pertenga a )'. Dai segue a igualdade desejada. [

13



Capitulo 2

Cubicas Reversas e Redes de

Quadricas

2.1 Quadricas em P?

Denotaremos por z = (29, 21, 22, 23] as coordenadas homogéneas em P?.

Inicialmente descreveremos mais explicitamente a classificacao das quadricas em P3.
Primeiro lembremos que as quddricas em P? estao em correspondéncia com os pontos
de P°. Do que vimos anteriormente, temos que cada ponto @ € P\ A corresponde a
uma quddrica nao degenerada, que a menos de uma mudanca de coordenadas em P3,
pode ser escrita na forma,

Q = Z1R2 — Zpk3.

Segue da Observagao que @ é a variedade de Segre para o caso n = m = 1, isto é

@ ¢ a imagem da seguinte aplicacao:

o: P x P! — P3

(2.1)
([$17$2]7[917y2]) — [$1y1,$1y2>$2y1,$292]

Observacao 2.1. Note que, se F(z) = Z|I|:m crz! é uma superficie de grau m em P?
(que nao contém a quadrica de Segre), entao intersectando F' com a quadrica de Segre,
isto é, substituindo z; = x1y1, 22 = T1Y2, 23 = XYy € 24 = TaYys temos um polinomio
F(x1,22,y1,y2) = F(x,y) que é bihomogéneo de bigrau (m,m), que pelo mapa acima

corresponde a uma curva em P! x P!,

Observagao 2.2. Observe que a aplicagdo ¢ : C[z]/(Q) — Clxy, 2, y1,ys], defi-
nida por z; — x1y1, 22 —> T1Y2, 23 > Tal1, 24 H> Tals, € um isomorfismo sobre a
subélgebra gerada pelos x;y;. Com efeito, considere a homomorfismo ¢ : C[z] —

Cla1, 22, 1, yo] definida como ¢. E claro que Im($) ¢ a subslgebra gerada pelos TiYj.

14



2. Cubicas Reversas e Redes de Quadricas

Por outro lado temos que (Q) C Ker(p), além disso, se F' € Ker(p) implica que
F(z1y1, 21Y2, X2y1, T2y2) = 0 ou seja F' € 1(Z(Q)) = (Q). Segue do Teorema dos Iso-
morfismo que a aplicacao ¢ definida anteriormente ¢é, de fato, um isomorfismo sobre a

subélgebra gerada pelos z;y;.

Cada ponto Q € A\X corresponde a um cone definido por uma forma quédrica
cuja matriz simétrica associada tem posto exatamente igual a trés. Por uma mudanca

de coordenadas tal quadrica pode ser escrita na forma,
2
Q = 25 — 2123.
fazendo uso da equacao temos que o vértice deste cone é o ponto,

v(Q) =1[0,0,0,1].

Os pontos de X correspondem as quadricas de posto 1 ou 2, estas sao projetivamente

equivalentes a 2125 ou 2z?. Qualquer dessas é a uniao de dois planos.

2.2 A Cdubica Reversa

Considere a seguinte aplicacao

V3 P! — Pp3

2.2
[t,u] — [t3,1%u, tu?, u?] (22)

v3 ¢ um mapa polinomial e portanto um morfismo. Como P! ¢ irredutivel segue que
a imagem desta aplica¢ao é um conjunto irredutivel. Por outro lado temos do (TDF)
que dim(P') — dim(v3(P')) > 0, ou seja dim(v3(P')) < 1. Como v3(P') é um conjunto
infinito concluimos que a imagem da aplicagao v3 é de fato uma curva irredutivel C.
Nosso objetivo agora é mostrar que a curva C C P? é dada pelos zeros comuns dos

seguintes polinomios

2 2
2] — 20%2, 5 — 2123, Z1%2 — 20%3. (2.3)

Com efeito, denote por V' o conjunto dos zeros comuns aos polinomios dados acima.
Obviamente C' C V. Por outro lado considere um ponto P = [zy : 21 : 25 : 23] € V),
podemos supor sem perda de generalidade que zy # 0. Temos que P satisfaz todas as

equagoes em [2.3] portanto segue a seguinte rela¢ao
2 _ 2 _ _
21 = RQR2, R9 = Z1R3, R1R2 = 20%3.
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2 %
= 2= € Z3= 3.

logo, P pode ser reescrito da seguinte forma

3 2 3 .2 2 .3
P = [2072’1, ) —2] = [ 0a20217202172ﬂ = V3([207Z1])-

mostramos assim a igualdade desejada.

Observagao 2.3. Se considerarmos quatro polinomios Ay = Ag(t,u), Ay = A1(t,u), Ay =
As(t,u), A3 = As(t, u) homogéneos de grau 3 e linearmente independentes, imagem da
aplicacao
vy . P — P3
[t,u] — [Ao(t,u), Ai(t,u), As(t,u), As(t, u)]

ainda é uma curva irredutivel. Isso nos motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.1. A curva C' definida como a imagem da aplicagao v3, para uma escolha
adequada de coordenadas homogéneas na reta projetiva P! e, para uma escolha ade-
quada de coordenadas homogéneas para o espaco projetivo P?, serd chamada cibica

reversa.

2.3 Redes de Quadricas se anulando na Cibica Re-

versa

O objetivo desta secao é encontrar as condi¢oes nescessarias para que uma quéadrica

contenha a cubica reversa. Inicialmente temos a seguinte definigao:

Definicao 2.2. Uma rede de quddrica p é um subespaco linear de dimensao trés no
espago vetorial PY) isto é, p = (Q1,Q2, Q3), onde Q1,Q2, Q3 € P sdao quidricas (em

P3) linearmente independentes.
Lembremos que uma quddrica Q C P? é dada por uma equacao da seguinte forma
3
Q = Z aiizi2 + 2 Z Q;jZi25.
i=0 0<i<j<3

Queremos agora calcular a intersecao de () com a ctbica reversa, esta intersecao é

dada substituindo z = [t3 : t?u : tu® : v?] na equagao de Q

Q = a11t6+2a12t5u+ (a22+2a13)t4u2+(2al4+2a23)t3u3+(a33+2a24)t2u4+2a34tu5+a44u6,
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2. Cubicas Reversas e Redes de Quadricas

isso resulta num polinémio homogéneo Q(t,u) de grau seis. Impondo a condigao de
que este polinomio se anule identicamente, isto é, supondo que a ctibica reversa esteja

contida em (), temos um sistema linear

ayj;p = 12 = a3y = ay = 0
azp = —2a3
aly = Q23
azg = —2ay

cuja a solugao é um subespaco do espago vetorial das quadricas, de dimensao trés.

Uma base é dada por:

2 2
1 =25 — 2123, Q2 = 2223 — 2124, (3 = 25 — 2024,

Concluimos assim que o conjunto das quédricas que contém a cubica reversa formam
uma rede de quédricas.

Seja p C PY a rede de quédricas gerada por Qi,Q2, Q3. Seja [a; : ay : a3] as
coordenadas homogéneas para o plano projetivo p ~ P2, Um elemento geral de p é da
forma Q, = > a;Q;. Vamos calcular a intesecao p N A, esta intersegao é definida em p

pelo determinante da matriz associada a Q).

0 0 —Qa1 —Aas
0 2 —
det “o® G (ayas — a3)?. (2.4)
—ay Q9 2&3 0

—ay —as 0 0

Vemos assim que pNA é uma quértica plana dada pelo quadrado perfeito da equagao
de uma conica irredutivel. Dizemos também que se trata de uma conica dupla. Além
disso, se supormos que os menores 3 X 3 na matriz acima se anulam simultaneamente
teremos nescessariamente que a; = as = az = 0, o que é proibido para pontos em p.

Logo temos que pN X = 0.

2.4 Recuperando a cubica reversa

Mostramos até aqui que se p é uma rede de quadricas que se anula sobre a cibica
reversa, entao p N A é o quadrado perfeito da equagdo de uma conica irredutivel e p
nao contém par de planos. Nosso objetivo agora é mostrar que vale a recipocra, isto é:

Fixada uma rede de quédricas p = (@1, @2, Q3) tal que

(i) pN A é uma conica dupla irredutivel C;
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(il) pN X =10, isto é, p nao contém par de planos;

Devemos mostrar que os zeros comuns aos ;s formam uma cibica reversa.
O primeiro passo é mostrar que os vértices dos cones correspondentes aos pontos

sobre a conica C' = pN A devem descrever uma curva irredutivel em P3.
Lema 2.1. v(C) = {v(Q)|Q € C} C P? é uma curva projetiva irredutivel.

Prova. Como C é uma curva irredutivel, resta-nos mostrar que o mapa v : C' — P3
que associa a cada cone nao degenerado @ € C' C pN A\ X o seu vértice v(Q) € P3, é
um morfismo injetivo. Cf. Coroldrio
Primeiro vamos mostrar que v : C' — P? é injetivo. De fato, suponha que existam
Q1 e Q- cones distintos e tais que v(Q;) = v(Q2). Seja L C P? a reta que passa por
Q1 e (2. Cada ponto de L é uma quadrica dada por a;Q)1 + as@2, o; € C nao ambos
nulos, desta forma L C p. Agora observe o seguinte, dado a1Q1 + as@)2 € L temos,
para:=0,1,2,3, que
49 Q2

+ Qi

(O{ 8Q1
! 87:, 821

(‘921-

9Q2
822'

(@) =

(v(Q1)) + a2

(v(@1)) =0

portanto v(Q1) é um ponto singular de a;@Q; + ax@s. Como L C p e p nao contém
par de planos segue que a;@Q + as@Q é um cone cuja o vértice é também v(Q1). Logo
L C pN A = C, contradizendo a hipétese de irredutibilidade de C.

Para completar a prova, devemos mostrar que v é um morfismo, faremos isto pro-
vando que v pode ser expresso localmente por polinomios. Para isso tome @y € C,
devemos exibir um mapa polinomial u : U — P? tal que u(Q) = v(Q) para todo
Q € C, onde U é um aberto em A\ X contendo @Q)y. Estando @y em C' C A\ X,
a matriz (a;;(Qo)) tem posto exatamente igual a trés. Assim, podemos escolher trés
linhas, digamos 1 < a < 8 < v < 4 que sejam linearmente independentes em alguma
vizinhanca U de ()y. Trata-se de um aberto pois seu complementar é o fechado definido
pela anulacao dos menores 3 x 3 formados com as linhas «, 8 e 7. Agora para cada

Q) € U construa o ponto u(Q) = [z1, 22, 23, 24| pela seguinre regra. Ponha

i 7k [
BQ _ Qa1 Qa2 Qa3 Qa4 ’
apr Qg2 Ap3  Ap4
Ay1 Gy2 (43 Qg
onde i, j, k,l denotam indeterminadas e os a,s abreviam a,s(Q). Entao z1, 29,23 € 24
sao definidos pela expansao det(Bg) = z1i + 22) + 23k + z4l. Pela regra de Cramer, o

ponto u(Q) é ortogonal as linhas «, 8 e v de a;;(Q), em outras palavras, u(Q) é solugao
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do sistema [1.12, Logo u(Q) = v(Q). Como a expressao para u(@)) é polinomial nas

coordenadas a;;, segue o resultado.
Proposicao 2.2. Notagao como acima, temos que a curva v(C) estd contida em @
para cada quadrica @) € p.

A prova desta proposicao é uma consequéncia do seguinte lema.

Lema 2.3. Sejam F' C P™ uma hipersuperficie e H = V(Hy,..., Hy) C P" um su-
bespaco linear, aqui H; denota um hiperplano. Suponha que p € F' é um ponto nao

singular. Entao, p € F'N H ¢ um ponto singular se, e somente se, H C T, F".

Demonstracao. Por hipotese Hy, ..., Hj sao polindmios homogéneos de grau 1, os quais
podemos supor linearmente independentes. Desta forma, H é constituido de todos os

pontos de P que sao solucao do seguinte sistema:

H = onzy +---+ apr, = 0

Hy = apxr + -+ prn, = 0

Temos assim um sistema com k equacoes linearmente independentes em n + 1
variaveis. Sendo assim podemos escrever k variaveis em funcao das outras n + 1 — k
variaveis. Sem perda de generalidade, podemos supor que as k primeiras variaveis sao

escritas em funcao das n + 1 — k ultimas, isto é:

1 1 k k
1= B Thy1 + oo+ B Tagts - Tk = By Tipr + -+ B 1 Tng

Deste modo, um ponto x € H se, e somente se, pode ser escrito da seguinte forma

1 1 k k
= (Bip1Trs1 + -+ Bnp1Togts - Beg1 et + -+ By 1o 1, Tt s - -5 Tig1).

gj; (p) = 0 para todo i €

Suponha que p € FFN H é um ponto singular, isto é
{1,...,n+ 1} onde

1 1 k k
f= F(5k+1xk+1 +o A BTty s BT o By 1 Tt Thegts - - Tpg1)-

Agora observe o seguinte:

e Parat=1,...,k temos que = 0 pois x; nao aparece na definicao de f.

81%
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e Parat=k+1,...,n+ 1 temos

n+1 k
aF ax] F L OF
ﬁxz £ oz; P Z oz, PP+ o, @ (25)
FLOF OF
- J —
= ;21 oz, (p)B; oz, () (2.6)

Agora, lembremos que ¢ = (q1,...,qny1) € TyF <=3 gfi (p) - (¢: —pi) = 0.

Como p € H temos que

b= (5i+1pk+1 +oee ﬁi+1pn+1» e ;/3;l§+1pk+1 +oe ﬁfyj—i—lpn-l—lapk-&-l) e apn-f—l)a

e desta forma para

q= (5/1+1Qk+1 +oe 5i+1Qn+17 e 751§+1%+1 +ooee At 52+1C]n+1, Qet1s - qnt1) € H,

temos o seguinte

n+1 k n+1
or oFr oF
—— (g ) = ——(p)(q ) + —— ()¢ — pj) (2.7)
; ax] J J ; 8!Ej J J J:;H axj J J
k n+1 n+1
oF F
= > o0 D Blla—p)+ D o)~ )
j=1 J i=k+1 j=k4+1 7

i=k+1 j=1 J j=k+1
n+1 n+1
oFr oF
= - > 5 Pa-p)+ X S - p)
i=k+1 j=k+1

Onde a pentltima igualdade segue de [2.6) portanto H C T, F.

Reciprocamente, suponha que H C T,F, isto é, para todo ¢ € H vale a seguinte

igualdade
n+l n+l 1 OF
ZO$] = > Z p)+ Y 0_%(17)(%_]9]‘):0.

i=k+1 j=1 j=k+1
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2. Cubicas Reversas e Redes de Quadricas

Reorganizando esta equacao temos que

gf <Z p)B + 8F( ))(%-Pi) = 0.

i=k+1 j=1 Li

Como a igualdade acima vale para todo ¢ € H, concluimos que

OF oF

ax()ﬁ] ~

J=1

(p) =0, paracada i=k+1,...,n+1.

Portanto, segue da igualdade acima junto com a equacao que

of OF . OF

6%( p) =, o, )5+ 5,

(p) =0, paracada i=k+1,...,n+ 1.

Como =0parat=1,...,k, segue que p € FN H é um ponto singular.

o0x;
Prova da Proposicao 2.2. Por hip6tese C' é uma conica dupla para a intersegao
p N A, portanto todo ponto ) € C' é singular. Segue do lema anterior que p C THA
para cada ) € C. Pela descrigao o hiperplano tangente THA consiste de todas as
quddricas Q' € PY que contém v(Q). Como p C TpA implica que v(Q) € @' para cada
Q' € p e para cada ) € C. Concluimos que v(C') C @ para toda @ € p.

Note que p ¢ A pois caso contrario p N A = p. Logo, existe uma quadrica nao
singular Qg € p tal que v(C) C Qp. Sabemos que v(C') C P? é uma curva irredutivel,
desta forma existe uma outra curva irredutivel D C P! xP! ~ Q, tal que a imagem de D
pelo mapa de Segre corresponde a v(C). Agora, em P! x P!, D ¢ dada por um polindmio
irredutivel bihomogéneo F'(x1,z2,y1,y2) de bigrau (a,b). Lembremos que p é gerada
por trés quadricas linearmente independentes e sendo assim, existem duas quadricas ()4
e ()2 linearmente independentes médulo Qg e tais que p = (Qo, @1, Q2). As intersegoes
de Q1 e Q3 com Qg = P! x P! sao dadas por polinémios bihomogénios linearmente
independentes Gy e Gy de bigrau (2,2) (Cf. Observacao [2.1). Como v(C) C Qy N
Q1 N Qs, segue que cada G; se anula sobre D. Logo F' divide G;. Isto deixa apenas
as seguintes possibilidades para o bigrau (a,b) de F: (0,1),(0,2),(1,1),(1,2),(2,2) e

simétricos. Vamos analisar cada possibilidade.
Caso 1. (a,b) = (0,1) ou (a,b) = (1,0)
Precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.4. Sejam H; e H, polinomios bihomogéneos linearmente independentes de

bigrau (2,1) nas varidveis [z1,xs), [y1,y2]. Entao existem constantes ay, s tais que
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H = a1 Hy + asH;y pode ser fatorado na forma H = PP, com bigrau(P) = (1,1) e
bigrau(Pz) = (1,0).

Demonstracdao. Denote por S o espaco projetivo dos polinomios bihomogéneos de bi-
grau (2, 1), nas variaveis [z, 23], [y1, y2]. Podemos identificar S com o espago projetivo
P5. De fato, se P € S, entao

_ k
P = g ;05T Yk

1<i,j,k<2

com isso idenficamos P com o ponto [al,,a?;,al,, aly, ady, a3,] € P°.
Deste modo, podemos pensar em H; e H, como pontos distintos neste P5. Seja

L C P’ a reta passando por H; e H,. Considere o seguinte conjunto,
S'={H € P°/H = P,P,, com bigrau(P,) = (1,1) e bigrau(P,) = (1,0)}.
Vamos mostrar que SN L # (). Primeiro note que S’ é a imagem da seguinte aplicacao:
p: PPxP! — P

(P17P2) — PP

Onde P! e P? denotam os espacos dos polindmios bihomogéneos, nas varidveis [x1, 23], [y1, ¥2],
de bigrau (1,0) e (1, 1) respectivamente (aqui fizemos uma identificagao andloga a que

fizemos para ). Esta aplicacao é um morfismo pois é uma aplicagdo polinomial.

Afirmacao 1. ¢ é uma aplicacao injetiva fora da subvariedade de P3 x P! formada

pelos pares (P, Py) com P; redutivel.

Prova. Cosidere o seguinte conjunto
U={(P,PR,) € P xP'/P, é irredutivel}.

Trata-se de um aberto, pois seu complementar é um fechado. Agora tome (P, P,), (Q1,Q2) €
U tais que PiP, = (1(Q)2, suponha por absurdo que P, # (), isto implica que
mdc(Py, Q1) = 1 e, portanto, P, | Q2 ¢ Q1 | P, 0 que é uma contradi¢ao pois Py, Qo € P!
sao irredutiveis. Logo P, = ()1 e consequentemente P, = (5, dai segue a injetividade

de .

Afirmacao 2. S’ tem dimensao 4 em P° e portanto é uma hipersuperficie.

Prova. Temos que S" = p(P? x P') é um fechado irredutivel. Segue do TDF que
existe um aberto U’ C S’ tal que para cada y € U’ e, para cada componente irredutivel

Y C ¢ (y), tem-se que dimY = dim(P3xP')—dimS’ = 4—dimS’. Como ¢ é continua
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e P3 x P! ¢ irredutivel temos que U N ¢~} (U’) # (. Tome entao z € U N p~1(U’), isso
implica que y = ¢(z) € U’ e que ¢~ *(y) = {x}, pois em U ¢ é injetiva. Portanto {z}
é componente irredutivel de ¢ (y), e assim 0 = dim({z}) = 4 — dimS’. Concluimos

entdao que dimS’ = 4.

Como toda hipersuperficie encontra qualquer reta num espago projetivo, temos que
S"N L # () ou seja, existe um polindémio H tal que H = a1 H; + asHy ¢ H = P, P, com
bigrau(Py) = (1,1) e bigrau(Ps) = (1,0). O

Voltemos ao nosso caso. Suponha que (a,b) = (0,1) (o caso (1,0) é andlogo).
Sejam (G; e (G5 os polinomios bihomogéneos correspondentes as quadricas lineramente
independentes Q1 e Q2. Dados que F' | G e F' | Go, existem Hy e Hj tais que Gy = F'Hy
e Go = F'Hy, com bigrau(H,) = bigrau(Hs) = (2,1).

Pelo lema acima, podemos encontrar H = «y Hy + asHy = Py Py, com bigrau(P;) =
(1,1) e bigrau(Py) = (1,0). Dal temos

FH:F(Ole1+042H2>:F(P1P2):Pl(FPQ).

Lembremos do isomorfismo ¢ : C[z]/(Qo) = Clzy,x9,y1,y2] dado pelo mapa de
Segre, vemos que o polinomio bihomogéneo P, corresponde a uma forma linear A|z] .

Da mesma forma, F'P, corresponde a uma forma linear B|[z|, valendo a igualdade
AB = CK1G1 + a2G2 + CK()QO.

isso mostra que p cotém um par de planos AB, o que contraria a hipotese. Portanto,

0 caso 1 esta eliminado.
Caso 2. (a,b) = (0,2) ou (a,b) = (2,0)

Lembremos que um polinémio homogéneo nao nulo em duas varidveis (sobre um
corpo algébricamente fechado) é sempre redutivel. De fato, seja H = agX"+a; X"~ 'Y +
o+ a,Y" € K[X,Y], com K um corpo algébricamente fechado. Se ag = 0 ou a,, =0
temos que X ou Y divide H. Suponha entdao que ay # 0 e a, # 0, e considere
ay,...,a, € K as n raizes (ndo nescessariamente distintas) do polinémio que é a

desomogeneizacao de H. Desta forma temos que

n

H(X,1) =ao- [J(X - o).

i=1
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Homogeneizando temos que

H(X,Y)=ao- [[(X - asY).
i=1
Portanto H é redutivel.

Como F' é irredutivel, este caso nunca serd possivel.
Caso 3. (a,b) = (2,2)

Se (a,b) = (2,2), entao F = 1G4, F = asG9 onde oy, s 80 constantes nao-nulas,
o que implica a3 G7 — asGy = 0, o que contradiz o fato da independéncia linear de G,
e GQ.

Caso 4. (a,b) = (1,1)
Vamos usar o seguinte resultado.

Lema 2.5. ?? Seja Q € P uma quadriva que contém uma conica irredutivel C' =
Qo N H, onde H é um plano e g ¢ uma quadrica. Entao () = a@Qy + LH, onde « é

constante e L é um polinomio linear homogéneo.

Prova. A menos de uma mudanga de coordenadas podemos supor que H é dado por
20 = 0. Sendo assim, a intersecao H N )y é obtida fazendo zy = 0 na equacgao de Q).
Resulta num plindmio homogéneo @) de grau 2 nas varidveis zq, 2z ¢ z3. De maneira
analoga, fazendo zy = 0 na equacao de ) obtemos um polindomio homogéneo )’ de
grau 2 nas variaveis 21, 22 € z3. Como C' C Q) C @ temos que )’ se anula onde Q) se
anula. Portanto, Qf divide Q' e assim Q' = a@Q). Logo @ = aQy + Lz, onde L é um

polinomio homogéneo de grau 1.

Se (a,b) = (1,1) entao F corresponde pelo mapa de Segre a um plano H C P3. Dal,
v(C) deve ser uma conica, intersecao de H e (QQy. Seja () uma quadrica que contém
v(C). Pelo Lema 77, segue uma relagao Q = a@Qo + LH, onde « é constante e L é
homogéneo de grau 1. Sabemos que toda quéadrica em p contém v(C'), e portanto ela
pode ser escrita como @)y + LH. Mas isso implica que p contém pares de planos. De
fato, sejam Q1 := a1Qo + L1H e Q2 := asQ)y + Lo H elementos distintos na rede p. Se
ag # 0, entdo (anQo+ L1H) — %(OQQO + LyH) = (L, — g—;Lg)H ¢ um par de planos e
pertence a p, ji que se encontra sobre a reta em PY ligando @ e Q. Mas isto é uma
contradigao, pois p ndo contém par de planos. Logo o caso (a,b) = (1,1) é impossivel.

Nosso objetivo final é mostrar que, no caso restante, v(C') é de fato uma cibica

reversa.
Caso 5. (a,b) = (1,2)
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Proposicao 2.6. Seja D C P! x P! a curva definida por um polinomio bihomogéneo
irredutivel F'(z1,xa,y1,y2) de bigrau (1,2). Entdo a imagem de D pelo mapa de Segre

é uma cubica reversa.

Demonstracao. Podemos escrever

F($17$27 Y1, y2) = A1(y1, y2)$1 - Az(y17y2)$2,

onde A; e Ay s@o polindomios homogéneos de grau 2 com mdc(A;, Ay) = 1, pois F é

irredutivel. Para x9A; # 0 temos a seguinte relagao:

T A2

X2 A1.

Dai segue a igualdade de pontos em P3,

[T1y1 1 T1ya Loy ¢ oY) = [ ””;—?f, %,ybyz ] =

= [ Whs 4212 gy ] = [ Y1 Az, Y2 Ao, y1 Av, Y2 Ay ]

Isso mostra que um aberto denso de v(C') coincide com um aberto denso da curva

dada peramétricamente por
P' 5 [y1, o] = (Y142, 12 A2, y1 Ar, 1 Ad] € P,

Mostraremos agora que os polinomios y; As, y2 As, y1 A1, € y2 Ay sao linearmente inde-
pendentes, e assim eles parametrizam uma ctbica reversa. Sejam «, (3,7 e § constantes
tais que

ay1 Az + ByaAz + yy1Ar + 0y2 41 = 0.

Reescrevemos essa identidade na forma

(ayr + Byz) Az = —(yy1 + dy2) Ar.

Segue que Aj divide (yy; + dya)A;. Como mdc(Aq, Ay) = 1 segue que Ay divide
(vy1 + dy2). Sendo o grau de A, igual a dois, temos necessariamente « = f =~y =9 =
0. O

Observagao 2.4. Note que a hipdtese de pN X # ) é esséncial. De fato, seja p a rede

gerada pelas quadricas
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Q1 = 224,
Q2 = 22123+ 22024+ (23 + 24)2
Qg = 22223 + 2’32) + Zi

Calculando a intersecao p N A obtemos
(2a3 — ayas3)?,

novamente o quadrado perfeito de uma conica irredutivel. Mas o lugar dos zeros comuns

a 1, Q2 e @3 nao é uma cubica reversa pois estd contido no par de planos 2,24 = 0.
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Apeéendice A
O Teorema da Dimensao das Fibras

Dedicamos este apendice ao estudo de um dos mais importantes resultados da Ge-
ometria Algébrica, o Teorema da Dimensao das Fibras, este foi de grande importancia
para o desenvolvimento deste trabalho. Antes de demonstra-lo faremos algumas de-

finigoes e provaremos alguns resultados que serao nescessarios para a demonstragao.

A.1 Resultados de Algebra Comutativa

Nesta secao enunciaremos alguns resultados da Algebra Comutativa que posterior-

mente serao ultilizados.

Teorema A.1. Seja K um corpo infinito e B uma K-dlgebra finitamente gerada que é

um dominio de integridade. Entao,
dimB = trdegx Frac(B).

Proposicao A.2. Seja B uma K-algebra finitamente gerada e assuma que B é um

dominio de integridade. Entao para todo P € Spec(B) verifica-se que
. B .
dzmﬁ = dimB — ht(P).

Proposicao A.3. Sejam A e B K-dlgebras finitamente geradas tais que ambas sao
dominio de integridade. Temos que: se ¢ : A — B é um homomorfismo injetivo de
K-algebras, entao ¢ : Frac(A) — Frac(B), dada por ¢(§) = %, é uma extensao de
COrpos.

Demonstrac¢ao. Primeiro note que ¢ é bem definida. De fato, seja a,b,c,d € A tais
que ad — be = 0, desta forma @(ad — bc) = @(0) = 0, ou seja, (a)p(d) — ¢(b)e(b) = 0.

Logo ¢ é bem definida. Vamos mostrar a injetividade, seja a,b,c,d € A tais que
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e(a)p(d) — p(b)e(b) = 0, isso implica que p(ad — bc) = 0, como ¢ é injetiva segue
ad — bc = 0. O

Teorema do Ideal Principal de Krull A.1. Sejam A um anel Noetheriano e a € A
um elemento nao-invertivel. Entdo, para todo P € Spec(A) minimal dentre os que

contém a, tem-se que ht(P) < 1. Em particular, se a ndo é um divisor de zero, entdo
ht{a) = 1.

Demonstracao. Vide [§] pag. 179

A.2 Morfismos

No que segue um fechado afim irredutivel sera chamado de variedade. Chamaremos
de variedade quase-projetiva um subconjunto X C P™ que ¢ isomorfo a algum conjunto

projetivo localmente fechado.

Definicao A.1. Seja X C A" um fechado afim. Uma fungao f : X — K ¢é dita
polinémial se existe um polindmio F' € K[X1,...,X,] tal que f(X) = F(X) para todo
r e X.

Observe que na definicao anterior o polinomio F' nao é tinicamente determinado.
De fato, dois polinomios F' e G determinam a mesma fungao polinémial em X se, e
somente se, F(z) = G(z) para todo x € X, isto é, F'(z) — G(x) = 0 para todo = € X,

mas isso acontece se, e somente se, F' — G € I(X). Assim o anel quociente

K[X1, ..., X,]
1(X)

AX) =

estd em bijecao com o conjunto das fungoes polinomiais em X. Chamaremos este anel
quociente de anel de coordenadas de X.

Verifica-se que o anel A(X) é uma K-dlgebra finitamente gerada e reduzida. E
recipocramente, toda K-algebra finitamente gerada e reduzida ¢é isomorfa a alguma
K-dlgebra A(X), para algum fechado afim X.

Definicao A.2. Seja X C A" nao-vazio. Uma funcao f : X — A! é regular em
um ponto xy € X, se existe um aberto U C X contendo xy e fungoes polindmiais
p,q € A(X) tais que Z(¢)NU =0 e f(x) = p(x)/q(x) para todo x € U. Dizemos que
f € regular em um subconjunto Y de X se for regular em cada y € Y. Note que se
a € K e f,g sao fungoes regulares sobre X entao af, f + g e fg sdao ainda regulares
sobre X, desta forma o conjunto O(X) das fungdes regulares sobre X tem estrutura

de K-algebra. Chamaremos O(X) de anel das fun¢éoes requlares sobre X.
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Lembremos que se X é um variedade, entao seu ideal (X ) é primo e, portanto, seu
anel de coordenadas é um dominio de integridade. Chamaremos o corpo de fragoes do
dominio A(X) de corpo das fungées racionais de X, ou seja, é o conjunto dos h = p/q
com p,q € A(X), onde identificamos p/q com p'/q" se p¢ = p'q em X. Denotaremos
este corpo por K(X) e chamamos seus elementos de fungdes racionais. Observe que
AX) Cc O(X) Cc K(X).

Definicao A.3. Sejam X C A" e Y C A™ fechados afins. Uma funcao p: X — Y é

dita um morfismo se existem @1, ..., o, € O(X) tais que

(p(.f) = (QOI(I)7 R gpm(l‘)),

para todo z € X.

Exemplo A.1. Se fi,..., f,, € A(X) entdao o mapa ¢ : X — A™ dada por p(x) =

(fi(z),..., fm(z)) é um morfismo.

Observacao A.1. Um fato interessante a ser observado é que se X e Y sao duas
variedades afins, entao cada morfismo ¢ : X — Y induz um homomorfismos de K-
algebras de O(Y) em O(X) dado por f € O(Y) +— fop € O(X). Também ¢é possivel

verificar que todo morfismo entre variedades afins ¢ uma funcao continua.

Queremos agora estender o conceito de morfismo para variedades quase projetivas,
para isto precisamos do conceito de funcao regular para o caso projetivo. Considere
X C P" um conjunto algébrico quase projetivo. Diremos que uma fungao f : X — K¢
regular em zy € X se existir um aberto V' C X, com xg € V, e polindmios homogéneos
de mesmo grau P, Q € K[Xy, ..., X,] tais que VNZ(Q) =0 e p(x) = P(x)/Q(x) para
todo x € V. A fungao ¢ é dita regular em X se é regular em cada x € X. Note que se
a € K e f, g sao fungoes regulares sobre X entao af, f + g e fg sao ainda regulares
sobre X, desta forma o conjunto O(X) das fungdes regulares sobre X tem estrutura

de K-dlgebra. Chamaremos O(X) de anel das fung¢éoes requlares sobre X.

Definicao A.4. Sejam X e Y conjuntos algébricos quasi-projetivos. Uma fungao
v X — Y é um morfismo se para todo aberto V' C Y e toda funcao regular
f e O(V) tem-se

(i) ¢ é continua;
(ii) fop € OU), onde U = p=1(V).

Observagao A.2. Segue direto da Observagao que se p : X — Y é um mor-

fismo entre fechados afins como definido anteriormente, entao ¢ é um morfismo pela
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nova definicao. Além disso, assim como observado anteriormente para o caso afim,
todo morfismo, ¢ : X — Y, entre conjuntos algébricos quase projetivos induz um

homomorfismo de K-algebras

e 0) — 0OX)
[ foyp

Teorema A.4. Seja ¢ : X — Y wuma funcgao continiua, onde X C P* e Y C P™.
Entao, ¢ é um morfismo se, e somente se, para cada a € X existem um aberto V
de Y contendo ¢(a) e fungoes requlares @o, ..., om € O(@ (V) tais que, para cada
x € p (V) se tenha

p(x) = (po(x), ..., Pm(2)). (A1)
Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que ¢ seja um morfismo. Tome a € X. Lembremos
que todo espago projetivo P™ pode ser coberto por abertos U/s dados por U; = D(Xj;).
Desta forma ¢(a) € U; para algum i = 0,...,m. Sem perda de generalidade podemos
supor que p(a) € Uy, entao V = YNU, é um aberto que contém p(a). SejaU = ¢~ 1(V).

Para cada 1 < i < m, a funcao X;/Xy é regular em V, como ¢ é um morfismo,

temos que ¢; = ))g—é o |y é uma funcdo regular em U. Sendo assim, se x € U e
o) =(yo: - Ym), temos o seguinte
e(X) = (yo: 1 ym)
Yo Yo
X Xom
= (1:Y;ogp(m):---:foogp(m))
= (L:ren(@) - om(x))

(«<=) Suponha que exista uma cobertura aberta {V;} de Y tal que ¢|y é da forma
para cada i. Seja V um aberto de Y e considere f € O(V). Sendo U = o~ }(V)
vamos mostrar que f o ¢|y é regular em U. Para isto, basta mostrar que é regular em
cada ponto de U.

Seja a € U, entdao p(a) € V; para algum i. Ponhamos V' = VNV, e U =
UnNe 1 (V"), logo g € O(V') e p(x) = (po(x) : -+ : pm(x)) para todo z € U’, onde
1, pm € OU).

Como f é regular em V' existem um aberto V" C V' contendo ¢(a) e polinémios
homogéneos P e ) de mesmo grau tais que @) ndo se anula em V" e f(y) = P(y)/Q(y)
para todo y € V”. Analogamente, cada ¢; é regular em X, logo existem um aberto

U" C U’ e polinomios F}, G; homogéneos de mesmo grau tais que G; ndo se anula em
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U" e ¢;j(z) = F;(X)/G,(x) para todo x € U"”. Sem perda de generalidade, podemos
supor que U” estd contido em o1 (V).

Desta forma, para cada z € U” temos

Onde y = p(x) € V”. Entao Q(y) # 0, temos que f o ¢ é regular em ¢ (V"). O

Corolario A.5. Se X é um conjunto algébrico quasi-projetivo e Fy, . .., Fy, € K[Tq, ..., T,]

sao polinomios homogéneos de mesmo grau sem zeros comum em X, entao

p: X — Pm
x — [Fo(z) - Fy(o)]

é um morfismo.

Demonstracao. Primeiro note que ¢ esta bem definida, pois os polinémios F; nao tém
zeros em comum no conjunto X. Por outro lado, sendo os polinomios homogéneos de

mesmo grau, digamos d, tem-se que
oAx) = M Ey(z) : -+ MNF(2) = (Fo(z) -+ 2 Fo(z)) = ().

Vamos usar o Teorema [A.4] para mostrar que ¢ é um morfismo. Observe que @ é
continua, com efeito, seja W é um fechado em P™, digamos W = Z,(Gj, ..., G,) com
Go,...,G, € K[So,...,Sn]. Temos que ¢! (W) é fechado em X pois ¢ a intersegao de
X com o conjunto de zeros dos polinomios G; o ¢ parat=0,...,7.

Agora tome a € X. Entao ¢(a) € U; para algum i. Sem perda de generalidade,
podemos supor i = 0. Portanto, para todo z em U = ¢ 1(U), temos Fy(z) # 0.

Assim, as fungoes F;/Fy sao regulares em U e para todo x € U

mostrando que ¢ é da forma do Teorema[A.4] O

Definicao A.5. Sejam X e Y variedades quase projetivase f : X — Y um morfismo.

Dizemos que f é um morfismo dominante se f(X) =Y.

Proposicao A.6. Sejam X e Y fechados afinse ¢ : X — Y um morfismo. Se ¢ é um

morfismo dominante, entdo o homomorfismo induzido ¢* : O(Y) — O(X) ¢ injetivo.
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Demonstracao. De fato, se f € O(Y) é tal que foyp =0 em O(X) entdo f(y) =0
para todo y € ¢(X). Assim temos ¢(X) C Z(f) C Y e, como Z(f) é fechado em Y,

temos também que ¢(X) C Z(f). Como ¢ é dominante, isto implica que Z(f) =Y,
ou seja, f =0 em O(Y) e portanto ¢* é injetor. O

A.3 Dimensao

Dado um variedade X, sabemos que existe uma bijecao entre os subconjuntos irre-
dutiveis de X e os ideais primos do seu respectivo anel de coordenadas, A(X). Com
isso podemos estabelecer mais uma relagao entre a geometria e a algebra através da

segunte definigao.

Definicao A.6. Seja X um variedade. Definimos a dimensao de X como sendo
dimX = dimA(X) (A.2)

Proposicao A.7. Seja X uma variedade.

(i) Se X é irredutivel, entao

dimX = trdegx A(X)
(ii) Se X =J,_, X; é a decomposi¢ao de X em componentes irredutiveis, entao

dimX = maz{dimX;} = mazx;{trdegx A(X;)}
Demonstragao. Vide [§] pag. 174.

Teorema A.8. Se X C Y, entao dimX < dimY. SeY ¢ irredutivel e X CY € uma
subvariedade fechada com dimX = dimY, entao X =Y.

Demonstragao. Vide [6] pag. 68.

Definicao A.7. Seja X um fechado afim e Z C X uma subconjunto também fechado.

Definimos a codimensédo de Z em X como sendo
codimx 2 := dimX — dimZ.

Teorema A.9. Sejam Z C X C A" fechados afins irredutiveis. Entao codimxZ = 1
se, e somente se, existe f € A(X) ndo-nulo e ndo-invertivel tal que Z é uma compo-

nente irredutivel de Zx(f).
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Demonstra¢ao. (=) Assuma que codimxZ = 1, isso implica que Z C X e conse-
quentemente I(X) C I(Z). Temos assim que I(Z) = Ix(Z) C A(X) é um ideal primo
nao-nulo. Considere f € I(Z) nao-nulo.

Note que f é nao-invertivel, pois m é primo. Além disso, escolhendo de forma
adequada um representante g € I(Z) tal que g = f, podemos assumir que f € I(Z).
Observe também que Zx(f) C X pois f ¢ I(X).

Nosso objetivo agora é mostrar que Z é uma componente irredutivel de Zx(f).
Com efeito, assuma que Zx(f) =Y, U---UY] onde Y; é uma componente irredutivel,

i=1,...,1. Como Z é uma variedade afim contida em Zx(f) temos que Z C Y; para
algum ¢ € {1,...,l}. Assim, Z CY; C Zx(f) € X. Desta forma

dimZ < dimY; < dimZx(f) < dimX = dimZ + 1,

o que implica dimZ = dimY; e portanto Z =Y; (Cf. Teorema |A.§]).
(<) Note que,

ZCZx(f)=XNnZ(f) = ZcCZ(/f)
= fel(Z)

= fel(Z)

Como Z ¢é irredutivel temos que Ix(Z) é um ideal primo em A(X) que contém f.
Nosso objetivo é mostrar ht(Ix(Z)) = 1. Com efeito, lembremos que as subvariedades
de X est@o em correspondéncia biunivoca com os ideais primos de A(X). Considere J
um ideal primo contendo I(X) tla que f € J C Ix(J) = I(J). Podemos assumir que

f € J, e assim temos

feJCIl(Z) = ZCZ(J)<Z(f)
= ZNXCZ)NXCZ(f)inX
= ZCZ(J)CZx(f

~—

Observe que Z(J) é irredutivel, e portanto estd contido em alguma componente
irredutivel, 7', de Zx(f). Logo

supondo que a decomposigao em fatores irredutiveis de Zx(f) nao é redundante, con-

cluimos que Z = Z' e consequantemente Z = Z(J). Portanto I(Z) = J o que implica
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Ix(Z) = I(Z) = J, ou seja Ix(Z) é minimal entre os ideais primos que contém f.
Segue do Teorema [A.1] que hi(Ix(Z)) = 1.

Por outro lado, temos que

A(X
dim (X) = dimA(X) — ht(Ix(Z)) = dimX — 1,
Ix(Z)
A(X)
lembremos que A(Z) ~ , logo
que A(Z) Te(2) %
A(X
dimZ = dimA(Z) = dim (X) =dimX — 1
Ix(Z)
portanto codimyx Z = dimX — dimZ = 1. O

Corolario A.10. Sejam X e Y variedades afins tais que Y C X. Se codimxY =r > 1,
entao existe uma sequéncia de variedades afins Y, =Y C Y, ; C --- C Y, tais que

codimxY; =i parait=1,...,r.

Demonstracao. Vamos usar indugao sobre r. Se r = 1 o resuldado é imediato. Agora
suponha que nosso resultado seja valido para todo 7y tal que » > ry > 1, vamos
mostrar que também vale para r. Como codimyxY = r > 1, temos que ¥ C X e
consequentemente [(X) C I(Y). Considere f € I(Y) \ I(X), com isso Zx(f) C X
é tal que codimxZx(f) = 1 (Cf. [6] pag. 70). Logo codimy,pY = r — 1, pela
hip6tese de inducao existe uma sequéncia de variedades afins Y =Y, 1 C --- C Y] tal
que codimy,(pY; =i parat =1,...,r — 1. Olhando ¥; C X obtemos uma sequéncia
Y,=Y CY, 1 C---CY),=Zx(f), tais que codimxY; =i parai=1,...,r. O

Coroldrio A.11. Sejam X uma variedade afim e fi,...,f, € A(X). Entdo, para
toda componente irredutivel Z de Zx(fi,...,f,) = X N Z(f1,..., f.) verifica-se que
codimx(Z) <.

Demonstracao. Esta prova sera feita usando indugao sobre r.
Se 7 = 1, considere f € A(X) e Z componente irredutivel de Zx(f). Temos os
seguintes casos a considerar:

1) Sef=0

= felX) = XcCZ(f) = Zx(f)=X
= Z=X = codimxZ =0

2) Se f é invertivel, entdo existe g € A(X) tal que fg =1

= fg—-1=0 = fg—-1€l(X) = XCZ(fg—1)
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e portanto Zx(f) =X NZ(f) = 0.
3) f é nao-nulo e nao-invertivel, entdo se Z é uma componente irredutivel de

Zx(f) segue do teorema anterior que codimxZ = 1.

Agora, suponha por inducao que se X 6 uma variedade afim e g1,--.,0; € A(X)
sao tais que 2 < 7 < r — 1 e toda componenete irredutivel Z de Zs(q1,...,g;) ¢é tal
que

codim;(Z <j.

Considere fi,..., f. € A(X) e Z uma componenete irredutivel de Zx(fi,..., f,).
Note que

ZCZx(fr,oo 0 [r)=XN0NZ(fr,.. . fr)=XNZ(fi)N...0Z(f,) = ZCZx(fi)

Em particular Z C Zx(f1). Como Z é irredutivel, temos que Z C Y para alguma
componenete irredutivel Y C Zx(f1). Por outro lado, Y é uma variedade algébrica

contida em X, portanto

A(X) A(Y)

—
o=
Considere fa, ..., fr € A(Y).

Afirmacoes:

L ZCZy(fo, - Jr) =Y N Z(fo, o o)

2. Z é componente irredutivel de Zy (fa, ..., f;).
Prova das afirmacgoes:

(1) Temosque Z C Z(fo, ..., fr)e Z C Y logo Z CYNZ(fo,..., [r) = Zy(fo,---, [r)-

(2) Assuma que Zy (fa, ..., fr) = Wi U...UWy é uma decomposi¢ao nao redundante
em fatores irredutiveis. Como Z é irredutivel e Z C Zy(fs..., f,) implica que
Z C W; para algum i € {1,...,s}. Por outro lado, W; C Zy(fa,..., fr) C
Zx(fi,-- . fr)=2ZUZyU...UZ o que implica W; = Z. Segue da hipétese de
inducao que

codimy 24 <r —1.
Por fim, note que Z CY C X e dai

codimx Z = codimy Z + codimxY <r — 1+ codimyY.
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Lembremos que Y é uma componente irredutivel de Zx(f1), pela hipdtese de

inducao temos que codimxY < 1. Logo

codimxZ <r—14+1=r.

]

Corolario A.12. Sejam X e Y variedades afins tais que Y C X. Se codimxY =
r > 1, entdo existemm fi,...,f, € A(X) tais que Y é componenete irredutivel de
Zx(fi,..., fr) etoda componente irredutivel W C Zx(f1,..., f.) é tal que codimxW =

r.

Demonstrag¢ao. Novamente usaremos indugao sobre 7.

Se r = 1 o resultado segue do Teorema junto com o Corolario [A.T]]

Agora, suponha por inducao que se Y e X variedades afins e tais que Y - X e
codz'm;(}7 = s < r — 1. Entao existem gj,...,gs € A()z) tais que Y é componenete
irredutivel de Z5 (g1, - - ., gs) , além disso, toda componente irredutivel de Z5 (g1, . . ., gs)
possui codimensao s em X. Queremos mostrar que o resultado é valido para r = s.

De fato, sejam X e Y variedades afins tais que Y C X e codimxY = r. Segue do

Corolério que existe uma sequéncia de variedades afins
Y,=YCY,. 1 C---CY, =X, tais que codimxY; =1 Vi € {1,...,r}.

Considere Y,_; € X contendo Y,. Sabemos que codimxY,_; = r — 1, e portanto

podemos aplicar a hip6tese de indugao para Y,_;. Logo, existem gr,..., 01 € A(X)

tais que Y,_; é uma componenete irredutivel de Zx(g1,...,¢,—1) e toda componenete
irredutivel de Zx (g1, ...,9,—1) tem codimensao igual a r — 1.
Assuma que Zx(g1,...,9-—1) = Z1 U---U Z; é uma decomposi¢do nao redundante

em fatores irredutiveis. Sem perde de generalidade podemos assumir que Z; = Y, _;.
Note que Z; € Y para cada i € {1,...,l}. De fato, se Z; C Y entdo Z; =Y o que
¢ uma contradigdo. Se |Z; C Y C Zj, entdo Z; = Z; o que contradiz o fato de ser uma

decomposic¢ao nao redundante. Logo, I(Y) € I(Z;) para todo i € {1,...,1},

=  IWV)¢1(Z) = Ix(Y)¢Ix(Z) Vie{l,... .1}

= Ix(Y)¢ UIX(Zi).

Assim, podemos considerar g, € Ix(Y) tal que g, ¢ Ix(Y) para todoi=1,...,L.

Afirmagao 1. Seja V uma componenete irredutivel de Zx (g1, . .., g.), entao codimxV =

r.
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Com efeito, temos que
VgZX(gla"'agr) C (917"'agr—1)zzlu"'UZl'

Como V' ¢é fechado e irredutivel, existe j € {1,...,{} talque V' C Z;. Logo, V' C Zz,(gr)
o que implica g, € A(Z;). Agora, observe que:

i) gr 0, caso contrario g, € I(Z;) o que implica g, € Ix(Z;) o que é uma
(i) g # j j

contradicao;

(ii) g, é nao-invertivel, caso contrdrio V' C Zz,(g,) = 0 o que também é uma con-

tradicao.

Assuma que Zz,(g,) = W1 U --- U W, é uma decomposicao, nao redundante, em
fatores irredutiveis. Como V' ¢é um fechado irredutivel e V' C Zz (g,), existe k €
{1,...,m} tal que V- C W,.

Assim temos, Wj, € Z; C X o que implica

codimx Wy, = codimx Z; + codimz W, = r.

Por outro lado, temos que V' é componente irredutivel de Zx(gr,...,3:), pelo Co-
rolario segue que codimxV < r,

= dimX —dimV <r = codimxWy = dimX — dimWy,

=  dimW, = dimV.
Logo, W), =V e assim codimxV =r.
Afirmagao 2. Y é componente irredutivel de Zx(g1,...,g:)-

Assuma que Zx(g1,...,9,) = VIA//l U---u I;V\; ¢ uma decomposi¢ao, nao redundante,
em fatores irredutiveis. Como Y C X e Y ¢é variedade afim, temos que Y C VAV; para
algum p € {1,...,u}. Como codimxY = codz’mxﬂ/?p, temos que dimY = dimMAf; e

portanto Y = W,
m

A.4 Teorema da Dimensao das Fibras

Teorema A.13. (Teorema da Dimensdo das Fibras) Sejam X e Y variedades

quase projetivas irredutiveis e ¢ : X — Y um morfismo dominante. Entao:
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(i) dimX > dimY.

(11) Para todo y € Im(p) e para qualquer componente irredutivel Z de p~'(y) tem-se
dimZ > dimX — dimY.

(iii) Eziste um aberto U C'Y nao vazio tal que dim(p~'(y)) = dimX — dimY para
todo y € U.

Antes de tudo, note que é suficiente provar este teorema para o caso em que X e Y
sao variedades afim. De fato, suponha que vale para o caso afim, recobrimos Y por um
ntmero finito de Y/s abertos afins e cada ¢~'(Y;) por abertos afins X;;. E claro que
os X;; recobrem X. Por hipétese, para cada restricao ¢ : X;; — Y; existe um aberto
denso U;; que satisfaz a condicdo (¢ii) do teorema. Facamos U = NU;;. Tome y € U e
seja Z uma componente de ! (y). Se Z encontra X;;, o caso afim aplicado a X;; — Y;
mostra que dimZ = dimX — dimY . No que segue X C A" e Y C A™ sao variedades

afins.

Demonstracao. (i) Como ¢ : X — Y é um morfismo dominante entre variedades

afins sobre um corpo, temos que
" AY) — A(X)

é injetivo, onde A(X) e A(Y') denotam os anéis de fragdo de X e Y respectivamente.

Logo
gfp; . Frac(A(Y)) — Frac(A(X))
g gof
- B

é injetivo, e dal temos a seguinte extensao de corpos cf. Proposi¢adA.2|
K — Frac(A(Y)) — Frac(A(X)).
Segue da definicao de grau de transcendéncia que

trdegx Frac(A(X)) > trdegxFrac(A(Y))
I I
dimA(X) dimA(Y)

| |
dimX dimY

(74) Provaremos um resultado mais geral e, com isso, a prova desse item seguira de

um corolério.
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Lema A.14. Sejam X e Y variedades afins e ¢ : X — Y um morfismo dominante.

Seja W C Y uma variedade afim e Z C ¢! (W) componente irredutivel. Se o(Z) = W,

entao dimZ > dimW + r, sendo r = codimxY .

Demonstracao. Seja s = codimy W, pelo Corolario existem fi,...,fs € A(Y)
tais que W é componente irredutivel de Zy (f1, ..., fs) e, além disso, toda componente
irredutivel de Zy (fi,..., fs) tem codimensao s em Y.

Lembremos que ¢ : X — Y é um morfismo dominante entre variedades afins,

portanto induz o seguinte homomorfismo injetivo de K-algebras,

fi = fiof

9i

Considere Z C p~ (W) componente irredutivel, desta forma ¢(Z) C W C Zy(fy,. ..

Afirmagao 1. Z C Zx(g1,...,hs).

reZ & f(r)eW

flx))=0Vie{l,...,s}
r)=0Vie{l,... s}

< fil
< g

Seja Zy C Zx(g1,-..,9s) um componente irredutivel tal que Z C Z;. Assim temos,

Z C 7y C Zx(g1,---,9s), 0 que implica

©(Z) € o(Zo) € e(Zx(g15---,9s)) (A.3)

Observe que ©(Zx(g1,---,9s)) € @(Zy(f1,...,[fs)). De fato, seja y = ¢(z) com
re XNZ(g,...,9gs), temos que

Jiy) = filo(@)) = gi(x) = 0 para todo i€ {1,...,s}.

Tomando o fecho em obtemos,

W= ()O(Z) g QO(ZO> g QD(ZX(gla"'agS)) g ZY(fla"'afS)'

Como ¢(Zy) é irredutivel contido em Zy (fi, ..., fs), existe 1% componente irredutivel
de Zy(fi,..., fs) tal que ¢(Zy) C W. Por outro lado W C p(Zy) C /Wv, concluimos
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entao que p(Z) = ¢(Zy) e, portanto, p(Zy) C W o que implica

Z g ZO g f_l(W)>

como Z ¢é uma componente irredutivel, segue que Z = Z,. Logo, segue do Corolario

AT que

codimx 2 = codimxZy < s.

Por fim, observe que

dimZ = dimX — codimxZ > dimX —s = dimX — codimy W
= dimW + codimxY
= dimW +r

]

Coroldrio A.15. Nas condig¢oes do (TDF) |A.13] Seja W = {y} C Y (y € Im(p)).
Para cada componente irredutivel Z C ¢~!(y), verifica-se que dimZ > r = codimxY .
Em particular, dimy~'(y) > r para todo y € Im(yp).

(7i1) Considere A(X) = W

Denotemos por k(X) = Frac(A(X)) e K(Y) = Frac(A(Y)). Sabemos que f induz

um homomorfismo injetivo de K-dlgebras, f*: A(Y) — A(X), que por sua vez induz

= Klag,...,ay), com o; =7; 1 < i < n.

um outro homomorfismo injetivo, cf. ProposigadA.3|

o' K(Y) — K(X).

Por simplicidade, vamos assumir que K(Y') é um subcorpo de K(X), ou seja , temos

que K — K(Y) — K(X) s@o extensoes de corpos. Logo, segue que
trdegr K (X) = trdegg K(Y) + trdegr v K (X).
O que implica trdegr vy K (X) = dimX — dimY = r e, portanto,
K(X)=K(ay,...,a,) = KY)(a1,...,apn).

Como I' = {ay, ..., a,} é um conjunto de geradores de K (X ) sobre K(Y), existe 8 C I'
uma base de transedéncia de K(X) sobre K(Y').
Por simplicidade, asumiremos que = {aq,...,a,}. Desta forma, a; para i =

r+1,...,n, é algébricamente dependente sobre K(Y')(a,...,q,). Logo, existem po-
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linomios Pryq,..., P, € K(Y)(aq,...,a.)[T] tais que Pj(a;) =0, j=7r+1,...,n.

Note que podemos escrever P; = Q_j’ onde H;,Q; € A(X)(a,...,a)[T] sao tais
que Hy £0, Q5 #0, Qy(ay) # 0 ¢ Hy(e;) = 0.

Defina H; € A(Y)[Th,...,T,,T] por Hij(ov, ..., T) = H;(T).

Fixando uma ordem monominal em A(Y)[Ty,...,T;,T], podemos escolher g; €
A(Y) (g; # 0) coeficiente lider de ﬁj, jged{l,....r}

Seja Y; = Zy(g;) C Y, e note que Y; C Y pois g; ¢ I(Y).

Afirmacao 2. O conjunto U =Y — (Y, 1 U---UY,) é um aberto ndo-vazio.

De fato, é claro que U é um aberto. Agora, suponha que U = {) isso implica
que Y = Y, U---UY,. Como Y ¢ irredutivel, segue que ¥ = Y}, para algum
je{r+1,...,n}, o que é uma contradicao pois Y; C Y.

O préximo passo é mostrar que dimp=(Y) < r para todo y € U.

Com efeito, fixe y € U e considere Z C f~!(y) uma componente irredutivel tal que
dimZ = dimf~(y).

Como Z C X temos que [(X) C I(Z) que por sua vez induz um homomorfismo

sobrejetor de K-algebras,

A(X)
AX) — AZ) ~
(X) @)~ 5
g = 9lz
Como A(X) = K(ay,...,qa,), temos que A(Z) = K(ag,...,a,), onde @; = a1 |z, 0
que implica K(Z) ~ K(az,...,a,). Com isso, temos a seguinte extensao de corpos,

K — K(a,...,a,) = K(Z),

segue que

trdegg K(Y) = trdegxay,...anK(a, . . ., ay,) + trdege K (o, . . ., &). (A.4)

.....

Note que K(Z) = K(aq, ..., a;) (a1, . .., &,). Lembremos queE #0em A(Y)[Ty,...

Temos que y € U, calculando os coeficientes de H; em y obtemos H;, # 0, pela escolha
em K[Ty,...,T,,T].

Logo, ]/-IZ,(OQ, ooy, T) #£ 0 em Klag, ..., a,][T], assim, restringindo ao fechado
Z obtemos fm(&\l, oy, T) #0. Como I:f;/y(d\j = 0 segue que @;) ¢é algébrico sobre
K(art,...,a,). Segue que trdegkay,..an) K (Z) = 0, portanto segue de que

dimZ = trdegx K(Z) = trdeggK(ay, . .., a,) < 1.
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Pela parte (ii) do (TDF) temos que dimZ > r, e assim dimf~'(y) = r para
todoy € U. O]

Corolario A.16. Seja ¢ : C — Y um morfismo injetivo, onde C' é uma curva

irredutivel e Y é uma variedade quase projetiva. Entao, p(C') é uma curva irredutivel.

Demonstragao. Primeiro, note que ¢(C') é irredutivel. De fato, se p(C) = X; U X5
com X1, Xo C ¢(C) fechados, entao

C=¢(C)=¢ " (X1UXy) = (X1) Up ! (Xa),

como ¢ é continua e C irredutivel, segue que C' = ¢~ 1(X;) ou C' = ¢~ 1(X>) e, portanto,
©(C) C X7 ou (C) C Xs. Logo ¢(C) é irredutivel.

Agora, considere o morfismo ¢ : C — ¢(C), temos um morfismo dominante.
Portanto, o TDF nos diz que dimC > dimp(C) > dimp(C) = 1 > ¢(C).

Como ¢ é injetivo, segue que dimp(C) = 1.

]
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