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Resumo

Neste trabalho estudamos o comportamento assintético das solugoes de equacgoes
diferenciais parciais lentamente nao dissipativas, daremos um breve apanhado histoérico
sobre o tema, apresentaremos uma introducao a teoria de semigrupos de operadores
lineares limitados em espacos de Banach, poténcias fracionarias de operadores setoriais
e resultados sobre existéncia e unicidade de solucoes de problemas abstratos de Cauchy

semilineares do tipo parabdlico.

Palavras-chave: equacoes lentamente nao dissipativas, semigrupos, poténcias fra-

cionarias, blow-up.



Abstract

In this work we study the asymptotic behavior of the solutions of partial differential
equations slowly non-dissipative, we will give a brief historical overview on the theme,
we will present an introduction to the theory of semigroups of bounded linear operators
in Banach spaces, fractional powers of sector operators and results on the existence and

uniqueness of solutions of abstract Cauchy semilinear problems of the parabolic type.

Keywords: slowly non-dissipative equations, semigroups, fractional powers, blow-up.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e X* denota o dual topologico de um espago de Banach X;

e R(A) denota o conjunto imagem do operador linear A : D(A) C X — X, onde
X é um espaco de Banach.

e [y denota a aplicagoes identidade de X em X, onde X é um espaco métrico;

e p(A) denota o conjunto resolvente do operador linear A : D(A) C X — X

densamente definido em um espaco de Banach X, e este é definido por

My — A: D(A) C X — X & injetivo, ROMx — A) = X
p(A):=¢reC ;
(Mx — A R(\x — A) € X — X e ¢ limitado

e o(A) denota o espectro do operador linear A : D(A) C X — X em um espago
de Banach X, e este é definido por o(A) := C\ p(A);

e ('(X) denota o espago das aplicagoes continuas de X em X, onde X é um espago

métrico;
e B(z, R) indica a bola aberta no espa¢o métrico X de centro em z e raio R > 0;
e d(z,y) indica a distancia de z até y no espago métrico X;

e Para cada 1 < p < oo, I un intervalo, u € LP(I), denotamos a norma usual de u

em LP(I) por ||u| (). Se I =R, escrevemos apenas ||ul|,;

e supp(u) := ﬂ wy, onde {wy}res é a familia de todos os abertos de R tal que

AeJ
u = 0 quase sempre em w) para todo A € J, denota o suporte da fungao mensuravel

u. Caso a u seja uma func¢ao continua, temos supp(u) := {x € R;u(z) # 0};
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e (C§°(I) denota o conjunto das fungoes continuamente diferenciaveis infinitas vezes

com suporte compacto em I;
e W™P(I) denota o espacgo de Sobolev imerso em LP(I), e este é definido por

V1<j<m,je€N,dg; € L(I) tal que

Wm(1) = 3w e L(1) | | ,
/uD]go = (—1)j/gj907 Vo € Coo(I)
I 1

onde D7y denota a j-ésima derivada no sentido usual da funcao ¢.
e u) denota a j-ésima derivada fraca (ou j-ésima derivada no sentido de Sobolev)

de uma funcao u € W™P(I), e esta j-ésima derivada é definida pela g; que verifica a

igualdade

/ungp = (—1)j/gj<p, Vo e Cg°(1);
I

I

e H™(I) denota o espago de Sobolev W™?(I);

I

o ||u|[wm.r(ry denota a norma usual de u no espago de Banach W™P(I), e esta norma

é definida por

lullwmsmy =D 1uD | Loqy;
=0

e W™P(I) indica o fecho de C§°(I) no espago de Sobolev W?(I) munido com sua

norma usual, que é a herdada como subespago de W™P(T).

e H™(I) denota o espaco de Sobolev W{"?(I).

viil



Introducao

Neste trabalho estudamos a teoria geométrica de equagoes diferenciais parciais se-
milineares do tipo parabdlicas que sao lentamente nao dissipativas. Daremos um breve
apanhado historico sobre este tipo de equacoes, assim como, para o caso dissipativo.
Daremos exemplos e provaremos algumas propriedades das solucoes destas equacoes
diferenciais parciais lentamente nao dissipativos. Para fixar nossa atencao, trataremos
de equagoes escalares de reacao e difusao semilineares.

Nas ultimas décadas houve um grande enriquecimento da literatura dedicada ao
comportamento assintético das solucoes de equagoes escalares de reacao e difusao se-
milineares. No entanto, poucos desses trabalhos tratam das equacoes cujas solucoes
existem para todo tempo e sofrem blow-up em tempo infinito, ou seja, as solugoes estao
globalmente definidas e que a norma destas tende ao infinito quando o tempo tende ao
infinito. Muitos dos conceitos e defini¢oes da teoria das equacgoes diferenciais parciais
lentamente nao dissipativas, surgem na literatura, até onde sabemos, com a tese de
doutorado da N. Ben-Gal [I] defendida em 2010 na Division of Applied Mathematics
na Brown University sob a orientagao de Bernold Fiedler.

O que nos levou a tratar das equagoes diferencias parciais lentamente nao dissi-
pativas é o fato de que mesmo o problema sendo lentamente nao dissipativo ainda é
possivel definir um semigrupo nao linear associado ao mesmo e questionar a existéncia
de um conjunto assintotico de estado para este semigrupo, conjunto este que desem-
penha um papel idem ao de atrator global para semigrupos provenientes de problemas
dissipativos.

Tecnicamente falando, este trabalho disserta sobre as primeiras secoes dos artigos
[2] e [18].

No final da década de 80, passou-se a dar muita atencao ao estudo da dinamica das

equacgoes de reacao e difusao da forma
ut:umx+f<m7uauaf)> LS [OaLL t >0, (1)

com condigoes de fronteira homogénea de Dirichlet e de Neumann, onde L > 0, e f é

uma funcao com certa regularidade.



Em 1988, P. Brunovsky e B. Fiedler [4], no trabalho intitulado Connecting orbits

in scalar reaction diffusion equations, trata dos sistemas

Ut = Ugy + f(u)a LS (Oa 1)7
u(t,0) = u(t,1) =0,

Up = Ugy + f(u)a LS (Oa 1)7

u,(t,0) = u,(t,1) = 0. (3)

No artigo [4], estudou-se condigoes necesséarias para que uma solucao estaciondria v
para a equagao do sistema (3)), ou seja, v = v(z) (ndo depende de t) ¢ solugdo para o
sistema no intervalo (0,1) e se conecte a uma outra solugao estacionaria w para a
equacao do sistema (veja, por exemplo, o Teorema 6.1 em [4]). Eu outras palavras,
buscou-se condigoes necessérias para que exista uma 6rbita u(t, -) satisfazendo o sistema
tal que

tl}r_noo U(t, ) —v

lim u(t,-) = w.
t—o0

Ainda em [4], o autor prova que se a nao linearidade f do sistema estd sob certa
hipétese de dissipatividade, e v € uma solucao estacionaria hiperbdlica para , entao
v se conecta a outras solugoes estacionérias (veja 1.1 Main theorem [4]).

Em 1990, C. Rocha [20], na publicacao intitulada Properties of the attractor of a

scalar parabolic PDE, estudou o sistema

ut:u$$+f(x7u7u$)7 xG [071]7 tZO

u(t,0) = u(t,1) = 0. @

O autor caracterizou o atrator para o semigrupo associado ao sistema como
sendo o grafico de uma aplicagao ¢, onde a nao linearidade f estd em uma determinada
classe de fungoes (veja o Teorema 2 em [20]). Além disso, no caso em que o sistema é
da forma

Up = Ugy + fx,u), z€[0,1], t >0,

u(t,0) = u(t, 1) =0, )

para uma determinada classe de nao linearidades, mostrou que o sistema dinamico
associado ao sistema possui um atrator bidimensional e do que ele é composto
(veja a Proposigao 5 em [20]).

Em 1996, B. Fiedler e C. Rocha [9], no artigo intitulado Heteroclinic Orbits of Se-



malinear Parabolic Equations, provaram propriedades do atrator global para o sistema

u = a(T) gy + f(x,u,u,), v €(0,1), t >0,

uz(t,0) = u,(t,1) =0, ®)

onde a(x) > ¢y > 0, a é uma funcdo continuamente diferencidvel, uniformemente
positiva e a nao linearidade f esta sob certas hipdteses de dissipatividade. Por exemplo,

eles provaram que o atrator global para o sistema @ consiste dos seguintes conjuntos:
(a) O conjunto dos equilibrios;
(b) O conjunto das drbitas que conectam equilibrios.

Em 1997, H. Matano e K. Nakamura [I4], no trabalho intitulado The global attractor
of semilinear parabolic equations on S', estudaram propriedades do atrator global para
o sistema

Uy = Upe + flu,u,), €S =R/Z,
u(z,0) = ug(z), € S*,

onde prova-se que o atrator global é o grafico de uma aplicagao continua e que que nao
existe 6rbita homoclinica nem ciclo heteroclinico, onde uma érbita homoclinica é uma
érbita y(t) tal que

lim y(f) = lim A(t) = €,

t——o0 t——+o0
onde ¢ é um equilibrio e um ciclo heteroclinico ¢ um conjunto composto da uniao de
pontos de equilibrios {1, ...,&} e érbitas {71,...,} tais que

lim Vj(t) = §j+1 € tkl;noory]—‘rl(t) = 5]7 vj - ]-7 - '7k7

t—+00

com &gy1 = &1
Em 2010, N. Ben-Gal [I], em sua tese de doutorada intitulada Grow-up solutions

and heteroclinics to infinity for scalar parabolic PDEs, investigou o caso

Up = Uy + bu + g(u), z € [0, 7]
Uz (t,0) = u,(t,m) =0,

onde g é uma fungao limitada com certa regularidade e b # 0. Em [I] sdo apresenta
solugoes para problemas assintoticos e de conexao para EDP’s escalares lentamente
nao dissipativas, i.e., uma classe de equacoes de reacao-difusao escalares parabdlicas
nas quais as solucoes nao explodem em tempo finito nem sao dissipativas. As solugoes

sofrem blow-up na norma em tempo infinito, produzindo desafios adicionais que sao



superados em [I]. No desenvolver da tese de doutorado da N. Ben-Gal, sdo defini-
dos novos conceitos, como equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativa,
equilibrios no infinito e atratores globais nao compacto.

Um ano depois, esta mesma pesquisadora publicou outro trabalho com o titulo Non-
compact global attractors for slowly non-dissipative PDFEs I: the asymptotics of bounded
and grow-up heteroclinics [2], no qual ela determina o comportamento assintético de
trajetorias ilimitadas, as chamadas grow-up solutions, para uma classe de EDP’s lenta-
mente nao dissipativas. Determinou-se as propriedades nodais, o sinal dos equilibrios
limitados, equilibrios no infinito e o conjunto de equilibrios no infinito ao qual um dado
equilibrio limitado tem ligacoes heteroclinicas.

Em 2014, J. Pimentel [18], sob a orientagao de C. Rocha, em sua tese de doutorado
intitulada Asymptotic behavior of slowly non-dissipative systems, complementa parte

do trabalho da Ben-Gal explorando propriedades da equagao

Up = Ugy + bu + g(z,u,u,), x € (0,7,
U (t,0) = u, (¢, m) = 0.

Na tese [I8] estudou-se sistemas lentamente nao dissipativos gerados por sistemas de
equacgoes escalares de reacao-difusao com nao-linearidade dependendo da variavel es-
pacial e a depender de um termo de adveccao, estendendo resultados vélidos para
o sistema estudado por N. Ben-Gal em [I] e [2]. Entre eles, obteve a existéncia de
um atrator global nao compacto, composto pela reuniao do conjunto dos equilibrios
limitados, o conjunto dos equilibrios no infinito e as conexoes heteroclinicas entre eles.

As equagoes do tipo podem ser classificadas como dissipativas, rapidamente nao

dissipativas e lentamente nao dissipativas, como veremos a seguir:

(I) Uma equagao do tipo ¢ dita dissipativa no espaco de Banach X quando possui
solucao global para cada dado inicial uy € X e existe R > 0 tal que a solugao
u(t, ) para (|1)) satisfaz

Ju(t, )x <R

para todo t > t*(ug), com t*(ug) > 0.

(IT) Uma equacao do tipo ([1)) é dita rapidamente nao dissipativa no espago de Banach
X quando para alguma solugao u = u(t,z) de existe T' < oo e a € (0, L) tal
que

sup |u(t,z)| < +o0o, t € (0,T), limsup [lu(t,)||x = +o0
z€[0,L] t=T



e existe uma sequéncia {(t,;z,)} C (0;7) x (0, L) tal que

t, — T, v, — a, e u(t,,x,) — +00, quando n — +00;

(III) Uma equagao do tipo ¢é dita lentamente nao dissipativa no espago de Banach
X quando

sup |Ju(t,z)| < +oo, Vt € (0,4+00) e limsup |[u(t, )| x = +oo.
z€[0,L] t—00

Opcionalmente, na definicao de equagoes diferenciais parciais lentamente nao dissi-

pativas, poderiamos ter substituido a expressao
lim sup |Ju(t, -)||x = +o0
t—o0

por

lim sup ||u(t, -) ||L°°(0,L) = 100,
t—o00

motivado por, ocasionalmente, estudarmos no espago base L*(0,L), onde 0 < L <
+00 e termos a imersao continua L>(0, L) C L*(0, L).

Neste trabalho daremos atencao a duas classes de equacoes, as quais foram estu-
dadas por N. Ben-Gal [I], [2], quando estudou a dinamica relacionada com o sistema
abaixo

Up = Ugy + bu+ g(u), x € [0,7]

Uz (£,0) = ug(t,m) =0 )

e J. Pimentel [I7] e J. Pimentel e C. Rocha [1§], que estudaram o sistema a seguir

Up = Ugy + bu + g(z,u,u,), © € (0,7,

ug(t,0) = uy(t,7) = 0. (8)

Veremos ainda que alguns dos resultados obtidos por N. Ben-Gal [2] sobre o sistema
puderam ser, de certa forma, estendidos para o sistema estudado por J. Pimentel
em [I7] e [I§]. Por exemplo, a prova de que ambos os sistemas sdo lentamente nao
dissipativos sao bem semelhantes. Outra propriedade que também pode ser estendida
foi o Lema 2.2 de [2], o qual aparece em [I8] como Lema 3.

A estrutura deste trabalho é a seguinte:

O Capitulo (1] é dedicado ao estudo de semigrupos de operadores lineares e limitados
sobre um espago de Banach e poténcias fracionarias de operadores lineares. Apresen-

taremos defini¢oes e alguns resultados da teoria de semigrupos de operadores lineares



e limitados sobre espacgos de Banach e poténcias fracionarias de operadores setoriais.
As principais referéncias sao H. Brézis [3], R. Costin [7], R. Czaja [§], D. Henry [11],
A. Pazy [16] e a dissertacao de mestrado da J. Silva [21].

O Capitulo [2| é dedicado aos exemplos de equagoes diferenciais parciais lentamente
nao dissipativas e propriedades das grow-up solutions. As principais referéncias bibli-
ogréficas deste capitulo sao N. Ben-Gal [2], D. Henry [11], J. Pimentel [17], J. Pimentel
e C. Rocha [18], J. Silva [21].

O Capitulo 3] é dedicado as consideracoes finais, onde propomos uma continuac¢ao
deste trabalho.

Finalmente, listaremos as principais referéncias utilizadas para a elaboracao deste

trabalho.



Capitulo 1

Semigrupos de operadores lineares

limitados e poténcias fracionarias

Este capitulo é dedicado ao estudo de semigrupos de operadores lineares e limitados

sobre um espaco de Banach e poténcias fracionarias de operadores setoriais.

1.1 Semigrupos de operadores lineares e limitados

Nesta secao apresentaremos defini¢oes e alguns resultados da teoria de semigrupos
de operadores lineares e limitados sobre espacos de Banach. As principais referéncias
sao os livros do D. Henry [I1], A. Pazy [16] e a dissertagao de mestrado da J. Silva [21].

No que segue, X denotara um espaco de Banach sobre o corpo K (K = Rou K = C),
L(X) denotara o espago de Banach constituido dos operadores lineares e limitados de
X em X munido da norma usual, e Ix denotard o operador identidade definido sobre

X.

Definicao 1.1. Um semigrupo de operadores lineares e limitados sobre X é uma familia

{T'(t): t >0} C L(X) tal que
1. T(0) = Ix;
2. T(t+s) =T(t)T(s), para todo t;s > 0.
Se adicionalmente, tivermos

L. ||T(t) — Ix|| — 0 quando ¢ — 0™, entao dizemos que o semigrupo é uniforme-

mente continuo;

2. |T(t)x—z|x — 0 quando ¢t — 07, ent@o dizemos que o semigrupo é fortemente

continuo (ou um Cj -semigrupo).



1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

Definicao 1.2. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo de operadores lineares e limitados
sobre X. O operador linear A : D(A) C X — X definido da seguinte forma: seu

dominio é dado por

t—0t

D(A) = {x € X : lim w existe}

com lei de formacao é dada por

_ +
Az = lim Tz —a = d—T(t)x

—_— A D(A
t—0+ t dt Ve € D(4)

t=0

¢ chamado de gerador infinitesimal do semigrupo {7'(¢) : ¢ > 0}.

Teorema 1.1. Sejam {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo sobre X e A seu gerador

infinitesimal. Entao

(i) Para todo v € X,

¢
(i1) Para todo z € X, / T(s)xds € D(A) e
0

A ( /0 t T(s)xds) ~ Tt —

(i1i) Para todo x € D(A), T(t)x € D(A) e

(iv) Para todo x € D(A),

Tt — T(s)z = / AT (r)adr — / () Awds

s

Demonstracao. Veja A. Pazy [10, Teorema 2.4]. O

Defini¢ao 1.3. Seja A : D(A) € X — X um operador linear com D(A) = X.
Chamamos de adjunto de A, o operador A* : D(A*) C X* — X* definido por

D(A") ={2" € X" : Jy* € X" com (2", Ax) = (y*, ), Vo € D(A)},

A'x* = y*, VYo" € D(AY).



1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

Obsevacgao 1.1. Quando X for um espaco de Hilbert, pudermos identificar X com

seu dual topoldgico X* (por exemplo, X = L?(0,1)) e tivermos
Va,y € D(A), (Az,y) = (z, Ay)

diremos que o operador A é simétrico e, comumente, se encontra na literatura a ex-
pressao A C A*. Quando A = A*, diremos que A é auto-adjunto e se A = —A*,

diremos que A é skew-adjointo.

Lema 1.1. Seja A: D(A) C H — H um operador simétrico e, para algum X € C
RO —A)=H e ROM — A) = H,

onde R(A —A) denota a imagem do operador (A —A) e R(A\ — A) o fecho da imagem.

Entdo A € auto-adjunto.
Demonstragao. Veja R. Czaja [8, Teorema 1.2.8]. O]

Teorema 1.2. Sejam H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador
auto-adjunto tal que
(Az,2) > m|z|?,

para todo x € D(A). Entio o(A) C [m, +00).

Demonstragao. Veja J. Silva [21], Teorema 3]. O

1.2 Semigrupos analiticos e operadores setoriais

A motivacao para o adjetivo analitico a uma determinada classe de Cy-semigrupo
vem do fato de podermos considerar o parametro ¢ do semigrupo variando em setor
circular do plano complexo, ao invés de variar somente no intervalo [0, +00) com a
aplicacio C D ¥ 3 t > T(t)r € X sendo analitica. Mas, antes de definirmos

rigorosamente este conceito, apresentaremos algumas defini¢oes e notacoes.

Definigao 1.4. Sejam X um espago de Banach, 2 um subconjunto aberto de C e
g: Q2 CC— X. Dizemos que g é uma funcao analitica em 2 se existir, para todo

z € €1, o limite
iy 9 1) —g(2)
h—0 h

Notagao 1.1. Dados a € R e 0,0 € (0, 7), consideremos os seguintes setores do plano

complexo.
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o Ng(a):=a+Apg={z€C:|arg(z —a)| <0, z# 0}. Caso a =0, Ap(0) = Ay;

o Y,(a):=a+%X,={z€C:|arg(z —a)| >0, 2 #0}. Casoa =0, £,(0) =X,;

Figura 1.1: Setores ¥y(a) e Ag(a) do plano C.
Obsevagao 1.2. Se § + 0 = 7, entdo Ay(—a) = —%,(a), uma vez que
Ag(—a)=—a+ANg=—a+{z€C:|argz| <0, 2 # 0} = —a+ (—%,) = —X,(a).

Veja a Figura [I.2]

Figura 1.2: Setores %, e Ay com 6 + o = 7 do plano C.

Definicao 1.5. Seja X é um espago de Banach. Dizemos que um Cy-semigrupo {7(¢) :
t > 0} sobre X é um semigrupo analitico de operadores lineares e limitados se a regiao
de variacdo do parametro ¢ puder ser estendida a um setor circular da forma Ay U {0},

™
para algum 6 € (0, 5) e, além disso, forem satisfeitas as seguintes propriedades:

1) A extensao de {T'(t) : t > 0} a Ay U {0}, para algum 6 € (0, g), ¢ ainda um
Cy-semigrupo, i. e., denotando por {7 (2) : z € AyU{0}} tal extensao, devemos ter

10



1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

i) T(0) = Ix;
i) T(z4+w)=T(2)T(w), Vz,w € Ag U{0}.

2) A aplicagdo Ay 3 z+—— T'(z)x € X é analitica em Ay, para cada x € X.

Uma duvida que pode surgir diante da definicao de semigrupo analitico de ope-
radores lineares e limitados é a seguinte: sob quais condigoes um Cp-semigrupo de
operadores lineares e limitados é promovido a semigrupo analitico? Sabe-se que é
possivel mostrar que um Cy-semigrupo de operadores lineares e limitados é analitico
se, e somente se, o inverso aditivo do seu gerador infinitesimal for um operador setorial,

conforme definicao abaixo.

Definigao 1.6. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador

linear fechado e densamente definido. Dizemos que A é um operador setorial se existem
s

constantes o € <O, 5), M > 1ea € R tais que o setor ¥, (a) estd contido no resolvente

de A e, além disso, verifica-se

_ M
A = A)Hlex) < n—a (1.1)

para todo A € X,(a).

Teorema 1.3. Sejam H um espago de Hilbert com o produto interno (-,-) e a norma
|I-1I, e o operador auto-adjunto A : D(A) C H — H. Se A for limitado inferiormente,

ou seja, existir uma constante m tal que
(Az,z) > m|z|?, Va € D(A),

entdo A € um operador setorial e, além disso, Re A > m, para todo A € o(A).
Demonstragao. Veja J. Silva [21], Teorema 16]. ]

Teorema 1.4. Seja X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X um operador
setorial. Sejam ainda M >1,a e R eo € (O, g) constantes satisfazendo as condi¢oes

da Defini¢cao para o operador A. Entao valem as sequintes afirmacoes:

1. O operador -A € gerador infinitesimal de um semigrupo analitico {T'(t) : t > 0}

de operadores lineares limitados, onde

T(t) i/(AI+A)1eMdA, (1.2)

- 211

onde T' € uma curva contida em p(—A) com arg A — +60 quando |\| — 400

™
para algum 0 € (5, m— 0) ;

11



1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

2. Para qualquer € € (0,6), existe uma constante C' = C|(¢€) tal que

C
7)o < O, AT < 7 £ € Do (1.3)

d
3. Os operadores AT (t) e aT(t) sao lineares limitados para t € Ay e

d
ZT(t)r = —AT(t)r, v € X. (1.4)

Demonstragao. Veja J. Silva [21], Teorema 17]. O

Obsevacao 1.3. Quando o gerador infinitesimal A é um operador setorial, ¢ comum na
literatura denotar o semigrupo analitico gerado por —A por {e~! : t > 0} e usaremos

também esta notacao no decorrer do trabalho.

A fim de exemplificar as defini¢oes de semigrupo analitico e operador setorial temos

o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1. No que segue, salvo mengao explicita em contrario, considere b € R e
o operador linear e ilimitado A : D(A) C L?(0,7) — L*(0, ), definido por

D(A) = {ue H*(0,7) : /(0) =u'(7) =0} (1.5)

Au = —u" — bu, Yu € D(A). (1.6)

Entdo o operador A é setorial e, portanto, {e=4 : ¢ > 0} é uma semigrupo analitico

em L%(0,7). A prova deste fato é apresentada na Proposigao [1.1]

Teorema 1.5 (Completude das autofungoes). Suponhamos H um espago de Hilbert e
L:D(L) C H— H um operador auto-adjunto definido em um dominio D(L) denso

em H. Suponha que L possua 0s autovalores
A< A< SN <

com N\, — 400 quando n — +00, cada auto-espago possua dimensao finita e as
autofuncgoes formam um conjunto ortogonal em H. Entao o conjunto das autofuncgoes

forma uma base para o espago de Hilbert H.

Demonstragao. Para calcular os autovalores de L podemos usar o principio do maximin.

12



1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

Usando o quociente de Rayleigh

R[u] = <<I;Z’ul>‘>, we D(L), u0
temos
A = min Rlu].
Entao
Ay = min{R[u] : (uy,u) = 0},... Ay = min{R[u] : (uy,u) = - = (w1, u) = 0}, ...

Usando a notacao

onde W1 denota o conjunto
{feH : {(f,u)=0VuecW,}.

Segue que

Ay = umei‘ER[u],...,)\nH = ixel%R[u],

Seja {un}nen a sequéncia de autofungoes de L, i.e., u, € D(L) para todo n € N,
Lu, = \u, e u, L ng se n # k. Podemos ainda supor sem perda de generalidade que
|un|| = 1Vn € N, pois, do contrario, basta normalizar cada autofungao.

Para provamos a completude das autofuncgoes u,,, primeiro mostraremos que cada

f € D(L) pode ser expandida em termos das u,, em outras palavras, que o espago
S =u1,. .., Up,...|

¢ denso em D(L). Entdo, como D(L) é denso em H, temos S dendo em H, logo
{uy,...,up,...} 6 uma base para o espago de Hilbert H.

A fim de mostrarmos que S é denso em D(L), para cada f € D(L), formaremos a
série

anun, com f, = (un, f) (1.7)
n=1

e mostraremos que ela converge para f. Note que a soma parcial da série ([1.7]) pertence

13



1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

a.S:
N ~
fv=>_ fu, €S
n=1

Mostremos que o erro quando aproximamos f por somas parciais
hn=f—Jn (1.8)
tendo a zero quando N — +o0, i.e.,
lhn]| — 0 quando N — +oo0.

Afirmamos que hy € Vy, ou seja, para todo u € Wi N D(L) temos (hy,u) = 0.

De fato, se u € Wi N D(L), entao existem escalares oy, .. ., a, tais que

N
u = E Ay Uy, -
n=1

Assim, segue que

<hN7 >

f— fN,Zanun>
)

n=1 n=1

/\/\

Mz

N
Qap fun Za_n fNaun .
n=1

n=1

Usando a definicdo de fy e recordando que f,, = (f, u,) deduz-se

N N
:Za_n n Z a_nfm <um7un>
n=1 m,n=1

Como (U, u,) =0 se m #n e (Up, u,) =1 quando m = n, temos

hN, Zanfn Zanfm

=0.

14



1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

Provando nossa afirmacao. Assim, temos que

. (Lhy, hy)
A = Rlu| < Rlhy| = ——————
N+41 = min [u] < R[hn] e
e, portanto
9 1
[l < (Lhy, hy). (1.9)
N+1

Expandindo (Lhy, hy) usando (1.8) temos

(Lhn,hy) = (L, f) = <Lfo > < <anun),f>

n=1

m=1 n=1
N N
NN "~
+an< meumaun>
n=1 m:}v _ N A N _
= <Lf>f> - Z n<faLun> - an <Lun7f> + Z fnfm <Lumaun>-
n=1 n=1 m,n=1

Usando o fato de que cada u,, é uma autofuncao, a linearidade, a ortonormalidade das

autofuncoes e a definicao dos f,,’s, obtemos

N ~ A
Mntins )+ D Fafon At )

uMz

(Lhy, hy) = (L, f) an £ Auttn)

y v
= (Lf, f) - an (f tn) — me (tn, )+ Fafan
N . Nn:lA i N TnAzl
= (LL ) =30 (Fa) 2= 20 (F) Mt D S

Usando a identidade de niimeros complexos

(2)° + (2)° = 2]z

15



1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

temos

N 2 N ~ 12
N =t (1.10)
n=1

Como lim A, = 400, entao os autovalores sao nao negativos a partir de um certo
n—oo

Ny, i.e., A\, > 0 para n > Ny. Assim, para n > Ny, tem-se

No

N2 12 N2
n=1 n]:ol 2 n=DNp (111)
(LE LY =D [ fa] A
n=1
Usando as estimativas ((1.9)), (1.10) e ((1.11]) deduz-se que
1 No e
hnvl? < —— | (L — nl A | — 0,
Il < 5 << ) Ezj J ) pe—
completando a prova da convergéncia e da completude. O

Proposicao 1.1. Seja o operador linear e ilimitado A definido por (1.5)-(1.6). Entao

as sequites afirmacoes sao verdadeiras:
(a) A € auto-adjunto;

(b) Eziste uma base hilbertiana {;}jen, do espago L*(0,7) formado por autofungoes
do operador A, onde Ny =NU{0}, p; : [0,7] — R dadas por

2 1
pi(zr) = \/;cos(jx) para todo j € N e po(x) =1/ —;

™

(c) A € um operador setorial, isto €, o operador —A € gerador infinitesimal de um

semigrupo analitico em X.

Demonstrag¢ao. Prova de (a): Usaremos o Lema para mostrar que o operador A
é auto-adjunto. Assim, devemos verificar que ele é simétrico e, para algum A € C,
o operador A\l — A é sobrejetivo. Afirmamos que A é simétrico. Com efeito, dados
u,v € D(A), temos

(Au, v)200.7) = — /0” o (z)v(z)dx — /OTF bu(z)v(z)dz.

16



1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

Integrando por partes temos

T

+ /07T o' (z)v (z)dw — /07r bu(x)v(z)dx,

(Au,v) 207 = — U/ (z)v(2) .

™

pela condigao de fronteira de Neumann no intervalo (0, 7) resulta que —u/'(z)v(z)| =0,
0

logo

(Au,v) 1200 = /O " (@) () da — /0 " bu(z)o(x)da.

Integrando por partes novamente e usando a condigao de fronteira de Neumann obtemos

(A, 0) 20y = — /O () () da — /O " bua)o(x)da
__ /O " (@ () + ulw)bo(z)dz
_ /0 (@)= () — bo(x))da
— (1, A0 120

Portanto o operador A é simétrico.
Em seguida, provaremos que AI — A é sobrejetivo. Para isso, tomando A = —(1+0),

defina o operador

Ay : D(A) c L*(0,7) — L*(0,7)

dado por

Au=—u+u’,

uma vez que
—(14+bu—Au=—u—bu— (—u" —bu) = —u+u" = Ayu,Yu € D(A).

Dado g € L?(0, ), considere o problema

e note que é equivalente a
_ u// + U = _g
u'(0) = u/(7) = 0.

Assim, para verificarmos que o operador A; é sobrejetor, basta mostramos que o pro-

17



1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

blema
W 4w = 7
f (1.12)
W' (0) = u/(7) =0,
onde f = —g, possui uma solucao fraca em (0, 7). Considere a forma bilinear

p:VxV-—R
(u,v) — <Ul, U/>L2(0,7T) + b(u, U)LQ(O,ﬂ')a
onde V = H'(0,7) N {condi¢ao de fronteira de Neumann no intervalo (0,7)}. Obser-
vando que ¢ é continua e coerciva, temos pelo Teorema de Lax-Milgram (veja [3]

Coroldrio 5.8]) que para cada f € L*(0,7), existe uma tnica u € V satisfazendo (1.12)).

Por outro lado, temos também que
u" = —f+u,
com f,u € L?(0,), daf resulta que u” € L*(0, 7). Logo
u € D(A).

Assim, resulta que o operador A; é sobrejetivo e, portanto, A é auto-adjunto.

Prova de (b): Para demostrarmos esta propriedade, dividiremos em trés etapas: na
Etapa 1 provaremos que {¢; }en, € a sequéncia de autofuncoes do operador A; na Etapa
2 provaremos que {¢;}jen, ¢ uma sequéncia de vetores ortonormais em L0, ), ie.,
dados 7,7 € Ny, com ¢ # j, tem-se (¢;, ;) = 0 e (¢;,¢;) = 1; na Etapa 3 provaremos
que a sequéncia {p;}jen, ¢ uma base para o espago L*(0, 7).

Etapa 1: Seja ¢ uma autofuncao do operador A, associado ao autovalor A, entao

Ap = Ap, (¢ #0).
Segue-se da defini¢ao deste operador que

— " —bp = Ap em (0, 7)
s —¢" =0+ Npem (0,7) (1.13)
S —¢"—(b+N)p=0em (0,m)

18
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Assim, a equagao caracteristica da EDO dada em ([1.13)) é

— 72— (b+A) =0
ey2=—(b+\)

Sy =di/(b+ \) =atif.

Entao temos
o(x) = e*lacos(fx) + bsen(fx)],

onde a,b € R sao constantes a serem determinadas. Neste caso, os valores de o e 3

sao, respectivamente, 0 e \/m , logo
o(z) = acos(vb+ X ) + bsen(vb+ \ ).
Usando as condicgoes de fronteira do operador A, obtemos
2(0) = ¢'(m) = 0.

Derivando a equacao ((1.14)), resulta

¢ (x) = —avb+ Asen(vb + X ) + bVb + Acos(Vb + \ x).
Dai, usando ((1.15)) e (1.16]) temos os seguintes sistemas

P0)=0<bvb+A=0
< b=0o0ul\=—-b,

() =0 —avb+ Asen(Vb+ A7) +bVb+ Acos(Vb+ A ) =
S A=-bou —asen(vVb+Am)+bcos(Vb+Am) =

Caso b =0, temos a # 0 e

—asen(vb+ A7) =0=sen(vb+ A7) =0
=>Vb+Amr=nm, ne’Z

=A=n’—b, neZ

Logo
o(x) = acos(nx), Vn € Z.

19
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1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

Como a fungao cosseno é par, entao
o(x) = acos(nx), Vn € Ny.
Caso A = —b, entao

p(r) = a.
Portanto, tomando a = 1, temos os autovalores dados por
Ay =n%—0b, VneN,
e 0s autovetores
on(x) = cos(nz), ¥Yn € Ny.
Normalizando as autofuncoes temos

pj(x) = \/%COS(j:c), Vi€ Ne po(z) = l

™

(1.19)

(1.20)

(1.21)

Etapa 2: Dados 7,5 € Ny, com 0 < ¢ < j, provemos (g;, ;) = 0. Por defini¢ao

temos

o) = [ (@ cos(z'o:)) <\/§ cos<ja:>> dz

2 s
= —/ cos(ix) cos(jx)dx.
0

T
Usando a identidade trigonométrica

cos(a + b) + cos(a — b)

cosacosb =
2
obtemos
2 cos((i + j)z) + cos((i — j)x
=2 [ (6=,

T Jo 2
1 " .

== {/ ((i + j)x)dx +/ cos((i — j)x)dx]
T LJo 0
1 (i+5)m 1 (i—f)m

= — sen(y) + - - SQD(Z) = 0.
m™ | —i—] 0 11— 0

20
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Supondo agora que ¢ = 0 e 0 < j temos

(s, 1) = /07T \/g\/gcos(jx)d:c

= \/75 /07r cos(jr)dr = 0.
(00, o) = /Oﬂ \/g\/gdx =1
e, dado 5 > 0, tem-se
<%w»=AWQEQMﬂO(¢EmW@)m

2 (7 27 1
_/ cos(2jx) + dr
T Jo 2

1 25w

Temos ainda que

= — cosydy+1=1.
257 Jo

Portanto {;};en, ¢ uma sequéncia de fungoes ortonormais em L*(0, ).
Etapa 3: Usando o Teorema , temos que {¢;};en, é uma base para o L*(0, 7).

Prova de (c¢): Por definigdo temos
Au = —u" — bu, Yu € D(A).
Multiplicando Au por u no sentido de L?(0, ), obtemos

<Au’ U>L2(O,7r) :<_u1/7 u> L2(0,7) =+ <—bu, U>L2(O,7r)

—— [ W@t =l
Integrando por partes temos
(Au, u) 20,0 = — ' (m)u(m) + ' (0)u(0) + /O7r o' (z)u (z)de — bHuH%g(Om).
Usando a condigao de fronteira resulta que —u/'(m)u(m) + «/(0)u(0) = 0, logo

(Au, u) r2(0,m) :/ u'(z)u' (x)dx — bl|ul| 20,m
0

:HUIH%Q(OJ) - b”“”%%o,w)

> — blJull72 (.-

21
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Aplicando o Teorema deduzimos que A é um operador setorial e, portanto, —A

gera um semigrupo analitico. O]

1.3 Poténcias fracionarias de operadores lineares

Nesta secao nos dedicaremos a teoria de poténcias fraciondrias de operadores se-
toriais, que posteriormente sera utilizada na formulacao de resultados que garantem a
existéncia global e unicidade de solucao para problemas abstratos de Cauchy semili-
near do tipo parabdlico. Nossas principais referencias nesta segao serd D. Henry [11],
A. Neto [15] e J. Silva [21].

Antes de iniciarmos a tratar das poténcias fracionarias de operadores setoriais,

apresentaremos o conceito de funcao Gama E], que sera de fundamental importancia.

Teorema 1.6 (Euler). Para cada z € C tal que Re(z) > 0 a funcdo Gama em z €

+o0o
['(z) = / t*le~tdt.
0

Demonstracao. Veja A. Neto [I5, Teorema 24]. O

definida por

Corolario 1.1. A funcao Gama satisfaz a sequinte identidade

m
'l —2)I'(z2) = .
(1= 2)T() sen(mz)

Demonstracao. Veja A. Neto [I5, Coroldrio 1 do Teorema 23]. O

A fungao Gama também pode ser vista como uma extensao da fungao fatorial ao

conjunto €2 := {z € C: Rez > 0}, em virtude do resultado a seguir.
Corolario 1.2. Para todo n € N vale I'(n + 1) = nl.
Demonstra¢ao. Veja A. Neto [15, Coroléario do Teorema 22]. n

Definigao 1.7. Suponha que A é um operador setorial e Re A > 0 para todo A € o(A).

Entao para algum o > 0,
1 oo
AT = —/ o te= gt (1.23)
0

Exemplo 1.2. Se A é um numero real positivo (neste caso o espaco é X = R), entao

A~® tem defini¢do usual de (—a)-poténcia de A. Como ilustracdo, tomando A = 2 e

'Para mais detalhes sobre a fungdo Gama recomenda-se ver a subsecdo 5.1, Cap. 5, A. Neto [15].
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1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

a = 2, verifica-se usando a defini¢ao acima que

AT — 2—2 _ 1 oo t2_1€_2tdt — 1
') Jo 4

O préximo resultado nos fornece uma férmula alternativa para a Defini¢ao [1.7]

Teorema 1.7. Seja A um operador setorial em X tal que Re A > 0 para todo X € o(A).

Entao para todo o > 0, A= é um operador linear limitado em X, bijetivo satisfazendo
A48 = A~ (ath)

sempre que o > 0, > 0. Além disso, para o € (0,1) temos

+o00
Ao = Serl(—m)/ A (A + A)"ldA. (1.24)
T 0
Demonstracao. Veja D. Henry [I1), Teorema 1.4.2]. O

Definigao 1.8. Para A nas hipéteses da Definigao [1.7], definimos
1. A¥ = (AL
2. D(A%) := R(A™®), onde R(A~*) denota a imagem do operador A~%;
3. A° = Iy.

Definicao 1.9. Seja A um operador setorial em um espago de Banach X. Dado a > 0,

define-se o espaco
X := D(AY),

onde A; o operador definido por A; := al + A, para algum a € R tal que ReA > 0

para todo A € (A;), com a norma do gréfico dada por
7]l = [|AT] x,

para cada x € X°.

Uma pegunta que pode surgir apos esta definicao é se a topologia do espaco X¢ :=
D(A$) depende ou nao da constante a escolhida na definigdo do operador A := al + A.

Para responder essa duvida temos o resultado seguir.

Teorema 1.8. Sejam A um operador setorial em um espaco de Banach X, Ay = al+A,
Ay =bI+ A, a €]0,1] coma eb constantes reais distintas tais que as poténcias A, AS
estejam bem definidos. Entao D(AS) = D(AS) e as normas geradas por Ay e As, como
na Defini¢cao sao equivalentes.
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1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

Demonstragao. Veja J. Silva [21 Proposigao 5]. ]

Teorema 1.9. Suponha I € R um intervalo aberto, 1 < p < oo e A um operador
setorial em X = LP(I) com D(A) = X' C W™P(I) para algum m > 1. Entdo para

0 < a <1, temos as sequintes imersoes continuas:

1 1
X c Wh(I) quando k — = < ma — —, p < q;
q p
1
X*CC”(I) quando 0 < v < ma — —.
p
Demonstracao. Veja D. Henry [I1), Teorema 1.6.1.]. O

Obsevagao 1.4. Considere X = L?(0,7), p = 2, o operador A dado no exemplo ,

m=2,qg=2,a= 7 k=1e v =1 temos as seguintes imersoes continuas:

X*cC HY(0,7m) e X*C CH0,7).

1.4 Existéncia local e global de solucao para pro-

blema semilinear abstrato

Nesta secao as principais referéncias sao D. Henry [11], A. Pazy [16] e J. Pimentel
[21], nela apresentaremos resultados da teoria de semigrupos de operadores lineares e

limitados referentes a boa colocacao de um problema de valor inicial do tipo

du

— 4+ Au = f(t,u), to <t <T,

dt fitu), o (1.25)
u(to):UO,

onde —A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {7'(t) : t > 0} sobre espago de
Banach X e f¢: [tg,T] x X — X é continua em ¢ e Lipschitz continua u, mas antes
faremos algumas observagoes.

Primeiramente, é importante ressaltar que o problema de valor inicial , nao
necessariamente tem solucao de qualquer tipo (solugao cléssica, solucao forte ou solugao

fraca).

Definig¢ao 1.10. Dizemos que uma fungao v : [tg, 7] — X é uma solucao classica para
o problema (|1.25]) em [to, 7] se u for continua em [to, T, for continuamente diferencidvel
em (tg,T"), u(t) € D(A) para todo t € [ty,T] e satisfaz a equagao diferencial

2—? + Au = f°(t,u) em (to,T)

24



1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

com u(tg) = up.

Em alguns livros que trata da teoria dos semigrupos lineares é usada nocao de mild
solution, que é um tipo de solucao fraca para um problema de valor inicial do tipo
cuja motivacao para essa definicao sera apresentada a seguir.

Suponha que u : [ty,T] — X seja uma solugao cldssica para o problema .
Dado t € (t, T] e definindo a fungao

g: (to,t) — X
s+ T(t — s)u(s),
segue do fato de u ser uma solugao classica para o problema (1.25) que u(s) € D(—A)

e pelo Teorema [1.1| que T'(t — s)u(s) € D(—A). Entao g é diferencidvel em tq < s < t

e obtemos

dg d
D (s) = - [T(t = s)us)

mas, por (|1.25)) temos

du

2-(8) = —Au(s) + [*(s.u(s)),

logo

dg

7, (s) = AT(t — s)u(s) + T(t — s)[—Au(s) + f(s,u(s))]

=T(t—s)f(s,u(s)).

Integrando a ultima igualdade de t; a ¢t obtemos
t
T(O)u(t) — T(t — to)ulte) = / T(t — 5) f(s, u(s))ds,
to
e, portanto
t
w(t) = T(t — to)ug + / T(t — 5) (s, u(s))ds (1.26)
to

para todo t € (ty,T).
Assim, mostramos que toda solugao classica do problema (|1.25)) satisfaz a equagao
integral (|1.26)), nos motivando a definir um novo tipo de solugao, que sera apresentada

a seguir.

Definigao 1.11. Uma solugao continua u em (ty,7’) para a equagao integral (|1.26)) é
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1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

chamada de uma mild solution em (to,T') para o problema de valor inicial ([1.25)).

Agora, consideremos o problema parabdlico semilinear

du

— + Au = f(t,u), t >0,

dt ) (1.27)
U(to) = U,

onde A é um operador setorial para qual as poténcias fracionarias de A; = A+al (a € R
e I denota o operador identidadeﬂ) estao bem definidas e os espagos X¢ = D(A{) com
a norma do grafico ||ul|, = ||Aful|| s@o definidos para o > 0.

Suponhamos que para algum conjunto aberto U em R x X a aplicacao f¢: U —
X, para algum « € [0,1), é localmente Holder continua em t e localmente Lipschitz
em u no aberto U. Mais precisamente, se (t1,u1) € U, existe uma vizinhanca V' C U

de (t1,u1) tal que para (t,z) € V, (s,v) € V,
1£e(t,u) = £o(s,0) ] < L1t = sI” + [lu = vlla),

para algumas constantes L > 0, 6 > 0.

Definicao 1.12. Uma solucao no sentido de D. Henry E| para o problema abstrato de

Cauchy (1.27) em (to,t1) é uma fungao continua w : [tg,t;) — X tal que u(ty) = up €
d

em (to,t1) temos (t,u(t)) € U, u(t) € D(A), d—?(t) exite, a aplicagao t — f¢(t, u(t))

é localmente Holder continua e,

to+p
/ | f(t, u(t))]|dt < +o00 para algum p > 0

to
e a equacao diferencial ([1.27)) é satisfeita em (¢g, 7).

Teorema 1.10. Suponha que A € um operador setorial, 0 < a < 1, U € um subconjunto
aberto de R x X%, f : U — X € localmente Holder continua em t € R e localmente
Lipschitz em uw € X<, além disso, assuma que para cada conjunto fechado limitado
B C U, a imagem f¢(B) € limitada em X. Se u € uma solugdo para (1.27) em
(to,t1) ety € mazimal, entdo nao hd solug¢io para em (to,t2) se t; < ty e,
também t; = +00 ou entao existe uma sequéncia t, — t1 quando n — +oo tal que

(tn,u(ty)) — OU (se U for ilimitado, entdo assumiremos que o ponto +oo € OU ).

Demonstracao. Veja D. Henry [I1], Teorema 3.3.4]. O

2Sempre que ndo houver confusio, I vai denotar o operador identidade.
3No decorrer deste texto, salvo mencao contraria, sempre que falarmos de solucio para um problema
abstrato de Cauchy nos referimos ao sentido de D. Henry.

26



1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

s

Corolario 1.3. Suponha que A é um operador setorial, U = (7,4+00) x X, f¢ ¢
localmente Hélder continua em t, localmente Lipschitz em x para cada (t,z) € U, e

também
[fe(t, )|l < k@)1 + ||z]la)

para todo (t,x) € U, onde k(-) € continua em (1,400). Se to > 7, xy € X entdo a
unica solugdo forte para o problema (1.27)) existe para todo t > ty.

Demonstracao. Veja D. Henry [I1), Corolério 3.3.5]. O

Teorema 1.11. Suponha que A € um operador setorial em um espaco de Banach X,
0<a<l1,U éum subconjunto aberto de R x X%, f:U — X € localmente Holder
continua em t € R e localmente Lipschitz em uw € X%, além disso, assuma que A tem
resolvente compacto e f aplica todo conjunto R™ x B C U C R x X% com B fechado
e limitado em um conjunto limitado de X . Se u(t;to,up) € a solugdo para (1.27) em

to, +00) com ||u(t; ty, ug)||le limitado quando t — 400, entao
(
{u(t; to,up) : t > to} C K,

onde K € subconjunto compacto do espago X“.
Demonstracao. Veja D. Henry [I1, Teorema 3.3.6]. O

Apos apresentar estes conceitos e resultados estudaremos a boa colocacgao de um

problema que servira de aplicacao para estes resultados e definicoes.

Exemplo 1.3. [1§] Consideremos o seguinte problema

u(t, ) =g, (t, z) + f(z,u(t, x), u(t,z)), t >0, x € [0,7]
uz(t,0) =u,(t,m) =0, (1.28)
u(0,x) =ug(x), = € [0, ],

onde

flzyu(t,x),ug(t, x)) = bu(t, ) + g(x, u(t, x), u.(t, z))

g=g(z,y,2): [0,71] xR* — R

¢ uma funcao limitada, continuamente diferenciavel duas vezes e globalmente Lipschitz

continua em (y, z), ou seja, existem constantes L; e Ly tais que
l9(z, 91, 21) — 9(2, Y2, 22)| < Lalyr — 4| + Lal21 — 22,
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1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

ebeRR.

A fim de estudar a boa colocagao deste problema, usaremos o Coroldrio [I.3] Mas
para fazer isso é preciso verificar que este problema estd nas hipdtese do resultado

mencionado.

Teorema 1.12. Sejam o problema (1.3), onde o dado inicial ug € X para algum

a € E, 1}. Entao o problema (1.3|) possui solugao inica em [0, +oc] x [0, 7].
Demonstracao. Considere o operador A do Exemplo ie.,
A:D(A) c L*(0,7) — L*(0, )
U —> —Uyy — bu,
U= (-1,400) x X% onde a € [0,1), f(t,u) = ¢°(u), onde ¢g° é o operador de

Nemitskii da a fungao g em L?(0,7), i.e.,

ge(u)(t’ 33) = g([L’, U(Zf, $>, u:c(ta ZL‘))

Usando a Proposigao temos o operador A setorial e, para Ay = A+ (1+0b)I, temos

os espacos de potécias fraciondria
X := D(AY)),

definidos para cada a > 0 com a norma do grafico. Tomando o dado inicial ug € X¢,
onde este a sera esclarecido posteriormente, temos o seguinte problema abstrato de

Cauchy semilinear do tipo parabdlico:

w(t) + Au(t) = g°(u(t)), t >0,

(1.29)
u(0) = up.

Considere o operador f¢ do Corolario dado por f¢(t,u) := ¢g°(u), que é Holder
continua em ¢, pois nao depende explicitamente de ¢t. Afirmamos que ¢g¢ é localmente

Lipschitz em u para todo u € X“. De fato, dados u,v € X* temos

J9°(0) = ")y = | o ute), ) = gl (). o)
< /OW (La|u(x) — v(@)| + Lofus(z) — vs(2)]) *de
< /Oﬂ (L2|u(@) — 0(@)[* + 2L Lofu(z) — v(@)||us () — vs(2)
T I3up(a) — va(a)])do.
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1. Semigrupos de operadores lineares limitados e poténcias fracionérias

Usando a desigualdade de Young com p = 2, resulta em

||ge(u) — 96(1))”;(0J) < /07T 202 |lu(z) — v(z)]* + 2L§‘ux(:r) — Ux(:n)fdf’?

= 2L3||u — 0] 30,0 + 203t — V[0,

< Alu = )31 0,0,

3
onde ¢* = max{2L? 2L2}. Mas, pela Observagao para 1 < a < 1, temos as
imersoes continuas X C H'(0,7) e X* C C*(0,7). Logo, sendo L = ke, onde k ¢ a

constante da imersao X C H'(0, ), segue-se que

l9°() = 90| 0.0y < Ll = vlla

e, portanto, g¢ é globalmente Lipschitz em © € X®. Resta mostrar que

l9° ()| 20,y < FO A+ [llla)-

Com efeito, pelo fato do operador ¢¢ ser globalmente Lipschitz em v € X%, temos

l9°(uw) = 9°(0) | 2.0y < Ll

Mas, pela desigualdade triangular e a desigualdade anterior obtemos

”96(“)HL2(0,7T) - ng(owm(o,w) < ng(u) - g€<O)HL2(O,TK‘) < Llulla-
Logo
9 @10y < 19°0) a0y + Lllulla < K1 + ),

onde
k(t) == maX{ng(O)HLQ(OJ),L}. (1.30)

Portanto, este problema esta sob as hipdteses do Corolédrio 1.3 e temos sua boa co-

locacao global. O]
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Capitulo 2

Equacoes diferenciais parciais

lentamente nao dissipativas

Este capitulo é dedicado as equagoes diferenciais parciais (EDP’s) lentamente nao
dissipativas. Introduziremos a no¢ao de EDP’s cuja solucao sofre blow-up em tempo
infinito e daremos exemplos de equacoes diferenciais com essa propriedade. As princi-
pais referéncias deste capitulo sao N. Ben-Gal [2], Brézis [3], D. Henry [11], J. Pimentel
[17], J. Pimentel e C. Rocha [1§], J. Silva [21].

2.1 Sistemas dinamicos nao lineares

Nesta secao apresentaremos algumas definigoes e um resulta da teoria de sistemas
dindmicos nao lineares e faremos mais algumas observagoes sobre o Exemplo 2.5 As

principais referéncias sdo D. Henry [11], J. Pimentel [17] e J. Pimentel e C. Rocha [18].

Definigao 2.1. Um sistema dinamico (ou semigrupo nao linear) sobre um espago
métrico completo C' é uma familia de aplicagoes em definidas de C' em C', denotada
por

{S(t) -t =0},
que satisfazem:
(i) Parat > 0 a aplicagao S(t) é continua de C' em C;
(ii) Para cada x € C, a aplicacao [0,4+00) >t — S(t)x € C ¢ continua,
(iii) S(0)x = = para todo x € C}

(iv) S(t)(S(s)x) = S(t+ s)x para todo z € C e t,s > 0.
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

Definicao 2.2. Seja {S(t) : ¢ > 0} um sistema dinamico sobre um espago métrico

completo C'. Dado z € C', dizemos que o conjunto
v (x) = {S({t)x : t >0}

é a drbita (semi-6rbita positiva) positiva de z.

Definicao 2.3. Seja {S(t) : ¢ > 0} um sistema dinamico sobre um espago métrico

completo C'. Dado x € C, dizemos que x é um ponto de equilibrio se

v (x) = {z}.

Definicao 2.4. Seja {S(t) : ¢ > 0} um sistema dindmico sobre um espago métrico
completo C. Um funcional de Liapunov para este sistema dinamico é uma funcao

continua V : C' — R tal que

iV(:c) := lim sup 1[V(S(t)ﬂl?) ~V(z)] <0

dt t—0t+
para todo x € C.

Definicao 2.5. Seja {S(t) : t > 0} um sistema dindmico sobre um espago métrico
completo C'. Um conjunto K C C é invariante se, para cada xy € K, existe uma curva
continua em K

z: R — K com z(0) = xg

Vi >0, S(t)x(s) =z(t+s)se s eR.

Definicao 2.6. Seja {S(t) : t > 0} um sistema dinamico sobre um espago métrico
completo C. Se xyg € C, v (xg) = {S(t)xo : t > 0} é a drbita positiva de xq, entao o

conjunto w-limite (conjunto 6mega limite) de x é definido por

existe uma sequéncia (tn)neN,
w(zg) =z el
t, — 400 tal que S(t,)rg —

Lema 2.1. Sejam {S(t) : t > 0} um sistema dinamico sobre um espago métrico

completo C', xg € C exy € C. Se x1 € v () entao w(xg) = w(xy). Além disso
14 » 40 Y 0 0 )

w(zg) = ﬂ {S(t)xg: t > 7}.

7>0

31



2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

Demonstracao. Esta demonstracao seré dividida em duas etapas. Na Etapa 1, prova-

remos que w(zy) = w(x;) e na Etapa 2 demonstraremos que

w(zg) = ﬂ {S(t)xo: t > 7}.

>0

Etapa 1: Seja x € w(xy), entdo exite uma sequéncia (¢,) de nimeros reais nao
negativos tal que

t, — +oo e S(t,)rg —— . (2.1)

n—-+4o0o n—-+4o0o

Observando que se 27 € y(x), entao existe 7 > 0 tal que
x1 = S(7)xo. (2.2)
Usando o fato de t,, — +00 quado n — 400, temos que existe ng € N tal que
t, > 71, Vn > ng.

Note que, pela desigualdade acima, temos t,, —7 > 0 para todo n > ngy. Assim, podemos

aplicar S(t, — 7) em ambos os membros da (2.2]) para todo n > ng e obtermos
S(t, —1)xy = S(t, — 7)S(T)xe = S(L))20. (2.3)

Usando o fato de (t,)n>n, ser uma subsequéncia de (t,), segue por (2.1)) e (2.3) que a

sequéncia dada por

Sp — tn+n0 — T

tem a propriedade

Sp — +00 e S(s,)r) — .
n—-+o0o n—-+o00

Portanto, = € w(x1) e temos que w(xg) C w(xy).
Reciprocamente, se x € w(xy), entao existe t,, — 400 quando n — +oo tal que

Usando a hipdtese de que x1 € v (z0), existe 7 > 0 tal que x1 = S(7)xo. Assim, temos

por que
S(t,)ry = S(tn)S(T)x0 = Sty + 7)rg —— 2. (2.5)

n—-+00

Note que, como 7 > 0 e t, — +00 quando n — +00, entao a sequencia dada por
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

S, = t, + T satisfaz a propriedade

S(sn)rg — .
n—-+4o00
com s, — +o0o quando n — +oo. Portanto x € w(xg) e temos w(xy) C w(xg) e
concluimos a Etapa 1.
Etapa 2: Seja x € ﬂ {S(t)xg:t > 7} entdo x € {S(t)zy : t > 7} para todo 7 > 0.

7>0
Logo, para cada 7 > 0 existe uma sequéncia

{S(tnr)xotnen C{S(t)xo:t > 7}

tal que S(t,,)ro — x quando n — +oo. Em particular, para 7 = 1,2,... k,....

Seja (t,) a sequéncia definida por
ty i =t11,t i =ta9,...,ty i =tpp,. ...
Entao t, — +o00 quado n — +o0 e
S(sn)xo —

Portanto, x € w(zy).

Agora, suponha por absurdo que exista x € w(zy) tal que x & (), 5, {S(t)zo 1 ¢ > 7}

Entao existe 7y > 0 tal que

x & {S{t)xy:t > 10} (2.6)

Note que, como x € w(xg), entao existe t,, — 400 quando n — +oo tal que

S(t,)rg — x.
n—-+00

Assim, existe ng € N tal que t,, > 7 para todo n > ng. Seja (s,) a subsequéncia de
(t,) dada por s, = t,in,. Entao {S(sp)xe} C {S(t)xo : t > 7}, s, — +00 quando
n— t+ooe

S(sp)rg — T,
n—>-+oo

contrariando (2.6)). Portanto, temos

w(zg) C ﬂ {S(t)xg: t > 7}

>0
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

Lema 2.2. Sejam {S(t) : t > 0} um sistema dindamico sobre um espago métrico
completo C' e xg, € C tal que v (xg) € um conjunto compacto em C. Entdao w(xgy) €

nao vazio, compacto e invariante.

Demonstragcao. Observe que, pelo Lema , temos que o conjunto w(xg) é a intersecgao
de uma colecao decrescente de compactos nao vazios, logo w(zg) é um compacto nao
vazio.

Mostremos que w(zg) é invariante. Com efeito, dado y € w(xy), entao existe ¢, —
400 quando n — +oo tal que

S(tn)zo ——— .

n—-+o0o

Como a aplicagao [0,4+00) 2 t — S(t)xg é continua, entao

S(t)S(tn)xo = S(t + t,)xg — S(t)y,

n—>-+oo

com t + t, — +oo quando n — +oo. Logo S(t)y € w(xy) para todo y € w(xy) e,

portanto w(xg) é invariante. O

Teorema 2.1 (Principio da invariancia de LaSalle). Sejam {S(t) : t > 0} um sistema
dinamico sobre um espagco métrico completo C', V. um funcional de Liapunov para o
sistema dinamico {S(t) :t >0}, E={zx € C: %V(x) =0} e M o maior subconjunto

invariante de E, onde a relacdo de ordem € a de inclusao. Se
{S(t)xg:t >0} C K,
onde K € um conjunto compacto do espago C, entdao

S(t)zg —— M,
t—+00

ou seja,

liminf d(S(t)zo,m) = 0.

t——+oo,meM

Demonstra¢ao. Usando a defini¢do de funcional de Lyapunov temos V(S(t)xy) nao
crescente para todo ¢t > 0 e, sendo V' continua e {S(t)zy : ¢ > 0} compacto, entao

V(S(t)xo) é limitado inferiormente por

= lim V(S(t)zo). (2.7)

t—4o00
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

Seja y € w(xp), entdo existe ¢, — +00 quando n — +oo tal que

S(tn)zg — ¥. (2.8)

t—+o00

Usano a continuidade do funcional V', temos por (2.7)) e (2.8)) que

nh_>rrolo V(S(ty)xe) =V (nl_lgloo S(tn)a:()) =V(y) =1.

Por outro lado, como w(zo) é invariante (veja o Lema 2.2)), entdao S(t)y € w(w), i.e.,
existe t, — oo tal que S(t,)xro — S(t)y quando n — +oo. Entdo, segue pela

continuidade do funcional V' tal que

V(S(t)y) = lim V(S(t)w) =1, ¥t > 0.

n—-4o0o

Notando que

entdo w(zy) C E. Como w(zg) é invariante e M é o maior subconjunto invariante de
E, entao w(zg) C M. O

2.2 Definicoes basicas

Sejam X um espago de Banach sobre o corpo K (K = R ou K = C) e
A: D(A) C X — X um operador linear (possivelmente nao limitado) tal que —A

gera um Cy-semigrupo de operadores lineares e limitados sobre X.

Definicao 2.7. Seja uy € X e o problema

du
— + Au = f(u), t >0,
u(0) = uo,

onde —A : D(A) C X — X gera um Cy-semigrupo sobre X e f¢: X — X é um
operador continuo tal que o problema ([2.9) possua solu¢ao (em algum sentido) tnica
w: [0,+00) — X. Dizemos que a EDP em ([2.9) é lentamente nao dissipativa se para

algum dado inicial ug € X, u = u(t; ug) esté globalmente definida e satisfaz

lim sup ||u(t; up)||x = +oc.
t——+o0
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

Obsevacao 2.1. Na literatura que trata das equacoes diferenciais parciais lentamente
nao dissipativas, as solucoes com que sofrem blow-up em tempo infinito sao chamadas

de grow-up solutions.

Na préxima subsecao deste capitulo daremos exemplos de equagoes diferenciais

ordindrias e parciais lentamente nao dissipativas; a saber,

Exemplo 2.1. Seja o problema de valor inicial

du @
(1) = au+ g()[u(t)] (2.10)
U(O) = Uop,

onde g : [0,+00) — R é uma funcdo continua nao negativa, a > 0, ug > 0 e a < 0.
Veremos na préxima segao que a solugao do problema (2.10) é uma grow-up solution
e, com isso, temos um exemplo de uma equacao diferencial ordinaria lentamente nao

dissipativa.

Exemplo 2.2. Seja o problema de valor inicial

ur(t, ) =g, (t, z) + f(z,u(t, x),u(t,z)), t >0, x € [0,7]

Uy (t,0) =uy(t,m) =0, (2.11)

onde b > 0 f : R — R é uma funcao com alguma condicao de crescimento e re-
gularidade. Veremos com mais detalhes na préxima subsecao que para algum dado
inicial, uma solu¢ao da equagao (2.11)) é uma grow-up solution, verificando que este é

um exemplo de uma equagao diferencial parcial lentamente nao dissipativa.

2.3 Exemplos de equacoes diferenciais lentamente
nao dissipativas

A fim de, exemplificar equacoes diferenciais lentamente nao dissipativas estudare-
mos uma equagao diferencial ordinarias do tipo Bernoulli e equagoes escalares de reacao
e difusao em intervalos finitos. Além disso, estudaremos o comportamento assintotico
das grow-up solutions para as equagoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas
e a existéncia de funcionais de Lyapunov, que serao uteis para garantir que solucoes

limitadas convergem para equilibrios limitados.
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

2.3.1 Equacoes diferenciais ordinarias do tipo Bernoulli

Exemplo 2.3. Considere o problema de valor inicial

du &
() = au+g(B)[u(?)] (2.12)
u(0) = uo,

onde g : [0, +00) — R é uma fungdo continua nao negativa, a > 0, up > 0 e a < 0.
Teorema 2.2. A EDO do problema (2.3) é lentamente nao dissipativa.

Demonstragao. Multiplicando a primeira linha da equagao (2.12)) por (1 — a)u™® ob-

temos

(1= a)[u(®)] () = (1 - a)afu(t)]' ™ + (1 - a)g(?).

Fazendo a mudanca de varidvel y(t) = [u(t)]'~* resulta em

dy

(1) = (1 - aay(t) + (1 - a)g(t), (213

a qual é uma EDO linear de primeira ordem, e portanto, a solucao desta equacao

diferencial ordinaria é dada por

y(t) = eri-)t {k’ + (1 —a) /Ot g(s)e_“(l_a)sds}

onde k é uma constante. Portanto temos

u(t) = (e“““)t [k(uo) +(1—a) /0 t g(s)e—e01-os dSD e

lim |u(t)] = +oo.

t——+o0

O

Os préximos exemplos podem serem encontrados em Ben-Gal [2] e Pimentel e Rocha

[18], respectivamente.
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

2.3.2 Equagoes do tipo u; = u,; + f(u) com condigao de fron-

teira de Neumann

Exemplo 2.4. [2, Lema 2.1] Seja a classe de fungoes

g € C*(R) sua derivada ¢’ é limitada ou o ope-
G = < limitadas rador de Nemitskii ¢g° da funcao . (2.14)

que satisfazem: | g é Lipschitz continuo em L?(0, 7)

Consideremos o seguinte problema

w(t, ) =uge(t, ) + bu(t,x) + g(u(t,x)), t >0, x € (0,7),
uz(t,0) =u,(t, ™) =0, (2.15)

U(()’QZ) :U0($), LS [077T]7
onde g e Geb>0.
Teorema 2.3. A EDP do sistema ([2.15)) € lentamente nao dissipativa.

Demonstragao. Perceba que o problema ([2.15)) pode ser reescrito da seguinte forma

ue(t) + Au(t) = g°(u(t)), t >0,

(2.16)
u(0) = uy,

onde A : D(A) C L*(0,7) — L*(0,7) é o operador definido no Exemplo e g°
denota o operador de Nemitskii da fungao g em L?(0, 7). Pela Proposi(;éoo operador

A é setorial e, para A} = A+ (14 b)I, temos os espagos de potécias fracionaria
X := D(AY),

estao definidos para cada a > 0 com a norma do grafico. Assim, de modo andlogo
ao Exemplo [I.3] temos pelo Corolério [I.3, que para cada ug € X*, existe uma unica
u = u(t,r) que é solu¢do para a equagdo do problema em [0,+00) x [0,7] e
satisfaz u(0, ) = uy(z) para todo x € [0, 7].

Considerando agora a projegao de u(t,-) € L*(0,7) na diregao de p;(-), onde u é
solugao para e {©;}jen, ¢ uma base ortonormal de L*(0,7) formada por auto-

fungoes do operador A definido na Proposigao [I.I} podemos escrever
+oo
U(t7 'T) - Z ﬂ](t)goj(l’),
j=0
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

onde 4;(t) = (u(t,-), ;) 12(0.x) ¢ 0 produto interno em L*(0, ).

Multiplicando a equacao
Ut(ta ) = uzx(t7 ) + bu(t, ) + g(u(t7 ))

por ¢; no sentido de L*(0, 7), obtém-se

<ut(t7 ')7 on>L2(0,7r) - <u;mr(t7 ) + bu(t7 ')a (Pj>L2(O,7r) + <g(u(t7 ))7 90j>L2(0,7r)

e, pela fato do operador A ser auto-adjunto, resulta

d

E(u@u ')7 ¢j>L2(O,7T) - <_Au(t7 '>’ ij>L2(0,7r) + <g(u<t7 ))7 ¢j>L2(0,7r)

= =N (ult, ), @) 200 + (9(ult, ), @5) 2(0.7)-
Usando a defini¢ao de @;(t) temos

d

%’&j(t) = =\t (t) + (g(u(t, ), ¥5) r20.7)- (2.17)

Escrevendo agora
(g(u(t,)), 0i)) 207 = (9°(W)(t, ), 95) L2(0.7)5
onde ¢g° é o operador de Nemitskii para g, e denotaremos por
9;(t) = (g°(W)(t, "), ©j) L2 (0,m);

segue por (2.17) que
d . . .
2 0(8) = =gt (t) + g;(t) (2.18)

Observemos que, se b > 0 entdo \; = j2 — b < 0, pelo menos quando j = 0. Entdo a
solucao geral da EDO ([2.18)) linear ndo homogénea possui a forma

t
ﬁ,](t) = ﬁj(O)e_/\jt +/ e_Aj(t_S)gj(S)dS
0

0
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

Resulta que

>
<S
S
~
S—
I
>
<S
—~
(@)
S—
ml
>
=
_.I_
ml
o~

+oo
+o00 t
— et (aj(0)+ / eAjsgj(s)ds) - / e NG (s)ds.
0 400
Assim, podemos escrever
a;(t) = ap(0)e " + al(t). (2.19)
onde .
it = [ eI (s)ds
+oo
e

+o0o
ﬂ;‘(O) = 1;(0) +/0 e’\jsgj(s)ds.

Como ¢°(u) ¢ limitado em L*(0,7), uma vez que g(u) € G, segue que g;(t) é
uniformemente limitada para todo j € Ny. consequentemente, a solugao particular

@¥(t) é uniformemente limitada para todo j € Ny tal que A\; < 0. Por outro lado,

j
sempre que \; é estritamente negativo e @(0) # 0, entao @} (t) = a”(0)e~ " cresce
exponencialmente quando ¢ tende ao infinito.

A partir da decomposicao de Fourier usando as auto projecoes, concluimos que a

norma em L?(0, ) da solugao u(t, r) para (2.19) é

o0

lut, Nz = D (@:(t))*
i=0
Uma vez que temos \; < 0, pelo menos para j = 0, se tomarmos uma condi¢ao inicial
ug tal que 42(0) # 0, entao

|t (t)| ——— +oc.
t—4o00

Assim, a solugao correspondente u = u(t, x) para essa condicao inicial sofre blow-up no

tempo infinito, concluindo a verificagao deste exemplo. O

A seguir serao feitas algumas observacoes sobre propriedades de uma grow-up solu-

tion para (2.19)).

Obsevagao 2.2. Multiplicando no sentido de L?(0, 7) a primeira equacao do problema
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

(2.15)) por w(t,-) resulta

||ut(t,-)||2L2(0,ﬂ) :/0 um(t,aj)ut(t,x)dqub/o u(t, z)us(t, x)dx

. (2.20)
+ /o g(u(t, x))u(t, z)dx.

Usando integracao por partes, temos

/0 (b g (4, ) = ()t ) — 1 (F, )2, 0) — /O "t 2V (£, )

- t,x)]2d
24t . [z (t, )| da,

(2.21)

uma vez que, pelas condiges de fronteira de Neumann no intervalo (0, 7) temos

Uy (t, mue(t, m) = uy(t, 0)us(¢,0) = 0.

Substituindo (2.21)) em (2.20)) temos

1d [T
2dt J,

d m  pru(tx) e
+%/0 /o g(s)dsdx
d

7 u(t,z)
—— (%[ux(t,x)P V(e o) - /0 g(s)ds) dz.

[u, (2, :E)]2dx + Qi

2dt [u(t, x)])*dx

||ut(t7 .)H%Q(O,ﬂ') =

Dali resulta
d ™ (1 ) b ) u(t,x) ,
i /. 5wt 2)]” = Slult, 2)]" = ; g(s)ds | dv = —|luet, )220  (222)

Com isso, se definirmos o funcional
VX% —R
(1 5 b ) u(z) (2.23)
V) = [ Gl — Sl — [ g(s)ds ) d,
0 0

entao podemos observar que as seguintes propriedades sao validas.
P.1) O funcional V' é ndo crescente ao longo das solugoes de ([2.15)), i.e.,

SV(t) <0,
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

para todo t > 0. A prova desta propriedade segue diretamente de (2.22). P.2) A

solucdo u para a equagao ([2.15)) é constante em relacao ao tempo se, e somente se,

SV (u(t) =0

para todo t > 0. De fato, suponhamos que %V(u(t)) = 0. Entao, por (2.22)) segue que

— || (t, ) || L2(0,7) = O, logo
Ut(t7') = O

Integrando de 0 a ¢, resulta em

u(t,-) —u(0,-) = ¢,
onde ¢ é uma constante. Segue-se

u(t,-) = c+u(0,-)

e, portanto, a solu¢ao nao depende do tempo.
Reciprocamente, se u(t,-) é uma constante em relacao ao tempo, entao w(t,-) = 0.
Logo
—[Jue(t, ) 22007 = 0

Segue-se em virtude de (2.22)) que

SV (u() =0.

P.3) O funcional é continuo. De fato, devemos mostrar que o funcional V' é continuo

em cada u € X%, ou seja, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
|V (u) — V(v)| < e sempre que |[v —ul|o <.

Sejam u,v € X*. Entao

V) = V)| =5 felaom — 2l - / / §)dsda
1 2
- §||vﬂ’»‘||L2(07r H’U”L2 0,m) del’

Segue que
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

1 b
5 (a2 = IelEz0m) + 5 (= Nulz0m + ol o)

/ / s)dsdz + / / s)dsdz

1 b
5 (lelaom = el ) + 5 (—lulzom + 01320

/ / )dsda].

Aplicando a desigualdade triangular na identidade acima obtemos

V(w) = V(v)] =

1
V) = V)| < 5l om) — Il

+—)||uu%m ~ 1ol (2.24)

s)dsdz| .

Sejam M € R uma constante tal que |g(s)| < M para todo s € R (que existe em

devida a fungao g ser limitada), e

1 b
¢ = max -, M 5.
(23]

Entao, segue pela desigualdade (2.24) que

V() = V(v)| Sc( [leta 2200y = 0o B30, | + [ al20,) = 003200,

)

SC( ‘HUCUH%Q(O,W) — Nlvall720.m | +

/07r u(z) —v(x)de >

V(W) = V()] <e (|lualzom = lealiaon]| +

= vllom).

(z)
dsdx

[lliZ2(0.0) = 0120

+

Assim temos

l22(0.m) = 101320,
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

Observando que L?*(0,7) C L'(0,7) com imersao continua, segue que existe uma cons-

tante ¢ > 0 tal que

V) = V()] <o (|lulaom = lealaom| + el = 1013200
o+l = vl 2o ).
Note também que
2
= 0l g0m 2l = 020 = [llzziom = lellzzom
2
ot = 010,y 2tz = vallEa(o.m) = [tallz20m) = I0sllz20m)|

e, como as funcoes polinomiais e a fungao médulo serem continuas, entao
V(v) — V(u) quando v — u em H'(0, ).

Além disso, temos pela Observagao X* c HY0,7) com imersao continua, logo

existe uma constante ¢ > 0 tal que
[l om < cllwlla
para todo w € X“. Logo
V(v) — V(u) quando v — u em X“.

Portanto, o funcional V' é continuo.

Com isso, temos que o funcional V' definido por ([2.23]) é um funcional de Lyapunov
para o sistema dinamico {S(t) : t > 0} sobre o espago X* dado por

onde u(t,-) é a solu¢do para a equagdo em associada eo dado inicial ug.
Veremos no Teorema [2.6| que a existéncia de um funcional de Lyapunov desempe-
nhard um papel importante para o estudo do comportamento assintético das solugoes
para as equacao em e que sao limitada, uma vez que é devido a existéncia
deste funcional que vamos poder mostrar que as solugoes limitadas convergem para

algum equilibrio.
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

2.3.3 Equagoes do tipo u; = uz, + f(x,u,u,) com condigao de
fronteira de Neumann

Exemplo 2.5. [18, Lema 1] Consideremos o seguinte sistema

u(t, ) =ug.(t, ) + f(x,u(t,z), u.(t, z)), t >0, z € [0,7]

Ux(t, 0) :ux(t, 7T) = ()’ (226)

onde
flzyu(t,x), ug(t, x)) = bu(t, z) + g(x, u(t, ), u.(t, z))

g=g(x,y,2): [0,7] xR — R

é uma funcao limitada, continuamente diferenciavel duas vezes e globalmente Lipschitz

continua em (y, z), ou seja, existem constantes L; e Lo tais que

|g(x,y1, Zl) - g(l‘,yz, 22)| < L1|y1 - y2| + L2|Z1 — 22

eb>0.
Teorema 2.4. A equacao em (2.26|) € lentamente ndo dissipativa.

Demonstracao. Mostramos no Exemplo que a equagao possui solucao unica
em (0,00) x [0, 7] para cada dado inicial vy € X*. Consideremos agora a projegao
de u(t,-) € L*(0,7) na diregao de ¢;(-), onde u é a solugdo para a equacgao (2.26)
e {¢;}jen, € a base ortonormal de L*(0,7) formada por auto fungdes do operador A

definido no Exemplo [I.1} podemos escrever
+oo

U(t, 'T) = Z ’&J(t)(p]<x)>
=0

onde @;(t) = (u(t,-), ©j)L2(0,7)-
Multiplicando a equacgao

w(t, ) = uge(t, ) + bu(t, ) + g(x, ult, ), us(t,-))

por ¢; no sentido de L*(0, ), obtém-se

<ut(t7 ')7 ij>L2(0,7r) = <uz:v(t7 ) + bu<t7 ')7 ¢j>L2(0,7r) + <g<7 U(t, ')’ u:v(tv ))7 ()Oj>L2(O,7r)
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

e, pela fato do operador A ser auto-adjunto, resulta

d

a<u(t7 ')7 90j>L2(0,7r) = <—AU(t, ')7 @j)LQ(OﬂT) + <g(7 U(t, ')7 ufﬂ(tv ))7 (pj>L2(U,7T)

= —<U(t, ')7 A@j)LQ(O,ﬂ) + <g(7 U(t, ')7 uz(tv ))7 90]'>L2(0,7r)-
Usando o fato de ¢; ser uma auto-funcao do operador A obtemos

d

E<u(ta ')7 Spj>L2(0,7r) = —<U(t, ')7 )\j90j>L2(0,7r) + <g(> U(t, ')7 ux(t7 ))a 90]'>L2(0,7r)

= _)‘j <u<t7 ')7 ¢j>L2(O,7r) + <g<7 U(t, ')7 u$(t7 ))7 ()Oj>L2(O,7r)
Usando a definigao de () temos

d

%ﬁj(t) = —Nj;(t) + (g(-, ult, ), walt, +)), ©5) L2(0.7)- (2.27)

Escrevendo agora
(9(-ult, ), us(t, ), 05)) r20.m = (9°(W)(E,-), ©5) L2(0,m),
onde ¢¢(u) é o operador de Nemitskii para g(u), e denotaremos por
9;(t) = {g“(u)(t, ), 05} 120.m) (2.28)

segue-se por (2.27) que
d . N R
S 8(8) = =At() + 6,(t). (2.29)

Como a EDO ([2.29)) é linear ndo homogénea, entao sua solugao é dada por

t
a(t) = 4, (0)e M + / e =9 5.(s)ds
0
0

+o0 t
= aj(O)e_’\ft + et / eAjSQj(S)dS + / B_Aj(t_s)gj(s)ds‘
0

+o0
+o00 t
— e N? (ﬁ](()) +/ e’\ﬂ'sgj(s)ds) —I—/ e Mg (5)ds
0 400



2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

Assim, podemos escrever

a;(t) = a}(0)e™M" + ab(t), (2.30)
onde .

@) = / N9 (5)ds
e

>
>
—~
(@)
SN—
I
>

+o0o
;(0) +/ e’\jsgj(s)ds.
0

Como ¢°(u) é limitado em L?(0,7) (uma vez que g ¢ limitada), segue que g;(t) é

uniformemente limitada para todo j € Ny. consequentemente, a solucao particular
P
uj
sempre que \; é estritamente negativo e @/(0) # 0, entao @/(t) = @

(t) é uniformemente limitada para todo j € Ny tal que A\; < 0. Por outro lado,

R p—Ajt
1(0)e=%" cresce
exponencialmente quando ¢ tende ao infinito.

A partir da decomposicao de Fourier usando as auto projecoes, concluimos que a

norma em L?(0, ) da solugao u = u(t, z) de (2.30)) ¢

+oo
[u(t, M Z200) = Z(az(t))Q
i=0
Uma vez que temos A\; < 0, pelo menos para j = 0, se tomarmos uma condi¢ao inicial
ug tal que 42(0) # 0, entao

|t (t)| ——— +oc.
t—r+4o00

Assim, a solugao correspondente u = u(t, -) para essa condi¢ao inicial sofre blow-up no

tempo infinito, concluindo a verificagao deste exemplo. O

Obsevagao 2.3. Apesar da equagdo em (2.26) ser lentamente nao-dissipativa, ainda

podemos garantir a existéncia de um funcional de Lyapunov dado por

V(u) = /0” H(z,u,u,)dx

onde H(z,u,p) é uma fungao suave em [0, 7] x R? com com H,, > 0 (veja H. Matano

[13], T. I. Zelenyak [22]) satisfazendo a propriedade:

d

aV(u(t)) = — /07r Hyp (2, u, ug )uZdr < 0. (2.31)

Lema 2.3. Para todos os casos em que | > \/b temos ty(t) limitada.

Demonstragio. Temos para estes casos, A\; = [ — b > 0 e, escrevendo a solugao para
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

(2.26)) como sendo
t
ﬁl(t) = ﬁl(O)eiAlt +/ e*’\l(tfs)gl(s)ds, (232)
0

onde @;(0) = (uo(-), ¥1) £2(0,x), €ntao existe C; € R tal que
<) <+ (2.33)

onde

Com efeito, temos

gi(s) = (g(, ul(s, ), uz(s,")), 1) L2(0,m)
< |lg(-,u(s, ), wa(s, )l L20.0) 2l 20.7)
< |lgllz=@mm=C1

Assim,
t
¢(t) < Cl/ e ME=5)ds.
0
Fazendo a substituigao r = —\(t — s) temos dr = \ds, dai
0 1 Cl Cl CI
t:C’/ e —dr = — erdr = —[1 —e M < ==,
C( ) 1 ot Y \ gt \ [ ] A\

ficando provado a afirmagao. Portanto, em virtude de (2.32), (2.33) e do fato de

ﬂl(O) = <u07 801>L2(o,7r) < ||U0||L2(o77r), obtemos

w(t)] < |w(0)e ]+ [¢(1)]
< |a(0)[Je™™!| + AEZ (2.34)
< |in(0)] + 1
como querfamos verificar. 0

Lema 2.4. Seja u = u(t,z) uma grow-up solution para (2.26) em (0,+00) x (0,7).

Entao ezxiste T > 0 tal que u(t,0) nao muda de sinal, i.e.,
u(t,0) >0, vt > T

ou
u(t,0) <0, vt >T.
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

Demonstracao. Escrevendo a grow-up solution na forma

u(t,z) =Y w(t)p(z),

segue que
—+o00
ut,0) =3 d(t)ei(0).
=0

Observando que

1
0)=14/—
©0(0) -
e
2
gOl(O) = \/i, Vi e N,
T
entao

“+oo

ut,0) =Y d(t)a (2.35)

1=0
onde ¢y = (0) e ¢; = ¢;(0) para todo [ € N.

Seja u = u(t, x) uma grow-up solution para (2.26]) em (0,4o00) x (0, 7). Observando
a demonstragao de que ([2.26|) é lentamente nao dissipativo, vemos que

t
ﬁf(t):/ e M=) g, (s)ds

—+00

é uniformemente limitado para todo [ € Ny tal que \; < 0 e, para algum [ < v/b temos

|y (t)] = e Mak(0) o oo (2.36)

Consideremos [y o menor elemento do conjunto {I € Ny : [? > b} e ng o maior elemento
do conjunto {l € Ny : [* < b}. Entao segue por (2.36]) que o comportamento assintético
de

no
Uny <t7 O) = Z ’EL[(t)Cl
=0

¢ dado pelo 4; com o maior crescimento. Assim, estd garantido que
Up, (t,0) —— £o00

t—+o00

com crescimento do tipo exponencial.
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

Afirmacao 1: Existe uma constante M € R tal que

Z le (t)Cl

I=lo

< M, Vt > 0.

De fato, observando que podemos escrever
t
wt) = w(0)e N + / =5 g (5)ds
0
e que para todo m > [y temos

m

Z ’EL[(f)Cl

I=lp

< JuO)]e ™+

I=lg I=lg

t
Sp(t) = / e M9 g (s)ds
0

Y

é suficiente provarmos que existe uma constante M € R tal que

+o0o +o0
S la(0)|e ™+

I=lo I=lo

t
/ e M=95,(s)ds| < M, Yt > 0. (2.37)
0

Observando que

—+00

Z i (0)

=0

|u(0,0)] =

)

\/5
<./Z
7T

entdo ;(0) — 0 quando | — 400 (uma vez que a série Y ;% ;(0) converge) e,

—+00
Z ﬂl(O)Cl
=0

portanto, existe r; € R tal que para todo m > [y temos

m

g (0)]e ™M < Y e (2.38)

1=lp I=lo
Tomando [ := lg e my := 1l +m — ly, temos
m mi
E €—>\lt S § 6_(l_b)t,
1=lo =1,
ou equivalentemente,

Emz (é)Al < i (é)l_b. (2.39)

I=lo =l
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

1
Usando o fato de que para todo ¢ > 0 temos (—t) € (0,1), entao
e

mi 1 I-b +00 1 I-b e~ (li—b)t
- - _ —(11-b)t
> («) §;<> R
=t1

=l

Assim, segue por ([2.38)), (2.39), (2.40)) e pelo teste da comparagao

+oo
Z |@,(0)]e™ " < rie” (=0}t vt > 0.
1=l

Usando a estimativa (2.33]) obtemos

‘/ -\ (t— s)A dS

Assim, para todo m > [y, vale a estimativa

<§3W>WW>O

m

D

I=lp

m

C
SZp_lb’

I=lo

Vvt > 0.

t
/ e M=) (5)ds
0

Observando também que a série Zz e lgc ; converge, segue por (2.42) que

t
/ M55 (5)ds
0

—T1+Z

I=lp

—+00

D

I=lp

<z:g vt > 0.

lll

Counsiderando

fica provado a Afirmacao 1.

Consideremos agora o possivel caso em que [2 = b. Neste caso temos

ﬁl(t) = ﬁl(O) +/(; §l<8)d8
< @(0) + Cyt

e, consequentemente,

w(0) — Cht < y(t) < @(0) + COyt.

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

Assim, segue que ; é limitado linearmente quando [ = b. Portanto, denotando por
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

; 0 mode [| com o maior crescimento, temos o comportamento assintético de u(t,0) é

dado por 4;, ou seja,

o0
lim u(¢,0) = lim Zdl(t)gp(O) = lim 4;(t)p(0) = too.

t—+o00 t—+00 t—-+o0

Assim, existe T' > 0 tal que
u(t,0) >0, V¢t >T

ou
u(t,0) <0, vt > T.

[]

Teorema 2.5. Considere uma solugdo grow-up u = u(t,z) de (2.26) e sua trajetoria

u(t, )

normalizada m Uma condi¢ao necessaria e suficiente para a referida trajetoria
u(t, -

convergir para ¢§ em L?(0,7) € que

lim ——— =1,
t—o0 .9
i (1)
=0

e o sinal de p4(0) deve ser o mesmo que u(t,0) para todo t € (T,+00), para algum

T >0, onde ¢ :=1p; e v € {—1,1}.
Demonstracao. Primeiro, supondo que

u(t, )

Ta(t )] e ©; em L*(0,7), (2.44)
mostraremos que
us(t
li ]< ) =1
t—+oo 100 )
iy (t)

1=0
e que o sinal de ¢%(0) deve ser o mesmo que u(t,0) para todo t € (T, +00), para algum

T >0, onde ¢} :=1pj et € {—1,1}. De fato, observando que

LA termologia mode, esté sendo usada para manter parte da notagio usada em [I8] e d4 um nome
aos ;’s.
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

ult) e

ult) () |

Ju(t, )]~ ¥ (t,)
_ ut,)
‘ziZQmw»w%<»

2
=2+ m@(ta ), 05(+))
— 24 +002uj (1 7
(z am))
entao ( ) ) ( )
' ult, - L)l = im (¢ . .
tilinoo' Tugz oy~ A0 =2£2 im —— iz (2.45)
(z am)

Portanto

1=0

Usando a Observagao existe T' > 0 tal que u(,0) tem o mesmo sinal para todo
T <t < oo. Provemos agora que ¢}(0) tem o mesmo sinal de u(t,0) para todo ¢ > T.
Suponha por contradigao que u(t,0) > 0 e ¢5(0) < 0 para todo ¢t > T. Como u(t,-) e

—;(+) sdo continuas em z = 0 [} existe £ > 0 tal que
u(t,z) >0e —g;(x) <0,Vzxe[0,elet>T.

Logo existem w; = min{u(t,z) : z € [0,¢]} e —upy = max{—¢(z) : z € [0,¢]}. Assim,

2A continuidade da solugdo segue da imersdo continua do espaco X em C'(0,7) e da definicao
das ¢;’s.
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

pata t > T" temos

2

u(t, ") u(t,-)

T 2 i
= (o) oz [ — (@) da
/0 [Ju(t, )|l ’ o | lu(t )l ’
> /7r uy + ugllu(t, )| de
0 [Ju(t, )|l
= cu3,
que é um absurdo, uma vez que
u(ta )
Tt )] e i) em L0 m).
O caso u(t,0) < 0 e ¢(0) > 0 é andlogo.
Reciprocamente, supondo que
| us(t) .
t——+oo 1 )
Uy (t)

(2.46)

e que o sinal de ¢%(0) deve ser o mesmo que u(t,0) para todo t € (1',00), para algum

T > 0, mostremos que

u(t, )

[ult, )| t=—too

> @b em L2(0,7).

De fato, na Observagao mostramos que ¢ (t) é limitado sempre que [ > Vb para

todo t > 0 e, na verificacao do Exemplo , que para algum j < v/b temos

|t (t)| —— +o0.

n—-+oo

Suponha que @; é o unico mode tal que |u;(t)] — 400 quando n — +o0 , i.e., Uy, é

limitado para todo m # j. Se este é o caso, entao temos por (2.46) que

02 (¢ 02 (¢
o B0, B0
t—+oo +° t—>+00 u(t)
~92 J
Zul (t)
1=0
e A A
fn (1) Bll) _ 6 i £ j.

lim = lim

t—too [ 4oo 12 15500 14(t)
(zam)

=0
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

Suponhamos agora que a grow-up solution u(t,-) tem mais de um mode cujo médulo
tende ao infinito quando ¢t — oo e denotemos por 4; o de maior crescimento. Suponha

também que b # 0 para qualquer inteiro [. Temos ainda que, para cada inteiro [

onde

+0o0
alr(0) = ,(0) + / eV, (s)ds.
0

R r

(t) cujo médulo tende ao

Além disso, como g ¢é limitado por I', obtemos por ([2.33)

h
J

o crescimento para infinito é determinado pelos mode’s 4
infinito quando ¢ tende ao infinito.

Pelo que foi discutido anteriormente, dado qualquer mode ; nao limitado e diferente
do 1;, temos 7 < j. Como #; apresenta um crescimento exponencial maior que ;, dai

resulta que

e
lim lfj( ) =0
t—+00 uz(t)
e temos os limites
s (t s (t
lim (1) = lim (1) _ g,
t—+oo [/ H4oo /2 t—+o0 Uz(t)
(z a%<t>)
1=0
© 2 2
us(t us(t
im i gy, GO
t—+oo +° t—+o0 (t)
~92 ?
iy (t)

=0

Considere agora o caso em que b = [? para algum [ inteiro e, recordando que

+00 t
y(t) = (al(0)+ / e(l2_b)gl(s)ds) =) 4 / eO==9)g,(5)ds.
0 +o0o

Substituindo b = [* e usando o fato de |g(s)| < C1, onde Cy é uma constante obtida

pela limitacao da fungao g do problema ([2.5)) e usando a defini¢ao de g; que é dada por

(2.28), temos
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

+oo t
ﬂj(lf) S ﬂl(O) —f-/ CldS —|—/ OldS
0

“+00

+0o0 t +oo
7:1,[(0) +/ CldS—f-/ CldS —/ OldS
t 0 t

Logo
W (0) —tCy < uy(t) < 4(0) + tCh.

Ou seja, 4;(t) é limitado linearmente em ¢. Se 4; é um mode ilimitado com i < [, entao

temos

. 0
S w(t)

uma vez que, sendo ¢ < [, temos —\; = b — [?> < b —i? = );, dai resulta

A\t
e
0.
e_/\it t—+o00
Assim, por (2.45)) , concluimos que
02
t
lim A ) =1

t=oe [fuft, )2

se e, somente se i, tem mair crescimento de todos os 4;’s, | € Ny. Logo

se e, somente se ¢%(0) tem o mesmo sinal de u(t, 0) para todo t € (1), +0c), para algum
T >0. O

Teorema 2.6. Considere a equacao em e uma condi¢ao inicial ug € X<, onde
a € (%, 1). Entao a correspondente solugao u(t,-) converge para algum equilibrio li-
mitado quando t — +o0 ou u(t,-) ndo pode ficar limitado em qualquer subconjunto
de X® para todo tempo, ou seja, dada uma bola B(0,R) C X®, existe t* > 0 tal que
Ju(t, )l xe > R.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que nenhuma das condicoes se verifica, ou seja,
u(t,-) nao converge para um equilibrio e existem B(0,R) C X* e T > 0 tal que
|lu(t*,-)||xo < R para todo t > T'. Neste caso, existe uma bola suficientemente grande
B*(0, R*) C X®, dependendo de R e T tal que

|u(t, )||xe < R*,Vt > 0.
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2. Equacgoes diferenciais parciais lentamente nao dissipativas

Observe que para todo A € p(A), o operador resolvente de A é compacto. Com
efeito, dado A\ € p(A) entao

(M — A" RO — A) € L*(0,7) — D(A)

e, sendo

D(A) c L*(0,n)

com inclusao compacta, entao a aplicacao
Y :=To(M —A)": RO\ —A) c L*(0,7) — L*(0,7)

leva subconjuntos fechados e limitados de L*(0,7) em compactos do espago L*(0, 7).
Portanto o operador resolvente p(A) é compacto. Recorde também que A e ¢° estao
nas hipdteses do Corolario , a fungdo k = k(t) das hipéteses do Corolario é
constante (veja (1.30))) e, a solucdo u(t,-) ¢ limitada em X®, entdo podemos aplicar o
Teorema para obtermos o conjunto

(S(t)uo : t > 0}

compacto, onde
S(t)ug = u(t, ) = u(t; up, 0).

Além disso, temos a existéncia de um funcional de Lyapunov (veja a Observacao [2.3))
para o sistema dinamico

(5(t) : t > 0}

dado por
S(t)ug := u(t,) = u(t; ug,0), Yuy € X°.

Portanto, podemos aplicar o Principio da invariancia de LaSalle (veja o Teorema [2.1])
para concluir que a 6rbita u(t, -) através de ug deve convergir para algum equilibrio de

(2.26)) contido em B*(0, R*), contrariando nossa hipdtese inicial. O

Note que o Exemplo [2.4] possui propriedades semelhante as encontradas no Exem-
plo Por exemplo, pode-se reproduzir uma argumentacao analoga a usada para
obtermos a desigualdade ([2.33|) e obtendo este ltimo resultado para o Exemplo .
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Capitulo 3
Consideracoes finais

Com os resultados estudados no Capitulo 2 uma questao que podemos tratar agora
¢ quanto a existéncia de conjuntos assintoticos de estados, conjuntos estes que desem-
penham um papel idem ao de atrator global para sistema dinamico provenientes de

problemas dissipativos; a saber, veja a definicao abaixo.

Definigao 3.1 (Atrator global ndo compacto). Seja X um espago de Banach. Dizemos
que um conjunto A4 C X é um atrator global nao compacto para o sistema dinamico

{S(t) : t > 0} se satisfaz as seguintes propriedades:
(i) A é fechado;
(ii) A é invariante;

(iii) A atrai todo subconjunto limitado de X.

A existéncia e caracterizacao de atratores para problemas lentamente nao dissi-
pativos é estudado nos artigos [2] e [18], este é um tema que devemos estudar para
dar continuidade a este trabalho, bem como, a questao a cerca da continuidade desses
atratores, que sao nao compactos, em relacao a parametros do modelo em questao.

Com relagao ao sistema dinamico {S(t) : ¢ > 0} proveniente de (2.26), segue por J.
Pimentel e C. Rocha [I§] que

A=A} UAY,

onde A} é o maior subconjunto compacto invariante contido em alguma bola suficiente-
mente grande B C X% e A?O ¢ um subconjunto nao limitado. O subconjunto limitado
é composto do conjunto das solugoes em A que permanecem delimitadas no espacgo de
estado X“ para todo t > 0. Portanto, podemos aplicar a teoria padrao para equacoes
dissipativas e concluir que o subconjunto limitado A% é composto pelo conjunto dos

equilfbrios limitados Ef e suas érbitas heteroclinicas conectadas (veja J. Hale [10]). O
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3. Consideragoes finais

subconjunto nao limitado A% contém o conjunto dos equilibrios e o subconjunto de

solucoes crescentes. O conjunto dos equilibrios no inﬁnitoﬂ E3° e das grow-up solutions.

'Para mais detalhes sobre os equilibrios no infinito, veja J. Pimentel e C. Rocha [18].
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