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Resumo

No presente trabalho abordaremos duas desigualdades classicas, a saber, a Desigual-
dade de Bohnenblust-Hille e a Desigualdade de Hardy- Littlewood. A primeira, surgiu
como ferramenta para o estudo de problemas relacionados a séries de Dirichlet e é uma
generalizacao para formas multilineares da Desigualdade 4/3 de Littlewood. A segunda
consiste de uma generalizacao da Desigualdade de Bohnenblust-Hille, produzida pela

substituicao de ¢y por £p,.

Palavras-chave: Operadores absolutamente somantes, Desigualdade de Bohnenblust-
Hille, Desigualdade de Hardy-Littlewood.



Abstract

In this study we show two classical inequalities, namely Bohnenblust-Hille inequality
and Hardy-Littlewood inequality. The first one, conceived as a tool for the study of
problems related to Dirichlet series, is a generalization of Littlewood‘s 4/3 inequality
to multilinear forms. The second is a generalization of Bohnenblust-Hille inequality,

produced by the replacement of ¢y with £,,.

Keywords: Absolutely summing operators, Bohnenblust-Hille inequality , Hardy-
Littlewood inequality.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e R denota o conjunto dos niimeros reais;

e C denota o conjunto dos nimeros complexos;

e K denota R ou C;

e X e Y denotam espacos vetoriais ou espacos vetoriais normados;
e I I FE; F; denotam espagos de Banach sobre o corpo K;

e /,(E) denota o espago das sequéncias absolutamente p-soméveis que tomam va-

lores em F
e /.(E) denota o espago das sequéncias limitadas de F;
e Paral <p<oo, ¢ :={(2,)2, €¥y; x, =0paratodon > N +1};

p

e Para p = (p1,...,pm) € [1,00]™ e um espago de Banach X

Cp(X) 1= Ly, (b, (- - (6, (X)) - )

e By denota a bola fechada do espaco normado X com centro na origem e raio 1;
e X’ denota o dual topolégico do espaco normado X;
e Usaremos o termo ”operador”com o mesmo sentido de fungao;

o L(FEy,...,E,; F) denota o espaco vetorial sobre K dos operadores multilineares



de Fy x ... x E, em F/

o L(Ey,...,E,; F) denota o espago vetorial sobre K dos operadores multilineares

continuos de F; X ... X E,, em F,

e L("E; F) denota o espago L(F, ..., E; F);
——

n

e L("FE; F) denota o espaco L(E, ..., E; F);
——

n

e Denotamos por ¢* o conjugado de ¢ € [1, +o0], isto é, ¢* = ﬁ;
e A, B denotam sigma-dlgebras sobre um conjunto X # (;

e /i, v denotam medidas numa sigma-algebra;

e R denota a reta estendida, isto é, R U {—oo} U {+oo};

e [ denota o intervalo fechado [0, 1].



Introducao

Em 1930, o matematico britanico John Edensor Littlewood provou que existe uma

constante Lk > 1 tal que

n 3/4
(Z IT(ei,ej)lw’) < Lx|T1, (1)

ij=1

para toda forma bilinear 7" : 2 x {2 — K e para todo inteiro positivo n.

Esse resultado foi rapidamente estendido para estruturas mais gerais. O primeiro
passo foi dado por Fredérick Bohnenblust e Einar Hille, que em 1931 publicaram uma
generalizacao do resultado para formas multilineares (veja [7]) apresentando a seguinte

versao: para cada inteiro positivo m > 1, existe uma constante B > 1 tal que

m—+1

n 2m
( > IT(6j1,~~7€jm)|m+1> < BTl (2)

J1yedm=1

para cada forma m-linear continua 7" : £ x...x ¢ — K e para todo inteiro positivo
n.

Trés anos depois, em 1934, G.H. Hardy e J.E. Littlewood (veja [13]) provaram uma
versao da desigualdade (1) para espacos ¢, e, em seguida, Praciano-Pereira estudou em
[19] o efeito produzido pela substituigao de ¢ por £, na desigualdade de Bohnenblust-
Hille, obtendo uma generalizacao deste resultado para formas multilineares sobre ¢,
conhecida como Desigualdade de Hardy—Littlewood, a qual nos garante que, para cada

inteiro m > 2 e 2m < p < 00, existe uma constante C,Hfiw > 1 tal que

mp+p—2m

n 9 2mp
mp
( > [Tl >r> < G, (3)
1 yeeerdim=1
para toda forma m-linear continua 7": £ X ... x £ — K e cada inteiro positivo n.

Usando uma generalizacao da desigualdade de Kahane—-Salem-Zygmund, facilmente



se verifica que os expoentes sao 6timos. Quando p = 0o, considerando,

2mp 2m

mp+p—2m m+1’

recuperamos a desigualdade de Bohnenblust—Hille.
Os melhores limites superiores conhecidos para a constante em eram da forma
(v/2)™=!. Em [5] foi mostrado que (v/2)™! pode ser melhorada para

2m(m—1)

p—2m
R P I\ 7
ci, < (V2) (B) 5"
1o caso real, € para
2 2m(m—1)
C r N
Cm’p S <ﬁ) (B({gfqun) P )

no caso complexo. Estas estimativas sio muito melhores que (v/2)™~!, pois de [6, 18],
B{g%t tem crescimento sublinear. Além disso, essas estimativas dependem de m,p e
considera informacoes mais sutis.

No Capitulo 1, estudamos os principais resultados necessarios para o desenvolvi-
mento desta dissertacao, a saber: a desigualdade de Khinchin (caso linear e multi-
linear), indispensavel para o desenvolvimento da teoria dos capitulos subsequentes e
introduzimos uma ferramenta poderosa no estudo das desigualdades, que é a desigual-
dade de Holder para espacos {, que embora remonta a década de 1960, sé teve sua
importancia revelada muito recentemente.

O Capitulo 2 é dedicado a desigualdade de Bohnenblust-Hille, a qual foi concebida
por Fredérick Bohnenblust e Einar Hille como ferramenta para o estudo de problemas
relacionados a séries de Dirichlet e uma generalizacao da famosa desigualdade de Lit-
tlewood 4/3. Abordamos ainda neste capitulo uma versao mais geral deste resultado,
que pode ser encontrada em [4].

No Capitulo 3, estudamos um pouco sobre a desigualdade de Hardy-Littlewood,
com enfoque principal na demonstragao deste resultado e em algumas estimativas su-
periores para a constante associada. Neste mesmo capitulo estudamos a otimalidade
do expoente da desigualdade de Hardy—Littlewood.

Finalmente, o Apéndice [3.2] é dedicado para alguns resultados auxiliares .



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, introduzimos algumas estimativas fundamentais e suas respectivas
notacoes, que serao necessarias para o desenvolvimento desta dissertacao. As principais

referéncias para este capitulo foram [1, [2], [T11] e [12].

1.1 Desigualdades classicas: Holder e Minkowski

1.1.1 Para integrais

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hoélder). Sejam 0 < p < oo e (X, A, u) um espago
de medida. Se f € L, = L,(X, A, i) e g € Ly, entao fg € Ly e

/X Fal die < 1l llgle

Demonstragao. O caso [|f||, = 0 ou ||g|l,» = 0 é simples. Suponhamos entao que
|| fllps llgllp« # 0. Primeiro é conveniente mostrar que dados a e b positivos, temos
a b
ar b < = 4 —. (1.1)
p  px
Para tanto, considere, para cada 0 < a < 1, a funcéo f = f, : (0,00) — R dada por
f(t) =t* — at. Note que f tem um maximo em ¢ = 1 e, portanto, t* < at + (1 — «)

para todo t > 0. Fazendo t = 7 e a = 110 obtém-se 1} Claramente, 1} continua

valida se a = 0 ou b = 0. Tomando

_ @) |f (@)™

a = e

b=tk
HE HE

em (|1.1)), segue o resultado. [ |
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Corolario 1.2. Se f € L,, entao

| fllp = Sup{/ |fgld; |lgllq < 1} = Sup{'/fgdu‘; lgllq < 1}:

e o supremo € atingido.

Demonstracao. O resultado é trivialmente satisfeito se f = 0. Agora, suponha que
f # 0. Pelo Teorema, temos

1 1
[ saan| < [Vtalaw < 151, Lol onde 5421
Em particular, se ||g||, < 1, segue que

‘/fgd;z’ < /Ifgldﬂ < [Ifl»,

e, portanto,

1 fllp > sup{/lfgldu; lgllg < 1} > Sup{‘/fgdu’; lglly < 1}-

Agora, seja h = | f|P"'sgn(f), onde

Como f # 0, temos h = |f|P~ - |f|~! - f. Consequentemente,

fR= 1 = P2 = 1P

e
Bl = (AP LA LFDT = LA - LF - AT = 1D = P
Portanto,
fh= 1117 = 1hl%
e assim,

Jinrdi= [ 177 <,

ou seja, h € Lg e

], = ( [ du>q — (1) = (7l
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Definindo g = If?llq’ temos ||g|l, = 1. Assim,

fIP 11z
fgdu= [ |fgldu= dp = = fllp-
/ / / & K&

Portanto,

11l = sup{ [ 150l gl < 1} - p{\ / fgdu‘; lolls < 1}

e o supremo ¢é atingido. |

Teorema 1.3 (Desigualdade de Minkowski). Sejam 1 < p < oo e (X, A, u) um
espago de medida. Se f,g € L,(X, A, ), entao f+g € L,(X, A, pn) e

1+ glle < 171l + llglly- (1.2)

1.1.2 Para sequéncias

Para cada ntimero real p > 1, definimos

o
l,={(a;)7, :a; € K paratodo ieN e Z la;|? < oo}
i=1
Considerando o conjunto P(N) das partes de N e a medida de contagem p. em P(N),
nao ¢ dificil verificar que ¢, é na verdade o espago L,(N,P(N), ). Neste caso, as
operacoes usuais de funcgoes se transformam nas operacoes usuais de sequéncias e a

norma || - ||, se transforma em

I(ai)iZllp = (ZMI”)

Dessa forma, resulta que ¢, é um espaco de Banach com as operagoes usuais de
sequéncias e com a norma || - ||, (veja [20] e [10]). Particularmente, dos Teoremas

[I.1] e[1.3] temos, respectivamente:

Proposicao 1.4 (Desigualdade de Hoélder). Sejam p,q > 1 tais que %+% = 1.

Entao,
1 1
n n P n q
E b E 1wy . E ’ |4
|a]bj| < ( |CL]| ) ( b, )
=1 j=1 j=1
para quaisquer escalares aq,...,a,,b1,...,b,.
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Proposicao 1.5 (Desigualdade de Minkowski). Para p > 1, temos

1 1 1
(Z |a; + bj|p> < (Z |aj|p> + (Z |bj!p)
=1 j=1 j=1

para quaisquer n € N e escalares ay,...,a,,01,...,0,.

Para mais detalhes, consulte [8, p. 7).

1.2 Operadores multilineares continuos

Nesta se¢ao, apresentaremos alguns conceitos e resultados basicos sobre operadores

multilineares continuos entre espacos de Banach.

Definicao 1.1. Sejam FEi, ..., F,, e I espagos vetoriais sobre um corpo K. Um ope-
rador T : By X ... X E,, — F é dito multilinear (ou m-linear), se é linear em cada

uma das suas coordenadas, isto é,
T(x1, ey T+ Nky ooy Tn) = T(21, ey Ty ooy Tn) + AT (21, oy Yk ooy Tin )

quaisquer que sejam Ty, yp € Ep, A € Ke k=1,...,m. O conjunto de tais operadores
serd denotado por L(Ey, ..., Ey,; F).

Se E, ..., Ey,, F forem espagos vetoriais normados, denotaremos L(Ey, ..., Ey; F) o
subespaco vetorial de L(Fy, ..., E,,; F') formado pelos operadores m-lineares continuos.
Quando F' = K, escrevemos L(Ej, ..., F,y; K), e os elementos desse conjunto serao
chamados de formas m-lineares continuas.

Temos a seguinte caracterizacao dos operadores m-lineares continuos:

Proposicao 1.6. [16, Proposi¢ao 1.2] Sejam FEi, ..., E,,, F' espacos normados sobre K

eT € L(E, ..., En; F). As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(a) T € L(EY,...,En;F).
(b) T é continua na origem.

(¢) Existe uma constante C' > 0 tal que [|T(z1,...,2m)|| < C|lz1] .. ||z, quaisquer

que sejam x € Fp,k=1,...,m.
(d) sup{||T'(z1,...,2m)||; zx € Bg, paratodok =1,...,m} < oo

Os itens (¢) e (d) nos ensinam como normar o espago L(E1,. .., E,,; F') dos opera-

dores lineares continuos:
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Proposicao 1.7. [16, Proposigao 1.3] Para cada T € L(FE, ..., E,; F), defina
|T|| = sup{||T(z1,...,zm)|; xx € Ex e ||zx]] <1 paratodo k =1,...,m}.

Entao,
() || - || define uma norma em L(Ey,..., E,; F);
(1) (| T (1, ) || < T - ||a]| - - - ||zm|| para todo zy € Ey, com k=1,...,m;
(i13) |T|| = inf{C; |T (1, ..., xm)|| < C|l21]| ... ||zm|| com z; € E;i=1,...,m}

Observagao 1.1. Seja E um espago vetorial normado. Dada uma forma bilinear

continua A : F x E — K, se definirmos para b € FE fixo,

T, : E — K
r = Ty(x)=A(x,b),
entao

IToll < [lA[} - [0l

Com efeito, seja r € E tal que ||z]| < 1. Como A € L(*E,K), temos

To(z)] = [A(,0)]
< [[A[l - ll=[ - f|o]
< [lAll-llol].

Portanto,
[To]} = sup {|To(2); =] < 1} < [IA[] - [|b]l

1.3 Operadores absolutamente somantes

oo

Defini¢ao 1.2. Sejam E um espac¢o de Banach e 1 < p < oo. Uma sequéncia (z,,)%2

Lo . L o .
em E ¢é dita fracamente p-somavel se o sequéncia de escalares (¢(z,))s>; esta em /£,

para todo ¢ € E'.

O espago vetorial das sequéncias fracamente p-somaveis sera denotado por £(E),

ou seja,

2(B)={(x,)2, € E; Z |o(x,)|P < oo, para todo ¢ € E'}.

p
n=1
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Uma norma natural em £4(E) é dada por,

=

@)l = sup (Z |so<a:n>|p)p .

pEBE n=1

Se p = oo, definimos

[@n)aZilloop = sup [[(@(2n))7 [loo-
pEBpy
Assim, (62(E),| - [|wp) ¢ um espago de Banach. As demonstragoes destas afirmagoes

podem ser encontradas em [20] p. 41].

Observagao 1.2. (,(E) C £2(E).
De fato, seja (z,)22, € (,(E). Entao, dado ¢ € £’

D le@a) P <> (el llzall” = llell - > lzallP < oo.
n=1 n=1 n=1

Logo, (zn)52, € 6 (E).

Defini¢ao 1.3 (Operador absolutamente (p; ¢g)—somante). Sejam 1 < p,qg < oo e
u : F — F um operador linear continuo entre espacos de Banach. Dizemos que u é

absolutamente (p; ¢)—somante (ou (p; ¢)—somante) quando o operador induzido
u o LY(E) — L(F)
(%)211 = (uxn))qozozl
estiver bem definido e for linear e limitado.

Proposicao 1.8. Sejam 1 < p < g <ooewu:FE — F um operador linear continuo.

Sao equivalentes:
1. u é absolutamente (p; g)—somante;

2. Existe C' > 0 tal que

1

n P
(Z ||u(xj)||p> <C- ||(xj);‘:1||w7q, para todo n € N e zy,...,z, € E.
j=1

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [20, p. 23].
Como nosso objeto de estudo é a teoria multilinear, temos os seguintes resultados

similares, porém em um contexto mais amplo:
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Definicao 1.4. Sejam 1 < ¢g<p<ooe A: E; X ... x E, — F multilinear. Dizemos
que T é miltiplo (p; ¢)—somante se existe C' > 1 tal que

( zn: ”T("Tﬁ’ ’]m )||P><C'H T 31 1

j17---7jm:1

w?q

Mais detalhes sobre esta teoria podem ser encontrados em [21].

1.4 A desigualdade de Khinchin para multiplos indices
As fungoes de Rademacher sao definidas por

rn : [0,1] — R
t = 1(t) = sgn(sin 2"7t)

onde sign denota a funcao sinal, definida como dada por

1, se x>0,
sign : R — R, sgn(z) =0, se z=0,

-1, se x<0.

Um fato importante das fungoes de Rademacher é que elas tém a seguinte relacao

de ortogonalidade: para quaisquer inteiros positivos n; < ng < ... < ng € p1,..., Pk,
vale que
1
1, se cadap; é par
/ r? TPk (t)dt = ’ ! 7
, 0, caso contrario.

Uma consequéncia imediata é que (7,)nen forma uma sequéncia ortonormal em Lo[0; 1],

e assim temos

Lema 1.9. Seja (r,),—, a sequéncia de fungoes de Rademacher e a = (ay),—, € ls.
Entao,

2

/1 S e (0] di =3 Janf?.
0 n=1 n=1

n

Demonstragdo. Seja (S,),—, uma sequéncia, tal que S, = > axrg. Entdo, paran > m,
k=1

temos

10
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2 2

n n

1

190 = Slliyon = || Do awrl| = [ | D2 awm ()] dt
k=m-+1 L2[0,1] O |k=m+1
1 n n
:/ ( Z a;r; (t)) ( Z Qa;T; (t)) dt
0 \i=m+1 j=m+1
1 n n
0 \i=m+1 j=m+1
1 n
= / Z aiajri (t) ] (t) dt
0 j=m+1
n 1
= Z aﬁj / T (t) ] (t) dt
ij=m+1 0
n 1
= >l | ()t
k=m+1 0
= > al
k=m+1

Como a = (a,),—, € {5, obtemos

n

2 2
Z |ak|” — 0= [[Sn = Smllz,0, — 0
k=m+1

e assim, (S,,) ~, é uma sequéncia de Cauchy em L, [0, 1]. Sendo Ly [0, 1] um espago de

Banach, segue que (S,,),, ¢ convergente. Portanto,

e} n

D ol = lim > laf

k=1 k=1
2

L2[0,1]

L2[0,1]

Z QT (t)

2
dt,

:/01

finalizando a demonstracao. [ |

Em nosso contexto, o principal resultado envolvendo funcoes de Rademacher é o

11
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seguinte:

Teorema 1.10 (Desigualdade de Khinchin). Seja K = R ou C. Para cada 0 <

p < 0o, existem constantes A, e B, tais que

N 3 N p v N 3
A, (Z |an|2> < (/ > anra(t) dt) < B, (Z |an|2> (1.3)
n=1 I n=1 n=1
para todo inteiro positivo N e escalares aq, . .., a,.

Observacgao 1.3. As constantes ¢timas da Desigualdade de Khinchin (essas constantes

sao devido a U.Haagerup [12]) sao dadas por

2275, se p € (0, po
1
A, =14 23 (F(;;l>>p , sep € (po,2)
1, se p € [2,00)
€
1,  sepe (0,2]
B = 23 (#)p,sepe [2, 00)

A definigao exata de py é a seguinte: py € (1,2) é o tinico nimero real que satisfaz

F(p0+1):ﬁ

5 vy

2 Y
onde I'" denota a fun¢do gamma. Estas constantes sdo as menores—(as melhores)—

constantes que satisfazem a desigualdade ([1.3]).

Lema 1.11 (Lema de Minkowski). Sejam (X, A, u) e (Y, B,v) espagos de medida
sigma finita. Suponha que f : X x Y — R seja uma funcio mensuravel ndo negativa

e 0 <p<q<oo. Entao

( /(] f(x,y)pdu(y))zdu(a:)>;< ( L/ f(:v,y)%u(m))zdy(y))

3=

12



1. Preliminares

Demonstragao. Seja r = q/p e r* seu expoente conjugado. Dai 1 <r < oo e

(/x </yf (‘”’y)pdy(y))q/pdu(x)> N ( /X ( /Y f(%y)pdl/(y))rdu(x))
[ (e ]
= < /X F(x)rdu(x))r "

: (1.4)
onde F(x / fx,y)Pdv(y). B imediato que F € L,(X). Pelo Corolario , temos

(f F(sc)?"ciu(aw)i = 1P,

_ /X F(x)|g(x)|du(z)

- A(/}/f(a:,y)”du(y)) l9(2)| du(x) (1.5)

para alguma g € L,, com [lg|l,« < 1. Dali, substituindo (1.5) em (1.4) e usando o

Teorema de Fubini, temos

([ (Lresroi) )" -

LI
Sl

IN

I
N N N
~<\b<\
TN N

\

Kﬁ

E%

@

E

E

E

\_/

N~

C/

=

=

/f )" dp(x ) THgHr* dl/(y)>l/p
(/Y (/ f(z,y) qdu<w)>p/q dV(y)) 1/1’.

onde as duas ultimas desigualdades seguem, respectivamente, da Desigualdade de

IN

Holder e do fato que ||g|[-« < 1. A hipétese das medidas serem sigma finitas é in-

dispensavel para usarmos o Teorema de Fubini. [ |
Corolério 1.12. Para qualquer 0 < p < ¢ < oo e toda matriz escalar (a;;); jen,

1/q 1/p

i (2 |aij|q> p/q

(&)

13



1. Preliminares

Demonstracao. E uma aplicacao imediata do Lema de Minkowski. [ |

Observagao 1.4. Se X e Y sao como no Lema eu: X xY — R é mensuravel,

entao, para r > 1 teremos

(/X (/Y |“(937?J)|UZ’/(?J))TOZM(I))i < /Y (/X |u(:17,y)V@W(:ﬁ))i dv(y).

De fato, basta tomar ¢ =7 ¢ p =1 no Lema [I.11]

Teorema 1.13 (Desigualdade de Khinchin para multiplos indices). Sejam
N

215--5tm

m, N > 1 inteiros positivos, 0 < p < 0o e (a;,,. ;.) _, uma matriz de valores

em K. Entdo, existem constantes A, e B, tais que

N 2
(Ap)™ ( Z ’ail,...,im|2> < </
i17 . [071]m

centm=1

N

1
P »
E : Tiy (tl) T (tm)ail,_,,7im dtl - dtm>
115yt =1

(Bp)m< > Iail,...,z‘m|2> : (1.6)

yeensdm=1

IN

Demonstrag¢ao. Vamos provar o lado esquerdo da desigualdade (1.6). O caso m =1 ¢é
exatamente a desigualdade de Khinchin. Suponhamos que o caso m—1 seja verdadeiro.

Assim,

N 3
( Z |aiy,... z'm|2>
01yeeytm=1

I
WE
p
.Mz
Il
&
5
[\)

N———
Nl

RS
o}
N

N
Z Tiy(t2) o Ti (Em) iy .o,

i27---7i77L:1

p
dty. .. dtm>

VAN
E
N
< |
3
AN
VR
=
3
L

N N p % 2
— Ap*(mfl) Z ([ ] ) Z ail,--‘,imTiQ (tz) e T’im (tm) dtQ e dtm>
i1=1 01]™% J4s i =1

2 , ~
Se 0 < p < 2, temos s > 1. Dai, usando a Observacao

N p %
Z / dty ... dt,,
[0,1)m—1

i1=1

[NIiS]
hSA

N

Z iy.orsig Tig (t2) -+ T, (En)

i25eim=1

14



1. Preliminares

N N Py 2 ’
S / Z Z ailmimrb (tg) e Tim (tm) dtg Ce dtm
[071}71171 i1=1 |ig,....im=1
1
N N 2\ 5 P
= / Z Z ail,,__,imrb (tg) e ’l“im (tm) dtg e dtm s
[071]M71 11=1 [22,...,tm=1
e assim,
1
N 2
( Z |ai1,...,im|2>
i1seim=1
» 1
N N 2\ 2 P
S A;(mil) / Z Z ail,m,imrh (tz) Ce Tim (tm> dtg PN dtm
Im=1 \ i 21 gy im=1
Agora, usando o Teorema segue que
b
N N 2 2
Z Z ai17'._7im7’i2 (tg) e Tim (tm)
i1=1 [i2,...,im=1
N N p % i
< |A! </[0 . S orat) Y i i) 7, (t) dt1>
’ i1=1 ig,...,imZI

Usando o fato acima e o Teorema de Fubini,

N >
( Z ’ail,...,im|2>
i1yeeim=1

[ N N 2\ 5 ,

S A;(m_l) / Z Z Qiy . i Tig (tg) T (tm) dt
=1\ G =1 gy im=1

[ N N P 2\ 7
S A;(m—l) / Agl (/ an(tl) Z ail,...,imrig(t2)"'rim(tm) dtl) dt

i rm=t I'li=1 ioyernrim=1

N N p 1 P
= A;m / 1 (/ Z Ty (t1> Z ai1,...,imri2 (tg) T, (tm) dtl) dt
Im= Tii=1 i2,esim=1

15
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1. Preliminares

J.

onde dt = dty .. .dt,,.
Se p > 2 o resultado ¢ imediato, pois || - ||, < || - ||z, ¢ Ay = 1, para todo p > 2.

1
p

dt, - dt] :

N p

Z Wiy Tiy (1) + - - T (En)

i1 peim=1

—m
<A,

Provemos agora o lado direito da desigualdade (1.6). O caso m = 1, é precisamente
a desigualdade de Khinchin. Suponhamos que o caso m — 1 seja verdeiro. Considere
p > 2. Assim, como £ > 1, da Observagao [I.4] e do Teorema

. :
/ dty...dt,
[0,1]™

N

Z iyorsi Tir (1) -+ - T, (En)

21,eeytm=1

N N p P z
= / / Z Tiy (tQ) R (tm) Z iy (tl)aih,,_,im dtz dtm) dtl
0,1 \J 0] |4, =1 i1=1
1
N N 2\ 2\ " !
< / B]T_l Z Z i (t1)as, i, dt,
[071] 12,.tm=1 [11=1
. 2.1
N N 2\ 2 P2
_ pr-t / S an| | b
0] \ iy, im=1 |i1=1
1
N N > s
< Byt > / Z iy (t) s, | db
2, im=1 \ J0,1] |
1
N N p 2\ 2
= B;”’l ' Z / an(tl)ail,...,im dty
’LQ,...,Zmzl [0,1] i1=1
1\ 2 %
1 N N 2 :
< By > (Bp (Z || ) >
i2yeim=1 i1=1
1
N N 2
5 E (Sl
i2yim=1 \i1=1
N 3
=B X el -
i yeim=1
O caso p < 2 ¢ imediato, pois || - ||z, < || - ||z, e B, = 1, para todo p < 2. |

O proximo resultado, embora extremamente importante, serd abordado sem de-
monstracao, uma vez que foge dos objetivos desta dissertacao. No entanto, a demons-

tracdo e mais detalhes podem ser encontrados em [4] e [1]

16
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Teorema 1.14 (Desigualdade Kahane—Salem—Zygmund generalizada). Sejam

m,n > 1, p € [l,00] e definamos

11

s—= 8 p=>2;

2 ) )

afp) = ’
0, caso contrdrio.

Entao, existe uma constante Cy, > 0 e uma aplicagio m-linear A : () X ... x {7 — K

da forma

n
1 my\ __ 1 m
Az, .., 2") = E tz; .20

i1yeeyim=1
com
|A|| < C,, - p2tma®),

1.5 A desigualdade de Holder para espacgos ¢, e pro-

cedimento de interpolacao

Precisamos introduzir algumas notacoes. Para um ntmero inteiro positivo m e um
subconjunto nao-vazio D C N, denotamos o conjunto de multi-indices i = (i1, ..., y),
por

M(m, D) :={i=(i1,...,im) E N €D k=1,...,m} = D™
Também denotamos M(m,n) := M(m,{1,2,...,n}).

Para p = (p1,...,pm) € [1,00]™ e um espago de Banach X, considere o espago

Up(X) = Ly, (€, (- - (6, (X)) - ),
uma matriz de vetores (zi)iepmm,n) € {p(X) se, e somente se,

Pm—2 Do p2
Pm—1

[EATN= DI DI BN IS <Z||fvi||pm> < oo

i1=1 |\ i2=1 im—1=1 \tm=1

Pm—1

Quando X = K, escrevemos apenas ¢, em vez de (,(K). Além disso, trabalhamos
com o produto coordenada a coordenada de duas matrizes escalares a = (a;)icp(m,n) ©
b = (bi)iEM(m,n)7 isto é7

a-b = (aibi)icm(mn)-

17



1. Preliminares

Teorema 1.15 (Desigualdade de Holder para espagos (;,). Sejam r,q(1),...,q(N) €

[1,00]™ tais que

! ! +...+ ! e {1 }
—=—— 4.+ ——, yee .M
ri o qi(1) q;(N)

e seja ag, k=1,..., N, uma matriz escalar m-quadrada. Entao

N
[
k=1

N
< [T llaxllae-
k=1

r

Veja mais detalhes em [I, p. 52], inclusive uma versao demonstrada do teorema

acima para espagos L.
Exemplo 1.1. Sejam r = (r1,732),q(1),q(2),q(3) € [1,+00]? tais que

S S B
ri (1) (2 ¢(3)
Lembrando que q(k) = (¢1(k), ¢2(k)), k = 1,2, 3, pelo Teorema [L.15] para qualquer

matriz 2-quadrada ag, temos

, Je{L,2}

ai - az - azlr < [laillq) - [[a2llq) - 1asllqe),

isto é,
1 1
TIN o a@®\ «a@)
2 2 T9 1 2 2 q2(1)
1 @2 G (1) 1q2(1)
§ (§ |aij RUTERR Y | < § E |aij | ( X
i=1 \j=1 i=1 \j=1
1 1
a1(2) q1(2) q1(3) q1(3)
2 2 @ q2(2) 2 2 @) q2(3)
2)1q2(2 3)1q2(3
X E E |a'ij‘2() X E §:|aij’2()
i=1 \j=1 i=1 \j=1

onde a; = (agf)).

Exemplo 1.2 (Desigualdade 4/3 de Littlewood). Para cada forma bilinear continua

T : Y x 0% — K e cada inteiro positivo N, existe Lg > 1 tal que

N i
(Z |T(€¢,6j)|3> < Lg - |7

2,j=1

18
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De fato, usando o Teorema [1.10

rj (t)T(eZ, €j> dt

WE
VR
WE
=
=y
A
™
QI
S—
WE

<.
Il
—_

ri(t)T (e, ;)| dt

I
<
1M=
T

WE

<.
Il
-

Mz

1 N
< \/5/ T(e;, ri(t)e;)| dt
(U—— =1
N
< T(ei, ) ri(t)e;)
N
Afirmagao 1.1. T(e;, Y rites)| < |7
j=1

te[0,1]

De fato, para cada t fixo, defina
Ut . Eé\fo — K
N

Ui(z) =T(z, Y ri(t)e;).

j=1
Note que U, esta bem definida e é claramente linear. Dai, pela Observagao e pelo
Coroléridl.12] temos

N N N
sup T(e;, » ri(t)e;)] = sup |Us(ei)]
tel0,1] ;4 g ’ ! te[O,l]; t
N
Ut(ei)
= sup |\Uill- ) |577
tel0,1] Z:; HUtH
N N Ui(e;)
< sup |- ri(t)e; AN
t€[0,1] ; ’ ’ ; HUtH
N N
< sup |7 - T © sup |p(e:)]
tel0,1] ; ’ II@<1;
N
= |7l e D rit)es|| - (e llws
J=1
= [|I7.
Portanto,

19
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Por simetria,
N N %
> (Z |T<ez-,ej>|2> <V2Z-|T].
j=1 \i=1

Usando o Corolario [1.12] temos

(NI

VAN

> (Z |T(€i»€j)|2>

j=1 \li=1

3 (i T(ei,e»)Z

i=1 \j=1

< V2|7 (1.8)

Agora, ha pelo menos duas maneiras distintas de resolver o problema: a primeira é
usando a desigualdade cléssica de Holder, e a segunda é usando o Teorema Por

motivos de comparagao, apresentaremos as duas solucgoes aqui.

(i) Usando a desigualdade classica de Holder (|1.4]) duas vezes (a primeira com p = 3 e
q

= %), e a segunda com p = % e (¢ = 3), temos

]
a
Sb
&
%\%
IA Il
M= 1=
R
1=
Ja
£
O
=
i
Ay
&
e

VAN
/N
[
<
-
S .
D
o :
-
N~
o=
N————— N
[N]

2
3

< (varrn)*- (vairy)’

onde a ultima desigualdade é devida as estimativas que fizemos no inicio do exemplo.

Portanto,

20
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(Z \T(ei,em%) <V2|T].

ij=1

(77) Por outro lado, usando o Teorema com r = (4/3,4/3), q(1) = (2,4), q(2)

(4,2) e os resultados (1.4) e (1.5)) , temos

N

< (Z (Zmez,e»\”) - Z(Zmez,em )
- (Z (Zmez,e»\?) Z(Zmez,w)

< (vam)*- (vam)* - vam.

Desta forma, o Teorema [1.15 proporciona uma solucao mais simples para o pro-

blema.

Embora o Teorema [1.15| remonte a década de 1960, toda sua importancia nos pro-

blemas classicos que abordaremos nesta dissertacao foi percebida muito recentemente.

Uma das ultimas aplicacoes deste resultado diz respeito a desigualdade de Hardy-

Littlewood, abordada no capitulo 3, e um fato importante é que esse teorema propor-

ciona melhoria significativa nas constantes associadas.

Observacao 1.5. Sejam a = (a;)ic pm(m,n) UMa matriz escalar e 0 < 6 < 1), entao

12’y = [lal|7, onde ¢ = (q1,...,qm) € [1,00)™
De fato,
1@\ 9T
n n ﬁ'qm{l %2 0 o
am 2]
i = (3o (z I sf")
i1=1 im=1

21
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Im—1 e a1
am

_ ﬁjn<fN%wmw>

i1=1 im=1

9m—1 o q1

n n am a2
— > ...<Z|\aih,,,7im”qm>

i1=1 im=1

= |ally-

Definigao 1.5. Seja A um subconjunto de um espago vetorial E. O conjunto conv(A),

chamado de envoltéria convexa de A, é definido como sendo

=1

conv(A) = {Z)‘lxl : Z)‘i =1, com)\>0,2;,€ A, i=1,...nen¢€ N}.
i=1

Teorema 1.16 (Procedimento de Interpolacao). Sejam m,n, N inteiros positivos

eq, q(l),...,q(N) tal que (qil, . qu) pertencem a envoltdria conveza de (q%k), . qm#(k)),

com k=1,...,N. Entao, para toda matriz escalar a = (a;)icMm(mn), temos

N
0
lalla < T llall%,.
k=1
isto ¢,

f)~<f)mmww)

i1=1 im=1

9m—1 s q1
am

Im—1(k) q2 (k)
am (k)

N n n
<] 22~(Zw%wmwﬂ

k=1 | | i=1 im=1

onde 0y, sao as coordenadas de <q1;(k)’ ce qml(k)) na envoltoria convexa.
Demonstracao. Para j =1,...,m,
1 01 On 1 1
G o) () T wm T T em
01 On

22
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Pela Observacio 7 |a% || qy = ||3sz(k)’ Usando isto e o Teorema |1.15| temos
Ok

lallq = [la” % q =

N
[[a"
k=1

N N
0 _ O
<[] la kH%w = [T lal,.
k=1 k=1

q

Exemplo 1.3 (Desigualdade 4/3 de Littlewood). Além das duas solugdes apre-
sentadas, a desigualdade de Littlewood 4/3 ainda pode ser resolvida usando-se o pro-

cedimento de interpolagao. Com efeito, no exemplo vimos que

1
1. 2
12\ 2

) < |T(€ia€j)|1> <V2- 7). (1.10)

=1

D=

> (Z |T<ei,ej>\2> <V2-|T]). (1.11)

Temos entao duas desigualdades mistas, a saber ((1.10)) e (1.11)) com expoentes (1, 2)

e (2,1), respectivamente. Por interpolagao destes com 0; = 0, = %, obtemos o expoente

(QIa C]z) = (%7 %)7 isto é7

o
-
=
D
o
S
v
o=

PRSP
ol
o~

1
—
N|=
=
e
=

zmei,w) (s (zmei,ew)

i=1 \j=1

IN
U

(VR|ITI)Y2 - (VEIIT|)?
— V2|7

IN

Ou seja, usando-se interpolacao a solucao é mais curta. Além disso, o uso da
desigualdade cldssica de Holder (Proposicao [1.4]), como fizemos na abordagem anterior
do mesmo exemplo, torna-se inviavel ao trabalharmos com uma quantidade muito

grande de somas.
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Capitulo 2

Desigualdade de Bohnenblust-Hille

2.1 Contexto Historico

Em seu trabalho intitulado On the absolute convergence of Dirichlet séries, publi-
cado em 1931, Fréderick Bohnenblust e Einar Hille conseguiram, além do resultado
principal desse artigo, uma generalizagao da famosa desigualdade de 4/3 Littlewood,
conhecida como a desigualdade de Bohnenblust-Hille, a qual abordaremos ao longo
deste capitulo.

Como vimos no capitulo anterior, a desigualdade de 4/3 Littlewood, publicada em
1930 pelo matematico britanico John Edensor littlewood em [15], afirma que para toda
forma bilinear 7" : ¢ x (¥ — K e para cada inteiro positivo N, existe uma constante

Lk > 1 satisfazendo a seguinte desigualdade

N i
4
<Z !T(eijej)\f*) < Lg| T

ij=1

Percebendo a importancia desse resultado, das técnicas utilizadas para demonstra-lo e
o fato de que a generalizacao deste lhes permitiria solucionar o problema E] em questao.
Bohnenblust-Hille provaram em [7] que, para K = R ou C e todo inteiro positivo m > 1,

existem constantes BEU > 1 tais que

m—+1

N 2m
1

7---72m:1

para toda forma m-linear continua 7 : ¢ x ... x ¢ — K e todo inteiro positivo N.

Note que, fazendo m = 2 obtemos o resultado de J.E. Littlewood.

!Qual a largura méaxima da faixa vertical L no plano complexo na qual uma série de Dirichlet
>, ann~° converge uniformemente mas ndo absolutamente?
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2. Desigualdade de Bohnenblust-Hille

Desde a prova dada por H.F. Bohnenblust e E. Hille, sabe-se que o expoente 7 €

6timo no sentido em que, para cada m € N nao podemos escolher um valor menor que

2m_
m+1

Embora tenha sido concebida como ferramenta para o estudo de problemas rela-

sem que a constante associada a Bk ,,, perca a independéncia do inteiro V.

cionados a séries de Dirichlet, atualmente a desigualdade de Bohnenblust-Hille tem
aplicagoes em diferentes areas da matematica, como na Anélise Harmonica, Teoria
de Operadores, Analise de Fourier e, até mesmo na Teoria da Informacao Quantica.

Tivemos como principais referéncias para este capitulo [4] e [I7].

2.2 A Desigualdade de Bohnenblust-Hille

Teorema 2.1 (Desigualdade de Bohnenblust-Hille). Para todo m > 1, existem
escalares Bi'n' > 1 tais que, para toda forma m-linear continua T : 02, x.. . x{2 — K

e todo inteiro positivo n

m—+1

n 2m
( S T >\) BT,

U1, tm=1

onde ||T]| = sup IT(z), ..., 2m).
20 == 20 =1

Demonstragao. Vamos provar por indugao sobre m. O caso m = 1 é a observagao [2.1]

Suponhamos que a desigualdade seja valida para m — 1. Da Desigualdade de Khinchin

para i, = 1,...,n, temos
1 2(m—1) %
n 2 n (m—T1)+1
(Z |T(€i1a ) eim)|2> < A_Q%m—l) / Z Tim (t)T(eua 7€Zm) dt
im=1 (m=1)+1 I =1
(2.2)

Agora, pela desigualdade de Bohnenblust-Hille para a forma (m — 1)-linear,

2(m—1)
n

2.

ila---vim—lzl

n

Z Tim (t)T(e'h? et eim)

im=1

n

i1yeim_1=1

2(m—1)
5 1 (m—1+1)
mult an—o)

< (BK,(m—l)) m

Ty Y mi(tes,)

im=1

2(m 1) 2(m 1)

< (BEm) ™ ITI
2(m—1)

= (BEm-plITI) ™
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2. Desigualdade de Bohnenblust-Hille

Logo, considerando (2.2)), temos

L 2(m—1)

i (Zy:re“,.. ezm)|> :

i1505im—1=1 \im=1

2(m—1)

—2(m—1) n m
S Z Az(m 1) /I Z T, (t)T(eil, ceey Gim) dt

21, ylm—1=1
2(m—1)
72(m 1)

= Ay / Z S T (e, es)| e

115yt —1=1 [t =1

—2(m—1)

mu 2(m—1)
< A /<B TS

m

2(m—1)

_ (A;m B ||T||)

Portanto,

1
2. (Zlﬂem...,eim)\?) < Am BE o ITI. (23)

i1, tm—1=1 \im=1

Daqui, temos m equacoes com expoentes

2m — 2 2m—22 22m—2 2m — 2
e T I S Ry )

Verifiquemos os dois primeiros casos.

Caso 1. [m = 2]

Como

==

(Z (e, ej)|2> < AT'BRY|T, (2.4)

=1

por simetria,

3

(ZIT(@,@)P) < AT'BRY|T. (2.5)

j=1

Agora, usando o Coroléario e (2.5)), temos

[NIES

5 (zm,ejw) s (zwwi,e»e) < A7 BT,
i=1 \j=1

j=1 \i=1
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2. Desigualdade de Bohnenblust-Hille

Logo,

. . o\ 3

5 (zm,ej)w) < A7 BT, 0.6)
1 \j=1

1=

Assim, temos duas desigualdades mistas, a saber ([2.4)) e (2.6]), com expoentes (1, 2)

e (2,1) respectivamente. Por interpolagao destes com 0; = 6, = %, obtemos o expoente

(QIa Q2) = (%7 %)7 isto é7

o=
NN

(Z |T<ei,ej>|%>

ij=1

- 4 - mu
- (Z \T(ei,ej)!?’) < AP By |7

ij=1

Caso 2. [m = 3]

Por hipotese temos que

alw
ol
IN|

1.4
n n n 2°3
2|2 (Z \T(ei,ej,em) <ATBETI (@)

Por simetria,

2\ 1\ 1
n n n 3
(Z T (e, €5, €1 ) < AT'BRYIT (2.8)
i=1 k=1 \j=1 N
€ 3
3.4\ 1
n n n %% 43 !
> (32 (S mteor) caBT (9
j=1 \ k=1 \i=1 ?
Pelo Corolario com p=4/3 e ¢ =2, temos
> (Z \T(ez,eﬁem?)
i=1 \ j=1 \k=1
3
n n n % % % *
4\ 3
= Z ( ‘T(eiaemek>|d>
i=1 \ j=1 \k=1
2\ 1\ 1
n n n 3
< > ( |T(€i7€j7€k)|2> < A?BH@“HTH-
i=1 \ k=1 \j=1
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2. Desigualdade de Bohnenblust-Hille

Logo,
n n n %2 %% !
4 1 ppmu
2 Z(DT(ei,ej,ekMs) <ATBET). (210
i=1 \ j=1 \k=1 °
Por outro lado, novamente pela desigualdade de Minkowski,
3o\ 1
n n n . %% i\’
> (32 (3t
i=1 \ j=1 \k=1
1_1
N A
n n n . % =3 P
|| (St
i=1 \ j=1 k=1
43\ 173

3
3
ol
W

" 12\ 2
4
= |T(627€J76k)|3>
j=1 =1 k=1
3
— 1_1 4N\ 71
n n n %:% q 2 :
= < ‘T(ei7€j7ek)|p_3>
=1 i=1 \k=1
a\ 1
4/3 % 3
Lema [T n n n 2
> Z |T(€za €j, ek)|
j=1 k=1 \i=1
n n n %% %% :
= ( |T(ei>6]7ek)| )
7=1 k=1 =1
< AVBRYIT.
3
Portanto,
1
3 1
n n n %% 42 :
4
(Z T (e:, €5, 6k)!3> < AL By |T. (2.11)
i=1 \ j=1 \k=1 °

28



2. Desigualdade de Bohnenblust-Hille

Temos, agora trés desigualdades mistas, a saber (| . e , com expoentes

(g, g, 2), (3, 2, %) (2, g, %) respectivamente. Por mterpolacao com «91 =0y =03 =
(2,22

obtemos o expoente (g1, q2,q3) = (5, 5 5), isto é,

37

rolee|—

n n 2/3
(Z |T(€ivej7€k)|g> = (Z |T(eivej7€k)|3/2>

i k=1 i.j.k=1
(A
= A

IN

4/3Bmult)l/?)(AZ/lgB]Irélzlt>l/3(AZ/lggBH?glt)l/3HTH

A BET.

O caso para um inteiro m > 1 qualquer, é analogo ao que foi feito nos dois casos
usando-se simetria e em seguida o Corolario Assim, encontramos m equacoes

mistas com expoentes

2m — 2 2m—22 22m—2 2m — 2
e e e\ B T )

Por interpolacao destescom 0, =0y = ... =0, = %, obtemos o expoente (qi, . .., ¢y) =

(WQL—TI, cee nz—’fl) Dali, usando 1) temos

m+1

n 2m
2m
( > \T(eil,...,eimﬂmﬂ) < Azha BER lIT.

i1yerim=1

Observagao 2.1. Para o caso m = 1, temos Bg'i{" = 1.

De fato, seja T": £ — K um funcional continuo nao-nulo, entao

n 1/1
(Z |T<ej>|1> -

= IITIIZH€jl|

= [Tl sup le ¢)l

SOE (eng )/ .

= |7l sup Z!%

(©5); EBZ" j=1
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2. Desigualdade de Bohnenblust-Hille

= T sup [[(%);]
(¢5)i€Bem

= 1.

n
Zl

onde as trés ultimas desigualdade decorrem, respectivamente, do fato que (¢2.) = (1 e

da caraterizacao do espaco dual.

O proximo resultado, apresenta uma generalizacao para o Teorema de Bohnenblust-
Hille, e serd de fundamental importancia no préximo capitulo. Antes, temos o seguinte

Lema:
Lema 2.2. Seja m > 1 um inteiro positivo. Entao,

b\
n n +

2 —(m—k mu
> S T (e e5,) < AWM Bmat 7|

2k
. . . . k+1
]17“'7Jk:1 .]k+17“'a.]m:1

para toda forma m-linear continua 7" : £, x ... x {2, — K e todo inteiro positivo n.

Demonstrag¢ao. Usando a desigualdade de Khinchin para multiplos indices (Teorema

1.13]), temos

el
-

n n

> > T (ejr 065,

J1sesdk=1 \Jk+1,--:im=1

2k S\ P
" " Ft1
—(m—k)
< » A oy > Tjers (bt 1)1, (En)T (€51, r€5,,) | dt
. - k+1 Jm—=k | . .
Jis--dk=1 Jkt15Jm=1
N
n n n kt+1
_ A~ (m—k) § : § : § :
= )f_fl . T Cjrs -5 Clips Tjrs1 (tk+1)€jk+17 ) Tjm (tm)ejm dt
. . m— . .
J1seJk=1 I Jk+1=1 Jm=1
k41
2k_ 2k
n n n k+1
4 —(m—k)
- 7/ch1 . § : T €15+ Eips E : Tjk+1(tk+1)6jk+l7"'7 E :ij(tm)ejm dt
m— . . . .
1 J1seJk=1 Jk+1=1 Jm=1
BTN
n n n k+1
—(m—k)
<AL sup Y T i D i thi) s D T (tm)es,,
b+l ti,ntel | - . -
Jis--dk=1 Je4+1=1 Jm=1
n n
7(m7k:) mult
< A}fkl Sup BK,k T T T E rjk+1(tk+1)ejk+17"'7 E : ij(tM)ejm
+ tht1,m-ostm €[0,1] Jr+1=1 Jm=1

< ATV T
k+1
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2. Desigualdade de Bohnenblust-Hille

onde dt = dtyyq...dt,, e as duas ultimas desigualdades decorrem, respectivamente do
Teorema [2.1] e da Observagao [L.1 |

Observagao 2.2. No lema acima, fizemos uma estimativa para o expoente mais geral

(;—fl, - %, 2,...,2) (com ;—f:l repetido k vezes e 2 repetido (m — k) vezes). Para
k =1, temos uma estimativa para o expoente (1,2,...,2), isto é,

(SIS
[

n n

> > T (e e <A77, (2.12)

J1reoJk=1 \Jk+1ssJm=1

pois, pela observacao , Byt = 1.
Usando a desigualdade de Minkowski e (2.12)), temos, de acordo com o que foi feito

no Teorema [1.16] a mesma estimativa para os expoentes
(2,1,2,...,2),...,(2,2,...,2,1),

ou seja,

=
N|=

> (2 \T(ejl,...,ejm>12) <A77,

=1 \ji=1

[N
Wl

n n _ m—l
> ( P> |T<ej1,.'.,ejm>|1) <AV
Je=4 \gp=1

onde Z%Zl denota a soma sobre Ji, ..., Ji—1, Jit1s s Jm- -

Teorema 2.3 (Generalizagao da Desigualdade de Bohnenblust-Hille). Para

cada m > 1, sejam q1,--- ,qm € [1,2]. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) Eziste uma constante Cy,..q,, > 1 tal que

_ a2 — q1
oo oo oo o0 q”:]’LTgl Z’::iff 3 "
91 Dol (D ol D oYCIEREIREY
=1 \ iz=1 im—1=1 \im=1
< CopgnlI Tl
para toda forma m-linear continua T :co X ... X cg — K.

1 1 m+1

2) — 4+ — < .
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2. Desigualdade de Bohnenblust-Hille

A desigualdade de Bohnenblust-Hille € justamente o caso particular

2m

QI:“‘:qm:m——kl.

Demonstragao. (1) = (2) De fato, suponhamos que para todo inteiro positivo N

q
9m—1 é

qm S quqm||T|

Z (Z T (eiy, - €iy,)

i1=1 im=1

Considerando a forma m-linear do Teorema temos

N
’T(ein ...,eim)‘ = E :I:(Siljl...éimjm = 1.
J1yeesjm=1
Dai, usando inducao obtemos
a\ =
dm—1 =\ a1
N v el N\ b o
§ : e O
]T(eil,...,eim)\qm =Nua am
i1=1 =1

Assim,
1 1
L +L 1
Na m < Cyygm * O Nfrma(p)7

para todo inteiro positivo N, logo

L < e

—+ ...+ — < -+ ma(p).

q1 dm 2

Portanto,
1 1 m+1
—4+ ..+ —< , Ppois «afoco) =1/2.
T Im 2 (o) =1/

(2) = (1) Vamos mostrar inicialmente o caso

1 1 m+1
e =
q1 dm 2
De fato, note que o expoente ¢ = (q1, ..., ¢m) € [1,2]™ pode ser obtido por interpolagao

dos expoentes
q(1) =1(1,2,...,2),...,q(N) =(2,...,2,1) (2.13)
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2. Desigualdade de Bohnenblust-Hille

com pesos f; = % — 1, para todo j =1, ..., N, pois
J

11 11 1 1 11
— SR (i I N (e
""" Gm 1727772 27792

Pela Observacao , as constantes associadas aos expoentes em ([2.13]) s@o iguais a
Al_(m_l), dai, usando o Teorema concluimos que

~ . et )
S (Z 1T (e, , ...,eim)qu>
i1=1 im=1
01+..+0n
0 (m—1 —(m—1
= l(Teilly < HH (Teahllhy < (A7™ 7)) R
Agora, se

1 1 m+1

__|_ R —_—,

q1 qm 2

escolha §; > 0 tal que
mni=q1— 51 S [1a2]7

1 1 1 m+1
_t 4+ — = —
(ST Im 2

Note que isso é possivel, pois caso contrario, defina d; tal que r; = 1. E observe que

1+ +1_1+m—1_m+1
2 2 2 2

Agora, como ¢; < 2 para todo ¢ = 1, ..., m, temos i > %, dai

11 1 _m+1
o+t —>——

q2 dm

o que é um absurdo. Logo, existe r; := ¢, — 1 € [1,2] com 1 < ¢.

Como r; < ¢1, pela monotonicidade da norma em espacos de sequéncias, temos

| llee < I+ |- Dad, usando o caso da igualdade, temos
. ~ et )
> ...(Z|T(ei1,...,eim)|qm>
i1=1 im=1
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2. Desigualdade de Bohnenblust-Hille

R mo V)
m
S [ (S )
i9=1 im=1
u=1llg
am1 ° AN
%) o0 am :
< Z <Z |T(€i17"'76im>|qm>
i2:1 imzl
i1=11lp,
dm—1 é""l ﬁ
o] oo q
= Z (Z |T(ei17"‘7eim)|q"l) m
1=1 im=1
S Crl.qz...quTH'

Observacao 2.3. E importante ressaltar que, como a desigualdade do item (1) é valida
para toda forma m-linear continua 7" : ¢%, x ... x £}, — K, permutando os limites,
o resulta continua valido. Com efeito, fagamos o caso m = 2, o caso geral é feito por

raciocinio analogo. Suponhamos que

1

n n %-)\0 X0
> (Z \T(eueg‘)ls> <C-|r| (2.14)

i=1 \j=1

para toda forma bilinear 7" : ¢7, x ¢ — K. Mostremos que, com essas essas hipdteses,

vale: )

1 1
< A0\ Ao

> <Z |T(€z»6j)ls> <C-T]. (2.15)

j=1

De fato, suponha que (2.14)) seja verdade. Dada T : ¢ x ¢, — K continua, defina

S o x, — K
(z,y) = S(z,y)=T(z,y).

Entéo, por (2.14) aplicado a S, temos

n n é-)\o %
> (Z IS<ez~,ej)IS) <C-|S|.

i=1 \j=1
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2. Desigualdade de Bohnenblust-Hille

Como S(z,y) = T(y, ), segue que ||S|| = [T e

1
1 1
n A0\ o

E:@]N%QQ <C-|T|.

i=1

Portanto, fazendo uma substituigdo (i = j e vice-versa), temos

1

n n %')‘0 Ao
> (Z |T<ei,ej>|s) <C-||T).

j=1 \i=1
Desta forma, podemos enunciar o Teorema [2.3] da seguinte forma:

Teorema 2.4 (Generalizagao da Desigualdade de Bohnenblust-Hille). Para

cadam > 1, seja qi,...,qm € [1,2]. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) Existe uma constante Cy,..q,, > 1 tal que

9m—1 g:z:f a2 a
0o oo o9 am
qm
E E E |T(€Z’17...,6im)|
io(l)zl Z‘U('mfl)zl iO’(’VVL):l
K,m
< Ol 1T
para toda forma m-linear continua T : ¢y X ... X cg — K e toda permutacdo

o:4{1,2,...,n} —{1,2,...,n}.

1 1 m—+1
(2) 24+ L cme
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Capitulo 3

Desigualdade de Hardy-Littlewood

A Desigualdade Multilinear de Hardy—Littlewood é fruto de varias generalizacoes a
partir da Desigualdade 4/3 de Littlewood, publicada em 1930. Mais precisamente, ela
surgiu de um estudo realizado por Praciano—Pereira (veja [19]), quando este observou
os efeitos da substituicao de o, por ¢, na desigualdade de Bohnenblust-Hille. Neste
capitulo, estudamos esta classica desigualdade, enfatizando, no caso real, os melhores
limites superiores para as constantes associadas. Tratamos ainda em uma secao a parte,
a otimalidade do expoente associado. As principais referéncias para este capitulo foram
[5], [6], [18] e [19] .

3.1 A Desigualdade de Hardy—-Littlewood Multili-

near

Teorema 3.1. Seja m > 2 um inteiro positivo e 2m < p < oo. FEntao, para cada

Jorma m-linear continua T : 7 x ... x {7 — K e cada inteiro positivo n, temos:

mp+p—2m

n 2mp
—_2mp__ mu
( > |T<ej1,...,ejm>rmp+p—2m> < o). (3.1)

jlv“"jm:l

2mp _ 2m
mp+p—2m ~ m+1’

desigualdade de Bohnenblust-Hille para miltiplos indices (Teorema . Desta forma,

precisamos considerar apenas o caso 2m < p < oo. De fato, seja

é precisamente a

Demonstracao. O caso p = 0o, considerando, é claro

2mp
§=—,
mp-+p—2m

comom > 2 e p > 2m, temos
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3. Desigualdade de Hardy-Littlewood

e 5 < 2: de fato,
p>2m = 2p>4m = 2mp < 2mp+2p — 4m = 2mp < 2(mp + p — 2m),

dai,
2
S:LSZ, pois mp+p —2m > 0.
mp+p— 2m

e s> 1: de fato, como m > 2, segue que m — 1 > 1, dai

pm—1)>2=mp>p—2m = 2mp > mp+p—2m

logo,
2mp
5= 1.
mp+p—2m
Agora, defina
2s
Ao

T msts-—2m+2
Note que

e )\, esta bem definido: de fato,

2 2
ms+s—2m+2 = m mp + mp —2m 4+ 2
mp +p — 2m mp +p — 2m
2 (p—2m +mp+2m*) > 0
= ——(p—2m+m m
mp+p—2mp D )
pois p > 2m;
e )y < 2: de fato,
Ao = 2mp < 2mp _s<2

mp+p—2m-+2m2 ~ mp+p—2m
e )\y > 1. com efeito, como p > 2m e m > 2, temos
p(m —1) >2m(m — 1)

dai,
2mp > mp + p — 2m + 2m?,

logo
2mp

> 1.
mp + p — 2m + 2m?
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3. Desigualdade de Hardy-Littlewood

Como
L, o L 1 me1 1 mid
s s XN s o 2

e s,\ € [1,2], pela desigualdade de Bohnenblust-Hille generalizada (Teorema [2.4)),

sabemos que existe uma constante C,, > 1 tal que para toda forma m-linear continua

T:0% x...x 0 — K, temos, parat=1,...,m,
L0 %
n n
dYADoITCesne)l < O[T (3.2)
Ji=1 \Gi=1
Acima, Z%Zl denota a soma sobre i, ..., Ji—1, Jit1, .-, jm. O multiplo expoente (A, s, S, ..., 5)
pode ser obtido por interpolagao dos expoentes (1,2,...,2) e (TS—Tl, - nf—f’:l) com, res-
pectivamente,
1 1
0p=2——-
' ()\0 S)
2
92 =1m (— — 1) .
s
Assim, é importante controlar as constantes associadas aos expoentes (1,2,...,2)
e (W%—Tl, c nf—Tl) O expoente (nf—fl, e WQL—TI) é o classico expoente da desigualdade de

Bohnenblust-Hille (Teorema [2.1)), e a estimativa da constante associada ao expoente
(1,2,...,2) é conhecida. De fato, escolhendo k¥ = 1 no Lema desde que A; =
(v/2)7! (pela observagio e By = 1 (pela observagao , concluimos que a
constante associada ao expoente (1,2,...,2) é (v/2)™ 1.

Portanto, a constante 6tima associada ao multiplo expoente (A, s, s, ..., s) é (para

escalares reais) menor do que ou igual a
01 0>
Cl ) Cz

onde C é a constante associada ao expoente (1,2, ...,2) e Cy é a constante de Bohnenblust-

((@M)Q(% ) (pynt).

Logo, fazendo as devidas substituigoes, temos

Hille, ou seja,

0 =

2m(m—1) p—2m

Cn< (V2) 7 (BT (3.3)

Mais precisamente, (3.2)) é valida com C,, como acima.
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3. Desigualdade de Hardy-Littlewood

Agora, seja
N — Aop
j .
P — AoJ
para todo 5 = 1,..., m. Note que
A = 8

e que

para todo 5 =0,....m — 1.
Suponhamos que 1 < k < m e que

Do Do T el < G|

Ji=l \j,=1

¢ verdade para toda forma m-linear continua 7" : £ x -+ X €7 x {0 X --- x {5, = Ke

N————
k—1 vezes
para todo i = 1, ..., m. Vamos provar que
Ik i
n n
DA IT (eI < Ol T

para toda forma m-linear continua 7": £ X -+ x €7 xX£5, x --- X {3 — K e para todo

) k vezes
1=1,...,m.
O primeiro caso (k = 0), é justamente (3.2)) com C,, como em (3.3]).
Considere

T e L, ... 000, ... 1K)
~——

k vezes

e para cada x € By, defina

TE o x e x Xl x e x 0 — K

~— ——
k—1 vezes
(21, ..., 2m) = T2, 26D B L) m)))
com zz®) = (sz§k))?:1. Observe que 7@ estd bem definida, pois como z € By, se

PARNS By, temos

>

n
k p
A < 1290 Yl <1,
j=1 j=1

n
p
20 <Y fayP
j=1
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3. Desigualdade de Hardy-Littlewood

logo, 2% € Byy. Por outro lado,

7@

= sup{|T@ (=1, ..., zM)|; 2D k1) ¢ B e 2R 2 e By }

= Sup{|T(z(1), I AN e z(m)) 220D (k) By e LR m) ¢ Byn }
< Sup{|T(w(1), oy w®) (1) ...,w(m))|; w . w® e Bpnoew Y w™ e B }

= ||

Aplicando a hipétese de inducao para T™ e usando a estimativa acima, temos

1
1
SA—1\ Me—1

n n
Z Z |T (ejl’ e 6jm)|s |Ijk|s

Ji=l \j,=1
1
n n =1\ M1
S
= E : § :‘T<6j17"‘7ejk717xjkejk7ejk+l7"‘7ejm)|
Ji=l \j;=1

. .
3.4
= Z Z‘T(ejl,...,ejkfl,:cejk,ejkﬂ,...,ejm)‘s (3:4)

ii=1 \Gi=1

= Z Z‘T(w) (ejl,...,ejm)r

Ji=1 \j,=1
< O[T
< Cu|T|

ara todo 7 = 1, ..., m. Agora, analisaremos dois casos possiveis:
AR )
o k=1.

Como

() -
)\j—l >\j—1

para todo j = 1,...,m, concluimos que

1
1
SA\ Mk
n

DA T (el

=1 \j,=1
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3. Desigualdade de Hardy-Littlewood

= Z ZlT €jir 6]m>|

Ik=1 \jr=1

Z‘T €jys s €[

1
1 n v
l S k-1 A1

SAk—1 Ak—1
n
Lema 53 sup Z Z|T (€jyy i)’
yEBz% jr=1 =1
" Akt /\kl—1
= Sup Z |yjk| Z T ( €jir 6]m)|
ZIGBW;;,;i1 =1 ]k 1

Lema 3.2
em:a Sup Z |xjk|>\k ! Z |T e]l""7€jm)

rEBm .
P jp=1 Je=1

n n
= Sup Z Z T (6]‘1, "'7ejm)|s |xjk|s

T€EB . =
B\ k=1 \jo=1

< Cn T

onde a tultima desigualdade é verdadeira por (3.4)).

o k#i.

Inicialmente, suponhamos que k € {1,...,m — 1} . E importante observar que, neste

caso A\p_1 < A < s para todo k € {1,...,m — 1}. Denotando, para i = 1,....,m,

w |

Z |T 6]17 o e]m)|

ji=1
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3. Desigualdade de Hardy-Littlewood

temos que

Z Z|T €1y ey

Jji=1 5;_1

ejm)l

Portanto, usando a desigualdade de Holder duas vezes (primeiro com p =

D SR S
Ji=1 Ji=1
_ ZZ| 6]55 - jm )|

T(ej,....e5,
ZZ| GJSS Ake] )|?

k=1 =1
s(s—=Ag)
- - ]]”(ejl,..w ejnl) S7Ak—1
-y % = (e,
Jk=1j=1 :

A= Ap—1 . PV $—Ak—1 A (5—=Ap—1)
1= S5 depois com p = Sy wall R Aellys veus vasy i 2 ), obtemos
1
5Nk
S
E : :|T 6]1""7€j77L)
Ji= ]171
5= A= Ak—1
n n s=Ak—1 n S—Ap_1
T(€j1s - €5)°
J10 Y ¥ Im S
< E e E T (ejys s €50 )
Jk=1 \j,=1 ( =1
Ak—1  s=XAg
Ak Np  s—Ap_1
n n s Ak—1
< } : § : T (€jys -5 €4,
— ‘9§ Ak—1
k=1 \jp=1 v
i.()\kf)\kil)s
I\ 2 s
E E T (€51 -5 €5 )|°
k=1 \j =1
Do Caso 1, sabemos que
L_<)‘k_)‘k71)s
I\ ™ TR
(Ak7Ak71>S
g
E E T (51, -5 €5,0)]° < (Cl[T) =

Jr=1 \ji=1

Agora, vamos investigar o prim

B4), temos

eiro fator em ((3.5)).
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3. Desigualdade de Hardy-Littlewood

x
o no T(ej05m ) | TFTT
Jr=1 Jr=1 stfkk—l
1

7 1 *
Ik a=1||{ _p_
Ak—1

Lema B3 T(ejy s ., el
= sup ZI%@IZ‘ (gs’_x;_fm‘
e ‘Zkzil Je=1 Jr=1 i
T( .. 5
Lern:a sup Z | 6J187 - eljm)| ‘xjk‘)\k,l
T(ej,,...,e $= M1
- Sup ZZ| Jl? s )\jkm3| ’T(ejﬂ"'76J'M>’)\k71’xjk|>\k71
ZGBZTL S
P ji=1j,=1
s=Ap—1 i1
S
Des. Hold i T(ej,, ..
es So er sup Z Z| 6317 €]m)| Z|T €1 ejm)| |xjk|s
CEEB[VL J -1 ‘]l_l jz—l
n n %)\k71
Ak
= sup Y D (T (€0, sl [° < (CulTIH™ . (3.7)
xeB@”jfl j;:l

Substituindo (3.6)) e (3.7) em (3.5 concluimos que

1
5k
(Ak_Ak—l)S

Ap s—=Ag Op=Ag—1)s
S (S en el | < CallT) R (G

‘7171 3;_1

= (CallTI)™

Agora, resta-nos considerar k = m. Neste caso, temos a situacao mais simples, pois

como A, = s, temos

1 1
D\ B\
E E T(€jrs s €)I° =1> E T(ej0, - €5)I° < Cn|IT1],
Ji=1 ]:—1 Jm=1 ]m—l
onde a desigualdade é devida ao caso ¢ = k. Isto conclui a prova. |
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3. Desigualdade de Hardy-Littlewood

3.2 Otimalidade do expoente da Desigualdade de
Hardy—-Littlewood

Vejamos que o expoente da Desigualdade de Hardy—Littlewood é étimo. Com efeito,

suponhamos que

(‘ > |T<e“,...,ez-m>|8>éscuTu (3.5)

para toda forma m-linear T : £} X ... x £7 — K. Usando a forma m-linear da
desigualdade Kahane-Salem—Zygmund em

para todo n > 1, ou seja,

Fazendo n — oo, temos

m<m—i—1 m _ mp+p—2m
s 2 p 2p

e, consequentemente,

o que conclui a prova.
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Apeéendice

Para tornar a leitura mais continua e nao perdermos o foco do nosso principal

objetivo, destinamos este capitulo aos resultados auxiliares.

Lema 3.2. Dado um niimeroreal 1 < A <2e 1 < p < oo, temos

sup Z‘xz| = Ssup Z|yz’)\

:BEBln yeB o

Demonstragao. De fato, se x € By, , entao
X

Z|$z| :Z |1'z z:|yz|A onde |yz|_|xl|x i=1,.
=1 =1

=1

Agora, mostremos que, para x € B , y € B De fato,
By

1 1 A %
n P n b P n » D
lyll, = (Z |?/i|p> = (Z |$z|*) = (Z |$1|A> <L
i=1 i=1 i=1

ZI%!—Z\% < sup Z!@MA

Ll -

sup Z |z;| < sup Z il (3.9)

xEBen yEB[n.

Assim,

e, portanto,

Por outro lado, dado y € By, temos
n n

Dolwlr =) lwil, onde |zi| = |yl

i=1 i=1
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3. Desigualdade de Hardy-Littlewood

Analogamente, como y € Byn, temos

19 A 19 A

|(Zx> (f;(myi)p)p - (Zm) =

=1

Logo, © € By, e, assim,
X

sup Z|yZ < sup Z\xl (3.10)

yGBgn z€B gn

Portanto, de [3.9] e vale a igualdade. [

Lema 3.3. Seja 1 < p < oco. Se (aj)’;:l € (, com a; > 0, temos para todo j =1,...,n

que

[(a;)i1llp = Sup Z ly;a;] -

(é") Jj=1

Demonstragao. De fato, pelo corolario de Hanh-Banach (ver [8, p. 60]) temos

1(a;)izillp = sup - [e((a;);)] -
peB ’
(5)

/
Como (EZ) = (. isometricamente, temos

n
aj)j) = E cjay
=1

para cada (c;); € .. Logo,

la;)iille = sup o((a;);)]
(pGB(ég)/
n

= sup ) lejay
CEBZZT)L* ]:1

Corolario 3.4. Sejam 1 < p, ¢ < oo tais que % + % = 1. Entao H(ej)?zlqu

Demonstracao. De fato,

1

H(‘%);’L:l”%q: SUP (ZW €;) )

(fp
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3. Desigualdade de Hardy-Littlewood

Usando a caracterizacao do espaco dual de ¢, temos

1

lepiall, = sup (Zw)

(¢j)€By, —
= sup [|(@)i], =
(‘PJ)GBZq
finalizando a prova. [ |
Lema 3.5. Se z1,...,x, € K, entao
|x1| = Sup gzxz = sup gzxz .
Z 1€]=1 Z €i1<1 Z

Demonstracao. De fato, pela desigualdade triangular, temos

n n
< Gl <>yl
p =1

se [€;] < 1. Logo,
Zfﬂ%

Por outro lado, para cada j = 1,...,n, seja ¢; o argumento de z;, entao

Z |z;| = Z xje (3.12)
j=1 j=1

Fazendo &; = e~ e substituindo em [3.12] temos

< Z |2;1. (3.11)

sup
l€51<1

D olal = wg =D wg) (3.13)
j=1 j=1 j=1
Note que [§;| = |e7i6;] = 1. Desta forma,
Z 7j| < sup Z%& < sup Z% < Z 31,
== J
e, portanto,
Z]:cj\ = sup Z:{:J@ = sup Zajjéj
€1=1 |§J|<1
[ |
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3. Desigualdade de Hardy-Littlewood

Lema 3.6. Sejam E um espaco de Banach e z,...,z,, € E. Entao
m
sup |3 e[ = [1()7% -
|5J"§1 j=1

Demonstragao. De fato, novamente pelo corélario de Hanh-Banach [8, p.60], temos

m
Zejx] = sup Zajmj
kaBE/ j=1
Assim,
m
sup Z g;jxi|| = sup sup |¢ Z €T,
lej1<1 le;|<1 pEBE j=1
m
= sup sup |p Z €T,
SDGBE/ ‘SJ|§1 ]:1
= sup sup | £0(x;)
wEBp |e5]<1 j=1
m
= sup Y o(w))
pEBE/ j=1
= 1) o,
onde a peniltima desigualdade é consequéncia do Lema [3.5] [
Como consequéncia imediata, obtemos:
Lema 3.7. Sejam E um espaco de Banach, (r;) as fungoes de Rademacher e 24, ..., z,, € E.
Entao
m
sup || Y ri(0)a; || < (1) o
<t || 5=
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