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Resumo

No presente trabalho estudaremos tépicos da teoria de multi-ideais e da recente
teoria de hiper-ideais, introduzida por Botelho e Torres. Estudaremos ainda a relacao

entre o conceito de hiper-ideais e a nocao de coeréncia de multi-ideais.

Palavras-chave: Hiper-ideais, multi-ideais, ideais.



Abstract

In the present work we investigate topics of the theory of multi-ideals and hyper-
ideals, introduced by Botelho and Torres. We also investigate the connection between

the concept of hyper-ideals and the notion of coherence of multi-ideals.

Keywords: Hyper-ideals, multi-ideals, ideals.



Lista de Simbolos

A seguir, listamos algumas notagoes utilizadas neste trabalho.

e R denota o corpo dos niimeros reais;

e C denota o corpo dos niimeros complexos;

e K denota R ou C;

e K I'G H, FE,, F,,G, denotam espacos de Banach sobre o corpo K;

e [,(E) denota o espaco das sequéncias p-somdveis que tomam valores em £

° l;”(E) denota o espaco das sequéncias fracamente p-soméaveis que tomam valores

em F;
e |(F) denota o espaco das sequéncias limitadas de F;
e Bp denota a bola fechada do espaco normado £ com centro na origem e raio 1;
e F’ denota o dual topolégico do espaco normado E;;

e L(Ey,...,E,; F) denota o espago vetorial sobre K dos operadores multilineares

continuos de £y X ... x FE,, em I}

e L("E; F) denota o espaco L(F, ..., E; F);
——

n

e 7 denota um ideal de operadores entre espacos de Banach;
e M denota um multi-ideal de operadores entre espacos de Banach;
e H denota um hiper-ideal de operadores entre espacos de Banach;

o Li(Ey,...,E,; F) denota o conjunto das aplicaces lineares de tipo finito de
Eix..xE,emF,

o Lr(Fy,....,E,; F) denota o conjunto das aplicagoes lineares de posto finito de
Eyx ... x E, em F,



e CC denota a classe dos operadores lineares completamente continuos;
e L. denota a classe dos operadores lineares absolutamente somantes;

e L, denota a classe dos operadores n-lineares fracamente sequencialmente continuos;
e L,... denota a classe dos operadores multilinearmente sequencialmente continuos;

® Lyy,,,, denota a classe dos operadores n-lineares hiper-(s, r)-nucleares;

e K e WV denotam as classes dos operadores lineares compactos e fracamente com-

pactos, respectivamente;

e Li e Ly, denotam as classes dos operadores multilineares compactos e fracamente

compactos, respectivamente.
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Introducao

A teoria de ideais de operadores ganhou forga a partir da década de 60 com a
sistematizacao feita por Albrecht Pietsch das classes de operadores lineares que ja
vinham sendo estudadas individualmente por grandes matematicos, como, por exemplo,
A. Grothendieck, D. Hilbert e F. Riesz. Mais tarde, em 1978, Pietsch publica o livro
entitulado Operator Ideals, no qual sao apresentados varios ideais classicos, dentre
eles, os ideais dos operadores compactos e dos operadores nucleares. Posteriormente,
o proprio Pietsch, em seu artigo Ideals of multilinear functionals, apresenta o conceito
de ideal para operadores m-lineares, conhecido como multi-ideal.

Dizemos que uma subclasse M dos operadores multilineares continuos entre espacos

de Banach é um multi-ideal de operadores multilineares se as suas componentes
M(Ey, ... E; F) = L(Ey, .. E; F)NM,
onde Fy, ..., F, e F' sao espacos de Banach arbitrarios, satisfazem as seguintes condicoes:

M1: M(Ey, ..., E,; F) é um espaco vetorial de L(Eq, ..., E,; F') que contém os opera-
dores de tipo finito.

M2 (propriedade de multi-ideal) : se T3 € L(Gy;Ey), ..., T, € L(G;E,),
Ae M(Ey,...,E,; F)ete L(F;H), como no diagrama

Gy x Gy x - x @Gy

l l toAo(TY ..., Th)

Ty T T

E, x FE, x - x E, 4 s, F — 'T—=>pq

entdo a composigao t o A o (T,...T,) € M(Gy,...,Gy;H), onde
[toAo (T, ... To)|(x1, ..., ) = t(A(T1 (1), ..., Tn(20))-

Se observarmos a definicao acima com cuidado, notamos que ainda é possivel ge-
neraliza-la. Podemos compor no lado direito com operadores multilineares, em vez de
usarmos somente operadores lineares. Isto, possivelmente, fard com que o grau de li-

nearidade do operador obtido aumente. Tal generalizacao foi proposta por E. Torres e



Sumaério

G. Botelho no artigo Hyper-Ideals of multilinear operators [3], que foi a fonte principal
para o desenvolvimento deste trabalho. Torres também aborda esse assunto na sua
tese de doutorado, que também nos serviu de apoio. Embora os conceitos aqui traba-
lhados possuam uma versao polinomial, nos contentamos com a versao dos operadores
multilineares, o leitor interessado pode consultar a tese [7].

Nosso trabalho esta dividido em trés capitulos além do apéndice, que foi colocado
com a finalidade de trazer alguns resultados usados que nao fazem parte da ementa
de um curso basico de Analise Funcional. Esses resultados nao foram demonstrados,
mas ha indicagao de onde essas demonstracoes podem ser encontradas. Para os dois
primeiros capitulos nossa principal fonte foi o trabalho [7].

No primeiro capitulo, estabeleceremos notagoes tteis para o decorrer da dissertagao
e apresentaremos definicoes que serao usadas posteriormente. Além disso, abordare-
mos o conceito chave de ideais de operadores entre espagos de Banach, que podemos
enxergar como um caso particular dos hiper-ideais.

No segundo capitulo, estudamos uma extensao do conceito de ideal, abordando os
multi-ideais. Apresentaremos alguns multi-ideais cldssicos como, por exemplo, a classe
dos operadores de posto finito e a classe dos operadores fracamente sequencialmente
continuos. Por fim, apresentaremos uma forma de obter multi-ideais a partir de ideais
de operadores.

No terceiro capitulo, assim como fizemos no precedente, estudaremos a no¢ao am-
pliada de multi-ideal. Agora, diferentemente dos ultimos conceitos, cada classe de
hiper-ideais podera conter operadores lineares de diferentes graus de linearidade. Vere-
mos que ao pedir mais de cada classe, alguns multi-ideais deixam de ser hiper-ideais e,
para cada um destes, buscamos outra classe que a generalize e que seja um hiper-ideal.
Veremos em particular que o menor multi-ideal de Banach nao é nem um hiper-ideal
e apresentaremos o menor hiper-ideal de Banach. Finalizamos apresentando o con-
ceito de coeréncia e estudando as relacoes entre multi-ideais coerentes e multi-ideais

hiper-ideais. Para este capitulo, nossa principal referéncia foi o trabalho [3].



Capitulo 1
Ideais de Operadores

Neste capitulo apresentaremos defini¢oes e resultados que serao usados nos capitulos
subsequentes. Aqui, priorizamos o conceito de ideais de operadores, apresentando

alguns exemplos que serao necessarios para o restante do trabalho.

1.1 Notacoes e Preliminares

Para evitar repeticoes desnecessarias, as letras £, F, G, H, F,,, G,,, com n € N, deno-
tardo espagos de Banach sobre o corpo K = R ou C. Por L(E}, ..., E,; F') denotaremos
o espaco de Banach de operadores lineares continuos de E; X ... X E, em F' conside-
rando a norma uniforme || - ||. Quando F' = K, escreveremos somente L(E1, ..., E,). Se
A€ L(E,...,E,), diremos que A é uma forma n-linear em E; X ... X E,,. Se tivermos
E = E, = ... = E,, usaremos a notagao mais reduzida L("E; F'). No caso particular
em que n = 1 e F = K escreveremos E' em vez de L(E; F). A bola fechada unitéria
do espaco vetorial E sera denotada por Br. Quando nao mencionarmos o contrario,
estaremos considerando em L(E, ..., E,; F') a topologia induzida pena norma uniforme.

No presente trabalho, tentamos padronizar a notacdo dos escalares (utilizando
a, A, 7, ), dos funcionais lineares (usando ¢, v,, ¥, 1,,), dos vetores (utilizando z, v, z,
T, Yi, %), das transformacoes lineares (usando T',7Tj,u,v,u;,v;) e das transformagoes
n-lineares (usando B, B,, A, A,,). Isto nos permitira, a depender do contexto, omitir o
que cada simbolo representa.

Dados ¢; € E;, ey P € E; ey € I, denotamos por
P1Q QY ®Y (1.1)

o operador n-linear de Fy X --- x E, em F' definido por

P1® - @ pn QY(T1, s ) = P1(T1) -+ Pn(n) - ¥



1. Ideais de Operadores

Dados A € L(Ey, ..., E,) ey € F, denotamos por A®y o operador n-linear definido

por
A@y(xy, .y xpn) = ATy, o0y Tp) - Y.

Como podemos notar, um operador do tipo (l.1) é um caso particular com

A:gpl®...®gpn'

Definicao 1.1. Um operador n-linear é dito ser de tipo finito se ele for escrito como
combinagoes lineares finitas de operadores n-lineares do tipo ([1.1)). Denotaremos por
Li(Ey, ..., Ey; F) o conjunto das aplicagdes lineares de tipo finito de £y X ... x E,, em
F.

Exemplo 1.1. O operador
T: lg X lg — K
(@) () — o,
i=1

nao é de tipo finito.

(

Com efeito, se fosse, existiriam k& € N, gog-l), gof) cly,j=1,..k, tais que

k
T(x,y) = Z <p§-1)(a:)g0§-2)(y), V(z,y) € ly X ly.
j=1

Da dualidade I, = [y, para cada j = 1,..., k, existem (agj))g’il, (bgj))fil € [y tais que,

para todo x = (2;)2,,y = (v:)2, € lo,

oo o0
i=1 i

=1
Assim,
k 00 ' o)
=3 (Lo ) (S
j=1 \i=1 i=1
Note que
k . .
1="T(e;e) = Zaﬁbg — 0 quando @ — o0,
j=1

pois (a?)2,, ()22, € l,. Logo T ndo é de tipo finito.
Pelo que mostramos no Exemplo , segue que T' ¢ E_f, pois para qualquer operador
de tipo finito Ty € L(ls,l3), com



1. Ideais de Operadores

k 0
Ty(z,y) = Z (Z az(j)xi> (Z bgj)yi) )
=1 \i=1 i=1

J
temos
| T — Ty|| > |T(es,e5) — Ty(e, e5)] — 1.

Definigao 1.2. Um operador A € L(Ej,...,E,; F) é dito ser de posto finito se a
imagem de A é um subespaco vetorial de F' de dimensao finita. Neste caso, escrevemos
Ae E]:(Eh ceey En; F)

Segue da defini¢ao que todo operador n-linear com contradominio de dimensao finita
é de posto finito. Em particular, toda forma n-linear é de posto finito. E imediato que
todo operador de tipo finito é de posto finito. A reciproca nao é, em geral, verdadeira,

basta ver o Exemplo [I.1} No entanto, no contexto linear, estes conceitos coincidem.

1.2 Espacos de Sequéncias

Nesta secao apresentaremos alguns espagos de sequéncias e o conceito de p-norma.

Defini¢ao 1.3 (p-norma). Sejam E um espago vetorial e 0 < p < 1. Dizemos que

uma fungao || - || : £ — [0, 00) é uma p-norma em E se:
i) lz =0 &z =0

i) [|[Az|| = |\ - ||z, Vz € E, A€K;

iii) [Jz + y||” < ||z||” + ||ly||P, para quaisquer x,y € E.

Quando munimos F com uma p-norma, dizemos que o par (E,|| - ||) é um espaco
vetorial p-normado ou, simplesmente, um espaco p-normado. Neste caso, podemos

considerar uma métrica em F,
(z,y) e EX E— |z —y|’ €R,

induzida pela p-norma e considerar F com a estrutura topoldgica de espago métrico
induzida por esta métrica. Quando E é completo com respeito a esta métrica, dizemos
que (E,||-|) é um espago p-Banach. No caso p = 1 diremos somente que E um espago

normado (resp., de Banach).

Definicao 1.4. Sejam 0 < ¢ < oo e (E, || -||) um espaco de Banach. O espago vetorial

das sequéncias absolutamente q-somdveis em F sera denotado por
o
L(E) == {(z;)32, € E" 2 ) Jlay]|” < oo}
j=1

7



1. Ideais de Operadores

A expressao

1/q
()52 llg = (Z H%Hq>

define uma g-norma em [,(EF) se 0 < ¢ < 1 e uma norma se ¢ > 1. Com esta g-norma
(resp., norma), I,(E) é um espaco g-Banach (resp., de Banach). No caso particular em

que £ = K escrevemos somente [, em vez de [,(K).

Definicao 1.5. Sejam 0 < ¢ < oo e (E, || -||) um espacgo de Banach. O espago vetorial

das sequéncias fracamente g-somdveis em E sera denotado por

12(B) = {(2;)2, € BV 3 Jo(a))|? < o0, Vo€ E'}.

Jj=1

A expressao

1/q
1(z5)7% 1 lwq = Sup (ZW ;) )

define uma g-norma em [;’(E) se 0 < ¢ < 1 e uma norma se ¢ > 1. Com esta g-norma

(resp., norma), [,(F) é um espago g-Banach (resp., de Banach).

Defini¢ao 1.6. Denotaremos por [ (F) o espago das sequéncias limitadas em E. A

expressao
()51 [0 = sup [|l;]]
JEN
define uma norma em [ (F), com a qual este espago é completo.

Defini¢ao 1.7. Denotaremos por [ (E) o espago das sequéncias fracamente limitadas
em F,

15(B) = {(2))721 € B : (o(2)))52 € l(K), Vo€ E'}.

A expressao

1@5)5%1 oo = sup [[(@(22))i: [l
<p€BE/

define uma norma em [ (F), com a qual este espago é completo.

Proposicao 1.1. Sejam 0 < ¢ < oo e £ um espago Banach. Entao

lo(E) CIJ(E) € lo(E) = I5(E).



1. Ideais de Operadores

Demonstragdo. Seja r = (1;)32, € lo(£). Entao

(e}
D Nl < o
j=1

Seja ¢ € E’ arbitrario. Entao

[e.@] o0 oo
Do le@)t < Y Nl gl = lell® Y lles)1¢ < oo,
j=1 j=1 j=1

logo » € I'(E) e l,(E) C 1Y (E).
Seja y = (y;)32, € li'(F). Entao, para qualquer funcional ¢ € E', temos

> lp(y)| < oo
j=1

Logo, para qualquer j € N,

le()l” <D le(y)|* < oo,

j=1
e assim Y
0o q
sup |p(y;)]| < sup (Z ©o(y;) ) =:c< o0
<,0€B ’ -1
Portanto,
sup [[(¢(y;))5Z1llc = sup (suplso(yj)\) = sup ( sup \w(%)!) <c
LPGBE/ @EBE/ jeN jeN @EBE/

Isto mostra que y € [ (E) e, por conseguinte, [;'(E) C I3 (F). Falta mostrar a
igualdade [ (E) =[5 (E). Seja x = (r;)32, € 3, (£). Entao, para qualquer funcional
¢ € E', (p(x;)32; € lx(K) e, portanto, a familia de operadores lineares continuos
{T;}jen, T; : E' — K dado por Tj(¢) = ¢(z;), é pontualmente limitada. Pelo

Principio da Limitacao Uniforme, segue que existe ¢ > 0 tal que

IT5]] = sup Tj(p) = sup p(z;) = [lz;l| <c, VjieN
LPEBE/ QOEBE/

Disto decorre que x € [(F). Mostremos a outra inclusdo. Seja r = (7;)%2; € lo(E).



1. Ideais de Operadores

Entao
sup [(o(e,) 2l = sup (supwarj)r)
@GBE/ LpGBE/ jeN
< s (supmou ~ iju>
APGBE/ jeN
. (supuxju)
gaGBE/ JEN
< .
Logo z € [Y(F) e l(F) CIY(E). [

Prova-se que para todo 0 < ¢ < oo e todo espago de Banach E tem-se

l(E)=1y(F) <= dim FE < oco.

q

A implicacao (=) segue de [4] (Theorem 2.18) e a outra implicacao é imediata.

1.3 Ideais de Operadores

O conceito de ideal de operadores é um assunto recorrente em Analise Funcional
desde a década de 60 e tem sido motivo de muitas pesquisas. O grande matemaético
A. Grothendieck foi um dos que mais contribuiram para o desenvolvimento da teoria.
Seus estudos e de outros matematicos como Hilbert e Riesz foram sistematizados por
A. Pietsch que, posteriormente, publica o famoso livro “Operator Ideals”, em 1978.
A partir dai, muitos matematicos se interessaram pelo tema e desenvolvem pesquisas
até os dias atuais. Nesta secao trataremos deste assunto e exibiremos alguns exemplos

importantes de ideais.

Definigao 1.8 (Ideal de operadores). Seja Z uma subclasse da classe dos operadores
lineares continuos entre espagos de Banach. Dizemos que Z é um ideal de operadores

se as suas componentes

I(E;F):=L(E;F)NTZ,
onde E e F sao espacos de Banach arbitrarios, satisfazem as seguintes condigoes:
I1: Z(E; F) é um subespago vetorial de L(E; F) e L¢(E; F) CZ(E; F);

I2 (propriedade de ideal) : se u; € L(G; E),us € Z(E; F) e uz € L(F; H), entao a

composicao uz o ug ouy € Z(G; H).

10



1. Ideais de Operadores

A condicao I1 exige que cada componente seja um espaco vetorial e, portanto, faz
sentido falar em p-norma na classe Z. Além disso, pede que um ideal nao seja muito
“pequeno” (deve conter pelo menos a classe dos ideais de tipo finito). A propriedade
de ideal exige que a classe absorva operadores com relagao a composicao, tanto pelo

lado esquerdo quanto pelo lado direito.

Definicao 1.9. Seja Z um ideal de operadores. Dizemos que Z é um ideal p-normado

quando existem 0 < p < 1 e uma funcao || - ||z : Z — [0, 00) tais que:
a) a fungao | - ||z restrita a qualquer componente Z(F; F) é uma p-norma,;

b) o operador identidade

I[: K — K
A — A

é tal que ||I||z = 1;

c) seuy € L(G; E),us € Z(E; F) e uz € L(F; H), entao
lug 0 ug 0w [|lz < ] - fJusllz - [lus]l-

Usamos a notagao (Z, || - ||z) para representar o ideal juntamente com uma p-norma.

Se todas as componentes Z(E; F') forem espagos de Banach relativamente a topolo-
gia induzida pela p-norma || - ||z, entao dizemos que (Z, || - ||z) é um ideal p-Banach. No

caso particular em que p = 1 dizemos simplesmente ideal normado ou ideal de Banach.

Defini¢ao 1.10. Seja Z um ideal. Dizemos que Z é um ideal fechado quando Z(E; F')
for um subespago fechado de L(E; F') para quaisquer espagos de Banach F e F', con-

siderando a norma uniforme.

Finalizaremos este capitulo mostrando alguns exemplos de ideais de operadores.
A classe dos operadores lineares completamente continuos, operadores que transfor-

mam sequéncias fracamente convergentes em sequéncias convergentes, sera denotada

por CC.

Proposigao 1.2. A classe CC dos operadores lineares completamente continuos é um
ideal fechado.

Demonstrac¢ao. Sejam A, B € CC(E; F),\ € K e (x,)22, convergindo fraco para x em
E. Entao A(x,) — A(z) e B(z,) — B(z). Logo

(M + B)(z,) = M(z,) + B(x,) — AA(z) + B(z) = (M + B)(x).

11



1. Ideais de Operadores

Isto implica que AA + B € CC(E; F) e, portanto, CC(E; F') é um espago vetorial. Seja
A=p®y, comp€c E eyc F. Seja x, — x em E. Entdo ¢(x,) — ¢(x). Portanto
Alzn) = p(zn)y — @)y = A().

Logo, A € CC(E; F) e CC(E; F) contém os operadores de tipo finito.
Mostremos agora que CC possui a propriedade de ideal. Sejam u; € L(G;FE),
uy € CC(E;F) e us € L(F;H). Considere z,, — x em G. Entao ui(z,) — ui(x).

Assim ug(uq(z,)) — uz(ui(z)). Da continuidade de ug, segue que
(ug 0 ug o uy)(x,) — (us o ug o uy)(x).

Logo, (uzougouy) € CC(G;H) e CC é um ideal. Seja (u,)7°; uma sequéncia em
CC(FE; F) convergindo para u na norma uniforme. Mostremos que u € CC(F; F'). Seja
()22, uma sequéncia em E convergindo fraco para x. Entao existe ¢ > 0 tal que,

para todo n :
lznll <c ezl <e
Como u; — u, dado € > 0, existe jo € N tal que
€
—ull < —, V7> 7.
Jug — ull < o %52 o
Como uj, € CC(E; F), temos u;,(x,) — uj,(z). Logo existe ng € N tal que
€
g () = wjio ()| < 5 Y1 2> 0.
Assim, para n suficientemente grande, vale
[u(@n) —u(x)| < flu(zn) = wjy(@n) | + lug (2n) = wjo (@) + [lujo (2) — ul2)]]

€

< M =ull - fleall + 5+ lluy =l - ]

3
< ettt
3c 3 3c
= e
Portanto, u(z,) — u(x) e CC(E; F') é fechado. [

Definigao 1.11. Um operador T' € L(E; F') entre espagos de Banach é absolutamente
somante se T transforma sequéncias fracamente somaveis em E em sequéncias absolu-

tamente somdveis em F, isto ¢, (T'(z;))32, € l1(F) sempre que (r;)32, € IY'(E).

Proposicao 1.3. A classe L,;s dos operadores lineares absolutamente somantes é um

ideal.

Demonstra¢ao. Mostremos inicialmente que Lgps(E; F') é um espago vetorial, para
quaisquer F e F Banach. Sejam T),Ty € Lus(E; F). Entao, dada uma sequéncia
(z5)52, € IY(E), temos

12



1. Ideais de Operadores

Y Tyl < o0, i=1,2.
j=1
Logo,
D IAT +To) @) < Y IMIT )l + Y 1 T(y)]] < oo
j=1 j=1 j=1

Portanto, AT7 4+ T € Laps € Laps(E; F') é um espago vetorial.
Verifiquemos agora a propriedade de ideal. Sejam uy € L(G, E),us € Lyps(E; F) €
uz € L(F; H) e seja (2;)52, € IY(G). Considere ¢ € E'. Entao pou; € G e, portanto,

o0

> lelur(z) < oo = (wi(x)))32, € IY(E).

j=1
Logo, ((uz o ui)(w;))52, € L(F) e, da continuidade do operador usz, segue que

((uz o ug o up)(w;))32, € li(H). Isto mostra que uz o ug o uy € Laps(G; H). |

Definicao 1.12. Seja F um espago topoldgico. Dizemos que um conjunto X C FE é
relativamente compacto quando X for compacto. Dizemos que X C E é relativamente

fracamente compacto quando X for compacto considerando a topologia fraca.

Exemplo 1.2. Seja X um espago vetorial normado de dimensao finita. Entao a bola

aberta B(0,1) centrada na origem e raio 1 é relativamente compacta em X.

Defini¢ao 1.13. Seja A € L(Ey, ..., E,; F). Dizemos que A é compacta (fracamente
compacta, respectivamente) se A(Bg,, ..., Bg,) é um subconjunto relativamente com-

pacto (relativamente fracamente compacto, respectivamente) de F'.

Exemplo 1.3. Sejam Fy,..., E, e F' espacos vetoriais normados, com dim F < oo.

Entao qualquer operador linear continuo 7" : K} x ... x E, — F' é compacto.

Demonstracao. Seja B := Bpg,,...,Bg,. Como T ¢é linear e continuo segue que 7'(B)

é limitado. Como os compactos de um espaco vetorial normado sao precisamente os

conjuntos limitadas e fechados, concluimos que T'(B) é compacto e, portanto, T' é

compacto. [ |

Denotaremos por IC e W as classes dos operadores lineares compactos e fracamente
compactos, respectivamente. Além disso, denotaremos L e Ly, as classes dos opera-
dores multilineares compactos e fracamente compactos, respectivamente.

Na proxima demonstracao, para mostrar que um operador é compacto usaremos
a caracterizacao dos operadores compactos por meio de sequéncias: T : E — F é
compacto se, e somente se, (T'(z;))32; possui subsequéncia convergente sempre que

(z;)52, ¢ limitada.

13



1. Ideais de Operadores

Proposicao 1.4. As classes K e W sao ideais fechados.

Demonstracao. Mostraremos apenas que K é um ideal fechado, pois a demonstracao
para W ¢ andloga. Inicialmente, mostremos que K(FE; F') é um espago vetorial que
contém os operadores de tipo finito. Usaremos a caracterizacao dos operadores com-

pactos por meio de sequéncias. Sejam A, B € K(E; F) e (x,);>; uma sequéncia limi-

[e.e]

tada em E. Como A é compacto, existe uma subsequéncia (A(x,,))5, de (A(x,))r,

que converge. Da compacidade de B, segue que (B(x,,))s; possui uma subsequéncia
convergente (B(y,))se ;. Por ser uma subsequéncia de (A(x,, )52, (A(y,))22, também
converge. Logo, (AA+ B)(y,))22, é convergente e, portanto, AA+ B € IC(E; F). Seja
T € L(E;F) de tipo finito e M C E limitado. Entao T'(M) é limitado e fechado e,
portanto, compacto, pois dim(7'(F)) < oc.

Sejam T € K(E; F),S € L(F;H) e R € L(G; E). Mostremos que S oT o R estd
em K(G; H). Seja (x,)22, C G limitada. Como R € L(G; E), segue que (R(x,))x

n=1

também ¢é limitada. Como T € K(E; F), (T(R(z,)))22, possui uma subsequéncia
convergente, digamos ((7' o R)(zy,,))7>,. Da continuidade de S, segue que ((SoT o
R)(xp,))52, também converge. Isto mostra que (S o7 o R) € K(G; H). Logo, K é um
ideal.

Sejam T; — T, onde T; € K(E; F), para todo j € N, e (z,,)5°_; uma sequéncia
limitada em E. Da compacidade de T3, (z,,)5c_; possui uma subsequéncia, (1,)m_1,
tal que (T1(x1m))5e_; é de Cauchy (convergente). Da mesma forma, (x,,)5_; possui
uma subsequéncia (z2,m,)5%_; tal que (Th(xq,,))3_, é de Cauchy. Este processo pode

ser repetido para qualquer n € N e podemos entao considerar a sequéncia diagonal
oo
(Ym)m=1 = (T1,1,T2.2, L33, s Ty -+ ),
que é uma subsequéncia de (z,,,)5°_; tal que (T}, (ym))>_; é uma sequéncia de Cauchy

[e.9]

em F para todo n € N. Uma vez que (x,,)°_; é limitada, existe ¢ > 0 tal que ||yn| < ¢,

para todo m € N. Da convergéncia T,, — T', dado € > 0, existe nyg € N tal que
1T — T, < —, ¥n>ne.
3¢
Como (T, (ym))2_, é uma sequéncia de Cauchy, existe n; € N tal que
€ .
1T (43) = T ()l < 50 V3, b 2.

Assim, para j e k suficientemente grandes,

1T (y;) = Tl < 1T (y5) = Ty W) |l + 1T (03) = Toag (W) | + (1T () = T

€
< T = Tos llly; 1l + 3t 1 Tno — Tl [yl
- € +e+e

_-C — —.C

3¢ 3 3c

= €.

14



1. Ideais de Operadores

Logo (T'(y;))52, é de Cauchy e, portanto, convergente. Isto mostra que T' € K(E; F) e
que K(FE; F) é fechado. |
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Capitulo 2

Multi-ideais

A definicao de multi-ideal é uma generalicao do conceito de ideal. Agora, em
vez de considerarmos uma classe das aplicacoes lineares, consideramos uma classe das
aplicagoes multilineares entre espacos de Banach. O trabalho de A. Pietsch, Ideals of
multilinear functionals, de 1983 foi um marco histérico no desenvolvimento da teoria
de multi-ideais. Na ocasiao, Pietsch apresenta uma teoria de ideais para aplicacoes
multilineares. Neste capitulo apresentaremos exemplos classicos de multi-ideais e mos-
traremos uma forma de obter multi-ideais a partir de ideais lineares, o método de
composi¢ao. A maioria dos exemplos aqui dados serao retomados no préximo capitulo
com a intencao de analisar se eles pertencem a uma classe mais restrita, a dos hiper-

ideais.

Definicao 2.1 (Multi-ideal de operadores). Seja M uma subclasse dos operadores
multilineares continuos entre espagos de Banach. Dizemos que M é um multi-ideal (ou

ideal de operadores multilineares) se as suas componentes
M(Ey, ..., E; F) = L(Ey, .. .E; F)NM,
onde Fy, ..., F, e F' sao espacos de Banach arbitrarios, satisfazem as seguintes condicoes:

M1: M(Ey,...,E,;F) é um subespago vetorial de L(Ey,...E.;F) e
Li(Ey,....Ey F) C M(E, ..., By F);

M2 (propriedade de multi-ideal) : se Ty € L(Gy;Ey), ..., T, € L(G.;E,),
Ae M(Ey,...,E,;F)ete L(F;H), entao

toAo(Th,..,T,) € M(Gy,....,G,; H).

Um multi-ideal é chamado de multi-ideal p-normado se existem 0 < p < 1 e uma fungao

|- [Jam: M —[0,00) tais que:
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2. Multi-ideais

a) a funcdo || - || pm restrita a qualquer componente M(Fj, ..., E,; F') é uma p-norma;
b) o operador

I,: Kx---xK — K
Ay An) — Ao\,

¢ tal que ||, pm = 15

c) seTh € LIG; Ey),....T, € LGy, E,), A€ M(Ey,....E,;F) et e L(F;H), entao

[t o Ao (Ty, ... T)llaa < (IE[] - FAlLve - T3]l 1T

Assim como no caso de ideais lineares, se todas as componentes M(Ey, ..., E,; F)
forem espacos de Banach relativamente a topologia induzida pela p-norma || - || »(, entao

dizemos que (M, || - ||m) é um multi-ideal p-Banach ou, no caso p = 1, de Banach.

2.1 Exemplos

Sabemos da definicao que qualquer multi-ideal contém a classe dos operadores de
tipo finito. Mas sera que existe um multi-ideal que esta contido em qualquer outro

multi-ideal? A resposta (positiva) é dada pelo préximo resultado.
Proposicao 2.1. A classe £; é o menor multi-ideal.

Demonstragao. E imediato que Lf(Ey, ..., E,; F) é um espago vetorial que contém os
operadores de tipo finito. Mostremos que L possui a propriedade de ideal. Sejam
te L(F;H), Ty € (Gy; Ev), ... T, € (G En) ¢ A€ Ly(E, ..., Ey; F). Entao existem
k € N, funcionais 90§ € E;,i =1,..,n, evetores y; € F',j = 1,..., k, tais que

k
A= "0i®- Q¢ Qy;.
j=1
Assim,
[toAo(Ty,..T)|(x1,....wn) = AT\ (x1),...,Th(xn)))

= t (Z 90}(T1(l’1)> ce @?(Tn(xn)) ’ yj)

WE

(pj o T1) (1) -+ - (9] o Ty) () - t(y;)

<.
I

k
7j=1

17



2. Multi-ideais

onde ! = @b o) : Gy — K, I =1,...,n, e z; ;= t(y;) € H,j = 1,...., k. Isto mostra
que toAo(Ty,....T,) € Li(Gy,...,Gp; H). Logo L é um multi-ideal. A minimalidade

segue da definicao de multi-ideal. [

Segue da definicao que qualquer multi-ideal pode se tornar normado com a norma
uniforme. Mas sera que existe um menor multi-ideal de Banach? E, no caso positivo,

qual é esta classe? Vamos responder estas perguntas.

Definigao 2.2. Seja A € L(Ey, ..., E,; F). Diz-se que A é um operador nuclear se,

o0

para cada [ = 1,...,n, é possivel obter uma sequéncia limitada ((pé) 521 de funcionais

! ~ . 00 ~ . . . 00 .
em Ej, uma sequéncia (A;)32, em /; e uma sequéncia limitada (y;)52, em F tais que

Ay, o) = Y Njoy(an) -+ @ () -y
j=1

A expressao acima é dita uma representacao nuclear para A e o espaco de todos ope-

radores n-lineares nucleares de E; x ... X E, em F' é denotado por Ly (FE1, ..., E,; F).

A norma nuclear em Ly é definida por

[Allzy = inf {Z il sl el - HyjH} :
j=1

onde o infimo é tomado sobre todas as possiveis representacoes nucleares de A.

Proposicao 2.2. Sejam E, ..., E, e F espacgos de Banach. Entao

EN(El’ Y En7 F) g Ef(Elv ) Ena F)‘Hl
Demonstragio. Dado A € Ly(Ey, ..., En; F), existem uma sequéncia limitada (¢})32,
de funcionais em EZ/ , Uma sequéncia (Aj)?; em [; e uma sequéncia limitada (y]);'i . em

I tais que
j=1

Como as sequéncias ()32, 1 = 1,...,n e (y;)52, sdo limitadas, existe ¢ > 0 tal que

o3I -~ 1]l - ly;]] < e, para todo j € N. Como (A;)52; estd em Iy, dado € > 0, existe
Jo € N tal que
= €
2 Wl <7
J=Jo

Logo A = lim By, onde By, := Z?Zl A ® @) @ -+ ® ¢ @y;, pois para k > jo,

18



2. Multi-ideais

IA=Bl = I Y New ooyl
j=k+1

< D) e eyl
Jj=k+1

= > -l D Nyl

j=k+1

oo
< e Y|
Jj=k+1
< €.

Como By € L¢(Eh, ..., En; F), para todo k € N, segue que A € L¢(En, ..., En; F) [

Teorema 2.3 (Critério da Série para multi-ideais). Sejam 0 < p < 1, M uma subclasse
das aplicag¢oes multilineares continuas entre espagos de Banach e ||-||pm : M — [0, 00)
uma fungao. Entao (M, ||-||m) € um multi-ideal p-Banach se, e somente se, as sequintes

condigoes sao satisfeitas:
i) M satisfaz a propriedade de multi-ideal;

i1) o operador I, : K x ... x K — K, dado por L,(A1, ..., \n) = A1+ A\, pertence a
M, para todo n € N;

iii) || - ||m satisfaz as condigoes b) e ¢) da Definigao [2.1);

i) Se (A;)%, € uma sequéncia em M(Ey, ..., E,; F) e 57 [|Ajlly < oo entdo

A= 00 Ay € M(Ey, o Ens F) e[| All < 2252 141

Demonstracao. A prova é andloga a do Teorema [3.4] apresentado no capitulo 3 e, por

isso, decidimos demonstra-la mais a frente. [ |
Proposicao 2.4. O par (L, || - ||z,) é o menor multi-ideal de Banach.

Demonstragcao. Usaremos o Teorema do Critério da Série para multi-ideais.
i) Seja A € Ly(Ey,...,E,; F) e sejam Ty € L(Gh, Ev),....T, € L(Gp;E,) ev €
L(F;H). Entdo existem uma sequéncia limitada (¢4)?2, de funcionais em E;, uma

sequéncia (\;)52, em [; e uma sequéncia limitada (y;)32, em F tais que

Alwr ey ) = ) Njps () - @ (@) - gy
j=1
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2. Multi-ideais

Assim,
o Ao (Th,..T)|(x1, ... xn) = (A(Tl(:vl) o Tn(20))
- Z)\ FoTy)(xy) - (@ o T) (@) - y5)
_ Z)\ Lo ) (w1) - (@) o T) (@) - v(yy)
= ;Aj¢;(x1)---¢(xn)-zj,

onde ¢} = phoTy: Gy — K, I =1,...,n,e z :=v(y;) € H,j=1,....k. Como (y;)52, é
limitada e v é continuo, segue que (2;)52, também ¢ limitada. Logo vo Ao(Th,...,T,) €
Ly (G, ...,Gn; H) e Ly satisfaz a propriedade de multi-ideal.

i1) Seja ¢ o funcional linear identidade em K. Entao

L(xy, . xn) = @(x1) - ().

Logo, I, € Lxi("K;K).

i1i) Pelo item i) acima, temos

lvo Ao (Th,....T) cy

IN

Yl ligg o Tl -+l o Tull - o(ys)ll

IN

Dl -l Il IR - Tl - Dol - gl

j=1

= (Il NTall - Dol D Il ol 1l Nyl
j=1

e tomando o infimo sobre todas as representacoes nucleares de A, obtemos
oo Ao (Th, ... To)lley < IITall- - 1 Tall - ol - [All -

Pelo item i), j& sabemos que ||I,|z, < |l¢]|* = 1™ = 1. Suponha, por absurdo, que

| 1]l < 1. Entao existe uma representacao nuclear

I(xy,..,x Z)\]gpj x1) 0 (1)

tal que %, (] - et llggl < 1. Mas
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2. Multi-ideais

1= |L(1,..,1)| =

D> Ny @MY DNl eyl < 1
j=1 j=1

o que é uma contradicdo. Portanto ||, ||z, = 1.
iv) Seja (A;)32, em Ly (Ey, ..., En; F) tal que

(e 9]
D14l < co.
j=1

Dado € > 0, para cada j € N, existem sequéncias (A, )72, em Iy, (y;x)7>, em F limitada

e (¢l )y E,,l=1,..,n, limitada tais que

(e}
Aj = Z Nk Pi ® - @ Pl @ Yk
j=1

e
oo
D Pl logall - Nefell - Nyzall < (14 €) - 14|z
j=1
Se necessario, podemos supor [|y; k|| = ||}l =1, I =1,...,n, pois,
o0 o0
D sl Mjill - Mgl - Nyiwl =D bl - 1ogall - - 153l - 1zl
j=1 j=1
ik Yj.k
onde vk = Ak - l0jll - Ifull - Nlyinll, din = 772 e zix := === Note que
2| 19l

- . L o LCL S
(Vik)pe, estd em [y, uma vez que as sequéncias (\;x)72, € (yjx)pe, sao limitadas.

Assim, da desigualdade acima, obtemos que ()‘j7k)(]?,cl>c:1 € [,. Portanto

S sl @ B g — z(zAj,kw;,k@.--w;k@yj,k)

Jk=1 Jj=1 \k=1

— ZAJ‘
j=1

I
=

Logo, A € Ly(Ey,....,En; F) e

ANz <0 1wl logell - lofell - lysell =D 1wl < (1+€) - (Z HAchN> :
4.k j=1

Jk

Fazendo € — 0, obtemos

o0
IAlley < Y 1A llzy < co.

j=1
Pelo Teorema [2.3] segue que (L] - [|,) ¢ um multi-ideal Banach. O fato de
(Lar, || - |lz,) ser o menor multi-ideal Banach, segue da inclusao

La(Eyy o By F) C L(EBy, oo By F)
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2. Multi-ideais

e do fato de que todo multi-ideal Banach contém C_f [

A Proposicao nos diz também que Ly, com a norma uniforme, ndo é Banach,

uma vez que Ly # Ly

2.2 Ideais de Composicao

Existem algumas formas de obter multi-ideais a partir de ideais de operadores
lineares. Como exemplos, citamos o método da composi¢ao, o método da Z-limitacao

e o método da fatoracao. No presente trabalho apresentaremos somente o primeiro.

Definicao 2.3 (Ideais de Composicao). Sejam A € L(FEy, ..., E,; F) e Z um ideal de
operadores lineares. Dizemos que A € Z o L se existem um espaco de Banach G, um

operador linear u € Z(G; F') e um operador n-linear B € L(FE}, ..., E,; G) tais que
A=wuoB.
Se (Z,] - ||z) é um ideal de operadores lineares p-normado, 0 < p < 1, definimos
[Allzoc := inf{{lullz - [ BI| : A= uo B}.

Mostraremos em seguida que dado um ideal Z sempre é possivel obter um multi-
ideal a partir deste ideal. Na verdade, o resultado é ainda mais forte, mostraremos uma
forma de obter multi-ideais normados a partir de ideais normados e de como conseguir

multi-ideais p-Banach a partir de ideais de operadores p-Banach.

Proposigao 2.5. Se (Z, ||-||z) ¢ um ideal de operadores lineares p-normado (p-Banach),

entdao (Z o L, || - ||zoz) ¢ um multi-ideal p-normado (p-Banach).

Demonstragao. Sejam Ay, Ay € T o L(Ey, ..., E,; F). Entao existem espagos de Banach
Gi,i=1,2,u; € Z(G;; F) e B; € L(EY, ..., E,; G;) tais que

Ai:UiOBi, Z:1,2

Considere os operadores projecoes m; : Gi X G — GG; e o operador
B: Eyx---xFE, — G X Go
x — (Bi(x), By())
Note que, para qualquer z € E; X --- X E,,
(A1 + Az)(@) = ([(u1 0 m1) + (u 0 m2)] 0 B)().
Logo, A1 + Ay € To L(E, ..., E,; F), pois pela propriedade de ideal,

[(uy 0 my) + (ug 0o ma)] € Z(Gy x G F).
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2. Multi-ideais

E imediato que AMA € T o L(EY, ..., E,; F), para qualquer escalar A € K e para qualquer
A € ToL(Ey,...,E,; F). Portanto, Z o L(E, ..., E,; F) é um subespago vetorial de
L(Ey,...,E,; F). Seja A um operador de tipo finito da forma A = o1 ® -+ ® p, ®
y. Entdo A = wo B, onde B : F; x --- x E, — K é dado por B(zy,...,x,) =
o1(x1) - p(zy) e u : K — F é dado por u(\) = Ay. Logo, Zo L(F,..., E,; F)
contém os operadores de tipo finito.

Sejam A € Zo L(FEy, ..., By F), Ty € L(G1; Ey),....,T, € L(G,; E,) et € L(F; H).
Podemos escrever A = vo C, onde C € L(Fy,....,E,;G) e v € Z(G; F). Definamos
u:=tove€I(G;H)e D :=Co(T,..,T,) € LG, ...,G,; G). Entao

toAo(Ty,...,T,) =uoD e€ToL(Gy,.., Gy H).

Logo, Z o £ é um multi-ideal sempre que Z é um ideal.
Mostremos agora que (Zo L, || - ||zoz) é p-normado quando (Z,] - ||z) é um ideal
p-normado. Para isto vamos precisar da Proposicao do Apeéndice que afima que

|Allzoz = ||AL||lz, onde Ay, é a linearizagao de A.

a) A funcao ||-||zoc restrita a qualquer componente Z o L(EY, ..., E,,; F) é uma p-norma.
De fato,
i) |Allzor =0 <= ||AL|lz =0<= A, =0<= A=0.
i) [AMllzoc = [[(A) Lz = [[AMLllz = [Al- [[ALllz = [A] - [[Allzoc-

iii) |A+ Bllzoe = 1AL + Bellz < [|ALllz + [|Bellz = [|AlZoz + 1Bl Zoc-
b) O operador [, : K x - -+ x K — K ¢é tal que ||1,,||zoc = ||(1n) ]|z = ||1d||z = 1.

c) Sejam Ty € L(Gy; Ey),....,T, € L(Gy; En),A€ZoL(E, .. . E;F)ete L(F;H).

Para z, € G4, ..., x, € G, temos

(toAo(Th,...Ty))(x1®--®@x,) = (toAo(Th,....Tn))(x1, ..., Tp)
= t(A(T(x1),..., Th(xp)))
= UAL(T1(21) @ -+ @ Ty ()
= HAL(T @r - @r Tp) (11 ® -+ ® 1))

= (tOALO(T1®ﬂ-®77Tn))<$1®®xn)

Logo, (to Ao (Ty,....,T,))r = (to Ap o (11 @ - -+ ®, T,,). Mais ainda,

[toAc(Ty, ... To)llzoe = (o ALo(Th ®z - @ To)lz
< - NAclz - (T @« - - @ T
<t Al zog - (T3] 1Tl
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2. Multi-ideais

Logo, (Zo L, || - |lzoz) ¢ um multi-ideal p-normado

Assumamos agora que (Z,|| - ||z) é p-Banach. Sabemos (veja Apéndice) que
(ZoL(Ey,....Ey;F), || - llzoz) € (Z(EA®y -+~ @xFEy; F), || - ||z) sdo isomorfos isometri-
camente. Por hipétese, (Z(E1®y - ®@En; F),|| - |lz) é um espaco p-Banach, por-
tanto (Zo L(Ey, ..., En; F), || - ||zoz) também é um espago p-Banach. Logo Zo L é
p-Banach. [ |

Finalizaremos o capitulo mostrando que o espaco dos operadores fracamente se-

quencialmente continuos é um multi-ideal.

Definigao 2.4. Seja A € L(Ey, ..., E,; F). Dizemos que A é fracamente sequencial-

1 n
s ...,l'j

em F; convergem fracamente para x;, onde [ = 1,...,n. A

mente continuo se (A(x

que as sequéncias (z})

classe dos operadores entre espacos de Banach fracamente sequencialmente continuos

))52, converge para A(xy,...,z,) na norma de F' sempre

(o]
=1

sera denotada por L.
Proposicao 2.6. A classe L. ¢ um multi-ideal.

Demonstragao. Sejam A, B € Lys.(F1, ..., En; F) e a € K. Sejam (xé);’il em E; conver-

gindo fracamente para x;, [ = 1, ...,n. Da definicao de L., segue que (A(le-, e T))5

converge para A(xi,...,z,) e (B(zj,...,2}));2, converge para B(xy,...,T,). Assim,
(@A + B)(xj,....,x}))52, = a(Azj,...,2})52, + (B(zj,...,x}))52, converge para
aA(zy, ..., xn) + Bz, ..., x,) = (€A + B)(xq, ..., x,) na norma de F. Logo, A+ B €
Lysc(E1, ..., By F). Portanto, Lys.(Ey, ..., Ey; F') é um espago vetorial. Sendo assim,
para mostrar que os operadores de tipo finito pertencem a Lys.(E1, ..., E,; F') é sufici-

ente mostrar que A := @1 @+ Q@ @Y € Lyse(E1, ..., En; F),onde g, € Bl =1,...n
I

sao arbitrdrios. Sejam (r3)%2, em Fj convergindo fracamente para x;. Da defini¢io da

norma fraca, segue que (¢(4));2, converge para ¢;(z;), Il = 1,...,n. Logo,
A(x;, T = gpl(x}) con(2])y — or(T1) - pn(Tn)y = AT,y ).
Isto mostra que A € Lys.(Er, ..., By F).

Resta-nos mostrar que L, satisfaz a propriedade de multi-ideal.  Sejam

A€ Loyse(Br, ..., Ey;F), Ty € L(G1;Ey),....T, € L(Gyn;E,) et € L(F;H). Sejam

também (xé);";l em F; convergindo fracamente para x;, para cada [ = 1,...,n. Como

T, também é continua considerando as topologias fracas de GG; e de Ej, temos
Ty(x}) — Ti(a).
Como A € Lys(Er, ..., En; F), segue que
A(Tl(x}), o Tn(2])) — A(Th(21), -, To(0)).
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2. Multi-ideais

Da continuidade de t concluimos que
[toAo(Ty,..,T)|(x},....,2%") — [to Ao (Th, ..., T)(x1, ..., 7).

77 J

Logo [to Ao (Ty,....,T,)] € Luse(G1,...,Gp; H).
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Capitulo 3
Hiper-ideais

O conceito de multi-ideal é uma generalizagao do conceito de ideal. Mas a com-
posicao do lado direto é feita somente com operadores lineares, muito embora faca
sentido compor com multilineares. Isto faz com que o operador resultante da com-
posicao tenha o mesmo grau de linearidade do original. O estudo do conceito de
hiper-ideal, objetivo principal do trabalho, vai abranger justamente este tipo de com-
posicao, muitas vezes aumentando o grau de linearidade e portanto saindo do espaco
das transformacoes n-lineares para o espaco das transformacoes n + k-lineares, k € N,

como ilustra o diagrama abaixo:

(GlX"'XGm1)X(Gm1+1X"'Xsz)X"'X(Gmn—1+1X"'XGmn)

toAo(By,..., By)
By Bz Bn

Eq X Eo X e X E, F

Vamos as definigoes.

Definigao 3.1 (Hiper-ideal de operadores). Seja ‘H uma subclasse dos operadores
multilineares continuos entre espacos de Banach. Dizemos que H é um hiper-ideal de

operadores multilineares se as suas componentes n-lineares
H(Ey, ... By F) = L(Ey, ... B F)NH,
onde Fy, ..., F, e F' sao espacos de Banach arbitrarios, satisfazem as seguintes condicoes:

H1: H(E,, ..., E,; F) é um subespaco vetorial de L(Ey, ..., En; F) e Ly(Ey, ..., By F) C

H2 (propriedade de hiper-ideal) : set € L(F;H), B, € L(G X -+ X Gp; Fy), ...,
B, € LGy, 4s1 XX G i Ey) e A€ H(E, ..., E,; F), entao

toAo(By,...By) € H(Ghy ..., G,y s H).
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3. Hiper-ideais

Um hiper-ideal é chamado hiper-ideal p-normado quando existem 0 < p < 1 e uma

funcao || - || : H — [0, 00) tais que:
a) A fungao || - || restrita a qualquer componente n-linear H(Fy, ..., E,; F) é uma
p-norma;

b) o operador

I,: Kx---xK — K
Ay An) — A\,

¢ tal que [|1,[jy = 1;

c)sete L(F;H),By € LGy XX Gy Br)y ooy By € L(Grpyy41 X - X G s E) €
A€ H(Ey, ..., Ey; F), entao

[to Ao (B, ..., Bu)llaw < tl] - [|Allz - | Ball - - || Ball-

Dizemos que (H, | - ||%) é um hiper-ideal p-Banach se todas as componentes n-
lineares H(E1, ..., E,; F) forem espagos p-Banach relativamente a topologia induzida
pela p-norma || -||. No caso particular em que p = 1 dizemos simplesmente hiper-ideal
normado ou hiper-ideal Banach.

Como a propriedade de hiper-ideal é mais forte do que a de multi-ideal, veremos
mais adiante que alguns multi-ideais nao sao hiper-ideais. A outra inclusao sempre
acontece.

A classe

L= |J L(Bi.. E.;F)

El?"'7En7F
neN

de todas as aplicagoes n-lineares, n € N, entre espacos de Banach Ei, ..., E,, F', é um
exemplo trivial de hiper-ideal. Em particular, ¢ um exemplo trivial de multi-ideal. Se

fixarmos n = 1 teremos um ideal.

3.1 Propriedades e Exemplos
Proposigao 3.1. Seja (H, || - %) um hiper-ideal p-normado. Entao

<1 e

27



3. Hiper-ideais

Demonstracao. Sejam A € H(E,...,E,; F) e x; € E;,j =1,...,n. Pelo Teorema de
Hahn-Banach, existe um funcional ¢ € F' tal que ¢(A(zy, ..., 2,)) = ||A(21, ..., 2,)| e

l¢l| = 1. Consideremos os operadores lineares 1 ® x;,i =1,...,n, e ¢ ® 1. Entao

(p@1)0oAo 1@z, 1@ 2) Ay ) = (p@ DAL @ 1A,y 1 @ 2,0))
= ANz, ..y, \y))
= AN No(Axg, ey )
= I,(M\, o A) (A, ey ).

Logo,
(p@1)oAo(1®xy,....1Qx,) = p(A(x1,...,x,)) - I,

e entao

|A(z1, .oy zn)|] = @(A(z1, ..y 2p))

= le(A(z, oy zn))] - a3

= oAz, .. zn)) - Inlla

= [[(p®@1)ocAo(1®@xy,...,1 @2,
lo @ 1| - [[Allg - 1T @] - - [T @ 2
[Alla - Mzl - - -

VAN

Como os vetores x; € F;,1 = 1,...,n, sao arbitrarios, da desigualdade acima concluimos
Al < [|A][2-
[ |

Acabamos de mostrar que a norma uniforme de qualquer operador num hiper-ideal

‘H é sempre menor ou igual do que a norma do operador considerando uma p-norma
. . o

em H. Isto significa que se uma sequéncia (73)52; € H converge na p-norma || - ||z

entao (7})32, também converge considerando a norma uniforme.

Proposicao 3.2. Dado um hiper-ideal H, definamos

para todo n € N e quaisquer espacos de Banach Ey, ..., E,, F. Entdo (H, ||-||) é o menor

hiper-ideal fechado contendo H.

Demonstracio. Sejam A, B € H(FE,...,E,;F) e a € K. Entdo existem sequéncias

(A5)32, e (Bj)i2, em H(Ey, ..., E,; F) tais que A; — A na norma uniforme e
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3. Hiper-ideais

B; — B na norma uniforme. Logo, a4; + B; — «A + B na norma uniforme.
Como H(E}, ..., En; F) é um espago vetorial, segue que a sequéncia (aA; + B;)52,
estd em H(EL,...,E,; F). Logo, (¢A + B) € H(FE,...,E,; F) e, por conseguinte,
H(E,...,E,; F) é um espaco vetorial. Temos também Ly CH C H. Mostremos
que H possui a propriedade de hiper-ideal. Sejam A = lim A, Ay e H(E, ... B, F),
para todo j € N, By € L(Gy X -+ X Gpy; Ev)y ooy By € L(Gryyy41 X - X G E) €
t € L(F; H). Entao

HtOAO(Bl,...,Bn)—tOAjO(Bl,...,Bn>|| = ||tO(A—AJ>O(B1,,Bn)||
=l 1A= Al A Bal - - [ Bl

— 0.

Portanto,
(toAjo(By,....,By)) — (toAo(By,...,By)).

Sabemos que, para todo j € N, (to A; o (By,...,B,)) € H(Gy,...,Gn,; H), ou seja,
(toAo(By,....B,)) € H(G1,...,Gp,; H). Logo (H, || - ||) é um hiper-ideal normado.
Segue da defini¢io que (H, || - ||) é fechado.

Seja G um hiper-ideal fechado que contém H. Como G é fechado, devemos ter

HCG. ]

Ja vimos que de maneira geral vale || - || < || - ||%. O préximo resultado nos dira que

para uma determinada classe de operadores sempre vale a igualdade.

Proposigao 3.3. Sejam (H, || - ||[%) um hiper-ideal p-normado, Ty € L(Ey, ..., En,), ...,
T, € L(Epm, 41, Em,) ey € F. Entao

T1®...®Tn®yGH(El,---aEmn;F)
e vale
1@ O T, @yl = 1T & Tu @yl = [Tl Il Iyl

Demonstragao. Seja x := (x1,..., Ty, ) € F1 X -+ X E,, . Note que

(1®y)ol,o(Th,...Ty)(x) = (A@y) L (Th (1, ooy Tmy)y ooy Tn( @y 1415 oy Timyy)))
= (1@y)(Ti(z1, .., ®my) To(Tm, 141, Tm,))
= (Ti(x1, iy Tiny)  To(Tonyy 11y ooy Ty, )) = Y
= TR T, y(x1,....Tm, ).

Como H é um hiper-ideal e [, € H(K x --- x K;K), da propriedade de hiper-ideal,

segue que
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3. Hiper-ideais

e  -T,ey=01®y)ol,o(T,..,T,) € H(E1,....En,; F).

Além disso, sendo y1 := (T1, ooy Ty )y ooy Y = (Tinpy_1 415 ooy Ly, ), LEMOS

T ®---T, @yl = sup [[1®y)ol,o(T,..,T,)(z)|

z;||<1
iJI,AU.,mn

= sup [[Th(y1) - Tu(yn) - yll
Nlysli<1
i=1,...,n

= sup [Ti(yd)| - [Tu(ya)l - llyll
Nlyslli<1
i=1,...,n

= | sup [Ti(y)| |---{ sup [Tyl | - llyll
ly1<1 lyn <1

= |Tall--- (1Tl - [lyl]-

Logo

@ T,y < e 0T, ®yllu
[(1®y)ol,o(Th,...Tn)lln

< @A@Y - Ll - 10 - - Tl
1A 2% R ]

= |h® - 0T,y

e, consequentemente,
@ - @T, @yl =T @ @Tw @yl = [IT0ll - - Tl - [lyll-

Como os operadores de posto finito sao combinagoes lineares finitas de operadores

da forma
Ne---T,Ry,

a Proposicao [3.3| nos diz que a classe Lz estéd contida em qualquer hiper-ideal H e, para
os operadores desta classe, tanto faz considerar a p-norma em H ou a norma uniforme.

Verificar que uma classe é um hiper-ideal nem sempre é tarefa facil. Ainda menos
facil é mostrar que uma classe é um hiper-ideal p-Banach. O préoximo teorema vai
justamente dar uma nova caracterizacao dos hiper-ideais p-Banach, que facilitara nosso

trabalho quando precisarmos mostrar que uma classe ¢ um hiper-ideal p-Banach.
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3. Hiper-ideais

Teorema 3.4 (Critério da série para hiper-ideais). Sejam 0 < p < 1, H uma sub-
classe da classe das aplicacoes multilineares continuas entre espacos de Banach e
| -l : H — [0,00) uma funcao. Entio (H,|| - ||z) € um hiper-ideal p-Banach

se, e somente se, as sequintes condicoes sao satisfeitas:
i) M satisfaz a propriedade de hiper-ideal.
ii) I, € H("K), para todo n € N.
iti) || - ||ln satisfaz as condigoes b) e ¢) da Defini¢io 3.1

w) Se (A;)52, € uma sequéncia em H(E, ..., E,; F) e

e}
D 4l < oo,
j=1

entdo A=) 7 A € H(E, .., En F) e

[e.o]
1Al < > 114515
j=1

Demonstragao. (=) Pela definigdo de hiper-ideal p-Banach concluimos que valem

i),11) e iii). Mostremos que vale iv). Seja (A;)32, em H(Ey, ..., E,; F') tal que

o
D 1Al < oo
j=1

Chamemos de (B;)32, a sequéncia das somas parciais de (A4;)32,. Como H(Ey, ..., E; F)
¢ um espago vetorial segue que (B;)$2, é uma sequéncia em H(Ey, ..., E,; F)). Além

disso, como

¢]
D 4l < oo,
j=1

concluimos que B; é de Cauchy. Como H ¢ p-Banach e B; — A na norma uniforme,

segue que A € H(F, ..., E,; F'). Agora, para todo s € N, vale

S <34 STl <SIAl+
j=1 y j=1 J=1

Jj=s+1
Fazendo s — oo , obtemos

p p p p

< +

>4

Jj=s+1

H H H

o0
1Al < > 114515
j=1
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3. Hiper-ideais

(<=) Da condi¢ao iv), tomando A; identicamente nula quando j > 3, segue que

H(E4, ..., Ey; F)) é um espago vetorial. Pelas condigoes i) e i) segue que um operador
daforma A=p1® - R, Qy=(1®y)ol,o(p1,..,pn) € H(F1,...,E; F) . Logo
H(Er, ..., Ey; F) contém os operadores de tipo finito e, portanto, H é um hiper-ideal.

Mostremos que H é p-Banach. Inicialmente, mostremos que H é p-normado. Por
i) é suficiente mostrarmos a condi¢ao a) da Defini¢ao[3.1] Sejam A € H(Ey, ..., E,; F)

e A € K. Da propriedade de hiper-ideal, segue que

[AAll2 < (AL~ (| Al (3.1)
Se A = 0 a igualdade é imediata. Se A # 0,
1 1
AL Al = (Al ([T QA < AL 7 - Al = (A3 (3.2)
A " A
De (3.1)) e (3.2)) concluimos que
[AA[[2e = [A[[| Al
Do que acabamos de provar, concluimos que se A = 0 entao
10012 = [[AO][2¢ = [A[ - [|Of]3
Tomando A = 0, obtemos ||A]% = 0. Se ||Al|% = 0 entao
1Al = jllAllx = 0, para todo j € .
De iv) segue que
B:=) jA€M(E, .., E,;F).
j=1
Se tivéssemos A(z1,...,x,) # 0 para algum (xq,...,x,) € E; X -+ X E, entdao B nao

estaria bem definida. Portanto A(zy,...,x,) = 0, para todo (x1,...,z,) € By X -+ X E,.

Logo A = 0. A ultima propriedade de p-norma segue imediatamente da condigao iv).

Logo ‘H é um hiper-ideal p-normado.

Mostremos que H é p-Banach. Seja (A;)52, em H(E\, ..., E,; F') uma sequéncia de

Cauchy com respeito a || - ||l. Entdao (A;)32, possui uma subsequéncia (Aj;, )32, tal que

1
14, — A5 < kv bara todo k€ N.

Jk+1

Assim,
oo
Z ||Ajk+1 - A]k”'l;'[ < 0.
k=1

Por iv), segue que
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3. Hiper-ideais

Bi = Z(Ajk+l - A]k) S H(El, ceey En; F)
k=i

e portanto
> 1 .
1Bl < 37 s, = Ayl < 550 paratodo i € N
k=i
Note que
i—1
By — B; = Z(Ajk+1 - Ajk) = Aji - Ajl?
k=1
isto é,
Bi = (Bi+A;) — 4.
Logo,
1
145, = (B + Azl = 1Bl < 5

Isto mostra que (Aj,) converge para (B, + A;,) € H(E:, ..., E,; F) na p-norma || - ||y.
Como (Aj)Jo-‘;l ¢ de Cauchy e possui uma subsequéncia convergente, concluimos que

(A;)52, converge para (B + Aj,) € H(E, ..., Ey; F). Isto finaliza a demonstragao. M

Este Teorema é muito semelhante ao Teorema Critério da Série para multi-ideais
apresentado no Capitulo 2. A diferenca basica é a propriedade de multi-ideal e de
hiper-ideal.

Quando estamos trabalhando com espagos vetoriais com normas distintas, muitas
vezes, encontrar uma relacao entre estas normas facilita o nosso trabalho. O préximo
resultado nos diz que se tivermos dois hiper-ideais p-Banach, um contido no outro,
com suas respectivas p-normas, sempre, em cada “andar”’de linearidade, é possivel
obter uma constante que faz com que a norma de qualquer operador como elemento do
espaco maior seja menor ou igual do que esta constante multiplicada pela norma deste

operador visto como elemento do outro espaco.

Proposicao 3.5. Sejam 0 <p <1le (G| -|g)e (H,| - |l) hiper-ideais p-Banach tais
que G C H. Entao, para todo n € N, existe uma constante C,, dependendo somente

de n, tal que
1Al < Cal|Allg, (3.3)

para quaisquer espagos de Banach Ey,....E, e Fe A€ G(E,...,E,; F).

Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que o resultado nao seja valido. Neste caso,

existe m € N para o qual nao existe constante C,, satisfazendo (3.3). Assim, para
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(

qualquer n € N, existem espacgos de Banach Eln), ...,E,(,?),Gn e um operador A, €

G(E", ... B G,) tais que
[Aulln > 277 - [ Al
Afirmagdo: podemos supor [|A,|g =

B 1
2077 - || Anllg

on/p’
Como A,, # 0, pondo A, :

, temos

”/\nAnHQ -

on/p

[AnAnllz = (Al - | Anllz > [An] L2MP |Anllg = 2P - [AnAnllg-

Assim, trocando A, por A\,A,, se necessirio, podemos admitir que ||A,|lg =

Logo, (3.4) se torna

|Anllz > n, para todo n € N.

Consideremos os espagos de Banach
E; ::HEi("), 1=1,...,n, e G::HGZ-.
n=1 n=1

Agora, para cada i =1,...,m en € N, sejam
Tin - E; — Ei(n)
as projecoes canonicas e
T G, — G
Yo — (0,..,0,4,,0,...)
as inclusoes canonicas. Como G é um hiper-ideal, temos

Tp 0 Ap 0 (M1 gy ooy Tinm) € G(EN, ..., By G).

Agora,

oo e
Y o Ao (mpm s mmallle < D Iall? - 1AIG - mnllP - [T nl
n=1

n=1
= izin:1<oo,
n=1

. 1
pois [[7all = [miall = 1 e [lAllg = 57
pelo Critério da Série, concluimos que
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A= ZTn oA, o (TMim, os Tmm) € G(EL, ..., By G) CTH(EN, ..., By G).

n=1

Por outro lado, considerando

Tin - E(n)

) 7

— E;
Yin +—— (0,..,0,9in,0,...) :=Tin

as inclusoes canonicas e
T G — G,
o0
(y;) j=1 7 Un
as projecoes canonicas, temos
An = Tp O Ao (Tl,na '--77_m,n)a

pois, para qualquer z,, := (a7, ...,a") € Ein) X ... X E,(,’f), temos

Tn 0 Ao (T, ooy Tin) (@n) = Tp(A(T10(27), o, Tmn ()
= T (A(x_?» e T)

= ZTn 7T1n,...,Wm,n)(x_?y-'-am))))

= ZTn 7T1n $1> Wm,n(m))))

= 7Tn<z Tn(An(x?a Xy x%)))

n=1
= A,(zf,...,2])

= An(,)

n <Al = llmno Ao (Tims oo Tl

< lmall - [[Alls- llmanll - - 17l

= Al

para todo n € N. Este absurdo finaliza a demonstracao. [ |

Sabemos que L é o menor multi-ideal. Mas serd que Ly é o menor hiper-ideal?

Como veremos a seguir, £y nao ¢, sequer, um hiper-ideal.
Proposicao 3.6. O multi-ideal £; nao é um hiper-ideal.

Demonstra¢ao. Considere o operador bilinear

35



3. Hiper-ideais

T 12 X Iy — K
()52, ()2)) — Y x5y
j=1

Suponha, por absurdo, que L¢ seja um hiper-ideal. Entao, pela propriedade de hiper-
ideal, T'= I 0T € L;(*l3;K), o que é absurdo, pelo que provamos no Exemplo [

Serd que, assim como no caso de multi-ideais, existe uma classe que é o menor

hiper-ideal? Em caso positivo, qual é esta classe? As respostas virao em seguida.

Teorema 3.7. A classe Lr dos operadores multilineares de posto finito € o menor

hiper-ideal.
Demonstracao. Sabemos que se U e V sao espacos vetoriais de dimensao finita e A €
K, A # 0, entao

dim(U + V) =dimU +dimV —dim(UNV) e dim(AV)=dimV.

Isto é suficiente para mostrarmos que Lz(Fj, ..., F,; F)) é um espago vetorial. Claro

que
Ef(Elu 7ETL7F> g Lf(El)uEnaF)

Sejam By € L(G1 X+ XGpyi B, ooy By € L(Gpyy 41 XX G s Byt € L(F; H)
e Ae Lr(Ey,...,E,; F). Como A tem posto finito, existem k € N, T, € L(E, ..., E,)
ey; € F,j=1,..,k, tais que

k
A: Z’]}@yj.
j=1

Entao, sendo z := (21, ..., T, ), temos

[toAo(By,...Bn)|(x) = t(A(B1(Z1, iy Ty )y ooy BTy 1515 ooy Ty )))

k
=t Ti(Bi(@1, oo Ty )+ ooy By 415 s Tin)) - 1
j=1
k
- Z(Tj(Bl(xb”‘vxml)v”'7Bn(xmn71+1>"‘ammn)))'t(yj>
j=1

k
= ZSJ ® 2;(T1, ooy T, )
=1

onde S; := T; o (By,...,B,) € L(Gy,...,Gp,) € zj == t(y;) € H, j =1,....k. Logo
toAo(By,...,Bn,) € Lr(Gy,...,Gp,; H) e isto prova que Lz é um hiper-ideal. Resta-
nos provar a minimalidade de Lz. Sejam A € Lx(Ey, ..., E,; F) e H um hiper-ideal
qualquer. Entao A = ZleTj ® y;, com T; € L(Ey,...,E,) e y; € F. Queremos
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mostrar que A € H(Ey,...,E,; F). Como H(E,...,E,; F) é um espago vetorial, é
suficiente mostrar que T; ® y; € H(Eh, ..., B F), para cada j = 1,...,n. De fato,
pela da propriedade de hiper ideal, T; ® y; = (1 ® y;) o T; € H(E, ..., E,; F), pois
1®y,; € L(K; F) é de tipo finito. Logo Lr C H. [

Corolario 3.8. Seja H uma classe de operadores multilineares continuos satisfazendo a

propriedade de hiper-ideal e tal que cada componente H(E}, ..., E,; F') é um subespago
vetorial de L(Ey, ..., E,; F). Entao

ﬁng & LrCH.

Demonstragao. Se L¢(En, ..., Ey; F) C H(Eh, ..., En; F) entdao H é um hiper-ideal e pelo
Teorema segue que Lr C H. A outra inclusao ¢é imediata, pois L5 C L. |

O Corolario nos diz que, na definicaio de hiper-ideais, a condicao
H1): “H(E, ..., E,; F) é um espaco vetorial que contém os operadores de tipo finito”
pode ser substituida por H1’): “H(F, ..., E,; F) é um espaco vetorial que contém os

7

operadores de posto finito.” Mas é evidente que é preferivel manter a condigado H1),
pois a classe £ nao é maior do que a Lr.

A propriedade H1’) é uma diferenca importante entre multi-ideais e hiper-ideais,
esta faz com que alguns multi-ideais nao sejam hiper-ideais. Enquanto um multi-ideal
deve ser “grande” o suficiente para conter Ly, um hiper-ideal deve ser “grande” o
suficiente para conter Lx.

Vimos no Capitulo 2 que o par (Ly, || - ||z, ) dos operadores nucleares, juntamente
com a norma nuclear, ¢ o menor multi-ideal Banach. E natural entdo se perguntar:

a classe £y é um hiper-ideal? Em caso positivo, (Ly, || - ||lz,) é¢ 0 menor hiper-ideal

Banach?
Proposicao 3.9. A classe L) nao é um hiper-ideal.

Demonstragcao. Sabemos que
Ly C E_f

A forma bilinear do Exemplo ndo pertence a Ly logo T ¢ L. Mas T € L, logo
Lr ¢ Ly. Como Lr ¢é o menor hiper-ideal, segue que £ ndo ¢ um hiper-ideal. [ |

Agora ja sabemos que o menor multi-ideal Banach nao é nem mesmo um hiper-ideal.
Estamos interessados em determinar uma classe, juntamente com uma norma, que seja
o menor hiper-ideal Banach. Tal classe deve ser grande o suficiente para conter Lx.
Um candidato natural, caso seja possivel, ¢ uma classe que generalize £ no contexto

multi-linear. E o que faremos em seguida.
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Defini¢ao 3.2. Sejam s € (0,00) e r € [1, 00| tais que
1 1

1<~ +>
S T

e A € L(Fy,...,E,; F). Diz-se que A é um operador hiper-(s,r)-nuclear se existem

sequéncias ()22, € Iy, (T5)52, € [P (L(EY, ..., En)) e (y;)72) € lo(F) tais que

Az, oy Tp Z)\ T @yj(xq, ..., Z)\ Ti(x1, .oy )Y, (3.5)

7=1
para todo (21, ..., x,) € Eyx...xE,. Neste caso, escrevemos A € Lyr(sr)(Er, ..., En; F).
A norma hiper-(s, r)-nuclear || - ||z, .., * Lrar(s,) — [0,00) é definida por

AN 2oonriery = I0E LN ls - NIl 1 (5)520 oo}

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes de A como em ([3.5).

No caso s = 1 e r = oo, temos ();)32; € I e a sequéncia (1), é limitada.
Logo, todo operador multilinear nuclear é hiper-(1, co)-nuclear. Por este motivo, ope-
radores hiper-(1, co)-nucleares sao simplesmente chamados operadores hiper-nucleares

e escrevemos Ly em vez de Ly (1,00)

Teorema 3.10. Sejam s € (0,00) er € [1,00]| tais que

1 1
1< =+-.
S T

€ um hiper-ideal p-Banach, onde
1 1 1

p s T

Entao a classe (Lyn(sr)s | | cyinrion)

Demonstragdao. Mostremos que (Lyn(s,ry, || - satisfaz as condicoes do Critério

HﬁHN(s,r>>
da Série:
i) Sejam By € L(Gy X -+ X Gy E1),....B, € L(G, 11 X -+ X G By,

A€ Lynspy (B, ..., En; F) et € L(F; H). Podemos escrever

A= Z AT ® yj,
j=1
com (A;)52, € I, (T5)52, € LY(L(E, ..., Bn)) e (y5);2) € loo(F). Definindo, para cada
JEN,S;:=Tj0(By,...,B,) ¢ z; = t(y;), temos

tOAO(Bl,...7Bn) :Z)\ij(ng. (36)

Mostraremos agora que (3.6) é wuma representacdo hiper-(s,r)-nuclear para
to Ao (By,....By). E claro que (2)52) € loo(H) e que [|(2)72[| < [[£]] - [[ ()72 loo-

Dado um funcional linear 1 € (£(G1, ..., Gy, ))’, considere o operador
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L(Bl 77777 Bn) : ‘C(ElaaEn) — ‘C(Gla-'-;Gm )

n

T — TO(Bl,...,Bn>.
Note que

L, .yl +95) = (aT+S)o(By,....By,)
= OéTO(Bl,...7Bn)—|—SO(Bl,...,Bn)
= als,, .)(T)+ L. .5,)(5).

..........

-----

-----

ZW(S]-)V = D Ty o (Biyery B

j=1
Yo L. B, "
= Yo L.l =——(1})
Bt %;H¢OM& ..... Bl
< o Ligym - I(T5)520 1, < 00

LOgO, (Sj)iil € l?(‘c(Glu 7Gmn)> e
toAo (Bl, ceey Bn) = Z )\ij ® Zj
j=1

é uma representagao de to Ao (B, ..., By) € Lyn(s)(G1, ..., G, H).
i) B imediato que I, € H("K), para todo n € N.

i1i) Note que I,, = I, ® 1 é uma representacao hiper-(s, r)- nuclear de I,,. Logo,

Ml 2rnemy < 1= [l

Suponha, por absurdo, que |I,[/z,,.,, < 1. Entdo existe uma representagao hiper-

(s, r)-nuclear

j=1

de I,, tal que

IA)7Zalls - 1(T5) 2 b < 1.
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Mas, usando a desigualdade de Holder e considerando ¢ € (L("K))', o(T') = T(1, ...

temos
1=1I,(1,..,1) = |§:AjTj(1
< Wl 1T 1)
= ZIM lo(T5)]
< H( Di=tlls - 1(e(T3)) 72 [l
< s - 155 e
< 1.

Logo, ||In||£HN(m =1.
Usando parte do que fizemos no item i), para () :==to Ao (By,..., B,), temos

1@ csuniey < M) lls - 110S)72 0w - 11(25) 521 Ml
< D2l - 1Lyl 1) 52w - 11(25) 520 Moo
< N)FZlls - IIBall- = [1Ball - [1(T5)5Z 1 e - 1(25)521 [l
<RI TN s = 1T o = @) o] - 1Bl -+ - 1 Ball.

Tomando o infimo sobre todas as representacoes de A, obtemos

[to Ao (B, Bulllesniery < - 1Al 2y - 1Bl -~ [[Ball-

iv) Seja (A;)52 € Lyn(sr) (B, -, Bn; F) tal que

oo

j=1

Dado € > 0, para cada j € N, existe uma representagao hiper-(s, r)-nuclear
o
A= Z Nk Tk @ Y
k=1
tal que

)R s - I(Tk) il - [1(Y0) it loo < (L €) - 1Al 230y -

Sem perda de generalidade, podemos supor

H(yjk)zoz]_Hoo = 1.

Podemos supor também
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IO lls < [+ €) - Ay 7° @
(T2l < [+ €) 1A 2o P

De

Z |Ajl? —ZZIMI —ZH ikezlls < (1+€)” ZHA 2 niery < (3.7)

jk=1 j=1 k=1

concluimos que

Para cada ¢ € (L(F), ..., E,)) com |¢| <1, temos

Do le@)l" < Y Tl < (1+e) Z 1Az, ey < (3:8)
J

7,k=1

Logo, (Tjr)$5=1 € LY (L(EL, ..., En)). Assim, para todo (zy,...,7,) € By X -+ X Ep, a

série .
Z )\]kT']k & yjk(xl, ceey l‘n) (39)
jk=1

¢ absolutamente convergente no espaco de Banach F' e, consequentemente, é conver-

gente. Além disso,

Z&k ik @ Yik(T1, .y Ty) = ZZ)\jkz ik @ Yjk(T1, .., xp)

k=1 j=1 k=1
o0
= ZAJ<£C1,7Q]n)
j=1
= A(zy,....zp).

Isto mostra que (3.9)) é uma representacao hiper-(s, r)-nuclear de A, provando que A é

um operador hiper-(s, r)-nuclear. Temos ainda

[1C\V7S Py (ol (1079 Py [ A | (€779 ey 8

p/s
( 9 ZHA H) (1+e >4 H)

oo

- 1 + E Z |AjH]ZHN(s,r)'

p
1Az <
p/r

IN

Fazendo € — 0, obtemos
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o0
1A 2yunciary < D 1A s

j=1
Isto mostra que (Lyn(sr), || * [l 2ynery) € um hiper-ideal p-Banach. |
Corolario 3.11. A classe (Ly, || - || 2, ) dos operadores multilineares hiper-nucleares

é um hiper-ideal Banach e Ly C Ly

Demonstragao. Pelo Teorema sabemos que (Ly, || - || 2,,) € um hiper-ideal Ba-

nach. A inclusao Ly C Ly segue das defini¢oes das duas classes. Claro que Ly é

diferente de L5, pois um é hiper-ideal e o outro nao. [ |
Nosso objetivo agora é mostrar que (Lo, || - ||£,,) ¢ © menor hiper-ideal Banach.
Para isto precisaremos de uma caracterizacdo para a norma || - ||z, que, para nosso

proposito, é mais facil de se trabalhar.

Lema 3.12. Para qualquer A € Lyn(Fr, ..., Ey; F), temos

[All 5 = inf {Z I\l 1T - IijII} :
j=1

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes hiper-nucleares de A.

Demonstracao. Dada uma representacao

A= NT; @y
j=1
hiper-nuclear de A, podemos assumir 7; # 0 e y; # 0, para todo n € N. Definamos
(v)52 €K, (85)52, € L(Ey, .., Br) e (25)52, € F sendo

Yj

T.
J J

Entao

A = Z’Yij X Zj
j=1

também é uma representacao hiper-nuclear de A e portanto

A 2ne < 1v3)520 01 - 107 lloo - 11(25) 721 lloe = ZIAI T30 - gl

Tomando o infimo sobre todas as representacoes hlper—nucleares de A, obtemos

1Al 2yene < inf {Z Al T3 HyjH} :

Jj=1
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Por outro lado, temos

Dol IT Dyl < Z Al HT5) 52 Moo - 11950520 oo
j=1
= (T35 oo - 1 (w5)521 oo - (Z )
-1
= (Tl - 1)1 lloo - 1(A)5Z4111-
Tomando o infimo, obtemos o resultado. |
Teorema 3.13. A classe (Lynr, | - ||2,) dos operadores multilineares hiper-nucleares
¢ o menor hiper-ideal Banach, no sentido que se (H,|| - ||3) € um hiper-ideal Banach,

entdo Lynv CH e ||l < 1| s

Demonstragao. Pelo Corolario [3.11] ja sabemos que (Lynr, || - ||2,,) ¢ um hiper-ideal
Banach. Resta-nos provar que ele é o menor. Sejam (H, || - ||%) um hiper-ideal Banach

€

A= NT;®@y; € Loy (Ey, ..., En; F).
j=1
Definamos, para cada k € N,

k
B, = Z)\jT] X Y;

j=1
Note que, para cada k € N,
By € Lr(Ey, ..., Ey; F) CH(E,, ..., Ey F),

pois L é o menor hiper-ideal. Além disso, (By)2; é uma sequéncia de Cauchy na

norma || - ||3. De fato, como
e}
SNl IT -l < oo,
j=1

dado € > 0, existe ky € N tal que

[e.e]

D N NT - llysll < € sempre que k> ko.
j=k
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Assim, para m > n > kg, temos

||Bm_Bn||H = Z /\jTj®yj

j=n+1 H

= | DX Aoy
j=n+1

< > INT eyl
Jj=n+1

= > INEIT - Dyl
j=n+1

< O INEIT Nyl
j=n+1

< €.

Como, por hipétese, H(E1, ..., E,; F)) é Banach, existe D € H(Ey, ..., E,; F) tal que

By, — D na norma || - ||. Mas B, —> A na norma uniforme e || - || < || - ||%. Logo,
A=D e H(E,..., E,; F). Portanto Ly € H. Temos, pela Proposicao ,
1A < D INT @ ysllae =D N1 1Ty @ sl = D Il 13- Ml -
j=1 j=1 j=1

Tomando o infimo sobre todas as representagoes hiper-nucleares e usando o Lema[3.12]
obtemos

[All2 < inf {Z Al 1T - Hyjl\} = [[All £y

j=1

O préximo resultado nos fornece uma forma de obter hiper-ideais a partir de ideais.
E mais, no caso do ideal ser p-normado (p-Banach) podemos obter um hiper-ideal p-
normado (p-Banach). Isto serd muito 1til para darmos mais exemplos de hiper-ideais.
Embora existam mais métodos para se obter hiper-ideais a partir de ideais, no presente

trabalho abordaremos somente o método da composicao, que veremos a seguir.

Proposicao 3.14. Se (Z,||-||z) é um ideal de operadores p-normado (p-Banach), entao

(Zo L, | - ||zoz) é um hiper-ideal p-normado (p-Banach).

Demonstragao. Pela Proposicao [2.5], j4 sabemos que o resultado é valido se trocar-
mos a palavra hiper-ideal por multi-ideal. Sendo assim, é suficiente mostrarmos que,

para qualquer ideal Z, o multi-ideal Z o £ tem a propriedade de hiper-ideal. Sejam
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By € L(Gy, ..., Gy ),y ooy By € L(Gnyy 415 000y Gy En) et € L(F; H). Seja também
A=voC e€ZoL(FEy,..,E,;;F),ondev e L(G;F)eC € L(E,.., E,;G). Entao

toAo(By,...B,) = to(vo()o(By,..,By,)
= (tow)o(Co(By,..,By))
= wuolD,

ondeu=toveD=Co(By,..,B,). Logo,
toAo(By,...B,) €ZoL(Gy,....Gp,; H),
provando assim que Z o £ possui a propriedade de hiper-ideal. |

Relembrando que K e W sao as classes dos operadores lineares compactos e fra-
camente compactos, respectivamente, e que L e Ly, sao as classes dos operadores
multilineares compactos e fracamente compactos, respectivamente, temos o seguinte

resultado.
Proposicao 3.15. Valem as igualdades: Lx =KoL e Lyy =Wo L.

Demonstracao. Mostraremos somente a primeira igualdade, pois a segunda é analoga.
Seja A = uoB € KoL(Ey,...,E,;F), onde u € K(G;F) e B € L(Ey,...,E,;G).

Considere M C Ej X --- X E, um conjunto limitado. Entao B(M) também é limi-

tado. Como u é compacto, segue que u(B(M)) = (uo B)(M) é compacto. Logo,
wo B € Lx(By, ..., Ey; F).

Sejaagora D € Lic(Ey, ..., Ey; F). Precisamos mostrar que D € K o L(Fy, ..., Ey,; F)
ou, equivalentemente (veja Apéndice), que a linearizaggo Dj de D estd em
K(E1®r -+ ®rEn; F). Seja (2}®- - ®a7)22; uma sequéncia limitada em E1®y - - - ®r F,.

Entao existe ¢ > 0 tal que

m(z; @ @) = [lagll - 2}l = dj < e
onde 7(z) denota a norma do vetor z € E\®y -+ @, E,. Mostraremos que (DL(le- ®
-+ ® 2}))32, possui uma subsequéncia convergente. Se tivermos uma infinidade de
indices A para os quais |lzj| --- ||z} = 0, isto é, 2! = 0 para algum [ € {1,...,n},
sempre que j € A, entdo a subsequéncia (D (2] ® - - - ® x7))jea ¢ identicamente nula e
portanto convergente. Assim, podemos considerar, a menos de subsequéncia, HxéH £ 0,

para todo 7 € N, [ =1,...,n. Consideremos entao

xk z"
yj = (—i,,—i) .
e e
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Como D € Lx(Ey, ..., By F) e a sequéncia (y;)32, € limitada, segue que (D(y;))32,
possui uma subsequéncia convergente, digamos (D(y;,))32,. Como (d;,)32, é limitada,

concluimos que (d;,)2; também converge. Portanto,

S

(Dp(zj, ® .. @ 7.))e2y = (dj.) 21 - (D(y;.))2

converge. Isto mostra que Dy € K(E\®y..0,F,; F) e que D € Ko L(Ey, ..., E,; F),

justificando, assim, a igualdade. [ |

As proposigoes[3.14]e mostram que as classes Li e Lyy sao hiper-ideais fechados.
Vimos no capitulo anterior que a classe os operadores fracamente sequencialmente
continuos é um multi-ideal. Sera que L. também é um hiper-ideal? A resposta vem

em seguida.
Proposicao 3.16. A classe L. nao é um hiper-ideal.

Demonstracdao. Suponha, por absurdo, que L, seja um hiper-ideal. Considere o ope-
rador bilinear
A: ly X 1y — ly
((75)520, (Y5)521) = (7595)3-
Temos Id;, € Lyse(l1;11), pois, em [, uma sequéncia converge fracamente se, e so-
mente se, converge na topologia da norma (veja o Teorema no Apéndice). Pela

propriedade de hiper-ideal, temos
A= Idll oA¢€ *Cwsc(ZQ X lg;ll),

o que ¢é absurdo. Com efeito, considere a sequéncia (e;)$°; dos vetores canénicos em ls.

Dado ¢ € Iy, da dualidade I, = I, segue que existe (b;)2; € Iy tal que

pla) =Y w;b;.
j=1

Isto significa que ¢(e;) = b; —> 0 = (0) para todo funcional ¢ € [,. Logo, (e;)%,
converge fracamente para zero e, portanto, A((e;)2, (€;)52,) = (e;)32, — A(0,0) =0,

o que é uma contradi¢ao. Logo, L. nao é um hiper-ideal. [ |

Apesar de L5 ser um multi-ideal, como acabamos de mostrar, ele nao é um hiper-
ideal. Estamos agora interessados numa classe que generalize a classe L. no contexto

multilinear e que seja um hiper-ideal.

Definicao 3.3. Sejam Fj, ..., E, espacos de Banach. Dizemos que uma sequéncia

((a:},...,a:?))‘?il em FE; x --- x E, converge multilinearmente para o vetor

(21, ., n) € By X ... X By, se T(x], ..., x7) converge para T'(zy, ..., 2,), para qualquer
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forma T € L(Ey, ..., E,). Dizemos que um operador A € L(F, ..., E,; F') é multilinear-
mente sequencialmente continuo se A(:cjl-, ..., x}) converge para A(zy, ..., r,) na norma
em F sempre que ((z},...,2}))52, converge multilinearmente para (1, ..., x,). Neste
caso, escrevemos A € Ls.(Eq, ..., By F).

Em outras palavras, um operador multilinearmente sequencialmente continuo trans-
forma convergéncia multilinear em convergéncia forte. A convergéncia multilinear nao
satisfaz propriedades bésicas com as quais estamos acostumados. Como mostra o exem-
plo a seguir, o limite nao é, necessariamente, inico e cada sequéncia componente nao

precisa ser limitada.

Exemplo 3.1. Sejam E um espaco de Banach e 0 # x € E. Para qualquer T' € L(*E),

temos
.z 1
T (Jﬂ% 3) =-T(z,2) — 0=T(0,y) =T(y,0)
J J

para todo y € E. Assim (jz,x/j?)7_, converge bilinearmente para (0,y) e para (y,0),

seja qual for y € E. Note também que (jz)32; nio é limitada.

Apesar das ocorréncias citadas acima, a convergéncia multilinear implica em li-
mitagao das normas num sentido mostrado abaixo. Este fato é essencial para nossos

objetivos.

Lema 3.17. Seja ((zj, ...,27));2; € E1 X - - x E, convergindo multilinearmente para

(21, ..., z,) em Fy X --- x E,. Entao existe k > 0 tal que

il - Nl < ko Vi eN, e [l [loall < K.

Demonstragao. Seja ¢ € (Elé@ﬂ e @nEn)'. Pela Propriedade Universal do produto
tensorial projetivo (Teorema do Apéndice), existe uma forma B € L(Ey, ..., E,)
tal que

B(zy,.yxy) =p(r1 @ - Qmy), YV, € B, i=1,..n.

A . o7 1 n o0
Da convergéncia multilinear de ((zj, ..., }))32,, temos

e} @ - @) = Bla},..x}) — Blay, ..., x,) = (11 @ - @ x).
Portanto, ((.7:]1® --®@17))52, converge fracamente para r;®...Q,, em (B1®y - - @ Ey).
Logo, existe k > 0 tal que

5] - 2} = w(z; © - - @af) <k, VjeN,
onde 7(z) denota a norma de z € E1®; - - @ Ly, €

il Nlzall = (21 @~ © 2a) < limnf ] --- [l27] < ,
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que é o que queriamos provar. [ |

Lema 3.18. A classe £,,,. dos operadores multilinearmente sequencialmente continuos

¢ um hiper-ideal fechado. Além disso,

CC = £1 e CCoL g ﬁmsc-

msc

Demonstragao. Sejam A, B € Lys.(F1, ..., By F) e a € K. Considere uma sequéncia

((z],....,2%))32, em Ey x --- x E, convergindo multilinearmente para (1, ...,z,) em

E; x -+ X E,. Pela definigio de Ls(FE1, ..., En; F), segue que A(z} 5y T) con-

verge para A(zy,...,x,) na norma de F' e B(z 1-, ., @) converge para B(r1,...,7,) na

norma de F. Logo, (0A + B)(zj,...,x}) = aA(z],...,x}) + B(zj,...,z}) converge

para aA(xy,...,x,) + B(zy,...,2,) = (€A + B)(xy,...,x,) na norma de F. Portanto,
aA+ B € Lyse(Fry ooy Eny F) € Lpse(En, ..., En; F') é um espago vetorial.
Seja A = 01 ® -+ @ ¢, @y e seja ((x],...,27))32, € Ey x --- x E, convergindo

jro
multilinearmente para (zi,...,x,). Mostremos que A € Loyse(Er, ..., By F). Como

T:=p® Ry, € L(E, ..., E,), da definicdo de convergéncia multilinear, segue que

(T(xf, .., 2})321) — T(x1, ..y Tp).

Logo,

A((zg, 2?2y = (T @ y)((a), .. a0)2y — (T @ y) (@1, ..., xn) = AT, ..os ).

Portanto, L,,s.(E1, ..., En; F') contém os operadores de tipo finito. Consideremos
Bl € L(Gl, ceey Gml, El), ceey Bn € E(Gmn71+17 ceny Gmn, En), A € Emsc(Ela ceey En7 F) (&4

t € L(F;H). Seja ainda ((z},...,27™))32; — (21, ..., m,) multilinearmente, onde

xé € G;,comjeNel=1,..,m, Para qualquer forma 7' € L(E}, ..., E,), temos

To(By,....B,) € LGy, ...,Gp,). Assim, da convergéncia multilinear, segue que

[T o (B, ..., By)|(x), ....aT™) — [T o (By, ..., Bp)|(21, ... T, )
), B )

)
(a:mn i1y s T, ). Como A € Loso(Er, ..., By F),

segue que a sequéncia (A(Bi(z; LI , T3, ,Bn(x;@"”“,...,x;””

A(B1(1, ooy Ty )y ooy Bu(Timyy 1415 -y Ty, ) ). Como ¢ é continua, concluimos que

A . 1 1.
Logo, a sequéncia (Bi(zj, ..., 7} , converge multilinear-
mente para (By(z1,...,Tm,), ..., Bn

)));2, converge para

[toAo(By,... Bz}, ...,2") — [to Ao (By,..., B))](x1, ..., 2, ).

gty
Isto mostra que t o Ao (By,....,B,) € Lyse(Gi,...,Gn,; H) e portanto L,,s. possui
a propriedade de hiper-ideal. Mostremos agora que L(E\, ..., E,; F) é fechado. Seja

(A5)%21 € Lnse(Er, .., En; F) convergindo para A na norma uniforme. Consideremos
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3. Hiper-ideais

(T4, )32, em Ey X -+ X E, convergindo multilinearmente para (z1, ..., z,). Pelo

Lema |3.17] existe ¢ > 0 tal que
lzill - okl < e, YR €N e - flzal < c. (3.10)
Como A; — A, dado € > 0, existe jo € N tal que
lA= A0l < 50 Vi = o (3.11)

Como Aj) € Liyse(En, ..., By F), existe ko € N tal que

n €
HAjo(xllw 71:k> - Ajo(xla 713n>H < g; k> kO- (312)

Assim, por (3.10), (3.11) e (3.12), sendo zF := (zL,...,a7) e & := (x4, ..., x,), temos

para k suficientemente grande,

1A@F) = A@)] <A@ = Agy (@) + 145 (@F) = Ajy (@[] + [ Ay (2) — A=)

n €
< A=Al Nzl okl + 5+ 145 = Al -zl [l

- € +e+e
_-C — —.C
3¢ 3 3¢

= €.

Logo, A(x},...,x}) — A(xy,...,z,). Isto significa que A € Ls(F, ..., Ey; F). Por-
tanto, Lsc(E1, ..., By F) é fechado. Segue da definigao que CC = L} . Resta-nos
mostrar que CCo L C L5 Seja A € CCo L(Ey, ..., E,; F). Seja também (:le, ey XY
em F; X ... x E, convergindo multilinearmente para (x1,...,x,), isto é, para qual-
quer forma n-linear T € L(FE, ..., E,), temos T(le, oy xy) — T(xq, ..., x,) em norma.
Como A € CCo L(FEy, ..., E,; F), existem um espago de Banach G, u € L(G;F) e
B € L(E,,...,E,;G) tais que A = uo B. Para qualquer funcional ¢ € G, temos
poB e L(Ey, ..., E,) e, portanto, (¢ o B)(zj, ..., x}) converge para (¢ o B)(z1, ..., ).
Logo B(:z:jl, ..., x}) converge fracamente para B(zy,...,2,). Como u é completamente
continuo,

(wo B)(x},...,a}) — (uo B)(x1, ..., ).
Logo A=wuo B € Ly(Er, ..., B F). n
Proposicao 3.19. Se Fi1®, -+ ®,F, tem a propriedade de Schur, entao
Lose(Er,y ... En; F)=CCo L(Ey,...,E,; F) = L(Ey, ..., E,; F),

para qualquer espaco de Banach F'.
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3. Hiper-ideais

Demonstracao. Pelo  Lema |3.18 ¢é  suficiente  mostrarmos a  inclusao
L(Ey,....E;;F) CCCoL(EY,...,E,; F). Seja A € L(Fy, ..., E,; F). Pela Propriedade
Universal (Teorema do Apéndice) existe um tnico A; € E(E1<§>7r e @WEn;F)
tal que A = Ap o g,, onde o,(z1,....,2,) = 1 ® -+ @ x,. Como E\®y - ®,E,
possui a propriedade de Schur (Teorema do Apéndice), segue que o operador iden-
tidade em E\®, - -®,E, pertence a CC(El@7r . ~<§>,rEn;F). Como CC é um ideal,
segue que A, = Ap o Id € CC(E\®y, - ®.E,; F). Isto é equivalente a dizer que
A€eCCoL(Ey,..,Ey F). [ |

3.2 Coeréncia e Hiper-ideais

Sabe-se que nem todos os multi-ideais sao coerentes, no sentido da Definicao [3.4] a
seguir. Como a propriedade de hiper-ideais é mais forte, como vimos, alguns multi-
ideais nao sao hiper-ideais. Podemos fazer questionamentos sobre estas duas subclasses
de multi-ideais. Todos os hiper-ideais sao coerentes? Todos os multi-ideais coerentes
sao hiper-ideias? Sera que as defini¢oes de coeréncia e hiper-ideais estao relacionadas?
Nesta secao responderemos estas perguntas. Sendo mais precisos, analisaremos as

continéncias das classes dos multi-ideais coerentes e hiper-ideais.
Definig¢ao 3.4 (Multi-ideal coerente). Diz-se que um multi-ideal M é coerente quando:

i) Dados espacos vetoriais F, ..., E,, F', nimeros naturais n; e ng, e indices j; < js <
< jnl )
ky < ko < ... < ky,, tais que

{1, ey Jny J ULk, o kny b = {1, ...,n},

se A€ M(Ej,,...,Ej, ; F), entao ¢, @ -+ @ @y, @ A€ M(Ey, ..., E,; F), onde

Inq)

(10]431 € Ek'L’Z - 17 ...7n2.

ii) Dados uma aplicacao A € M(Ey, ..., E,; F), ndmeros naturais k, j; < ... < ji, com

{j1, -} €{1,...,n}, e vetores aj, € E;,, ...,a;, € E, , entdo

A & EM(Eilw--aEin,k;F>,

ajl,...,a]-

onde {1, ..., et U{i1,yini} ={1,..,n}t eis < ... <ip_g.

Observacao: No decorrer desta secao, por comodidade, os niimeros naturais j;, k,
. . . / .~ o~ o~
e 1;, os vetores a, e os funcionais ¢, € E, cumprirao as condicoes da Definicao .

Além disso, o vetor y, € E, sera
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3. Hiper-ideais

Ti,, S€ T =1y
Yr 1= .
Tj,, Se T =7,
Proposicao 3.20. O multi-ideal £, das aplicagoes multilineares nucleares é coerente.

Demonstracao. Mostraremos, inicialmente, que Ly cumpre a primeira condi¢ao da
Definicao . Seja A € Ly (Ej,, ..., Ej, ; F). Da definicdo de operador nuclear, exis-

A . . . . . . /
tem uma sequéncia limitada (¢!)%°, de funcionais lineares em E;,

sequéncia (Ag)22; em /5 e uma sequéncia (z5)22; C F' limitada, tais que

[ =1,..,n1, uma

A=Al @ @U@z
s=1

Assim, para qualquer x = (z1, ..., z,), temos

Ok @ ® Pl ® A(:C) = $k (xkl) © Pk, (xk@) ’ A(lea "'7xjn1>

= Ok (Thy) Pk, (T, (Z Aplt (j,) -+ - ™ (wjn1>zs>
s=1
= Y N0k (@) - Py (@, I (23,) U (5, - 7
s=1
= ) Apn @ @ g, @V @ @Y @ 2(x).
s=1

Logo,

Oy @ D P, A=Y Nty @+ @ g, @V @ @Y @ 2

s=1
Isto mostra que ¢y, @ -+ @ g, ® A € Ly (Ey, ..., En; F).
Seja agora A € Lp(E1, ..., E,; F). Entao existem sequéncias limitadas (¢%)%, de

funcionais lineares em Ej'-l,l =1,..,n1, (X)X, €ly e (22, CF, tais que

A= Al @ - QYL @z,
s=1
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3. Hiper-ideais

Temos
Aajy oy, (Tigs s i) = AY1y s Un)
- (i APl @ @Y ® Z> (Y15 -5 Yn)
s=1

S A e )
s=1

= i Al (ag,) - b2 (az,) - 2 (aq,) - - - 0 (g, ) 2
o

S ) )
s=1

onde v5 := A (aj,) + ... - Y2 (a;). Note que (75)22; € I, pois (X)), € 1 e as

sequéncias (¥t (a;,))2,t =1, ..., k, sdo limitadas. Logo,

Aajl,...,ajk = Z’)/s : wzl ® .. wénik & zg

s=1

e, portanto, Ly é coerente. [ |

Com uma demonstracao andloga, mostra-se que Ly é coerente. Isto mostra que
nem todo multi-ideal coerente é um hiper-ideal.

Considere o hiper-ideal H; definido da seguinte forma:
HIE;F):=Lr(E;F) e Hi(E\,...,E; F) := L(E, ..., B F).

E imediato verificar que H; é de fato um hiper-ideal. Contudo, H; nao é coerente.
Com efeito, note que T' € Hi(loo, l1;11), onde T'((x;)i, (v:)i) = (2:y;);. Mas o operador
T, & Hi(li;1h), com a = (1,1,1,...), pois T, nao tem posto finito.

Com isto, mostramos que existem hiper-ideais que nao sao coerentes. Portanto, nao
vale nenhuma das inclusoes. O seguinte resultado garante a coeréncia dos multi-ideais

de composicao.
Proposicao 3.21. Para todo ideal Z, o multi-ideal Z o L é coerente.

Demonstragao. Seja A = wo B € ZoL(E;
B € L(Ej,, ..., Ej, ;G). Temos

E; ;F), onde u € Z(G;F) e

1900 Hingo

Py @+ @ P, ® A(Ilﬂ 7xn) = Yk (xkl) © Phny (xan) ’ A('Iju "'7‘rjn1)
= YK ($k1) © Pk, (xan) ’ U(B($j1, Xy xjnl))

= WOk, (Thy) Pl (k) - By 00,75, )
= (uoB)(x1,...,x,),
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3. Hiper-ideais

onde B’ € L(E,, ..., E,;G) é dada por

B (1, .., @) = @, (Thy) -+ Phn, (T, ) - By, oy,
Portanto, pp, ® -+ ® @y, @ A€ Lo L(Ey, ..., En; F).

Sejaagora A =uoB € Zo L(E,....,E,;F),ondeu € Z(G; F)e B € L(Fq, ...

Entao

Ay e aj, (xila ceey xin_k) = A(?Jh ceey yn)
= u(B(y1, -, Yn))

..... i 19 0"

Isto mostra em particular que os hiper-ideais £,y e Lx sao coerentes.

23

JEn;G).

,E; i F). Logo, o multi-ideal Z o £ ¢é coerente. W



Apendice

Este apéndice tem como objetivo trazer resultados que foram usados no trabalho e
que nao fazem parte da ementa de um curso padrao de Anélise Funcional. Os resultados

aqui apresentados nao serao demonstrados por fugir da finalidade do trabalho.

Definicao 3.5. Sejam z; € Ey,...,x, € E,. Defina o operador linear

Q- Qux,: L(E,...E;K) — K
A — (1@ @) (A) == Az, .., T0).

O subespago vetorial de L(Fy, ..., Ep; K)/ gerado pelo conjunto
X ={n®  -Qux,:1 € E1,..,x, € E,}

¢ denotado por £ ®- - -® E,, e chamado de produto tensorial de E, ..., E,. Os elementos

de £1 ® - -+ ® E,, sao chamados tensores.

Teorema 3.22 (Propriedade Universal do Produto Tensorial). Sejam FE, ..., E,, F
espacos vetoriais e A € L(Ey,...,E,; F). FEntao existe um iunico operador linear

AL € L(E1 ®...® E,; F), dado por

k k
AL(Z Q- Qal) = ZA(x;, T,
tal que A = Ay, o 0,, onde

fo EE®---®LF, — Eyx---xX DB,

k k
Zj:l 37]1 Q- Qxy Zj:1<le-, ,x?)

Além disso, a correspondéncia A <> Ar € um isomorfismo. O operador Ap é chamado

de linearizacao da aplicacao A.
Demonstragao. Ver Teorema 1.10 em [6]. [

Teorema 3.23 (de Schur). Em [y, uma sequéncia converge fracamente se, e somente

se, converge na topologia da norma.
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Demonstragao. Ver Teorema 6.2.12 em [2]. |

Proposicao 3.24. Sejam Z um ideal de operadores e A € L(Fy, ..., E,; F). Entao
A€ToL(E,.., E,;F) se, e somente se, Aj, € I(E1®7r N O F).

Demonstrag¢ao. Ver Proposigao 4.25 em [6]. [

Proposigao 3.25. Seja (Z,| - ||z) um ideal normado de operadores. Se A € Z o
L(Ey, ..., Ey; F) entao ||Allzoz = ||ALllz, onde Ay é a linearizagao de A.

Demonstracao. Ver Lema 4.28 em [0]. |

Proposicao 3.26. Seja Z um ideal p-normado. Entao (Z o L(E\, ..., E; F), || - ||zoc) €

isomorfo isometricamente a (Z(Ey®y - - @ En; F), || - ||2)-
Demonstragao. Ver Proposigao 4.30 em [6]. |

Teorema 3.27 (Desigualdade de Holder Generalizada). Seja (X, %, 1) um espago de
medida e sejam r € [1,00),p1,...,pn € [1,00] tais que % = p% + -+ ﬁ. Entao, para
quaisquer funcoes mensurdveis f; € L, (X), i =1,...,n, temos que fi--- f, € L,(X) e

vale

L= Falle < A fallpy - [ fllpn-

Demonstragao. Ver Teorema 3.13 em [I] considerando m = 1. |
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