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Aos membros da banca, Gustavo Araújo e Jamilson Campos, por terem aceitado o

convite e pelas contribuições dadas.

As escolas que eu estudei, E. M. Nossa Senhora da Saúde (no povoado Diońısio,
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Ao meu jovem amigo Fernando, pelas inúmeras ajudas, principalmente na dis-

sertação, seja com correção, seja com o latex.

Ao meu amigo Jonathas Phillipe, pela amizade e pelas ajudas neste último ano de

mestrado.
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Resumo

No presente trabalho estudaremos tópicos da teoria de multi-ideais e da recente

teoria de hiper-ideais, introduzida por Botelho e Torres. Estudaremos ainda a relação

entre o conceito de hiper-ideais e a noção de coerência de multi-ideais.

Palavras-chave: Hiper-ideais, multi-ideais, ideais.



Abstract

In the present work we investigate topics of the theory of multi-ideals and hyper-

ideals, introduced by Botelho and Torres. We also investigate the connection between

the concept of hyper-ideals and the notion of coherence of multi-ideals.

Keywords: Hyper-ideals, multi-ideals, ideals.



Lista de Śımbolos

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• R denota o corpo dos números reais;

• C denota o corpo dos números complexos;

• K denota R ou C;

• E,F,G,H,En, Fn, Gn denotam espaços de Banach sobre o corpo K;

• lp(E) denota o espaço das sequências p-somáveis que tomam valores em E;

• lwp (E) denota o espaço das sequências fracamente p-somáveis que tomam valores

em E;

• l∞(E) denota o espaço das sequências limitadas de E;

• BE denota a bola fechada do espaço normado E com centro na origem e raio 1;

• E ′ denota o dual topológico do espaço normado E;

• L(E1, . . . , En;F ) denota o espaço vetorial sobre K dos operadores multilineares

cont́ınuos de E1 × . . .× En em F ;

• L(nE;F ) denota o espaço L(E, . . . , E︸ ︷︷ ︸
n

;F );

• I denota um ideal de operadores entre espaços de Banach;

• M denota um multi-ideal de operadores entre espaços de Banach;

• H denota um hiper-ideal de operadores entre espaços de Banach;

• Lf (E1, ..., En;F ) denota o conjunto das aplicações lineares de tipo finito de

E1 × ...× En em F ;

• LF(E1, ..., En;F ) denota o conjunto das aplicações lineares de posto finito de

E1 × ...× En em F ;

x



• CC denota a classe dos operadores lineares completamente cont́ınuos;

• Labs denota a classe dos operadores lineares absolutamente somantes;

• Lwsc denota a classe dos operadores n-lineares fracamente sequencialmente cont́ınuos;

• Lmsc denota a classe dos operadores multilinearmente sequencialmente cont́ınuos;

• LHN (s,r)
denota a classe dos operadores n-lineares hiper-(s, r)-nucleares;

• K e W denotam as classes dos operadores lineares compactos e fracamente com-

pactos, respectivamente;

• LK e LW denotam as classes dos operadores multilineares compactos e fracamente

compactos, respectivamente.
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Introdução

A teoria de ideais de operadores ganhou força a partir da década de 60 com a

sistematização feita por Albrecht Pietsch das classes de operadores lineares que já

vinham sendo estudadas individualmente por grandes matemáticos, como, por exemplo,

A. Grothendieck, D. Hilbert e F. Riesz. Mais tarde, em 1978, Pietsch publica o livro

entitulado Operator Ideals, no qual são apresentados vários ideais clássicos, dentre

eles, os ideais dos operadores compactos e dos operadores nucleares. Posteriormente,

o próprio Pietsch, em seu artigo Ideals of multilinear functionals, apresenta o conceito

de ideal para operadores m-lineares, conhecido como multi-ideal.

Dizemos que uma subclasseM dos operadores multilineares cont́ınuos entre espaços

de Banach é um multi-ideal de operadores multilineares se as suas componentes

M(E1, ..., En;F ) := L(E1, ...En;F ) ∩M,

onde E1, ..., En e F são espaços de Banach arbitrários, satisfazem as seguintes condições:

M1: M(E1, ..., En;F ) é um espaço vetorial de L(E1, ..., En;F ) que contém os opera-

dores de tipo finito.

M2 (propriedade de multi-ideal) : se T1 ∈ L(G1;E1), ..., Tn ∈ L(Gn;En),

A ∈M(E1, ..., En;F ) e t ∈ L(F ;H), como no diagrama

G1

T1
��

× G2

T2
��

× · · · × Gn

Tn

��

t◦A◦(T1,...,Tn)

,,E1 × E2 × · · · × En
A−−−−−−−−−−−−−→ F

t−−−−−−−−−→ H,

então a composição t ◦ A ◦ (T1, ..., Tn) ∈ M(G1, ..., Gn;H), onde

[t ◦ A ◦ (T1, ..., Tn)](x1, ..., xn) := t(A(T1(x1), ..., Tn(xn)).

Se observarmos a definição acima com cuidado, notamos que ainda é posśıvel ge-

neralizá-la. Podemos compor no lado direito com operadores multilineares, em vez de

usarmos somente operadores lineares. Isto, possivelmente, fará com que o grau de li-

nearidade do operador obtido aumente. Tal generalização foi proposta por E. Torres e

3



Sumário

G. Botelho no artigo Hyper-Ideals of multilinear operators [3], que foi a fonte principal

para o desenvolvimento deste trabalho. Torres também aborda esse assunto na sua

tese de doutorado, que também nos serviu de apoio. Embora os conceitos aqui traba-

lhados possuam uma versão polinomial, nos contentamos com a versão dos operadores

multilineares, o leitor interessado pode consultar a tese [7].

Nosso trabalho está dividido em três caṕıtulos além do apêndice, que foi colocado

com a finalidade de trazer alguns resultados usados que não fazem parte da ementa

de um curso básico de Análise Funcional. Esses resultados não foram demonstrados,

mas há indicação de onde essas demonstrações podem ser encontradas. Para os dois

primeiros caṕıtulos nossa principal fonte foi o trabalho [7].

No primeiro caṕıtulo, estabeleceremos notações úteis para o decorrer da dissertação

e apresentaremos definições que serão usadas posteriormente. Além disso, abordare-

mos o conceito chave de ideais de operadores entre espaços de Banach, que podemos

enxergar como um caso particular dos hiper-ideais.

No segundo caṕıtulo, estudamos uma extensão do conceito de ideal, abordando os

multi-ideais. Apresentaremos alguns multi-ideais clássicos como, por exemplo, a classe

dos operadores de posto finito e a classe dos operadores fracamente sequencialmente

cont́ınuos. Por fim, apresentaremos uma forma de obter multi-ideais a partir de ideais

de operadores.

No terceiro caṕıtulo, assim como fizemos no precedente, estudaremos a noção am-

pliada de multi-ideal. Agora, diferentemente dos últimos conceitos, cada classe de

hiper-ideais poderá conter operadores lineares de diferentes graus de linearidade. Vere-

mos que ao pedir mais de cada classe, alguns multi-ideais deixam de ser hiper-ideais e,

para cada um destes, buscamos outra classe que a generalize e que seja um hiper-ideal.

Veremos em particular que o menor multi-ideal de Banach não é nem um hiper-ideal

e apresentaremos o menor hiper-ideal de Banach. Finalizamos apresentando o con-

ceito de coerência e estudando as relações entre multi-ideais coerentes e multi-ideais

hiper-ideais. Para este caṕıtulo, nossa principal referência foi o trabalho [3].
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Caṕıtulo 1

Ideais de Operadores

Neste caṕıtulo apresentaremos definições e resultados que serão usados nos caṕıtulos

subsequentes. Aqui, priorizamos o conceito de ideais de operadores, apresentando

alguns exemplos que serão necessários para o restante do trabalho.

1.1 Notações e Preliminares

Para evitar repetições desnecessárias, as letras E,F,G,H,En, Gn, com n ∈ N, deno-

tarão espaços de Banach sobre o corpo K = R ou C. Por L(E1, ..., En;F ) denotaremos

o espaço de Banach de operadores lineares cont́ınuos de E1 × ... × En em F conside-

rando a norma uniforme ‖ · ‖. Quando F = K, escreveremos somente L(E1, ..., En). Se

A ∈ L(E1, ..., En), diremos que A é uma forma n-linear em E1 × ...× En. Se tivermos

E = E1 = ... = En usaremos a notação mais reduzida L(nE;F ). No caso particular

em que n = 1 e F = K escreveremos E
′

em vez de L(E;F ). A bola fechada unitária

do espaço vetorial E será denotada por BE. Quando não mencionarmos o contrário,

estaremos considerando em L(E1, ..., En;F ) a topologia induzida pena norma uniforme.

No presente trabalho, tentamos padronizar a notação dos escalares (utilizando

α, λ, γ, β), dos funcionais lineares (usando ϕ, ϕn, ψ, ψn), dos vetores (utilizando x, y, z,

xi, yi, zi), das transformações lineares (usando T, Tj, u, v, uj, vj) e das transformações

n-lineares (usando B,Bn, A,An). Isto nos permitirá, a depender do contexto, omitir o

que cada śımbolo representa.

Dados ϕ1 ∈ E
′
1, ..., ϕn ∈ E

′
n e y ∈ F , denotamos por

ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ y (1.1)

o operador n-linear de E1 × · · · × En em F definido por

ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ y(x1, ..., xn) = ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn) · y.

5



1. Ideais de Operadores

Dados A ∈ L(E1, ..., En) e y ∈ F , denotamos por A⊗y o operador n-linear definido

por

A⊗ y(x1, ..., xn) = A(x1, ..., xn) · y.

Como podemos notar, um operador do tipo (1.1) é um caso particular com

A = ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn.

Definição 1.1. Um operador n-linear é dito ser de tipo finito se ele for escrito como

combinações lineares finitas de operadores n-lineares do tipo (1.1). Denotaremos por

Lf (E1, ..., En;F ) o conjunto das aplicações lineares de tipo finito de E1 × ... × En em

F .

Exemplo 1.1. O operador

T : l2 × l2 −→ K

((xi), (yi)) 7−→
∞∑
i=1

xiyi

não é de tipo finito.

Com efeito, se fosse, existiriam k ∈ N, ϕ(1)
j , ϕ

(2)
j ∈ l

′
2, j = 1, ..., k, tais que

T (x, y) =
k∑
j=1

ϕ
(1)
j (x)ϕ

(2)
j (y), ∀(x, y) ∈ l2 × l2.

Da dualidade l
′
2 = l2, para cada j = 1, ..., k, existem (a

(j)
i )∞i=1, (b

(j)
i )∞i=1 ∈ l2 tais que,

para todo x = (xi)
∞
i=1, y = (yi)

∞
i=1 ∈ l2,

ϕ
(1)
j (x) =

∞∑
i=1

a
(j)
i xi e ϕ

(2)
j (y) =

∞∑
i=1

b
(j)
i yi.

Assim,

T (x, y) =
k∑
j=1

(
∞∑
i=1

a
(j)
i xi

)(
∞∑
i=1

b
(j)
i yi

)
.

Note que

1 = T (ei, ei) =
k∑
j=1

aji b
j
i −→ 0 quando i −→∞,

pois (aji )
∞
i=1, (b

j
i )
∞
i=1 ∈ l2. Logo T não é de tipo finito.

Pelo que mostramos no Exemplo 1.1, segue que T /∈ Lf , pois para qualquer operador

de tipo finito Tf ∈ L(l2, l2), com

6



1. Ideais de Operadores

Tf (x, y) =
k∑
j=1

(
∞∑
i=1

a
(j)
i xi

)(
∞∑
i=1

b
(j)
i yi

)
,

temos

‖T − Tf‖ ≥ |T (ei, ei)− Tf (ei, ei)| −→ 1.

Definição 1.2. Um operador A ∈ L(E1, ..., En;F ) é dito ser de posto finito se a

imagem de A é um subespaço vetorial de F de dimensão finita. Neste caso, escrevemos

A ∈ LF(E1, ..., En;F ).

Segue da definição que todo operador n-linear com contradomı́nio de dimensão finita

é de posto finito. Em particular, toda forma n-linear é de posto finito. É imediato que

todo operador de tipo finito é de posto finito. A rećıproca não é, em geral, verdadeira,

basta ver o Exemplo 1.1. No entanto, no contexto linear, estes conceitos coincidem.

1.2 Espaços de Sequências

Nesta seção apresentaremos alguns espaços de sequências e o conceito de p-norma.

Definição 1.3 (p-norma). Sejam E um espaço vetorial e 0 < p ≤ 1. Dizemos que

uma função ‖ · ‖ : E −→ [0,∞) é uma p-norma em E se:

i) ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

ii) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖, ∀x ∈ E, λ ∈ K;

iii) ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p, para quaisquer x, y ∈ E.

Quando munimos E com uma p-norma, dizemos que o par (E, ‖ · ‖) é um espaço

vetorial p-normado ou, simplesmente, um espaço p-normado. Neste caso, podemos

considerar uma métrica em E,

(x, y) ∈ E × E 7−→ ‖x− y‖p ∈ R,

induzida pela p-norma e considerar E com a estrutura topológica de espaço métrico

induzida por esta métrica. Quando E é completo com respeito a esta métrica, dizemos

que (E, ‖ · ‖) é um espaço p-Banach. No caso p = 1 diremos somente que E um espaço

normado (resp., de Banach).

Definição 1.4. Sejam 0 < q <∞ e (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach. O espaço vetorial

das sequências absolutamente q-somáveis em E será denotado por

lq(E) := {(xj)∞j=1 ∈ EN :
∞∑
j=1

‖xj‖q <∞}.

7



1. Ideais de Operadores

A expressão

‖(xj)∞j=1‖q =

(
∞∑
j=1

‖xj‖q
)1/q

define uma q-norma em lq(E) se 0 < q < 1 e uma norma se q ≥ 1. Com esta q-norma

(resp., norma), lq(E) é um espaço q-Banach (resp., de Banach). No caso particular em

que E = K escrevemos somente lq em vez de lq(K).

Definição 1.5. Sejam 0 < q <∞ e (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach. O espaço vetorial

das sequências fracamente q-somáveis em E será denotado por

lwq (E) := {(xj)∞j=1 ∈ EN :
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|q <∞, ∀ϕ ∈ E
′}.

A expressão

‖(xj)∞j=1‖w,q = sup
ϕ∈B

E
′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|q
)1/q

define uma q-norma em lwq (E) se 0 < q < 1 e uma norma se q ≥ 1. Com esta q-norma

(resp., norma), lq(E) é um espaço q-Banach (resp., de Banach).

Definição 1.6. Denotaremos por l∞(E) o espaço das sequências limitadas em E. A

expressão

‖(xj)∞j=1‖∞ = sup
j∈N
‖xj‖

define uma norma em l∞(E), com a qual este espaço é completo.

Definição 1.7. Denotaremos por lw∞(E) o espaço das sequências fracamente limitadas

em E,

lw∞(E) := {(xj)∞j=1 ∈ EN : (ϕ(xj))
∞
j=1 ∈ l∞(K), ∀ϕ ∈ E ′}.

A expressão

‖(xj)∞j=1‖w,∞ = sup
ϕ∈B

E
′

‖(ϕ(xi))
∞
i=1‖∞

define uma norma em lw∞(E), com a qual este espaço é completo.

Proposição 1.1. Sejam 0 < q ≤ ∞ e E um espaço Banach. Então

lq(E) ⊆ lwq (E) ⊆ l∞(E) = lw∞(E).

8



1. Ideais de Operadores

Demonstração. Seja x = (xj)
∞
j=1 ∈ lq(E). Então

∞∑
j=1

‖xj‖q <∞.

Seja ϕ ∈ E ′ arbitrário. Então

∞∑
j=1

|ϕ(xj)|q ≤
∞∑
j=1

‖ϕ‖q · ‖xj‖q = ‖ϕ‖q
∞∑
j=1

‖xj‖q <∞,

logo x ∈ lwq (E) e lq(E) ⊆ lwq (E).

Seja y = (yj)
∞
j=1 ∈ lwq (E). Então, para qualquer funcional ϕ ∈ E ′ , temos

∞∑
j=1

|ϕ(yj)|q <∞.

Logo, para qualquer j ∈ N,

|ϕ(yj)|q ≤
∞∑
j=1

|ϕ(yj)|q <∞,

e assim

sup
ϕ∈B

E
′

|ϕ(yj)| ≤ sup
ϕ∈B

E
′

(
∞∑
j=1

|ϕ(yj)|q
)1/q

=: c <∞.

Portanto,

sup
ϕ∈B

E
′

‖(ϕ(yj))
∞
j=1‖∞ = sup

ϕ∈B
E
′

(
sup
j∈N
|ϕ(yj)|

)
= sup

j∈N

(
sup
ϕ∈B

E
′

|ϕ(yj)|

)
≤ c.

Isto mostra que y ∈ lw∞(E) e, por conseguinte, lwq (E) ⊆ lw∞(E). Falta mostrar a

igualdade l∞(E) = lw∞(E). Seja x = (xj)
∞
j=1 ∈ lw∞(E). Então, para qualquer funcional

ϕ ∈ E
′
, (ϕ(xj))

∞
j=1 ∈ l∞(K) e, portanto, a famı́lia de operadores lineares cont́ınuos

{Tj}j∈N, Tj : E
′ −→ K dado por Tj(ϕ) = ϕ(xj), é pontualmente limitada. Pelo

Prinćıpio da Limitação Uniforme, segue que existe c > 0 tal que

‖Tj‖ = sup
ϕ∈B

E
′

Tj(ϕ) = sup
ϕ∈B

E
′

ϕ(xj) = ‖xj‖ ≤ c, ∀j ∈ N.

Disto decorre que x ∈ l∞(E). Mostremos a outra inclusão. Seja x = (xj)
∞
j=1 ∈ l∞(E).

9



1. Ideais de Operadores

Então

sup
ϕ∈B

E
′

‖(ϕ(xj))
∞
j=1‖∞ = sup

ϕ∈B
E
′

(
sup
j∈N
|ϕ(xj)|

)
≤ sup

ϕ∈B
E
′

(
sup
j∈N
‖ϕ‖ · ‖xj‖

)
= sup

ϕ∈B
E
′

‖ϕ‖
(

sup
j∈N
‖xj‖

)
≤ ‖x‖∞.

Logo x ∈ lw∞(E) e l∞(E) ⊆ lw∞(E). �

Prova-se que para todo 0 < q <∞ e todo espaço de Banach E tem-se

lq(E) = lwq (E)⇐⇒ dimE <∞.

A implicação (⇒) segue de [4] (Theorem 2.18) e a outra implicação é imediata.

1.3 Ideais de Operadores

O conceito de ideal de operadores é um assunto recorrente em Análise Funcional

desde a década de 60 e tem sido motivo de muitas pesquisas. O grande matemático

A. Grothendieck foi um dos que mais contribúıram para o desenvolvimento da teoria.

Seus estudos e de outros matemáticos como Hilbert e Riesz foram sistematizados por

A. Pietsch que, posteriormente, publica o famoso livro “Operator Ideals”, em 1978.

A partir dáı, muitos matemáticos se interessaram pelo tema e desenvolvem pesquisas

até os dias atuais. Nesta seção trataremos deste assunto e exibiremos alguns exemplos

importantes de ideais.

Definição 1.8 (Ideal de operadores). Seja I uma subclasse da classe dos operadores

lineares cont́ınuos entre espaços de Banach. Dizemos que I é um ideal de operadores

se as suas componentes

I(E;F ) := L(E;F ) ∩ I,

onde E e F são espaços de Banach arbitrários, satisfazem as seguintes condições:

I1: I(E;F ) é um subespaço vetorial de L(E;F ) e Lf (E;F ) ⊆ I(E;F );

I2 (propriedade de ideal) : se u1 ∈ L(G;E), u2 ∈ I(E;F ) e u3 ∈ L(F ;H), então a

composição u3 ◦ u2 ◦ u1 ∈ I(G;H).

10



1. Ideais de Operadores

A condição I1 exige que cada componente seja um espaço vetorial e, portanto, faz

sentido falar em p-norma na classe I. Além disso, pede que um ideal não seja muito

“pequeno” (deve conter pelo menos a classe dos ideais de tipo finito). A propriedade

de ideal exige que a classe absorva operadores com relação à composição, tanto pelo

lado esquerdo quanto pelo lado direito.

Definição 1.9. Seja I um ideal de operadores. Dizemos que I é um ideal p-normado

quando existem 0 < p ≤ 1 e uma função ‖ · ‖I : I −→ [0,∞) tais que:

a) a função ‖ · ‖I restrita a qualquer componente I(E;F ) é uma p-norma;

b) o operador identidade

I : K −→ K
λ 7−→ λ

é tal que ‖I‖I = 1;

c) se u1 ∈ L(G;E), u2 ∈ I(E;F ) e u3 ∈ L(F ;H), então

‖u3 ◦ u2 ◦ u1‖I ≤ ‖u1‖ · ‖u2‖I · ‖u3‖.

Usamos a notação (I, ‖ · ‖I) para representar o ideal juntamente com uma p-norma.

Se todas as componentes I(E;F ) forem espaços de Banach relativamente à topolo-

gia induzida pela p-norma ‖ · ‖I , então dizemos que (I, ‖ · ‖I) é um ideal p-Banach. No

caso particular em que p = 1 dizemos simplesmente ideal normado ou ideal de Banach.

Definição 1.10. Seja I um ideal. Dizemos que I é um ideal fechado quando I(E;F )

for um subespaço fechado de L(E;F ) para quaisquer espaços de Banach E e F , con-

siderando a norma uniforme.

Finalizaremos este caṕıtulo mostrando alguns exemplos de ideais de operadores.

A classe dos operadores lineares completamente cont́ınuos, operadores que transfor-

mam sequências fracamente convergentes em sequências convergentes, será denotada

por CC.

Proposição 1.2. A classe CC dos operadores lineares completamente cont́ınuos é um

ideal fechado.

Demonstração. Sejam A,B ∈ CC(E;F ), λ ∈ K e (xn)∞n=1 convergindo fraco para x em

E. Então A(xn) −→ A(x) e B(xn) −→ B(x). Logo

(λA+B)(xn) = λA(xn) +B(xn) −→ λA(x) +B(x) = (λA+B)(x).

11



1. Ideais de Operadores

Isto implica que λA+B ∈ CC(E;F ) e, portanto, CC(E;F ) é um espaço vetorial. Seja

A = ϕ⊗ y, com ϕ ∈ E ′ e y ∈ F . Seja xn ⇀ x em E. Então ϕ(xn) −→ ϕ(x). Portanto

A(xn) = ϕ(xn)y −→ ϕ(x)y = A(x).

Logo, A ∈ CC(E;F ) e CC(E;F ) contém os operadores de tipo finito.

Mostremos agora que CC possui a propriedade de ideal. Sejam u1 ∈ L(G;E),

u2 ∈ CC(E;F ) e u3 ∈ L(F ;H). Considere xn ⇀ x em G. Então u1(xn) ⇀ u1(x).

Assim u2(u1(xn)) −→ u2(u1(x)). Da continuidade de u3, segue que

(u3 ◦ u2 ◦ u1)(xn) −→ (u3 ◦ u2 ◦ u1)(x).

Logo, (u3 ◦ u2 ◦ u1) ∈ CC(G;H) e CC é um ideal. Seja (un)∞n=1 uma sequência em

CC(E;F ) convergindo para u na norma uniforme. Mostremos que u ∈ CC(E;F ). Seja

(xn)∞n=1 uma sequência em E convergindo fraco para x. Então existe c > 0 tal que,

para todo n :

‖xn‖ ≤ c e ‖x‖ ≤ c.

Como uj −→ u, dado ε > 0, existe j0 ∈ N tal que

‖uj − u‖ <
ε

3c
, ∀j ≥ j0.

Como uj0 ∈ CC(E;F ), temos uj0(xn) −→ uj0(x). Logo existe n0 ∈ N tal que

‖uj0(xn)− uj0(x)‖ < ε

3
∀n ≥ n0.

Assim, para n suficientemente grande, vale

‖u(xn)− u(x)‖ ≤ ‖u(xn)− uj0(xn)‖+ ‖uj0(xn)− uj0(x)‖+ ‖uj0(x)− u(x)‖

< ‖u− uj‖ · ‖xn‖+
ε

3
+ ‖uj − u‖ · ‖x‖

<
ε

3c
· c+

ε

3
+

ε

3c
· c

= ε.

Portanto, u(xn) −→ u(x) e CC(E;F ) é fechado. �

Definição 1.11. Um operador T ∈ L(E;F ) entre espaços de Banach é absolutamente

somante se T transforma sequências fracamente somáveis em E em sequências absolu-

tamente somáveis em F , isto é, (T (xj))
∞
j=1 ∈ l1(F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ lw1 (E).

Proposição 1.3. A classe Labs dos operadores lineares absolutamente somantes é um

ideal.

Demonstração. Mostremos inicialmente que Labs(E;F ) é um espaço vetorial, para

quaisquer E e F Banach. Sejam T1, T2 ∈ Labs(E;F ). Então, dada uma sequência

(xj)
∞
j=1 ∈ lw1 (E), temos
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∞∑
j=1

‖Ti(xj)‖ <∞, i = 1, 2.

Logo,
∞∑
j=1

‖(λT1 + T2)(xj)‖ ≤
∞∑
j=1

|λ|‖T1(xj)‖+
∞∑
j=1

‖T2(xj)‖ <∞.

Portanto, λT1 + T2 ∈ Labs e Labs(E;F ) é um espaço vetorial.

Verifiquemos agora a propriedade de ideal. Sejam u1 ∈ L(G,E), u2 ∈ Labs(E;F ) e

u3 ∈ L(F ;H) e seja (xj)
∞
j=1 ∈ lw1 (G). Considere ϕ ∈ E ′ . Então ϕ ◦u1 ∈ G

′
e, portanto,

∞∑
j=1

|ϕ(u1(xj))| <∞ =⇒ (u1(xj))
∞
j=1 ∈ lw1 (E).

Logo, ((u2 ◦ u1)(xj))∞j=1 ∈ l1(F ) e, da continuidade do operador u3, segue que

((u3 ◦ u2 ◦ u1)(xj))∞j=1 ∈ l1(H). Isto mostra que u3 ◦ u2 ◦ u1 ∈ Labs(G;H). �

Definição 1.12. Seja E um espaço topológico. Dizemos que um conjunto X ⊆ E é

relativamente compacto quando X for compacto. Dizemos que X ⊆ E é relativamente

fracamente compacto quando X for compacto considerando a topologia fraca.

Exemplo 1.2. Seja X um espaço vetorial normado de dimensão finita. Então a bola

aberta B(0, 1) centrada na origem e raio 1 é relativamente compacta em X.

Definição 1.13. Seja A ∈ L(E1, ..., En;F ). Dizemos que A é compacta (fracamente

compacta, respectivamente) se A(BE1 , ..., BEn) é um subconjunto relativamente com-

pacto (relativamente fracamente compacto, respectivamente) de F .

Exemplo 1.3. Sejam E1, ..., En e F espaços vetoriais normados, com dimF < ∞.

Então qualquer operador linear cont́ınuo T : E1 × ...× En −→ F é compacto.

Demonstração. Seja B := BE1 , ..., BEn . Como T é linear e cont́ınuo segue que T (B)

é limitado. Como os compactos de um espaço vetorial normado são precisamente os

conjuntos limitadas e fechados, conclúımos que T (B) é compacto e, portanto, T é

compacto. �

Denotaremos por K eW as classes dos operadores lineares compactos e fracamente

compactos, respectivamente. Além disso, denotaremos LK e LW as classes dos opera-

dores multilineares compactos e fracamente compactos, respectivamente.

Na próxima demonstração, para mostrar que um operador é compacto usaremos

a caracterização dos operadores compactos por meio de sequências: T : E −→ F é

compacto se, e somente se, (T (xj))
∞
j=1 possui subsequência convergente sempre que

(xj)
∞
j=1 é limitada.
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1. Ideais de Operadores

Proposição 1.4. As classes K e W são ideais fechados.

Demonstração. Mostraremos apenas que K é um ideal fechado, pois a demonstração

para W é análoga. Inicialmente, mostremos que K(E;F ) é um espaço vetorial que

contém os operadores de tipo finito. Usaremos a caracterização dos operadores com-

pactos por meio de sequências. Sejam A,B ∈ K(E;F ) e (xn)∞n=1 uma sequência limi-

tada em E. Como A é compacto, existe uma subsequência (A(xnk
))∞k=1 de (A(xn))∞n=1

que converge. Da compacidade de B, segue que (B(xnk
))∞k=1 possui uma subsequência

convergente (B(yn))∞n=1. Por ser uma subsequência de (A(xnk
))∞k=1, (A(yn))∞n=1 também

converge. Logo, ((λA+B)(yn))∞n=1 é convergente e, portanto, λA+B ∈ K(E;F ). Seja

T ∈ L(E;F ) de tipo finito e M ⊆ E limitado. Então T (M) é limitado e fechado e,

portanto, compacto, pois dim(T (E)) <∞.

Sejam T ∈ K(E;F ), S ∈ L(F ;H) e R ∈ L(G;E). Mostremos que S ◦ T ◦ R está

em K(G;H). Seja (xn)∞n=1 ⊆ G limitada. Como R ∈ L(G;E), segue que (R(xn))∞n=1

também é limitada. Como T ∈ K(E;F ), (T (R(xn)))∞n=1 possui uma subsequência

convergente, digamos ((T ◦ R)(xnk
))∞k=1. Da continuidade de S, segue que ((S ◦ T ◦

R)(xnk
))∞k=1 também converge. Isto mostra que (S ◦ T ◦ R) ∈ K(G;H). Logo, K é um

ideal.

Sejam Tj −→ T , onde Tj ∈ K(E;F ), para todo j ∈ N, e (xm)∞m=1 uma sequência

limitada em E. Da compacidade de T1, (xm)∞m=1 possui uma subsequência, (x1,m)∞m=1,

tal que (T1(x1,m))∞m=1 é de Cauchy (convergente). Da mesma forma, (x1,m)∞m=1 possui

uma subsequência (x2,m)∞m=1 tal que (T2(x2,m))∞m=1 é de Cauchy. Este processo pode

ser repetido para qualquer n ∈ N e podemos então considerar a sequência diagonal

(ym)∞m=1 = (x1,1, x2,2, x3,3, .., xm,m, ...),

que é uma subsequência de (xm)∞m=1 tal que (Tn(ym))∞m=1 é uma sequência de Cauchy

em F para todo n ∈ N. Uma vez que (xm)∞m=1 é limitada, existe c > 0 tal que ‖ym‖ ≤ c,

para todo m ∈ N. Da convergência Tn −→ T , dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

‖T − Tn‖ <
ε

3c
, ∀n ≥ n0.

Como (Tn0(ym))∞m=1 é uma sequência de Cauchy, existe n1 ∈ N tal que

‖Tn0(yj)− Tn0(yk)‖ <
ε

3
, ∀j, k ≥ n1.

Assim, para j e k suficientemente grandes,

‖T (yj)− T (yk)‖ ≤ ‖T (yj)− Tn0(yj)‖+ ‖Tn0(yj)− Tn0(yk)‖+ ‖Tn0(yk)− T (yk)‖

< ‖T − Tn0‖‖yj‖+
ε

3
+ ‖Tn0 − T‖‖yk‖

<
ε

3c
· c+

ε

3
+

ε

3c
· c

= ε.
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Logo (T (yj))
∞
j=1 é de Cauchy e, portanto, convergente. Isto mostra que T ∈ K(E;F ) e

que K(E;F ) é fechado. �
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Caṕıtulo 2

Multi-ideais

A definição de multi-ideal é uma generalição do conceito de ideal. Agora, em

vez de considerarmos uma classe das aplicações lineares, consideramos uma classe das

aplicações multilineares entre espaços de Banach. O trabalho de A. Pietsch, Ideals of

multilinear functionals, de 1983 foi um marco histórico no desenvolvimento da teoria

de multi-ideais. Na ocasião, Pietsch apresenta uma teoria de ideais para aplicações

multilineares. Neste caṕıtulo apresentaremos exemplos clássicos de multi-ideais e mos-

traremos uma forma de obter multi-ideais a partir de ideais lineares, o método de

composição. A maioria dos exemplos aqui dados serão retomados no próximo caṕıtulo

com a intenção de analisar se eles pertencem a uma classe mais restrita, a dos hiper-

ideais.

Definição 2.1 (Multi-ideal de operadores). SejaM uma subclasse dos operadores

multilineares cont́ınuos entre espaços de Banach. Dizemos queM é um multi-ideal (ou

ideal de operadores multilineares) se as suas componentes

M(E1, ..., En;F ) := L(E1, ...En;F ) ∩M,

onde E1, ..., En e F são espaços de Banach arbitrários, satisfazem as seguintes condições:

M1: M(E1, ..., En;F ) é um subespaço vetorial de L(E1, ..., En;F ) e

Lf (E1, ..., En;F ) ⊆M(E1, ..., En;F );

M2 (propriedade de multi-ideal) : se T1 ∈ L(G1;E1), ..., Tn ∈ L(Gn;En),

A ∈M(E1, ..., En;F ) e t ∈ L(F ;H), então

t ◦ A ◦ (T1, ..., Tn) ∈M(G1, ..., Gn;H).

Um multi-ideal é chamado de multi-ideal p-normado se existem 0 < p ≤ 1 e uma função

‖ · ‖M :M−→ [0,∞) tais que:
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a) a função ‖ · ‖M restrita a qualquer componente M(E1, ..., En;F ) é uma p-norma;

b) o operador

In : K× · · · ×K −→ K
(λ1, ..., λn) 7−→ λ1 · · ·λn

é tal que ‖In‖M = 1;

c) se T1 ∈ L(G1;E1), ..., Tn ∈ L(Gn;En), A ∈M(E1, ..., En;F ) e t ∈ L(F ;H), então

‖t ◦ A ◦ (T1, ..., Tn)‖M ≤ ‖t‖ · ‖A‖M · ‖T1‖ · · · ‖Tn‖.

Assim como no caso de ideais lineares, se todas as componentes M(E1, ..., En;F )

forem espaços de Banach relativamente à topologia induzida pela p-norma ‖·‖M, então

dizemos que (M, ‖ · ‖M) é um multi-ideal p-Banach ou, no caso p = 1, de Banach.

2.1 Exemplos

Sabemos da definição que qualquer multi-ideal contém a classe dos operadores de

tipo finito. Mas será que existe um multi-ideal que está contido em qualquer outro

multi-ideal? A resposta (positiva) é dada pelo próximo resultado.

Proposição 2.1. A classe Lf é o menor multi-ideal.

Demonstração. É imediato que Lf (E1, ..., En;F ) é um espaço vetorial que contém os

operadores de tipo finito. Mostremos que Lf possui a propriedade de ideal. Sejam

t ∈ L(F ;H), T1 ∈ (G1;E1), ..., Tn ∈ (Gn;En) e A ∈ Lf (E1, ..., En;F ). Então existem

k ∈ N, funcionais ϕij ∈ E
′
i , i = 1, ..., n, e vetores yj ∈ F, j = 1, ..., k, tais que

A =
k∑
j=1

ϕ1
j ⊗ · · · ⊗ ϕnj ⊗ yj.

Assim,

[t ◦ A ◦ (T1, ..., Tn)](x1, ..., xn) = t(A(T1(x1), ..., Tn(xn)))

= t

(
k∑
j=1

ϕ1
j(T1(x1)) · · ·ϕnj (Tn(xn)) · yj

)

=
k∑
j=1

(ϕ1
j ◦ T1)(x1) · · · (ϕnj ◦ Tn)(xn) · t(yj)

=

(
k∑
j=1

ψ1
j ⊗ · · · ⊗ ψnj ⊗ zj

)
(x1, ..., xn),
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onde ψlj = ϕlj ◦ Tl : Gl −→ K, l = 1, ..., n, e zj := t(yj) ∈ H, j = 1, ..., k. Isto mostra

que t ◦A ◦ (T1, ..., Tn) ∈ Lf (G1, ..., Gn;H). Logo Lf é um multi-ideal. A minimalidade

segue da definição de multi-ideal. �

Segue da definição que qualquer multi-ideal pode se tornar normado com a norma

uniforme. Mas será que existe um menor multi-ideal de Banach? E, no caso positivo,

qual é esta classe? Vamos responder estas perguntas.

Definição 2.2. Seja A ∈ L(E1, ..., En;F ). Diz-se que A é um operador nuclear se,

para cada l = 1, ..., n, é posśıvel obter uma sequência limitada (ϕlj)
∞
j=1 de funcionais

em E
′

l , uma sequência (λj)
∞
j=1 em l1 e uma sequência limitada (yj)

∞
j=1 em F tais que

A(x1, ..., xn) =
∞∑
j=1

λjϕ
1
j(x1) · · ·ϕnj (xn) · yj.

A expressão acima é dita uma representação nuclear para A e o espaço de todos ope-

radores n-lineares nucleares de E1 × ...× En em F é denotado por LN (E1, ..., En;F ).

A norma nuclear em LN é definida por

‖A‖LN = inf

{
∞∑
j=1

|λj| · ‖ϕ1
j‖ · · · ‖ϕnj ‖ · ‖yj‖

}
,

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as posśıveis representações nucleares de A.

Proposição 2.2. Sejam E1, ..., En e F espaços de Banach. Então

LN (E1, ..., En;F ) ⊆ Lf (E1, ..., En;F )
‖·‖
.

Demonstração. Dado A ∈ LN (E1, ..., En;F ), existem uma sequência limitada (ϕlj)
∞
j=1

de funcionais em E
′

l , uma sequência (λj)
∞
j=1 em l1 e uma sequência limitada (yj)

∞
j=1 em

F tais que

A =
∞∑
j=1

λj ⊗ ϕ1
j ⊗ · · · ⊗ ϕnj ⊗ yj.

Como as sequências (ϕlj)
∞
j=1, l = 1, ..., n e (yj)

∞
j=1 são limitadas, existe c > 0 tal que

‖ϕ1
j‖ · · · ‖ϕnj ‖ · ‖yj‖ ≤ c, para todo j ∈ N. Como (λj)

∞
j=1 está em l1, dado ε > 0, existe

j0 ∈ N tal que
∞∑
j=j0

|λj| <
ε

c
.

Logo A = limBk, onde Bk :=
∑k

j=1 λj ⊗ ϕ1
j ⊗ · · · ⊗ ϕnj ⊗ yj, pois para k ≥ j0,
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‖A−Bk‖ = ‖
∞∑

j=k+1

λj ⊗ ϕ1
j ⊗ · · · ⊗ ϕnj ⊗ yj‖

≤
∞∑

j=k+1

‖λj ⊗ ϕ1
j ⊗ · · · ⊗ ϕnj ⊗ yj‖

=
∞∑

j=k+1

|λj| · ‖ϕ1
j‖ · · · ‖ϕnj ‖ · ‖yj‖

≤ c ·
∞∑

j=k+1

|λj|

< ε.

Como Bk ∈ Lf (E1, ..., En;F ), para todo k ∈ N, segue que A ∈ Lf (E1, ..., En;F )
‖·‖

. �

Teorema 2.3 (Critério da Série para multi-ideais). Sejam 0 < p ≤ 1,M uma subclasse

das aplicações multilineares cont́ınuas entre espaços de Banach e ‖·‖M :M−→ [0,∞)

uma função. Então (M, ‖·‖M) é um multi-ideal p-Banach se, e somente se, as seguintes

condições são satisfeitas:

i) M satisfaz a propriedade de multi-ideal;

ii) o operador In : K× ...×K −→ K, dado por In(λ1, ..., λn) = λ1 · · ·λn, pertence a

M, para todo n ∈ N;

iii) ‖ · ‖M satisfaz as condições b) e c) da Definição 2.1;

iv) Se (Aj)
∞
j=1 é uma sequência em M(E1, ..., En;F ) e

∑∞
j=1 ‖Aj‖

p
M < ∞ então

A :=
∑∞

j=1Aj ∈M(E1, ..., En;F ) e ‖A‖pM ≤
∑∞

j=1 ‖Aj‖
p
M.

Demonstração. A prova é análoga a do Teorema 3.4 apresentado no caṕıtulo 3 e, por

isso, decidimos demonstrá-la mais a frente. �

Proposição 2.4. O par (LN , ‖ · ‖LN ) é o menor multi-ideal de Banach.

Demonstração. Usaremos o Teorema do Critério da Série para multi-ideais.

i) Seja A ∈ LN (E1, ..., En;F ) e sejam T1 ∈ L(G1, E1), ..., Tn ∈ L(Gn;En) e v ∈
L(F ;H). Então existem uma sequência limitada (ϕlj)

∞
j=1 de funcionais em E

′

l , uma

sequência (λj)
∞
j=1 em l1 e uma sequência limitada (yj)

∞
j=1 em F tais que

A(x1, ..., xn) =
∞∑
j=1

λjϕ
1
j(x1) · · ·ϕnj (xn) · yj.
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2. Multi-ideais

Assim,

[v ◦ A ◦ (T1, ..., Tn)](x1, ..., xn) = v(A(T1(x1), ..., Tn(xn))

= v(
∞∑
j=1

λj(ϕ
1
j ◦ T1)(x1) · · · (ϕnj ◦ Tn)(xn) · yj)

=
∞∑
j=1

λj(ϕ
1
j ◦ T1)(x1) · · · (ϕnj ◦ Tn)(xn) · v(yj)

=
∞∑
j=1

λjφ
1
j(x1) · · ·φ(xn) · zj,

onde φlj = ϕlj ◦Tl : Gl −→ K, l = 1, ..., n, e zj := v(yj) ∈ H, j = 1, ..., k. Como (yj)
∞
j=1 é

limitada e v é cont́ınuo, segue que (zj)
∞
j=1 também é limitada. Logo v◦A◦(T1, ..., Tn) ∈

LN (G1, ..., Gn;H) e LN satisfaz a propriedade de multi-ideal.

ii) Seja ϕ o funcional linear identidade em K. Então

In(x1, ..., xn) = ϕ(x1) · · ·ϕ(xn).

Logo, In ∈ LN (nK;K).

iii) Pelo item i) acima, temos

‖v ◦ A ◦ (T1, ..., Tn)‖LN ≤
∞∑
j=1

|λj| · ‖ϕ1
j ◦ T1‖ · · · ‖ϕnj ◦ Tn‖ · ‖v(yj)‖

≤
∞∑
j=1

|λj| · ‖ϕ1
j‖ · ‖T1‖ · · · ‖ϕnj ‖ · ‖Tn‖ · ‖v‖ · ‖yj‖

= (‖T1‖ · · · ‖Tn‖ · ‖v‖)
∞∑
j=1

|λj| · ‖ϕ1
j‖ · · · ‖ϕnj ‖ · ‖yj‖,

e tomando o ı́nfimo sobre todas as representações nucleares de A, obtemos

‖v ◦ A ◦ (T1, ..., Tn)‖LN ≤ ‖T1‖ · · · ‖Tn‖ · ‖v‖ · ‖A‖LN .

Pelo item ii), já sabemos que ‖In‖LN ≤ ‖ϕ‖n = 1n = 1. Suponha, por absurdo, que

‖In‖LN < 1. Então existe uma representação nuclear

In(x1, ..., xn) =
∞∑
j=1

λjϕ
1
j(x1) · · ·ϕnj (xn)

tal que
∑∞

j=1 |λj| · ‖ϕ1
j‖ · · · ‖ϕnj ‖ < 1. Mas
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2. Multi-ideais

1 = |In(1, ..., 1)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

λjϕ
1
j(1) · · ·ϕnj (1)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=1

|λj| · ‖ϕ1
j‖ · · · ‖ϕnj ‖ < 1,

o que é uma contradição. Portanto ‖In‖LN = 1.

iv) Seja (Aj)
∞
j=1 em LN (E1, ..., En;F ) tal que

∞∑
j=1

‖Aj‖LN <∞.

Dado ε > 0, para cada j ∈ N, existem sequências (λj,k)
∞
k=1 em l1, (yj,k)

∞
k=1 em F limitada

e (ϕlj,k)
∞
k=1 E

′

l , l = 1, ..., n, limitada tais que

Aj =
∞∑
j=1

λj,kϕ
1
j,k ⊗ · · · ⊗ ϕnj,k ⊗ yj,k

e
∞∑
j=1

|λj,k| · ‖ϕ1
j,k‖ · · · ‖ϕnj,k‖ · ‖yj,k‖ < (1 + ε) · ‖Aj‖LN .

Se necessário, podemos supor ‖yj,k‖ = ‖ϕlj,k‖ = 1, l = 1, ..., n, pois,

∞∑
j=1

|λj,k| · ‖ϕ1
j,k‖ · · · ‖ϕnj,k‖ · ‖yj,k‖ =

∞∑
j=1

|γj,k| · ‖ψ1
j,k‖ · · · ‖ψnj,k‖ · ‖zj,k‖,

onde γj,k := λj,k · ‖ϕ1
j,k‖ · · · ‖ϕnj,k‖ · ‖yj,k‖, φj,k :=

ϕj,k
‖ϕj,k‖

e zj,k :=
yj,k
‖yj,k‖

. Note que

(γj,k)
∞
k=1 está em l1, uma vez que as sequências (λj,k)

∞
k=1 e (yj,k)

∞
k=1 são limitadas.

Assim, da desigualdade acima, obtemos que (λj,k)
∞
j,k=1 ∈ l1. Portanto

∞∑
j,k=1

λj,k ⊗ ϕ1
j,k ⊗ · · · ⊗ ϕnj,k ⊗ yj,k =

∞∑
j=1

(
∞∑
k=1

λj,k ⊗ ϕ1
j,k ⊗ · · · ⊗ ϕnj,k ⊗ yj,k

)

=
∞∑
j=1

Aj

=: A.

Logo, A ∈ LN (E1, ..., En;F ) e

‖A‖LN ≤
∞∑
j,k

|λj,k| · ‖ϕ1
j,k‖ · · · ‖ϕnj,k‖ · ‖y1j,k‖ =

∞∑
j,k

|λj,k| < (1 + ε) ·

(
∞∑
j=1

‖Aj‖LN

)
.

Fazendo ε −→ 0, obtemos

‖A‖LN ≤
∞∑
j=1

‖Aj‖LN <∞.

Pelo Teorema 2.3, segue que (LN ; ‖ · ‖LN ) é um multi-ideal Banach. O fato de

(LN , ‖ · ‖LN ) ser o menor multi-ideal Banach, segue da inclusão

LN (E1, ..., En;F ) ⊆ Lf (E1, ..., En;F )
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2. Multi-ideais

e do fato de que todo multi-ideal Banach contém Lf . �

A Proposição 2.4 nos diz também que Lf , com a norma uniforme, não é Banach,

uma vez que Lf 6= LN .

2.2 Ideais de Composição

Existem algumas formas de obter multi-ideais a partir de ideais de operadores

lineares. Como exemplos, citamos o método da composição, o método da I-limitação

e o método da fatoração. No presente trabalho apresentaremos somente o primeiro.

Definição 2.3 (Ideais de Composição). Sejam A ∈ L(E1, ..., En;F ) e I um ideal de

operadores lineares. Dizemos que A ∈ I ◦ L se existem um espaço de Banach G, um

operador linear u ∈ I(G;F ) e um operador n-linear B ∈ L(E1, ..., En;G) tais que

A = u ◦B.

Se (I, ‖ · ‖I) é um ideal de operadores lineares p-normado, 0 < p ≤ 1, definimos

‖A‖I◦L := inf{‖u‖I · ‖B‖ : A = u ◦B}.

Mostraremos em seguida que dado um ideal I sempre é posśıvel obter um multi-

ideal a partir deste ideal. Na verdade, o resultado é ainda mais forte, mostraremos uma

forma de obter multi-ideais normados a partir de ideais normados e de como conseguir

multi-ideais p-Banach a partir de ideais de operadores p-Banach.

Proposição 2.5. Se (I, ‖·‖I) é um ideal de operadores lineares p-normado (p-Banach),

então (I ◦ L, ‖ · ‖I◦L) é um multi-ideal p-normado (p-Banach).

Demonstração. Sejam A1, A2 ∈ I ◦ L(E1, ..., En;F ). Então existem espaços de Banach

Gi, i = 1, 2, ui ∈ I(Gi;F ) e Bi ∈ L(E1, ..., En;Gi) tais que

Ai = ui ◦Bi, i = 1, 2.

Considere os operadores projeções πi : G1 ×G2 −→ Gi e o operador

B : E1 × · · · × En −→ G1 ×G2

x 7−→ (B1(x), B2(x))
.

Note que, para qualquer x ∈ E1 × · · · × En,

(A1 + A2)(x) = ([(u1 ◦ π1) + (u2 ◦ π2)] ◦B)(x).

Logo, A1 + A2 ∈ I ◦ L(E1, ..., En;F ), pois pela propriedade de ideal,

[(u1 ◦ π1) + (u2 ◦ π2)] ∈ I(G1 ×G2;F ).
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2. Multi-ideais

É imediato que λA ∈ I ◦ L(E1, ..., En;F ), para qualquer escalar λ ∈ K e para qualquer

A ∈ I ◦ L(E1, ..., En;F ). Portanto, I ◦ L(E1, ..., En;F ) é um subespaço vetorial de

L(E1, ..., En;F ). Seja A um operador de tipo finito da forma A = ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗
y. Então A = u ◦ B, onde B : E1 × · · · × En −→ K é dado por B(x1, ..., xn) =

ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn) e u : K −→ F é dado por u(λ) = λy. Logo, I ◦ L(E1, ..., En;F )

contém os operadores de tipo finito.

Sejam A ∈ I ◦ L(E1, ..., En;F ), T1 ∈ L(G1;E1), ..., Tn ∈ L(Gn;En) e t ∈ L(F ;H).

Podemos escrever A = v ◦ C, onde C ∈ L(E1, ..., En;G) e v ∈ I(G;F ). Definamos

u := t ◦ v ∈ I(G;H) e D := C ◦ (T1, ..., Tn) ∈ L(G1, ..., Gn;G). Então

t ◦ A ◦ (T1, ..., Tn) = u ◦D ∈ I ◦ L(G1, ..., Gn;H).

Logo, I ◦ L é um multi-ideal sempre que I é um ideal.

Mostremos agora que (I ◦ L, ‖ · ‖I◦L) é p-normado quando (I, ‖ · ‖I) é um ideal

p-normado. Para isto vamos precisar da Proposição 3.25 do Apêndice que afima que

‖A‖I◦L = ‖AL‖I , onde AL é a linearização de A.

a) A função ‖·‖I◦L restrita a qualquer componente I ◦ L(E1, ..., En;F ) é uma p-norma.

De fato,

i) ‖A‖I◦L = 0⇐⇒ ‖AL‖I = 0⇐⇒ AL = 0⇐⇒ A = 0.

ii) ‖λA‖I◦L = ‖(λA)L‖I = ‖λAL‖I = |λ| · ‖AL‖I = |λ| · ‖A‖I◦L.

iii) ‖A+B‖pI◦L = ‖AL +BL‖pI ≤ ‖AL‖
p
I + ‖BL‖pI = ‖A‖pI◦L + ‖B‖pI◦L.

b) O operador In : K× · · · ×K −→ K é tal que ‖In‖I◦L = ‖(In)L‖I = ‖Id‖I = 1.

c) Sejam T1 ∈ L(G1;E1), ..., Tn ∈ L(Gn;En), A ∈ I ◦ L(E1, ..., En;F ) e t ∈ L(F ;H).

Para x1 ∈ G1, ..., xn ∈ Gn, temos

(t ◦ A ◦ (T1, ..., Tn))L(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) = (t ◦ A ◦ (T1, ..., Tn))(x1, ..., xn)

= t(A(T1(x1), ..., Tn(xn)))

= t(AL(T1(x1)⊗ · · · ⊗ Tn(xn)))

= t(AL((T1 ⊗π · · · ⊗π Tn)(x1 ⊗ · · · ⊗ xn)))

= (t ◦ AL ◦ (T1 ⊗π · · · ⊗π Tn))(x1 ⊗ · · · ⊗ xn).

Logo, (t ◦ A ◦ (T1, ..., Tn))L = (t ◦ AL ◦ (T1 ⊗π · · · ⊗π Tn). Mais ainda,

‖t ◦ A ◦ (T1, ..., Tn)‖I◦L = ‖(t ◦ AL ◦ (T1 ⊗π · · · ⊗π Tn)‖I
≤ ‖t‖ · ‖AL‖I · ‖(T1 ⊗π · · · ⊗π Tn)‖

≤ ‖t‖ · ‖A‖I◦L · ‖T1‖ · · · ‖Tn‖.
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2. Multi-ideais

Logo, (I ◦ L, ‖ · ‖I◦L) é um multi-ideal p-normado

Assumamos agora que (I, ‖ · ‖I) é p-Banach. Sabemos (veja Apêndice) que

(I ◦ L(E1, ..., En;F ), ‖ · ‖I◦L) e (I(E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn;F ), ‖ · ‖I) são isomorfos isometri-

camente. Por hipótese, (I(E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn;F ), ‖ · ‖I) é um espaço p-Banach, por-

tanto (I ◦ L(E1, ..., En;F ), ‖ · ‖I◦L) também é um espaço p-Banach. Logo I ◦ L é

p-Banach. �

Finalizaremos o caṕıtulo mostrando que o espaço dos operadores fracamente se-

quencialmente cont́ınuos é um multi-ideal.

Definição 2.4. Seja A ∈ L(E1, ..., En;F ). Dizemos que A é fracamente sequencial-

mente cont́ınuo se (A(x1j , ..., x
n
j ))∞j=1 converge para A(x1, ..., xn) na norma de F sempre

que as sequências (xlj)
∞
j=1 em El convergem fracamente para xl, onde l = 1, ..., n. A

classe dos operadores entre espaços de Banach fracamente sequencialmente cont́ınuos

será denotada por Lwsc.

Proposição 2.6. A classe Lwsc é um multi-ideal.

Demonstração. Sejam A,B ∈ Lwsc(E1, ..., En;F ) e α ∈ K. Sejam (xlj)
∞
j=1 em El conver-

gindo fracamente para xl, l = 1, ..., n. Da definição de Lwsc, segue que (A(x1j , ..., x
n
j ))∞j=1

converge para A(x1, ..., xn) e (B(x1j , ..., x
n
j ))∞j=1 converge para B(x1, ..., xn). Assim,

((αA + B)(x1j , ..., x
n
j ))∞j=1 = α(A(x1j , ..., x

n
j ))∞j=1 + (B(x1j , ..., x

n
j ))∞j=1 converge para

αA(x1, ..., xn) + B(x1, ..., xn) = (αA + B)(x1, ..., xn) na norma de F . Logo, αA + B ∈
Lwsc(E1, ..., En;F ). Portanto, Lwsc(E1, ..., En;F ) é um espaço vetorial. Sendo assim,

para mostrar que os operadores de tipo finito pertencem a Lwsc(E1, ..., En;F ) é sufici-

ente mostrar que A := ϕ1⊗· · ·⊗ϕn⊗y ∈ Lwsc(E1, ..., En;F ), onde ϕl ∈ E
′

l , l = 1, ..., n

são arbitrários. Sejam (xlj)
∞
j=1 em El convergindo fracamente para xl. Da definição da

norma fraca, segue que (ϕl(x
l
j))
∞
j=1 converge para ϕl(xl), l = 1, ..., n. Logo,

A(x1j , ..., x
n
j ) = ϕ1(x

1
j) · · ·ϕn(xnj )y −→ ϕ1(x1) · · ·ϕn(xn)y = A(x1, ..., xn).

Isto mostra que A ∈ Lwsc(E1, ..., En;F ).

Resta-nos mostrar que Lwsc satisfaz a propriedade de multi-ideal. Sejam

A ∈ Lwsc(E1, ..., En;F ), T1 ∈ L(G1;E1), ..., Tn ∈ L(Gn;En) e t ∈ L(F ;H). Sejam

também (xlj)
∞
j=1 em El convergindo fracamente para xl, para cada l = 1, ..., n. Como

Tl também é cont́ınua considerando as topologias fracas de Gl e de El, temos

Tl(x
l
j) −→ Tl(xl).

Como A ∈ Lwsc(E1, ..., En;F ), segue que

A(T1(x
1
j), ..., Tn(xnj )) −→ A(T1(x1), ..., Tn(xn)).
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2. Multi-ideais

Da continuidade de t conclúımos que

[t ◦ A ◦ (T1, ..., Tn)](x1j , ..., x
n
j ) −→ [t ◦ A ◦ (T1, ..., Tn)](x1, ..., xn).

Logo [t ◦ A ◦ (T1, ..., Tn)] ∈ Lwsc(G1, ..., Gn;H). �
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Caṕıtulo 3

Hiper-ideais

O conceito de multi-ideal é uma generalização do conceito de ideal. Mas a com-

posição do lado direto é feita somente com operadores lineares, muito embora faça

sentido compor com multilineares. Isto faz com que o operador resultante da com-

posição tenha o mesmo grau de linearidade do original. O estudo do conceito de

hiper-ideal, objetivo principal do trabalho, vai abranger justamente este tipo de com-

posição, muitas vezes aumentando o grau de linearidade e portanto saindo do espaço

das transformações n-lineares para o espaço das transformações n+ k-lineares, k ∈ N,
como ilustra o diagrama abaixo:

(G1 × · · · ×Gm1 )

B1

��

× (Gm1+1 × · · · ×Gm2 )

B2

��

×· · ·× (Gmn−1+1 × · · · ×Gmn )

Bn

��

t◦A◦(B1,...,Bn)

,,E1 × E2 ×· · ·× En
A−−−−−−−−−−−−−→F

t−−−−−−−−−−−−−→H.

Vamos às definições.

Definição 3.1 (Hiper-ideal de operadores). Seja H uma subclasse dos operadores

multilineares cont́ınuos entre espaços de Banach. Dizemos que H é um hiper-ideal de

operadores multilineares se as suas componentes n-lineares

H(E1, ..., En;F ) := L(E1, ...En;F ) ∩H,

onde E1, ..., En e F são espaços de Banach arbitrários, satisfazem as seguintes condições:

H1: H(E1, ..., En;F ) é um subespaço vetorial de L(E1, ..., En;F ) e Lf (E1, ..., En;F ) ⊆
H(E1, ..., En;F );

H2 (propriedade de hiper-ideal) : se t ∈ L(F ;H), B1 ∈ L(G1×· · ·×Gm1 ;E1), ...,

Bn ∈ L(Gmn−1+1 × · · · ×Gmn ;En) e A ∈ H(E1, ..., En;F ), então

t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn) ∈ H(G1, ..., Gmn ;H).
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3. Hiper-ideais

Um hiper-ideal é chamado hiper-ideal p-normado quando existem 0 < p ≤ 1 e uma

função ‖ · ‖H : H −→ [0,∞) tais que:

a) A função ‖ · ‖H restrita a qualquer componente n-linear H(E1, ..., En;F ) é uma

p-norma;

b) o operador

In : K× · · · ×K −→ K
(λ1, ..., λn) 7−→ λ1 · · ·λn

é tal que ‖In‖H = 1;

c) se t ∈ L(F ;H), B1 ∈ L(G1× · · · ×Gm1 ;E1), ..., Bn ∈ L(Gmn−1+1× · · · ×Gmn ;En) e

A ∈ H(E1, ..., En;F ), então

‖t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn)‖H ≤ ‖t‖ · ‖A‖H · ‖B1‖ · · · ‖Bn‖.

Dizemos que (H, ‖ · ‖H) é um hiper-ideal p-Banach se todas as componentes n-

lineares H(E1, ..., En;F ) forem espaços p-Banach relativamente à topologia induzida

pela p-norma ‖·‖H. No caso particular em que p = 1 dizemos simplesmente hiper-ideal

normado ou hiper-ideal Banach.

Como a propriedade de hiper-ideal é mais forte do que a de multi-ideal, veremos

mais adiante que alguns multi-ideais não são hiper-ideais. A outra inclusão sempre

acontece.

A classe

L =
⋃

E1,...,En,F
n∈N

L(E1, ..., En;F )

de todas as aplicações n-lineares, n ∈ N, entre espaços de Banach E1, ..., En, F , é um

exemplo trivial de hiper-ideal. Em particular, é um exemplo trivial de multi-ideal. Se

fixarmos n = 1 teremos um ideal.

3.1 Propriedades e Exemplos

Proposição 3.1. Seja (H, ‖ · ‖H) um hiper-ideal p-normado. Então

‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖H.
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Demonstração. Sejam A ∈ H(E1, ..., En;F ) e xj ∈ Ej, j = 1, ..., n. Pelo Teorema de

Hahn-Banach, existe um funcional ϕ ∈ F ′ tal que ϕ(A(x1, ..., xn)) = ‖A(x1, ..., xn)‖ e

‖ϕ‖ = 1. Consideremos os operadores lineares 1⊗ xi, i = 1, ..., n, e ϕ⊗ 1. Então

(ϕ⊗ 1) ◦ A ◦ (1⊗ x1, ..., 1⊗ xn)(λ1, ..., λn) = (ϕ⊗ 1)(A(1⊗ x1λ1, ..., 1⊗ xnλn))

= ϕ(A(λ1x1, ..., λnxn))

= λ1 · · ·λn · ϕ(A(x1, ..., xn))

= In(λ1, ..., λn) · ϕ(A(x1, ...., xn)).

Logo,

(ϕ⊗ 1) ◦ A ◦ (1⊗ x1, ..., 1⊗ xn) = ϕ(A(x1, ..., xn)) · In

e então

‖A(x1, ..., xn)‖ = ϕ(A(x1, ..., xn))

= |ϕ(A(x1, ..., xn))| · ‖In‖H
= ‖ϕ(A(x1, ..., xn)) · In‖H
= ‖(ϕ⊗ 1) ◦ A ◦ (1⊗ x1, ..., 1⊗ xn)‖

≤ ‖ϕ⊗ 1‖ · ‖A‖H · ‖1⊗ x1‖ · · · ‖1⊗ xn‖

= ‖A‖H · ‖x1‖ · · · ‖xn‖.

Como os vetores xi ∈ Ei, i = 1, ..., n, são arbitrários, da desigualdade acima conclúımos

‖A‖ ≤ ‖A‖H.

�

Acabamos de mostrar que a norma uniforme de qualquer operador num hiper-ideal

H é sempre menor ou igual do que a norma do operador considerando uma p-norma

em H. Isto significa que se uma sequência (Tj)
∞
j=1 ⊆ H converge na p-norma ‖ · ‖H

então (Tj)
∞
j=1 também converge considerando a norma uniforme.

Proposição 3.2. Dado um hiper-ideal H, definamos

H(E1, ..., En;F ) = H(E1, ..., En;F )‖·‖,

para todo n ∈ N e quaisquer espaços de Banach E1, ..., En, F. Então (H, ‖·‖) é o menor

hiper-ideal fechado contendo H.

Demonstração. Sejam A,B ∈ H(E1, ..., En;F ) e α ∈ K. Então existem sequências

(Aj)
∞
j=1 e (Bj)

∞
j=1 em H(E1, ..., En;F ) tais que Aj −→ A na norma uniforme e
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Bj −→ B na norma uniforme. Logo, αAj + Bj −→ αA + B na norma uniforme.

Como H(E1, ..., En;F ) é um espaço vetorial, segue que a sequência (αAj + Bj)
∞
j=1

está em H(E1, ..., En;F ). Logo, (αA + B) ∈ H(E1, ..., En;F ) e, por conseguinte,

H(E1, ..., En;F ) é um espaço vetorial. Temos também Lf ⊆ H ⊆ H. Mostremos

que H possui a propriedade de hiper-ideal. Sejam A = limAj, Aj ∈ H(E1, ..., En;F ),

para todo j ∈ N, B1 ∈ L(G1 × · · · × Gm1 ;E1), ..., Bn ∈ L(Gmn−1+1 × · · · × Gmn ;En) e

t ∈ L(F ;H). Então

‖t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn)− t ◦ Aj ◦ (B1, ..., Bn)‖ = ‖t ◦ (A− Aj) ◦ (B1, ..., Bn)‖

= ‖t‖ · ‖A− Aj‖ · ‖B1‖ · · · ‖Bn‖

−→ 0.

Portanto,

(t ◦ Aj ◦ (B1, ..., Bn)) −→ (t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn)).

Sabemos que, para todo j ∈ N, (t ◦ Aj ◦ (B1, ..., Bn)) ∈ H(G1, ..., Gmn ;H), ou seja,

(t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn)) ∈ H(G1, ..., Gmn ;H). Logo (H, ‖ · ‖) é um hiper-ideal normado.

Segue da definição que (H, ‖ · ‖) é fechado.

Seja G um hiper-ideal fechado que contém H. Como G é fechado, devemos ter

H ⊆ G. �

Já vimos que de maneira geral vale ‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖H. O próximo resultado nos dirá que

para uma determinada classe de operadores sempre vale a igualdade.

Proposição 3.3. Sejam (H, ‖ · ‖H) um hiper-ideal p-normado, T1 ∈ L(E1, ..., Em1), ...,

Tn ∈ L(Emn−1+1, ..., Emn) e y ∈ F . Então

T1 ⊗ · · · ⊗ Tn ⊗ y ∈ H(E1, ..., Emn ;F )

e vale

‖T1 ⊗ · · · ⊗ Tn ⊗ y‖H = ‖T1 ⊗ · · · ⊗ Tn ⊗ y‖ = ‖T1‖ · · · ‖Tn‖ · ‖y‖.

Demonstração. Seja x := (x1, ..., xmn) ∈ E1 × · · · × Emn . Note que

(1⊗ y) ◦ In ◦ (T1, ..., Tn)(x) = (1⊗ y)(In(T1(x1, ..., xm1), ..., Tn(xmn−1+1, ..., xmn)))

= (1⊗ y)(T1(x1, ..., xm1) · · ·Tn(xmn−1+1, ..., xmn))

= (T1(x1, ..., xm1) · · ·Tn(xmn−1+1, ..., xmn)) · y

= T1 ⊗ · · · ⊗ Tn ⊗ y(x1, ..., xmn).

Como H é um hiper-ideal e In ∈ H(K × · · · × K;K), da propriedade de hiper-ideal,

segue que
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T1 ⊗ · · · ⊗ Tn ⊗ y = (1⊗ y) ◦ In ◦ (T1, ..., Tn) ∈ H(E1, ..., Emn ;F ).

Além disso, sendo y1 := (x1, ..., xm1), ..., yn := (xmn−1+1, ..., xmn), temos

‖T1 ⊗ · · · ⊗ Tn ⊗ y‖ = sup
‖xi‖≤1
i=1,...,mn

‖(1⊗ y) ◦ In ◦ (T1, ..., Tn)(x)‖

= sup
‖yi‖≤1
i=1,...,n

‖T1(y1) · · ·Tn(yn) · y‖

= sup
‖yi‖≤1
i=1,...,n

|T1(y1)| · · · |Tn(yn)| · ‖y‖

=

(
sup
‖y1‖≤1

|T1(y1)|

)
· · ·

(
sup
‖yn‖≤1

|Tn(yn)|

)
· ‖y‖

= ‖T1‖ · · · ‖Tn‖ · ‖y‖.

Logo

‖T1 ⊗ · · · ⊗ Tn ⊗ y‖ ≤ ‖T1 ⊗ · · · ⊗ Tn ⊗ y‖H
= ‖(1⊗ y) ◦ In ◦ (T1, ..., Tn)‖H
≤ ‖(1⊗ y)‖ · ‖In‖H · ‖T1‖ · · · ‖Tn‖

= ‖T1‖ · · · ‖Tn‖ · ‖y‖

= ‖T1 ⊗ · · · ⊗ Tn ⊗ y‖

e, consequentemente,

‖T1 ⊗ · · · ⊗ Tn ⊗ y‖ = ‖T1 ⊗ · · · ⊗ Tn ⊗ y‖H = ‖T1‖ · · · ‖Tn‖ · ‖y‖.

�

Como os operadores de posto finito são combinações lineares finitas de operadores

da forma

T1 ⊗ · · · ⊗ Tn ⊗ y,

a Proposição 3.3 nos diz que a classe LF está contida em qualquer hiper-ideal H e, para

os operadores desta classe, tanto faz considerar a p-norma em H ou a norma uniforme.

Verificar que uma classe é um hiper-ideal nem sempre é tarefa fácil. Ainda menos

fácil é mostrar que uma classe é um hiper-ideal p-Banach. O próximo teorema vai

justamente dar uma nova caracterização dos hiper-ideais p-Banach, que facilitará nosso

trabalho quando precisarmos mostrar que uma classe é um hiper-ideal p-Banach.
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Teorema 3.4 (Critério da série para hiper-ideais). Sejam 0 < p ≤ 1, H uma sub-

classe da classe das aplicações multilineares cont́ınuas entre espaços de Banach e

‖ · ‖H : H −→ [0,∞) uma função. Então (H, ‖ · ‖H) é um hiper-ideal p-Banach

se, e somente se, as seguintes condições são satisfeitas:

i) H satisfaz a propriedade de hiper-ideal.

ii) In ∈ H(nK), para todo n ∈ N.

iii) ‖ · ‖H satisfaz as condições b) e c) da Definição 3.1.

iv) Se (Aj)
∞
j=1 é uma sequência em H(E1, ..., En;F ) e

∞∑
j=1

‖Aj‖H <∞,

então A :=
∑∞

j=1Aj ∈ H(E1, ..., En;F ) e

‖A‖pH ≤
∞∑
j=1

‖Aj‖pH.

Demonstração. (=⇒) Pela definição de hiper-ideal p-Banach conclúımos que valem

i), ii) e iii). Mostremos que vale iv). Seja (Aj)
∞
j=1 em H(E1, ..., En;F ) tal que

∞∑
j=1

‖Aj‖H <∞.

Chamemos de (Bj)
∞
j=1 a sequência das somas parciais de (Aj)

∞
j=1. ComoH(E1, ..., En;F )

é um espaço vetorial segue que (Bj)
∞
j=1 é uma sequência em H(E1, ..., En;F ). Além

disso, como
∞∑
j=1

‖Aj‖H <∞,

conclúımos que Bj é de Cauchy. Como H é p-Banach e Bj −→ A na norma uniforme,

segue que A ∈ H(E1, ..., En;F ). Agora, para todo s ∈ N, vale∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

Aj

∥∥∥∥∥
p

H

≤

∥∥∥∥∥
s∑
j=1

Aj

∥∥∥∥∥
p

H

+

∥∥∥∥∥
∞∑

j=s+1

Aj

∥∥∥∥∥
p

H

≤
s∑
j=1

‖Aj‖pH +

∥∥∥∥∥
∞∑

j=s+1

Aj

∥∥∥∥∥
p

H

.

Fazendo s −→∞ , obtemos

‖A‖pH ≤
∞∑
j=1

‖Aj‖pH.
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(⇐=) Da condição iv), tomando Aj identicamente nula quando j ≥ 3, segue que

H(E1, ..., En;F ) é um espaço vetorial. Pelas condições i) e ii) segue que um operador

da forma A = ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ y = (1⊗ y) ◦ In ◦ (ϕ1, ..., ϕn) ∈ H(E1, ..., En;F ) . Logo

H(E1, ..., En;F ) contém os operadores de tipo finito e, portanto, H é um hiper-ideal.

Mostremos que H é p-Banach. Inicialmente, mostremos que H é p-normado. Por

iii) é suficiente mostrarmos a condição a) da Definição 3.1. Sejam A ∈ H(E1, ..., En;F )

e λ ∈ K. Da propriedade de hiper-ideal, segue que

‖λA‖H ≤ |λ| · ‖A‖H. (3.1)

Se λ = 0 a igualdade é imediata. Se λ 6= 0,

|λ| · ‖A‖H = |λ| ·
∥∥∥∥1

λ
(λA)

∥∥∥∥
H
≤ |λ| · 1

|λ|
· ‖λA‖H = ‖λA‖H. (3.2)

De (3.1) e (3.2) conclúımos que

‖λA‖H = |λ|‖A‖H.

Do que acabamos de provar, conclúımos que se A = 0 então

‖0‖H = ‖λ0‖H = |λ| · ‖0‖H.

Tomando λ = 0, obtemos ‖A‖H = 0. Se ‖A‖H = 0 então

‖jA‖H = j‖A‖H = 0, para todo j ∈ N.

De iv) segue que

B :=
∞∑
j=1

jA ∈ H(E1, ..., En;F ).

Se tivéssemos A(x1, ..., xn) 6= 0 para algum (x1, ..., xn) ∈ E1 × · · · × En então B não

estaria bem definida. Portanto A(x1, ..., xn) = 0, para todo (x1, ..., xn) ∈ E1×· · ·×En.

Logo A = 0. A última propriedade de p-norma segue imediatamente da condição iv).

Logo H é um hiper-ideal p-normado.

Mostremos que H é p-Banach. Seja (Aj)
∞
j=1 em H(E1, ..., En;F ) uma sequência de

Cauchy com respeito a ‖ · ‖H. Então (Aj)
∞
j=1 possui uma subsequência (Ajk)∞k=1 tal que

‖Ajk+1
− Ajk‖

p
H ≤

1

2k
, para todo k ∈ N.

Assim,
∞∑
k=1

‖Ajk+1
− Ajk‖

p
H <∞.

Por iv), segue que
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3. Hiper-ideais

Bi :=
∞∑
k=i

(Ajk+1
− Ajk) ∈ H(E1, ..., En;F )

e portanto

‖Bi‖pH ≤
∞∑
k=i

‖Ajk+1
− Ajk‖

p
H ≤

1

2i−1
, para todo i ∈ N.

Note que

B1 −Bi =
i−1∑
k=1

(Ajk+1
− Ajk) = Aji − Aj1 ,

isto é,

Bi = (B1 + Aj1)− Aji .

Logo,

‖Aji − (B1 + Aj1)‖
p
H = ‖Bi‖pH ≤

1

2i−1
.

Isto mostra que (Aji) converge para (B1 + Aj1) ∈ H(E1, ..., En;F ) na p-norma ‖ · ‖H.

Como (Aj)
∞
j=1 é de Cauchy e possui uma subsequência convergente, conclúımos que

(Aj)
∞
j=1 converge para (B1 +Aj1) ∈ H(E1, ..., En;F ). Isto finaliza a demonstração. �

Este Teorema é muito semelhante ao Teorema Critério da Série para multi-ideais

apresentado no Caṕıtulo 2. A diferença básica é a propriedade de multi-ideal e de

hiper-ideal.

Quando estamos trabalhando com espaços vetoriais com normas distintas, muitas

vezes, encontrar uma relação entre estas normas facilita o nosso trabalho. O próximo

resultado nos diz que se tivermos dois hiper-ideais p-Banach, um contido no outro,

com suas respectivas p-normas, sempre, em cada “andar”de linearidade, é posśıvel

obter uma constante que faz com que a norma de qualquer operador como elemento do

espaço maior seja menor ou igual do que esta constante multiplicada pela norma deste

operador visto como elemento do outro espaço.

Proposição 3.5. Sejam 0 < p ≤ 1 e (G, ‖ · ‖G) e (H, ‖ · ‖H) hiper-ideais p-Banach tais

que G ⊆ H. Então, para todo n ∈ N, existe uma constante Cn, dependendo somente

de n, tal que

‖A‖H ≤ Cn‖A‖G, (3.3)

para quaisquer espaços de Banach E1, ..., En e F e A ∈ G(E1, ..., En;F ).

Demonstração. Suponhamos por absurdo que o resultado não seja válido. Neste caso,

existe m ∈ N para o qual não existe constante Cm satisfazendo (3.3). Assim, para
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qualquer n ∈ N, existem espaços de Banach E
(n)
1 , ..., E

(n)
m , Gn e um operador An ∈

G(E
(n)
1 , ..., E

(n)
m ;Gn) tais que

‖An‖H > 2n/p · n · ‖An‖G. (3.4)

Afirmação: podemos supor ‖An‖G =
1

2n/p
.

Como An 6= 0, pondo λn :=
1

2n/p · ‖An‖G
, temos

‖λnAn‖G =
1

2n/p

e

‖λnAn‖H = |λn| · ‖An‖H > |λn| · 2n/p · n · ‖An‖G = 2n/p · n · ‖λnAn‖G.

Assim, trocando An por λnAn, se necessário, podemos admitir que ‖An‖G =
1

2n/p
.

Logo, (3.4) se torna

‖An‖H > n, para todo n ∈ N.

Consideremos os espaços de Banach

Ei :=
∞∏
n=1

E
(n)
i , i = 1, ..., n, e G :=

∞∏
n=1

Gi.

Agora, para cada i = 1, ...,m e n ∈ N, sejam

πi,n : Ei −→ E
(n)
i

(xik)
∞
k=1 7−→ xin

as projeções canônicas e

τn : Gn −→ G

yn 7−→ (0, ..., 0, yn, 0, ...)

as inclusões canônicas. Como G é um hiper-ideal, temos

τn ◦ An ◦ (π1,n, ..., πm,n) ∈ G(E1, ..., Em;G).

Agora,

∞∑
n=1

‖τn ◦ A ◦ (π1,n, ..., πm,n)‖pG ≤
∞∑
n=1

‖τn‖p · ‖A‖pG · ‖π1,n‖
p · · · ‖πm,n‖p

=
∞∑
n=1

1

2n
= 1 <∞,

pois ‖τn‖ = ‖πi,n‖ = 1 e ‖A‖G =
1

2n/p
. Como (G, ‖ · ‖G) é um hiper-ideal p-Banach,

pelo Critério da Série, conclúımos que
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A :=
∞∑
n=1

τn ◦ An ◦ (π1,n, ..., πm,n) ∈ G(E1, ..., Em;G) ⊆ H(E1, ..., Em;G).

Por outro lado, considerando

τi,n : E
(n)
i −→ Ei

yi,n 7−→ (0, ..., 0, yi,n, 0, ...) := yi,n

as inclusões canônicas e

πn : G −→ Gn

(yj)
∞
j=1 7−→ yn

as projeções canônicas, temos

An = πn ◦ A ◦ (τ1,n, ..., τm,n),

pois, para qualquer xn := (xn1 , ..., x
n
m) ∈ E(n)

1 × ...× E
(n)
m , temos

πn ◦ A ◦ (τ1,n, ..., τm,n)(xn) = πn(A(τ1,n(xn1 ), ..., τm,n(xnm)))

= πn(A(xn1 , ..., x
n
m))

= πn(
∞∑
n=1

τn(An((π1,n, ..., πm,n)(xn1 , ..., x
n
m))))

= πn(
∞∑
n=1

τn(An(π1,n(xn1 ), ..., πm,n(xnm))))

= πn(
∞∑
n=1

τn(An(xn1 , ..., x
n
m)))

= An(xn1 , ..., x
n
m)

= An(xn)

e

n < ‖An‖H = ‖πn ◦ A ◦ (τ1,n, ..., τm,n)‖H
≤ ‖πn‖ · ‖A‖H · ‖τ1,n‖ · · · ‖τm,n‖

= ‖A‖H,

para todo n ∈ N. Este absurdo finaliza a demonstração. �

Sabemos que Lf é o menor multi-ideal. Mas será que Lf é o menor hiper-ideal?

Como veremos a seguir, Lf não é, sequer, um hiper-ideal.

Proposição 3.6. O multi-ideal Lf não é um hiper-ideal.

Demonstração. Considere o operador bilinear
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T : l2 × l2 −→ K

((xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1) 7−→

∞∑
j=1

xjyj.

Suponha, por absurdo, que Lf seja um hiper-ideal. Então, pela propriedade de hiper-

ideal, T = I1 ◦T ∈ Lf (2l2;K), o que é absurdo, pelo que provamos no Exemplo 1.1. �

Será que, assim como no caso de multi-ideais, existe uma classe que é o menor

hiper-ideal? Em caso positivo, qual é esta classe? As respostas virão em seguida.

Teorema 3.7. A classe LF dos operadores multilineares de posto finito é o menor

hiper-ideal.

Demonstração. Sabemos que se U e V são espaços vetoriais de dimensão finita e λ ∈
K, λ 6= 0, então

dim(U + V ) = dimU + dimV − dim(U ∩ V ) e dim(λV ) = dimV .

Isto é suficiente para mostrarmos que LF(E1, ..., En;F ) é um espaço vetorial. Claro

que

Lf (E1, ..., En;F ) ⊆ LF(E1, ..., En;F ).

Sejam B1 ∈ L(G1×· · ·×Gm1 ;E1), ..., Bn ∈ L(Gmn−1+1×· · ·×Gmn ;En), t ∈ L(F ;H)

e A ∈ LF(E1, ..., En;F ). Como A tem posto finito, existem k ∈ N, Tj ∈ L(E1, ..., En)

e yj ∈ F , j = 1, ..., k, tais que

A =
k∑
j=1

Tj ⊗ yj.

Então, sendo x := (x1, ..., xmn), temos

[t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn)](x) = t(A(B1(x1, ..., xm1), ..., Bn(xmn−1+1, ..., xmn)))

= t(
k∑
j=1

Tj(B1(x1, ..., xm1), ..., Bn(xmn−1+1, ..., xmn)) · yj

=
k∑
j=1

(Tj(B1(x1, ..., xm1), ..., Bn(xmn−1+1, ..., xmn))) · t(yj)

=
k∑
j=1

Sj ⊗ zj(x1, ..., xmn),

onde Sj := Tj ◦ (B1, ..., Bn) ∈ L(G1, ..., Gmn) e zj := t(yj) ∈ H, j = 1, ..., k. Logo

t ◦A ◦ (B1, ..., Bmn) ∈ LF(G1, ..., Gmn ;H) e isto prova que LF é um hiper-ideal. Resta-

nos provar a minimalidade de LF . Sejam A ∈ LF(E1, ..., En;F ) e H um hiper-ideal

qualquer. Então A =
∑k

j=1 Tj ⊗ yj, com Tj ∈ L(E1, ..., En) e yj ∈ F . Queremos
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mostrar que A ∈ H(E1, ..., En;F ). Como H(E1, ..., En;F ) é um espaço vetorial, é

suficiente mostrar que Tj ⊗ yj ∈ H(E1, ..., En;F ), para cada j = 1, ..., n. De fato,

pela da propriedade de hiper ideal, Tj ⊗ yj = (1 ⊗ yj) ◦ Tj ∈ H(E1, ..., En;F ), pois

1⊗ yj ∈ L(K;F ) é de tipo finito. Logo LF ⊆ H. �

Corolário 3.8. SejaH uma classe de operadores multilineares cont́ınuos satisfazendo a

propriedade de hiper-ideal e tal que cada componente H(E1, ..., En;F ) é um subespaço

vetorial de L(E1, ..., En;F ). Então

Lf ⊆ H ⇔ LF ⊆ H.

Demonstração. Se Lf (E1, ..., En;F ) ⊆ H(E1, ..., En;F ) entãoH é um hiper-ideal e pelo

Teorema 3.7 segue que LF ⊆ H. A outra inclusão é imediata, pois Lf ⊆ LF . �

O Corolário 3.8 nos diz que, na definição de hiper-ideais, a condição

H1): “H(E1, ..., En;F ) é um espaço vetorial que contém os operadores de tipo finito”

pode ser substitúıda por H1’): “H(E1, ..., En;F ) é um espaço vetorial que contém os

operadores de posto finito.” Mas é evidente que é prefeŕıvel manter a condição H1),

pois a classe Lf não é maior do que a LF .

A propriedade H1’) é uma diferença importante entre multi-ideais e hiper-ideais,

esta faz com que alguns multi-ideais não sejam hiper-ideais. Enquanto um multi-ideal

deve ser “grande” o suficiente para conter Lf , um hiper-ideal deve ser “grande” o

suficiente para conter LF .

Vimos no Caṕıtulo 2 que o par (LN , ‖ · ‖LN ) dos operadores nucleares, juntamente

com a norma nuclear, é o menor multi-ideal Banach. É natural então se perguntar:

a classe LN é um hiper-ideal? Em caso positivo, (LN , ‖ · ‖LN ) é o menor hiper-ideal

Banach?

Proposição 3.9. A classe LN não é um hiper-ideal.

Demonstração. Sabemos que

LN ⊆ Lf .

A forma bilinear do Exemplo 1.1 não pertence a Lf logo T /∈ LN . Mas T ∈ LF , logo

LF * LN . Como LF é o menor hiper-ideal, segue que LN não é um hiper-ideal. �

Agora já sabemos que o menor multi-ideal Banach não é nem mesmo um hiper-ideal.

Estamos interessados em determinar uma classe, juntamente com uma norma, que seja

o menor hiper-ideal Banach. Tal classe deve ser grande o suficiente para conter LF .

Um candidato natural, caso seja posśıvel, é uma classe que generalize LN no contexto

multi-linear. É o que faremos em seguida.

37



3. Hiper-ideais

Definição 3.2. Sejam s ∈ (0,∞) e r ∈ [1,∞] tais que

1 ≤ 1

s
+

1

r

e A ∈ L(E1, ..., En;F ). Diz-se que A é um operador hiper-(s, r)-nuclear se existem

sequências (λj)
∞
j=1 ∈ ls, (Tj)∞j=1 ∈ lwr (L(E1, ..., En)) e (yj)

∞
j=1 ∈ l∞(F ) tais que

A(x1, ..., xn) =
∞∑
j=1

λjTj ⊗ yj(x1, ..., xn) =
∞∑
j=1

λjTj(x1, ..., xn)yj, (3.5)

para todo (x1, ..., xn) ∈ E1×...×En. Neste caso, escrevemosA ∈ LHN (s,r)(E1, ..., En;F ).

A norma hiper-(s, r)-nuclear ‖ · ‖LHN (s,r)
: LHN (s,r) −→ [0,∞) é definida por

‖A‖LHN (s,r)
= inf

{
‖(λj)∞j=1‖s · ‖(Tj)∞j=1‖w,r · ‖(yj)∞j=1‖∞

}
,

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as representações de A como em (3.5).

No caso s = 1 e r = ∞, temos (λj)
∞
j=1 ∈ l1 e a sequência (Tj)

∞
j=1 é limitada.

Logo, todo operador multilinear nuclear é hiper-(1,∞)-nuclear. Por este motivo, ope-

radores hiper-(1,∞)-nucleares são simplesmente chamados operadores hiper-nucleares

e escrevemos LHN em vez de LHN (1,∞)

Teorema 3.10. Sejam s ∈ (0,∞) e r ∈ [1,∞] tais que

1 ≤ 1

s
+

1

r
.

Então a classe (LHN (s,r), ‖ · ‖LHN (s,r)
) é um hiper-ideal p-Banach, onde

1

p
=

1

s
+

1

r
.

Demonstração. Mostremos que (LHN (s,r), ‖ · ‖LHN (s,r)
) satisfaz as condições do Critério

da Série:

i) Sejam B1 ∈ L(G1 × · · · × Gm1 ;E1), ..., Bn ∈ L(Gmn−1+1 × · · · × Gmn ;En),

A ∈ LHN (s,r)(E1, ..., En;F ) e t ∈ L(F ;H). Podemos escrever

A =
∞∑
j=1

λjTj ⊗ yj,

com (λj)
∞
j=1 ∈ ls, (Tj)∞j=1 ∈ lwr (L(E1, ..., En)) e (yj)

∞
j=1 ∈ l∞(F ). Definindo, para cada

j ∈ N, Sj := Tj ◦ (B1, ..., Bn) e zj = t(yj), temos

t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn) =
∞∑
j=1

λjSj ⊗ zj. (3.6)

Mostraremos agora que (3.6) é uma representação hiper-(s, r)-nuclear para

t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn). É claro que (zj)
∞
j=1 ∈ l∞(H) e que ‖(zj)∞j=1‖ ≤ ‖t‖ · ‖(yj)∞j=1‖∞.

Dado um funcional linear ψ ∈ (L(G1, ..., Gmn))
′
, considere o operador
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L(B1,...,Bn) : L(E1, ..., En) −→ L(G1, ..., Gmn)

T 7−→ T ◦ (B1, ..., Bn).

Note que

L(B1,...,Bn)(αT + S) = (αT + S) ◦ (B1, ..., Bn)

= αT ◦ (B1, ..., Bn) + S ◦ (B1, ..., Bn)

= αL(B1,...,Bn)(T ) + L(B1,...,Bn)(S).

Portanto, L(B1,...,Bn) é linear. Além disso, L(B1,...,Bn) é cont́ınuo, pois

‖L(B1,...,Bn)(T )‖ = ‖T ◦ (B1, ..., Bn)‖ ≤ ‖T‖ · ‖B1‖ · · · ‖Bn‖.

Como ψ ◦ L(B1,...,Bn) ∈ (L(E1, ..., En))
′

e (Tj)
∞
j=1 ∈ lwr (L(E1, ..., En)), temos

∞∑
j=1

|ψ(Sj)|r =
∞∑
j=1

|ψ(Tj ◦ (B1, ..., Bn))|r

=
∞∑
j=1

|ψ(L(B1,...,Bn)(Tj))|r

= ‖ψ ◦ L(B1,...,Bn)‖r ·
∞∑
j=1

∣∣∣∣ ψ ◦ L(B1,...,Bn)

‖ψ ◦ L(B1,...,Bn)‖
(Tj)

∣∣∣∣r
≤ ‖ψ ◦ L(B1,...,Bn)‖r · ‖(Tj)∞j=1‖rw,r <∞.

Logo, (Sj)
∞
j=1 ∈ lwr (L(G1, ..., Gmn)) e

t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn) =
∞∑
j=1

λjSj ⊗ zj

é uma representação de t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn) ∈ LHN (s,r)(G1, ..., Gmn ;H).

ii) É imediato que In ∈ H(nK), para todo n ∈ N.

iii) Note que In = In ⊗ 1 é uma representação hiper-(s, r)- nuclear de In. Logo,

‖In‖LHN (s,r)
≤ 1 = ‖In‖.

Suponha, por absurdo, que ‖In‖LHN (s,r)
< 1. Então existe uma representação hiper-

(s, r)-nuclear

In =
∞∑
j=1

λj ⊗ Tj

de In tal que

‖(λj)∞j=1‖s · ‖(Tj)∞j=1‖w,r < 1.
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Mas, usando a desigualdade de Hölder e considerando ϕ ∈ (L(nK))′, ϕ(T ) = T (1, ..., 1),

temos

1 = |In(1, ..., 1)| = |
∞∑
j=1

λjTj(1, ..., 1)|

≤
∞∑
j=1

|λj| · |Tj(1, ..., 1)|

=
∞∑
j=1

|λj| · |ϕ(Tj)|

≤ ‖(λj)∞j=1‖s · ‖(ϕ(Tj))
∞
j=1‖r

≤ ‖(λj)∞j=1‖s · ‖(Tj)∞j=1‖w,r
< 1.

Logo, ‖In‖LHN (s,r)
= 1.

Usando parte do que fizemos no item i), para Q := t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn), temos

‖Q‖LHN (s,r)
≤ ‖(λj)∞j=1‖s · ‖(Sj)∞j=1‖w,r · ‖(zj)∞j=1‖∞
≤ ‖(λj)∞j=1‖s · ‖L(B1,...,Bn)‖ · ‖(Tj)∞j=1‖w,r · ‖(zj)∞j=1‖∞
≤ ‖(λj)∞j=1‖s · ‖B1‖ · · · ‖Bn‖ · ‖(Tj)∞j=1‖w,r · ‖(zj)∞j=1‖∞
≤ ‖t‖ · [‖(λj)‖s · ‖(Tj)‖w,r · ‖(yj)‖∞] · ‖B1‖ · · · ‖Bn‖.

Tomando o ı́nfimo sobre todas as representações de A, obtemos

‖t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn)‖LHN (s,r)
≤ ‖t‖ · ‖A‖LHN (s,r)

· ‖B1‖ · · · ‖Bn‖.

iv) Seja (Aj)
∞
j=1 ⊆ LHN (s,r)(E1, ..., En;F ) tal que

∞∑
j=1

‖Aj‖LHN (s,r)
<∞.

Dado ε > 0, para cada j ∈ N, existe uma representação hiper-(s, r)-nuclear

Aj =
∞∑
k=1

λjkTjk ⊗ yjk

tal que

‖(λjk)∞k=1‖s · ‖(Tjk)∞k=1‖w,r · ‖(yjk)∞k=1‖∞ < (1 + ε) · ‖Aj‖LHN (s,r)
.

Sem perda de generalidade, podemos supor

‖(yjk)∞k=1‖∞ = 1.

Podemos supor também
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‖(λjk)∞k=1‖s < [(1 + ε) · ‖Aj‖LHN (s,r)
]p/s e

‖(Tjk)∞k=1‖w,r < [(1 + ε) · ‖Aj‖LHN (s,r)
]p/r.

De

∞∑
j,k=1

|λjk|s =
∞∑
j=1

∞∑
k=1

|λjk|s =
∞∑
j=1

‖(λjk)∞k=1‖ss < (1 + ε)p
∞∑
j=1

‖Aj‖pLHN (s,r)
<∞, (3.7)

conclúımos que

(λjk)
∞
j,k=1 ∈ ls.

Para cada ϕ ∈ (L(E1, ..., En))
′

com ‖ϕ‖ ≤ 1, temos

∞∑
j,k=1

|ϕ(Tjk)|r ≤
∞∑
j

‖(Tjk)∞k=1‖rw,r < (1 + ε)p
∞∑
j=1

‖Aj‖pLHN (s,r)
<∞. (3.8)

Logo, (Tjk)
∞
j,k=1 ∈ lwr (L(E1, ..., En)). Assim, para todo (x1, ..., xn) ∈ E1 × · · · × En, a

série
∞∑

j,k=1

λjkTjk ⊗ yjk(x1, ..., xn) (3.9)

é absolutamente convergente no espaço de Banach F e, consequentemente, é conver-

gente. Além disso,

∞∑
j,k=1

λjkTjk ⊗ yjk(x1, ..., xn) =
∞∑
j=1

∞∑
k=1

λjkTjk ⊗ yjk(x1, ..., xn)

=
∞∑
j=1

Aj(x1, ..., xn)

=: A(x1, ..., xn).

Isto mostra que (3.9) é uma representação hiper-(s, r)-nuclear de A, provando que A é

um operador hiper-(s, r)-nuclear. Temos ainda

‖A‖pLHN (s,r)
≤ ‖(λjk)∞j,k=1‖ps · ‖(Tjk)∞j,k=1‖pw,r · ‖(yjk)∞j,k=1‖p∞

≤

(
(1 + ε)p

∞∑
j=1

‖Aj‖pLHN (s,r)

)p/s

·

(
(1 + ε)p

∞∑
j=1

‖Aj‖pLHN (s,r)

)p/r

= (1 + ε)p
∞∑
j=1

‖Aj‖pLHN (s,r)
.

Fazendo ε −→ 0, obtemos
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‖A‖LHN (s,r)
≤

∞∑
j=1

‖Aj‖LHN (s,r)
.

Isto mostra que (LHN (s,r), ‖ · ‖LHN (s,r)
) é um hiper-ideal p-Banach. �

Corolário 3.11. A classe (LHN , ‖ ·‖LHN ) dos operadores multilineares hiper-nucleares

é um hiper-ideal Banach e LN ( LHN .

Demonstração. Pelo Teorema 3.10, sabemos que (LHN , ‖ · ‖LHN ) é um hiper-ideal Ba-

nach. A inclusão LN ⊆ LHN segue das definições das duas classes. Claro que LN é

diferente de LHN , pois um é hiper-ideal e o outro não. �

Nosso objetivo agora é mostrar que (LHN , ‖ · ‖LHN ) é o menor hiper-ideal Banach.

Para isto precisaremos de uma caracterização para a norma ‖ · ‖LHN que, para nosso

propósito, é mais fácil de se trabalhar.

Lema 3.12. Para qualquer A ∈ LHN (E1, ..., En;F ), temos

‖A‖LHN = inf

{
∞∑
j=1

|λj| · ‖Tj‖ · ‖yj‖

}
,

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as representações hiper-nucleares de A.

Demonstração. Dada uma representação

A =
∞∑
j=1

λjTj ⊗ yj

hiper-nuclear de A, podemos assumir Tj 6= 0 e yj 6= 0, para todo n ∈ N. Definamos

(γj)
∞
j=1 ⊆ K, (Sj)

∞
j=1 ⊆ L(E1, ..., En) e (zj)

∞
j=1 ⊆ F sendo

γj = λj · ‖Tj‖ · ‖yj‖, Sj =
Tj
‖Tj‖

e zj =
yj
‖yj‖

.

Então

A =
∞∑
j=1

γjSj ⊗ zj

também é uma representação hiper-nuclear de A e portanto

‖A‖LHN ≤ ‖(γj)∞j=1‖1 · ‖(Sj)∞j=1‖∞ · ‖(zj)∞j=1‖∞ =
∞∑
j=1

|λj| · ‖Tj‖ · ‖yj‖.

Tomando o ı́nfimo sobre todas as representações hiper-nucleares de A, obtemos

‖A‖LHN ≤ inf

{
∞∑
j=1

|λj| · ‖Tj‖ · ‖yj‖

}
.
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Por outro lado, temos

∞∑
j=1

|λj| · ‖Tj‖ · ‖yj‖ ≤
∞∑
j=1

|λj| · ‖(Tj)∞j=1‖∞ · ‖(yj)∞j=1‖∞

= ‖(Tj)∞j=1‖∞ · ‖(yj)∞j=1‖∞ ·

(
∞∑
j=1

|λj|

)
= ‖(Tj)∞j=1‖∞ · ‖(yj)∞j=1‖∞ · ‖(λj)∞j=1‖1.

Tomando o ı́nfimo, obtemos o resultado. �

Teorema 3.13. A classe (LHN , ‖ · ‖LHN ) dos operadores multilineares hiper-nucleares

é o menor hiper-ideal Banach, no sentido que se (H, ‖ · ‖H) é um hiper-ideal Banach,

então LHN ⊆ H e ‖ · ‖H ≤ ‖ · ‖LHN .

Demonstração. Pelo Corolário 3.11, já sabemos que (LHN , ‖ · ‖LHN ) é um hiper-ideal

Banach. Resta-nos provar que ele é o menor. Sejam (H, ‖ · ‖H) um hiper-ideal Banach

e

A =
∞∑
j=1

λjTj ⊗ yj ∈ LHN (E1, ..., En;F ).

Definamos, para cada k ∈ N,

Bk :=
k∑
j=1

λjTj ⊗ yj

Note que, para cada k ∈ N,

Bk ∈ LF(E1, ..., En;F ) ⊆ H(E1, ..., En;F ),

pois LF é o menor hiper-ideal. Além disso, (Bk)
∞
k=1 é uma sequência de Cauchy na

norma ‖ · ‖H. De fato, como
∞∑
j=1

|λj| · ‖Tj‖ · ‖yj‖ <∞,

dado ε > 0, existe k0 ∈ N tal que
∞∑
j=k

|λj| · ‖Tj‖ · ‖yj‖ < ε sempre que k > k0.
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Assim, para m > n ≥ k0, temos

‖Bm −Bn‖H =

∥∥∥∥∥
m∑

j=n+1

λjTj ⊗ yj

∥∥∥∥∥
H

=

∥∥∥∥∥
m∑

j=n+1

λjTj ⊗ yj

∥∥∥∥∥
≤

m∑
j=n+1

‖λjTj ⊗ yj‖

=
m∑

j=n+1

|λj| · ‖Tj‖ · ‖yj‖

≤
∞∑

j=n+1

|λj| · ‖Tj‖ · ‖yj‖

< ε.

Como, por hipótese, H(E1, ..., En;F ) é Banach, existe D ∈ H(E1, ..., En;F ) tal que

Bk −→ D na norma ‖ · ‖H. Mas Bk −→ A na norma uniforme e ‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖H. Logo,

A = D ∈ H(E1, ..., En;F ). Portanto LHN ⊆ H. Temos, pela Proposição 3.3,

‖A‖H ≤
∞∑
j=1

‖λjTj ⊗ yj‖H =
∞∑
j=1

|λj| · ‖Tj ⊗ yj‖H =
∞∑
j=1

|λj| · ‖Tj‖ · ‖yj‖.

Tomando o ı́nfimo sobre todas as representações hiper-nucleares e usando o Lema 3.12,

obtemos

‖A‖H ≤ inf

{
∞∑
j=1

|λj| · ‖Tj‖ · ‖yj‖

}
= ‖A‖LHN .

�

O próximo resultado nos fornece uma forma de obter hiper-ideais a partir de ideais.

E mais, no caso do ideal ser p-normado (p-Banach) podemos obter um hiper-ideal p-

normado (p-Banach). Isto será muito útil para darmos mais exemplos de hiper-ideais.

Embora existam mais métodos para se obter hiper-ideais a partir de ideais, no presente

trabalho abordaremos somente o método da composição, que veremos a seguir.

Proposição 3.14. Se (I, ‖·‖I) é um ideal de operadores p-normado (p-Banach), então

(I ◦ L, ‖ · ‖I◦L) é um hiper-ideal p-normado (p-Banach).

Demonstração. Pela Proposição 2.5, já sabemos que o resultado é válido se trocar-

mos a palavra hiper-ideal por multi-ideal. Sendo assim, é suficiente mostrarmos que,

para qualquer ideal I, o multi-ideal I ◦ L tem a propriedade de hiper-ideal. Sejam
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B1 ∈ L(G1, ..., Gm1 ;E1), ..., Bn ∈ L(Gmn−1+1, ..., Gmn ;En) e t ∈ L(F ;H). Seja também

A = v ◦ C ∈ I ◦ L(E1, ..., En;F ), onde v ∈ L(G;F ) e C ∈ L(E1, ..., En;G). Então

t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn) = t ◦ (v ◦ C) ◦ (B1, ..., Bn)

= (t ◦ v) ◦ (C ◦ (B1, ..., Bn))

= u ◦D,

onde u = t ◦ v e D = C ◦ (B1, ..., Bn). Logo,

t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn) ∈ I ◦ L(G1, ..., Gmn ;H),

provando assim que I ◦ L possui a propriedade de hiper-ideal. �

Relembrando que K e W são as classes dos operadores lineares compactos e fra-

camente compactos, respectivamente, e que LK e LW são as classes dos operadores

multilineares compactos e fracamente compactos, respectivamente, temos o seguinte

resultado.

Proposição 3.15. Valem as igualdades: LK = K ◦ L e LW =W ◦ L.

Demonstração. Mostraremos somente a primeira igualdade, pois a segunda é análoga.

Seja A = u ◦ B ∈ K ◦ L(E1, ..., En;F ), onde u ∈ K(G;F ) e B ∈ L(E1, ..., En;G).

Considere M ⊆ E1 × · · · × En um conjunto limitado. Então B(M) também é limi-

tado. Como u é compacto, segue que u(B(M)) = (u ◦B)(M) é compacto. Logo,

u ◦B ∈ LK(E1, ..., En;F ).

Seja agora D ∈ LK(E1, ..., En;F ). Precisamos mostrar que D ∈ K ◦ L(E1, ..., En;F )

ou, equivalentemente (veja Apêndice), que a linearização DL de D está em

K(E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn;F ). Seja (x1j⊗· · ·⊗xnj )∞j=1 uma sequência limitada emE1⊗̂π · · · ⊗̂πEn.
Então existe c > 0 tal que

π(x1j ⊗ · · · ⊗ xnj ) = ‖x1j‖ · · · ‖xnj ‖ := dj ≤ c,

onde π(z) denota a norma do vetor z ∈ E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn. Mostraremos que (DL(x1j ⊗
· · · ⊗ xnj ))∞j=1 possui uma subsequência convergente. Se tivermos uma infinidade de

ı́ndices Λ para os quais ‖x1j‖ · · · ‖xnj ‖ = 0, isto é, xlj = 0 para algum l ∈ {1, ..., n},
sempre que j ∈ Λ, então a subsequência (DL(x1j ⊗ · · · ⊗ xnj ))j∈Λ é identicamente nula e

portanto convergente. Assim, podemos considerar, a menos de subsequência, ‖xlj‖ 6= 0,

para todo j ∈ N, l = 1, ..., n. Consideremos então

yj :=

(
x1j
‖x1j‖

, ...,
xnj
‖xnj ‖

)
.
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Como D ∈ LK(E1, ..., En;F ) e a sequência (yj)
∞
j=1 é limitada, segue que (D(yj))

∞
j=1

possui uma subsequência convergente, digamos (D(yjs))
∞
s=1. Como (djs)

∞
s=1 é limitada,

conclúımos que (djs)
∞
s=1 também converge. Portanto,

(DL(x1js ⊗ ...⊗ x
n
js))

∞
s=1 = (djs)

∞
s=1 · (D(yjs))

∞
s=1

converge. Isto mostra que DL ∈ K(E1⊗̂π...⊗̂πEn;F ) e que D ∈ K ◦ L(E1, ..., En;F ),

justificando, assim, a igualdade. �

As proposições 3.14 e 3.15 mostram que as classes LK e LW são hiper-ideais fechados.

Vimos no caṕıtulo anterior que a classe os operadores fracamente sequencialmente

cont́ınuos é um multi-ideal. Será que Lwsc também é um hiper-ideal? A resposta vem

em seguida.

Proposição 3.16. A classe Lwsc não é um hiper-ideal.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que Lwsc seja um hiper-ideal. Considere o ope-

rador bilinear

A : l2 × l2 −→ l1

((xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1) 7−→ (xjyj)

∞
j=1.

Temos Idl1 ∈ Lwsc(l1; l1), pois, em l1, uma sequência converge fracamente se, e so-

mente se, converge na topologia da norma (veja o Teorema 3.23 no Apêndice). Pela

propriedade de hiper-ideal, temos

A = Idl1 ◦ A ∈ Lwsc(l2 × l2; l1),

o que é absurdo. Com efeito, considere a sequência (ei)
∞
i=1 dos vetores canônicos em l2.

Dado ϕ ∈ l′2, da dualidade l
′
2 = l2, segue que existe (bj)

∞
j=1 ∈ l2 tal que

ϕ(x) =
∞∑
j=1

xjbj.

Isto significa que ϕ(ei) = bi −→ 0 = ϕ(0) para todo funcional ϕ ∈ l
′
2. Logo, (ei)

∞
i=1

converge fracamente para zero e, portanto, A((ei)
∞
i=1, (ei)

∞
i=1) = (ei)

∞
i=1 −→ A(0, 0) = 0,

o que é uma contradição. Logo, Lwsc não é um hiper-ideal. �

Apesar de Lwsc ser um multi-ideal, como acabamos de mostrar, ele não é um hiper-

ideal. Estamos agora interessados numa classe que generalize a classe Lwsc no contexto

multilinear e que seja um hiper-ideal.

Definição 3.3. Sejam E1, ..., En espaços de Banach. Dizemos que uma sequência

((x1j , ..., x
n
j ))∞j=1 em E1 × · · · × En converge multilinearmente para o vetor

(x1, ..., xn) ∈ E1 × ... × En se T (x1j , ..., x
n
j ) converge para T (x1, ..., xn), para qualquer
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forma T ∈ L(E1, ..., En). Dizemos que um operador A ∈ L(E1, ..., En;F ) é multilinear-

mente sequencialmente cont́ınuo se A(x1j , ..., x
n
j ) converge para A(x1, ..., xn) na norma

em F sempre que ((x1j , ..., x
n
j ))∞j=1 converge multilinearmente para (x1, ..., xn). Neste

caso, escrevemos A ∈ Lmsc(E1, ..., En;F ).

Em outras palavras, um operador multilinearmente sequencialmente cont́ınuo trans-

forma convergência multilinear em convergência forte. A convergência multilinear não

satisfaz propriedades básicas com as quais estamos acostumados. Como mostra o exem-

plo a seguir, o limite não é, necessariamente, único e cada sequência componente não

precisa ser limitada.

Exemplo 3.1. Sejam E um espaço de Banach e 0 6= x ∈ E. Para qualquer T ∈ L(2E),

temos

T

(
jx,

x

j2

)
=

1

j
T (x, x) −→ 0 = T (0, y) = T (y, 0)

para todo y ∈ E. Assim (jx, x/j2)
∞
j=1 converge bilinearmente para (0, y) e para (y, 0),

seja qual for y ∈ E. Note também que (jx)∞j=1 não é limitada.

Apesar das ocorrências citadas acima, a convergência multilinear implica em li-

mitação das normas num sentido mostrado abaixo. Este fato é essencial para nossos

objetivos.

Lema 3.17. Seja ((x1j , ..., x
n
j ))∞j=1 ⊆ E1 × · · · ×En convergindo multilinearmente para

(x1, ..., xn) em E1 × · · · × En. Então existe k > 0 tal que

‖x1j‖ · · · ‖xnj ‖ ≤ k, ∀j ∈ N, e ‖x1‖ · · · ‖xn‖ ≤ k.

Demonstração. Seja ϕ ∈ (E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn)
′
. Pela Propriedade Universal do produto

tensorial projetivo (Teorema 3.22 do Apêndice), existe uma forma B ∈ L(E1, ..., En)

tal que

B(x1, ..., xn) = ϕ(x1 ⊗ · · · ⊗ xn), ∀xi ∈ Ei, i = 1, ..., n.

Da convergência multilinear de ((x1j , ..., x
n
j ))∞j=1, temos

ϕ(x1j ⊗ · · · ⊗ xnj ) = B(x1j , ..., x
n
j ) −→ B(x1, ..., xn) = ϕ(x1 ⊗ · · · ⊗ xn).

Portanto, ((x1j⊗· · ·⊗xnj ))∞j=1 converge fracamente para x1⊗...⊗xn, em (E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn).

Logo, existe k > 0 tal que

‖x1j‖ · · · ‖xnj ‖ = π(x1j ⊗ · · · ⊗ xnj ) ≤ k, ∀j ∈ N,

onde π(z) denota a norma de z ∈ E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn, e

‖x1‖ · · · ‖xn‖ = π(x1 ⊗ · · · ⊗ xn) ≤ lim inf
j
‖x1j‖ · · · ‖xnj ‖ ≤ k,
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que é o que queŕıamos provar. �

Lema 3.18. A classe Lmsc dos operadores multilinearmente sequencialmente cont́ınuos

é um hiper-ideal fechado. Além disso,

CC = L1
msc e CC ◦ L ⊆ Lmsc.

Demonstração. Sejam A,B ∈ Lmsc(E1, ..., En;F ) e α ∈ K. Considere uma sequência

((x1j , ..., x
n
j ))∞j=1 em E1 × · · · × En convergindo multilinearmente para (x1, ..., xn) em

E1 × · · · × En. Pela definição de Lmsc(E1, ..., En;F ), segue que A(x1j , ..., x
n
j ) con-

verge para A(x1, ..., xn) na norma de F e B(x1j , ..., x
n
j ) converge para B(x1, ..., xn) na

norma de F . Logo, (αA + B)(x1j , ..., x
n
j ) = αA(x1j , ..., x

n
j ) + B(x1j , ..., x

n
j ) converge

para αA(x1, ..., xn) + B(x1, ..., xn) = (αA + B)(x1, ..., xn) na norma de F . Portanto,

αA+B ∈ Lmsc(E1, ..., En;F ) e Lmsc(E1, ..., En;F ) é um espaço vetorial.

Seja A = ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕn ⊗ y e seja ((x1j , ..., x
n
j ))∞j=1 ⊆ E1 × · · · × En convergindo

multilinearmente para (x1, ..., xn). Mostremos que A ∈ Lmsc(E1, ..., En;F ). Como

T := ϕ1⊗ · · ·⊗ϕn ∈ L(E1, ..., En), da definição de convergência multilinear, segue que

(T (x1j , ..., x
n
j )∞j=1) −→ T (x1, ..., xn).

Logo,

A((x1j , ..., x
n
j ))∞j=1 = (T ⊗ y)((x1j , ..., x

n
j ))∞j=1 −→ (T ⊗ y)(x1, ..., xn) = A(x1, ..., xn).

Portanto, Lmsc(E1, ..., En;F ) contém os operadores de tipo finito. Consideremos

B1 ∈ L(G1, ..., Gm1 ;E1), ..., Bn ∈ L(Gmn−1+1, ..., Gmn ;En), A ∈ Lmsc(E1, ..., En;F ) e

t ∈ L(F ;H). Seja ainda ((x1j , ..., x
mn
j ))∞j=1 −→ (x1, ..., xmn) multilinearmente, onde

xlj ∈ Gl, com j ∈ N e l = 1, ...,mn. Para qualquer forma T ∈ L(E1, ..., En), temos

T ◦ (B1, ..., Bn) ∈ L(G1, ..., Gmn). Assim, da convergência multilinear, segue que

[T ◦ (B1, ..., Bn)](x1j , ..., x
mn
j ) −→ [T ◦ (B1, ..., Bn)](x1, ..., xmn).

Logo, a sequência (B1(x
1
j , ..., x

m1
j ), ..., Bn(x

mn−1+1
j , ..., xmn

j ))∞j=1 converge multilinear-

mente para (B1(x1, ..., xm1), ..., Bn(xmn−1+1, ..., xmn)). Como A ∈ Lmsc(E1, ..., En;F ),

segue que a sequência (A(B1(x
1
j , ..., x

m1
j ), ..., Bn(x

mn−1+1
j , ..., xmn

j )))∞j=1 converge para

A(B1(x1, ..., xm1), ..., Bn(xmn−1+1, ..., xmn)). Como t é cont́ınua, conclúımos que

[t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn)](x1j , ..., x
mn
j ) −→ [t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn)](x1, ..., xmn).

Isto mostra que t ◦ A ◦ (B1, ..., Bn) ∈ Lmsc(G1, ..., Gmn ;H) e portanto Lmsc possui

a propriedade de hiper-ideal. Mostremos agora que L(E1, ..., En;F ) é fechado. Seja

(Aj)
∞
j=1 ⊆ Lmsc(E1, ..., En;F ) convergindo para A na norma uniforme. Consideremos
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(x1k, ..., x
n
k)∞k=1 em E1 × · · · × En convergindo multilinearmente para (x1, ..., xn). Pelo

Lema 3.17, existe c > 0 tal que

‖x1k‖ · · · ‖xnk‖ ≤ c, ∀k ∈ N e ‖x1‖ · · · ‖xn‖ ≤ c. (3.10)

Como Aj −→ A, dado ε > 0, existe j0 ∈ N tal que

‖A− Aj‖ <
ε

3c
, ∀j ≥ j0. (3.11)

Como Aj0 ∈ Lmsc(E1, ..., En;F ), existe k0 ∈ N tal que

‖Aj0(x1k, ..., xnk)− Aj0(x1, ..., xn)‖ < ε

3
, k ≥ k0. (3.12)

Assim, por (3.10), (3.11) e (3.12), sendo xk := (x1k, ..., x
n
k) e x := (x1, ..., xn), temos

para k suficientemente grande,

‖A(xk)− A(x)‖ ≤ ‖A(xk)− Aj0(xk)‖+ ‖Aj0(xk)− Aj0(x)‖+ ‖Aj0(x)− A(x)

< ‖A− Aj0‖ · ‖x1k‖ · · · ‖xnk‖+
ε

3
+ ‖Aj0 − A‖ · ‖x1‖ · · · ‖xn‖

<
ε

3c
· c+

ε

3
+

ε

3c
· c

= ε.

Logo, A(x1k, ..., x
n
k) −→ A(x1, ..., xn). Isto significa que A ∈ Lmsc(E1, ..., En;F ). Por-

tanto, Lmsc(E1, ..., En;F ) é fechado. Segue da definição que CC = L1
msc. Resta-nos

mostrar que CC ◦ L ⊆ Lmsc. Seja A ∈ CC ◦ L(E1, ..., En;F ). Seja também (x1j , ..., x
n
k)

em E1 × ... × En convergindo multilinearmente para (x1, ..., xn), isto é, para qual-

quer forma n-linear T ∈ L(E1, ..., En), temos T (x1j , ..., x
n
k) −→ T (x1, ..., xn) em norma.

Como A ∈ CC ◦ L(E1, ..., En;F ), existem um espaço de Banach G, u ∈ L(G;F ) e

B ∈ L(E1, ..., En;G) tais que A = u ◦ B. Para qualquer funcional ϕ ∈ G
′
, temos

ϕ ◦ B ∈ L(E1, ..., En) e, portanto, (ϕ ◦ B)(x1j , ..., x
n
k) converge para (ϕ ◦ B)(x1, ..., xn).

Logo B(x1j , ..., x
n
k) converge fracamente para B(x1, ..., xn). Como u é completamente

cont́ınuo,

(u ◦B)(x1j , ..., x
n
k) −→ (u ◦B)(x1, ..., xn).

Logo A = u ◦B ∈ Lmsc(E1, ..., En;F ). �

Proposição 3.19. Se E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn tem a propriedade de Schur, então

Lmsc(E1, ..., En;F ) = CC ◦ L(E1, ..., En;F ) = L(E1, ..., En;F ),

para qualquer espaço de Banach F .
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Demonstração. Pelo Lema 3.18 é suficiente mostrarmos a inclusão

L(E1, ..., En;F ) ⊆ CC ◦ L(E1, ..., En;F ). Seja A ∈ L(E1, ..., En;F ). Pela Propriedade

Universal (Teorema 3.22 do Apêndice) existe um único AL ∈ L(E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn;F )

tal que A = AL ◦ σn, onde σn(x1, ..., xn) = x1 ⊗ · · · ⊗ xn. Como E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn
possui a propriedade de Schur (Teorema 3.23 do Apêndice), segue que o operador iden-

tidade em E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn pertence a CC(E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn;F ). Como CC é um ideal,

segue que AL = AL ◦ Id ∈ CC(E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn;F ). Isto é equivalente a dizer que

A ∈ CC ◦ L(E1, ..., En;F ). �

3.2 Coerência e Hiper-ideais

Sabe-se que nem todos os multi-ideais são coerentes, no sentido da Definição 3.4 a

seguir. Como a propriedade de hiper-ideais é mais forte, como vimos, alguns multi-

ideais não são hiper-ideais. Podemos fazer questionamentos sobre estas duas subclasses

de multi-ideais. Todos os hiper-ideais são coerentes? Todos os multi-ideais coerentes

são hiper-ideias? Será que as definições de coerência e hiper-ideais estão relacionadas?

Nesta seção responderemos estas perguntas. Sendo mais precisos, analisaremos as

continências das classes dos multi-ideais coerentes e hiper-ideais.

Definição 3.4 (Multi-ideal coerente). Diz-se que um multi-ideal M é coerente quando:

i) Dados espaços vetoriais E1, ..., En, F , números naturais n1 e n2, e ı́ndices j1 < j2 <

... < jn1 ,

k1 < k2 < ... < kn2 , tais que

{j1, ..., jn1} ∪ {k1, ..., kn2} = {1, ..., n},

se A ∈ M(Ej1 , ..., Ejn1
;F ), então ϕk1 ⊗ · · · ⊗ ϕkn2

⊗ A ∈ M(E1, ..., En;F ), onde

ϕki ∈ E
′

ki
, i = 1, ..., n2.

ii) Dados uma aplicação A ∈M(E1, ..., En;F ), números naturais k, j1 < ... < jk, com

{j1, ..., jk} ⊆ {1, ..., n}, e vetores aj1 ∈ Ej1 , ..., ajk ∈ Ejk , então

Aaj1 ,...,ajk ∈M(Ei1 , ..., Ein−k
;F ),

onde {j1, ..., jk} ∪ {i1, ..., in−k} = {1, ..., n} e i1 < ... < in−k.

Observação: No decorrer desta seção, por comodidade, os números naturais jt, kv

e il, os vetores aq e os funcionais ϕr ∈ E
′
r cumprirão as condições da Definição 3.4.

Além disso, o vetor yr ∈ Er será
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yr :=

{
xiv , se r = iv

xjv , se r = jv

Proposição 3.20. O multi-ideal LN das aplicações multilineares nucleares é coerente.

Demonstração. Mostraremos, inicialmente, que LN cumpre a primeira condição da

Definição 3.4. Seja A ∈ LN (Ej1 , ..., Ejn1
;F ). Da definição de operador nuclear, exis-

tem uma sequência limitada (ψls)
∞
s=1 de funcionais lineares em E

′
jl
, l = 1, ..., n1, uma

sequência (λs)
∞
s=1 em l1 e uma sequência (zs)

∞
s=1 ⊆ F limitada, tais que

A =
∞∑
s=1

λsψ
j1
s ⊗ · · · ⊗ ψ

jn1
s ⊗ zs.

Assim, para qualquer x = (x1, ..., xn), temos

ϕk1 ⊗ · · · ⊗ ϕkn2
⊗ A(x) = ϕk1(xk1) · · ·ϕkn2

(xkn2
) · A(xj1 , ..., xjn1

)

= ϕk1(xk1) · · ·ϕkn2
(xkn2

)

(
∞∑
s=1

λsψ
j1
s (xj1) · · ·ψ

jn1
s (xjn1

)zs

)

=
∞∑
s=1

λsϕk1(xk1) · · ·ϕkn2
(xkn2

)ψj1s (xj1) · · ·ψ
jn1
s (xjn1

) · zs

=
∞∑
s=1

λsϕk1 ⊗ · · · ⊗ ϕkn2
⊗ ψj1s ⊗ · · · ⊗ ψ

jn1
s ⊗ zs(x).

Logo,

ϕk1 ⊗ · · · ⊗ ϕkn2
⊗ A =

∞∑
s=1

λsϕk1 ⊗ · · · ⊗ ϕkn2
⊗ ψj1s ⊗ · · · ⊗ ψ

jn1
s ⊗ zs.

Isto mostra que ϕk1 ⊗ · · · ⊗ ϕkn2
⊗ A ∈ LN (E1, ..., En;F ).

Seja agora A ∈ LN (E1, ..., En;F ). Então existem sequências limitadas (ψls)
∞
s=1 de

funcionais lineares em E
′
jl
, l = 1, ..., n1, (λs)

∞
s=1 ∈ l1 e (zs)

∞
s=1 ⊆ F , tais que

A =
∞∑
s=1

λsψ
1
s ⊗ · · · ⊗ ψns ⊗ zs.
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Temos

Aaj1 ,...,ajk (xi1 , ..., xin−k
) = A(y1, ..., yn)

=

(
∞∑
s=1

λsψ
1
s ⊗ · · · ⊗ ψns ⊗ zs

)
(y1, ..., yn)

=
∞∑
s=1

λsψ
1
s(y1) · ... · ψns (yn) · zs

=
∞∑
s=1

λsψ
j1
s (aj1) · · ·ψjks (ajk) · ψi1s (xi1) · · ·ψin−k

s (xjn−k
)zs

=
∞∑
s=1

γs · ψi1s (xi1) · · ·ψin−k
s (xjn−k

)zs,

onde γs := λsψ
j1
s (aj1) · ... · ψjks (ajk). Note que (γs)

∞
s=1 ∈ l1, pois (λs)

∞
s=1 ∈ l1 e as

sequências (ψjts (ajt))
∞
s=1, t = 1, ..., k, são limitadas. Logo,

Aaj1 ,...,ajk =
∞∑
s=1

γs · ψi1s ⊗ ...⊗ ψin−k
s ⊗ zs

e, portanto, LN é coerente. �

Com uma demonstração análoga, mostra-se que Lf é coerente. Isto mostra que

nem todo multi-ideal coerente é um hiper-ideal.

Considere o hiper-ideal H1 definido da seguinte forma:

H1
1(E;F ) := LF(E;F ) e H1(E1, ..., En;F ) := L(E1, ..., En;F ).

É imediato verificar que H1 é de fato um hiper-ideal. Contudo, H1 não é coerente.

Com efeito, note que T ∈ H1(l∞, l1; l1), onde T ((xi)i, (yi)i) = (xiyi)i. Mas o operador

Ta /∈ H1
1(l1; l1), com a = (1, 1, 1, ...), pois Ta não tem posto finito.

Com isto, mostramos que existem hiper-ideais que não são coerentes. Portanto, não

vale nenhuma das inclusões. O seguinte resultado garante a coerência dos multi-ideais

de composição.

Proposição 3.21. Para todo ideal I, o multi-ideal I ◦ L é coerente.

Demonstração. Seja A = u ◦ B ∈ I ◦ L(Ej1 , ..., Ejn1
;F ), onde u ∈ I(G;F ) e

B ∈ L(Ej1 , ..., Ejn1
;G). Temos

ϕk1 ⊗ · · · ⊗ ϕkn2
⊗ A(x1, ..., xn) = ϕk1(xk1) · · ·ϕkn2

(xkn2
) · A(xj1 , ..., xjn1

)

= ϕk1(xk1) · · ·ϕkn2
(xkn2

) · u(B(xj1 , ..., xjn1
))

= u(ϕk1(xk1) · · ·ϕkn2
(xkn2

) ·B(xj1 , ..., xjn1
))

= (u ◦B′)(x1, ..., xn),
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onde B
′ ∈ L(E1, ..., En;G) é dada por

B
′
(x1, ..., xn) = ϕk1(xk1) · · ·ϕkn2

(xkn2
) ·B(xj1 , ..., xjn1

).

Portanto, ϕk1 ⊗ · · · ⊗ ϕkn2
⊗ A ∈ I ◦ L(E1, ..., En;F ).

Seja agoraA = u◦B ∈ I ◦ L(E1, ..., En;F ), onde u ∈ I(G;F ) eB ∈ L(E1, ..., En;G).

Então

Aaj1 ,...,ajk (xi1 , ..., xin−k
) = A(y1, ..., yn)

= u(B(y1, ..., yn))

= u(Baj1 ,...,ajk
(xi1 , ..., xin−k

)

= (u ◦Baj1 ,...,ajk
)(xi1 , ..., xin−k

).

Portanto, Aaj1 ,...,ajk ∈ I ◦ L(Ei1 , ..., Ein−k
;F ). Logo, o multi-ideal I ◦ L é coerente. �

Isto mostra em particular que os hiper-ideais LW e LK são coerentes.
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Apêndice

Este apêndice tem como objetivo trazer resultados que foram usados no trabalho e

que não fazem parte da ementa de um curso padrão de Análise Funcional. Os resultados

aqui apresentados não serão demonstrados por fugir da finalidade do trabalho.

Definição 3.5. Sejam x1 ∈ E1, ..., xn ∈ En. Defina o operador linear

x1 ⊗ · · · ⊗ xn : L(E1, ..., En;K) −→ K
A 7−→ (x1 ⊗ · · · ⊗ xn)(A) := A(x1, ..., xn).

O subespaço vetorial de L(E1, ..., En;K)
′

gerado pelo conjunto

X := {x1 ⊗ · · · ⊗ xn : x1 ∈ E1, ..., xn ∈ En}

é denotado por E1⊗· · ·⊗En e chamado de produto tensorial de E1, ..., En. Os elementos

de E1 ⊗ · · · ⊗ En são chamados tensores.

Teorema 3.22 (Propriedade Universal do Produto Tensorial). Sejam E1, ..., En, F

espaços vetoriais e A ∈ L(E1, ..., En;F ). Então existe um único operador linear

AL ∈ L(E1 ⊗ ...⊗ En;F ), dado por

AL(
k∑
j=1

x1j ⊗ · · · ⊗ xnj ) =
k∑
j=1

A(x1j , ..., x
n
j ),

tal que A = AL ◦ σn, onde

σn : E1 ⊗ · · · ⊗ En −→ E1 × · · · × En∑k
j=1 x

1
j ⊗ · · · ⊗ xnj 7−→

∑k
j=1(x

1
j , ..., x

n
j ).

Além disso, a correspondência A↔ AL é um isomorfismo. O operador AL é chamado

de linearização da aplicação A.

Demonstração. Ver Teorema 1.10 em [6]. �

Teorema 3.23 (de Schur). Em l1, uma sequência converge fracamente se, e somente

se, converge na topologia da norma.
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Demonstração. Ver Teorema 6.2.12 em [2]. �

Proposição 3.24. Sejam I um ideal de operadores e A ∈ L(E1, ..., En;F ). Então

A ∈ I ◦ L(E1, ..., En;F ) se, e somente se, AL ∈ I(E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn;F ).

Demonstração. Ver Proposição 4.25 em [6]. �

Proposição 3.25. Seja (I, ‖ · ‖I) um ideal normado de operadores. Se A ∈ I ◦
L(E1, ..., En;F ) então ‖A‖I◦L = ‖AL‖I , onde AL é a linearização de A.

Demonstração. Ver Lema 4.28 em [6]. �

Proposição 3.26. Seja I um ideal p-normado. Então (I ◦ L(E1, ..., En;F ), ‖ · ‖I◦L) é

isomorfo isometricamente a (I(E1⊗̂π · · · ⊗̂πEn;F ), ‖ · ‖I).

Demonstração. Ver Proposição 4.30 em [6]. �

Teorema 3.27 (Desigualdade de Hölder Generalizada). Seja (X,Σ, µ) um espaço de

medida e sejam r ∈ [1,∞), p1, ..., pn ∈ [1,∞] tais que 1
r

= 1
p1

+ · · · + 1
pn
. Então, para

quaisquer funcões mensuráveis fi ∈ Lpi(X), i = 1, ..., n, temos que f1 · · · fn ∈ Lr(X) e

vale

‖f1 · · · fn‖r ≤ ‖f1‖p1 · · · ‖fn‖pn .

Demonstração. Ver Teorema 3.13 em [1] considerando m = 1. �
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