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RESUMO

Neste trabalho, analisaremos o problema de avaliar a influéncia de observagoes no
modelo de regressdao de valor extremo (regressao Gumbel) sob censura tipo I. Tal
modelo é muito importante na analise de dados de tempo de vida. Primeiramente,
obteremos a funcao log-verossimilhanca, a funcao escore e a matriz de informacao de
Fisher. Em seguida discutiremos alguns métodos de influéncia, tais como a influéncia
global e a influéncia local. Na andlise de influéncia local, derivaremos expressoes
para as curvaturas normais sob diferentes esquemas de perturbagoes. Finalizaremos

obtendo uma expressao de forma fechada para a alavancagem generalizada.

Palavras-chave: Distribuicao Gumbel. Censura Tipo I. Regressao Gumbel.

Diagnostico de Influéncia. Alavancagem Generalizada.



ABSTRACT

In this paper, we analyze the problem of evaluating the influence of observations
in the extreme value regression model (Gumbel regression) under type I censorship.
This model is very important in the analysis of lifetime data. First, we obtain the
log-likelihood function, the score function and Fisher’s information matrix. Then
we will discuss some methods of influence, such as global influence and the influence
local. In the local influence analysis will derive the normal curvatures under various
perturbation schemes. We conclude the work obtaining a closed-form expression for

the generalized leverage.

Keywords: Gumbel distribution. Type I Censorship. Gumbel Regression.

Diagnosis of Influence. Generalized Leverage.
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1 INTRODUCAO

A distribuicao de valor extremo, também conhecida como distribuicao
Gumbel, em homenagem a Emil Julius Gumbel (1891-1966), surge quando se toma
o logaritmo de uma variavel aleatéria com a distribuicao Weibull. Isto é, se a
variavel aleatéria X tem uma distribuicao Weibull , entao a variavel Y = log X tem
uma distribuicao Gumbel. Esta distribuicao, é talvez a distribuicao estatistica mais

amplamente aplicada na modelagem climética.

Os primeiros estudos relacionados a valores extremos surgem das
inundacoes, para fazer-se previsoes adequadas com a finalidade de salvar vidas e
propriedades. Tendo assim, grande importancia na economia agraria, baseada no
fluxo de agua e hidrovias. A importancia de tais estudos cresceu na economia

industrial, com a construgao de reservatorios para irrigacao e usinas hidrelétricas.

Os problemas referentes a valores extremos tem atraido a atencao
de pesquisadores de diversas areas. Tais problemas existem em, estatistica
populacional, oceanografia, meteorologia, astronomia, engenharia naval, engenharia
edlica, engenharia civil, avaliagao de risco nos mercados financeiros, etc. Kotz and
Nadarajah (2000) apresentam algumas aplicagbes como, por exemplo, terremotos,

tempestades, corrida de cavalos, correntes maritimas e velocidade do vento.

A teoria do valor extremo é utilizada quando se quer fazer inferéncia
para eventos cujas probabilidades sao menores do que a probabilidade de qualquer
evento observado anteriormente. O modelo de regressao de valor extremo é um
dos modelos mais comumente utilizados na analise de dados de tempo de vida.
Nelson (1982), Meecker and Escobar (1998) discutiram este modelo de regressao

extensivamente, e também ilustram sua utilidade com aplicagoes.



Barreto-Souza and Vasconcellos (2011) apresentaram um modelo de
regressao de valor extremo méaximo geral em que os parametros de locacao e escala
sao fungoes possivelmente nao lineares dos parametros de regressao. Neste trabalho
estudaremos o modelo de regressao de valor extremos minimo sob censura tipo I.
Nosso objetivo ¢ avaliar a influéncia global e local das observagoes neste modelo de

regressao.

A andlise do tempo de vida ou tempo de falha dos dados tem sido de
grande interesse em muitas areas de aplicagoes estatisticas, tais como engenharia
elétrica, medicina, ciéncias bioldgicas, etc. A censura é primordial na andlise de
confiabilidade, devido ao tempo e aos custo em experimentos. Os dados sao ditos
censurados quando sao observagoes parciais em um estudo interrompido por algum
motivo, impossibilitando que as observagoes completas do tempo de vida ou tempo

de falha sejam obtidas (ver Park and Lee (2012)).

A andlise de diagnéstico é uma forma eficiente de se detectar
observagoes influentes. A primeira técnica utilizada para analisar o impacto
individual das observacoes no processo de estimacao é o caso de eliminagao, essa
técnica é conhecida como andlise de influéncia global. No entanto, tal técnica
exclui todas as informacoes a partir de uma observacao e assim, dificilmente
poderemos afirmar se essa observacao tem alguma influéncia sobre um aspecto
especifico do modelo. Para contornar esse problema, usamos uma ferramenta
conhecida como influéncia local, na qual investiga-se o modelo de sensibilidade
sob pequenas perturbagoes. Neste contexto, Cook (1986) propoe um quadro geral
para detectar observacoes influentes que dao uma medida dessa sensibilidade sob
pequenas perturbacoes nos dados ou no modelo. Varios autores consideraram o
método de influéncia local em modelos de regressao; ver, por exemplo, Lawrance
(1988), Thomas and Cook (1990), Paula (1993), Lesaffre and Verbeke (1998) e,
mais recentemente, Espinheira et al. (2008), Lemonte and Patriota (2011), entre

outros.



Este trabalho foi inspirado em Rocha and Simas (2011) e esta dividido
da seguinte forma. No Capitulo 2, apresentaremos o modelo de regressao de valor
extremo, encontraremos a esperanca e a varianga da distribuicao de valor extremo,
determinaremos a verossimilhanca para dados com censura tipo I, obteremos a
funcao escore e a matriz de informacao de Fisher, bem como o processo para
estimar os coeficientes de regressao. No Capitulo 3, serao dados os métodos de
influéncia global e local, assim como a curvatura normal sob diferentes esquemas de

pertubacoes, juntamente com alavancagem generalizada.



2 MODELO DE REGRESSAO DE VALOR
EXTREMO

Seja W uma variavel aleatoria com Distribuicao de Valor Extremo.

Entao, a funcao de densidade de probabilidade de W é dada por

g(w; p, ¢) = %exp (%) exp (— exp (%)) , weR (2.1)

onde p € R e ¢ > 0 sao parametros de locacao e escala, respectivamente.

Denotaremos por W ~ VE(u, ¢).

Iremos obter a funcao geradora de momentos da varidavel aleatéria W.

Se u=0¢e ¢ =1, a distribuigao de X = %, é da forma padrao

9(x) = exp(x) exp [~ exp(z)] = exp [z — exp(z)].

Logo, a varidvel Z = exp [%] = exp(X) tem distribui¢do exponencial. De fato,

Gz(z) = P(Z < z) = P(exp(X) < z) = P(X <Inz) = Gx(Inz),
derivando ambos os lados da igualdade acima com respeito a z, obtemos
gz(z) = G'4(2) = G'x(In z)% = gx(In z)% = exp[In z — exp(In 2)] %
= exp [In z] exp[— exp(In z)]é =2z exp(—z)% (2.2)
= exp(—2),

com z > 0. Assim, Z tem distribuigdo exponencial.

Finalmente, acharemos a funcao geradora de momentos de W. Por

(2.2), temos que

Elexp(tX) = F [exp {WH = E[Z']
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com t > —1. Portanto, a fungao geradora de momentos de W é dada por
My (t) = Elexp(tW)] = E [exp(t(¢X + p))] = E [exp(toX + tp)]
= E exp(t¢X) exp(tp)] = exp(tp) E [exp(to.X)]
= exp(tp)I'(1 + ¢t),

comt > —1/¢.

Desta forma, a funcao geradora acumulada da variavel aleatoria W é

k(t) = log(Mw (1)) = log(exp(tp)L'(1 + ¢1))
= log(exp(tp)) + log(I'(1 + ¢1)) (2.3)
= tu +log(I'(1 + ¢t))
Assim, calculando a derivada de k(t) com respeito a t, obtemos

k(1)

T = U+ mrl(l + gbt)qb

Fazendo t = 0, temos

k() = E(W) = i+ ﬁmw = ut(1)é

=p—(=v(1)¢) =p—9.
onde v = lim,, o (ZZ:1 % — log n) ~ 0.5772 é a constante de Euler, e a fungao

digama ¢é a derivada do logaritmo da funcao gama, isto ¢,

w@:%mmwzﬁg

Calculando a derivada segunda de k£ com respeito a t, obtemos

Pk Q[I"(1+ ¢t)ol'(1 + ¢t) — T'(1 + ot)T(1 + ét) )]

or T+ ot)P
:¢WVU+WW0+¢ﬂ—Wﬂ+¢mﬂ:¢ﬂﬂﬂ+mq’
[T(1+ ¢t))" (1 + ¢t)
Tomando ¢t = 0, temos
Var(W) = ¢? F;‘/((ll))] = ¢*y'(1)



Logo,
o T

Var(W) = ¢ E

Para mais detalhes sobre os valores de (1) e ¢/(1) cosultar Meeker
and Escobar (1998). Agora encontraremos a funcao de distribuigdo acumulada da

variavel aleatéria W,

_l " X t_—lu X — ex t——,LL
5w () oo (e (57))

usando a substituicao x = exp <t—;ﬁ>, obtemos

Gw(w; p, ) = /O exp(—x)dz

v

= —exp(~2)| = —exp(—v) = (=~ exp(0)) = —exp(=v) +1,

onde v = exp (u) Portanto,

Gy (wi pt, ¢) = 1 — exp {— exp <%>} . (2.4)

Seja Wi, Ws, ..., W, uma amostra aleatoria, onde cada W; tem funcao
densidade de probabilidade dada por (2.1) com parametro de locagao pu; e parametro
de escala ¢;. Admitimos que as componentes de ambos os vetores de parametros
= (s, .., )" e d=(¢1,...,0,)7 variam de cordo com observagoes de modelos
de regressao nao linear. O modelo de regressao de valor extremo com covariaveis de

dispersao é definido por (2.1) e por duas componentes que sao parametrizadas como

g1(n) =m = fi(X;B), 92(¢) = m2 = foZ;0), (2.5)
onde g1(-) e g2(+) s@o fungoes de ligacdo conhecidas, estritamente mondtonas e duas
vezes diferencidveis que mapeiam R e R, respectivamente, fi(+;3) e fa(+;60) sdo
fungdes ndo lineares duas vezes continuamente diferencidveis, 3 = (61, ..., [,)7 € R?
el =(0,...,0,) € RYsdo vetores de parametros desconhecidos a serem estimados
e X e Z sao matrizes n X p e n X ¢ com colunas representando diferentes covariaveis

e posto p e q, respectivamente, X e Z nao sao necessariamente diferentes.



2.1 Construcao da Verossimilhanca para Dados com

Censura Tipo I

Como em Park and Lee (2012) obteremos a verossimilhanca para
dados com censura tipo I. Suponhamos que temos uma amostra Xi,..., X,
aleatoria simples da variavel aleatéria X que tem funcao de densidade dada por
(2.1). Dados obtidos em experiéncias que envolvem censura aleatdria, podem ser
convenientemente representados por pares (w;,d;) com w; = min(z;, R;):
O, se x; > R;
§; = , 1=1,...,n,
1, sex; <R;
onde d; é uma variavel indicadora de censura e R; é o tempo de censura referente
a i-ésima observacao. Denotaremos o vetor de parametros desconhecidos por

a = (aq,...,0a,). A verossimilhanga referente a parte observada é dada por

L(X;a) = Hg(ﬂf@-)-

Denotaremos a parte observada de X = (z1,...,x,) (sem censura) por
Y = (y1,...,ym) € a parte restante (censurada) por Z = (zy41, ..., 2,) com z; > R;.

Integrando L(X;«) com respeito a Z, obtemos

L(Y;a)= /L(Y, Zsa)dZ

L(Y;a)L(Z;)dZ

:L(Y;a)/L(Z; a)dZ
= yz / H g Z] dZ]
j=m+1

jamE II::13

.
Il
—

Q
—~
<
N

/ 9(zj)dz;
Zj >Rj

[1 - /zj<R]- g(Zj)de]

Jj=m+1
n

I
3
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<
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N

j=m+1
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=[[ow) ] -G®y),
=1

J=m+1

usando a notagao (w;,d;), temos
L(’U.), 57 Oé) = H [g(wz)]él [1 - G(wi)]liéi )
onde W = (wy, ..., wy) €6 = (1,...,0p).

Portanto, substituindo a funcao densidade de probabilidade dada em
(2.1) e a fungao de distribuicao acumulada dada em (2.4) na expressao acima, e por

(2.5) concluimos que a fungdo de verossimilhanga é dada por

n S s W; — s % 1-45;
L(w,é;ﬁ,@):H[%exp (wqu'm) exp (—exp( Zgb-,ul))} [1— Gw)]'™,

st = [T [ o0 (2522 oo [ (252 ) || 1= [ - [eo (252 JJ]
1 o () e (5]
_ 1:[1 q%iiexp [51, [w;u e (w; u)” oo {(1 s {7 oo (w;uﬂ] . »

com y; e ¢; definidos por (2.5).

A funcdo escore é definida por U = U(83,0) = (01/957, 81/8¢9T)T, assim

n

or 1 d,u 8771 .
0 §i—— [w’ — ut]+ (1 -6, 1. ,
0.0 = 3 = ;{@Mw =gy ST )

8



ol u 1 1 do; Ona;
0 51—Ul—|— 1—5Z—ul s J:L..., s
(6 ) é79J Z { G ( >¢i } dna; 00 1

onde w; = exp (%), Wi = exp (’(Z—Z), v; = —1 — w1¢“’ [1—exp (“’1 “’)}, u; =
exp (%%“) <%>,parai:1,...,n

Em notacao matricial, temos

ol = w*
5 = XTQ My (w* — ) + XTCDMIE, (2.8)
e
ot
onde w* = (wi, ..., wH)T, pw* = (ul,..., ;)T v="(v,...,v) "  eu=(uy,...,u,)"
sao vetores, X = (%%) , S = (%) sao matrizes de ordem n X p e n X q,
J 17 J Z]

respectivamente, e () = diag <ﬁ>, Qy = diag <%>, ® = diag <1g‘5>, M, =

diag ( ) M, = diag ( 2’_) sao matriz diagonais de ordem n X n.

Os estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros 5 e 6

sao obtidos resolvendo o sistema de equagbes nao lineares U((,0) = 0, onde
U, o) = % é o vetor escore, e nao existe solucao em forma fechada. Portanto,
algoritmos de otimizagao nao linear, como o algoritmo de Newton e o algoritmo quase

Newton sao necessarios para encontrar os estimadores de méaxima verossimilhanca

dos parametros.

A inferéncia assintética para o vetor de parametros ¢ = (37, 07) pode
ser baseada na aproximacio normal do EMV para ¢, denotado por ¢ = (37, 67)7.
Seja ¢ a matriz assintética de variancia-covariancia para Z Assim, para grandes
amostras E ~ Np1q(C,3¢), onde ~ denota distribuicao aproximada. Além disso, ¢
pode ser aproximada por <_CEE)_1’ onde Czz = aafé? (C ) é a matriz de informacao
observada avaliada em E de ordem (p+q) % (p+q), que é dada, em notagao matricial



por

XTQhaX + XTQ5,X + Qfp + Qg XTQjsS + XTQ3,8
e — —Cgs —Cpo | _
¢¢ -

—Cog  —Cog ~ ~ o~ ~ ~ ~ ~ )
STQpsX +5TQ5,X STQbeS + STQ2,S + Q3, + Q3

com

T . i Wi — fi dui \* 6 w; — ;i\ | A
Usp = diog <_<25?exp( bi ><d771i> _@[1_@(})( i )] dﬂ%z')’
s (1-6) wi — i\ ((dpi \?, (1-6) wi — i\
o = e <_ ¢ eXp( Pi ><d771z‘) T exp( i )dﬁi')’

3 & _52‘[ Cex <wi_ﬂi>:| dui 0*m;
@5s Z bi L—exp bi dn; 08B0 jl7
4 [ (1—10;) <’wz‘—Mz‘> dui 0%m;
o= T ) anonon)
0i i = i = i — i\ | doi dp
Q‘l’ﬁzdiag(z [1_exp(w @M)_exp(w ¢iﬂ> (w @Nﬂ dvidv/;)
o _ o (1=0) Wi — [ wi — i\ [ wi — i \| doi dp
Q%_dlag( 7 [exp< > )“’Xp< > )( & )] i dnu>’
. d; i — Wi i — M i — i
Qé"_dlag@% [1+2<w @N)_%Xp(w @-M)(w @-M)
e (wi_ﬂi> (wi—uz)z <d¢z‘>2
P oy o dng;
. d; wz‘—m> <wi_,ui> <wi_ﬂi>} dzd%)
diag [ 2| -1 - %
- lag<¢i[ ! ( o ) TP\ o )| an )
Q2, — diag - (1=4) 9 exp <wi—uz‘> <wz‘—uz‘> +exp <wi_ﬂi) (wz’_,ui>2
00 o2 o o bi bi
. (1—46;) w; — i\ [(wi — p; ) d*
“hag( . eXp( 3 >< & >dn3i>’

n

b (222 () () 2
— i bi P\7a bi dii 90100, | | J’

4 " (1—6) w; — [ wi — i\ do;  02no;
Qoo = [; y eXP( bi > < Gi )dﬁzi 001,00 LJ'

10

_

)

3
Qoo =




Agora, iremos obter uma expressao para a matriz de informacao de

Fisher. Definamos as matrizes diagonais

. Hoi (dp; 2
WBB = dlag <? <d771) R

. Hai dp; d¢z>
Wse = dia ,
o & ( @2 dm; dna;
QM — 2Has — Hsi [ ddi \ 2
We@ :dlag _le+ H?n 5 %41 H5z ( gb ) :
¢i dna;

onde

Hi=1—exp (—exp <Ri _Mi>) ,
b
Hoi =1 —exp (—exp (RZ;M)) ,

. 0 Ri_,uz
o (e (550))]
0 Ri_ﬂi)) (Ri—m) (Ri_,ui> ( (Ri_ﬂi))
Hy= —7 | t,e + e exp | —ex
ST ( P ( i =9 o8 P Gi P P i

¢
? i ' R; — ? R; — R; —
o () () (5o (o0 (52)
1 t=2 1 1 1
o 8_3 . Ri — p; Ri—ﬂi)g . (Rz‘—ﬂz) . (_ . (Rz’—lh‘))
Hei = prell (t,e p( % )> t:2+( py exp ry exp | —exp 5

A matriz de informagao de Fisher é obtida no Apéndice A como

K = K(5,6) = Kgs Kgo \ [ XTWgaX XTWsS
7 Kos Koo STWesX  STWyoS

11



3 ANALISE DE DIAGNOSTICO

Neste Capitulo vamos avaliar a influéncia global e local para modelo de

regressao de valor extremo sob censura tipo I.

3.1 Influéncia Global

O primeiro passo envolvido na execucao de andlise de sensibilidade é
se concentrar em influéncias globais de acordo com o caso de eliminacao. O caso
de eliminagao é uma abordagem comum para estudar o efeito que uma observagao
causa em um modelo. O caso de eliminacao da i-ésima observacao para o modelo é

dado por

g1(g) =my = fi(z]:8) e gady) =my = fi(z]:0), j=1,....n;5#i (3.1)

«s
]

No que se segue, uma quantidade com indice indica os dados originais com a
i-ésima observagao excluida. Para o modelo (3.1), a fungao de log-verossimilhanga

¢ denotada por £(;(().

Seja E(i) = (3(7;), (9\5))1’ o estimador de maxima verossimilhanga (EMV)
baseado em Z , obtido maximizando £(;(¢). Para avaliar a influéncia da i-ésima
observacao no EMV E = (B\T,é\T)T, comparamos a diferenca entre E(i) e E . Se a
eliminacao de uma observacao influéncia seriamente uma estimava, mais atencao
deve ser dada a essa observagao em particular. Logo, se a diferenca entre Z(Z») e Z for
grande, entao a i-ésima observagao é considerada influente. Uma medida inicial de
influéncia global com base no teste de Wald é definida como a norma padronizada

de QA’(i), conhecida como a distancia generalizada de Cook, é dada por

GD;(¢) = (Ciy — OF[~Ced Gy — O
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Outra alternativa é avaliar os valores GD;(5) e GD;(#), que revelam o
impacto da i-ésima observacao sobre os estimadores de 3 e 6, respectivamente. Uma

outra medida popular da diferenca entre E(i) e Eé dada por

LD;(¢) = 2[6(C) — ¢,

Além disso, também podemos calcular BJ — B(i)j (com j = 1,2,...,p), para
determinarmos a diferenca entre B\ — B(i) e calcular 5) —g(i)j (com j =1,2,...,p), para
encontrarmos a diferenga entre o— é\(i). Outras medidas de influéncia global também
sao possiveis. Podemos observar o comportamento de uma estatistica de teste sob
um esquema de casos de eliminacao. Tais estatisticas podem ser, por exemplo o

teste de Wald para as variaveis explicativas.

Para evitar o emprego direto do modelo de estimacao para todas as
observagoes, seguindo as ideias de Cook and Weisberg (1982), podemos usar a
seguinte aproximacao no primeiro passo para reduzir o nimero de modelos a ser
implementado

= ~ -1 9 (€)

Ai ~ C S CASEA .
Ciy = ¢+ C(Q) o | ¢

3.2 Influéncia Local

O método de influéncia local é recomendado para investigar a
sensibilidade do modelo em pequenas perturbagoes no modelo (ou dados). Seja
A um vetor de pertubacoes t-dimensional. FEntao, denotamos a funcao de log-
verossimilhanca perturbada por ¢(¢|\). Suponhamos que existe um vetor nao
perturbado, digamos Ay tal que £({|\g) = /¢(¢). A influéncia de pequenas
perturbagoes no estimador Z de méxima verossimilhanca pode ser avaliada usando

o deslocamento da log-verossimilhanca
LDy = 2(£(C) — €(¢x))
onde ¢, denota o estimador de maxima verossimilhanca sob ¢ (Z IA).

13



A ideia de Cook (1986) para avaliar a influéncia local é, essencialmente,
analisar o comportamento local de LD, em torno de Ay avaliando a curvatura do
grafico de LDy 144, onde a € R e d é uma direcao normal unitaria. Uma das
medidas de particular interesse é a direcao d., correspondente a maior curvatura
Cy. ... O indice da curva de dy,., pode indicar se essa observagao tem uma influéncia
consideravel sobre LD, sob pequenas pertubacgoes. Além disso, a curva de dpay
em relacao aos valores das variaveis independentes podem ser 1util para identificar
padroes atipicos. Cook (1986) mostrou que a curvatura normal na diregao d é dada

pela seguinte expressao

Ca(C) = 2|d"ATC Ad],

O (CIN _ ) ~ . .
onde A = %, e ambos A e U sao avaliados em ¢ e \g. Assim, Cg, . ¢ o maior
autovalor de B = —ATC’C_CIA e dmax € 0 autovetor normal unitario correspondente.

O indice do grafico de d,,q, para a matriz B pode mostrar como perturbar o modelo

(ou dados) para se obter grandes mudangas no estimador de (.

No entanto, se o interesse consiste em calcular a influéncia local para

[, a curvatura normal na dire¢ao do vetor d é

Cap(C) = 2|d" AT(C — Cp)Ad),

0 0

onde Cyy = , € dmax.p € 0 autovetor normal unitdrio correspondente ao
0 Cp

malior autovalor de By = —AT(CC_C1 —Cy)A. O indice do grafico do maior autovetor

de B; pode indicar a influéncia desta observacao sobre .

Analogamente, se o interesse consiste no calculo da influéncia local para

0, a curvatura normal na direcao do vetor d é dada por

Cd;g(g) - Q‘dTAT<C&1 - CH)AC”,
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onde C; = hb , € dmaxp € 0 vetor nomal unitario correspondente ao

0 0

autovalor de By = —AT(Cc_Cl — Cy)A. Logo, o indice do grafico do maior autovetor

de B, determina a influéncia desta observagao sobre 6.

Outro procedimento é a curvatura local total correspondente ao i-ésimo
elemento, que segue, tomando d; como sendo o vetor n x 1 com todas as coordenadas
nulas, exceto a i-ésima entrada que é igual a 1. Portanto, a curvatura na direcao de

d; assume a forma

T -1
Ci(Q) = 2|47 C Al

onde A; denota a i-ésima linha de A. Note que C;(¢) é o i-ésimo elemento da
diagonal da matriz de influéncia B previamente definida. Isto é conhecido como
influéncia local total. Também é possivel determinar a influéncia local total do
1-ésimo termo estimando um subconjunto de elementos de (. Por exemplo, se o

interesse esta em 3, temos que

Cisp(C) = 2|07 (O — Ca) A,
enquanto que se o interesse esta em 6, temos

Cin(Q) = 2]AT(C = Cu)A.

_ — G
Verbeke and Molenberghs (2000) sugerem os casos em que C; > 2C onde C' = E —.
n
i=1

3.3 Calculo de Curvaturas

A seguir, calcularemos, cinco sistemas diferentes de pertubacoes para a

matriz,

PN _ [ As
T el el O
T 1 "]
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onde r = 1,2,....,p+qei =12, ..n, considerando o modelo definido em (2.5) e
sua fungao de log-verossimilhanga dada por (2.7). No que segue as quantidades

distingue-se pela adicao de “~ 7 avaliadas em E: (ET, ﬁf)T

3.3.1 Perturbacao de Casos Ponderados

A pertubagao dos casos é feita através da definigao de alguns pesos para

cada observacao na funcao de log-verossimilhanca da seguinte forma
- . 1 - i — i i = i
LCIN) =D NN = Zm log (—) +3 N, [w Hi _ exp (w 1 )}
i=1 ; ¢z i=1 ¢2 ¢z
Wi — [y
— Ai( i) exp ( )
Y -

1

onde A = (Mg, Xa, ..., \y)T é 0 vetor de peso total, com 0 < \; < 1, parai=1,2,...,n

e A= (1,1,...,1)T é o vetor de nao perturbado.

As matrizes Ag e Ay sao dadas por

=T . - *
AB =X QlMl dlag(w;‘ - ,uz) + XT(I)Ml dlag (w )

NA/\

Ay = S QoMo diag(v;) + S ®M, diag(u;),

~

onde i} = p; (Q ), Ui = v;(C), com pf,v; e u; definidos no Capitulo 2.

3.3.2 Perturbacao da Variavel Resposta

Vamos considerar que cada w; é perturbado como w;y = w; —i—Ais’fU, onde
Sy € um escalar que pode ser, por exemplo, constante em ¢ igual ao desvio padrao
estimado de w = (w1, ..., w,)T, ou st = ¢;1/1’(1). Neste caso, a perturbagao da

funcao de log-verossimilhanca é dada por

(¢ = Zﬂ (i, b1, A
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onde,
1 Wix — M Wix — H Wix — H
= ()P ()| (222
( ) b; oF i (1=, i
e neste caso, A\g = (0,0, ...,0)T é o vetor de nao perturbado. As matrizes Ag e Ay

assumem a forma

Aﬁ =X Swgngpﬂl(w)\) +X SwQ4MlPé(w)\)
~T ~T

Ag = § Sw§3]/\/[\2P91(wA) + S Sw§4]/\4\2pe2(w/\)7

onde wy = (wiy,...,wnn)’, S, = diag(sl,...,s?), Q3 = diag (%),94 =
diag (i;) e

s —
P;(w,) = diag (eXp <w, T Aty Ml)) :

i

i+ st — i+ NSt — st —
Pel(wA)Zdiag(—1+exp<w+ it ,u)(w—i— it M)—l—exp(wjL Sw M))’
Pj(wy) = diag (exp (w,- +>\:;“’ _’ui) (wi +A;%w _“") + exp (wiJF)‘;Sw —Mi)) .

3.3.3 Perturbacao da Variavel Explicativa do Parametro de Locagao

(7)

Considerando agora uma pertubacao aditiva em uma varidvel
explicativa especifica, a saber x;, dada por x;;, = x;;+\;s,, onde s, é um escalar que
pode ser, por exemplo, o desvio padrao estimado de z;. Este esquema de pertubagao

leva a seguinte expressao para a funcao de log-verossimilhanca

n

U(¢IA) = Z G (i @iy N,

i=1
onde
1 Wi — fix Wi — fix Wi — fix
i) =50 (L) [ (B 1)y (Y,
(s 65, 1) b b 5 (1= 5
€ Uix = 91_1(7711,\), Mix = fl(wﬂ;ﬂ) com Ty = (l’iu, . 7$ip)\>T e N = (0,07 ---,O)T

é o vetor ndo perturbado. Seja X (\) = 82—16“ e note que X(X) = X. Além disso,
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seja X A= ag—l/\“. Geralmente, os parénteses (A) denotam que as quantidades sao

avaliadas em fi;, em vez de y,;. Logo, as matrizes Az e Ay sao dadas por
/\T ~T

A = X (A )Q[g’ﬂ( )XA+X (A )Qﬂ/j( )X/\‘i‘@%m"‘@%ﬁm
Ay = § Qéﬁ( )XAJrS Qe,@( )X)w

onde Q35, = (@), Qbpr = (@) sd0 arrays n x p X n e Q3,;, Q%,; sao matrizes

p x n com elementos 9%n1;x/9B,0\;.

3.3.4 Perturbacao da Variavel Explicativa do Parametro de Escala (zJT)

Como estamos lidando com covariaveis de dispersao, pode ser de
interesse verificar se uma observacao particular é influente para o parametro de
precisao do modelo. Consequentemente, considerar uma perturbagao aditiva em
uma variavel explicativa particular do parametro de precisao da regressao, a saber
zj, dada por z;;x = z;; + \is;, onde s, é um escalar que pode ser, por exemplo, o
desvio padrao estimado de z;. Este esquema de perturbagao implica na seguinte

expressao para a funcao de log-verossimilhanca

n

U(¢IA) = Z 0 (s Diy Mi)s

i=1
onde
1 Wi — i Wi — i Wi — [
05 (1is Ginys Ai) = 0o +(5i|: —ex ( )}— 1—6;) ex < )
(1, @02, A4) & (@,\) ®ix P Gix ( ) exp Dix
e Qi = 92_1(772M) N2in = fz( Zixe ) com z;y = (Zi1>---72ijx,---7ziq2)T e N =
(0,0, ...,0)T é o vetor nao perturbado. Seja g()\) = B%A e note que Z()\o) -7

Além disso S = ag—z)f*. Geralmente, os parénteses (\) denotam que as quantidades

sao avaliadas em ¢;, em vez de ¢;. Logo as matrizes Ag e Ay sao dadas por

Ag = X Q95(>\)S>\+X Qeﬁ( )S/\,
Al = S(A)TQ%( )S/\"‘S( )TQee()\)gA"‘@geA"'@gom

onde Q3p, = (Q3y,), Qaer = (Q3y;) sa0 arrays n X ¢ X n e Q3,;, Qy,; sao matrizes

q X n com elementos 0?n;\ /06,0, .
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3.3.5 Perturbages Simultaneas das Varidveis Explicativas (z],z])"

Consideramos agora, uma perturbagao aditiva em uma varidvel
explicativa particular do parametro de locacao da regressao e uma perturbagao
aditiva em uma varidvel explicativa do parametro de escala da regressao, a saber x;
e zj, dadas por i, = i + \isz € zigx = 2ig + A\is;, respectivamente, onde s, e s,
sao escalares que podem ser, por exemplo, os desvios padrao estimados de z; e 2z,
respectivamente. Este esquema de perturbagao acarreta na seguinte expressao para

a funcao de log-verossimilhanca

n

CCIN) = 6 (i, i M),

=1

onde

G (i Gis Ai) = dilog ( ! )—l—& {M — exp (M)} —(1-6;) exp (wi _ “ik>

®ir Dix Dix Dix
€ Ui = 91_1(7711',\), Tix = fl(fﬂz\;ﬁ) com Ty = (1’@'17 ey Tggny - 7xiq1)T? Din =
951(U2iA)7 M2in = fz(Z;‘C\; 9) com z;\ = (27;1, cey ZigAy e 7Ziq2)T e N\ = (0,07 ~-~>O)T éo

vetor nao perturbado. Ainda, usando a notacao da subsecao anterior e lembrando
que os parénteses (\) significa que as quantidades sdo avaliadas em p; e ¢;) em vez

de p; ¢;. Assim, as matrizes Ag e Ay sao dadas por

T ~ = T ~ =~ T — =
Ap=X (NQsNXA+X (MNQE(NXA+X (N)Qgs(N)Sh,
2T ~ = —~ ~
+X (A)Qﬁg(A)SA + Q?ém + Qém

Dy = ST Qhs(NX s+ SN Q5N X s+ SN Qh(N)5

+ STQ2 (NS + Qg + Qs

onde Q} 5, @by, Qior © Qagy 580 definidos como nas subsegdes anteriores.
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3.4 Alavancagem Generalizada

Nesta subsecao calcularemos a alavancagem generalizada proposta por
Wei et al. (1998), que ¢é definido como

GL(Z ow

)= Jur

onde ¢ é um s-vetor tal que F(w) = u(¢) e ¢ 6 um estimador de ¢, com @ = ,u(g)
Aqui, o (7, 7) elemento de GL(Z), ou seja, a alavancagem generalizada do estimador
Eem (i,7), é a taxa instantanea de variagdo no i-ésimo valor previsto em relagao
ao i-ésimo valor resposta. Temos que, a alavancagem generalizada é invariante sob

reparametrizacao e observacoes onde G L;; sao grandes pontos de alavancagem. Wei

et al. (1998) mostraram que a alavancagem generalizada é obtida avaliando
GL(C) = De(=Cee) ™' Ceuw

em ( = E, onde Dy = %’é e Cep = gg;g%. De acordo com o modelo definido em (2.5),

temos

N XTQuM, P! + XTQ,M, P}
Dg:(MlX 0) e Ca=| o .
STQy My P} + STQ M, P2

onde Py, P}, Fj sao definidas como na subsegao anterior.
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4 APLICACAO DO MODELO A DADOS
REAIS

Neste capitulo aplicaremos o modelo de regressao de valor extremo sob
censura tipo I a dados reais. Para realizar esta aplicacao foi utilizado o software R

(www.r-project.org), na versao 3.2.3.

Os dados utilizados para aplicacao foram obtidos do trabalho de Lawless
(2011), que apresenta dados de sobrevivéncia de 40 pacientes com céancer avangado
de pulmao, retirados de um estudo discutido por Kalbfleisch and Prentice (1973).
O principal objetivo do estudo foi comparar os efeitos de dois tratamentos de
quimioterapia ao prolongar o tempo de sobrevivéncia. Todos os pacientes receberam
terapia prévia e foram entao distribuidos aleatoriamente a um dos dois tratamentos,
denominado padrao e teste. W ¢é o tempo de vida, medido desde o inicio do
tratamento, para cada paciente, que sao registrados na Tabela (4.1). Observagoes
censuradas correspondem a pacientes que ainda estavam vivos no momento em que
os dados foram coletados. Variaveis que também poderiam ser importante sao
mostrados para cada paciente. Em primeiro lugar, os pacientes podem ter diferentes
tipos de tumores, eles foram classificados em quatro categorias (escamoso, pequeno,
adeno, grande). Kalbfleisch and Prentice (1973) também deu para cada paciente
uma pontuagao, ou o estado, desempenho, atribuido no momento do diagndstico.
Isto é uma medida de condicao médica geral numa escala de 10 a 90: 10, 20, e 30
significa que o paciente é completamente hospitalizados; 40, 50, 60 que se encontra
parcialmente hospitalizado; e 70, 80 e 90 que ele é capaz de cuidar de si mesmo.
Finalmente, a idade do paciente e o nimero de meses do diagndstico até a entrada

no estudo.

21



Tabela 4.1: Dados de Sobrevivéncia de Pacientes com

Cancer de Pulmao

21 | 1 40 55| 2
287 | 1 | 60|66 |25
10 | 1 [ 40|67 |23
8 1120|6119
12 | 1 [50|63| 4
1771 1 | 50| 66 | 16
12 |1 140 |68 |12
2001 1 | 80|41 12
250 | 1 |70 |53 8
100 | 1 | 60|37 |13
999 | 1 |90 | 54 | 12
23111 | 50|52 8
91| 1 |70 ({50 | 7 |1]1

W |z |29 |23 | Ta | 25 | X6 | X7 | x5 | O
411 1 | 70|64 | 5 110]0 1
126 | 1 [ 60|63 9 110]0 1
118 1 |70 | 65 | 11 110]0 1
82 | 1 40|69 10 110]0 1
8 | 1|40 |63]|58 110]0 1
25 [ 1 ]70(481| 9 110010
11 | 1 7048 |11 110101
54 | 1 80| 63| 4 1101
153 1 [60|63]|14 1101
16 | 1 30|53 | 4 1101
56 | 1 | 80| 43| 12 1101

0

0

0

—_
—_

—_
—_

o |l o|lo|o|lo|]o|lo|lo|lo|lo|lo|lo|lo|lo|]o|lo|]o|lo|o|lo|o

(el el Nl el Rl =l i el ol el Raell el Bl )
—_

—
—_

—_
—_

(el el Nl Nell Rl Rl el el Nl N
o | o|lo|lo|lo | o | o | o

continua na préxima pagina
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Tabela 4.1: Dados de Sobrevivéncia de Pacientes com

Cancer de Pulmao (continuagao)

W x| @9 | 23| x4 | x5 | 26 | T7 | x5 | O
1 111206521 1|1 |0]0]1
200 1|80 [52|28] 1|10 0|1
44 1 1160|7013 1| 1]0]O0]|1
151 |50(40(13] 1] 1[0 0|1
103 1 [{70(36(22| 101|010
2 1 140 (4436|107 101
20 {1 130549 | 1|0]1]0]1
51 [ 1 130(59 |8 | 1|0 |1]0]|1
181 140(69| 5|1 ]0]0|1]1
90 [ 1 |60 |50(22| 1 |0|0]1]|1
84 | 1 |8 (624|100 1]1
164 1 |70]68|15 1| 0| 0] 0|1
19 ({1 130(39]4]1]0]0|0]1
43 111604911 1]0]0] 0|1
34011 (806410 1 ][0 ]0|O0 1
231 1 |70 (6718 1 [0 ]0|O0|1

Neste modelo estudado consideramos uma amostra aleatoria censurada,
que consiste de dados (w;,d;,x;), i = 1,...,n, onde w; = —log R; é um log-tempo

de vida ou log-tempo de censura, de acordo com §; = 1 ou §; = 0, respectivamente.

Temos sete variaveis explicativas para este modelo: estado, desempenho
no momento do diagnéstico (x3); idade do paciente (x3); nimero de meses desde
o diagndstico a entrada no estudo (z4); tipo do tratamento (x;); célula tumoral

escamosa (zg); célula tumoral pequena (x7) e célula tumoral adeno ().
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O tamanho da amostra é n = 40. A especificacao do modelo consiste em
duas partes. A primeira, que estd relacionado com a média, inclui uma intercepgao
(r1 = 1), e sete covaridveis xq, x3, T4, T5, Tg, T7 € xg. O segundo, o que estd

relacionado com o parametro de precisao.

Estamos usando aqui as fungoes de ligagao exponencial e a identidade
para relacionar os parametros de locacao e escala, respectivamente. Os coeficientes
desconhecidos sao #; = —0.818, By = —0.0542, B3 = —0.0094, 5, = —0.0041,
fs = —0.270, fg = —0.377, B; = 0.125, fs = 0.877 e 0; = 0.874 (ver Lawless
(2011)).

Podemos entao escrever o modelo que estamos considerando como

log(pi) = B1 + Bawai + Bsxsi + Baa; + Bssi + BeTei + Prrri + PsTsi
¢; =0,

parai=1,...,40

4.1 Analise de Influéncia Local

Vamos fazer uma analise de influéncia local para o conjunto de dados
considerado, com o ¢ = (A7,07)". A Figura (4.1) apresenta os graficos de dya, € C;
que correspondem a influéncia local e influéncia local total, respectivamente, sob o

esquema de perturbacao de casos ponderados introduzido neste trabalho.

Com base na Figura (4.1) no gréifico de dyay, as observagoes 21 e 22
exercem grande influéncia sob Z No grafico de C}, as observacoes 21 e 22 também

exercem influéncia.
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dmax:_f Ci:_f

o | | 7
S ! 0 ap
EO_IHHH ‘ s 57
5 o 5 .
2 9 g = o
2 o | 2 o
e ° g_H ‘ ‘ H
= 21 11 22 S | .|‘|||I|| .‘|.|‘| |‘
cli | | | | | == | | | | |
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Index Index

Figura 4.1: Esquema de Perturbagao de Casos Ponderados

Agora, apresentaremos os graficos de dy.x € C; sob o esquema de

perturbacao da variavel explicativa do parametro de locacao.

dmax:_f Ci:_f
_ —||'|"|||‘ |'||""'|‘|‘||-|'|"' 14
d — —]
T @ 28
O — O (=]
S s © 15
g 9] g °
(=] (=]
- 7] 15 | —
ey 28 ‘
<] 14 §_ || | |I | ....|||.|
T T T T T o T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Index Index

Figura 4.2: Esquema de Perturbacao da Varidvel Explicativa do Parametros de
Locagao

Pela Figura (4.2) tanto no gréfico de dy., como no gréfico de Cj, as

observagoes mais influentes sob o estimador Eséo 14,28 e 15.
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5 APENDICE A

Obtendo as derivadas de primeira ordem de (2.7) com respeito aos
parametros [ e 0:

Primeiro, notemos que

assim,




onde w; = exp ((;) e 1 = exp <%> para ¢ = 1,...,n. E usando a regra da

cadeia, temos que

By, n 1 . . dp; Ony; .
UJ(/B79) aﬁj ZZ{ @Ml [w M1]+<1 5)¢Z Mz}dnlz a/@j j_]-77p

Agora, como

o =00 () o[t e (05) ()
s (52 (252)

saa) el e (58]}
S (g e (M5

1 i — i i — i i — i i — i
:51.@{_1_1”@“ [1_exp<w ¢i“)]}+(1_5i)w¢%“ exp<w d)iM)

1 1
=6;—v; + (1 —06;)—
bi ( )ébz‘

Uq,

onde

Wi — [ Wi — i Wi — Hi Wi — i
v, = —1— 1—exp( )) e U = exp( ),
®i < Gi Oi bi

para i =1,...,n. Concluimos que,

ot - 1 1 dp; On; .
(B7 ) aeJ Z{ézavz—i_(l 51)%“2} d’l]gl aeJ, J = ].,...7q.

=1

Obtendo as derivadas de segunda ordem de (2.7) com respeito aos

parametros [ e 0:

Observemos que

20 o [ol o[ [ 1 wi — g wi — i
M_am[ﬁui]_am[(SZ( ¢@> {1_6Xp< P; )]Hl_ )czﬁzeXp< & ﬂ
_ L wi—pi\ (1 s wi —pi\ (1
B 51@'[ exp< Gi )( ¢z‘>]+(l 5l)¢ieXp< Gi >< ¢i>
1 i — Wi 1 i — i
——5i¢?exp<w ¢iu>—(1—6i)¢gexp<w gbiﬂ)’
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assim, usando a regra da cadeia,
A
98,08

- 1 Wi — [ 1 w; — Ni) } <duz‘ )2 On1; O
= - di—5 +(1-4)—5
;{ o eXp( o ) 1=0)% exp( % dni) 98; op,

- 1 Wi — fhi 1 Wi — fhi
+ {—(2 [1—exp< >] +(1—5i)exp< )}
; bi ®i bi ®i

<d2ﬂi onii O N dp;  9*m; >
dn?, 0B; 0B, dni; 0B;081)

Ujl(/Ba 0)

Em notacgao matricial temos,
0?0
9p;06

vT Nl v v N2 v 3 4

Agora, como

20 o [or
00 O¢; | O

_ o0l 1 o (Wi M N S
=6 10 (5) e (M52 - mag e (M52
1 i — i 1 i — i i — i
-l e (5] 5 e () (o)
e Wi — i 1 Wi — fi \ [ Wi —
+a 51)[( ¢?>exp< bi )+¢>z’exp< bi >< o7 ﬂ
:5-i [1—exp (wi —Mz‘) ~exp (wi—ﬂi> (wi—uiﬂ
"7 b o bi
1 e (Wit o (Wi M Wi
! 5Z)¢?[ep< i >+ep< i )< i ﬂ’

o
= 00,08

= 1 Wi — wi — w; —
= 0i—= —ex —ex
;{ ¢?[1 ep( bi ) ep( bi )( bi )}

e (B e () () ) O
Y2 bi bi o5 dng; 001, dni; 0B;

Em notacao matricial, obtemos

20
90,05;

segue que

ULj (57 6)

= gTQéB)? + §TQ35)?-
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Notemos que,

02523[ 9 } :i [5. [_1_wz’—m+exp(wi—m> (wi_ﬂi>:|
0¢?  0¢; | 0 o || i o7 bi ¢?

e (25) ()

L 2(wi — p i — i AN i — i\ [ —2(wi —
o e () () e (25) (5|
+(1—6;) |—exp <wi_m) (wi_m)Q—f—exp <wi_ui) <_2(wi_'ui)>

Z ¢ o7 di ¢

] 2(wi — i) (wi_,ui> (wi_,ui>2 (wi_,ui> (-%W-M))
= b bi P bi bi exp bi bi

L
¢?

e _51.);% [—exp <wlq;m> <wi¢—i/ﬁi>2+e><p <“’l¢;m> <—2(w(;i— m))” ,

donde

82
0010,

Bl () (5
() ()]
- o (255 (52 e (252) (2522

y dei \* Oni O
dng;) 001 005

= 1 Wi — b Wi — Wy —
Si— |1
+;{ %[ ! oy +exp< o >< o ﬂ
s o (Wi M w; — [l
+U’6»@ep< bi )( bi >}

d2 ¢z 87721 87721 + d¢l 827721
d’r]%i o0y, 00y d772i 001,00 '

Urs(0,0) =

Em forma matricial, temos

¢
0010,

= gTQéeg‘f' §TQ§0§+ Qo + Q-
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Finalmente,
s = (o) = [ = (75 [ oo (452 ]
(e ()]
“ig Lo e ()] () oo () ()
"6 i b; i i oF
rlaig e () < (5 o (52) (5]

(bz (bz )
e () ()]
b Lo P\ b P\
o1 Wi — [ Wi — [
+{ 5’)@-[ czaexp( & )[” # H
1 i — Wi i — Wi P — Wi
:5i¢—?{1—exp( gbi“)—(w@'u)exp(w@“)]
Y Wi — My Wi — My
#0000 (=g e (M5 ) 145

pode ser usado para concluir que

20
U;L(B,0) = 0

=3 [ (U5 - (M52 e (52
i=1 z ? 2 %
ey L Wi — wi — i | dpi O déi Ono;
t -4 ( ¢12> P ( b ) [1 " ®i } } dmi OBj dna; 001,

Matricialmente, temos

0?(
oB;0L

Calculando as esperancas necessarias para obtermos a matriz de

informacao de Fisher:

Usaremos a seguinte expressao para calcular as esperancas envolvidas

no trabalho
E(h(6;,W3)) = Ev(h(1, W;)) + E2(h(0, W5)),
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onde

B w) = [ h (5 gl 0

[e.9]

Ex(h(W3) = h(252)P(W, > R,).

Calculando H;:

Temos que,
R;
Hi = E(;) = Ey(1) + E(0) = / éexp <% — exp <%>> dw;.
Usando o método de substituicao, tomando x; = exp (l”(ﬁ%“), entdao dr; =

exp (%) % Logo,

Hi = / lexp(—a)da:i = —exp(—1;)
0

o = —exp(—v;) + exp(0) = —exp(—v;) + 1,
onde v; = exp <%> Portanto,

Hy=1—exp (exp <%>) )

Calculando H,;:

Observemos que,

o o (52)) =5 o (54)) 2 o0 (%52)
R;
_ 1 Wi — g Wi— i Wi — ) Ri—p; _ Ri—p;
_/OO 3 exp( 5 )exp( 5 exp( 5 ))dwz—i—exp( 5 ) (exp (exp( 5 )))

Usando a substituicao x; = exp (%), obtemos

T /“L'L
exp :
Hos — / ( bi ) i exp(—xi)dxi + exp (Rz(b_ﬂz) exp (exp <’le¢_Hz)> ,
0 ' '
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agora, pelo método de integragao por partes, considerando u; = z; e dv; = exp(—x;),

vem que

Ri—p; Ri—pi
J— . . exp< i ) eXp( i ) z /L1 Wi — i
Hoi = —x;exp(—zi)], — —exp(—x;)dx; + exp | == ) exp (exp 5
0 :

< Ri—p;

— _ex Ri—p; ex _ i i - s e p( bi > Ri—p; L — 1

= p (o p (—exp (=5 exp(—z;)], +exp ( =5 exp (exp ( =
R(;‘“) exp (— exp (R(;”)) — exp ( exp ( )) + exp (R@“i) exp (— exp (w(;“)>

=—exp( L

=1-—exp (— exp (qu:”l)) .

Calculando as Demais Esperancas

g
|

=
oy}

Agora utilizaremos a funcao geradora de momento para calcular as

demais esperancas.

# (o (12520) = 5 o (4522)) - o (52
- [ e (s e (5 - (254))
o ({15 (- (152

Usando a substituicao x; = wi;“i entao dr; = %dwi, donde

Ri—pi
E (exp(tX;)) = / > exp(tx;) exp(r;—exp x;)dx;+exp ((l—z’“)> exp (— exp (Rq;“» :

Agora considerando u; = exp(z;), entdo du; = exp(z;)dx;. E assim,

Ri_/Ji)
¢

E(exp(tX;)) = /OGXP( ul exp(—u;)du; + exp (M> exp (— exp (%)) :

Lembremos que, as fungoes Gama incompleta sao dadas por

F(a,x):/ t*le tdt

X
v(a,x) = / t" e tdt,
0
onde z € R* e a é uma varidvel complexa cuja parte real é positiva.
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Consideremos

p(t) =E(exp(tX;))

o (14 Toenp (B2 ) - exp (L5 e (—exp () )

Notemos que

q(t) = (5 exp <(W—ZM)>) =F (exp <t(W;i—m)>) v (t +1,exp (RZ m))

_ 0 Ri—p;
q(t) =57 (t +1,exp <—¢“—>) )

Por outro lado,

q'(t)

e (e (22529)) - s (255) (252).
=)

Logo,

Hsi=E <5z (W@“Z)) =q'(0) = &~ <t exp <

Observemos que,

/ t(Ri—ps) Ri—p _ Ri—w;
0= b 1 (522)) s (952 (352) o (555))
>>+exp (t(R;;M)> (Rz(;;u'z> (Ri¢;N1> exp <_ exp <Rz¢;ﬂz)>

t=1

p//(t) = t27 (t + 1, exp (

e

2
p”/(t) 8t37 (t +1 ,exp <R1 m))_i_exp ( (R; lﬂz)) (qub_l“z> (Rz(;z/%) exp (_ exp <Rz¢—luz>> )

Assim,
o= (on(15) (52 <0
(o (252)]
Hsi = E (exp <%> (%)2) =p"(1)
= (e (252) )], (55) o (25 o (e (252




3
(5 o (25 (o (252).
t=2 7 (2 7

Finalmente, usando as esperancas calculadas acima obteremos

E[U;],E ULl = EUjL] e E[UL,]. De fato, tomando a esperanca em Uj;, temos

2
kﬂ:E[ o2 ]

98,08

- TR 0 Sy 0 SR S S A e dpi \* Onyi Oy
2{ %?ep( 2 > ! ‘5%%”( o >}<dmi) 98; Oy

. 1 Wi — fi 1 Wi — fi
+ {—& [1—eXp< )] +(1—5i)exp( )}
; bi bi bi bi

{dQMi onti O n du; 8% H
dn?, 0B85 0B, dni; 08,08

_ zn: _ Ha; < dpsi >2 Onyi O
—~  ¢7 \dni) 0B; 9B

Aplicando a esperanca em Uy, obtemos

2
ij:E[ 20 }

90.,08;

- 1 i — i i — M i — M
;{5i¢?[1exp(w¢i#>exp(wﬁbiM)(w@uﬂ

1 Wy — [ wi_,ui) (wz‘—/lz‘)]} dg; On; dp; (97711}
—(1=d)—>5 +
( )%2 [exp ( i ) P < b bi dno; 001, dmi; 9B;

_ Zn: ~ Hayi dpi doi Omii On
—  ¢F dnidny 085 90
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kLJ_E{

Analogamente, tomando a esperanca em Uy, segue que
0%t
001,00

- 1
Z{‘Sid,z

2(wi — pi) . (W-M) (W-m)z_ (wi—ui) (W-M)
= H bi P\ b 2o bi bi
1 w; — w; — [y 2 Wi — —2(w; — ;) dé; \? On2;i Onp;
" (1751')5? [exp< Pi > < Gi > +exp< bi > < bi )]} (dnzz') 00, 00,

= 1 w; — w; — [ Wi — [y 1 Wi — i w; — [
+ 5i[1 +ex ( )( )]+15¢ex ( )( )}
; { i i P\ i ( )¢i P\ i
y d?¢; Onzi Onai n dp;  0*n;
d’l]%i 69L 60J d’/]gi 89[,8&]

B i (Hs + 2Hsi — 2Hag — Hsi) [ ddi \* Onzs O
B ~ o7 dng; ) 00 00;

Em notacao matricial, temos
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6 APENDICE B

Determinando as matrizes AJ e Af para o caso da perturbagao da variavel

resposta:

Temos que,

£, 00 ) = Blog () + 6 [ 2472 —exp (2452 ) | = (1= exp (252

logo

oLy 5’ i witAish, —pi i (1-05) wi+Aish, — i
aYiy [sw — exp (—@ Sw| — g exp (T ) s,
K

o2¢er
9B;0N;

R i i witAish,—pi | | witXish,—pi

Si wit sy, —phi ( ) wi+Xist, —pi i | dpi Onu
2 €XP ( b > Sw exp bi Sw)| i 965

1-6;) i witAish,—pi | | witAish,—pi dei Onai
TR SweXp< o M) [ P +1H sy 96
Portanto,
~T ~T
Aﬂ = X S QngPﬁ(wA) + X S Q4M1Pﬁ(w,\)
AT AT

Ag =5 8 QgMQP (w)\)+S S Q4M2P( )

Determinando as matrizes Az e Ay para o caso da perturbacao da variavel

explicativa do parametro de locagao (z]):

Temos que,
05 (pis @iy Ai) = dilog (% + 0 [% — exp <%>} — (1 —0d;)exp (%) )
logo

orer 5 i Opix Omi i~ i Opix O
= (1o (25 (S fe) ) + (- dogewr (2522 (et
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2
e d; Wi —[ix dpix On1ix On1in um A2 pix Onrix Omiin
o 2 \ TP T dmix ) 98, o 1 —exp @z, 08 O
2
5 (1 Wi—[ix dpix 021140 =D Wi—[hix dpix On1ix OM1ix
— % (1 —ex — X
% ( © p( % )) dmis 08;08 ¢ P\ T, dmi) 98 o
(1-6;) wi—pix | d2pix On1in On1in 1-4; wi—pix | dpix 0%m1ix
T P\ T ) @, o o T oa OP\ T ) @ 95500
o I Wi —ix Wi —ix Wi — i\
BoLoN [¢>—$ 1 —exp =57 ) —exp (75 3

_(1-6:) ,um /tm Wi—fix déi On2i dpix Oniix
5T |exP T exp 5 dno; 901, dmnin OA;

=)

Logo,

AT 2T ~ = ~ ~
Ay = X (A )Qﬁﬂ( )XA+X (A )Q%ﬁ()‘)XA+Q%5A+Q%BAa
AT

Ny = S Qeﬁ( )XA+S QG,B( )

Determinando as matrizes Ag e Ay para o caso da perturbacao da variavel

explicativa do parametro de escala (2] ):

Temos que,

0 (s Giny Ai) = 0;log <ﬁ> + 0 [ i — exp (%)] — (1—6;)exp (%> ,

assim

F |8 6 [ wimp —pi \ [ wi—p
2V Pix dix Dix ¢> A ¢z)\ Dix
(1-6:) wi— wi— g doix Onaix
+ Pix p< ®ix > ( Pix >} dnzix OAi
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0% _ [ 5, 1 —exp (Withi) — exp (Wit Wi— i
0B;jON; | 63\ dix Dix Pix

wi—ui>]:| dpi doix Onii Onoix

dnii dngix 085 O

82€¢z [ . - s 2
2 — P L{’ wl 1 P w’l ££74 wl é{”L

20LoN; | ¢2 |:1 +2 < Bix ) 2exp < ®ix Pix > eXp ( Pix ) ( ®ix ) :|

2
_ (=d) Wi — g Wi — g Wi — g do; On2ix On2ix
N [2 exp ( ®ix > ( Pix > T exp < ®ix ) < ®ix )}] (dmm) 00, OA;

exp (22 (252

1 5) Wi — i Wi —pbi doirn 02main
[eXp( ¢i>\ ) ( d)iA dn?i)\ (90[/9/\1'

+
(1 ) Wi—fhi Wi— i d2Pix Om2in On2in

+ eXp( ®ix ) ( Pix >} dn3;, 00r, 0N

+ )

+

Logo,

Ay = X OL(NE+ X G208,
Ay = S()‘)TQée()\)S/\+S()\)TQ§0()\)§A+@30A+@3w-

Determinando as matrizes Az e A, para o caso da perturbacao das

varidveis explicativas (z],z])":

Temos que

055 (g, diy Ai) = 04 log < ) + 0; [ ’;“ exp (%)} — (1 —4;)exp (%) ,

logo
O6"% _ —b; déi main _ S dpix Omuix _ 8 wizpax | doin 9moin + Lexp wi—pix | diixn Oniin
o dix dnaix O\ dix dniin O\ ®in Dix dnzin O\ o dix dniin O\

5 Wi— i) wi—pix | doin On2ix (1-4:) wi—pin \ dpixn Oniin
T Pix exp( ®ix > ( Pix >d772i)\ oA T Gin OXP ®ix dmiix OA;
(1=di) um wi—pix | doixn Onoin
+ Pix exp $ix dnain O\
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e

S = e () (o) - [1 - onp ()] i | oyt
[ () () o o () | s
e [ o () —exp () (e ) | g O s
- G e () ep () (2520 s i e
i [ e (e )] e G + e e (e ) e Bt

o = [ [1— e (25 ) —exp () (2522 |

= [ () o () (o)) i i e

[ () 2w () (252) e (22) (522) | ()
Pix ®ix Pix Pix Pix dnaix

+ gi: 1= () +exp () (g )| ] o o

- %ji’ o (52 (522) wew () (2522 (222)

it () (522) £32) e

' [m - () e (2522 (2522

(1-6:) Wi — i\ Wi—fhix dpin 0%main
+ Dix exp Dix Pix dnaix 000N "

+

7,)\

Portanto,

Br=X N@NFs+ X WOHNXa+ X VD050,
FX NGBNE + B+ Qi

Do = ST @hy(NX s+ ST Q25N X+ SN Qh(N) 5
£SO @ (NS + Qi + Q.

Determinando C¢,:

Temos que

—0i Wi— i
£ =5 [ on()] (o)
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entao

020 __ |6 wi—pi =) wi—pi \ | dpi Omig
980w [qﬁ? exp( &; > T e exp( Py )] dn1; 9B;

8%¢ |4 Wi— i Wi — wi— b
00w ?[_“rexf)( % > % )JFGXP( & )]
i

(1_51') Wi — g w; — Wy — My do; Ona;
Tz [eXp< P )( P >+6Xp< & >Hﬁﬁ

logo
XTQs M, P} + XTQuM, P}
STQs M, P} + STQu M, P}
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