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Centro de Ciências Exatas e da Natureza

Programa de Pós–Graduação em Matemática
Mestrado em Matemática
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Área de Concentração: Álgebra
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Resumo

Este trabalho objetiva determinar a quantidade máxima de retas duas a duas dis-

juntas que uma superf́ıcie não singular de grau d em P3 pode conter. No caso dos graus

d = 1 e d = 2 verificamos que estes valores são zero e infinito, respectivamente. Além

disso, no caso de grau d = 3 mostramos que o número máximo de retas duas a duas

disjuntas é 6, ditas configurações foram estudadas em 1863 pelo suiço Ludwig Schläfli

(1814-1895) em [15]. Para o caso d = 4, em 1975 o russo Viacheslav Nikulin em [10]

mostrou que as superf́ıcies quárticas não singulares contêm no máximo 16 retas duas

a duas disjuntas. No nosso trabalho, conseguimos mostrar que a famosa quártica de

Schur atinge essa cota e que quártica de Fermat possui no máximo 12 retas duas a duas

disjuntas. Determinamos ainda cotas inferiores para o número máximo de retas duas

a duas disjuntas no caso de superf́ıcies não singulares de grau d ≥ 5. Por exemplo, a

famı́lia de Rams em [11] nos permite achar uma dessas cotas inferiores.

Palavras-chave: Retas duas a duas disjuntas, superf́ıcie de Fermat, quártica de Schur,

famı́lia de Rams.



Abstract

This work aims to determine the maximum number of pairwise disjoint lines that

a non-singular surface of degree d in P3 can contain. In the case of degrees d = 1 and

d = 2 we found that these values are zero and infinite, respectively. Furthermore, in the

case of degree d = 3 we did show that the maximum number of pairwise disjoint lines is

6, these configurations were studied in 1863 by the Swiss Ludwig Schläfli (1814-1895)

in [15]. For the case d = 4, in 1975 the Russian Viacheslav Nikulin in [10] showed

that non-singular quartic surfaces contain at most 16 pairwise disjoint lines. In our

work, we have been able to show that Schur’s famous quartic achieves this bound and

that Fermat’s quartic has at most 12 pairwise disjoint lines. We also determined lower

bounds for the maximum number of pairwise disjoint lines in the case of non-singular

surfaces of degree d ≥ 5. For example, the Rams’s family in [11] allows us to find one

of these lower bounds.

Keywords: Pairwise disjoint lines, Fermat surface, Schur’s quartic, Rams’s Family.
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Notações

No decorrer deste trabalho:

• R denota o anel dos polinômios C[x] sendo x = x0, x1, x2, x3;

• Rd denota o conjunto dos polinômios homogêneos de grau d em R;

• I(Y ) denota o ideal associado a um subconjunto Y de Pn;

• φ(S) denota o conjunto de todas as retas contidas na superf́ıcie S ⊆ P3;

• r(S) = máx {k ∈ N | ∃ l1, l2, . . . , lk ∈ φ(S) tais que li ∩ lj = ∅, ∀ i 6= j};

• rd = máx {r(S) | S é uma superf́ıcie não singular de grau d em P3};

• φl(S) = {m ∈ φ(S) | m 6= l e l ∩m 6= ∅}, para cada reta l ∈ φ(S).

xi



Introdução

Existem diversos trabalhos onde se pesquisa a quantidade máxima de retas em

superf́ıcies não singulares em P3. De fato para grau d = 1, 2 este número é infinito

(conforme mostramos no caṕıtulo 1 deste trabalho), para d = 3 este é exatamente 27,

fato este provado em 1849 pelo britânico Arthur Cayley em seu artigo “On the triple

tangent planes of surfaces of the third order” [6], para d = 4 não excede o valor de 64

como podemos observar no artigo do italiano Beniamino Segre “The maximum number

of lines lying on a quartic surface” [17] de 1943 . Outro fato importante já conhecido

sobre d = 4, é que a quártica de Schur possui exatamente 64 retas, isto foi verificado pelo

matemático alemão Friedrich Schur em seu trabalho “Ueber einer besondere Class von

Flächen vieter Ordnung” [16]. Já para grau superior este número ainda é desconhecido,

embora já exista uma cota inferior como podemos observar no artigo “Counting Lines

on Surfaces” [5], dos matemáticos Samuel Boissiére e Alessandra Sarti de 2007.

Um problema análogo nessa direção diz respeito ao número máximo de retas duas

a duas disjuntas que uma superf́ıcie não singular em P3 pode conter. Sabe-se que para

os graus d = 1 e d = 2 este número é zero e infinito respectivamente, para d = 3 este

número é 6, de fato estas configurações de retas foram estudadas pelo suiço Ludwig

Schläfli em seu artigo “On the distribution of surfaces of the third order into species, in

reference to the absence or presence of singular points, and the reality of their lines” [15]

no ano de 1863. No caso de grau d = 4 realizamos várias pesquisas e não conseguimos

encontrar (na bibliografia ao nosso alcance) resposta para a seguinte pergunta:

“Qual é a quantidade máxima de retas duas a duas disjuntas que a quártica de Schur

possui? ”

Ou ainda,

“Qual é a quantidade máxima de retas duas a duas disjuntas que a quártica de

Fermat possui? ”

E por último:

“Qual é a quantidade máxima de retas duas a duas disjuntas que superf́ıcies não

singulares de grau d ≥ 5 em P3 possuem? ”
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Durante nossa pesquisa nos deparamos com o artigo do matemático russo Viacheslav

V. Nikulin “On Kummer Surfaces” [10] de 1975, o qual deu um importante passo sobre

o estudo do número máximo de retas duas a duas disjuntas em superf́ıcies quárticas não

singulares. Neste artigo, Nikulin provou que toda quártica não singular em P3 contém

no máximo 16 retas duas a duas disjuntas. Outro marco importante se deu no ano de

1984 quando o matemático Japonês Yoichi Miyaoka publicou o artigo “The Maximal

Number of Quotient Singularities on Surfaces with Given Numerical Invariants” [9],

no qual apresenta uma cota superior para a quantidade de retas duas a duas disjuntas

de superf́ıcies não singulares de grau d ≥ 4 em P3. Sendo esta dada pela fórmula

2d(d− 2).

No decorrer do nosso trabalho o leitor irá observar que esta cota é atingida em su-

perf́ıcies cúbicas não singulares em geral e para a famosa quártica de Schur.

Além dos resultados acima, também merecem destaque os artigos “Smooth quartic

surfaces with 352 conics” [3] e “Smooth Kummer surfaces in Projective three-space” [4]

dos matemáticos Barth e Bauer, onde o primeiro têm como um dos principais objetivos

mostrar a existência de quárticas suaves em P3, as quais possuem 16 cônicas suaves

duas a duas disjuntas. E o segundo dá exemplos de superf́ıces de Kummer suaves em

P3 contendo 16 curvas racionais duas a duas disjuntas para qualquer grau. Salientamos

que neste trabalho não iremos nos aprofundar no estudo dos artigos de Bauer, Barth e

Nikulin, devido ao fato de depender de alguns conteúdos os quais não estão ao nosso

alcance no momento, tais como superf́ıcies de Kummer, divisores de curvas, variedades

jacobianas, polarização do tipo (1,9), etc.

Em 2004 o matemático polonês Slawomir Rams em seu artigo “Projective surfaces

with many skew lines” [11] dá o exemplo de uma superf́ıcie não singular de grau d ≥ 6

em P3 que denotaremos por Rd, a qual possui

d(d− 2) + 2

retas duas a duas disjuntas. Verificamos no nosso trabalho que sendo d ≥ 3 este número

é uma cota inferior para r(Rd), já para d ≥ 5 temos r(Rd) = d(d− 2) + 2, ou seja, esse

número é atingido.

No ano de 2007 os matemáticos Samuel Boissiére e Alessandra Sarti publicaram o

artigo [5], o qual trata entre outras coisas de exibir uma superf́ıcie não singular de grau

d em P3, a qual possui d(d−2)+4 retas duas a duas disjuntas, se d for ı́mpar com d ≥ 7.

Vale salientar que no nosso trabalho generalizamos o resultado de Boissiére-Sarti para

d = 4k e verificamos que a cota também é atingida para d = 5.
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Como já sabemos, a quantidade máxima de retas em superf́ıcies não singulares de

grau d ≥ 5 em P3 é desconhecido. O mesmo ainda acontece para a quantidade máxima

de retas duas a duas disjuntas. Assim sendo, iremos focar no estudo de retas duas a

duas disjuntas em superf́ıcies não singulares em P3 com base nos artigos de [11], [10],

[1], [5] e [9] com o objetivo de calcular a quantidade máxima de retas duas a duas

disjuntas para superf́ıces não singulares de grau 1 ≤ d ≤ 4, e para grau superior iremos

apenas dar uma cota inferior para o número de retas duas a duas disjuntas estudando

algumas famı́lias.

Nosso trabalho está dividido em 3 caṕıtulos, sendo assim distribúıdos: No Caṕıtulo

1, estudamos a quantidade máxima de retas duas a duas disjuntas em superf́ıcies não

singulares de grau d, 1 ≤ d ≤ 3. O Caṕıtulo 2 é dedicado ao estudo da quantidade

máxima de retas duas a duas disjuntas em algumas superf́ıcies quárticas não singulares.

No Caṕıtulo 3, determinamos cotas inferiores para superf́ıcies não singulares de grau

d ≥ 5 ao estudarmos as famı́lias, as quais nomeamos por famı́lias de Fermat, Rams e

Boissiére-Sarti.

O Apêndice A é dedicado à exposição de alguns resultados necessários para uma

melhor compreensão do trabalho (Este é destinado principalmente para leitores não

familiarizados com conceitos básicos da geometria algébrica tais como superf́ıcies, retas,

espaço projetivo, propriedades de retas, etc). Por fim temos o Apêndice B, o qual é

destinado ao estudo das retas, suas distribuições em 21 planos e interseções na quártica

de Schur possibilitando um maior entendimento no que diz respeito à seção 2.2 deste

trabalho.

Destacamos que a pesquisa do tema desta dissertação é importante na classificação

das superf́ıcies cúbicas não singulares, módulo transformações conformes, onde apare-

cem “twistor lines”(que são retas duas a duas disjuntas), segundo o trabalho de 2012

“Twistor lines on cubic surfaces” dos matemáticos John Armstrong, Massimiliano Po-

vero e Simon Salamon [1], no qual fazem um breve resumo de cotas de retas duas a

duas disjuntas já mencionadas acima, e além disso, mostram geometricamente algumas

configurações de retas duas a duas disjuntas dadas por Schläfli como por exemplo o

“double six”, o qual será visto no nosso trabalho. Além disso, na classificação das

superf́ıcies quárticas não singulares tem-se que X é uma superf́ıcie de Kummer se, e

somente se, X contém 16 curvas racionais duas a duas disjuntas ([10], [4]).

Em suma, este trabalho nos proporcionou uma grande oportunidade para conhecer

mais sobre a configuração das retas em algumas superf́ıcies não singulares no que diz

respeito a interseção. Acreditamos que com isto teremos uma maior facilidade para

estudar tais superf́ıcies de forma mais detalhada e também no estudo da classificação

das mesmas.
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Caṕıtulo 1

Retas disjuntas em superf́ıcies não

singulares de grau d ≤ 3 em P3

É conhecido que toda superf́ıcie em P3 de grau d ≤ 3 sempre contém retas. Por

exemplo, para d = 1, S é um plano e contém infinitas retas, isso se deve ao fato de

φ(S) estar em bijeção com P2, sendo S = Z(f) com f ∈ R1. Para o caso d = 2 temos

que estas superf́ıcies também possuem infinitas retas, podendo isso ser verificado com

o aux́ılio do Teorema da Classificação das Quádricas em P3 (veja Teorema 4, pág. 411

em [7]). Além disso as quádricas não singulares (veja Definições A.3 e A.4 no Apêndice

A) são isomorfas a superf́ıcie Z(x0x3 − x1x2), a qual possui exatamente duas famı́lias

de retas parametrizadas por P1.

No caso d = 3 é sabido que estas contêm pelo menos uma reta podendo isso ser

verificado através do Teorema da Dimensão das Fibras (veja Teorema 6, pág. 76 em

[18]), e para as não singulares é verificado que estas possuem exatamente 27 retas,

como por exemplo a famosa superf́ıcie cúbica de Fermat x30 + x31 + x32 + x33 = 0.

Uma questão análoga na Geometria Algébrica diz respeito ao número máximo de

retas duas a duas disjuntas que uma superf́ıcie em P3 pode conter, tal resultado é conhe-

cido apenas para superf́ıcies de grau d ≤ 4. No decorrer deste caṕıtulo, iremos explorar

a existência, bem como a quantidade de retas duas a duas disjuntas que superf́ıcies não

singulares de grau d ≤ 3 em P3 podem conter. Para isso iremos enunciar e demonstrar

alguns resultados os quais serão de grande aux́ılio para concluir tal trabalho.

1.1 Retas em um plano

Inicialmente iremos apresentar algumas definições e observações as quais servirão

de aux́ılio para uma melhor compreensão dos resultados os quais iremos apresentar no

decorrer deste trabalho. Vejamos:
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1. Retas disjuntas em superf́ıcies não singulares de grau d ≤ 3 em P3

Definição 1.1. Sendo V um espaço vetorial N - dimensional sobre um corpo K. Para

cada d, 0 6 d 6 N definimos por Gd(V ) = {W |W 6 V e dimW = d} a grassmanniana

de subespaços de dimensão d de V .

Definição 1.2. Sendo V = Kn+1 um espaço vetorial sobre um corpo K denotamos por

PnK = G1(Kn+1) o n - espaço projetivo sobre o corpo K. Quando K = C dizemos que

este é o n-espaço projetivo complexo e o denotamos simplesmente por Pn.

Observação 1.1. De fato:

(i) Para n = 0 temos que P0 é um ponto;

(ii) Para n = 1, P1 é chamada reta projetiva complexa;

(iii) Para n = 2, P2 é chamado plano projetivo complexo;

(iv) Para n = 3, P3 é chamado espaço projetivo complexo.

Definição 1.3. Sendo V um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo K.

Definimos a projetivização de V por: P(V ) = G1(V ).

Definição 1.4. Seja Λ ⊆ Pn e r ≥ 0. Λ é chamado variedade r-linear se, existe

W ∈ Gr+1(Cn+1) tal que Λ = P(W ). Se r = 1, Λ será denominada reta em Pn. Ou

seja, l ⊆ Pn é uma reta se, e somente se, l = P(W ) com W ∈ G2(Cn+1).

Observação 1.2. Considerando Λ ⊆ P3 e W um subespaço de C4. Temos

(i) r = 0, dim W = 1, W = [u] então Λ = {[u]} é um ponto;

(ii) r = 1, dim W = 2, então Λ ≡ P1 é uma reta;

(iii) r = 2, dim W = 3, W = [u, v, w] então Λ ≡ P2 é um plano;

(iv) r = 3, dim W = 4, então Λ ≡ P3.

Sabendo que um plano em P3 é determinado pelos zeros de um polinômio L ∈ R1

não nulo, nesta seção consideraremos o plano S = Z(L), sendo L ∈ R1 não nulo. Para

o cálculo de retas em tal superf́ıcie basta observar que existe um isomorfismo entre

φ(S) e P2. Vejamos a demonstração de tal afirmação bem como outros fatos os quais

nos levarão a concluir que um plano em P3 não contém retas duas a duas disjuntas.

Proposição 1.1. Seja S = Z(L) um plano em P3. Então

(i) l ∈ φ(S) se, e somente se, I(l) = 〈L,M〉, com {L,M} linearmente independentes

em R1.

5



1. Retas disjuntas em superf́ıcies não singulares de grau d ≤ 3 em P3

(ii) Se {M0,M1,M2} ⊆ R1 é tal que {L,M0,M1,M2} é uma base de R1, temos que

ψ : P2 −→ φ(S)

[b0 : b1 : b2] 7−→ Z(L, b0M0 + b1M1 + b2M2)

é uma bijeção.

Demonstração. (i) Assumamos neste item que I(l) = 〈L1, L2〉 sendo L1 e L2 formas

lineares linearmente independentes em R1. Se l ⊆ S temos que I(S) ⊆ I(l).

Como S = Z(L) pelo teorema dos zeros de Hilbert (veja Teorema A.5 no Apêndice

A) segue-se que I(S) =
√
〈L〉 = 〈L〉 (pois 〈L〉 é primo). Portanto L ∈ I(l) =

〈L1, L2〉, assim L = αL1 + βL2 (∗) sendo α, β ∈ C não ambos nulos. Agora

analisemos os seguintes casos:

α = 0: Neste caso temos L = βL2 sendo β 6= 0. Assim, 〈L1, L2〉 = 〈L1, βL2〉 =

〈L1, L〉. Observemos que L1, L são linearmente independentes. De fato, caso não

o fossem existiria λ tal que L1 = λL ou L = λL1, em ambos os casos teŕıamos

que L1, L2 seriam linearmente dependentes. O que seria um absurdo.

α 6= 0: Neste caso temos, L1 = L
α
− β

α
L2. Assim 〈L1, L2〉 = 〈L

α
− β

α
L2, L2〉 =

〈L
α
, L2〉 = 〈L,L2〉 com L,L2 linearmente independentes, pois caso contrário uti-

lizando argumento análogo ao anterior teŕıamos que L1, L2 seriam linearmente

dependentes.

Reciprocamente observe que, se I(l) = 〈L,M〉 temos, que um ponto p ∈ l se, e

somente, se L(p) = M(p) = 0. Dáı p ∈ Z(L) = S e portanto l ⊂ S.

(ii) Neste item consideremos b = [b0 : b1 : b2] e c = [c0 : c1 : c2] em P2. Note que:

• ψ está bem definida.

Primeiramente observemos que ψ(b) = Z(L, b0M0+b1M1+b2M2) é uma reta

em S (veja Corolário A.13 no Apêndice A). De fato, sendo {L,M0,M1,M2}
uma base de R1 temos que b0M0 + b1M1 + b2M2 (com b ∈ P2) e L são

linearmente independentes. Assim, ψ(b) é uma reta, além disso, pela própria

construção, esta encontra-se em S. Agora suponha que b = c, assim para

algum 0 6= λ ∈ C temos bi = λci dáı ψ(b) = Z(L, b0M0 + b1M1 + b2M2) =

Z(L, λc0M0+λc1M1+λc2M2) = Z(L, λ(c0M0+c1M1+c2M2)) = Z(L, c0M0+

c1M1 + c2M2) = ψ(c).

• ψ é injetiva.

Suponha que ψ(b) = ψ(c). Desse modo temos

Z(L, b0M0 + b1M1 + b2M2) = Z(L, c0M0 + c1M1 + c2M2). Assim, tomando

6



1. Retas disjuntas em superf́ıcies não singulares de grau d ≤ 3 em P3

o ideal associado em ambos os lados temos 〈L, b0M0 + b1M1 + b2M2〉 =

〈L, c0M0 + c1M1 + c2M2〉. Dáı, b0M0 + b1M1 + b2M2 = AL + B(c0M0 +

c1M1+c2M2) com A,B ∈ C. Assim, AL+(−b0+Bc0)M0+(−b1+Bc1)M1+

(−b2 +Bc2)M2 = 0. Sendo {L,M0,M1,M2} uma base de R1 temos A = 0,

b0 = Bc0, b1 = Bc1, b2 = Bc2 com B 6= 0. Portanto b = c.

• ψ é sobrejetiva.

Seja l ∈ φ(S). Assim, l ⊂ S e por (i) temos que I(l) = 〈L,M〉 com

{L,M} linearmente independentes em R1. Assim sendo {L,M0,M1,M2}
uma base de R1, temos M = aL + a0M0 + a1M1 + a2M2. Uma vez que

{L,M} são linearmente independentes segue-se que [a0 : a1 : a2] ∈ P2 e

〈L,M〉 = 〈L, aL +
∑2

i=0 aiMi〉 = 〈L,
∑2

i=0 aiMi〉. Assim, l = Z(I(l)) =

ψ([a0 : a1 : a2]). Portanto ψ é sobrejetiva.

Corolário 1.2. Se S é um plano, então φ(S) é infinito.

Agora note que se S = Z(L) com L ∈ R1 não nulo, então C(S) = {v ∈ C4 | L(v) =

0} é um su{w0, w1, w2} base de C(S). Considerando tais condições temos que

Proposição 1.3. A aplicação abaixo é uma bijeção

ϕ : P2 −→ S

b = [b0 : b1 : b2] 7−→ p = [b0w0 + b1w1 + b2w2] .

Demonstração. No que segue consideraremos c = [c0 : c1 : c2] e d = [d0 : d1 : d2] em P2.

• ϕ está bem definida.

Primeiramente observemos que L(p) = 0, assim p ∈ S. Sejam c, d ∈ P2 tal que

c = d assim temos ci = λdi para algum 0 6= λ ∈ C, i ∈ {0, 1, 2}. Dáı, temos

ϕ(c) = [c0w0 + c1w1 + c2w2] = [λd0w0 + λd1w1 + λd2w2] = ϕ(d). Portanto ϕ está

bem definida.

• ϕ é injetiva.

Sejam b, c ∈ P2 tais que ϕ(b) = ϕ(c). Dáı, [b0w0 + b1w1 + b2w2] = [c0w0 + c1w1 +

c2w2], assim para algum 0 6= λ ∈ C temos que b0 = λc0, b1 = λc1 e b2 = λc2.

Logo, b = c. E portanto, ϕ é injetiva.

• ϕ é sobrejetiva.

Seja q = [w] ∈ S, então w ∈ C(S), logo w = d0w0 + d1w1 + d2w2. Claramente

temos que ϕ([d0 : d1 : d2]) = q.
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1. Retas disjuntas em superf́ıcies não singulares de grau d ≤ 3 em P3

Observação 1.3. Se L =
∑3

i=0 aixi, com a3 6= 0, então ϕ(b) = [b0 : b1 : b2 :

−
∑2

i=0
ai
a3
bi] se escolhermos wi = ei − ai

a3
e3 com i = 0, 1, 2, sendo {e0, e1, e2, e3} a base

canônica de C4. Logo, se l = Z(M) ⊂ P2 for uma reta, conclúımos que ϕ(l) = Z(L,M)

é uma reta em S.

Proposição 1.4. Sejam l1 e l2 retas em P2, então l1 ∩ l2 6= ∅.

Demonstração. Denotemos l1 = P(W1) e l2 = P(W2), com W1, W2 ∈ G2(C3). Observe-

mos que dim(W1∩W2) 6= 0, pois caso contrário teŕıamos dim(W1 +W2) = 4, o que não

pode acontecer pois W1 + W2 ≤ C3. Desse modo temos que existe 0 6= u ∈ W1 ∩W2.

Portanto, [u] ∈ l1 ∩ l2.

Figura 1.1: Interseção de duas retas quaisquer em P2

Pelos resultados acima, podemos concluir que toda superf́ıcie dada por um po-

linômio em R1 possui infinitas retas, além disso o conjunto φ(S) é não vazio e r1 = 0.

Ou seja, planos em P3 não contêm retas duas a duas disjuntas.

1.2 Retas em superf́ıcies quádricas não singulares

Para o caso d = 2 temos que toda superf́ıcie quádrica em P3 contém infinitas retas,

para ver isto basta aplicar o Teorema geral da Classificação das Quádricas em Pn, no

caso n = 3.

Teorema 1.5. (Teorema de classificação das hipersuperf́ıcies quádricas em Pn) Seja

F um polinômio homogêneo não nulo de grau 2 em C[x0, x1, . . . , xn]. Então existe

T ∈ Aut(Cn+1) tal que T · F é igual a exatamente um dos polinômios.
F0 = x20

F1 = x20 + x21
...

Fn = x20 + x21 + . . .+ x2n.
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1. Retas disjuntas em superf́ıcies não singulares de grau d ≤ 3 em P3

Em suma, toda quádrica é projetivamente equivalente a uma quádrica definida pela

equação x20 + x21 + . . .+ x2i = 0, para algum i ∈ {0, . . . , n}.

Demonstração. Ver Teorema 4, pág. 411 em [7].

Corolário 1.6. Seja F ∈ R2 não nulo. Então existe T ∈ Aut(C4) tal que T · F é

exatamente um dos polinômios
F0 = x20

F1 = x20 + x21

F2 = x20 + x21 + x22

F3 = x20 + x21 + x22 + x33.

Com o aux́ılio do Corolário 1.6 podemos concluir que uma superf́ıcie quádrica em

P3 assume uma das seguintes formas geométricas (as quais possuem infinitas retas.

Veja [19], págs. 6 e 7):

No que diz respeito à quantidade de retas duas a duas disjuntas nas superf́ıcies

quádricas não singulares, este número também é infinito. Isso se deve ao fato de que

estas superf́ıcies são isomorfas à superf́ıcie Q = Z(x0x3− x1x2) ⊂ P3 (veja Lema 1.0.2,

pág. 18 em [2]), a qual possui exatamente duas famı́lias de retas L e M tais que

φ(Q) = L ∪̇ M. A seguir constrúıremos as famı́lias de retas L e M em Q, bem como

algumas propriedades de tais famı́lias.

9



1. Retas disjuntas em superf́ıcies não singulares de grau d ≤ 3 em P3

Teorema 1.7. Existem L e M famı́lias de retas na superf́ıcie quádrica não singular

Q = Z(x0x3 − x1x2) parametrizadas por P1 tais que

(1) Lp ∩ Lq = ∅, Mp ∩Mq = ∅, para quaisquer que sejam Lp, Lq ∈ L, Mp, Mq ∈M,

sendo p, q ∈ P1 com p 6= q.

(2) Lp ∩Mq 6= ∅, para quaisquer p, q ∈ P1. De fato, dita interseção consiste de um

único ponto.

(3) Para qualquer x ∈ Q existem únicas retas L ∈ L e M ∈M tais que L∩M = {x}.

(4) Para qualquer reta m ∈ φ(Q) verifica-se que m ∈ L ou m ∈M.

Demonstração. Consideremos agora

ϕ : P1 × P1 −→ P3

([a0 : a1], [b0 : b1]) 7−→ [a0b0 : a0b1 : a1b0 : a1b1].

Observemos que claramente ϕ está bem definida, além disso é injetiva e tem como

imagem Q. De fato, sejam ([c0 : c1], [d0 : d1]),([a0 : a1], [b0 : b1]) ∈ P1 × P1 tais

que ϕ(c, d) = ϕ(a, b). Assim temos (c0d0, c0d1, c1d0, c1d1) = λ(a0b0, a0b1, a1b0, a1b1)

para algum λ 6= 0. Dáı, após alguns cálculos temos que ([c0 : c1], [d0 : d1]) = ([a0 :

a1], [b0 : b1]). Portanto ϕ é injetiva. Agora vamos mostrar que ϕ é sobrejetiva sobre Q.

Consideremos q = [x0 : x1 : x2 : x3] ∈ Q e analisemos os seguintes casos:

Caso 1: x3 6= 0.

Neste caso, considere a = [x1 : x3] e b = [x2 : x3] em P1. Note que ϕ(a, b) =

[x1x2 : x1x3 : x2x3 : x23] = [x0x3 : x1x3 : x2x3 : x23] = q.

Caso 2: x3 = 0.

Neste caso q = [x0 : 0 : x2 : 0] ou q = [x0 : x1 : 0 : 0]. Observemos

que, ϕ([x0 : x2], [1 : 0]) = [x0 : 0 : x2 : 0] ∈ Im(ϕ) e ϕ([1 : 0], [x0 :

x1]) = [x0 : x1 : 0 : 0] ∈ Im(ϕ). Portanto Q ⊆ Im(ϕ). Agora sendo

p = [a0b0 : a0b1 : a1b0 : a1b1] ∈ ϕ(P1 × P1), note que p ∈ Q. E o resultado

segue.

Agora vamos provar a existência das famı́lias de retas L eM. Para isto, para cada

p = [a0 : a1] ∈ P1 e q = [b0 : b1] ∈ P1, consideremos

Lp = {[a0u : a0v : a1u : a1v] ∈ P3 | [u : v] ∈ P1}

e

Mq = {[b0u : b1u : b0v : b1v] ∈ P3 | [u : v] ∈ P1}.
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Vamos analisar apenas para a famı́lia L, pois para a famı́lia M a verificação é

análoga. Observemos que sendo u = 1 e v = 0 obtemos w1 = (a0, 0, a1, 0) e sendo u = 0

e v = 1 temos w2 = (0, a0, 0, a1) a partir da reta Lp ∈ L. Notemos que w1, w2 ∈ C4

são linearmente independentes tais que Lp = P(W ), se W = [w1, w2]. Por outro lado,

observemos que Lp = Z(a1x0 − a0x2, a1x1 − a0x3) e M = Z(b1x0 − b0x1, b1x2 − b0x3).
Vamos agora provar os itens acima afirmados:

(1) Sendo p = [a0 : a1] e q = [b0 : b1] distintos em P1, consideremos Lp = P([u1, u2])

com u1 = (a0, 0, a1, 0), u2 = (0, a0, 0, a1) e Lq = P([v1, v2]) com v1 = (b0, 0, b1, 0)

e v2 = (0, b0, 0, b1). Pelo Lema A.15 (no Apêndice A) temos que Lp ∩ Lq = ∅ ⇔

{u1, u2, v1, v2} é base de C4 ⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 0 a1 0

0 a0 0 a1

b0 0 b1 0

0 b0 0 b1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (b1a0 − a1b0)2 6= 0.

De modo análogo temos Mp ∩Mq = ∅.

(2) Para a prova deste item basta observarmos que o ponto [a0b0 : a0b1 : a1b0 : a1b1] ∈
L[a0:a1] ∩M[b0:b1] e este é único.

(3) Consideremos x = [d0 : d1 : d2 : d3] ∈ Q, o que equivale a dizer que d0d3 = d1d2.

Assim, x = [d0d3 : d1d3 : d2d3 : d23]. Observemos que, caso d3 6= 0 então

x ∈ L[d1:d3] ∩M[d2:d3], caso contrário temos x = [d0 : 0 : d2 : 0] ou x = [d0 : d1 :

0 : 0], no primeiro caso temos x ∈ L[1:d2] ∩M[1:0], já para o segundo caso temos

x ∈ L[1:0]∩M[1:d1]. A unicidade se dá pelo fato das retas serem disjuntas em cada

famı́lia.

(4) Sejam m ⊂ Q e p = [p0 : p1 : p2 : p3] ∈ P3 um ponto de m. Assumamos que

p0 6= 0 dáı p3 = p1p2. Além disso, temos TpQ = Z(p1p2x0 − p2x1 − p1x2 + x3).

Pela Proposição A.14 (no Apêndice A) temos que m ⊂ TpQ, desse modo m ⊆
TpQ ∩ Q = Z(p1p2x0 − p1x1 − p1x2 + x3, x0x3 − x1x2). Após alguns cálculos

obtemos m ⊆ L[1:p2] ∪M[1:p1]. O que nos leva a concluir que m ∈ L ou m ∈M.

1.3 Retas em superf́ıcies cúbicas não singulares

No caso de superf́ıcies cúbicas não singulares em P3 estas possuem exatamente 27

retas. Já com relação à quantidade de retas duas a duas disjuntas, tais superf́ıcies

possuem no máximo 6 como veremos adiante após a prova de alguns resultados.
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Proposição 1.8. Seja S uma superf́ıcie irredut́ıvel de grau d ≥ 2. Se l ∈ φ(S) e H é

um plano contendo l, então verifica-se que H ∩S = l∪CH , onde CH é uma curva plana

de grau d− 1.

Demonstração. Ver Lema 1.2, pág. 23 em [13].

Definição 1.5. A curva CH na Proposição 1.8 é chamada de curva residual de l em

H, ou simplesmente curva residual.

A seguir denotaremos φCH (S) = {m ∈ φ(S) | m ∩ CH 6= ∅}.

Proposição 1.9. Com as notações da Proposição 1.8, se S for não singular, verifica-se

que:

1. As retas contidas em CH (caso exista) são sempre distintas da reta l ∈ φ(S).

2. Sendo m ∈ φl(S), então a curva CH contém a reta m como uma de suas compo-

nentes, considerando H = 〈l,m〉. Assim temos H ∩ S = l ∪m ∪ C ′H .

3. A curva CH é reduzida.

Demonstração. Ver Teorema 1.5, pág. 24, Proposições 1.6 e 1.7, pág. 25 em [13].

Teorema 1.10. Seja l ∈ φ(S). Então φ(S) = φl(S) ∪ φCH (S) para qualquer plano H

contendo l, sendo CH a curva residual de l no plano H.

Demonstração. Pela definição de φl(S) e φCH (S), segue-se que φl(S)∪φCH (S) ⊆ φ(S).

Para a inclusão oposta consideremos L ∈ φ(S). Denotando por H o plano que contém

l e CH , teremos duas possibilidades:

L ⊂ H: Neste caso teremos L ⊂ l ou L ⊂ CH . De fato, intersectando ambos os

membros da inclusão L ⊂ H por S temos L ⊂ H ∩ S = l ∪ CH , e o resultado

segue.

L 6⊂ H: Admitamos que L ∩H = {p}. Assim, intersectando ambos os lados da

inclusão L ⊂ S por H teremos L ⊂ φl(S) ou L ⊂ φCH (S).

Por tal resultado provado acima, podemos concluir que:

Corolário 1.11. Sejam m1, m2, . . . ,md ∈ φ(S) coplanares, com S de grau d > 2.

Então, φ(S) = φm1(S) ∪ φm2(S) ∪ . . . ∪ φmd(S).

Teorema 1.12. Seja S uma superf́ıcie não singular de grau 3 contendo uma reta l.

Então existem exatamente 5 planos distintos contendo tal reta, digamos H1, H2, H3,

H4 e H5. Tais que Hi ∩ S = l ∪ Ci, sendo Ci = li ∪ l′i uma cônica singular reduzida

para i = 1, 2, 3, 4, 5.
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Demonstração. Ver Proposição 7.3, pág. 112 em [14] e Proposição 4.0.3, pág. 39 em

[2].

Lema 1.13. Com as notações do Teorema 1.12 considerando Hi = 〈li, l′i〉 planos con-

tendo l, sendo i = 1, 2, 3, 4, 5. Então para qualquer i 6= j verifica-se que

(1) li ∩ lj = ∅.

(2) li ∩ l′j = ∅.

(3) l′i ∩ l′j = ∅.

Demonstração. Para o primeiro item suponhamos por absurdo que li ∩ lj 6= ∅, sendo

i 6= j. Assim, digamos que li ∩ lj = {p}. Uma vez que cada um dos planos contém a

reta l temos que Hi ∩ Hj = l, intersectando ambos os membros dessa igualdade por

li obtemos li ∩ Hj = li ∩ l. Agora intersectando essa nova igualdade por lj teremos

{p} = li ∩ lj ∩ l, dáı pelo Lema A.16 (no Apêndice A) obtemos Hi = Hj o que é um

absurdo. A demonstração dos demais itens é análoga. Vejamos geometricamente na

Figura 1.2:

Figura 1.2: Planos Hi e Hj (i 6= j)

Corolário 1.14. Com as mesmas condições do Teorema 1.12, verifica-se que

(1) ]φ(S) ≥ 11.

(2) Existem l,m ∈ φ(S) disjuntas.

Demonstração. 1. Pelo Teorema 1.12 temos que existem exatamente 5 planos dis-

tintos H1, H2, H3, H4, H5 em P3 contendo a reta l, tais que Hi∩S = l∪Ci, sendo

Ci = li ∪ l′i, com i = 1, 2, 3, 4, 5. Assim podemos considerar Σ = {l, l1, l′1, l2, l′2,

13
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. . ., l5, l
′
5} ⊆ φ(S). Segue do item (1) da Proposição 1.9 que as retas l, li, l

′
i são

distintas, desse modo temos que ]Σ = 11, e o resultado segue.

2. Segue do Lema 1.13.

Proposição 1.15. Para quaisquer l,m ∈ φ(S) com l 6= m, verifica-se que:

1. ]φl(S) = 10.

2. ](φl(S) ∩ φm(S)) =

{
1 se l ∩m 6= ∅
5 se l ∩m = ∅

.

Demonstração. 1. Pelo Teorema 1.12 temos que existem exatamente cinco planos

Hi com i = 1, 2, 3, 4, 5 contendo a reta l tais que Hi ∩ S = l ∪ li ∪ l′i. Denotemos

Σl = {l1, l
′
1, l2, l

′
2, . . . , l5, l

′
5}. Conclúımos a partir da demonstração no Corolário

1.14 que ]Σl = 10, além disso, Σl ⊆ φl(S). Agora se m ∈ φl(S) temos que

H = 〈l,m〉 é um plano contendo l, desse modo H = Hi para algum i = 1, 2, 3, 4, 5.

Uma vez que H ∩ S = l ∪ li ∪ l′i segue-se que m = li ou m = l′i.

2. Primeiramente, assumamos que l,m ∈ φ(S) tais que l∩m 6= ∅ e l 6= m. Sabemos

que existe um único plano contendo l e m, digamos H. Assim, pela Proposição

1.8 podemos considerar H ∩ S = l ∪ m ∪ LH sendo LH uma reta componente

da cônica residual CH . Observemos que LH ∈ φl(S) ∩ φm(S), uma vez que LH ,

l e m são coplanares. Tomemos agora L ∈ φl(S) ∩ φm(S). Assim pelo Lema

A.16 (no Apêndice A) segue-se que L ⊂ 〈l,m〉 = H. Dáı L = LH . Portanto,

]φl(S) ∩ φm(S) = 1, sendo l ∩m 6= ∅ e l 6= m.

Agora para a segunda parte consideremos Hi = 〈li, l′i〉, i = 1, 2, . . . , 5 os planos do

Teorema 1.12. Considerando o Corolário 1.11 temos que m ∈ φl(S) ou m ∈ φli(S)

ou m ∈ φl′i(S). Observemos que m /∈ φli(S) ∩ φl′i(S) e m /∈ φl(S), pois caso

contrário teŕıamos m ∩ l 6= ∅. Por simplicidade denotaremos mi ∈ {li, l′i} a

única reta que intersecta m no plano Hi para i = 1, 2, . . . , 5. Assim, temos

{m1,m2, . . . ,m5} ⊂ φm(S) ∩ φl(S). Agora sendo m′i ∈ {li, l′i} a única reta que

não intersecta a reta m no conjunto {li, l′i}. Desse modo, segue-se que {m1,

m2, . . . ,m5} ⊆ φl(S) ∩ φm(S) ⊆ φl(S) = {m1, m
′
1, . . . ,m5, m

′
5}. Como m′i ∩

m = ∅ para todo i, temos que φl(S) ∩ φm(S) = {m1,m2, . . . ,m5}. Portanto,

](φl(S) ∩ φm(S)) = 5, sendo l ∩m = ∅. Geometricamente temos a Figura 1.3.
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Figura 1.3: Retas disjuntas m e m′i no caso l ∩m = ∅

Agora consideremos L1, L2 ∈ φ(S) tais que L1 ∩ L2 = ∅. Pela demonstração da

Proposição 1.15 podemos assumir que:

φL1(S) = {a1, c1, a2, c2, . . . , a5, c5}
φL2(S) = {b1, c1, b2, c2, . . . , b5, c5},

sendo Hi = 〈ai, ci〉 e H̃i = 〈bi, ci〉 com i = 1, 2, . . . , 5. De modo que φL1(S) ∩ φL2(S) =

{c1, c2, . . . , c5}.

Lema 1.16. Com as notações acima temos que:

1. ai ∩ aj = ∅, ci ∩ cj = ∅, ai ∩ cj = ∅, para todo i 6= j, com i, j ∈ {1, 2, . . . , 5}.

2. bi ∩ bj = ∅, bi ∩ cj = ∅, para todo i 6= j, com i, j ∈ {1, 2, . . . , 5}.

3. L1 ∩ bi = ∅ e L2 ∩ ai = ∅, para todo i ∈ {1, 2, . . . , 5}.

Demonstração. As afirmações 1 e 2 seguem da própria determinação de φL1(S) e

φL2(S) respectivamente. Para a afirmação 3 suponhamos que L1 ∩ bi 6= ∅ para algum

i ∈ {1, 2, . . . , 5}. Então L1 ∩ bi 6= ∅ e L1 ∩ ci 6= ∅. Assim, L1 ⊂ 〈bi, ci〉 ⊃ L2, logo

L1 ∩ L2 6= ∅ o que é um absurdo. Analogamente verifica-se que L2 ∩ ai = ∅, para todo

i.

Corolário 1.17. Com o uso das notações acima consideremos agora as seguintes retas

a1, a2, a3, a4, a5, a6 = L2, b1, b2, b3, b4, b5, b6 = L1. Verifica-se que:

1. {a1, a2, . . . , a6} são retas na superf́ıcie S duas a duas disjuntas.

2. {b1, b2, . . . , b6} são retas em S duas a duas disjuntas.

3. r3 ≥ 6.

4. ai ∩ bi = ∅ para todo i ∈ {1, 2, . . . , 6}.

5. ai ∩ bj 6= ∅ para todo i, j ∈ {1, . . . , 6}, com i 6= j.
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Demonstração. As afirmações 1 e 2 seguem do Lema 1.16. Já a afirmação 3 segue da

própria definição de r3. Para a afirmação 4, observemos que para i = 6 o resultado é

satisfeito. Agora suponhamos que bi∩ai 6= ∅, para algum i ∈ {1, 2, . . . , 5}. Assim temos

que bi ⊂ 〈ai, ci〉 ⊃ Li. Desse modo, bi ∩ L1 6= ∅, o que é um absurdo. Para a prova do

último item primeiramente observemos que no caso j 6= 6 temos que bj 6⊂ 〈ai, ci〉 = Hi

dáı pelo Corolário 1.11 segue-se que ai∩bj 6= ∅, já para o caso em que j = 6, o resultado

segue da própria definição de φL1(S).

A configuração das retas do Colorário 1.17 é chamada de double six (veja pág. 6

em [1]), também pode ser representada como na Figura 1.4.

Figura 1.4: Double six

Observemos que para cada i 6= j, sendo i, j ∈ {1, 2, . . . , 6} podemos considerar o

plano Hij = 〈ai, bj〉. Assim, sendo lij a reta residual à cônica ai ∪ bj no plano Hij

obtemos Hij ∩ S = ai ∪ bj ∪ lij. Assim, podemos considerar as seguintes retas:

l12, l13, l14, l15, l16, l23, l24, l25, l26, l34, l35, l36, l45, l46, l56.

Veremos agora um resultado, o qual nos auxiliará no cálculo das 27 retas em uma

cúbica não singular em P3.

Lema 1.18. Considerando as notações acima e sendo ∆ = {lij | 1 ≤ i < j ≤ 6}.
Verifica-se que:

(a) ∆ ∩ {a1, . . . , a6, b1, . . . , b6} = ∅;

(b) lij ∩ ak 6= ∅ se, e somente se, k ∈ {i, j};
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(c) lij ∩ bk 6= ∅ se, e somente se, k ∈ {i, j};

(d) lij = lkt se, e somente se, i = k e j = t, sendo i < j e k < t;

(e) Se lij 6= lkt então lij ∩ lkt 6= ∅ se, e somente se, {i, j} ∩ {k, t} = ∅.

Demonstração. Para o item (a) considere lij ∈ ∆. Segue da construção das retas em

∆ que lij 6= ai. A seguir verifiquemos que lij 6= ak com k ∈ {1, 2, . . . , 6} e k 6= i.

Suponhamos por absurdo que lij = ak com k 6= i, dáı segue-se que ak ⊂ Hij = 〈ai, bj〉,
assim ak ∩ ai 6= ∅, o que é um absurdo. Analogamente verifica-se que lij 6= bk. Agora

para o item (b) suponhamos por absurdo que ak ∩ lij 6= ∅ e k /∈ {i, j}. Observemos

que sendo k 6= i e k 6= j então ak ∩ ai = ∅ e ak ∩ bj 6= ∅, respectivamente. Assim

segue-se que ak ⊂ 〈lij, bj〉 = Hij ⊃ ai, dáı ak ∩ ai 6= ∅ sendo i 6= k, o que é um

absurdo. Reciprocamente temos que sendo i = k então segue da construção de lij que

lij ⊂ 〈ak, bj〉 = Hkj, dáı temos lij ∩ ak 6= ∅. Agora sendo k = j segue do Corolário 1.11

que aj intersecta uma das retas no conjunto {ai, bj, lij} desde que aj 6⊂ Hij. Pelo Lema

1.16 e Corolário 1.17, temos que ai ∩ aj = ∅ sendo i 6= j e aj ∩ bj = ∅ para qualquer j.

Portanto, lij ∩ aj 6= ∅. Analogamente verificamos para o item (c).

Para o item (d) sendo lij = lkt então temos lij ∩ ai = lkt ∩ ai, assim pelo item

(b) segue-se que lkt ∩ ai 6= ∅, dáı i ∈ {k, t}. Analogamente temos que lkt ∩ bj 6= ∅ e

j ∈ {k, t}. Portanto k = i e t = j. A rećıproca é trivial. Para o item (e), observemos

que sendo {i, j} ∩ {k, t} = ∅ então i /∈ {k, t} e j /∈ {k, t}. Assim, pela demonstração

do Teorema 1.10 podemos concluir que lij ∩ lkt 6= ∅. Reciprocamente suponhamos que

{i, j} ∩ {k, t} 6= ∅. Desse modo temos duas possibilidades i ∈ {k, t} ou j ∈ {k, t}.
Vamos verificar a primeira possibilidade, pois a segunda é análoga. Observemos que

caso j ∈ {k, t} então lij = lkt o que seria um absurdo. Sendo assim iremos considerar

j /∈ {k, t}, desse modo teremos dois subcasos a considerar:

Caso 1.1 i = k, j 6= k e j 6= t.

Neste caso temos que lkt = lit. Assim, considerando o plano da Figura 1.5,

temos que se lit ⊂ Hij então lit ∈ {ai, bj, lij}.

Figura 1.5: Plano Hij.

Já sabemos que ∆∩{a1, . . . , a6} = ∅ = ∆∩{b1, . . . , b6}, assim lit = lij o que

nos leva a concluir que t = j, sendo isso um absurdo. Desse modo segue-
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se que lit 6⊂ Hij, assim lit só pode intersectar umas das retas no conjunto

{ai, bj, lij}, pelo item (a) já sabemos que lit ∩ ai 6= ∅, assim lit ∩ bj = ∅ e

lit ∩ lij = ∅, o que é um absurdo.

Caso 1.2: i = t, j 6= k e j 6= t.

Para este caso a demonstração é análoga ao caso 1.1.

Observação 1.4. A igualdade lij = lji, para todo i 6= j é verificada. De fato assumindo

que i < j temos lij ∈ ∆, além disso lij ∩ak 6= ∅ ⇔ k ∈ {i, j} e lij ∩ bk 6= ∅ ⇔ k ∈ {i, j}.
Desse modo temos lij ∩ aj 6= ∅ e lij ∩ bi 6= ∅. Dáı lij ⊂ 〈aj, bi〉 = Hji, assim lij = lji. De

modo análogo verifica-se que lji = lij sendo j < i.

Teorema 1.19. A superf́ıcie S contém exatamente 27 retas, isto é, ]φ(S) = 27.

Demonstração. Observe que ]φ(S) ≥ 27, pois {a1, . . . , a6} ∪̇ {b1, . . . , b6} ∪̇ ∆ ⊆ φ(S).

Se l ∈ φ(S) e considerarmos o plano Hij da Figura 1.5, temos l ⊂ Hij ou l∩Hij = {p}.
Para o primeiro caso temos que l ∈ {ai, bj, lij}, já para o segundo caso temos que

l ∈ φai(S) ou l ∈ φbj(S) ou l ∈ φlij(S) (e somente um desses casos). Pela Proposição

1.15 sabemos que cada um desses conjuntos possui exatamente 10 retas, observando o

item (5) do Corolário 1.17 e os itens (b), (c) e (e) do Lema 1.18 segue-se que φai(S) =

{bk | k 6= i, k ∈ {1, 2, . . . , 6}} ∪ {lik | k 6= i, k ∈ {1, 2, . . . , 6}}, φbj(S) = {ak | k 6=
j, k ∈ {1, 2, . . . , 6}} ∪ {ljk | k 6= j, k ∈ {1, 2, . . . , 6}} e φlij(S) = {ai, aj, bi, bj, i, j ∈
{1, 2, . . . , 6}} ∪ {lst | {s, t} ∩ {i, j} = ∅, s, t ∈ {1, 2, . . . , 6}, o que nos permite concluir

a nossa demonstração.

No que segue do texto usaremos as notações I6 = {1, 2, . . . , 6}, A = {a1, a2, . . . , a6},
B = {b1, b2, . . . , b6} e ∆ = {lij | 1 ≤ i < j ≤ 6}. Mais adiante veremos dois importantes

resultados, que nos permitirão concluir que a quantidade máxima de retas duas a duas

disjuntas existente em S é 6.

Lema 1.20. Sejam L1, L2, . . . , Lk retas em ∆. Verifica-se que:

(1) L1, L2 são disjuntas se, e somente se, existe {α, β1, β2} = ω1 ⊂ I6 com ] ω1 = 3

tal que L1 = lαβ1 e L2 = lαβ2 .

(2) L1, L2, L3 são duas a duas disjuntas se, e somente se, exatamente uma das

condições a seguir é verificada: existe {α, β1, β2, β3} = ω2 ⊂ I6 com ] ω2 = 4 tal

que L1 = lαβ1 , L2 = lαβ2 e L3 = lαβ3 . Ou existe ω1 = {α, β1, β2} com ]ω1 = 3 tal

que L1 = lαβ1 , L2 = lαβ2 e L3 = lβ1β2 .
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(3) L1, . . . , L4 são duas a duas disjuntas se, e somente se, existe {α, β1, β2, β3, β4} =

ω3 ⊂ I6 com ] ω3 = 5 tal que L1 = lαβ1 , L2 = lαβ2 , L3 = lαβ3 e L4 = lαβ4 .

(4) L1, . . . , L5 são duas a duas disjuntas se, e somente se, existe {α, β1, β2, β3, β4, β5} =

I6 tais que L1 = lαβ1 , L2 = lαβ2 , . . . , L5 = lαβ5 .

(5) Não existem 6 retas duas a duas disjuntas em ∆.

Demonstração. Para o item (1) considerando L1 = lij e L2 = lkt tais que L1 ∩ L2 = ∅,
pelo item (e) do Lema 1.18 notemos que {i, j} ∩ {k, t} consiste de um único ı́ndice,

digamos α, sendo assim temos L1 = lαβ1 e L2 = lαβ2 , com {i, j} = {α, β1} e {k, t} =

{α, β2}. A rećıproca deste item assim como a dos itens (2), (3) e (4) segue direto do

item (e) do Lema 1.18. Para o item (2) sejam L1, L2, L3 ∈ ∆ duas a duas disjuntas.

Uma vez que L1∩L2 = ∅ então pelo item (1) existe ω1 = {α, β1, β2} ⊂ I6 com ] ω1 = 3

tal que L1 = lαβ1 e L2 = lαβ2 . Agora como L1 ∩ L3 = ∅ e L2 ∩ L3 = ∅, sendo L3 = lnm

temos duas possibilidades a considerar:

1a) α ∈ {n,m}
Neste caso temos que L3 = lαβ3 sendo β3 6= β1 e β3 6= β2, pois caso contrário

teŕıamos L3 = L1 e L3 = L2 respectivamente, o que nos leva a concluir que existe

ω2 = {α, β1, β2, β3} ⊂ I6 com ]ω2 = 4 tal que Li = lαβi , i = 1, 2, 3.

2a) α /∈ {n,m}
Temos que βi ∈ {n,m}, pois Li ∩ L3 = ∅ para i = 1, 2. Assim temos que

L3 = lβ1β2 , uma vez que β1 6= β2. Para este caso observemos que existe ω2 =

{α, β1, β2} ⊂ I6, onde ]ω2 = 3 tal que Li = lαβi , com i = 1, 2 e L3 = lβ1β2 .

Agora para o item (3) sendo L1, . . . , L4 são duas a duas disjuntas então em par-

ticular temos que L1, L2, L3 são duas a duas disjuntas. Assim pelo item anterior

temos duas possibilidades ao considerarmos L4 = lnm.

(a) L1 = lαβ1 , L2 = lαβ2 e L3 = lαβ3 , sendo ] ω2 = {α, β1, β2, β3} = 4.

Como L4 ∩ Ls = ∅, para todo s ∈ {1, 2, 3} temos os seguintes casos:

i. α ∈ {n,m}
Neste caso temos L4 = lαβ4 com β4 /∈ ω2. Assim, existe ω3 = {α, β1, β2,

β3, β4} ⊂ I6 tal que ]ω3 = 5 e Li = lαβi , com i = 1, . . . , 4.

ii. α /∈ {n,m}
Uma vez que L4 ∩Ls = ∅ então temos {β1, β2, β3} ⊂ {n,m} o que é um

absurdo.

(b) L1 = lαβ1 , L2 = lαβ2 e L3 = lβ1β2

Para esta possibilidade também temos dois casos a considerar, vejamos:
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i. α ∈ {n,m}
Neste caso temos que L4 = lαr com {n,m} = {α, r}, uma vez que

L4 ∩ L3 = ∅ temos que r ∈ {β1, β2} o que é um absurdo, pois α 6= β1 e

α 6= β2.

ii. α /∈ {n,m}
Para este caso como L4 ∩ L1 = ∅ e L4 ∩ L2 = ∅ então temos que

β1 ∈ {n,m} e β2 ∈ {n,m} dáı L4 = L3 o que também é um absurdo.

A demonstração do item (4) é análoga a possibilidade (a) do item (3). Consi-

derando agora o item (5) suponhamos que L1, . . . , L6 ∈ ∆ e são duas a duas

disjuntas. Em particular, temos que L1, . . . , L5 ∈ ∆ e também são duas a

duas disjuntas. Desse modo pelo item (4) temos que L1 = lαβ1 , . . . , L5 = lαβ5

sendo {α, β1, . . . , β5} = I6. Assim, L6 = lαk com k 6= α, então k = p para

algum p ∈ {β1, β2, β3, β4, β5} = ω, com ]ω = 5. Assim L6 = Li para algum

i ∈ {1, 2, . . . , 5}, o que seria um absurdo.

Teorema 1.21. Se Γ = {C ⊂ φ(S) | C é formado por retas duas a duas disjuntas e

]C = 6}, então verifica-se que ]Γ = 72.

Demonstração. Segue da demonstração do Teorema 1.19 que φ(S) = A∪̇B∪̇∆. Assim

se C ∈ Γ temos que C = (C∩A)∪̇(C∩B)∪̇(C∩∆). Vamos agora estudar a cardinalidade

do conjunto C ∩∆, para isso consideremos os seguintes casos

Caso 1: ](C ∩∆) = 6.

Pelo item (5) do Lema 1.20 temos que este caso não ocorre, pois em ∆ no

máximo 5 retas podem ser duas a duas disjuntas.

Caso 2: ](C ∩∆) = 5.

Se C = {L1, . . . , L6} então podemos assumir que C ∩ ∆ = {L1, . . . , L5}.
Assim, pelo Lema 1.20 existe {α, β1, . . . , β5} = I6 tal que Li = lαβi , sendo

i ∈ {1, . . . , 5}. Desse modo temos que L6 /∈ ∆, assim L6 ∈ A∪̇B. Digamos

que L6 ∈ A, sendo assim temos que L6 = ak, para algum k ∈ I6, assim

L6 ∩ lαβi = ∅ ⇔ k 6= α e k 6= βi, para todo i ∈ {1, . . . , 5}. Dáı segue-se

que k /∈ I6 o que é um absurdo. Analogamente chegamos a um absurdo ao

supor que L6 ∈ B.

Caso 3: ](C ∩∆) = 4.

Neste caso podemos assumir que C ∩∆ = {L1, . . . , L4} sendo que Li = lαβi

com i ∈ {1, . . . , 4} e {α, β1, . . . , β4} = ω3 tal que ]ω3 = 5. Assim temos que
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L5, L6 ∈ A∪̇B. Suponhamos que L5 ∈ A, desse modo L5 = aγ para algum

γ ∈ {1, 2, . . . , 6}. Como L5∩Li = ∅ sendo 1 ≤ i ≤ 4, temos que aγ∩ lαβi = ∅
para todo i ∈ {1, . . . , 4}, dáı segue-se que γ 6= α e γ 6= βi, i ∈ {1, . . . , 4},
assim γ ∈ I6 − {α, β1, . . . , β4}.

Observemos que como L6 6= L5 e L6 ∩ Li = ∅ para todo i ∈ {1, . . . , 5},
então L6 /∈ A, pois caso contrário L6 = aj com j 6= α, j 6= γ e j 6= βi

para todo i ∈ {1, . . . , 4}. Como tal escolha para j não é posśıvel, con-

clúımos que L6 /∈ A. Logo, só resta a possibilidade de que L6 ∈ B. Usando

as mesmas ideias do caso L5 = aγ, conclúımos que L6 = bγ. Portanto,

C = {lαβ1 , lαβ2 , lαβ3 , lαβ4 , aγ, bγ} com {α, β1, . . . , β4} ∪ {γ} = {1, 2, . . . , 6}.
Note que temos 6.5 = 30 possibilidades para escolher α ∈ {1, . . . , 6} e

{β1, . . . , β4} ⊂ I6 − {α}. Sendo assim, neste caso obtemos 30 elementos de

Γ.

Caso 4: ](C ∩∆) = 3.

Assumamos que C ∩ ∆ = {L1, L2, L3}. Temos então duas possibilidades a

considerar:

(i) Li = lαβi com ]{α, βi} = 4, sendo i ∈ {1, 2, 3}.
Suponhamos que L4, L5 ∈ A, assim L4 = aγ e L5 = aδ, com γ, δ ∈
I6 − {α, β1, β2, β3}, assim temos que L6 /∈ A, logo L6 ∈ B, desse modo

L6 = bk sendo k ∈ I6 − {α, β1, β2, β3}, dáı k = γ ou k = δ, o que

é um absurdo. Analogamente chegamos a um absurdo ao supor que

L4, L5 ∈ B e L6 ∈ A.

(ii) L1 = lαβ1 , L2 = lαβ2 e L3 = lβ1β2 com ]{α, β1, β2} = 3. Assim

L4, L5, L6 ∈ A∪̇B. Tendo em consideração que ai∩bj 6= ∅ se i 6= j, então

temos que L4, L5, L6 ∈ A ou L4, L5, L6 ∈ B. Para a primeira condição

observemos que L4 = aδ1 , L5 = aδ2 , L6 = aδ3 sendo {δ1, δ2, δ3} ∈ I6 −
{α, β1, β2} desde que Li ∩ Lj = ∅, sendo 4 ≤ i ≤ 6 e 1 ≤ j ≤ 3. Desse

modo temos C = {lαβ1 , lαβ2 , lβ1β2 , aδ1 , aδ2 , aδ3}) (1) . Analogamente para

a segunda condição temos C = {lαβ1 , lαβ2 , lβ1β2 , bδ1 , bδ2 , bδ3} (2) . No-

temos que tanto em (1) quanto em (2) temos 20 possibilidades para

escolher os ind́ıces α, β1, β2 em I6, assim obtemos mais 40 elementos em

Γ.

Caso 5: ](C ∩∆) = 2.

Para este caso temos que C ∩ ∆ = {L1, L2}, sendo L1 = lαβ1 e L2 = lαβ2

com ]{α, β1, β2} = 3. Assim temos que L3, L4, L5, L6 ∈ A∪̇B. Sendo assim

temos que Li = ak ou Li = bk para i = 3, . . . , 6, com k /∈ {α, β1, β2}, pois
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Li ∩ Lj = ∅, com 3 ≤ i ≤ 6 e 1 ≤ j ≤ 2. Sendo L3, L4, L5 ∈ A temos

L3 = aθ1 , L4 = aθ2 , L5 = aθ3 , com {θ1, θ2, θ3} ∈ I6 − {α, β1, β2}. Assim

conclúımos que L6 ∈ B e com as mesmas ideais da possibilidade (i) do caso

caso 4 chegamos a um absurdo.

Caso 6: ](C ∩∆) = 1.

Analogamente ao caso 5 chegamos a um absurdo.

Caso 7: ](C ∩∆) = ∅.

Para este caso teremos que Li ∈ A ou Li ∈ B, com i ∈ I6. O que nos dá

mais 2 elementos de Γ.

Portanto, Γ contém exatamente 30 + 40 + 2 = 72 elementos.

Pelo que acabamos de provar, podemos concluir que superf́ıcies cúbicas não singu-

lares contém exatamente 72 conjuntos de 6 retas duas a duas disjuntas. A partir dáı

podemos concluir ainda que:

Teorema 1.22. Superf́ıcies cúbicas não singulares possuem no máximo 6 retas duas a

duas disjuntas.

Demonstração. Sabemos que existem 6 retas duas a duas disjuntas em S, por exemplo

as retas em A. Suponhamos que r3 > 7, assim existem L1, L2, . . . , L7 retas em S duas

a duas disjuntas. Consideremos agora C = {L1, L2, . . . , L6}. Desse modo pelo Teorema

1.21 temos C ∈ Γ. Além disso, a partir da demonstração deste mesmo Teorema temos

os seguintes casos a considerar:

Caso 1: C = A.

Uma vez que φ(S) = A ∪̇ B ∪̇ ∆, então temos que L7 ∈ B ∪̇ ∆. Digamos

que L7 ∈ B, assim L7 = bk, para algum k ∈ {1, 2, . . . , 6}. Desse modo,

segue-se que L7 ∩ ai 6= ∅ se i 6= k, o que é um absurdo. Agora se L7 = lnm,

com n,m ∈ I6, então temos que L7 ∩ an 6= ∅, para algum n ∈ {1, 2, . . . , 6},
o que também é um absurdo.

Caso 2: C = B.

Usando a demonstração do caso acima trocando a′is pelos b′is também che-

gamos a um absurdo.

Caso 3: C = {lαβ1 , lαβ2 , lβ1β2 , aδ1 , aδ2 , aδ3}, com {α, β1, β2, δ1, δ2, δ3} = I6, sendo L1 =

lαβ1 , L2 = lαβ2 , L3 = lβ1β2 , L4 = aδ1 , L5 = aδ2 e L6 = aδ3 .

Primeiramente admitamos que L7 = ak. Como L7 ∩ Li = ∅, para 1 ≤ i ≤ 3

então k /∈ {α, β1, β2}. Sendo assim, k ∈ {δ1, δ2, δ3}, logo L7 = aδi , para
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1. Retas disjuntas em superf́ıcies não singulares de grau d ≤ 3 em P3

algum i ∈ {1, 2, 3}. Portanto, L7 ∈ C, o que é um absurdo. Supondo

agora que L7 = bk teremos L7 ∩ aδi 6= ∅ para δi ∈ {δ1, δ2, δ3} − {k}. Por

último sendo L7 = lnm temos L7 = Li para algum i ∈ {1, 2, 3}, pois como

L7 ∩ aδi = ∅ então n,m ∈ {α, β1, β2}.

Caso 4: C = {lαβ1 , lαβ2 , lβ1β2 , bδ1 , bδ2 , bδ3}, com {α, β1, β2, δ1, δ2, δ3} = I6, sendo L1 =

lαβ1 , L2 = lαβ2 , L3 = lβ1β2 , L4 = bδ1 , L5 = bδ2 e L6 = bδ3 .

Neste caso ao considerarmos L7 = ak ou L7 = bk ou L7 = lnm, chegamos a

um absurdo de maneira semelhante ao caso anterior.

Caso 5: C = {lαβ1 , lαβ2 , lαβ3 , lαβ4 , aδ, bδ}, com {α, β1, β2, β3, β4, δ} = I6, sendo L1 =

lαβ1 , L2 = lαβ2 , L3 = lαβ3 , L4 = lαβ4 , L5 = aδ e L6 = bδ.

Para este caso supondo L7 = ak então temos que k = δ, pois L7∩Li = ∅ com

i ∈ {1, . . . , 4}, assim L7 ∈ C. De modo análogo temos tal absurdo ao supor

que L7 = bk. Agora sendo L7 = lnm, temos {n,m} ∈ {α, β1, β2, β3, β4}, pois

L7 ∩ Li = ∅ sendo i = 5, 6. Assim observemos que caso α ∈ {n,m} então

L7 = Li para algum i ∈ {1, . . . , 4}, o que é um absurdo. Por outro lado se

α /∈ {n,m} temos L7 = lβiβj , dáı L7 ∩ lαβk 6= ∅ para βk ∈ {β1, . . . , β4} −
{βi, βj}, o que também nos dá um absurdo.

Portanto, toda superf́ıcie cúbica não singular em P3 possui no máximo 6 retas duas a

duas disjuntas.
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Caṕıtulo 2

Retas disjuntas em superf́ıcies

quárticas não singulares

Sabe-se que sempre é posśıvel encontrar uma superf́ıcie não singular de grau d ≥ 4,

que não contém retas, por exemplo pode-se mostrar utilizando um método chamado de

estratificação que a superf́ıcie dada pelo polinômio xd3 + x0x
d−1
1 + x1x

d−1
2 + x2x

d−1
0 ∈ R

não contém retas (veja Proposição 1.5, pág. 14 em [13]). Para o caso de superf́ıcies

não singulares de grau d = 4 em P3 sabe-se que estas possuem no máximo 64 retas,

fato este provado em 1943 pelo italiano Beniamino Segre em seu artigo “The maximum

number of lines lying on a quartic surface”([17]).

Outro marco na Geometria Algébrica diz respeito à quártica de Schur x40 − x0x31 −
x42 + x2x

3
3 = 0, a qual possui exatamente 64 retas, sendo tal resultado desenvolvido

pelo alemão Friedrich Schur em 1882 em seu artigo “Ueber eine besondere Class von

Flächen vieter Ordnung” ([16]). O que também se conhece é que a quantidade máxima

de retas duas a duas disjuntas que uma superf́ıcie quártica pode ter é 16 (veja [10]).

No decorrer deste caṕıtulo iremos determinar a quantidade máxima de retas duas a

duas disjuntas nas superf́ıcies quárticas não singulares de Fermat e Schur (em P3), e

comentar brevemente o caso das superf́ıces quárticas em geral.

2.1 Retas na quártica de Fermat

Na Geometria Algébrica a quártica de Fermat é a superf́ıcie definida pela equação

x40 + x41 + x42 + x43 = 0, nesta seção tal superf́ıcie será denotada por F . Considerando

as ráızes quartas da unidade {1, i,−1,−i}, observemos que sendo ϕ(x, y) = x4 + y4,

então verifica-se que ϕ(x, y) = (x − µy)(x − iµy)(x + µy)(x + iµy), sendo µ ∈ C com

µ4 = −1.

Considerando agora U = {µ,−µ, iµ,−iµ} com µ ∈ C tal que µ4 = −1. Definamos,
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2. Retas disjuntas em superf́ıcies quárticas não singulares

L1 = {l1(a, b) = Z(x0 − ax1, x2 − bx3) | (a, b) ∈ U × U}

L2 = {l2(a, b) = Z(x0 − ax2, x1 − bx3) | (a, b) ∈ U × U}

L3 = {l3(a, b) = Z(x0 − ax3, x1 − bx2) | (a, b) ∈ U × U}.

Teorema 2.1. Com as notações acima. Verifica-se que:

1. Li ⊂ φ(F ) e ]Li = 16, para todo i ∈ {1, 2, 3}.

2. Li ∩ Lj = ∅, para todo i 6= j.

3. φ(F ) = L1 ∪̇ L2 ∪̇ L3 e ]φ(F ) = 48.

Demonstração. 1. Sendo l ∈ L1 temos l = l1(a, b) = Z(x0 − ax1, x2 − bx3) com

a, b ∈ U . Note que F = ϕ(x0, x1) + ϕ(x2, x3), dáı L1 ⊂ φ(F ). Analogamente

podemos mostrar que L2,L3 ⊂ φ(F ).

Agora como cada par (a, b) define um elemento de Li, com i ∈ {1, 2, 3} então

temos que ]Li ≤ 16. Suponhamos que (a, b), (a′, b′) são pares em U2 tais que

li(a, b) = li(a
′, b′). Iremos considerar o caso i = 1, pois os demais casos são

verificados de modo análogo. Temos então que um ponto p = [x0 : x1 : x2 : x3] ∈
l1(a, b)⇔ x0 = ax1 e x2 = bx3, e p ∈ l1(a′, b′)⇔ x0 = a′x1 e x2 = b′x3. Por outro

lado o ponto q = [a : 1 : b : 1] ∈ l1(a, b) o que nos dá a = a′ e b = b′. Portanto,

]L1 = 16.

2. Suponhamos que l ∈ L1 ∩ L2. Assim, l = l1(a, b) para algum par (a, b) ∈ U2

e l = l2(a
′, b′) para algum par (a′, b′) ∈ U2. Logo, l = Z(x0 − ax1, x2 − bx3) =

Z(x0 − a′x2, x1 − b′x3). Notemos que q = [a : 1 : b : 1] ∈ l = l1(a, b), assim

q ∈ l2(a′, b′) o que nos dá a = a′b e 1 = b′, dáı (b′)4 = 1, o que é um absurdo.

Considerando os pontos r = [a′ : b′ : 1 : 1] e p = [a : 0 : 1 : 0] e usando as mesmas

ideias do primeiro caso, chegamos a um absurdo ao supor que l ∈ L1 ∩ L3 e

l ∈ L2 ∩ L3, respectivamente.

3. Pelo item 1 segue que L1 ∪L2 ∪L3 ⊂ φ(F ). Agora considerando a estratificação

{Ei}6i=1, de G2(C4) (veja Definição A.15 e Observação A.8 no Apêndice A), temos

que sendo l uma reta em φ(F ), então l = P(W ) para algum W ∈ G2(C4) =

E1 ∪̇ E2 ∪̇ . . . ∪̇ E6. Observemos que se W ∈ E6 ∪̇ E5 ∪̇ E3, então p = [0 : 0 :

0 : 1] ∈ l, mas p /∈ F o que nos leva a concluir que l 6⊂ F . Assim, as retas em F

devem necessariamente ser da forma P(W ) com W ∈ E1 ∪̇ E2 ∪̇ E4, temos então

3 casos a considerar, vejamos:
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2. Retas disjuntas em superf́ıcies quárticas não singulares

Caso 1: W = Wα,β = [(0, 1, 0, α), (0, 0, 1, β)] ∈ E4.

Neste caso temos que todo ponto de l é da forma [0 : w1 : w2 : αw1 +

βw2], com [w1 : w2] ∈ P1. Assim, l ⊂ F se, e somente se, a seguinte

igualdade é satisfeita w4
1 + w4

2 + (αw1 + βw2)
4 = 0, para todo [w1 :

w2] ∈ P1. Desenvolvendo tal igualdade, temos w4
1(1 + α4) + w4

2(1 +

β4)+4α3βw3
1w2 +6α2β2w2

1w
2
2 +4αβ3w1w

3
2 = 0 para todo [w1 : w2] ∈ P1.

Como tal expressão polinomial se anula em todos os pontos de P1, então

temos o seguinte sistema 

1 + α4 = 0

1 + β4 = 0

4α3β = 0

6α2β2 = 0

4αβ3 = 0

o qual não possui solução, isto é, no estrato E4 não há retas, logo

l /∈ φ(F ).

Caso 2: W = Wα,β,γ = [(1, α, 0, β), (0, 0, 1, γ)] ∈ E2.

Para este caso, observemos que todo ponto da reta l é da forma [u1 :

αu1 : u2 : βu1 + γu2], com [u1 : u2] ∈ P1. Desse modo, l ⊂ F , se, e

somente se, u41 + α4u41 + u42 + (βu1 + γu2)
4 = 0 para todo [u1 : u2] ∈ P1.

Desenvolvendo esta equação, temos

1 + α4 + β4 = 0

1 + γ4 = 0

4β3γ = 0 ⇔
4βγ3 = 0

6β2γ2 = 0


1 + α4 + β4 = 0

1 + γ4 = 0 ⇔
βγ = 0


1 + α4 = 0

1 + γ4 = 0

β = 0

o que nos possibilita encontrar 16 soluções, isto é, no estrato E2 existem

16 retas de F . Agora observemos que sendo Wα,β,γ = [(1, α, 0, β), (0,

0, 1, γ)], a partir das soluções do sistema acima temos Wα,0,γ = [(1, α,

0, 0), (0, 0, 1, γ)]. Multiplicando o primeiro vetor por −α3 e o segundo

por −γ3, obtemos

Wα,0,γ = [(−α3, 1, 0, 0), (0, 0,−γ3, 1)].

Notemos que (−α3)4 = [(−1)(α3)]4 = (−1)4α12 = (α4)3 = −1. Analo-

gamente verificamos que (−γ3)4 = −1. Agora observemos que, sendo
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2. Retas disjuntas em superf́ıcies quárticas não singulares

l1(a, b) = Z(x0−ax1, x2−bx3), então a parametrização desta reta é dada

por [ua : u : bv : v] onde [u : v] ∈ P1. Assim, tomando u = 1, v = 0 e

u = 0, v = 1 respectivamente temos

l1(a, b) = P([(a, 1, 0, 0), (0, 0, b, 1)]). (2.1)

De modo análogo verificamos que

l2(a, b) = P([(a, 0, 1, 0), (0, b, 0, 1)]) (2.2)

e

l3(a, b) = P([(a, 0, 0, 1), (0, b, 1, 0)]). (2.3)

Desse modo, podemos concluir que as retas encontradas no estrato E2

pertencem ao conjunto L1.

Caso 3: W = Wα,β,γ,δ = [(1, 0, α, β), (0, 1, γ, δ)] ∈ E1.

Neste caso todo ponto da reta l é da forma [v1 : v2 : αv1 + γv2 :

βv1 + δv2], com [v1 : v2] ∈ P1. Sendo assim, l ⊂ F se, e somente se,

v41 + v42 + (αv1 + γv2)
4 + (βv1 + δv2)

4 = 0 para todo [v1 : v2] ∈ P1, o que

nos dá o seguinte resultado

1 + α4 + β4 = 0

1 + γ4 + δ4 = 0

4α3γ + 4β3δ = 0 ⇔
4αγ3 + 4βδ3 = 0

6α2γ2 + 6β2δ2 = 0



1 + α4 + β4 = 0 (I)

1 + γ4 + δ4 = 0 (II)

α3γ = −β3δ (III)

αγ3 = −βδ3 (IV )

α2γ2 = −β2δ2 (V )

multiplicando a equação (IV ) por (V ) obtemos (α3γ)γ4 = β3δ5, substi-

tuindo (III) em tal igualdade teremos β3δ(δ4 + γ4) = 0, assim de (II)

temos βδ = 0. Sendo assim, temos dois casos a considerar:

Caso 3.1: β = 0 e αγ = 0.

Sendo β = α = 0 então por (I) teremos um absurdo. Agora para

β = 0 e γ = 0 teremos o seguinte sistema{
1 + α4 = 0

1 + δ4 = 0

o qual possui 16 soluções, assim encontramos mais 16 retas em F .

Além disso, temos Wα,0,0,δ = [(1, 0, α, 0), (0, 1, 0, δ)], analogamente

ao que fizemos no caso 2, temos que estas 16 retas estão em L2.
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2. Retas disjuntas em superf́ıcies quárticas não singulares

Caso 3.2: δ = 0 e αγ = 0.

Com as mesmas ideias do Caso 3.1, conseguimos encontrar mais 16

retas em F , as quais encontram-se no conjunto L3.

Portanto φ(S) = L1 ∪̇ L2 ∪̇ L3 e ]φ(S) = 48.

Pelo que fizemos acima, podemos concluir que a quártica de Fermat possui exa-

tamente 48 retas, e estas podem ser divididas em 3 conjuntos disjuntos onde cada

um possui exatamente 16 retas. Sabendo a quantidade de retas, vamos então estudar

o comportamento destas no que diz respeito à interseção, para que assim possamos

verificar qual a quantidade máxima de retas duas a duas disjuntas existente em tal

superf́ıcie.

Proposição 2.2. Com as notações de l1(a, b), l2(a, b) e l3(a, b) dadas pelas expressões

(2.1), (2.2) e (2.3) respectivamente. Verifica-se que:

1. li(a, b) ∩ li(a′, b′) = ∅ se, e somente se, a 6= a′ e b 6= b′ para cada i ∈ {1, 2, 3}.

2. O número máximo de retas duas a duas disjuntas em Li, com i ∈ {1, 2, 3} é 4.

3. l1(a, b) ∩ l2(a′, b′) = ∅ se, e somente se, (a′, b′) /∈ {(a,b), (−a,−b), (ia, ib), (−ia,

−ib)}.

4. l1(a, b) ∩ l3(a′, b′) = ∅ se, e somente se, (a′, b′) /∈ {(a, b−1), (−a,−b−1), (ia, ib−1),
(−ia,−ib−1)}.

5. l2(a, b) ∩ l3(a′, b′) = ∅ se, e somente se, (a′, b′) /∈ {(a, b), (−a,−b), (ia,−ib),
(−ia, ib)}.

Demonstração. 1. Sendo l1(a, b) = P([(a, 1, 0, 0), (0, 0, b, 1)]), pelo item (1) do Lema

A.15 (no Apêndice A) temos que

l1(a, b)∩ l1(a′, b′) 6= ∅ ⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 0 0

0 0 b 1

a′ 1 0 0

0 0 b′ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a−a′)(b− b′) = 0⇔ a = a′ ou b = b′.

Assim, l1(a, b)∩ l1(a′, b′) = ∅ ⇔ a 6= a′ e b 6= b′. Analogamente se verifica para os

demais casos.

2. Consideremos agora a matriz M cujos os elementos são os pares de U2 que para-

metrizam as retas de L1, vale salientar que os elementos de M foram organizados

de tal maneira como foi definido o conjunto U no ińıcio desta seção. Tem-se que:
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2. Retas disjuntas em superf́ıcies quárticas não singulares

M =


(µ, µ) (µ,−µ) (µ, iµ) (µ,−iµ)

(−µ, µ) (−µ,−µ) (−µ, iµ) (−µ,−iµ)

(iµ, µ) (iµ,−µ) (iµ, iµ) (iµ,−iµ)

(−iµ, µ) (−iµ,−µ) (−iµ, iµ) (−iµ,−iµ)


Pelo item anterior observemos que a reta l1(µ, µ) intersecta apenas as retas da

coluna e linha onde se encontra o par (µ, µ). Assim, deletando a coluna e a linha

onde (µ, µ) se encontra, teremos os pares que parametrizam as retas as quais

são disjuntas a l1(µ, µ), e pela contagem dos elementos dessa matriz podemos

concluir que são exatamente 9. O mesmo acontece para qualquer outra escolha,

sendo assim podemos concluir que para cada par (a, b) ∈ U2 as retas em L1 que

são disjuntas de l1(a, b) são exatamente as 9 retas determinadas ao deletar a linha

e a coluna nas quais (a, b) se encontra no arranjo matricial acima.

Agora das 9 retas duas a duas disjuntas a l1(µ, µ), escolhamos a reta l1(−µ,−µ).

Vale salientar que podeŕıamos ter feito qualquer uma das 9 escolhas. Observemos

então que as retas as quais intersectam l1(−µ,−µ) são exatamente as retas da

linha e coluna onde se encontra (−µ,−µ), ou seja, deletando a linha e coluna

onde tal par se encontra podemos concluir que os pares restantes são exatamente

os que parametrizam as retas disjuntas a l1(µ, µ) e a l1(−µ,−µ). Dáı observando

os pares que sobraram após a primeira e segunda eliminação, ainda pelo item 1

podemos concluir que o número máximo de retas duas a duas disjuntas em L1 é

4. Analogamente chegamos a este resultado ao considerar os conjuntos L2 e L3.

3. Analogamente ao que fizemos no item 1 temos,

l1(a, b) ∩ l2(a′, b′) 6= ∅ ⇔ −(ab′ − ba′) = 0⇔

∣∣∣∣∣ a b

a′ b′

∣∣∣∣∣ = 0⇔ (a′, b′) = λ(a, b)⇔{
a′ = λa

b′ = λb
para algum 0 6= λ ∈ C.

Elevando ambos os lados da primeira equação deste sistema a quarta potência

obtemos λ ∈ {1, −1, i, −i}. Dáı segue-se que, l1(a, b) ∩ l2(a′, b′) = ∅ ⇔ (a′, b′) /∈
{(a, b), (−a,−b), (ia, ib), (−ia,−ib)}.

4. Para este item, observemos que l1(a, b)∩ l3(a′, b′) 6= ∅ ⇔ abb′ = a′ ⇔ ab′ = a′b−1.

Realizando procedimento análogo ao feito no item 3, conclúımos que l1(a, b) ∩
l3(a

′, b′) = ∅ ⇔ (a′, b′) /∈ {(a, b−1), (−a,−b−1), (ia, ib−1), (−ia,−ib−1)}.

5. Utilizando as mesmas ideias do item 4, o resultado deste item segue.
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2. Retas disjuntas em superf́ıcies quárticas não singulares

Observemos que com o mesmo método da demonstração do item 2 da Proposição

2.2, podemos obter o seguinte resultado:

Corolário 2.3. Sendo Ψlc1(a,b)
(L1) = {l ∈ L1 | l ∩ l1(a, b) = ∅}, Ψlc1(a

′,b′)(L1) = {l ∈
L1 | l ∩ l1(a′, b′) = ∅} e Ψlc1(a

′′,b′′)(L1) = {l ∈ L1 | l ∩ l1(a′′, b′′) = ∅}, então ](Ψlc1(a,b)
∩

Ψlc1(a
′,b′) ∩Ψlc1(a

′′,b′′)) = 1.

Corolário 2.4. A quártica de Fermat possui no máximo 12 retas duas a duas disjuntas.

Demonstração. Se D ⊂ φ(F ) for constitúıdo por retas duas a duas disjuntas, então

pelo item 3 do Teorema 2.1 temos D = (L1 ∩ D) ∪̇ (L2 ∩ D) ∪̇ (L3 ∩ D). Dáı, pelo

item 2 da Proposição 2.2, segue que, ](Li ∩ D) 6 4, para todo i ∈ {1, 2, 3}. Assim,

]D =
∑3

i=1 ](D ∩ Li) 6 4.3 = 12. Portanto r(F ) 6 12.

Considerando agora os itens 1, 3, 4 e 5 da Proposição 2.2, temos que sendo {l1(µ, µ),

l1(−µ, −µ), l1(iµ, iµ), l1(−iµ,−iµ)} ∈ L1, {l2(µ, −µ), l2(−µ, µ), l2(iµ, −iµ), l2(−iµ,

iµ)} ∈ L2 e {l3(µ, iµ), l3(−µ, -iµ), l3(−iµ, −µ), l3(−iµ, µ)} ∈ L3 . Verifica-se que

todas essas retas são duas a duas disjuntas.

Pelo que acabamos de provar, podemos concluir que r(F ) = 12.

2.2 Retas disjuntas na quártica de Schur

A quártica de Schur, como já foi mencionado, possui exatamente 64 retas, o que

também pode ser verificado com o aux́ılio do método de estratificação (ver Exemplo

1.1, pág. 20 em [13]). Para o nosso objetivo, que é o de calcular a quantidade máxima

de retas duas a duas disjuntas nesta superf́ıcie, iremos divid́ı-la em alguns conjuntos

disjuntos, além de enunciar e demonstrar alguns resultados os quais nos possibilitarão

encontrar as 64 retas bem como a quantidade máxima de retas duas a duas disjuntas

existente em tal superf́ıcie. Salientamos que alguns resultados desta seção podem ser

encontrados em [12].

A quártica de Schur é a superf́ıcie dada pela equação x0(x
3
0−x31)−x2(x32−x33) = 0.

Observemos que se φ(u, v) = u(u3−v3) ∈ C[u, v] então f = φ(x0, x1)−φ(x2, x3). Além

disso, temos φ(u, v) = u(u− v)(u− ξv)(u− ξ2v) sendo ξ ∈ C raiz cúbica primitiva da

unidade (ou seja, ξ 6= 1 e ξ3 = 1). Vale salientar que no decorrer desta seção ξ terá

esse mesmo significado, e consideraremos ξ = −1+
√
3i

2
quando for preciso, além disso,

S = Z(f) denotará a superf́ıcie quártica de Schur, sendo f definido como acima.

Considere V = {0, 1, ξ, ξ2} e defina L = {l(a, b) = Z(x0−ax1, x2−bx3) | (a, b) ∈ V2}.

Proposição 2.5. Com as notações acima, temos que, L ⊆ φ(S) e ]L = 16.
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2. Retas disjuntas em superf́ıcies quárticas não singulares

Demonstração. Sendo l ∈ L, então l = l(a, b) = P([(a, 1, 0, 0), (0, 0, b, 1)]) para algum

(a, b) ∈ V2. Dáı, f(αa, α, βb, β) = αa(α3a3 − α3) − βb(β3b3 − β3) = 0, pois a, b ∈ V
para todo [α : β] ∈ P1. Portanto, L ⊂ φ(S). Agora pela definição de L temos que

]L ≤ 16. Suponhamos que (a, b), (a′, b′) ∈ V2 são tais que l(a, b) = l(a′, b′). Note que o

ponto p = [a : 1 : 0 : 0] ∈ l(a, b) = l(a′, b′), assim p ∈ l(a′, b′) o que nos dá a = a′. Por

outro lado temos que q = [0 : 0 : b : 1] ∈ l(a′, b′) desse modo temos que b = b′. Logo,

]L = 16.

Proposição 2.6. Sejam L = Z(x0, x1) e M = Z(x2, x3) retas em P3. Considere

l ∈ φ(S). Então,

1. l ∈ L ⇔ l ∩ L 6= ∅.

2. l ∈ L ⇔ l ∩M 6= ∅.

Demonstração. Observemos que uma vez que l ∈ L, então l = l(a, b) = P([(a, 1, 0,

0), (0, 0, b, 1)]). Notemos ainda que [a : 1 : 0 : 0] ∈ l ∩M e [0 : 0 : b : 1] ∈ l ∩ L,

assim l∩L 6= ∅ e l∩M 6= ∅. Para a rećıproca do primeiro item, temos que como l ⊆ S

e L * S, então l 6= L e l ∩ L = {p}. Como p ∈ L, então p = [0 : 0 : α : β] com

[α : β] ∈ P1 e como p ∈ l ⊆ S temos α(α3 − β3) = 0. Observemos que β 6= 0, pois

caso contrário teŕıamos α = 0, o que não pode acontecer uma vez que [α : β] ∈ P1.

Assim, desenvolvendo esta última igualdade e em seguida dividindo por β4 obtemos

(α
β
)4 − (α

β
) = 0, colocando (α

β
) em evidência e nomeando tal fração por b teremos

b(b3−1) = 0, o que nos permite afirmar que b ∈ V , desse modo temos p = [0 : 0 : b : 1].

Agora consideremos w = (w0, w1, w2, w3) ∈ C4 tal que l = P(W ) sendo W =

{(0, 0, b, 1), (w0, w1, w2, w3)}. De fato, W admite uma base da forma {(0, 0, b, 1), (w0,

w1, w2, 0)}. Suponhamos que w2 6= 0, assim l = P([(0, 0, b, 1), (n, m, 1, 0)]), sendo

n = w0

w2
e m = w1

w2
. Uma vez que l ⊆ S, temos f(u1n, u1m,u0b + u1, u0) = 0 para todo

[u0 : u1] ∈ P1, o que nos conduz à igualdade

u1n(u31n
3 − u31m3)− (u0b+ u1)((u0b+ u1)

3 − u30) = 0 (2.4)

para todo [u0 : u1] ∈ P1. Tomando u0 = 0 e u1 = 1 temos n(n3 − m3) = 1, por

outro lado sendo u0 = 1 e u1 = −b obtemos −b4n(−n3 + m3) = 0, o que nos dá

um absurdo ao supor que b 6= 0. Além disso, se b = 0 pela equação (2.4) teremos

u41(n(n3 − m3) − 1) + u30u1 = 0, o que também nos dá o absurdo 1 = 0. Dáı temos

l = P([(0, 0, b, 1), (w0, w1, 0, 0)]), note que [w0 : w1 : 0 : 0] ∈ l e como l ⊂ S, então segue-

se que w0(w
3
0 −w3

1) = 0. Assim, w1 6= 0, o que nos permite verificar que a(a3− 1) = 0,

sendo a = w0

w1
, ou seja a ∈ V . Portanto, l ∈ L. De modo análogo verificamos a rećıproca

do segundo item.
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2. Retas disjuntas em superf́ıcies quárticas não singulares

Desse modo temos que l /∈ L se, e somente se, l∩L = ∅ ou l∩M = ∅. Observemos

ainda que os únicos pontos que estão em L e na superf́ıcie S são p1 = [0 : 0 : 0 : 1],

p2 = [0 : 0 : 1 : 1], p3 = [0 : 0 : ξ : 1] e p4 = [0 : 0 : ξ2 : 1], ou seja, L ∩ S =

{p1, p2, p3, p4}. Analogamente temos M ∩ S = {q0, q1, q2, q3}, sendo q1 = [0 : 1 : 0 : 0],

q2 = [1 : 1 : 0 : 0], q3 = [ξ : 1 : 0 : 0] e q4 = [ξ2 : 1 : 0 : 0]. Assim, pela Proposição A.12

(no Apêndice A) temos que para cada ponto pi passam exatamente 4 retas por cada qj,

com i, j ∈ {1, 2, 3, 4} (veja a Figura 2.1) e pela Proposição 2.6, estas encontram-se na

famı́lia L. Doravante denotaremos a reta lij como sendo a reta que passa pelos pontos

pi e qj, com i, j ∈ {1, . . . , 4}.

Figura 2.1: Quatro retas passando pelo ponto p1.

Desse modo, podemos concluir que as 16 retas de L são l11, l12, l13, l14, l21, l22,

l23, l24, l31, l32, l33, l34, l41, l42, l43, l44. Definamos agora Lpi = {l ∈ L | pi ∈ l}, com

i ∈ {1, 2, 3, 4}. Agora sendo E ⊆ L formado por retas duas a duas disjuntas, então

E = (E ∩ Lp1) ∪̇ (E ∩ Lp2) ∪̇ (E ∩ Lp3) ∪̇ (E ∩ Lp4). Como as retas em Lpi passam por

pi, temos que ](E ∩ Lpi) ≤ 1, para todo i ∈ {1, 2, 3, 4}. Desse modo temos ]E ≤ 4.

Salientamos que no decorrer desta seção Lpi terá esse mesmo significado.

Lema 2.7. Sejam lij e lkt retas em L. Verifica-se que lij ∩ lkt = ∅, se, e somente se,

i 6= k e j 6= t.

Demonstração. Suponhamos que i = k então temos lij ∩ lit = {pi} o que é um absurdo.

De modo análogo teremos lij ∩ lkj = {qj} ao supor que j = t. Reciprocamente se

i 6= k então pi 6= pk, digamos que pi = [0 : 0 : a : 1] e pk = [0 : 0 : a′ : 1] sendo

assim temos a 6= a′, e sendo j 6= t de modo análogo obtemos b 6= b′ ao considerarmos

qj = [b : 1 : 0 : 0] e qt = [b′ : 1 : 0 : 0]. Dáı pela demonstração do item 1 da Proposição

2.2 segue-se que lij ∩ lkt = ∅.
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2. Retas disjuntas em superf́ıcies quárticas não singulares

Proposição 2.8. Para cada σ ∈ S4, verifica-se que Lσ = {l1σ(1), l2σ(2), l3σ(3), l4σ(4)} é

formado por retas duas a duas disjuntas. Além disso, se G ⊆ L for constitúıdo por

retas duas a duas disjuntas com ]G = 4, então G = Lσ para algum σ ∈ S4.

Demonstração. Note que σ ∈ S4 define uma bijeção de I4 = {1, 2, 3, 4} em I4. Assim,

I4 = {σ(1), σ(2), σ(3), σ(4)} e σ(i) 6= σ(j) para todo i 6= j. Desse modo pelo Lema 2.7

temos que liσ(i) ∩ ljσ(j) = ∅ se, e somente se, i 6= j e σ(i) 6= σ(j). Agora se G ⊆ L é

formado por retas duas a duas disjuntas e ]G = 4, temos que G = {li1j1 , li2j2 , li3j3 , li4j4}.
Como estas retas são duas a duas disjuntas, necessariamente {i1, i2, i3, i4} = {1, 2, 3, 4}.
Assim a menos de uma reordenação temos G = {l1j1 , l2j2 , l3j3 , l4j4}, além disso, como

jm 6= jn sendo m 6= n, então o resultado segue.

Observemos que l11 = Z(x0, x2), l12 = Z(x0 − x1, x2), l13 = Z(x0 − ξx1, x2) e

l14 = Z(x0 − ξ2x1, x2). Além disso,

Teorema 2.9. Para cada reta l ∈ Lp1, verifica-se que existem exatamente 6 planos

contendo l. E em cada um desses planos existem exatamente 4 retas da superf́ıcie de

Schur que são concorrentes.

Demonstração. Consideremos primeiramente a reta l11. Sendo H um plano que contém

esta reta, então este é da forma H = Z(αx0 − βx2), com [α : β] ∈ P1. Se β 6= 0 então

H = Z(x2−ax0), sendo a = α
β
, caso contrário teremos H = Z(x0), o qual é denominado

plano no infinito e o denotaremos por H∞.

Agora intersectando o plano H∞ com a superf́ıcie S, obtemos H∞ ∩ S = l11 ∪ C∞,

sendo C∞ = Z(x0, x2−x3)∪Z(x0, x2−ξx3)∪Z(x0, x2−ξ2x3), ou seja, a curva residual

no plano H∞ consiste de exatamente 3 retas distintas as quais são l21, l31 e l41. Além

disso, observe que as retas l11, l21, l31, l41 passam pelo ponto [0 : 1 : 0 : 0], assim tal

cúbica é do tipo IV (veja Tabela A.1 na seção A.5 do Apêndice A).

Vamos agora estudar o plano H = Z(x2 − ax0). Observemos que neste caso

l11 = Z(x2−ax0, x0), além disso, H∩S = l11∪Ca, sendo Ca = Z(−ax33+(a4−1)x30+x31).

Assim, resta então sabermos quais os valores de a ∈ C tornam a curva residual singular,

ou mais concretamente se esta possui alguma reta como componente irredut́ıvel. Ao

calcular a hessiana da equação da cúbica residual, obtemos:
−6(a− 1)(a+ 1)(a− i)(a+ i)x0 0 0

0 6x1 0

0 0 6ax3


a qual tem como determinante det = 216(a − 1)a(a + 1)(a − i)(a + i)x0x1x3, nos

possibilitando encontrar os seguintes valores: a = 0, a = 1, a = −1, a = i, a = −i,
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2. Retas disjuntas em superf́ıcies quárticas não singulares

(os quais tornam a cúbica residual singular). Após a análise de tais valores no plano

H, obtemos o resultado, o qual encontra-se na tabela B.1 (no apêndice B), onde nesta

a =∞ representa o plano no infinito e Pc o ponto de concorrência.

Desse modo, conseguimos 6 planos contendo a reta l11. Além disso, em cada um

deles há mais 3 retas pertencentes a quártica de Schur formando uma cúbica do tipo

IV com a reta l11. De modo análogo conseguimos 6 planos contendo a reta l12, l13 e

l14, respectivamente.

Nas tabelas B.2, B.3 e B.4 (no apêndice B) ilustramos as retas que intersectam as

retas l12, l13 e l14, bem como o ponto de concorrência Pc, nos possibilitando concluir

que a curva residual de cada plano é uma cúbica do tipo IV . Nestas denotamos por

Ha, o plano obtido a partir dos pontos singulares da curva residual, sendo estes a = 0,

a = 1/
√

3, a = −1/
√

3, a = i/
√

3 e a = −i/
√

3, salientamos que o valor a = ∞
representa o plano no infinito de cada reta l1i, com i ∈ {1, 2, 3, 4}. O que nos permite

concluir a demonstração do Teorema.

Pelo que acabamos de provar conclúımos então que cada uma das retas l1j, com

j ∈ {1, 2, 3, 4} é intersectada por mais 18 outras retas, sendo estas distribúıdas em

6 planos distintos. Vale salientar que como as retas l11, l12, l13 e l14 são coplanares,

existe um plano em comum contendo estas (Ha com a = 0), totalizando 21 planos.

Salientamos ainda que alguns casos foram verificados com aux́ılio do software Maxima

devido a extensão de alguns polinômios, o que apresenta uma certa dificuldade para

realizar a fatoração. Além disso, observemos ainda que:

Proposição 2.10. SendoH0 = Z(x2), H1 = Z(x0), H2 = Z(x0−x1), H3 = Z(x0−ξx1),
(sendo ξ = −1+

√
3i

2
) e H4 = Z(x0 − ξ2x1), (sendo ξ2 = −1−

√
3i

2
). E Ω(l) = {H ⊂ P3 | H

é o plano contendo l e a curva residual de l nesse plano é singular}. Temos que,

1. H0, Hj ∈ Ω(l1j) para cada j ∈ {1, 2, 3, 4}.

2. L =
⋃4
i=0{l ∈ φ(S) | l ⊂ Hi}.

Demonstração. Para o primeiro item basta observarmos as tabelas B.1, B.2, B.3 e B.4

(no apêndice B) e notar que l1j = H0 ∩Hj, com j ∈ {1, 2, 3, 4}, no que diz respeito a

curva residual segue da demonstração do Teorema 2.9. Para o segundo item observemos

que {l ∈ φ(S) | l ⊂ H0} = Lp1 e {l ∈ φ(S) | l ⊂ Hi} = Lqi , com i ∈ {1, 2, 3, 4}.

Sejam U1 = {1,−1, i,−i} e V1 = {1, ξ, ξ2} ( com ξ = −1+
√
3i

2
) os conjuntos formados

pelas ráızes quartas e cúbicas da unidade, respectivamente. Considere as famı́lias de

retas Mi ⊂ φ(S) com i ∈ {1, 2, 3, 4}, dadas por:

M1 = {m1(a, b) = P([(1, 0, a, 0), (0, a3b, 0, 1)]) | (a, b) ∈ U1 × V1}.
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M2 = {m2(a, b) = P([(
√

3a3b, 0, b,−2), (0,
√

3a3b,−b,−1)]) | (a, b) ∈ U1 × V1}.

M3 = {m3(a, b) = P([(
√

3a3b, 0, b,−2ξ2), (0,
√

3a3b,−ξb,−1)]) | (a, b) ∈ U1 × V1}.

M4 = {m4(a, b) = P([(
√

3a3b, 0, b,−2ξ), (0,
√

3a3b,−ξ2b,−1)]) | (a, b) ∈ U1 × V1}.

A partir da definição desses conjuntos conseguimos verificar que cada um destes

contém exatamente 12 retas, as quais são exatamente as retas encontradas nos planos

Ha das tabelas B.1, B.2, B.3 e B.4 (no apêndice B), sendo as retas ai, a
′
i, a
′′
i ⊂ M1,

bi, b
′
i, b
′′
i ⊂M2, ci, c

′
i, c
′′
i ⊂M3 e di, d

′
i, d
′′
i ⊂M4, com i = 1, 2, 3, 4. Desse modo, conse-

guimos encontrar mais 48 retas na superf́ıcie de Schur, sendo que estas não pertencem

ao conjunto L . Além disso,

Corolário 2.11. Verifica-se que:

1. φl1i(S) ∩ φl1j(S) = {l1s | s ∈ {1, 2, 3, 4} − {i, j}} se i 6= j.

2. φ(S) = φ̂l11(S) ∪̇ φ̂l12(S) ∪̇ φ̂l13(S) ∪̇ φ̂l14(S) ∪̇ Lp1 , sendo φ̂l1j(S) = φl1j(S)−Lp1 .

3. ]φ̂l1j(S) = 15 para qualquer j ∈ {1, 2, 3, 4}. Assim, ]φ(S) = 4.15 + 4 = 64.

Demonstração. Para o item 1 iremos provar apenas uma inclusão, pois a outra é

trivial, pelo que já foi provado no Teorema 2.9. Seja m ∈ φl1i(S) ∩ φl1j(S) com

i 6= j. Assim pelo item 2 do Lema A.16 (no Apêndice A) temos m ⊂ 〈l1i, l1j〉, o

que nos permite concluir que m = l1k ou m = l1t, sendo k 6= t e {k, t}∩{i, j} = ∅.
Dáı φl1i(S)∩φl1j(S) = {l1k, l1t} de modo que {1, 2, 3, 4} = {i, j, k, t}. Para os itens

2 e 3 temos que φ1i(S) = {mi(a, b)|(a, b) ∈ U1×V1} ∪̇ (Lqi−{l1i}) ∪̇ (Lp1−{l1i}),
com i ∈ {1, 2, 3, 4}. Desse modo, φ̂l1i(S) = Mi ∪̇ (Lqi − {l1i}), sendo i ∈
{1, 2, 3, 4}. O que nos permite concluir as afirmações destes itens.

A partir de agora denotaremos por C = {c1 = [0 : 1], c2 = [1 : 1], c3 = [ξ : 1],

c4 = [ξ2 : 1]} ⊂ P1, ΓC = {ϕ : P1 −→ P1 | ϕ é uma MCP tal que ϕ(C) = C} (onde

MCP é a forma abreviada de Mudança de Coordenadas Projetivas. Veja Definição

A.13 no Apêndice A). Assim sendo, verificamos que

Lema 2.12. ΓC é um grupo isomorfo a A4.

Demonstração. Pela Proposição A.17 (no Apêndice A) já temos que ΓC é um grupo.

Além disso, pela Proposição A.18 (no Apêndice A) temos que C ∼= K ou C ∼= D4 ou

C ∼= A4, sendo K o grupo de Klein, D4 o grupo dihedral e A4 o grupo das permutações

pares de S4. Agora considerando a MCP ϕ tal que ϕ([x : y]) = [ξx : y] com T (x, y) =

(ξx, y), observemos que ΓC possui um elemento de ordem 3. Como A4 é o único grupo

da lista K,D4, A4 que possui elementos de ordem 3, conclúımos que ΓC ∼= A4.
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Teorema 2.13. Denotando por L = {l ∈ φ(S) | l ∩ L 6= ∅} e sendo L = Z(x0, x1).

Dada l ∈ L existe ϕ : P3 −→ P3 MCP tal que ϕ(S) = S e ϕ(l) = l1k ∈ L para algum

k ∈ {1, 2, 3, 4}.

Demonstração. Se l = l1k para algum k ∈ {1, 2, 3, 4}, então podemos considerar ϕ =

idP3 . Assim vamos assumir que l ∈ L − {l11, l12, l13, l14}. Neste caso l = lij com i 6= 1.

Pelo Lema A.20 (no Apêndice A) temos que para cada ψ ∈ ΓC podemos definir uma

MCP ψ̃ : P3 −→ P3.

Vamos agora mostrar que ψ̃(S) = S. Para isto vamos assumir que ψ : P1 −→ P1 é

determinada por T : C2 −→ C2 e [T ]−1 =

[
A B

C D

]
na base canônica de C2. Assim

segue do Lema A.20 que [T̃ ]−1 =


A B 0 0

C D 0 0

0 0 A B

0 0 C D

 na base canônica de C4.

Tendo em consideração que S = Z(f) com f = g(x0, x1) − g(x2, x3) com g(u, v) =

u4 − uv3 temos que T̃•f(x0, x1, x2, x3) = f(T̃−1(x0, x1, x2, x3))
1, então segue-se que:

f(T̃−1(x0, x1, x2, x3)) = f(Ax0 +Bx1, Cx0 +Dx1, Ax2 +Bx3, Cx2 +Dx3)

= g(Ax0 +Bx1, Cx0 +Dx1)− g(Ax2 +Bx3, Cx2 +Dx3)

= g(T−1(x0, x1))− g(T−1(x2, x3))

= T•g(x0, x1)− T•g(x2, x3)

= λg(x0, x1)− λg(x2, x3) = λf(x0, x1, x2, x3).
O que permite concluir a nossa primeira afirmação.

Para a segunda afirmação, primeiramente observamos que como i 6= 1, então temos

{1, 2, 3, 4} = {i, 1, i1, i2}, além disso, (i1)(i1i2) ∈ A4. Sabemos que A4
∼= ΓC , assim

considere ψ ∈ ΓC a única MCP tal que ψ se corresponde com (i1)(i1i2). Desse modo,

ψ : P1 −→ P1 verifica a seguinte condição: ψ(c1) = ci, ψ(ci) = c1, ψ(ci1) = ci2 e

ψ(ci2) = ci1 , com i 6= 1 fixo. Dáı temos ψ̃ : P3 −→ P3 satisfaz a seguinte condição:

ψ̃(p1) = pi, ψ̃(pi) = p1, ψ̃(pi1) = pi2 , ψ̃(pi2) = pi1 .

Analogamente temos,

ψ̃(q1) = qi, ψ̃(qi) = q1, ψ̃(qi1) = qi2 , ψ̃(qi2) = qi1 .

Sendo p1, pi, pi1, pi2, q1, qi, qi1, qi2 definidos como os p′s e q′s da figura 2.1. Assim,

ψ̃(pi) = p1 e ψ̃(qj) = qk para todo k ∈ {1, 2, 3, 4}. Agora como MCP preservam

1Se ϕ : Pn −→ Pn for MCP definida pelo automorfismo linear T : Cn+1 −→ Cn+1, então
T•F (x0, . . . , xn) = F (T−1(x0, . . . , xn)), para todo F homogêneo em C[x0, . . . , xn] de grau d.
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retas, conclúımos que ψ̃(lij) = lψ̃(pi)ψ̃(qj) = lp1qk = l1k para todo k ∈ {1, 2, 3, 4}.

Corolário 2.14. Com as notações na demonstração do Teorema 2.13, denotandoM =⋃4
i=1Mi temos que se l ∈M, então ψ̃(l) ∈M.

Demonstração. Sabemos que φ(S) = L ∪̇ M. Suponhamos que ψ̃(l) /∈M. Neste caso

temos, ψ̃(l) = lst ∈ L. Dáı segue-se que, l = (ψ̃)−1(lst) ∈ L, o que é um absurdo.

Proposição 2.15. Verifica-se que r(S) ≤ 16.

Demonstração. Seja H ⊆ φ(S) formado por retas duas a duas disjuntas em S. Pelo

item 2 do Corolário 2.11 temos que φ(S) = φ̂l11(S) ∪̇ φ̂l12(S) ∪̇ φ̂l13(S) ∪̇ φ̂l14(S) ∪̇ Lp1 ,
sendo φ̂l1j(S) = φl1j(S)− Lp1 . Vamos então considerar dois casos:

Caso 1: H ∩ L = ∅

Para este caso primeiramente observemos que H = (H ∩ φ̂l11(S)) ∪̇ (H ∩ φ̂l12(S))

∪̇ (H ∩ φ̂l13(S)) ∪̇ (H ∩φ̂l14(S)). Observemos ainda que, ](φl1i(S) − L) = 12

para todo i ∈ {1, 2, 3, 4}. Além disso, estas 12 retas estão distribúıdas em 4

planos. De fato, temos exatamente 3 retas em cada um desses planos, as quais

não estão no conjunto L. Assim, podemos escolher no máximo 4 retas duas

a duas disjuntas em φl1i(S) − L, para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}. Dáı, segue-se que,

]H =
∑4

i=1 ]H ∩ (φ̂l1i(S)− L) ≤ 4.4 = 16.

Caso 2: H ∩ L 6= ∅

A menos de umaMCP em P3 (escolhida como no Teorema 2.13) podemos assumir

que l1k ∈ H para exatamente um valor de k ∈ {1, 2, 3, 4}. Assim, H∩ φ̂l1k(S) = ∅
e H ∩ Lp1 = {l1k}. Observemos que ](H ∩ φ̂l1j(S)) ≤ 5, para todo j 6= k,

sendo j ∈ {1, 2, 3, 4}. De fato, como ]φ̂l1j(S) = 15, sendo que essas 15 retas

estão distribúıdas em 5 planos, e cada um desses planos contém exatamente 3

dessas retas, então podemos escolher no máximo 5 retas duas a duas disjuntas

em φ̂l1j(S).

Assim, H =
⋃

j 6=k,
1≤j≤3

H ∩ φ̂l1j(S) ∪ {l1k}, dáı ]H =
∑

j 6=k,
1≤j≤3

](H ∩ φ̂l1j(S)) + 1 ≤

5.3 + 1 = 16. Portanto, r(S) ≤ 16.

Proposição 2.16. Com as notações das famı́lias Mi, com i ∈ {1, 2, 3, 4}. Verifica-se

que:

J = {m1(1, 1), m1(−1, 1), m1(i, ξ), m1(−i, ξ), mk(1, ξ), mk(−1, ξ), mk(i, 1),

mk(−i, 1)}k∈{2,3,4} é constitúıdo por 16 retas duas a duas disjuntas.
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Desse modo, conclúımos que r(S) = 16. Para mais detalhes sobre a interseção

das retas na superf́ıcie de Schur contidas nos conjuntos M1, M2, M3 e M4 listados

acima, confira as tabelas B.5, B.6, B.7 e B.8 (no apêndice B) nas quais os dados foram

computados com o aux́ılio do software Maxima. Salientamos que nestas o valor 0

representa a disjunção entre retas e o valor 1 significa a interseção entre estas.

2.3 A quártica não singular geral

Usando métodos de geometria algébrica moderna em 1975 Viacheslav Valentinovich

Nikulin mostrou no artigo “On Kummer surfaces” que toda superf́ıcie quártica não

singular contém no máximo 16 retas duas a duas disjuntas, assim, r4 ≤ 16. Desse

modo, tendo em consideração a Proposição 2.16 conclúımos que r4 = 16.

Nesse momento surge então a seguinte indagação: é posśıvel determinar a quanti-

dade máxima de retas duas a duas disjuntas em superf́ıcies de grau d ≥ 5? Se sim, qual

seria esse valor? A verdade é que para grau d > 5 este valor ainda é desconhecido,

o que se sabe é que existe uma cota superior para a quantidade de retas duas a duas

disjuntas para tal grau. Com estas indagações em mente iremos explorar no próximo

caṕıtulo algumas famı́lias de superf́ıcies com o objetivo de obter cotas inferiores para

rd, se d ≥ 5.
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Caṕıtulo 3

Estudo de rd para d ≥ 5

Usando conceitos de geometria algébrica moderna como classes de Chern, divisor

canônico, etc. Yorchi Miyaoka em 1984 a partir da Proposição 2.1.1 no artigo “ The

Maximal Number of Quotient Singularities on Surfaces with given Numerical Invari-

ants” concluiu (na pág. 162 em [9]) que se S ⊆ P3 for uma superf́ıcie de grau d ≥ 4

não singular, então r(S) ≤ 2d(d− 2). Assim, rd ≤ 2d(d− 2) para todo d ≥ 4.

Note que r4 ≤ 16. Assim essa cota é a mesma que Nikulin obteve em 1975. De

fato, o valor de rd é desconhecido para d ≥ 5. Assim, o objetivo deste caṕıtulo é obter

cotas inferiores para rd ao estudar algumas famı́lias de superf́ıcies não singulares de

grau d ≥ 5.

3.1 Famı́lia de superf́ıcies de Fermat

Seja F = {Fd = Z(xd0 + xd1 + xd2 + xd3) | d ≥ 1}, a famı́lia de superf́ıcies de Fermat.

Para o nosso estudo iremos focar no caso em que d ≥ 3, vale salientar que a prova

de alguns resultados será omitida devido ao fato de ser análoga para o caso d = 4,

o qual foi visto no caṕıtulo anterior. Assim como foi feito para o caso d = 4 escolha

ω ∈ C tal que ωd = −1 e ξ ∈ C raiz primitiva d-ésima da unidade e considere U =

{ω, ωξ, ωξ2, . . . , ωξd−1}.
Notemos que φ(x, y) = xd + yd = (x−ωy)(x−ωξy) . . . (x−ωξd−1y). Consideremos

então

L1 = {l1(a, b) = Z(x0 − ax1, x2 − bx3) | a, b ∈ U}

L2 = {l2(a, b) = Z(x0 − ax2, x1 − bx3) | a, b ∈ U}

L3 = {l3(a, b) = Z(x0 − ax3, x1 − bx2) | a, b ∈ U}.

Teorema 3.1. Com as notações acima. Temos que:

1. Li ⊂ φ(Fd) e ]Li = d2 para todo i ∈ {1, 2, 3}.
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3. Estudo de rd para d ≥ 5

2. Li ∩ Lj = ∅ para todo i 6= j.

3. φ(Fd) = L1∪̇L2∪̇L3.

Demonstração. Os itens 1 e 2 provam-se de modo análogo ao caso d = 4 (veja Teorema

2.1). Para a prova do item 3 iremos considerar a estratificação E6, . . . , E1 de G2(C4).

Observemos que [0 : 0 : 0 : 1] pertence a todas as retas nos estratos E6, E5 e E3,

mas [0 : 0 : 0 : 1] /∈ Fd. Portanto, não existem retas contidas em Fd nesses estratos.

Analisemos agora os demais estratos, considerando l = P(W ), sendo W ∈ E1∪̇E2∪̇E4:

Estrato E4:

Neste estrato temos que W = [(0, 1, 0, α), (0, 0, 1, β)], assim os pontos da reta l são

da forma [0 : u : v : αu+βv] e l ⊂ Fd se, e somente se, ud+vd+(uα+vβ)d = 0 para

todo [u : v] ∈ P1. Dáı obtemos que ud+vd+αdud+βdvd+
∑d−1

k=1

(
d
k

)
ukαkvd−kβd−k =

0 para todo [u : v] ∈ P1. O que nos possibilita obter o seguinte sistema
1 + αd = 0

1 + βd = 0

αkβd−k = 0

para todo 1 ≤ k ≤ d− 1, o qual não possui solução.

Estrato E2:

Para este estrato, observemos que W ∈ E2, se, e somente se, W = [(1, α, 0, β),

(0, 0, 1, γ)]. Desse modo, l = {[u : αu : v : βu + γv] | [u : v] ∈ P1}, dáı temos

l ⊂ Fd se, e somente se, (1 +αd +βd)ud + (1 + γ)vd +
∑d−1

k=1

(
d
k

)
βkγd−kukvd−k = 0.

Nos permitindo obter o sistema abaixo
1 + αd + βd = 0

1 + γd = 0

βkγd−k = 0

para qualquer 1 ≤ k ≤ d − 1. Observando a última equação do sistema temos

que γ = 0 ou β = 0. Sendo γ = 0, teremos 1 = 0, o que é um absurdo, já

para o caso em que β = 0 obtemos d2 retas. De fato, uma vez que β = 0 temos

l = P([(1, α, 0, 0), (0, 0, 1, γ)]) = Z(αx0 − x1, γx2 − x3) = Z(x0 − (−αd−1)x1, x2 −
(−γd−1)x3), além disso, observemos que −αd−1, −γd−1 ∈ U e l ∈ L1.

Estrato E1:

Para o estrato E1 temos que l = {[u : v : αu + γv : βu + δv] | [u : v] ∈ P1}. De

modo análogo ao que fizemos nos casos anteriores, temos l ⊂ Fd se, e somente se,
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3. Estudo de rd para d ≥ 5

o seguinte sistema tem solução
1 + αd + βd = 0

1 + γd + δd = 0

αkγd−k + βkδd−k = 0

para todo 1 ≤ k ≤ d− 1. Vamos então, considerar dois casos:

Caso 1: α, β, γ, δ são todos não nulos.

Observando a última igualdade do sistema acima, temos que sendo k = 1,

então αγd−1 = −βδd−1 o que nos possibilita obter a seguinte igualdade
α
β

= −
(
δ
γ

)d−1
. Elevando ambos os membros dessa última igualdade ao

quadrado obtemos
(
α
β

)2
=
(
δ
γ

)2d−2
(3) . Agora sendo k = 2 da última

igualdade do mesmo sistema obtemos
(
α
β

)2
= −

(
δ
γ

)d−2
(4) . Igualando (3)

e (4) obtemos
(
δ
γ

)2d−2
= −

(
δ
γ

)d−2
(5) , multiplicando ambos os membros

de (5) por
(
γ
δ

)d−2
, obtemos

(
δ
γ

)d
= −1, o que nos fornece δd + γd = 0, o

que é um absurdo.

Caso 2: α, β, γ, δ algum deles é nulo.

Primeiramente suponhamos α = 0, observando a última equação do sis-

tema acima temos βδ = 0, mas se β = 0 o sistema não terá solução.

Assim, admitindo que δ = 0 conseguimos encontrar d2 retas, sendo to-

das pertencentes ao conjunto L3. De fato, sendo α = 0 e δ = 0, então

l = P(W ) = ([(1, 0, 0, β), (0, 1, γ, 0)]) = Z(x0 − (−βd−1)x3, x1 − (−γd−1)x2).

Agora vamos verificar para o caso em que γ = 0. Observemos que neste caso

δ não pode ser nulo, assim admitindo β = 0 conseguimos encontrar mais d2

retas, estando estas em L2. De fato, neste caso l = P([(1, 0, α, 0), (0, 1, 0,

δ)]) = Z(x0 − (−αd−1)x2, x1 − (−δd−1x3)).

Verificamos que os casos em que β = 0 e δ = 0 satifaz as mesmas condições

dos casos γ = 0 e α = 0 respectivamente, isto é, sendo β = 0 conseguimos

d2 retas em L2, e sendo δ = 0 encontramos d2 retas em L3.

Pelo que acabamos de provar podemos concluir que:

Corolário 3.2. ]φ(S) = 3d2.

De modo análogo ao que fizemos para o caso em que d = 4, com as notações acima

podemos considerar o seguinte teorema:
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Teorema 3.3. Verifica-se que:

1. li(a, b) ∩ li(a′, b′) = ∅ se, e somente se, a 6= a′ e b 6= b′, para todo i ∈ {1, 2, 3}.

2. l1(a, b) ∩ l2(a′, b′) = ∅ se, e somente se, a
b
6= a′

b′
.

3. l1(a, b) ∩ l3(a′, b′) = ∅ se, e somente se, ab 6= a′

b′
.

4. l2(a, b) ∩ l3(a′, b′) = ∅ se, e somente se, ab 6= a′b′.

5. O número máximo de retas duas a duas disjuntas em Li é d.

Demonstração. Os itens de 1 a 4 provam-se de modo análogo ao feito para o caso

d = 4 (veja Proposição 2.2). Para o item 5 basta observarmos que as retas em Li
são parametrizadas por U1 × U1. Assim, podemos representar os pares de U1 × U1 que

parametrizam as retas em Li como o arranjo abaixo
(ω, ω) (ω, ξω) . . . (ω, ξd−1ω)

...

(ξd−1ω, ω) (ξd−1ω, ξω) . . . (ξd−1ω, ξd−1ω)

 .
Segue do item (1) deste Teorema que a escolha das retas que são disjuntas da reta

li(a, b) são determinadas ao deletar a linha e a coluna na posição onde encontra-se

(a, b). Como, no máximo podemos deletar (d− 1) linhas e colunas, o que implica que

podemos escolher no máximo d retas duas a duas disjuntas em Li.

Corolário 3.4. Verifica-se que 2d ≤ r(Fd) ≤ 3d, para todo d ≥ 3.

Demonstração. Como φ(Fd) = L1∪̇L2∪̇L3, conclúımos que se K ⊂ φ(Fd) for cons-

titúıdo por retas duas a duas disjuntas, então ]K =
∑3

i=1 ](K∩Li) ≤ 3d. Dáı segue-se

que, r(Fd) ≤ 3d. Resta-nos agora provar que 2d ≤ r(Fd) sendo d ≥ 3. Para isso iremos

considerar os casos em que d é par e d é ı́mpar.

Se d for par considere N1 = {l1(a, a) ∈ L1 | a ∈ U}. Observe que a partir do

item (1) do Teorema 3.3 temos que N1 é constitúıdo por d retas duas a duas disjuntas.

Notemos também que a partir do item (2) deste mesmo Teorema temos que l1(a, a) ∩
l2(a

′, b′) = ∅ ⇔ a′ 6= b′. Considere agora N2 ⊂ L2 definido da seguinte forma N2 =

{l2(ω, ξω), l2(ξω, ω), l2(ξ
2ω, ξ3ω), l2(ξ

3ω, ξ2ω), . . . , l2(ξ
d−2ω, ξd−1ω), l2(ξ

d−1ω, ξd−2ω)}.
Considerando os itens (1) e (2) do Teorema 3.3 podemos verificar que as retas em

N1 ∪ N2 são duas a duas disjuntas. Assim, obtemos 2d retas duas a duas disjuntas se

d for par.

Agora sendo d ı́mpar considere G1 ⊂ L1 definido da seguinte forma G1 = {l1(ω,

ξω), l1(ξω, ω), l1(ξ
2ω, ξ3ω), l1(ξ

3ω, ξ2ω), . . . , l1(ξ
d−3ω, ξd−2ω), l1(ξ

d−2ω, ξd−3ω),
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l1(ξ
d−1ω, ξd−1ω)} com ω = −1. Novamente pelo item (1) do Teorema 3.3 temos que G1

possui d retas duas a duas disjuntas. Seja Ud = {1, ξ, ξ2, . . . , ξd−1}, o conjunto das ráızes

d-ésimas da unidade e U ′ = {ab ∈ Ud | l1(a, b) ∈ G1}. Notemos que ]U ′ ≤ d−1
2

+1 = d+1
2

e d− (d+1)
2
≥ 1, se d ≥ 3.

A seguir escolha ξi0 ∈ Ud − U ′ e considere G3 = {l3(−ηξi0 ,−η) ∈ L3 | η ∈ Ud}.
Ainda considerando o item (1) do Teorema 3.3 conclúımos que G3 possui d retas duas

a duas disjuntas e do item (3) do Teorema 3.3 que G1 ∪ G3 é constitúıdo por 2d retas

duas a duas disjuntas. O que permite concluir a nossa desigualdade.

3.2 Famı́lia de superf́ıcies de Rams

Nesta seção, temos como principal objetivo estudar a famı́lia de superf́ıcies {Rd}
de grau d ≥ 1 em P3, sendo Rd definida pelo seguinte polinômio

f = xd−10 x1 + xd−11 x2 + xd−12 x3 + xd−13 x0.

Lema 3.5. A superf́ıcie Rd é não singular para todo d 6= 2.

Demonstração. Se d = 1 então temos que R1 é um plano, assim R1 é não singular.

Agora assuma que d ≥ 2. Derivando f parcialmente e igualando a zero temos,

(1) ∂0f = xd−13 + (d− 1)xd−20 x1 = 0

(2) ∂1f = xd−10 + (d− 1)xd−21 x2 = 0

(3) ∂2f = xd−11 + (d− 1)xd−22 x3 = 0

(4) ∂3f = xd−12 + (d− 1)xd−23 x0 = 0

⇔

(1)′ xd−13 = −(d− 1)xd−20 x1

(2)′ xd−10 = −(d− 1)xd−21 x2

(3)′ xd−11 = −(d− 1)xd−22 x3

(4)′ xd−12 = −(d− 1)x0x
d−2
3

Seja P = (x0, x1, x2, x3) uma solução desse sistema. Observemos que se xi = 0

para algum i ∈ {0, 1, 2, 3} então xj = 0 para todo j ∈ {0, 1, 2, 3}. Assim vamos

assumir que xi 6= 0 para todo i ∈ {0, 1, 2, 3}. Multiplicando (4) por x3 obtemos

xd−12 x3 + (d − 1)x0x
d−1
3 = 0. Substituindo (1)’ na última igualdade obtida temos

xd−12 x3 − (d− 1)2xd−10 x1 = 0 (5). Agora substituindo (2)’ em (5), temos xd−12 x3 + (d−
1)3xd−11 x2 = 0 (6). Finalmente substituindo (3)’ em (6), conclúımos que xd−12 x3 − (d−
1)4xd−12 x3 = 0⇔ (1− (d− 1)4)xd−12 x3 = 0⇔ (d− 1)4 = 1. Sendo que d = 2 é a única

solução natural de (d− 1)4 = 1. Portanto, Sing(Rd) = ∅ se d 6= 2.

Proposição 3.6. Seja S ⊆ P3 uma superf́ıcie não singular de grau d. Assuma que

L,M ∈ φ(S) e L ∩ M = ∅. Então, φL(S) ∩ φM(S) consiste de retas duas a duas

disjuntas, se ](φL(S) ∩ φM(S)) > 2.
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Demonstração. Suponha que ](φL(S)∩ φM(S)) > 2. Considere l,m ∈ φL(S)∩ φM(S),

com l 6= m. Suponhamos que l ∩m 6= ∅. Assim, l e m geram um plano, isto é, 〈l,m〉
é um plano. Uma vez que, L,M ⊂ S, então segue-se que L,M ⊂ 〈l,m〉, o que é um

absurdo.

Considere agora L1 = Z(x0, x2) e L2 = Z(x1, x3). Note que

L1 = {[0 : 0 : 0 : 1]} ∪ {[0 : 1 : 0 : α] | α ∈ C} (3.1)

e

L2 = {[0 : 0 : 1 : 0]} ∪ {[1 : 0 : β : 0] | β ∈ C}. (3.2)

Teorema 3.7. Com as notações acima. Verifica-se que:

(1) L1 ∩ L2 = ∅ e Li ∈ φ(Rd) para i = 1, 2.

(2) ](φL1(Rd) ∩ φL2(Rd)) = d(d− 2) + 2 para todo d ≥ 3.

(3) ]φ(R4) = 52.

(4) φ(Rd) = φL1(Rd) ∩ φL2(Rd) ∪ {L1, L2} se d ≥ 5.

Demonstração. (1) É uma verificação direta a partir das equações que determinam

L1, L2 e Rd.

(2) Seja l ⊂ Rd uma reta que intersecta L1 e L2. Tendo em consideração (3.1) e (3.2)

temos 4 casos a considerar:

Caso 1: l = P([(0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0)]) = Z(x0, x1)

Neste caso o ponto p = [0 : 0 : 1 : 1] ∈ l, mas p /∈ Rd, logo l 6⊂ Rd.

Caso 2: l = P([(0, 0, 0, 1), (1, 0, β, 0)]) para algum β ∈ C.

Para este caso, se p ∈ l então p = [v : 0 : βv : u], com [u : v] ∈ P1, dáı temos

l ⊂ Rd se, e somente se, vd−1βd−1u + ud−1v = 0 para todo [u : v] ∈ P1. O

que nos possibilita chegar na igualdade 1 = 0, o que é um absurdo. Logo

l 6⊂ Rd.

Caso 3: l = P([(0, 1, 0, α), (0, 0, 1, 0)]) para algum α ∈ C.

A verificação desde caso dá-se de modo análogo ao caso 2, nos possibilitando

chegar ao mesmo absurdo.

Caso 4: l = P([(0, 1, 0, α), (1, 0, β, 0)]) para algum α, β ∈ C.
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Observemos que se p ∈ l, então p = [v : u : βv : αu] com [u : v] ∈ P1. Assim,

l ⊂ Rd se, e somente se, uvd−1 +βud−1v+αβd−1uvd−1 +αd−1ud−1v = 0 para

todo [u : v] ∈ P1. Nos dando o seguinte sistema,{
1 + αβd−1 = 0

β + αd−1 = 0
.

Da segunda equação temos β = −αd−1. Substituindo esse valor na primeira

equação e em seguida multiplicando por (−1)d−1 obtemos,{
αd(d−2)+2 = (−1)d

β = −αd−1
.

Note que neste sistema existem d(d−2)+2 soluções da equação αd(d−2)+2 =

(−1)d (isto para cada d). Assim, obtemos as retas Lα = P([(0, 1, 0, α),

(1, 0,−αd−1, 0)]) com α solução de αd(d−2)+2 = (−1)d. Portanto, ](φL1(Rd)∩
φL2(Rd)) = d(d − 2) + 2. Além disso, pela Proposição 3.6 temos que estas

d(d− 2) + 2 retas são duas a duas disjuntas.

(3) Para a prova deste item iremos utilizar a estratificação E6, . . . , E1 de G2(C4).

Salientamos que após alguns cálculos verificamos que nos estratos E6, E4 e E3

não há retas. Já nos estratos E5 e E2 há exatamente uma reta em cada um deles,

sendo estas L1 = Z(x0, x2) e L2 = Z(x1, x3), respectivamente. Vamos agora

verificar o estrato E1.

Sabemos que neste estrato, uma reta l é dada pela projetivização do seguinte

subespaço [(1, 0, α, β), (0, 1, γ, δ)] para algum α, β, γ, δ ∈ C. Note que os pontos

[1 : 0 : α : β], [0 : 1 : γ : δ] ∈ l e para que estes estejam em R4 se faz necessário

que as seguintes equações sejam satisfeitas:

β(α3 + β2) = 0 (3.3)

e

γ(1 + γ2δ) = 0 (3.4)

Vamos então dividir as soluções destas equações em quatro conjuntos distintos,

vejamos:
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Figura 3.1: Quatro conjuntos distintos que estratificam E1.

Conjunto I ′: Neste conjunto, temos l = P([(1, 0, α, 0), (0, 1, 0, δ)]). Assim, um ponto

p em l é da forma p = [u : v : αu : δv] para [u : v] ∈ P1. Desse modo,

l ⊂ R4 se, e somente se, u3v + αuv3 + α3δu3v + δ3uv3 = 0. De onde

conclúımos que α + δ3 = 0 e 1 + α3δ = 0, o que nos permite encontrar

10 retas em R4.

Conjunto II ′: Pela equação (3.4) temos δ = − 1
γ2

. Assim, l = P([(1, 0, α, 0), (0, 1, γ,

− 1
γ2

)]). Realizando uma mudança de base temos, l = P([(1, 0, α, 0), (0,

γ2, γ3, −1)]). Assim, l ⊂ R4 se, e somente se, γ2u3v + αγ6uv3 + γ9v4 +

(αu+ γ3v)3(−v)− uv3 = 0. Dáı obtemos o seguinte sistema:
γ2 − α3 = 0

−2αγ6 − 1 = 0

−3α2γ3 = 0

.

Como γ 6= 0, então pela última equação do sistema temos α = 0, o que é

um absurdo ao considerar a segunda equação. Portanto, neste conjunto

não há retas.

Conjunto III ′: Neste caso temos que l = P([(1, 0, α, β), (0, 1, 0, δ)]). Assim sendo p ∈ l,
então p = [u : v : αu : βu + δv]. Dáı, l ⊂ R4 se, e somente se,

u3v+αuv3 + a3u3(βu+ δv) + (βu+ δv)3u = 0, o que nos permite obter

o seguinte sistema: 
1 + α3δ + 3β2δ = 0

α + δ3 = 0

α3β + β3 = 0

3βδ2 = 0

.

Pela última equação temos δ = 0, substituindo este valor na primeira
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equação teremos o absurdo de que 1 = 0. Portanto, não há retas neste

conjunto.

Conjunto IV ′: Para este conjunto, observemos que sendo β 6= 0 e γ 6= 0 então α 6= 0 e

δ 6= 0. Assim, l = P([(1, 0, α, β), (0, γ2, γ3,−1)]) com α3+β2 = 0. Desse

modo, após alguns cálculos chegamos a conclusão de que l ⊂ R4 se, e

somente se, o seguinte sistema é satisfeito:
γ2 + 3α2βγ3 − α3 − 3β2 = 0

−2αγ6 + βγ9 − 1 = 0

α3β + β3 = 0

3αβγ6 − 3α2γ3 + 3β = 0

.

Com o aux́ılio do software Maxima conseguimos obter 40 soluções para

este sistema. Portanto, a superf́ıcie quártica de Rams possui exatamente

2 + 10 + 40 = 52 retas.

(4) Para a prova deste item primeiramente consideremos L1 = Z(x0, x2), H1 = Z(x0)

e H2 = Z(x2) planos contendo L1. Note que:

H1 ∩Rd = Z(x0, x
d−1
1 x2 + xd−12 x3)

= Z(x0, x2(x
d−1
1 + xd−22 x3))

= Z(x0, x2) ∪ Z(x0, x
d−1
1 + xd−22 x3)

= L1 ∪ C1

sendo C1 a curva residual no plano H1. Analogamente temos, H2 ∩ Rd =

Z(x2, x0) ∪ Z(x2, x
d−2
0 x1 + xd−13 ) = L1 ∪ C2, sendo C2 a curva residual no plano

H2.

Vamos agora dividir as retas l ⊂ Rd em 4 conjuntos disjuntos, vejamos

Figura 3.2: Quatro conjuntos disjuntos que estratificam φ(Rd).

Primeiramente lembremos que L1 = {[0 : 0 : 0 : 1]} ∪ {[0 : 1 : 0 : α] | α ∈
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C} e L2 = {[x0 : 0 : x2 : 0] | [x0 : x2] ∈ P1}. Iniciaremos nossa análise no

conjunto I. Seja l uma reta em Rd tal que l ∩ L1 6= ∅ e l ∩ L2 = ∅. Assim,

l = P([(0, 0, 0, 1), (a, b, c, d)]) ou l = P([(0, 1, 0, α), (a, b, c, d)]) para algum α ∈ C.

Tendo em vista o fato de que l ∩ L2 = ∅, obtemos l = P([(0, 0, 0, 1), (a, 1, c, 0)])

ou l = P([(0, 1, 0, α), (a, 0, c, 1)]). Desse modo, temos dois casos a considerar:

Caso 1: l = P([(0, 0, 0, 1), (a, 1, c, 0)])

Neste caso, se p ∈ l então p = [av : v : cv : u] com [u : v] ∈ P1, dáı l ⊂ Rd se,

e somente se, ad−1vd + cvd + cd−1uvd−1 + aud−1v = 0 para todo [u : v] ∈ P1.

O que nos possibilita encontrar como resultado a = c = 0. Logo, l = L1.

Caso 2: l = P([(0, 1, 0, α), (a, 0, c, 1)])

Para este caso, se p ∈ l, então p é da forma [au : u : cv : αu + v] com

[u : v] ∈ P1. Desse modo, l ⊂ Rd se, e somente se, (ad−1 + aαd−1)ud +

cd−1vd + cud−1v + (αcd−1 + a)uvd−1 +
∑d−2

k=1

(
d−1
k

)
(αu)kvd−1−kau = 0, dáı

obtemos o seguinte sistema:



ad−1 + aαd−1 = 0

cd−1 = 0

αcd−1 + a = 0

c+ aαd−2 = 0

aαk1≤k≤d−3 = 0

Da segunda e terceira equação do sistema acima obtemos a = c = 0, assim

l = P((0, 1, 0, α), (0, 0, 0, 1)). Dáı temos, l = L1.

Salientamos que ao verificar o conjunto II, temos que l = L2. A verificação

para este conjunto dá-se de modo análogo ao que foi feito para o conjunto I,

assim iremos omit́ı-la. No que diz respeito ao conjunto III basta considerar

o segundo item deste Teorema.

Para o conjunto IV , primeiramente observemos que como l ∩L1 = ∅, então

l 6⊂ Hi, para i = 1, 2. Além disso, temos necessariamente que l ∩ C1 6= ∅ e

l ∩ C2 6= ∅, sendo C1, C2 as curvas residuais encontradas anteriormente. De

fato, temos que {l ⊂ Rd | l∩Li = ∅, i = 1, 2} ⊆ {l ⊂ Rd | l∩Ci 6= ∅, i = 1, 2}.
Note que C1 = {[0 : 0 : 0 : 1]} ∪̇ {[0 : α : 1 : −αd−1] | α ∈ C}. De fato,

sendo p = [x0 : x1 : x2 : x3] temos que p ∈ C1 se, e somente se, x0 = 0 e

xd−11 + xd−22 x3 = 0. Observemos então os seguintes casos:

Caso 2.1: x2 = 0

Para este caso obtemos o ponto p = [0 : 0 : 0 : 1].
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Caso 2.2: x2 6= 0

Neste caso temos que p = [0 : x1 : x2 : x3] ∈ C1 se, e somente se, xd−11 +

xd−22 x3 = 0. Dividindo tal equação por xd−12 , obtemos (x1
x2

)d−1 + x3
x2

= 0.

Agora dividindo as coordenadas de p por x2 e denotando por α = x1
x2

, da

última igualdade obtida temos p = [0 : α : 1 : −αd−1]. Logo, C1 = {[0 : 0 :

0 : 1]} ∪̇ {[0 : α : 1 : −αd−1] | α ∈ C}.

De modo análogo, temos C2 = {[0 : 1 : 0 : 0]} ∪̇ {[1 : −βd−1 : 0 : β] | β ∈ C}.
A seguir vamos considerar l ⊂ Rd tal que l ∩ Ci 6= ∅ para i = 1, 2. Pelo que

provamos acima, teremos 4 casos a considerar, vejamos:

Caso 1: l = P([(0, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 0)])

Note que, neste caso l = Z(x0, x2), isto é, l = L1. O que não pode acontecer,

pois no conjunto em questão (conjunto IV ) l ∩ Li = ∅, com i = 1, 2.

Caso 2: l = P([(0, 0, 0, 1), (1,−βd−1, 0, β)]) para algum β ∈ C.

Neste caso, temos l ⊂ Rd se, e somente se, ud−1v+
∑d−2

k=1

(
d−1
k

)
βd−1−kvd−kuk =

0, com [u : v] ∈ P1. O que nos possibilita encontrar o absurdo de que 1 = 0.

Caso 3: l = P([(0, α, 1,−αd−1), (0, 1, 0, 0)]) para algum α ∈ C.

De modo análogo ao caso anterior chegamos ao mesmo absurdo.

Até o presente momento vimos que os subespaços [(0, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 0)],

[(0, 0, 0, 1), (1, −βd−1, 0, β)], [(0, α, 1, −αd−1), (0, 1, 0, 0)] não determinam

retas em Rd. Vamos agora verificar o último caso.

Caso 4: l = P([(0, α, 1,−αd−1), (1,−βd−1, 0, β)]) para algum α, β ∈ C.

Neste caso temos l ⊂ Rd se, e somente, αuvd−1 + (−1)d−1β(d−1)2uvd−1 +

βud−1v + (−1)d−1α(d−1)2ud−1v +
∑d−2

k=1

(
d−1
k

)
αk(−1)d−1−kβ(d−1)(d−1−k)

uk+1vd−1−k+
∑d−2

k=1

(
d−1
k

)
(−1)kα(d−1)kβd−1−kukvd−k = 0. Denotando j = k+1

obtemos,
α + (−1)d−1β(d−1)2 − (d− 1)αd−1βd−2 = 0

β + (−1)d−1α(d−1)2 − (d− 1)αd−2βd−1 = 0(
d−1
j−1

)
αj−1(−1)d−jβ(d−1)(d−j) +

(
d−1
j

)
(−1)jα(d−1)jβd−1−j = 0

para cada j, 2 ≤ j ≤ d− 2.

Observemos que α = 0 se, e somente se, β = 0 e sendo assim teremos

l = Z(x1, x3), ou seja l = L2 o que não pode acontecer. Além disso, se

d ≥ 6, podemos considerar j = 2, j = 3 e j = 4 na última equação do
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sistema acima, e obtemos respectivamente
α(−1)dβ(d−1)(d−2) = − (d−2)

2
α(d−1)2βd−3 (1)

α2(−1)dβ(d−1)(d−3) = − (d−3)
3
α(d−1)3βd−4 (2)

α3(−1)dβ(d−1)(d−4) = − (d−4)
4
α(d−1)4βd−5 (3)

.

Dividindo (2) por (1) e (3) por (2), obtemos respectivamente,
1

βd−2 = 2(d−3)
3(d−2)α

d−2 e 1
βd−2 = 3(d−4)

4(d−3)α
d−2, igualando estas duas equações te-

mos d(d − 6) = 0. O que não pode acontecer para d ≥ 7. Salientamos que

embora tal resultado nos permita concluir que para as superf́ıcies de Rams

de grau d ≥ 7 existam apenas d(d − 2) + 4 retas, utilizando o processo de

estratificação e realizando procedimentos análogos ao que fizemos no item

anterior, chegamos a conclusão de que sendo d = 5, 6 a superf́ıcie de Rams

possui exatamente d(d− 2) + 4 retas. Sendo estas encontradas nos estratos

E5, E2 e E1. Salientamos ainda que d(d−2)+2 dessas retas são encontradas

no conjunto onde β = γ = 0. Desse modo, conclúımos nossa afirmação.

Corolário 3.8. r(Rd) ≥ d(d − 2) + 2 para todo d ≥ 3 e r(Rd) = d(d − 2) + 2 se

d /∈ {3, 4}.

Demonstração. Segue do item (2) do Teorema 3.7 que r(Rd) ≥ d(d+ 2) + 2 para todo

d ≥ 3. Assuma que d /∈ {3, 4}.
Seja P ⊂ φ(Rd) formado por retas duas a duas disjuntas. Assim, segue do item (4)

do Teorema 3.7 que P = P ∩ (φL1(Rd) ∩ φL2(Rd)) ∪̇ P ∩ {L1, L2}. Desse modo temos

dois casos a considerar:

Caso 1: P ∩ {L1, L2} = ∅

Neste caso P = P ∩ (φL1(Rd) ∩ φL2(Rd)). Dáı, P ⊆ φL1(Rd) ∩ φL2(Rd), o

que nos permite conscluir que ]P ≤ ](φL1(Rd) ∩ φL2(Rd)) = d(d− 2) + 2.

Caso 2: P ∩ {L1, L2} 6= ∅

Suponha que L1 ∈ P , assim P ∩ (φL1(Rd) ∩ φL2(Rd)) = ∅ uma vez que P é

formado por retas duas a duas disjuntas. Dáı, segue-se que P = P∩{L1, L2},
o que nos possibilita concluir que ]P ≤ 2. Assim, ]P ≤ d(d − 2) + 2

para todo P ⊂ φ(Rd) formado por retas duas a duas disjuntas (desde que,

]P ≤ 2 ≤ d(d− 2) + 2). Sabemos que ](φL1(Rd) ∩ φL2(Rd)) = d(d− 2) + 2.

Portanto, r(Rd) = d(d− 2) + 2, se d /∈ {3, 4}.
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Pelo que acabamos de provar, podemos concluir que:

Corolário 3.9. rd ≥ d(d− 2) + 2 para todo d ≥ 5.

3.3 Famı́lia de Boissiére-Sarti

A famı́lia de superf́ıcies de Boissiére-Sarti será denotada neste trabalho como sendo

BS = {Sd = Z(xd−10 x1 + x0x
d−1
1 + xd−12 x3 + x2x

d−1
3 ) ⊂ P3 | d ≥ 1}.

Vamos agora verificar para quais valores de d uma superf́ıcie de Bossiére-Sarti é não

singular. Primeiramente observamos que, sendo f = xd−10 x1 +x0x
d−1
1 +xd−12 x3 +x2x

d−1
3

para d ≥ 2 temos,

(1) ∂0f = (d− 1)xd−20 x1 + xd−11 = x1(x
d−2
1 + (d− 1)xd−20 )

(2) ∂1f = xd−10 + (d− 1)x0x
d−2
1 = x0(x

d−2
0 + (d− 1)xd−21 )

(3) ∂2f = (d− 1)xd−22 x3 + xd−13 = x3(x
d−2
3 + (d− 1)xd−22 )

(4) ∂3f = xd−12 + (d− 1)x2x
d−2
3 = x2(x

d−2
2 + (d− 1)xd−23 ).

Observemos que x0 = 0 se, e somente se, x1 = 0. Vamos então assumir que x0 6= 0 e

x1 6= 0. Neste caso segue de (1) e (2) que xd−21 = −(d− 1)xd−20 e xd−20 = −(d− 1)xd−21 .

De onde conclúımos que 1 = (d− 1)2, o que nos permite concluir que d = 2. De modo

análogo podemos verificar para o caso em que x2 6= 0 e x3 6= 0. Logo, a superf́ıcie de

Bossieré-Sarti é não singular para todo d 6= 2.

Teorema 3.10. Sejam L1 = Z(x0, x2) e L2 = Z(x1, x3). Então,

(1) L1 e L2 são retas disjuntas em Sd.

(2) ](φL1(Sd) ∩ φL2(Sd)) = d(d− 2) + 2 para todo d ≥ 3.

Demonstração. Para a primeira afirmação basta considerar as definições de L1, L2 e

Sd. Já para a segunda, observemos que L1 = {[0 : 0 : 0 : 1]} ∪̇ {[0 : 1 : 0 : α] | α ∈ C} e

L2 = {[1 : 0 : 0 : 0]} ∪̇ {[β : 0 : 1 : 0] | β ∈ C}. Desse modo temos 4 casos a considerar:

Caso 1: l = P([(0, 0, 0, 1), (1, 0, 0, 0)])

Neste caso, observemos que l = Z(x1, x2), além disso, l ⊂ Sd.

Caso 2: l = P([(0, 0, 0, 1), (β, 0, 1, 0)]), Caso 3: l = P([(0, 1, 0, α), (1, 0, 0, 0)])

Nos casos 2 e 3 chegamos ao absurdo de que 1 = 0 ao supor que l ⊂ Sd.
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Caso 4: l = P([(0, 1, 0, α), (β, 0, 1, 0)])

Neste caso temos l ⊂ Sd se, e somente se, βd−1uvd−1 + βud−1v + αuvd−1 +

αd−1ud−1v = 0, para todo [u : v] ∈ P1. O que nos permite obter o seguinte

sistema: {
α + βd−1 = 0

β + αd−1 = 0

Note que α = 0 se, e somente se, β = 0. Neste caso, l = Z(x0, x3) ⊂ Sd.

Vamos agora verificar o caso em α 6= 0 e β 6= 0. Observe que pelo sistema

acima temos {
α = −βd−1

β = −αd−1
(3.5)

Substituindo a segunda igualdade de (3.5) na primeira obtemos α =

−(−αd−1)d−1. O que nos permite obter (−1)d = αd(d−2). Assim, para

cada α ∈ C tal que (−1)d = αd(d−2) obtemos a reta Lα = P([(0, 1, 0, α),

(−αd−1,0,1,0)]), obtendo assim, d(d− 2) + 1 retas duas a duas disjuntas em

Sd para este caso.

Desse modo, conclúımos nossa segunda afirmação.

Observação 3.1. A famı́lia de retas Λ = {Lα = P([(0, 1, 0, α), (−αd−1, 0, 1,

0)]) | αd(d−2) = (−1)d} coincide com a famı́lia de retas Lη = {[−ηu : v : u : −ηd−1v] | [u :

v] ∈ P1}, a qual é considerada na demonstração no Teorema 5.1, pág. 49 em [5].

Nesse momento, surge a seguinte questão: É posśıvel achar outras retas em Sd para

d ≥ 5, digamos m1,m2, . . . ,mk duas a duas disjuntas tais que m1, . . . ,mk, Lα (sendo

Lα as d(d− 2) retas encontradas acima) sejam duas a duas disjuntas?

A resposta para esta indagação é afirmativa. Vejamos,

Proposição 3.11. Considere d ≥ 4. Verifica-se que Sd contém d(d− 2) + 4 retas duas

a duas disjuntas, se d é ı́mpar ou múltiplo inteiro de 4.

Demonstração. Sejam M1 = Z(x1, x2 + x3) = P([(1, 0, 0, 0), (0, 0,−1, 1)]) e M2 =

Z(x3, x0 +x1) = P([(0, 0, 1, 0), (−1, 1, 0, 0)]). Note que M1∩M2 = ∅ e que M1,M2 ⊂ Sd

se, e somente se, d é ı́mpar. De fato, M1 ⊂ Sd se, e somente se, (−x3)d−1x3 +

xd−13 (−x3) = 0. Dáı, temos que M1 ⊂ Sd se, e somente se, (−1)d−1xd3 + (−1)xd3 = 0,

o que só acontece caso d seja ı́mpar. De modo análogo verificamos para a reta M2.

Após a realização de alguns cálculos utilizando determinante e a parametrização das

d(d−2)+2 retas encontradas na demonstração do Teorema 3.10 e as retas M1 e M2 em
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questão, conseguimos chegar a conclusão de que M1,M2 e Lα são duas a duas disjuntas.

Assim, conseguimos d(d− 2) + 4 retas duas a duas disjuntas em Sd.

Considere agora M3 = Z(x0, x2 + εx3) = P([(0, 1, 0, 0), (0, 0 , −ε, 1)]) e M4 =

Z(x2, x0 + εx1) = P([(0, 0, 0, 1), (−ε, 1, 0, 0)]), sendo ε a raiz primitiva da unidade

para grau d−2. Observe que, M3 ⊂ Sd. De fato, sendo M3 = Z(x0, x2+εx3) então pela

notação da superf́ıcie Sd temos (−εx3)d−1x3 + (−εx3)xd−13 = (εd−1 − ε)xd3 = 0. O que

nos permite chegar a conclusão εd−2 = 1. De modo análogo, verifica-se que M4 ⊂ Sd.

Considerando tais retas e as retas Lα obtemos:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 0

0 0 −ε 1

0 1 0 α

−αd−1 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −εαd e

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 1

−ε 1 0 0

0 1 0 α

−αd−1 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ε .

Além disso, ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 0 −1 1

0 1 0 0

0 0 −ε 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1− ε e

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 0 −1 1

0 0 0 1

−ε 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1 .

Note que as linhas destas matrizes são formadas pelas coordenadas dos vetores dos

subespaços que definem as retas Mi, com i ∈ {1, 3, 4} e Lα. Desse modo, pelo resultado

do determinante das duas primeiras matrizes temos que M3 ∩ Lα = ∅ e M4 ∩ Lα = ∅.
Observe que sendo ε raiz primitiva da unidade e d ≥ 4 então, 1−ε 6= 0, logoM1∩M3 = ∅
e M1 ∩M4 = ∅ (pelos resultados dos determinantes das duas últimas matrizes). De

modo análogo, chegamos a conclusão de que M2 ∩M3 = ∅ e M2 ∩M4 = ∅. O que nos

permite concluir que as retas Mi, com i ∈ {1, 2, 3, 4} e Lα são duas a duas disjuntas.

Logo, obtemos d(d− 2) + 4 retas duas a duas disjuntas em Sd sendo d ı́mpar.

Vamos agora verificar a afirmação para d = 4k, com k ∈ N. Para isso, considere

M̃1 = Z(x1, x2− ix3) e M̃2 = Z(x3, x0− ix1). Observe que tais retas estão em Sd, para

todo d = 4k, com k ∈ N. De fato, M̃1 ⊂ Sd se, e somente se, (ix3)
d−1x3 + ix3x

d−1
3 = 0.

Assim, M̃1 ⊂ Sd se, e somente se, (id−1 + i)xd3 = 0, dáı temos id−1 = −i, o que nos dá

id−4 = 1, logo d = 4k com k ∈ N. O mesmo se verifica para M̃2. Além disso,∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 0 i 1

0 1 0 α

−αd−1 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 0 i 1

0 1 0 0

0 0 −ε 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −i− ε e

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0

0 0 i 1

0 0 0 1

−ε 1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= i .
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Note que as duas primeiras linhas dessas matrizes são as coordenadas dos vetores de um

subespaço que define a reta M̃1 e as demais correspondem as coordenadas dos vetores

dos subespaços que determinam as retas Lα ⊂ Λ, M3 e M4 respectivamente. Observe

ainda que sendo ε 6= −i o resultado da segunda matriz é diferente de zero. Resultados

análogos a estes são obtidos ao considerar a reta M̃2. Assim, podemos concluir que

sendo d múltiplo de 4, conseguimos encontrar d(d− 2) + 4 retas duas a duas disjuntas

em Sd.

Pelo que acabamos de provar, podemos concluir que rd ≥ d(d − 2) + 4 para d ≥ 4

sendo d ı́mpar ou múltiplo inteiro de 4. Salientamos que o resultado acima não foi

encontrado em nenhuma literatura a qual tivemos acesso.
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Apêndice A

Resultados Básicos de Geometria

Algébrica

Nesta parte do trabalho exibiremos alguns conceitos e resultados, os quais servirão

de apoio para o desenvolvimento no texto, bem como para uma melhor compreensão

desta dissertação.

A.1 Resultados gerais

Observação A.1. (1) Sendo V um espaço vetorial de dimensão finita sobre um corpo

K e sendo P(V ) a projetivização de V . Como cada subespaço de dimensão 1 de V é

gerado por um vetor não nulo, temos: P(V ) = {[v] | v 6= 0, v ∈ V } sendo [v] = {λv ∈
V | λ ∈ K}.
(2) Sendo [u] e [v] pontos em Pn, então [u] 6= [v]⇔ u e v são linearmente independentes.

Observação A.2. Se [u] ∈ Pn com u = (u0, u1, . . . , un). Então usaremos a notação

[u] = [u0 : u1 : . . . : un]. Neste caso u0, u1, . . . , un são chamadas de coordenadas

homogêneas do ponto [u].

Exemplo A.1. Sendo p = [1 : 0 : 1 : 0] ∈ P3, então 1, 0, 1, 0 são as coordenadas

homogêneas de p.

Observação A.3. No decorer deste apêndice T denotará o anel dos polinômios

C[x0, . . . , xn] e Td o conjunto dos polinômios homogêneos de grau d em T .

Teorema A.1. Sendo Λ uma variedade r-linear em Pn. Então existem L1, L2, . . . , Ln−r

polinômios em T1 linearmente independentes tais que Λ = Z(L1) ∩ . . . ∩ Z(Ln−r).

Demonstração. Ver Teorema 1.2.4, pág. 6 em [8].
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Definição A.1. Seja f ∈ T não nulo, dizemos que f é um polinômio homogêneo de

grau d se, e somente se, f(λx0, . . . , λxn) = λdf(x0, . . . , xn) para todo λ ∈ C.

Notação: Td = {polinômios homogêneos de grau d} ∪ {0} para cada d ≥ 0 inteiro.

Definição A.2. Seja f ∈ Td. Definimos os zeros de f como sendo Z(f) = {[u] ∈
Pn | f(u) = 0}.

Exemplo A.2. Seja F ∈ Td. Para d = 0 temos que F = 0 ou F = a0 6= 0 ∈ C. Assim,

temos que Z(0) = P1 ou Z(a0) = ∅.

Exemplo A.3. Se G ∈ Td tal que G = H1H2 sendo Hi ∈ Tdi com d1 + d2 = d. Então

Z(G) = Z(H1) ∪ Z(H2). De fato, sendo [v] ∈ Pn, temos que [v] ∈ Z(G) ⇔ G(v) =

0⇔ H1(v)H2(v) = 0⇔ H1(v) = 0 ou H2(v) = 0⇔ [v] ∈ Z(H1) ou [v] ∈ Z(H2).

Definição A.3. Sendo S = Z(f) uma superf́ıcie qualquer com f ∈ Td. Dizemos que

um ponto p ∈ Pn é um ponto singular de S, se, e somente se, p é solução do sistema

de equação ∂f
∂xi

(p) = 0, para todo i ∈ {0, 1, . . . , n} .

Definição A.4. Dizemos que uma superf́ıcie S ⊆ Pn é singular, se esta possui algum

ponto singular, caso contrário dizemos que esta é não singular.

Definição A.5. O conjunto dos pontos singulares de uma superf́ıcie singular S é

denotado por Sing(S).

Observação A.4. Sendo f ∈ T1 não nulo então temos que, S = Z(f) ⊂ Pn não admite

pontos singulares. Já para d ≥ 2 sempre há hipersuperf́ıcies singulares, por exemplo

Z(x20 + . . .+ x2n−1).

Definição A.6. Seja S = Z(f) ⊆ Pn com f ∈ Td. Para qualquer x ∈ S definimos o

hiperplano tangente a S em x por TxS = Z(f0(x)x0 + f1(x)x1 + . . . + fn(x)xn), onde
∂f
∂xi

= fi. Observe que se x 6∈ Sing(S) com d ≥ 1, então TxS é de fato um hiperplano.

Definição A.7. Sendo I um ideal em T . Dizemos que I é homogêneo se, existirem

F1, F2, . . . , Fk homogêneos (não necessariamente do mesmo grau) tais que 〈F1, . . . , Fk〉 =

I.

Exemplo A.4. I = 〈x0 + x31, 2x0〉 = 〈x31, x0〉 é um ideal homogêneo em C[x0, x1].

Lema A.2. Seja I ⊂ T um ideal. São equivalentes:

(1) I é homogêneo.

(2) f = f0 + . . . + fd sendo fi, partes homogêneas de f . Verifica-se que se f ∈ I,

então fi ∈ I para todo i, 0 ≤ i ≤ d.
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Definição A.8. Sendo I = 〈F1, F2, . . . , Fk〉 com F1, F2, . . . , Fk ∈ T homogêneos. De-

finimos Z(I) = Z(F1) ∩ Z(F2) ∩ . . . ∩ Z(Fk).

Note que a definição de Z(I) independe da escolha dos geradores de I, além disso

Z(I) = Z(
√
I).

Definição A.9. Sendo X ⊆ Pn. Dizemos que X é um conjunto algébrico se existirem

F1, F2, . . . , Fk homogêneos (não necessariamente do mesmo grau) tais que

X = Z(F1) ∩ Z(F2) ∩ . . . ∩ Z(Fk). Neste caso, usamos a notação Z(F1, . . . , Fk) =⋂k
i=1 Z(Fi).

Definição A.10. Seja Y ⊆ Pn. Definimos I(Y ) = 〈{F ∈ T | F é homogêneo e

F (p) = 0 para todo p ∈ Y }〉. Este é chamado de ideal associado a Y .

Proposição A.3. Sendo Y1, Y2 subconjuntos de PnK e I1, I2 ⊂ T ideais. Verifica-se que

(1) Se Y1 ⊆ Y2 então I(Y2) ⊆ I(Y1).

(2) Se I1 ⊆ I2 então Z(I2) ⊆ Z(I1).

(3) I(Y1 ∪ Y2) = I(Y1) ∩ I(Y2).

(4) Ii ⊆ I(Z(Ii)), com i = 1, 2.

(5) Yi ⊆ Z(I(Yi)), com i = 1, 2.

(6) Z(I(Yi)) = Y i, com i = 1, 2.

Demonstração. (1) Seja f ∈ I(Y2). Assim temos que, f(p) = 0 para qualquer p ∈ Y2.
Uma vez que Y1 ⊆ Y2 segue-se que f(p) = 0 para qualquer p ∈ Y1. Desse modo

temos f ∈ I(Y1).

(2) Análogo ao anterior.

(3) Observemos que g ∈ I(Y1 ∪ Y2) ⇔ g(p) = 0 para todo p ∈ Y1 e g(p) = 0 para

todo p ∈ Y2 ⇔ g ∈ I(Y1) e g ∈ I(Y2)⇔ g ∈ I(Y1) ∩ (Y2).

(4) Sendo Ii ⊆ T , com i = 1, 2. Temos que se f ∈ Ii então f(p) = 0 para todo

p ∈ Z(Ii). Assim temos f ∈ Ii(Z(Ii)).

(5) Seja p ∈ Yi, com i = 1, 2. Temos g(p) = 0 para qualquer g ∈ I(Yi). Assim, segue

o resultado.

(6) Pelo item anterior temos Yi ⊆ Z(I(Yi)), com i = 1, 2. Para a outra inclusão

usamos o fato de Y i =
⋂
F , sendo F fechados de PnK que contém Yi.
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Proposição A.4. Sendo K um corpo temos I(a1, . . . , an) = 〈x1 − a1, . . . , xn − an〉.

Demonstração. Observe que se f ∈ 〈x1−a1, . . . , xn−an〉 então f(a1, . . . , an) = 0, logo

f ∈ I(a1, . . . , an). Por outro lado, sendo f ∈ I(a1, . . . , an), então após dividir f por

xi − ai, com i = 1, . . . , n. Conclúımos que f é da forma f =
∑n

i=0(xi − ai)hi, portanto

f ∈ 〈x1 − a1, . . . , xn − an〉.

Teorema A.5. (Zeros de Hilbert) Sendo K um corpo algebricamente fechado e I um

ideal homogêneo em T tal que Z(I) 6= ∅. Então I(Z(I)) =
√
I.

Demonstração. Ver Teorema 9, pág. 384 em [7].

Proposição A.6. Sendo I um ideal homogêneo em T , temos que Z(I) = ∅ ⇔
√
I =

〈x0, x1, . . . , xn〉.

Demonstração. Sendo Z(I) = ∅ em PnK então temos que Z(I) = {(0, 0, . . . , 0)} ⊆
An+1

K . Aplicando o Teorema A.5 no caso afim temos I(0, 0, . . . , 0) =
√
I. Dáı pela

Proposição A.4 temos que
√
I = 〈x0, . . . xn〉. Para a rećıproca devemos lembrar que

Z(I) = Z(
√
I).

Proposição A.7. Sendo L1, . . . , Lk formas lineares em T então,
√
〈L1, L2, . . . , Lk〉 =

〈L1, . . . , Lk〉.

Demonstração. Ver Proposição A.2, pág. 51 em [19].

Proposição A.8. Sendo L1, L2, . . . , Ln ∈ T1 onde {L1, . . . , Ln} são linearmente inde-

pendentes de T , então 〈L1, L2, . . . , Ln〉 é um ideal primo.

Demonstração. Ver Teorema 1.2, pág. 4 em [13].

Definição A.11. Sendo f ∈ T . Dizemos que f é livre de quadrados se, e somente se√
〈f〉 = 〈f〉.
Assumindo que f admite a fatoração f = pn1

1 . . . pnkk sendo p1, . . . , pk ∈ T polinômios

irredut́ıveis distintos e n1, . . . , nk ≥ 1 inteiros, conclúımos que f é livre de quadrados

se, e somente se, n1 = . . . = nk = 1.

Proposição A.9. Sejam f, g ∈ Td de mesmo grau e livres de quadrados. Se Z(f) =

Z(g) então f = λg, para algum λ ∈ C não nulo.

Demonstração. Basta aplicar o Teorema A.5 e usar o fato de que os polinômios são de

mesmo grau.
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Definição A.12. Se f ∈ Td for livre de quadrados. Então Z(f) ⊆ Pn é chamado de

hiperplano se d = 1. Já para o caso d ≥ 2 é chamada de hipersuperf́ıcie de grau d.

No caso de n = 3 temos as seguintes nomenclaturas:

d = 1 - plano projetivo;

d = 2 - superf́ıcie quádrica;

d = 3 - superf́ıcie cúbica;

d = 4 - superf́ıcie quártica.

Em suma, em P3 temos que Z(f) é chamado de plano sendo d = 1, e superf́ıcie caso

d ≥ 2.

Observação A.5. As hipersuperf́ıcies em P2 são chamadas curvas planas. Se a curva

tiver grau 2 ela é chamada de cônica.

Proposição A.10. Um subconjunto X ⊂ PnK é irredut́ıvel se, e somente se, I(X) é

primo.

Demonstração. Sejam f, g ∈ K[x0, . . . , xn] homogêneos tais que fg ∈ I(X). Desse

modo temos X ⊆ Z(fg) = Z(f)∪Z(g), assim, X = (X∩Z(f))∪(X∩Z(g)). Denotando

por X1 = X ∩ Z(f) e X2 = X ∩ Z(g), uma vez que X é irredut́ıvel e X1, X2 são

fechados de X temos que X = X1 ou X = X2 dáı segue-se que f ∈ I(X) ou g ∈ I(X).

Aplicando o Lema A.2, conclúımos que I(X) é primo. Reciprocamente assumamos

que X = X1 ∪ X2 sendo Xi, com i = 1, 2 fechados em X. Assim, Xi = X ∩ Z(Ji),

sendo Ji, i = 1, 2 ideais homogêneos. Observe que X = X ∩ (Z(J1) ∪ Z(J2)), dáı

X ⊂ Z(J1) ∪ Z(J2), logo I(X) ⊃ I(Z(J1)) ∩ I(Z(J1)). Uma vez que I(X) é primo,

segue-se que I(X) ⊃ I(Z(J1)) ou I(X) ⊃ I(Z(J2)), aplicando Z nas inclusões obtemos

X = X1 ou X = X2. Portanto, X é irredut́ıvel.

Proposição A.11. Toda variedade r-linear em Pn é irredut́ıvel.

Demonstração. Segue do Teorema A.1 e das Proposições A.7, A.8 e A.10.

A.2 Resultados sobre retas em P3

Lembremos que l ⊂ P3 é uma reta se l = P(W ) para algum W ∈ G2(C4).

Proposição A.12. Sejam p, q ∈ P3 pontos distintos. Então existe uma única reta

passando por esses dois pontos. A qual é denotada por lp,q.

Demonstração. Ver Proposição 1.1, pág. 4 em [13].

Corolário A.13. Seja l ⊆ P3, l é uma reta se, e somente se, existem L1, L2 ∈ R1

linearmente independentes tais que l = Z(L1) ∩ Z(L2).
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Demonstração. Sendo l ⊆ P3 uma reta. Então temos que l é uma variedade 1-linear.

Desse modo, pelo Teorema A.1 segue-se que existem formas lineares L1, L2 em R1

linearmente independentes tais que l = Z(L1) ∩ Z(L2). Para a rećıproca, sendo L1,

L2 ∈ R1 linearmente independentes escolha Wi = {v ∈ C4 |Li(v) = 0} 6 C4 de

dimensão 3 tal que dim(W1 ∩W2) = 2. Assim temos, Z(Li) = P(Wi), i = 1, 2, o que

nos permite concluir que l = Z(L1)∩Z(L2) = P(W1)∩P(W2) = P(W1∩W2). Portanto,

l é uma reta em P3.

Proposição A.14. Se S = Z(f) ⊆ P3 com f ∈ Rd e p ∈ l ∈ φ(S). Então l ⊆ TpS.

Demonstração. Consideremos l = Z(L1, L2) sendo L1, L2 polinômios linearmente in-

dependentes. Assim, f = HL1 +GL2 sendo H,G não ambos nulos em R. Denotemos

TpS = Z(Lp) sendo Lp =
∑3

i=0
∂f
∂xi

(p)xi. Observemos que ∂f
∂xi

(p) = H(p)∂L1

∂xi
(p) +

G(p)∂L2

∂xi
(p). Após alguns cálculos obtemos que Lp = H(p)L1 + G(p)L2. Portanto,

l ⊆ TpS.

Observação A.6. Se l1, l2 são retas distintas em Pn com n ≥ 3, tais que l1 ∩ l2 6= ∅.
Então usualmente denotamos o único plano que contém l1 e l2 por 〈l1, l2〉 e dizemos

que este é o plano gerado por l1, l2. Caso l1∩ l2 = ∅ então 〈l1, l2〉 é uma variedade linear

de dimensão 3 que contém l1 e l2. De fato 〈l1, l2〉 é a menor variedade linear contendo

l1 e l2.

Lema A.15. Sejam l1 e l2 retas distintas em P3.

(1) Se li = P(Wi) com Wi ∈ G2(C4) para i = 1, 2 então

(i) l1 ∩ l2 6= ∅ se, e somente, se dim(W1 +W2) = 3. Neste caso existe um único

plano em P3 contendo l1 e l2, sendo este dado por P(W1 +W2) = 〈l1, l2〉.

(ii) l1 ∩ l2 = ∅ se, e somente, se W1⊕W2 = C4. Neste caso não existe plano em

P3 contendo l1 e l2.

(2) Se li = Z(Li1, Li2) sendo {Li1, Li2} linearmente independentes, com i = 1, 2.

Então, l1 ∩ l2 6= ∅ ⇔ {L11, L12, L21, L22} é linearmente dependente. Neste caso, o

espaço gerado [L11, L12, L21, L22] tem dimensão 3 como subespaço de R1. Além

disso, existem {L1, L2,M} base de [L11, L12, L21, L22] tal que I(li) = 〈Li,M〉 para

i = 1, 2. Logo, 〈l1, l2〉 = Z(M).

Demonstração. 1. Para a primeira afirmação observemos que l1 ∩ l2 = {p} se, e

somente se, p = [u] sendo u ∈ W1 ∩ W2. Uma vez que l1 6= l2, segue-se que

dim(W1∩W2) = 1, dáı dim(W1 +W2) = 3. Desse modo temos que P(W1 +W2) é
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um plano em P3 contendo l1 e l2. Para a unicidade denotemos π1 = P(W1 +W2)

e π2 um outro plano em P3 que contém l1 e l2. Assim, temos que π2 = P(U)

sendo U um subespaço vetorial de C4 e de dimensão 2, além disso, U ⊇ W1 +W2.

Portanto π1 = π2.

Para a segunda afirmação uma vez que l1 ∩ l2 = ∅ então temos que W1 ∩W2 = 0.

Por outro lado sendo Wi ∈ G2(C4) segue-se que dim(W1 +W2) = 4 e o resultado

segue.

2. Para a primeira parte suponhamos que {L11, L12, L21, L22} é linearmente indepen-

dentes. Assim, segue-se que Z(L11, L12, L13, L14) = ∅, logo l1 ∩ l2 = ∅. Já para

a segunda parte assumindo que {L11, L12, L21, L22} é linearmente dependente em

R1 temos [L11, L12] ≤ [L11, L12, L21, L22]. Assim, dim[L11, L12, L21, L22] = 3, pois

caso dim[L11, L12, L21, L22] = 2 ou 4, então teŕıamos l1 = l2 ou [L11, L12, L21,

L22] seria linearmente independentes. O que seria um absurdo.

Para a última parte, observemos que existem α1, α2, β1, β2 ∈ C não todos nulos

tais que α1L11 +α2L12 +β1L21 +β2L22 = 0 (?). Como {L11, L12} e {L21, L22} são

linearmente independentes em R1, então temos que α1 6= 0 ou α2 6= 0 e β1 6= 0

ou β2 6= 0. Por (?) segue-se que α1L11 + α2L12 = −β1L21 − β2L22. Denotemos

M = α1L11 + α2L12 = −β1L21 − β2L22, assim temos M = α1L11 + α2L12 ∈ I(l1)

e M = −β1L21 − β2L22 ∈ I(l2). Observemos que sendo α1 6= 0 ou α2 6= 0, então

I(l1) = 〈M,L12〉 ou I(l1) = 〈M,L11〉. Analogamente temos I(l2) = 〈M,L21〉
ou I(l2) = 〈M,L22〉. Dáı, conclúımos que existem L1, L2 ∈ R1 tais que I(l1) =

〈M,L1〉 e I(l2) = 〈M,L2〉, caso l1 ∩ l2 6= ∅. Assim, Z(M) é um plano contendo

l1 e l2, portanto 〈l1, l2〉 = Z(M).

Lema A.16. Seja S ⊆ P3 uma superf́ıcie não singular de grau d. Verifica-se que

(1) Para quaisquer duas retas distintas l1, l2 ∈ φ(S) tais que l1 ∩ l2 = {p} temos que

existe um único plano contendo l1 e l2 e este é o TpS. Assim temos 〈l1, l2〉 = TpS.

(2) Para qualquer reta m ∈ φl1(S)∩ φl2(S) com l1 ∩ l2 = {p} tem-se que m ⊂ TpS =

〈l1, l2〉.

Demonstração. (1) Segue da Proposição A.14 e do Lema A.15.

(2) Temos duas possibilidades, m ∩ l1 ∩ l2 = {p} ou m ∩ l1 = {r} e m ∩ l2 = {q}
sendo r 6= q. Para o primeiro caso é claro, para o segundo temos que sendo q 6= r,

então pela Proposição A.12 existe uma única reta lq,r passando por q e r, como

tais pontos encontram-se no plano 〈l1, l2〉, segue-se que m = lq,r logo pelo item

61



A. Resultados Básicos de Geometria Algébrica

anterior temos m ⊂ TpS. Geometricamente temos:

A.3 Mudança de Coordenadas Projetivas

Definição A.13. Considerando Aut(Cn+1) = {T : Cn+1 −→ Cn+1 | T é C − linear}.
Dizemos que uma função ϕ : Pn −→ Pn é uma Mudança de Coordenadas Projetivas

(MCP ) se, existe T ∈ Aut(Cn+1) tal que ϕ([u]) = [T (u)], para todo [u] ∈ Pn.

Exemplo A.5. Temos que,

ϕ : P1 −→ P1

[x : y] 7−→ [ax+ by : cx+ dy]

é uma MCP , sempre que ad− bc 6= 0.

Proposição A.17. Seja C um subconjunto finito de P1. Então ΓC = {ϕ : P1 −→ P1 | ϕ
é uma MCP tal que ϕ(C) = C} é um subgrupo de Aut(P1).

Demonstração. Primeiramente observemos que idP1 : P1 −→ P1 ∈ ΓC . Agora sendo

ϕ([v]) = [T (v)], com T ∈ Aut(C2) temos que ϕ−1 : P1 −→ P1, dáı ϕ−1([v]) = [T−1(v)],

como ϕ(C) = C, então ϕ−1(C) = C, logo ΓC possui elemento inverso. Por último,

sendo ϕ1, ϕ2 ∈ ΓC temos ϕ1 ◦ ϕ2(C) = ϕ1(ϕ2(C)) = ϕ1(C) = C.

Exemplo A.6. Se C = {p1, p2, p3, p4} ⊂ P1, com p1 = [0 : 1], p2 = [1 : 1], p3 = [ξ : 1],

p4 = [ξ2 : 1], então ΓC é um subgrupo de Aut(P1) isomorfo a A4 (veja Lema 2.12).

Proposição A.18. Seja C ⊆ P1 tal que ]C = 4. Então, ΓC = {ϕ : P1 −→ P1 | ϕ é

uma MCP tal que ϕ(C) = C} é isomorfo ao grupo de Klein K ou ao grupo dihedral

D4 ou ao grupo A4.

Demonstração. Ver Teorema 2.10, pág. 22 em [19].

Proposição A.19. Sejam P1, P2, P3 ∈ P1 dois a dois distintos e Q1, Q2, Q3 ∈ P1 dois

a dois distintos. Existe uma única ϕ : P1 −→ P1 MCP tal que ϕ(Pi) = Qi, com

i = 1, 2, 3.
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Demonstração. Ver Corolário 2.3, pág. 14 em [19].

Lema A.20. Se ϕ : P1 −→ P1 for uma MCP dada por ϕ([u : v]) = [αu+βv : γu+δv],

então ϕ̃ : P3 −→ P3 dada por [x0 : x1 : x2 : x3] 7→ [αx0 + βx1 : γx0 + δx1 : αx2 + βx3 :

γx2 + δx3] também é uma MCP .

Demonstração. Sendo ϕ([u : v]) = [αu+βv : γu+δv] uma MCP , temos T : C2 −→ C2

dado por T (u, v) = (αu + βv, γu + δv) é um isomorfismo linear. Assim, αδ − βγ 6= 0.

Observemos então que T̃ : C4 −→ C4 dado por T̃ (x0, x1, x2, x3) = (αx0 + βx1, γx0 +

δx1, αx2 + βx3, γx2 + δx3) é um isomofismo linear, pois det[T̃ ] = (αδ − βδ)2 6= 0 sendo

[T̃ ] a matriz associada a T̃ da base canônica na base canônica.

A.4 Mergulho de Plücker

Considerando W ∈ G2(C4). Fixemos η = {v, w} base de W sendo v = (v0, v1, v2, v3)

e w = (w0, w1, w2, w3). Agora consideremos Mη ∈M2×4(C) dada por

Mη =

[
v0 v1 v2 v3

w0 w1 w2 w3

]
.

Sendo η′ = {v′, w′} uma outra base de W , verifica-se que pij = ξp′ij para algum

ξ 6= 0 (Veja [13], pág. 9), onde pij, p
′
ij são os determinantes dos menores 2× 2 de Mη e

Mη′ , respectivamente isto é,

pij =

[
vi vj

wi wj

]
= viwj − vjwi, com 0 ≤ i < j ≤ 3.

Assim podemos definir

Υ : G2(C4) −→ P5

W 7−→ [p01 : p02 : . . . : p23].

Proposição A.21. Υ está bem definida, é injetiva e Im(Υ) = Q, sendo Q = Z(f),

onde f = x0x5 − x1x4 + x2x3 ∈ C[x0, x1, . . . , x5].

Demonstração. Ver Proposição 2.0.6, pág. 13 em [8].

Definição A.14. A aplicação Υ é chamada de Mergulho de Plücker e a hipersuperf́ıcie

Q é chamada de quádrica de Plücker.

Observação A.7. Se Θ = {l | l é uma reta em P3}, então Υ induz uma bijeção entre

G2(C4) e Θ. Assim através do Mergulho de Plücker podemos pensar que cada reta em

P3 se corresponde com um ponto em Q.
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Definição A.15. Chamamos de estratificação de G2(C4) a seguinte partiçãoG2(C4) =

E1 ∪̇ E2 ∪̇ . . . ∪̇ E6, onde cada Ei, com i ∈ {1, 2, . . . , 6} é chamado de estrato, sendo

E6 = {W ∈ G2(C4) : p01 = p02 = p03 = p12 = p13 = 0 e p23 6= 0}
E5 = {W ∈ G2(C4) : p01 = p02 = p03 = p12 = 0 e p13 6= 0}
E4 = {W ∈ G2(C4) : p01 = p02 = p03 = 0 e p12 6= 0}
E3 = {W ∈ G2(C4) : p01 = p02 = 0 e p03 6= 0}
E2 = {W ∈ G2(C4) : p01 = 0 e p02 6= 0}
E1 = {W ∈ G2(C4) : p01 6= 0}.

Vejamos como é representado cada Ei, com i ∈ {1, 2, . . . , 6}:
Primeiramente consideremos a matriz Mη. Se p01 6= 0, então por meio de operações

elementares podemos considerar o menor 2 × 2 dado por

[
v0 v1

w0 w1

]
como sendo[

1 0

0 1

]
. Assim obtemos a matriz

[
1 0 α β

0 1 γ δ

]
, sendo α, β, γ, δ ∈ C, cujas linhas

ainda determinam uma base de W .

Agora considerando as condições do estrato E2 e usando as mesmas ideias utilizadas

para o estrato E1, obtemos

[
1 α 0 β

0 0 1 γ

]
, com α, β, γ ∈ C.

Observação A.8. Prosseguindo com tal processo obtemos os seguintes subespaços de

C4 os quais são dois a dois disjuntos:

E6 = {[(0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)]},
E5 = {Wα}α∈C sendo Wα = [(0, 1, α, 0), (0, 0, 0, 1)],

E4 = {Wα,β}α,β∈C sendo Wα,β = [(0, 1, 0, α), (0, 0, 1, β)],

E3 = {Wα,β}α,β∈C sendo Wα,β = [(1, α, β, 0), (0, 0, 0, 1)],

E2 = {Wα,β,γ}α,β,γ∈C sendo Wα,β,γ = [(1, α, 0, β), (0, 0, 1, γ)],

E1 = {Wα,β,γ,δ}α,β,γ,δ∈C sendo Wα,β,γ,δ = [(1, 0, α, β), (0, 1, γ, δ)]. Temos assim o

seguinte diagrama

Figura A.1: G2(C4) repartida em seis conjuntos disjuntos
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A.5 Fibras de Kodaira

Finalizamos este apêndice com a tabela A.1, na qual ilustramos as fibras singulares

de acordo com a classificação de Kodaira (veja [12], pág. 3) para as curvas residuais

que aparecem ao estudarmos as superf́ıcies quárticas não singulares.

Tabela A.1: Fibras de Kodaira em quáticas não singulares
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Apêndice B

Retas na quártica de Schur

Como já foi mencionado no decorrer do texto a quártica de Schur possui exatamente

64 retas. Dividimos estas em 5 subconjuntos, sendo estes L, M1, M2, M3 e M4. De

modo que o conjunto L possui exatamente 16 retas e os demais possuem 12 retas cada.

Sendo

L = {l(a, b) = Z(x0 − ax1, x2 − bx3) | (a, b) ∈ V2}

M1 = {m1(a, b) = P([(1, 0, a, 0), (0, a3b, 0, 1)]) | (a, b) ∈ U1 × V1}

M2 = {m2(a, b) = P([(
√

3a3b, 0, b,−2), (0,
√

3a3b,−b,−1)]) | (a, b) ∈ U1 × V1}

M3 = {m3(a, b) = P([(
√

3a3b, 0, b,−2ξ2), (0,
√

3a3b,−ξb,−1)]) | (a, b) ∈ U1 × V1}

M4 = {m4(a, b) = P([(
√

3a3b, 0, b,−2ξ), (0,
√

3a3b,−ξ2b,−1)]) | (a, b) ∈ U1 × V1}

sendo V = {0, 1, ξ, ξ2} (onde ξ é uma raiz cúbica primitiva da unidade), U1 e V1 os

conjuntos formados pelas ráızes quartas e cúbicas da unidade, respectivamente.

Já sabemos que para as retas l1j, com j ∈ {1, 2, 3, 4} existem exatamente 6 planos

contendo cada uma delas e que a curva residual em cada plano é singular do tipo IV .

Salientamos que a representação das retas que intersectam l11, l12, l13 e l14 encontra-se

nas tabelas B.1, B.2, B.3 e B.4 respectivamente. No que diz respeito a interseção das

retas nos conjuntosM1,M2,M3 eM4 encontram-se nas tabelas B.5, B.6, B.7 e B.8,

onde o valor 0 significa que as retas são disjuntas e o valor 1 que elas se intersectam.

Vale salientar que as interseções das retas dos conjuntosM2,M3 eM4 são análogas

às das retas emM1 na tabela B.5, as interseções entre as retas dos conjuntosM1,M3

e entreM1,M4 são análogas as das retas emM1 eM2 na tabela B.6, e as interseções

das retas dos conjuntos M3 e M4 são análogas às das retas em M2 e M3 da tabela

B.8.
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Ha = Z(x2 − ax0) Retas componentes da cúbica residual Ca Pc

a =∞
l21 = Z(x0, x2 − x3)
l31 = Z(x0, x2 − ξx3)
l41 = Z(x0, x2 − ξ2x3)

[0 : 1 : 0 : 0]

a = 0
l12 = Z(x2, x0 − x1)
l13 = Z(x2, x0 − ξx1)
l14 = Z(x2, x0 − ξ2x1)

[0 : 0 : 0 : 1]

a = 1
a1 = Z(x2 − x0, x3 − x1)
a′1 = Z(x2 − x0, x3 − ξx1)
a′′1 = Z(x2 − x0, x3 − ξ2x1)

[1 : 0 : 1 : 0]

a = −1
a2 = Z(x2 + x0, x1 + x3)
a′2 = Z(x2 + x0, x1 + ξx3)
a′′2 = Z(x2 + x0, x1 + ξ2x3)

[1 : 0 : −1 : 0]

a = i
a3 = Z(x2 − ix0, x1 + ix3)
a′3 = Z(x2 − ix0, x1 + iξx3)
a′′3 = Z(x2 − ix0, x1 + iξ2x3)

[1 : 0 : i : 0]

a = −i
a4 = Z(x2 + ix0, x1 − ix3)
a′4 = Z(x2 + ix0, x1 − iξx3)
a′′4 = Z(x2 + ix0, x1 − iξ2x3)

[1 : 0 : −i : 0]

Tabela B.1: Retas na quártica de Schur que intersectam l11.

Ha = Z(a(x0 − x1)− x2) Retas componentes da cúbica residual Ca Pc

a =∞
l22 = Z(x0 − x1, x2 − x3)
l32 = Z(x0 − x1, x2 − ξx3)
l42 = Z(x0 − x1, x2 − ξ2x3)

[1 : 1 : 0 : 0]

a = 0
l11 = Z(x0, x2)

l13 = Z(x0 − ξx1, x2)
l14 = Z(x0 − ξ2x1, x2)

[0 : 0 : 0 : 1]

a = 1√
3

b1 = Z( 1√
3
(x0 − x1)− x2, 2x0+x1

3√9
+ x3

6√3
)

b′1 = Z( 1√
3
(x0 − x1)− x2, 2x0+x1

3√9
+ ξx3

6√3
)

b′′1 = Z( 1√
3
(x0 − x1)− x2, 2x0+x1

3√9
+ ξ2x3

6√3
)

[1 : −2 :
√

3 : 0]

a = − 1√
3

b2 = Z(− 1√
3
(x0 − x1)− x2, 2x0+x1

3√9
− x3

6√3
)

b′2 = Z(− 1√
3
(x0 − x1)− x2, 2x0+x1

3√9
− ξx3

6√3
)

b′′2 = Z(− 1√
3
(x0 − x1)− x2, 2x0+x1

3√9
− ξ2x3

6√3
)

[1 : −2 : −
√

3 : 0]

a = i√
3

b3 = Z( i√
3
(x0 − x1)− x2, 2x0+x1

3√9
− i√

3
x3)

b′3 = Z( i√
3
(x0 − x1)− x2, 2x0+x1

3√9
− iξ√

3
x3)

b′′3 = Z( i√
3
(x0 − x1)− x2, 2x0+x1

3√9
− iξ2√

3
x3)

[1 : −2 :
√

3i : 0]

a = − i√
3

b4 = Z(− i√
3
(x0 − x1)− x2, 2x0+x1

3√9
+ i√

3
x3)

b′4 = Z(− i√
3
(x0 − x1)− x2, 2x0+x1

3√9
+ iξ√

3
x3)

b′′4 = Z(− i√
3
(x0 − x1)− x2, 2x0+x1

3√9
+ iξ2√

3
x3)

[1 : −2 : −
√

3i : 0]

Tabela B.2: Retas na quártica de Schur que intersectam l12.
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Ha = Z(a(x0 − ξx1)− x2) Retas componentes da cúbica residual Ca Pc

a =∞
l23 = Z(x0 − ξx1, x2 − x3)
l33 = Z(x0 − ξx1, x2 − ξx3)
l43 = Z(x0 − ξx1, x2 − ξ2x3)

[ξ : 1 : 0 : 0]

a = 0
l11 = Z(x0, x2)

l12 = Z(x0 − x1, x2)
l14 = Z(x0 − ξ2x1, x2)

[0 : 0 : 0 : 1]

a = 1√
3

c1 = Z(x0−ξx1√
3
− x2, 2ξ2x0+x1

3√9
+ x3

6√3
)

c′1 = Z(x0−ξx1√
3
− x2, 2ξ2x0+x1

3√9
+ ξx3

6√3
)

c′′1 = Z(x0−ξx1√
3
− x2, 2ξ2x0+x1

3√9
+ ξ2x3

6√3
)

[1 : 1 +
√

3i : 1−ξ(1−
√
3i)√

3
: 0]

a = − 1√
3

c2 = Z(−x0−ξx1√
3
− x2, 2ξ2x0+x1

3√9
− x3

6√3
)

c′2 = Z(−x0−ξx1√
3
− x2, 2ξ2x0+x1

3√9
− ξx3

6√3
)

c′′2 = Z(−x0−ξx1√
3
− x2, 2ξ2x0+x1

3√9
− ξ2x3

6√3
)

[1 : 1 +
√

3i : −1+ξ(1−
√
3i)√

3
: 0]

a = i√
3

c3 = Z( i(x0−ξx1)√
3

− x2, 2ξ2x0+x1
3√9

− ix3
6√3

)

c′3 = Z( i(x0−ξx1)√
3

− x2, 2ξ2x0+x1
3√9

− iξx3
6√3

)

c′′3 = Z( i(x0−ξx1)√
3

− x2, 2ξ2x0+x1
3√9

− iξ2x3
6√3

)

[1 : 1 +
√

3i : i−ξ(1−
√
3i)√

3
: 0]

a = − i√
3

c4 = Z(− i(x0−ξx1)√
3

− x2, 2ξ2x0+x1
3√9

+ ix3
6√3

)

c′4 = Z(− i(x0−ξx1)√
3

− x2, 2ξ2x0+x1
3√9

+ iξx3
6√3

)

c′′4 = Z(− i(x0−ξx1)√
3

− x2, 2ξ2x0+x1
3√9

+ iξ2x3
6√3

)

[1 : 1 +
√

3i : −i+ξ(1−
√
3i)√

3
: 0]

Tabela B.3: Retas na quártica de Schur que intersectam l13.

Ha = Z(a(x0 − ξ2x1)− x2) Retas componentes da cúbica residual Ca Pc

a =∞
l24 = Z(x0 − ξ2x1, x2 − x3)
l34 = Z(x0 − ξ2x1, x2 − ξx3)
l44 = Z(x0 − ξ2x1, x2 − ξ2x3)

[ξ2 : 1 : 0 : 0]

a = 0
l11 = Z(x0, x2)

l12 = Z(x0 − x1, x2)
l13 = Z(x0 − ξx1, x2)

[0 : 0 : 0 : 1]

a = 1√
3

d1 = Z( (x0−ξ2x1)√
3

− x2, 2ξx0+x1
3√9

+ ix3
6√3

)

d′1 = Z( (x0−ξ2x1)√
3

− x2, 2ξx0+x1
3√9

+ iξx3
6√3

)

d′′1 = Z( (x0−ξ2x1)√
3

− x2, 2ξx0+x1
3√9

+ iξ2x3
6√3

)

[1 : 1−
√

3i : 1−ξ2(1−
√
3i)√

3
: 0]

a = − 1√
3

d2 = Z(− (x0−ξ2x1)√
3

− x2, 2ξx0+x1
3√9

− ix3
6√3

)

d′2 = Z(− (x0−ξ2x1)√
3

− x2, 2ξx0+x1
3√9

− iξx3
6√3

)

d′′2 = Z(− (x0−ξ2x1)√
3

− x2, 2ξx0+x1
3√9

− iξ2x3
6√3

)

[1 : 1−
√

3i : −1+ξ2(1−
√
3i)√

3
: 0]

a = i√
3

d3 = Z( i(x0−ξ
2x1)√
3

− x2, 2ξx0+x1
3√9

− ix3
6√3

)

d′3 = Z( i(x0−ξ
2x1)√
3

− x2, 2ξx0+x1
3√9

− iξx3
6√3

)

d′′3 = Z( i(x0−ξ
2x1)√
3

− x2, 2ξx0+x1
3√9

− iξ2x3
6√3

)

[1 : 1−
√

3i : i−ξ
2(1−

√
3i)√

3
: 0]

a = − i√
3

d4 = Z(− i(x0−ξ
2x1)√
3

− x2, 2ξx0+x1
3√9

+ ix3
6√3

)

d′3 = Z(− i(x0−ξ
2x1)√
3

− x2, 2ξx0+x1
3√9

+ iξx3
6√3

)

d′′3 = Z(− i(x0−ξ
2x1)√
3

− x2, 2ξx0+x1
3√9

+ iξ2x3
6√3

)

[1 : 1−
√

3i : −i+ξ
2(1−

√
3i)√

3
: 0]

Tabela B.4: Retas na quártica de Schur que intersectam l14.
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çã
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[12] Rams, S. & Schütt, M., 64 lines on smooth quartic surfaces, Mathematishe

Annalen, vol. 362, n. 1-2, p. 679-698, 2015.
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