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Resumo

Este trabalho objetiva determinar a quantidade méxima de retas duas a duas dis-
juntas que uma superficie nao singular de grau d em IP? pode conter. No caso dos graus
d =1 e d = 2 verificamos que estes valores sao zero e infinito, respectivamente. Além
disso, no caso de grau d = 3 mostramos que o numero maximo de retas duas a duas
disjuntas é 6, ditas configuragoes foram estudadas em 1863 pelo suigo Ludwig Schlafli
(1814-1895) em [I5]. Para o caso d = 4, em 1975 o russo Viacheslav Nikulin em [10]
mostrou que as superficies quarticas nao singulares contém no maximo 16 retas duas
a duas disjuntas. No nosso trabalho, conseguimos mostrar que a famosa quartica de
Schur atinge essa cota e que quartica de Fermat possui no maximo 12 retas duas a duas
disjuntas. Determinamos ainda cotas inferiores para o nimero maximo de retas duas
a duas disjuntas no caso de superficies nao singulares de grau d > 5. Por exemplo, a

familia de Rams em [I1] nos permite achar uma dessas cotas inferiores.

Palavras-chave: Retas duas a duas disjuntas, superficie de Fermat, quartica de Schur,

familia de Rams.



Abstract

This work aims to determine the maximum number of pairwise disjoint lines that
a non-singular surface of degree d in P can contain. In the case of degrees d = 1 and
d = 2 we found that these values are zero and infinite, respectively. Furthermore, in the
case of degree d = 3 we did show that the maximum number of pairwise disjoint lines is
6, these configurations were studied in 1863 by the Swiss Ludwig Schléfli (1814-1895)
in [I5]. For the case d = 4, in 1975 the Russian Viacheslav Nikulin in [I0] showed
that non-singular quartic surfaces contain at most 16 pairwise disjoint lines. In our
work, we have been able to show that Schur’s famous quartic achieves this bound and
that Fermat’s quartic has at most 12 pairwise disjoint lines. We also determined lower
bounds for the maximum number of pairwise disjoint lines in the case of non-singular
surfaces of degree d > 5. For example, the Rams’s family in [I1] allows us to find one

of these lower bounds.

Keywords: Pairwise disjoint lines, Fermat surface, Schur’s quartic, Rams’s Family.
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Notacoes

No decorrer deste trabalho:

e R denota o anel dos polinémios C|z] sendo x = zq, x1, T2, T3;

e R, denota o conjunto dos polindmios homogéneos de grau d em R;

e 7(Y) denota o ideal associado a um subconjunto Y de P™;

e ¢(S) denota o conjunto de todas as retas contidas na superficie S C P?;
o r(S)=max {k e N | Il ...l € ¢(S) taisque [;N; =0, ViH#j}
e 7y = méx {r(S) | S é uma superficie nao singular de grau d em P*};

e (S)={m e ¢(S) | m#1lelNnm#(}, para cada reta | € ¢(S).

X1



Introducao

Existem diversos trabalhos onde se pesquisa a quantidade méaxima de retas em
superficies nao singulares em P3. De fato para grau d = 1,2 este nimero é infinito
(conforme mostramos no capitulo 1 deste trabalho), para d = 3 este é exatamente 27,
fato este provado em 1849 pelo britanico Arthur Cayley em seu artigo “On the triple
tangent planes of surfaces of the third order” [6], para d = 4 nao excede o valor de 64
como podemos observar no artigo do italiano Beniamino Segre “The mazimum number
of lines lying on a quartic surface” [17] de 1943 . Outro fato importante ja conhecido
sobre d = 4, é que a quartica de Schur possui exatamente 64 retas, isto foi verificado pelo
matematico alemao Friedrich Schur em seu trabalho “Ueber einer besondere Class von
Flichen vieter Ordnung” [16]. Ja para grau superior este nimero ainda é desconhecido,
embora ja exista uma cota inferior como podemos observar no artigo “Counting Lines
on Surfaces” [5], dos matemdaticos Samuel Boissiére e Alessandra Sarti de 2007.

Um problema analogo nessa direcao diz respeito ao nimero maximo de retas duas
a duas disjuntas que uma superficie nao singular em P? pode conter. Sabe-se que para
os graus d = 1 e d = 2 este numero é zero e infinito respectivamente, para d = 3 este
numero é 6, de fato estas configuracoes de retas foram estudadas pelo suico Ludwig
Schlafli em seu artigo “On the distribution of surfaces of the third order into species, in
reference to the absence or presence of singular points, and the reality of their lines” [15]
no ano de 1863. No caso de grau d = 4 realizamos varias pesquisas e nao conseguimos

encontrar (na bibliografia ao nosso alcance) resposta para a seguinte pergunta:

“Qual € a quantidade mdxima de retas duas a duas disjuntas que a qudrtica de Schur

possui? 7
Ou ainda,

“Qual € a quantidade mdxima de retas duas a duas disjuntas que a qudrtica de

Fermat possui? 7
E por ltimo:

“Qual é a quantidade mdzima de retas duas a duas disjuntas que superficies nao

singulares de grau d > 5 em P3 possuem? ”



Durante nossa pesquisa nos deparamos com o artigo do matematico russo Viacheslav
V. Nikulin “On Kummer Surfaces” [10] de 1975, o qual deu um importante passo sobre
o estudo do niimero maximo de retas duas a duas disjuntas em superficies quarticas nao
singulares. Neste artigo, Nikulin provou que toda qudrtica nao singular em P? contém
no maximo 16 retas duas a duas disjuntas. Outro marco importante se deu no ano de
1984 quando o matematico Japonés Yoichi Miyaoka publicou o artigo “The Maximal
Number of Quotient Singularities on Surfaces with Given Numerical Invariants” [9],
no qual apresenta uma cota superior para a quantidade de retas duas a duas disjuntas

de superficies nao singulares de grau d > 4 em P3. Sendo esta dada pela férmula
2d(d —2).

No decorrer do nosso trabalho o leitor ird observar que esta cota é atingida em su-
perficies cibicas nao singulares em geral e para a famosa quartica de Schur.

Além dos resultados acima, também merecem destaque os artigos “Smooth quartic
surfaces with 352 conics” [3] e “Smooth Kummer surfaces in Projective three-space” [4]
dos matematicos Barth e Bauer, onde o primeiro tém como um dos principais objetivos
mostrar a existéncia de qudrticas suaves em P3, as quais possuem 16 conicas suaves
duas a duas disjuntas. E o segundo dé exemplos de superfices de Kummer suaves em
P contendo 16 curvas racionais duas a duas disjuntas para qualquer grau. Salientamos
que neste trabalho nao iremos nos aprofundar no estudo dos artigos de Bauer, Barth e
Nikulin, devido ao fato de depender de alguns contetidos os quais nao estao ao nosso
alcance no momento, tais como superficies de Kummer, divisores de curvas, variedades
jacobianas, polarizagao do tipo (1,9), etc.

Em 2004 o matematico polonés Slawomir Rams em seu artigo “Projective surfaces
with many skew lines” [11] d& o exemplo de uma superficie nao singular de grau d > 6

em P? que denotaremos por Ry, a qual possui
d(d—2)+2

retas duas a duas disjuntas. Verificamos no nosso trabalho que sendo d > 3 este nimero
¢ uma cota inferior para r(Ry), ja para d > 5 temos r(Ry) = d(d — 2) + 2, ou seja, esse
nimero é atingido.

No ano de 2007 os matematicos Samuel Boissiére e Alessandra Sarti publicaram o
artigo [5], o qual trata entre outras coisas de exibir uma superficie nao singular de grau
d em P, a qual possui d(d—2)+4 retas duas a duas disjuntas, se d for fmpar com d > 7.
Vale salientar que no nosso trabalho generalizamos o resultado de Boissiére-Sarti para

d = 4k e verificamos que a cota também ¢ atingida para d = 5.



Como ja sabemos, a quantidade maxima de retas em superficies nao singulares de
grau d > 5 em P é desconhecido. O mesmo ainda acontece para a quantidade maxima
de retas duas a duas disjuntas. Assim sendo, iremos focar no estudo de retas duas a
duas disjuntas em superficies nao singulares em P? com base nos artigos de [11], [10],
[, [B] e [9] com o objetivo de calcular a quantidade méxima de retas duas a duas
disjuntas para superfices nao singulares de grau 1 < d < 4, e para grau superior iremos
apenas dar uma cota inferior para o nimero de retas duas a duas disjuntas estudando
algumas familias.

Nosso trabalho esta dividido em 3 capitulos, sendo assim distribuidos: No Capitulo
1, estudamos a quantidade méxima de retas duas a duas disjuntas em superficies nao
singulares de grau d, 1 < d < 3. O Capitulo 2 é dedicado ao estudo da quantidade
méaxima de retas duas a duas disjuntas em algumas superficies quérticas nao singulares.
No Capitulo 3, determinamos cotas inferiores para superficies nao singulares de grau
d > 5 ao estudarmos as familias, as quais nomeamos por familias de Fermat, Rams e
Boissiére-Sarti.

O Apéndice [A] é dedicado & exposigao de alguns resultados necessdrios para uma
melhor compreensao do trabalho (Este é destinado principalmente para leitores nao
familiarizados com conceitos basicos da geometria algébrica tais como superficies, retas,
espago projetivo, propriedades de retas, etc). Por fim temos o Apéndice , o qual é
destinado ao estudo das retas, suas distribuicoes em 21 planos e intersecoes na quartica
de Schur possibilitando um maior entendimento no que diz respeito a secao 2.2 deste
trabalho.

Destacamos que a pesquisa do tema desta dissertacao ¢ importante na classificagao
das superficies ctibicas nao singulares, médulo transformacgoes conformes, onde apare-
cem “twistor lines” (que sdo retas duas a duas disjuntas), segundo o trabalho de 2012
“Twistor lines on cubic surfaces” dos matematicos John Armstrong, Massimiliano Po-
vero e Simon Salamon [I], no qual fazem um breve resumo de cotas de retas duas a
duas disjuntas ja mencionadas acima, e além disso, mostram geometricamente algumas
configuragoes de retas duas a duas disjuntas dadas por Schlafli como por exemplo o
“double six”, o qual sera visto no nosso trabalho. Além disso, na classificacao das
superficies quarticas nao singulares tem-se que X é uma superficie de Kummer se, e
somente se, X contém 16 curvas racionais duas a duas disjuntas ([10], [4]).

Em suma, este trabalho nos proporcionou uma grande oportunidade para conhecer
mais sobre a configuragao das retas em algumas superficies nao singulares no que diz
respeito a intersecao. Acreditamos que com isto teremos uma maior facilidade para
estudar tais superficies de forma mais detalhada e também no estudo da classificacao

das mesmas.



Capitulo 1

Retas disjuntas em superficies nao

singulares de grau d < 3 em P?

E conhecido que toda superficie em P3 de grau d < 3 sempre contém retas. Por
exemplo, para d = 1, S é um plano e contém infinitas retas, isso se deve ao fato de
#(S) estar em bijecio com P?) sendo S = Z(f) com f € R,y. Para o caso d = 2 temos
que estas superficies também possuem infinitas retas, podendo isso ser verificado com
o auxilio do Teorema da Classificagao das Quddricas em P? (veja Teorema 4, pag. 411
em [7]). Além disso as quadricas nao singulares (veja Definigoes e no Apéndice
A) sao isomorfas a superficie Z(zor3 — x122), a qual possui exatamente duas familias
de retas parametrizadas por P

No caso d = 3 é sabido que estas contém pelo menos uma reta podendo isso ser
verificado através do Teorema da Dimensao das Fibras (veja Teorema 6, pag. 76 em
[18]), e para as ndo singulares é verificado que estas possuem exatamente 27 retas,
como por exemplo a famosa superficie cibica de Fermat z3 + 23 + 23 + 23 = 0.

Uma questao analoga na Geometria Algébrica diz respeito ao niimero maximo de
retas duas a duas disjuntas que uma superficie em P* pode conter, tal resultado é conhe-
cido apenas para superficies de grau d < 4. No decorrer deste capitulo, iremos explorar
a existéncia, bem como a quantidade de retas duas a duas disjuntas que superficies nao
singulares de grau d < 3 em P? podem conter. Para isso iremos enunciar e demonstrar

alguns resultados os quais serao de grande auxilio para concluir tal trabalho.

1.1 Retas em um plano

Inicialmente iremos apresentar algumas defini¢oes e observagoes as quais servirao
de auxilio para uma melhor compreensao dos resultados os quais iremos apresentar no

decorrer deste trabalho. Vejamos:



1. Retas disjuntas em superficies nao singulares de grau d < 3 em P?3

Definicao 1.1. Sendo V um espago vetorial N- dimensional sobre um corpo K. Para
cadad,0 < d < N definimos por G4(V) = {W | W < Vedim W = d} a grassmanniana

de subespacos de dimensao d de V.

Definicao 1.2. Sendo V = K"*! um espaco vetorial sobre um corpo K denotamos por
P2 = G (K"™) o n - espago projetivo sobre o corpo K. Quando K = C dizemos que

este é o n-espacgo projetivo complexo e o denotamos simplesmente por P".
Observacao 1.1. De fato:
(i) Para n = 0 temos que P° é um ponto;
(i) Para n =1, P! é chamada reta projetiva complexa;
(iii) Para n = 2, P? é chamado plano projetivo complexo;
(iv) Para n = 3, P3 é chamado espago projetivo complexo.

Definicao 1.3. Sendo V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo K.

Definimos a projetivizagao de V por: P(V)) = G1(V).

Definicao 1.4. Seja A C P" e r > 0. A é chamado variedade r-linear se, existe
W € G,41(C"1) tal que A = P(W). Se r = 1, A serd denominada reta em P". Ou

seja, | C P™ é uma reta se, e somente se, [ = P(W) com W € Go(C™1).
Observagao 1.2. Considerando A C P? e W um subespaco de C*. Temos
(i) 7=0,dim W =1, W = [u] entdao A = {[u]} é um ponto;
(ii) r =1, dim W = 2, entao A = P! é uma reta;
(iti) r =2, dim W =3, W = [u, v, w] entao A = P? ¢ um plano;
(iv) r =3, dim W = 4, entao A = P3.

Sabendo que um plano em P? é determinado pelos zeros de um polinomio L € R4
nao nulo, nesta segao consideraremos o plano S = Z(L), sendo L € Ry ndo nulo. Para
o céalculo de retas em tal superficie basta observar que existe um isomorfismo entre
#(S) e P2. Vejamos a demonstracao de tal afirmagao bem como outros fatos os quais

nos levarao a concluir que um plano em P2 nao contém retas duas a duas disjuntas.
Proposicao 1.1. Seja S = Z(L) um plano em P3. Entao

(i) 1 € ¢(S) se, e somente se, Z(I) = (L, M), com {L, M} linearmente independentes

em Rq.



1. Retas disjuntas em superficies nao singulares de grau d < 3 em P?3

(i) Se {My, My, My} C Ry é tal que {L, My, My, My} é uma base de R4, temos que

(I P2 — ¢(9)
[bo : bl : bg] — Z(L,boMo + blMl + bgMg)

¢ uma bijecao.

Demonstragao. (i) Assumamos neste item que Z(1) = (L1, Lo) sendo L e Lo formas
lineares linearmente independentes em Ry. Se I C S temos que Z(S) C Z(1).
Como S = Z(L) pelo teorema dos zeros de Hilbert (veja Teorema[A.5no Apéndice
A) segue-se que Z(S) = /(L) = (L) (pois (L) é primo). Portanto L € Z(I) =
(L1, Ly), assim L = aly + SLs (%) sendo a, 8 € C nao ambos nulos. Agora

analisemos os seguintes casos:

a = 0: Neste caso temos L = L sendo  # 0. Assim, (L, Ls) = (L1, BLs) =
(L1, L). Observemos que L1, L sao linearmente independentes. De fato, caso nao
o fossem existiria A tal que L; = AL ou L = AL;, em ambos os casos teriamos

que Ly, Ly seriam linearmente dependentes. O que seria um absurdo.

o # 0: Neste caso temos, L1 = £ — §L2. Assim (Ly, Ly) = (£ — §L27L2> =
(5, Ls) = (L, Ly) com L, Ly linearmente independentes, pois caso contrario uti-
lizando argumento andlogo ao anterior teriamos que Li, Lo seriam linearmente

dependentes.

M) temos, que um ponto p € [ se, e

Reciprocamente observe que, se Z(1) = (L,
somente, se L(p) = M(p) =0. Dai p € Z(L) = S e portanto [ C S.

(ii) Neste item consideremos b = [by : by : by] € ¢ = [co : ¢1 : ¢3] em P2. Note que:

e ) esta bem definida.
Primeiramente observemos que 1(b) = Z(L, bg Mo+ by My + by Ms) é uma reta
em S (veja Coroldrio no Apéndice A). De fato, sendo {L, My, M, Ms}
uma base de Ry temos que byMy + by My + byMy (com b € P?) e L sao
linearmente independentes. Assim, ¢)(b) é uma reta, além disso, pela prépria
construgao, esta encontra-se em S. Agora suponha que b = ¢, assim para
algum 0 # X € C temos b; = A¢; dai ¥(b) = Z(L,boMy + by My + boMs) =
Z(L, Ao My+Aer My+MeaMy) = Z(L, M coMo+cy My+coMs)) = Z(L, coMo+
c1 My + caMs) = ¥(c).

e ) ¢ injetiva.
Suponha que 1(b) = ¥(c). Desse modo temos
Z(L,bgMy + by My + boMy) = Z(L,coMoy + c1 My + coMy). Assim, tomando

6



1. Retas disjuntas em superficies nao singulares de grau d < 3 em P?3

o ideal associado em ambos os lados temos (L,boMy + by My + by M) =
(L,coMy + c1 My + coMs). Dai, bpMy + by My + boMy = AL + B(coMy +
c1My+coMs) com A, B € C. Assim, AL+ (—bg+ Bco) Mo+ (—bi+ Bey ) My +
(—=by + Beg) My = 0. Sendo {L, My, My, M,} uma base de Ry temos A = 0,
by = Bcy, by = Bey, by = Beg com B # 0. Portanto b = c.
e ) é sobrejetiva.

Seja I € ¢(5). Assim, I C S e por (i) temos que Z(l) = (L, M) com
{L, M} linearmente independentes em R;. Assim sendo {L, My, My, My}
uma base de R4, temos M = alL + agMy + a1 M; + asM5. Uma vez que
{L, M} sao linearmente independentes segue-se que [ag : a; : ap] € P? ¢
(L,M) = (L,aL + 32 ja;M;) = (1,37 a;M;). Assim, | = Z(Z(l)) =

Y ([ao : a1 : as]). Portanto 1 é sobrejetiva.

Corolario 1.2. Se S é um plano, entdao ¢(S) é infinito.

Agora note que se S = Z(L) com L € Ry ndo nulo, entao C(S) = {v € C* | L(v) =

0} é um su{wy, wy, ws} base de C(S). Considerando tais condigoes temos que
Proposicao 1.3. A aplicacao abaixo é uma bijecao
@ P2 — S
b= [bo : b1 : bQ] — p= [boon + blwl + b2w2] .
Demonstragdo. No que segue consideraremos ¢ = [cg : ¢ : ¢o] € d = [dy : dy : do] em P2

e ¢ esta bem definida.
Primeiramente observemos que L(p) = 0, assim p € S. Sejam c¢,d € P? tal que
¢ = d assim temos ¢; = Ad; para algum 0 # X\ € C, i € {0,1,2}. Dai, temos
() = [cowp + crwy + cows] = [Adowo + Adjwy + Adaws] = p(d). Portanto ¢ estd
bem definida.

e ¢ injetiva.
Sejam b, ¢ € P? tais que ¢(b) = p(c). Dal, [bywp + bywy + baws] = [cowy + crwy +
cows), assim para algum 0 # A € C temos que by = Acg, by = Acy e by = Aco.
Logo, b = c¢. E portanto, ¢ é injetiva.

e ( é sobrejetiva.

Seja ¢ = [w] € S, entdo w € C(S), logo w = dowy + dyw; + dyw,. Claramente
temos que p([dy : dy : da]) = q.
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]

Observagao 1.3. Se L = Z?:o a;x;, com ag # 0, entdo p(b) = [by : by : by :
2 a4 o a . f

—> o Eb’] se escolhermos w; = ¢; arez com ¢ =0,1,2, sendo {eg, €1, €9, €3} a base

canonica de C*. Logo, se l = Z(M) C P? for uma reta, concluimos que () = Z(L, M)

¢ uma reta em S.
Proposicao 1.4. Sejam [, e I, retas em P2, entao [; Ny # 0.

Demonstragdo. Denotemos [y = P(W;) e I, = P(Ws), com Wy, Wy € Go(C3). Observe-
mos que dim(W;NW,) # 0, pois caso contrério terfamos dim(W; +Ws) = 4, o que nao
pode acontecer pois W; + Wy < C3. Desse modo temos que existe 0 # u € W, N W.
Portanto, [u] € I; N l,. O

ly

Figura 1.1: Intersecao de duas retas quaisquer em P2

Pelos resultados acima, podemos concluir que toda superficie dada por um po-
linbmio em R; possui infinitas retas, além disso o conjunto ¢(S) é nao vazio e 1, = 0.

Ou seja, planos em P? nao contém retas duas a duas disjuntas.

1.2 Retas em superficies quadricas nao singulares

Para o caso d = 2 temos que toda superficie quadrica em P? contém infinitas retas,
para ver isto basta aplicar o Teorema geral da Classificacao das Quadricas em P", no

cason = 3.

Teorema 1.5. (Teorema de classifica¢ao das hipersuperficies quddricas em P") Seja
F um polinomio homogéneo nao nulo de grau 2 em Clxg,z1,...,z,|. Entdo existe

T € Aut(C") tal que T - F € igual a exatamente um dos polinémios.

(
F(]:ilf%

2 2
Fy = x§ + xf

F,=x3+a27+...+22

\



1. Retas disjuntas em superficies nao singulares de grau d < 3 em P?3

Em suma, toda quddrica € projetivamente equivalente a uma quddrica definida pela

equacio x5+ x3 + ...+ 2?2 =0, para algum i € {0,...,n}.
Demonstragao. Ver Teorema 4, pag. 411 em [7]. O

Corolério 1.6. Seja F' € Ry nao nulo. Entdo existe T' € Aut(C*) tal que T - F é

exatamente um dos polinomios

- 22
2 2
Fy = x5+ a7
24 22 2
Fy =z + x7 + 25

— 2 2 2 3

Com o auxilio do Corolério |1.6| podemos concluir que uma superficie quadrica em
P? assume uma das seguintes formas geométricas (as quais possuem infinitas retas.
Veja [19], pags. 6 e 7):

Z(x2+ 2 + )

V=1[0:0:0:1]
Z(0)
Um plano
Cone de wvértice V
Z(:I,'(] - illil)
Z(xd + 2} + a3 + 23)
Z(zo +ix1)
Quadrica mao singular

Uniao de dois planos distintos

No que diz respeito a quantidade de retas duas a duas disjuntas nas superficies
quadricas nao singulares, este nimero também ¢ infinito. Isso se deve ao fato de que
estas superficies sao isomorfas & superficie Q = Z(zor3 — x172) C P? (veja Lema 1.0.2,
pdg. 18 em [2]), a qual possui exatamente duas familias de retas £ e M tais que
#(Q) = L U M. A seguir construiremos as famfilias de retas £ e M em @, bem como

algumas propriedades de tais familias.



1. Retas disjuntas em superficies nao singulares de grau d < 3 em P?3

Teorema 1.7. FExistem L e M familias de retas na superficie quddrica ndo singular

Q = Z(xor3 — 1179) parametrizadas por P! tais que

(1) L,NL, =0, M, M, =0, para quaisquer que sejam L,, L, € L, M,, M, € M,
sendo p,q € P* com p # q.

(2) L, M, # 0, para quaisquer p,q € P'. De fato, dita intersecao consiste de um

unico ponto.
(3) Para qualquer x € Q existem unicas retas L € L e M € M tais que LNM = {z}.
(4) Para qualquer reta m € ¢(Q) verifica-se que m € L oum € M.

Demonstrag¢ao. Consideremos agora

o Pl x P! — PP
([ag : a1], [bo : b1]) +—— [aobo : apby : aibg : aibq].

Observemos que claramente ¢ estd bem definida, além disso é injetiva e tem como
imagem Q. De fato, sejam ([cy : ci],[do : di]),([ao : ai],[bo : b1]) € P' x P! tais
que p(c,d) = p(a,b). Assim temos (codo, codr, c1dy, c1dy) = N agbo, agby, aibg, a1by)
para algum A # 0. Dali, apds alguns cédlculos temos que ([¢o : c1], [do : di]) = ([ao :
a1], [bo : b1]). Portanto ¢ é injetiva. Agora vamos mostrar que ¢ é sobrejetiva sobre Q.

Consideremos ¢ = [xg : 1 : T3 : 3] € @ e analisemos os seguintes casos:

Caso 1: x3 # 0.
Neste caso, considere a = [x1 : 23] e b = [z : 3] em PL. Note que ¢(a,b) =
(0179 : 2173 1 Towz : 3] = [ToT3 1 T3 ToT3 : TE| = q.

Caso 2: 23 =0.
Neste caso ¢ = [zg : 0 : @5 : 0] ou ¢ = [xo : x; : 0 : 0]. Observemos

que, o([xo : @], [1 : 0]) = [zo : 0 : 22 : 0] € Im(p) e p([1 : 0],[zo :
z1]) = [zo : &1 : 0 : 0] € Im(p). Portanto @ C Im(p). Agora sendo
p = [aohy : aghy : a1by : a1by] € (P x P'), note que p € Q. E o resultado

segue.

Agora vamos provar a existéncia das familias de retas £ e M. Para isto, para cada

p=lag:ai] €Peq=[by: b €P consideremos

L, = {[aou : agv : ayu : a1v] € P* | [u: v] € P'}

M, = {[bou : byu : byv : byv] € P? | [u: v] € P'}.

10



1. Retas disjuntas em superficies nao singulares de grau d < 3 em P?3

Vamos analisar apenas para a familia £, pois para a familia M a verificacao é

andloga. Observemos que sendo v = 1 e v = 0 obtemos w; = (ag, 0,a1,0) e sendo u = 0

e v =1 temos wy = (0,ap,0,a;) a partir da reta L, € L. Notemos que w;, wy € C*

sao linearmente independentes tais que L, = P(W), se W = [w;, ws]. Por outro lado,

observemos que L, = Z(a1xo — agTa, a1x1 — apxs) € M = Z(byxo — by, bixg — boxs).

Vamos agora provar os itens acima afirmados:

(1)

Sendo p = [ag : a1] € ¢ = [bp : by] distintos em P!, consideremos L, = P([uy, us))
com uy = (agp, 0,a1,0), us = (0,a0,0,a1) e L, = P([v1,v2]) com vy = (bo,0,by,0)
e vy = (0,b0,0,b1). Pelo Lema (no Apéndice A) temos que L, N L, =0 <

ag 0 a3 O
0 ap 0 ay
bp 0 by O
0 by 0 by

{uy,ug,v1,v2} é base de C* < = (biag — a1by)* # 0.

De modo andlogo temos M, N M, = (.

Para a prova deste item basta observarmos que o ponto [agbg : agby : a1bg : a1b1] €

Ligg:ar] N Mipypy] € este é tnico.

Consideremos x = [dy : dy : dy : d3] € @, 0 que equivale a dizer que dydsz = dids.
Assim, x = [dods : dids : dadz : d3]. Observemos que, caso d3 # 0 entao
& € Ligy:a5) N Migy:a,), caso contrario temos x = [do : 0 : dy : 0] ou & = [dy : dy :
0 : 0], no primeiro caso temos x € Li1.ay) N Mi1.q), j& para o segundo caso temos
x € Lpg)N Mpy.q,)- A unicidade se d4 pelo fato das retas serem disjuntas em cada

familia.

Sejam m C Q ep = [po: p1: p2: p3) € P> um ponto de m. Assumamos que
po # 0 dal p3 = pipa. Além disso, temos T,Q = Z(p1p2xo — p2r1 — p122 + T3).
Pela Proposicao (no Apéndice A) temos que m C T,Q, desse modo m C
T,Q N Q = Z(piparo — p121 — P12 + T3, Toxs — T122). Apoés alguns calculos

obtemos m C Lii.p,) U M1.p,). O que nos leva a concluir que m € £ ou m € M.

]

1.3 Retas em superficies cubicas nao singulares

No caso de superficies ctibicas nao singulares em P? estas possuem exatamente 27

retas. Ja com relacao a quantidade de retas duas a duas disjuntas, tais superficies

possuem no maximo 6 como veremos adiante apos a prova de alguns resultados.

11



1. Retas disjuntas em superficies nao singulares de grau d < 3 em P?3

Proposicao 1.8. Seja S uma superficie irredutivel de grau d > 2. Se l € ¢(S) e H é
um plano contendo [, entao verifica-se que H NS = [UCy, onde Cy é uma curva plana

de grau d — 1.
Demonstragao. Ver Lema 1.2, pag. 23 em [13]. H

Definicao 1.5. A curva C'y na Proposicao [1.§ é chamada de curva residual de [ em

H ., ou simplesmente curva residual.

A seguir denotaremos ¢¢,, (S) = {m € ¢(S) | m N Cy # 0}.

Proposicao 1.9. Com as notagoes da Proposigao[1.§] se S for nao singular, verifica-se

que:
1. As retas contidas em Cy (caso exista) sdo sempre distintas da reta | € ¢(5).

2. Sendo m € ¢;(S), entao a curva Cy contém a reta m como uma de suas compo-

nentes, considerando H = (I, m). Assim temos H NS =1UmUCl.

3. A curva Cy ¢ reduzida.
Demonstragao. Ver Teorema 1.5, pdg. 24, Proposicoes 1.6 e 1.7, pag. 25 em [13]. O

Teorema 1.10. Seja | € ¢(S). Entao ¢(S) = ¢(S) U ¢, (S) para qualquer plano H
contendo l, sendo Cy a curva residual de | no plano H.

Demonstragao. Pela definigao de ¢;(S) e ¢cy, (5), segue-se que ¢;(S) U dcy, (S) C o(S).
Para a inclus@o oposta consideremos L € ¢(S). Denotando por H o plano que contém

[ e Cy, teremos duas possibilidades:

L C H: Neste caso teremos L C [ ou L C Cy. De fato, intersectando ambos os
membros da inclusao . C H por S temos L. C HNS = 1U Cy, e o resultado

segue.

L ¢ H: Admitamos que L N H = {p}. Assim, intersectando ambos os lados da
inclusdo L C S por H teremos L C ¢;(S) ou L C ¢¢,, (S).

Por tal resultado provado acima, podemos concluir que:

Corolario 1.11. Sejam my, ma,...,mqg € ¢(S) coplanares, com S de grau d > 2.
Entao, ¢(S) = ¢, (S) U hny(S) U ... U iy (S).

Teorema 1.12. Seja S uma superficie nao singular de grau 3 contendo uma reta [.
Entao existem exatamente 5 planos distintos contendo tal reta, digamos Hy, Hy, Hj3,
Hy e Hs. Tais que H;NS = 1UC;, sendo C; = 1; Ul uma conica singular reduzida
para 1 =1,2,3,4,5.

12



1. Retas disjuntas em superficies nao singulares de grau d < 3 em P?3

Demonstragao. Ver Proposi¢ao 7.3, pag. 112 em [14] e Proposicao 4.0.3, pag. 39 em
[2]. m

Lema 1.13. Com as notagoes do Teorema considerando H; = (l;,1}) planos con-

tendo [, sendo i = 1,2, 3,4,5. Entao para qualquer ¢ # j verifica-se que
(1) L;ni; = 0.
(2) ;NI =0.
(3) inl;=0.

Demonstragao. Para o primeiro item suponhamos por absurdo que [; N [; # (), sendo
i # j. Assim, digamos que [; Nl; = {p}. Uma vez que cada um dos planos contém a
reta [ temos que H; N H; = [, intersectando ambos os membros dessa igualdade por
l; obtemos [; N H; = [; N [. Agora intersectando essa nova igualdade por [; teremos
{p} = l;Nl; NI, dai pelo Lema (no Apéndice A) obtemos H; = H; o que é um

absurdo. A demonstragao dos demais itens é analoga. Vejamos geometricamente na

Figura 1.2}

l,i li

Figura 1.2: Planos H; e H; (i # j)

O
Corolario 1.14. Com as mesmas condi¢oes do Teorema [1.12] verifica-se que
(1) 86(5) > 11.
(2) Existem I,m € ¢(S) disjuntas.
Demonstracao. 1. Pelo Teorema temos que existem exatamente 5 planos dis-

tintos Hy, Hy, Hs, Hy, Hs em P? contendo a reta [, tais que H;NS = U}, sendo

C; =1 Ul, comi=1,23,4,5 Assim podemos considerar ¥ = {l,1y,1}, lo, I},

13



1. Retas disjuntas em superficies nao singulares de grau d < 3 em P?3

oo Us, L} € ¢(S). Segue do item (1) da Proposigao que as retas [, 1;, li sdo

distintas, desse modo temos que §3 = 11, e o resultado segue.

2. Segue do Lema [1.13]

m
Proposicao 1.15. Para quaisquer [, m € ¢(S) com [ # m, verifica-se que:
1. #¢y(S) = 10.
1 se INm#(Q
2. #(ou(S) N om(S)) = :
5 se INm=10
Demonstracao. 1. Pelo Teorema temos que existem exatamente cinco planos

H; comi=1,2,3,4,5 contendo a reta [ tais que H; NS =1 UI[; Ul;. Denotemos
¥ =k, l/l, Iy, Ly, ... 15, l;,} Concluimos a partir da demonstracao no Corolario
que £¥; = 10, além disso, X; C ¢;(S). Agora se m € ¢/(S) temos que
H = (l,m) é um plano contendo [, desse modo H = H; para algumi = 1,2,3,4,5.

Uma vez que HN S =1UI[; Ul segue-se que m = [; ou m = [}.

2. Primeiramente, assumamos que [,m € ¢(S) tais que [Nm # () e [ # m. Sabemos
que existe um unico plano contendo [ e m, digamos H. Assim, pela Proposicao
podemos considerar H NS = [ Um U Ly sendo Ly uma reta componente
da conica residual Cy. Observemos que Ly € ¢(S) N ¢, (S), uma vez que Ly,
[ e m sao coplanares. Tomemos agora L € ¢;(S) N ¢,,,(S). Assim pelo Lema
A.16| (no Apéndice A) segue-se que L C (I,m) = H. Dai L = Ly. Portanto,
101(S) N (S) =1, sendo INm #D el #m.

Agora para a segunda parte consideremos H; = (I;,1),1=1,2,...,5 os planos do
Teoremal[l.12] Considerando o Coroldrio[L.11]temos que m € ¢;(S) oum € ¢,(S)
ou m € ¢p(S). Observemos que m ¢ ¢,(S) N ¢y (S) e m ¢ ¢(S), pois caso
contrario terfamos m N1 # (. Por simplicidade denotaremos m; € {l;,l!} a
unica reta que intersecta m no plano H; para ¢ = 1,2,...,5. Assim, temos
{my,ma,...,ms} C ¢m(S) N @(S). Agora sendo m) € {l;,I;} a tnica reta que
nao intersecta a reta m no conjunto {l;,l;}. Desse modo, segue-se que {my,
ma,...,ms} C & (S) N dn(S) C &i(S) = {my, m,...,ms, mL}. Como m, N
m = ) para todo i, temos que ¢;(S) N ¢n(S) = {m1,ma,...,ms}. Portanto,
8H(1(S) N dm(S)) =5, sendo I N'm = (). Geometricamente temos a Figura
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1. Retas disjuntas em superficies nao singulares de grau d < 3 em P?3

Figura 1.3: Retas disjuntas m e m/ no caso [ N'm = ()

]

Agora consideremos Ly, Ly € ¢(S5) tais que L; N Ly = (). Pela demonstragao da
Proposicao podemos assumir que:

¢L1(S) = {Cll, C1,0Q2,Co,...,0a5, 05}
¢L2(S) - {blacl)b27c27"'7b5ac5})

sendo H; = (a;,¢;) e H; = (b;,¢;) com i =1,2,...,5. De modo que ¢r,(S) N ¢, (5) =

{c1,¢9,...,¢5}.

Lema 1.16. Com as notacoes acima temos que:
1.aiNa; =0, ¢;Ne; =0, a;Ne; =0, para todo i # j, com 4,5 € {1,2,...,5}.
2. b;Nb; =0, b;Nc; =0, para todo ¢ # j, com 4,5 € {1,2,...,5}.
3. Linb;=0e LyNa; =0, para todo i € {1,2,...,5}.

Demonstracao. As afirmagoes 1 e 2 seguem da prépria determinacao de ¢r,(S) e
¢1,(S) respectivamente. Para a afirmacao 3 suponhamos que L; N b; # () para algum
i€ {1,2,...,5}. Entdao LiNb; # Qe LiNec; # 0. Assim, Ly C (b;,c;) D Lo, logo
Ly N Ly # 0 o que é um absurdo. Analogamente verifica-se que Ly Na; = @), para todo

.. [l

Corolario 1.17. Com o uso das notagoes acima consideremos agora as seguintes retas

ai, as, az, a4, a5, ag = Lo, by, by, b3, by, bs, bg = L. Verifica-se que:

1. {a1,as,...,as} sao retas na superficie S duas a duas disjuntas.
2. {b1, by, ..., b} sdo retas em S duas a duas disjuntas.
3. ry > 6.

4. a; Nb; = para todo i € {1,2,...,6}.

5. a;Nb; # 0 para todo i,j € {1,...,6}, com i # j.
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1. Retas disjuntas em superficies nao singulares de grau d < 3 em P?3

Demonstracao. As afirmacgoes 1 e 2 seguem do Lema Ja a afirmagao 3 segue da
propria definicao de r3. Para a afirmacao 4, observemos que para i = 6 o resultado é
satisfeito. Agora suponhamos que b;Na; # (), para algum i € {1,2,...,5}. Assim temos
que b; C {a;,¢;) D L;. Desse modo, b; N Ly # 0, o que é um absurdo. Para a prova do
ultimo item primeiramente observemos que no caso j # 6 temos que b; ¢ (a;, ¢;) = H;
dai pelo Corolario segue—se que a;Nb; # 0, j& para o caso em que j = 6, o resultado

segue da propria defini¢ao de ¢r, (5).
O]

A configuracao das retas do Colorario é chamada de double six (veja pag. 6
em [I]), também pode ser representada como na Figura [1.4]

ay a2 asz a4 a5 0ag

b3
by

b

Figura 1.4: Double six

Observemos que para cada i # j, sendo 4,5 € {1,2,...,6} podemos considerar o
plano H;; = (a;,b;). Assim, sendo [;; a reta residual a conica a; U b; no plano H;;

obtemos H;; NS = a; Ub; Ul;;. Assim, podemos considerar as seguintes retas:

l127 l137 1147 l157 l167 1237 1247 1257 l267 1347 1357 l367 l457 1467 156’

Veremos agora um resultado, o qual nos auxiliard no calculo das 27 retas em uma

ctibica nao singular em P3.

Lema 1.18. Considerando as notagoes acima e sendo A = {l;; | 1 < i < j < 6}.

Verifica-se que:

(a) Am{a17--'7a67b1a"'7b6}:(D;

(b) Lij Nay # 0 se, e somente se, k € {i,7};
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(¢) Lij N by # 0 se, e somente se, k € {i,7};
(d) lij =l se, e somente se, i =k e j=1t,sendoi < jek <t
(€) Se lij # g entdo l;; Nl # 0 se, e somente se, {7,7} N{k,t} = 0.

Demonstragao. Para o item (a) considere I;; € A. Segue da construgao das retas em
A que l;; # a;. A seguir verifiquemos que [;; # a; com k € {1,2,...,6} e k # 1.
Suponhamos por absurdo que l;; = a; com k # 4, dai segue-se que ay C H;; = (a;,b;),
assim a; N a; # 0, o que é um absurdo. Analogamente verifica-se que [;; # by. Agora
para o item (b) suponhamos por absurdo que a; Nl;; # 0 e k ¢ {i,j}. Observemos
que sendo k # i e k # j entdo ar Na; = 0 e a, Nb; # 0, respectivamente. Assim
segue-se que ay C (l;;,b;) = Hy; D a;, dail ap Na; # 0 sendo i # k, o que é um
absurdo. Reciprocamente temos que sendo ¢ = k entao segue da construcao de [/;; que
lij C {ak, bj) = Hy;, dai temos l;; Nag # 0. Agora sendo k = j segue do Coroldrio m
que a; intersecta uma das retas no conjunto {a;, b;,l;;} desde que a; ¢ H,;. Pelo Lema
e Corolario temos que a; Na; = 0 sendo i # j e a; Nb; = () para qualquer j.
Portanto, I;; N a; # 0. Analogamente verificamos para o item (c).

Para o item (d) sendo l;; = [ ent@o temos l;; N a;, = l N a;, assim pelo item
(b) segue-se que Iy Na; # 0, dai i € {k,t}. Analogamente temos que ly; Nb; # 0 e
j € {k,t}. Portanto k =i e t = j. A reciproca é trivial. Para o item (e), observemos
que sendo {i,j} N{k,t} = 0 entdao i ¢ {k,t} e j ¢ {k,t}. Assim, pela demonstragao
do Teorema podemos concluir que l;; Nl # 0. Reciprocamente suponhamos que
{i,7} N {k,t} # 0. Desse modo temos duas possibilidades i € {k,t} ou j € {k,t}.

Vamos verificar a primeira possibilidade, pois a segunda ¢ analoga. Observemos que
caso j € {k,t} entdo l;; = ly; o0 que seria um absurdo. Sendo assim iremos considerar

J & {k,t}, desse modo teremos dois subcasos a considerar:

Caso 1.1 i=k,j#kej#t.
Neste caso temos que l; = l;;. Assim, considerando o plano da Figura [1.5)],

temos que se l;; C H;; entao Uiy € {a;, bj,1li;}

Figura 1.5: Plano H;;.

J& sabemos que AN{ai,... a6} =0 =AN{b,...,bs}, assim l;; = l;; o que

nos leva a concluir que t = 7, sendo isso um absurdo. Desse modo segue-
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1. Retas disjuntas em superficies nao singulares de grau d < 3 em P?3

se que l;y ¢ H;;, assim [;; s pode intersectar umas das retas no conjunto
{ai, bj,1;;}, pelo item (a) j& sabemos que I Na; # 0, assim l;; Nb; = 0 e

lit Nl;; = 0, 0 que é um absurdo.
Caso 1.2: i=t,j#kej#t.

Para este caso a demonstragao é andloga ao caso 1.1.
]

Observacao 1.4. A igualdade [;; = [j;, para todo ¢ # j ¢ verificada. De fato assumindo
que i < j temos l;; € A, além disso l;; Nap # 0 <= k€ {i,j}ely;Nb, #0 <k € {i,j}.
Desse modo temos l;; Na; # 0 e l;; Nb; # 0. Dai l;; C (a;,b;) = Hj;, assim [;; = [j;. De

modo andlogo verifica-se que l;; = [;; sendo j < 1.
Teorema 1.19. A superficie S contém exatamente 27 retas, isto €, §¢(S) = 27.

Demonstragao. Observe que §¢(S) > 27, pois {ay,...,a6} U {b1,...,bs} U A C ¢(9).
Se I € ¢(5) e considerarmos o plano H;; da Figura temos [ C H;; oulNH;; = {p}.
Para o primeiro caso temos que [ € {a;,b;,l;;}, j& para o segundo caso temos que
I € ¢q,(S) oul € ¢y, (S) oul € ¢, (S) (e somente um desses casos). Pela Proposicao
sabemos que cada um desses conjuntos possui exatamente 10 retas, observando o
item (5) do Corolario e os itens (b), (c) e (e) do Lema segue-se que ¢, (S) =
{ow | B # ik € {1,2,...,6}}U{li | K # i,k € {1,2,...,6}}, ¢,(S) = {ar | K #
gk e {1,2,...,6}} U{lix | K # j,k € {1,2,...,6}} e ¢,,(S) = {as,a;,b:,b;,4,5 €
{1,2,...,6}} U{la | {s,t} N {i,j} =0,s,t € {1,2,...,6}, o que nos permite concluir

a nossa demonstracao. O

No que segue do texto usaremos as notagoes Is = {1,2,...,6}, A = {ay,a9,...,a6},
B={by,bs,...,06} e A={l;; | 1 <i<j<6}. Maisadiante veremos dois importantes
resultados, que nos permitirao concluir que a quantidade maxima de retas duas a duas

disjuntas existente em .S é 6.
Lema 1.20. Sejam Ly, Lo, ..., L retas em A. Verifica-se que:

(1) Ly, Ly s@o disjuntas se, e somente se, existe {«, 51, f2} = w; C Is com § w; = 3

tal que Ly = lap, € Lo = lop,.

(2) Ly, Lo, L3 sdo duas a duas disjuntas se, e somente se, exatamente uma das
condigbes a seguir é verificada: existe {«, 81, B2, 3} = wa C I com f wy = 4 tal
que Ly = lag,, Lo = lap, € L3 = lop,. Ou existe wy = {a, f1, B2} com fw; = 3 tal
que Ly = lag,, Lo = lop, € Ly = lg,3,.
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1. Retas disjuntas em superficies nao singulares de grau d < 3 em P?3

(3)

(4)

()

Ly, ..., Ly sdo duas a duas disjuntas se, e somente se, existe {«, 1, B2, B3, B4} =

wg C Ig com f§ w3 =5 tal que Ly = lop,, Lo = loag,, Ly = lap, € Ly = lyp,.

Ly, ..., Lssao duas a duas disjuntas se, e somente se, existe {«, 81, B2, B3, B4, 5} =

I tais que Ly = log,, Lo = lagy, - -, Ls = lap;-

Nao existem 6 retas duas a duas disjuntas em A.

Demonstragdo. Para o item (1) considerando Ly = l;; ¢ Ly = Iy tais que Ly N Ly = (),
pelo item (e) do Lema notemos que {i,j} N {k,t} consiste de um unico indice,

digamos a, sendo assim temos Ly = lyg, € Lo = lop,, com {i,j} = {a, b1} e {k,t} =

{a, B2}. A reciproca deste item assim como a dos itens (2), (3) e (4) segue direto do
item (e) do Lema [1.18 Para o item (2) sejam Lq, Lo, Ly € A duas a duas disjuntas.
Uma vez que LN Ly = () entdo pelo item (1) existe wy = {a, f1, B2} C Ig com f w; =3

tal que Ly = lop, € Ly = lop,. Agora como L1 N Ly =0 e LyN Ly =0, sendo L3 = l,ym,

temos duas possibilidades a considerar:

1#)

2%)

a € {n,m}

Neste caso temos que Ls = l,3, sendo B3 # 31 e B3 # (2, pois caso contrario
teriamos L3 = Ly e L3 = Ly respectivamente, o que nos leva a concluir que existe
wy = {a, B, P2, B3} C Is com fwy =4 tal que L; = lop, i = 1,2, 3.

a ¢ {n,m}

Temos que 5; € {n,m}, pois L; N Ly = () para i = 1,2. Assim temos que
Ly = lg,3,, uma vez que 3; # [35. Para este caso observemos que existe wy =
{a, B1, B2} C I, onde fws = 3 tal que L; = lyp,, com i =1,2 e Ly = lg,3,.

Agora para o item (3) sendo Ly, ..., Ly sdo duas a duas disjuntas entdo em par-
ticular temos que Ly, Lo, L3 sao duas a duas disjuntas. Assim pelo item anterior

temos duas possibilidades ao considerarmos Ly = [,,,,.

(a) Ly = laﬁla Lo = lab’z e Ly = lOé,Bg? sendo ﬁ Wo = {a7517ﬁ2>53} = 4.
Como Ly N Ly =, para todo s € {1,2,3} temos os seguintes casos:
i. ae{n,m}
Neste caso temos Ly = lnp, com [y ¢ we. Assim, existe ws = {«, 1, 2,

Bs, Ba} C Ig tal que fws =5 e L; = lop, comi=1,... 4.

ii. a ¢ {n,m}
Uma vez que LyN Ly = () entdo temos {f1, B2, B3} C {n,m} o que é um

absurdo.
(b) Ly = lap,, Lo = lag, € Lz = lg,,

Para esta possibilidade também temos dois casos a considerar, vejamos:
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i. € {n,m}
Neste caso temos que Ly = I, com {n,m} = {a,r}, uma vez que
LyN Lz = temos que r € {B1, B2} 0 que é um absurdo, pois a # 31 e
o # Pa.

ii. a ¢ {n,m}
Para este caso como Ly N Ly = 0 e Ly N Ly = () entdao temos que

p1 € {n,m} e By € {n,m} dai Ly = L3 o que também é um absurdo.

A demonstracao do item (4) é analoga a possibilidade (a) do item (3). Consi-
derando agora o item (5) suponhamos que Lq,...,Lg € A e sao duas a duas
disjuntas. Em particular, temos que Lq,...,Ls € A e também sao duas a
duas disjuntas. Desse modo pelo item (4) temos que Ly = lag,, ..., Ls = lag;
sendo {«, B1,...,05} = Is. Assim, Lg = [, com k # «, entdo k = p para
algum p € {B1, 52, B3, B, 85} = w, com fw = 5. Assim Lg = L; para algum

i€{l,2,...,5}, o que seria um absurdo.
]

Teorema 1.21. Se I' = {C C ¢(S) | C € formado por retas duas a duas disjuntas e
iC = 6}, entao verifica-se que " = 72.

Demonstragao. Segue da demonstragao do Teorema que ¢(S) = AUBUA. Assim
se C € T temos que C = (CNA)U(CNB)U(CNA). Vamos agora estudar a cardinalidade

do conjunto C N A, para isso consideremos os seguintes casos

Caso 1: 4(CNA) =6.
Pelo item (5) do Lema temos que este caso nao ocorre, pois em A no

maximo 5 retas podem ser duas a duas disjuntas.

Caso 2: 4(CNA) =5.
Se C = {Ly,...,Lg} entdo podemos assumir que C N A = {Ly,..., L5}
Assim, pelo Lema existe {o, B1,..., 05} = Is tal que L; = l,3,, sendo
i€ {l,...,5}. Desse modo temos que Lg ¢ A, assim Lg € AUB. Digamos
que Lg € A, sendo assim temos que Lg = ay, para algum k € Ig, assim
LeNlag, =0 & k # ae k # B, para todo 7 € {1,...,5}. Dai segue-se
que k ¢ Ig o que é um absurdo. Analogamente chegamos a um absurdo ao

supor que Lg € B.
Caso 3: 4(CNA) =4.

Neste caso podemos assumir que C NA = {Ly,..., Ly} sendo que L; = [,

comi € {1,...,4} e {a, f1,..., 01} = w3 tal que fws = 5. Assim temos que
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Caso 4:

Caso b:

Ls, Lg € AUB. Suponhamos que L € A, desse modo Ls = a, para algum
ve{l,2,...,6}. Como LsNL; = sendo 1 <i <4, temos que a,Nlys, =0
para todo ¢ € {1,...,4}, daf segue-se que v # e v # [, i € {1,...,4},
assim v € Is — {a, f1, ..., B4}

Observemos que como Lg # Ls e Lg N L; = () para todo i € {1,...,5},
entdo Lg ¢ A, pois caso contrario Lg = a; com j # «, j # v e j # 5
para todo i € {1,...,4}. Como tal escolha para j ndo é possivel, con-
cluimos que Lg ¢ A. Logo, s6 resta a possibilidade de que Lg € B. Usando
as mesmas ideias do caso Ls = a,, concluimos que Lg = b,. Portanto,
C = {lag s laps, lapss lagy, ay, b} com {a, Br,. .., B} U {7} = {1,2,...,6}.
Note que temos 6.5 = 30 possibilidades para escolher a@ € {1,...,6} e
{B1,..., B4} C Is — {a}. Sendo assim, neste caso obtemos 30 elementos de
.

4CNA)=3.

Assumamos que C N'A = {Ly, Ly, L3}. Temos entdo duas possibilidades a

considerar:

(i) L; = lap, com #{c, B;} =4, sendo i € {1, 2, 3}.
Suponhamos que Ly, Ls € A, assim Ly = ay e Ly = a5, com 7,0 €
Is — {«, 51, B2, P}, assim temos que Lg ¢ A, logo Lg € B, desse modo
L¢ = by sendo k € Is — {a, p1, 09,03}, dal k = v ou k = §, o que
é um absurdo. Analogamente chegamos a um absurdo ao supor que
Ly, LseBelLge A

(i) L1 = lap,, Lo = lap, € Ly = lgp, com #{e,[1,02} = 3. Assim
Ly, Ls, Lg € AUB. Tendo em consideragao que a;Nb; # () se i # j, entao
temos que Ly, Ls, Lg € A ou Ly, L5, Lg € B. Para a primeira condigao
observemos que Ly = as,, Ls = as,, Lg = as, sendo {61,02,03} € Is —
{a, By, Ba} desde que L; N L; =0, sendo 4 <i <6 el <j<3. Desse
modo temos C = {lag,, lagy L gss G5y Gsy, Qs }) (1) . Analogamente para
a segunda condigao temos C = {lag,, lag,, (5,8, b5y, Dsys b5y} (2) . No-
temos que tanto em quanto em temos 20 possibilidades para
escolher os indices «, 31, B2 em Ig, assim obtemos mais 40 elementos em
I.

HCNA)=2.
Para este caso temos que C N A = {Ly, Ly}, sendo Ly = lop, € Lo = lap,

com #{a, B1, B2} = 3. Assim temos que L3, Ly, L5, L € AUB. Sendo assim
temos que L; = a; ou L; = b para i = 3,...,6, com k ¢ {«, 1, B2}, pois

21
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LiNnL; =0,com3<i<6el <j<2 Sendo L3, Ly L5 € A temos
L3 = Cl,gl,L4 = CL92,L5 = Qp4, COM {91,‘92,93} € I@ — {Oé,ﬁl,ﬁg}. Assim
concluimos que Lg € B e com as mesmas ideais da possibilidade (i) do caso

caso 4 chegamos a um absurdo.

Caso 6: 4(CNA) = 1.

Analogamente ao caso 5 chegamos a um absurdo.

Caso 7: #(CNA) = 0.

Para este caso teremos que L; € A ou L; € B, com 7 € I5. O que nos da

mais 2 elementos de I'.

Portanto, I' contém exatamente 30 + 40 + 2 = 72 elementos.
m

Pelo que acabamos de provar, podemos concluir que superficies cibicas nao singu-
lares contém exatamente 72 conjuntos de 6 retas duas a duas disjuntas. A partir dai

podemos concluir ainda que:

Teorema 1.22. Superficies cubicas nao singulares possuem no mdximo 6 retas duas a

duas disjuntas.

Demonstracao. Sabemos que existem 6 retas duas a duas disjuntas em .S, por exemplo
as retas em A. Suponhamos que r3 > 7, assim existem Lq, Lo, ..., Ly retas em S duas
a duas disjuntas. Consideremos agora C = {Ly, Lo, ..., Lg}. Desse modo pelo Teorema
temos C € I'. Além disso, a partir da demonstracao deste mesmo Teorema temos

o0s seguintes casos a considerar:

Caso 1: C = A.
Uma vez que ¢(S) = AU B U A, entao temos que Ly € B U A. Digamos
que L; € B, assim L; = by, para algum k € {1,2,...,6}. Desse modo,
segue-se que Ly Na; # 0 se i # k, o que é um absurdo. Agora se Ly = L,
com n,m € Ig, entdo temos que Ly Na, # (), para algum n € {1,2,...,6},
o que também é um absurdo.

Caso 2: C = B.
Usando a demonstrac¢do do caso acima trocando als pelos b;s também che-
gamos a um absurdo.

Caso 3: C = {lup,, laps, 151 s» oy s Ay A5y}, com {cv, B1, B, 01, 09,03} = Ig, sendo L; =
lag,, Lo = lap,, Ls = lg,p,, Ly = a5,, Ls = a;, ¢ Lg = as,.
Primeiramente admitamos que L; = aj. Como Ly N L; = (), para 1l <i <3
entdo k ¢ {a,f1,02}. Sendo assim, k € {d1,ds,03}, logo Ly = as,, para
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algum ¢ € {1,2,3}. Portanto, Ly € C, o que é um absurdo. Supondo
agora que L; = by, teremos L7 Nas, # () para §; € {01,02,03} — {k}. Por
ultimo sendo L7 = I, temos L; = L; para algum i € {1,2,3}, pois como
L;Nas, = 0 entdo n,m € {a, B, F2}.

Caso 4: C = {lag,s laps, 15,65 sy Doy, bsy }, com {av, B, B2, 01,02,03} = Ig, sendo Ly =
lagys Lo = lagy, Ls =l gy, Ly = bs,, Ls = bs, € Lg = bg,.
Neste caso ao considerarmos L; = a, ou L; = b, ou Ly = l,,,, chegamos a

um absurdo de maneira semelhante ao caso anterior.

Caso 5: C = {lag,, lags, lags, laps, G5, b5}, com {«, By, B2, B3, B4, 0} = Ig, sendo Ly =
lagys Lo = logy, Ls = lopy, Ly = lop,, Ls = as € Lg = bs.
Para este caso supondo L; = a, entao temos que k = ¢, pois LyNL; = () com
i€ {l,...,4}, assim L7 € C. De modo andlogo temos tal absurdo ao supor
que L; = by. Agora sendo L7 = l,,,,, temos {n,m} € {«, p1, P2, B3, B4}, pois
L; N L; = () sendo i = 5,6. Assim observemos que caso « € {n,m} entao
L; = L; para algum i € {1,...,4}, o que é um absurdo. Por outro lado se
o ¢ {n,m} temos L; = lg,, dai Ly Nlsp, # O para By € {B1,..., 5} —

{B:, B}, o que também nos da um absurdo.

Portanto, toda superficie ctibica nao singular em P? possui no méximo 6 retas duas a

duas disjuntas. O]
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Capitulo 2

Retas disjuntas em superficies

quarticas nao singulares

Sabe-se que sempre ¢é possivel encontrar uma superficie nao singular de grau d > 4,
que nao contém retas, por exemplo pode-se mostrar utilizando um método chamado de
estratificacdo que a superficie dada pelo polinomio x¢ 4 229 4+ 2129 " + 2020 € R
nao contém retas (veja Proposicao 1.5, pdg. 14 em [13]). Para o caso de superficies
nao singulares de grau d = 4 em P? sabe-se que estas possuem no méaximo 64 retas,
fato este provado em 1943 pelo italiano Beniamino Segre em seu artigo “The maximum
number of lines lying on a quartic surface”([17]).

Outro marco na Geometria Algébrica diz respeito & quértica de Schur x§ — roz$ —
T3 + wers = 0, a qual possui exatamente 64 retas, sendo tal resultado desenvolvido
pelo alemao Friedrich Schur em 1882 em seu artigo “Ueber eine besondere Class von
Flichen vieter Ordnung” ([16]). O que também se conhece é que a quantidade maxima
de retas duas a duas disjuntas que uma superficie quartica pode ter é 16 (veja [10]).
No decorrer deste capitulo iremos determinar a quantidade maxima de retas duas a

duas disjuntas nas superficies quarticas nao singulares de Fermat e Schur (em P3), e

comentar brevemente o caso das superfices quarticas em geral.

2.1 Retas na quartica de Fermat

Na Geometria Algébrica a quartica de Fermat é a superficie definida pela equagao
zi + 2} + 23 + 23 = 0, nesta segao tal superficie serd denotada por F. Considerando
as rafzes quartas da unidade {1,i, —1, —i}, observemos que sendo ¢(z,y) = x* + y*,
entdo verifica-se que ¢(z,y) = (x — py)(x — ipy)(z + py)(z + ipy), sendo p € C com
ut = —1.

Considerando agora U = {u, —p, iy, —ip} com p € C tal que u* = —1. Definamos,
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L1 ={li(a,b) = Z(xg — axy,xy — bx3) | (a,b) €U X U}
Lo = {ly(a,b) = Z(xg — axy, xy — bx3) | (a,b) €U x U}
L3 = {l3(a,b) = Z(xo — axs, xy — bxs) | (a,b) €U x U}.
Teorema 2.1. Com as notagoes acima. Verifica-se que:
1. L; C ¢(F) e tL; = 16, para todo i € {1,2,3}.
2. LinL; =0, para todo i # j.
3. (F) = L4 U Lo U Ly e td(F) = 48,

Demonstragao. 1. Sendo | € Ly temos | = l1(a,b) = Z(xy — axy, 29 — bxs) com
a,b € U. Note que F' = o(xg, 1) + @(22,23), dai L1 C ¢(F). Analogamente
podemos mostrar que Ly, L3 C ¢(F).

Agora como cada par (a,b) define um elemento de £;, com ¢ € {1,2,3} entdo
temos que #£; < 16. Suponhamos que (a,b), (a,b') sdo pares em U? tais que
li(a,b) = l;(a’,b"). Iremos considerar o caso i = 1, pois os demais casos sao
verificados de modo andlogo. Temos entdo que um ponto p = [xg : o1 : @9 : 3] €
l1(a,b) & x9g = axy e o = bxs, e p € l1(d', V) & xg = d'zy e 9 = V'x3. Por outro
lado o ponto ¢ =[a:1:b: 1] € l1(a,b) o que nos dd a = a’ e b = ¥'. Portanto,
40, = 16.

2. Suponhamos que [ € £, N Ly. Assim, [ = l1(a,b) para algum par (a,b) € U>
e | = ly(d, V') para algum par (a/,V') € U*. Logo, | = Z(xg — a1,y — bu3) =
Z(xg — d'wg,xy — b'x3). Notemos que ¢ = [a:1:b:1] €l = l1(a,b), assim
q € lx(a’;b) o que nos dd a = a'be 1 =¥, dal (V')! =1, o que é um absurdo.
Considerando os pontos r = [a’ : ' : 1: 1] ep=[a:0:1:0] e usando as mesmas
ideias do primeiro caso, chegamos a um absurdo ao supor que [ € £, N L3 e

[ € Lo N L3, respectivamente.

3. Pelo item 1 segue que £ U Ly U L3 C ¢(F). Agora considerando a estratificagao
{E;}5_, de Go(C*) (veja Definigao e Observacio[A.8 no Apéndice A), temos
que sendo [ uma reta em ¢(F), entao [ = P(W) para algum W € Go(C*) =
Ey U Ey,U ... U Es Observemos que se W € Eg U E5 U E3, entaop=1[0:0:
0:1] €1, mas p ¢ F o que nos leva a concluir que [ ¢ F. Assim, as retas em F
devem necessariamente ser da forma P(W) com W € E; U Ey U Ey, temos entao

3 casos a considerar, vejamos:
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Caso 1: W =W, =1(0,1,0,a),(0,0,1, 5)] € Ey.
Neste caso temos que todo ponto de [ é da forma [0 : wy : wy : aw; +
Bws], com [wy : wsy] € P Assim, [ C F se, e somente se, a seguinte
igualdade ¢ satisfeita w} + wj + (aw; + Pwy)? = 0, para todo [w; :
ws] € PL. Desenvolvendo tal igualdade, temos wi(1 + a*) + w3(1 +
B +4ad Bwiwsy + 602 f2wiwi + 4aBPwiws = 0 para todo [wy : wy] € PL.
Como tal expressao polinomial se anula em todos os pontos de P!, entao

temos o seguinte sistema

(1+at=0
1+84=0
4033 =0
6a23% =0
433 = 0

(
o qual nao possui solugao, isto é, no estrato F4, nao ha retas, logo
L& o(F).

Caso 2: W =Wy, =[(1,0,0,0),(0,0,1,7)] € Es.
Para este caso, observemos que todo ponto da reta [ é da forma [u; :
uy : U Bug + yug], com [uy : up] € P Desse modo, | C F, se, e
somente se, uf + atuj +uj + (Bui + yuz)* = 0 para todo [u; : uy] € PL.

Desenvolvendo esta equacao, temos

(

1+a'+4'=0

14++*=0 1+a*+84=0 1+a*=0
433y =0 & 1+44=0 & 1++*=0
467 =0 By =0 B =
63%v% =0

\

o que nos possibilita encontrar 16 solugoes, isto é, no estrato F5 existem
16 retas de F. Agora observemos que sendo W, 5., = [(1, o, 0, ), (0,
0, 1, v)], a partir das solugdes do sistema acima temos W, = [(1, a,

3

0, 0), (0, 0, 1, v)]. Multiplicando o primeiro vetor por —a” e o segundo

por —3, obtemos
Wa,O,“{ = [(—Oé3, 17 07 O)? (07 07 _737 1)]

Notemos que (—a?)* = [(=1)(a?)]* = (=1)*a!? = (a*)® = —1. Analo-

gamente verificamos que (—73)* = —1. Agora observemos que, sendo
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2. Retas disjuntas em superficies quarticas nao singulares

li(a,b) = Z(xg—axy, xo—bxs), entdo a parametrizacao desta reta é dada
por [ua : u : bv : v] onde [u : v] € PL. Assim, tomando u = 1,v =0e

u = 0,v = 1 respectivamente temos
l1(a,b) =P([(a,1,0,0),(0,0,b,1)]). (2.1)
De modo analogo verificamos que

ls(a, b) = P([(a,0,1,0), (0,b,0,1)]) (2.2)

Is(a,b) = P([(a,0,0,1), (0,b, 1,0)]). (2.3)

Desse modo, podemos concluir que as retas encontradas no estrato Fs
pertencem ao conjunto L.

Caso 3: W =Wy 46 =1[(1,0,c,0),(0,1,7,6)] € Ey.
Neste caso todo ponto da reta [ é da forma [v; : vy : avy + vy :
By + dv], com [vy : ve] € P Sendo assim, [ C F se, e somente se,
v} 4 03 + (v + )t + (B + dv)* = 0 para todo [v; : v9] € P, 0 que

nos da o seguinte resultado

(1+at+ 54 =0 (1+a*+84=0 (I)
1++*4+4d6*=0 l+yt+8t=0 (1)
4oy +4335 =0 & oty = —3% (II1)
4ay® +4B6% =0 ay? = —ps? (IV)
60272 + 63252 = 0 \ a2yt = — 3252 (V)

\

multiplicando a equacao (IV') por (V) obtemos (a3y)y* = 3355, substi-
tuindo (/17) em tal igualdade teremos 335(6* + %) = 0, assim de (I7)
temos 50 = 0. Sendo assim, temos dois casos a considerar:
Caso 3.1: f=0eay=0.
Sendo f = a = 0 entdo por (/) teremos um absurdo. Agora para

B =0 e~ =0 teremos o seguinte sistema

1+a*=0
14+0*=0
o qual possui 16 solucoes, assim encontramos mais 16 retas em F'.

Além disso, temos Wyop00s = [(1,0,,0),(0,1,0,6)], analogamente

ao que fizemos no caso 2, temos que estas 16 retas estao em L.
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2. Retas disjuntas em superficies quarticas nao singulares

Cas0 3.2: 6 =0eay=0.
Com as mesmas ideias do Caso 3.1, conseguimos encontrar mais 16

retas em F', as quais encontram-se no conjunto Ls.
Portanto ¢(S) = L1 U Lo U L3 e §6(S) = 48.
O

Pelo que fizemos acima, podemos concluir que a quartica de Fermat possui exa-

tamente 48 retas, e estas podem ser divididas em 3 conjuntos disjuntos onde cada

um possui exatamente 16 retas. Sabendo a quantidade de retas, vamos entao estudar

o comportamento destas no que diz respeito a interse¢ao, para que assim possamos

verificar qual a quantidade maxima de retas duas a duas disjuntas existente em tal

superficie.

Proposicao 2.2. Com as notagoes de [;(a,b), lz(a,bd) e l3(a,b) dadas pelas expressoes

(2.1), (2.2)) e (2.3) respectivamente. Verifica-se que:

1.

li(a,b) N1;(a’,b") = ) se, e somente se, a # a’ e b # b para cada i € {1,2,3}.

. O niimero maximo de retas duas a duas disjuntas em £;, com i € {1,2,3} é 4.

cli(a, b)) Nlg(a, b') = 0 se, e somente se, (a/, V') ¢ {(a,b), (—a,—b), (ia, ib), (—ia,

—ib)}.

li(a,b) Ni3(a’,V') = 0 se, e somente se, (a/,0) & {(a,b "), (—a,—b""), (ia,ib™ "),
(—ia,—ib~1)}.

la(a,b) N3, b)) = 0 se, e somente se, (a/,b') ¢ {(a,b), (—a,—b), (ia,—ib),
(—tia,ib)}.

Demonstragao. 1. Sendo l1(a,b) = P([(a, 1,0,0),(0,0,b,1)]), pelo item (1) do Lema

[A.15] (no Apéndice A) temos que

a 1 00
00 b1
Li(a,b)Ni(a, V) # 0 < =(a—d)b-V)=0a=d oub="V.
a 1 00
0 0%V 1

Assim, l(a,b) Nl (a',b') =0 < a # a' e b # . Analogamente se verifica para os

demais casos.

Consideremos agora a matriz M cujos os elementos sao os pares de U? que para-
metrizam as retas de £, vale salientar que os elementos de M foram organizados

de tal maneira como foi definido o conjunto ¢ no inicio desta se¢ao. Tem-se que:
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2. Retas disjuntas em superficies quarticas nao singulares

(o) (po—p)  (pyip) (s —ip)
(=pop) (=g =) (=pip)  (—p, —ip)
(g ) Cip, =) Cipyipn) (i, —ipe)

(=ip, p)  (=ip, —p) (=g ip)  (—ip, —ip)

Pelo item anterior observemos que a reta Iy (u, i) intersecta apenas as retas da
coluna e linha onde se encontra o par (u, p). Assim, deletando a coluna e a linha
onde (u,p) se encontra, teremos os pares que parametrizam as retas as quais
sao disjuntas a Iy (u, i), e pela contagem dos elementos dessa matriz podemos
concluir que sao exatamente 9. O mesmo acontece para qualquer outra escolha,
sendo assim podemos concluir que para cada par (a,b) € U? as retas em L1 que
sao disjuntas de [ (a, b) sdo exatamente as 9 retas determinadas ao deletar a linha

e a coluna nas quais (a, b) se encontra no arranjo matricial acima.

Agora das 9 retas duas a duas disjuntas a l; (u, i), escolhamos a reta Iy (—pu, —p).
Vale salientar que poderiamos ter feito qualquer uma das 9 escolhas. Observemos
entdo que as retas as quais intersectam [y (—p, —p) sdo exatamente as retas da
linha e coluna onde se encontra (—u, —u), ou seja, deletando a linha e coluna
onde tal par se encontra podemos concluir que os pares restantes sao exatamente
os que parametrizam as retas disjuntas a ly(u, p) e a li(—u, —p). Dai observando
0s pares que sobraram apods a primeira e segunda eliminacao, ainda pelo item 1
podemos concluir que o niimero maximo de retas duas a duas disjuntas em L, é

4. Analogamente chegamos a este resultado ao considerar os conjuntos L5 e Ls.

3. Analogamente ao que fizemos no item 1 temos,

a b

a v

li(a,b) Nig(a, V) # 0= —(al —bd') =0 < =0< (d,V) = NMa,b) &

b'=M\b
Elevando ambos os lados da primeira equacao deste sistema a quarta poténcia
obtemos A\ € {1, —1, i, —i}. Dai segue-se que, l1(a,b) Nly(a',b') =0 < (a',V) ¢
{((l, b)a (—CL, _b>a (iaa Zb)) (_iaa _Zb)}

!/
=
{a “ para algum 0 # X € C.

4. Para este item, observemos que [;(a,b) Niz(a’,0') # 0 < abl = d’ & abl = a’b™ L.
Realizando procedimento andlogo ao feito no item 3, concluimos que I;(a,b) N

3, b)) =0« (d,V) & {(a,b7 "), (—a,—b1), (ia,ib™ "), (—ia, —ib~1)}.

5. Utilizando as mesmas ideias do item 4, o resultado deste item segue.
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2. Retas disjuntas em superficies quarticas nao singulares

Observemos que com o mesmo método da demonstracao do item 2 da Proposicao
2.2] podemos obter o seguinte resultado:

Corolario 2.3. Sendo \Illf(a,b)(ﬁﬂ == {l S El | N ll(a,b) = @}, \Ijlf(a’,b’)(ﬁl) = {l €
£1 | N ll(a’,b’) = (Z)} (§ \I;l(f(a/'7b") (£1> = {l € El | N ll(a”, b/,) = (Z)}, entao ﬂ(\Ijlf(a,b) N
Vi oy N Wig(arpry) = 1.

Corolario 2.4. A quértica de Fermat possui no maximo 12 retas duas a duas disjuntas.

Demonstra¢ao. Se D C ¢(F) for constituido por retas duas a duas disjuntas, entao
pelo item 3 do Teorema [2.1| temos D = (£, N D) U (L2 ND) U (L3N D). Dai, pelo
item 2 da Proposicao [2.2] segue que, §(£; N D) < 4, para todo i € {1,2,3}. Assim,
D =377  4(DNL;) < 4.3 = 12. Portanto r(F) < 12.

Considerando agora os itens 1, 3,4 e 5 da Proposigéo temos que sendo {l; (u, 1),
W(=p, =), W(ip, i), W(=ip,—ip)} € Ly, {la(p, —p), b(=p, p), ba(in, —ip), b(—ip,
i)} € Lo e {Ia(p, ip), ly(—p, ~ip), l(—ip, —p), ls(—ip, p)} € Ls . Verifica-se que

todas essas retas sao duas a duas disjuntas. O

Pelo que acabamos de provar, podemos concluir que r(F) = 12.

2.2 Retas disjuntas na quartica de Schur

A quartica de Schur, como ja foi mencionado, possui exatamente 64 retas, o que
também pode ser verificado com o auxilio do método de estratificacdo (ver Exemplo
1.1, pag. 20 em [13]). Para o nosso objetivo, que é o de calcular a quantidade méxima
de retas duas a duas disjuntas nesta superficie, iremos dividi-la em alguns conjuntos
disjuntos, além de enunciar e demonstrar alguns resultados os quais nos possibilitarao
encontrar as 64 retas bem como a quantidade maxima de retas duas a duas disjuntas
existente em tal superficie. Salientamos que alguns resultados desta se¢ao podem ser
encontrados em [12].

A quértica de Schur é a superficie dada pela equagao zo(z — 23) — zo(z3 — 23) = 0.
Observemos que se ¢(u, v) = u(u® —v*) € Clu,v] entao f = ¢(zg, x1) — d(xa, 23). Além
disso, temos ¢(u,v) = u(u — v)(u — &v)(u — £?v) sendo £ € C raiz ctibica primitiva da
unidade (ou seja, £ # 1 e €3 = 1). Vale salientar que no decorrer desta segio & terd

—1++/3i
2

esse mesmo significado, e consideraremos £ = quando for preciso, além disso,

S = Z(f) denotara a superficie quartica de Schur, sendo f definido como acima.
Considere V = {0, 1, £, €2} e defina £ = {I(a,b) = Z(zo—axy, vo—bx3) | (a,b) € V*}.

Proposicao 2.5. Com as notagoes acima, temos que, £ C ¢(5) e £ = 16.
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2. Retas disjuntas em superficies quarticas nao singulares

Demonstragao. Sendo | € L, entao | = l(a,b) = P([(a,1,0,0),(0,0,b,1)]) para algum
(a,b) € V2. Dal, f(aa,a,Bb, ) = aalala® — o) — Bb(B36® — 33) = 0, pois a,b € V
para todo [ : 8] € P!. Portanto, £ C ¢(S). Agora pela definicao de £ temos que
#£ < 16. Suponhamos que (a,b), (¢/,b') € V? sdo tais que l(a,b) = I(a’,"). Note que o
pontop=[a:1:0:0] €l(a,b) =1(a',V), assim p € I(a’,V) 0 que nos d& a = a’. Por
outro lado temos que ¢ = [0:0:b: 1] € I(d’,V) desse modo temos que b = b'. Logo,
1L = 16. ]

Proposigao 2.6. Sejam L = Z(xg,71) e M = Z(x3,x3) retas em P3. Considere
l € ¢(S). Entao,

l.leLelnL#0
2. 1€ Le1nM+£0D.

Demonstragao. Observemos que uma vez que [ € L, entao | = l(a, b) = P([(a, 1, 0,
0), (0, 0, b, 1)]). Notemos ainda que [a:1:0:0€lnNMe[0:0:b:1] €lnNL,
assim INL # 0 elNM # (). Para a reciproca do primeiro item, temos que como [ C S
e L ¢ S entaol # LelNL = {p}. Comop € L, entdop =1[0:0:a: ] com
[a: ] € Pl ecomop el CS temos ala® — £3) = 0. Observemos que 3 # 0, pois
caso contrdrio terfamos a = 0, o que nao pode acontecer uma vez que [a : 3] € PL.
Assim, desenvolvendo esta ultima igualdade e em seguida dividindo por 5* obtemos
(%)4 — () = 0, colocando (§) em evidéncia e nomeando tal fragao por b teremos
b(b> —1) = 0, o que nos permite afirmar que b € V, desse modo temos p=1[0:0:b: 1].

Agora consideremos w = (wp,wy, wy,w3) € C* tal que | = P(W) sendo W =
{(0,0,b,1), (wo, wy, we,ws)}. De fato, W admite uma base da forma {(0, 0, b, 1), (wo,
wy, wy, 0)}. Suponhamos que wy # 0, assim [ = P([(0, 0, b, 1), (n, m, 1, 0)]), sendo
g—g em =

[ug : u1] € P, o que nos conduz & igualdade

%' Uma vez que [ C S, temos f(uin,uym, ugh + uy, ug) = 0 para todo

n =

um(u?n?’ — ui’m?’) — (uob + u1) ((ueb + u1)3 — ug) =0 (2.4)

3 —m3) = 1, por

para todo [ug : u;] € P!. Tomando vy = 0 e u; = 1 temos n(n
outro lado sendo uy = 1 e u; = —b obtemos —b*n(—n® + m3) = 0, o que nos da
um absurdo ao supor que b # 0. Além disso, se b = 0 pela equacao (2.4) teremos
ui(n(n® —m3) — 1) + udu; = 0, o que também nos d4 o absurdo 1 = 0. Dai temos
[ =P([(0,0,b,1), (wg, w1, 0,0)]), note que [wy : wy : 0: 0] €l ecomol C S, entao segue-
se que wo(wd —w?) = 0. Assim, w; # 0, 0 que nos permite verificar que a(a® — 1) = 0,
sendo a = 3¢, ousejaa € V. Portanto, [ € L. De modo andlogo verificamos a reciproca

do segundo item. O]
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2. Retas disjuntas em superficies quarticas nao singulares

Desse modo temos que [ ¢ L se, e somente se, [N L = () ou N M = (). Observemos
ainda que os unicos pontos que estdao em L e na superficie S sdo p; = [0:0: 0 : 1],
pp=[0:0:1:1,p3=1[0:0:&:1ep,=1[0:0:&:1], ouseja, LNS =
{p1, P2, p3,p1}. Analogamente temos M NS = {qo, q1, 42,3}, sendo ¢ = [0:1:0: 0],
G=[1:1:0:0],¢3=1[£:1:0:0]eqq=[6?:1:0:0]. Assim, pelaProposigéo
(no Apéndice A) temos que para cada ponto p; passam exatamente 4 retas por cada g;,
com i,j € {1,2,3,4} (veja a Figura e pela Proposicao estas encontram-se na
familia £. Doravante denotaremos a reta [;; como sendo a reta que passa pelos pontos

pieqj, comi,je{l,... 4}

L= Z(l‘o, 1‘1)

Figura 2.1: Quatro retas passando pelo ponto p;.

Desse modo, podemos concluir que as 16 retas de £ sao ly1, li2, l13, li4, lo1, l22,
las, loa, U131, l32, U3, l34, a1, lao, lus, lya. Definamos agora £, = {l € L | p; € I}, com
i €{1,2,3,4}. Agora sendo £ C L formado por retas duas a duas disjuntas, entao
E=(ENL,)UENL,) U(ENL,)U(ENL,). Como as retas em L, passam por
pi, temos que §(€ N L,,) < 1, para todo ¢ € {1,2,3,4}. Desse modo temos $€ < 4.

Salientamos que no decorrer desta secao L, tera esse mesmo significado.

Lema 2.7. Sejam [;; e ly; retas em L. Verifica-se que l;; N lg = 0, se, e somente se,
1+ keyj#t

Demonstragao. Suponhamos que ¢ = k ent@o temos l;; Nl;; = {p;} o que é um absurdo.
De modo andlogo teremos [;; N ly; = {¢;} ao supor que j = ¢. Reciprocamente se
i # k entdo p; # pg, digamos que p; = [0: 0:a: 1] ep, =1[0:0:d : 1] sendo
assim temos a # a’, e sendo j # t de modo andlogo obtemos b # ' ao considerarmos
¢ =[0b:1:0:00eqg=1[V:1:0:0]. Dai pela demonstracao do item 1 da Proposicao
segue-se que ; Ny = 0. O
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Proposicao 2.8. Para cada o € Sy, verifica-se que L, = {lio(1), l20(2), l30(3), las(a) } €
formado por retas duas a duas disjuntas. Além disso, se G C L for constituido por

retas duas a duas disjuntas com G = 4, entao G = L, para algum o € Sy.

Demonstragao. Note que o € Sy define uma bijegdo de I, = {1,2,3,4} em I;. Assim,
I ={o(1),0(2),0(3),0(4)} e o(i) # o(j) para todo i # j. Desse modo pelo Lema [2.7]
temos que i) Nljo(j) = 0 se, e somente se, i # j e 0(i) # o(j). Agorase G C L é
formado por retas duas a duas disjuntas e G = 4, temos que G = {l;,j,, lisjos lijss liaja }-
Como estas retas sao duas a duas disjuntas, necessariamente {iq,is,13,14} = {1,2,3,4}.
Assim a menos de uma reordenacao temos G = {l,, laj,, l3js, l4j, }, além disso, como
Jm 7 jn sendo m # n, entao o resultado segue.

[

Observemos que lyy = Z(xg,x2), lia = Z(xg — x1,22), lig = Z(xg — Ex1,22) €

l14 = Z(ZEQ — §2$1,ZE2). Além diSSO,

Teorema 2.9. Para cada reta | € L,,, verifica-se que existem exatamente 6 planos
contendo l. E em cada um desses planos existem exatamente 4 retas da superficie de

Schur que sao concorrentes.

Demonstracao. Consideremos primeiramente a reta l1;. Sendo H um plano que contém

esta reta, entao este é da forma H = Z(axy — Bxs), com [a : ] € PL. Se 8 # 0 entao
(6%
E?
plano no infinito e o denotaremos por H,.

H = Z(xs—axy), sendo a = £, caso contrario teremos H = Z(xg), o qual é denominado

Agora intersectando o plano H,, com a superficie S, obtemos H,, NS = [1; U Cy,
sendo Co, = Z (g, 9 — 23) U Z (10, 9 — Ex3) U Z (0, T2 — E23), OU seja, a curva residual
no plano H,, consiste de exatamente 3 retas distintas as quais sao la1, l31 € l41. Além
disso, observe que as retas li1, la1, l31, l41 passam pelo ponto [0 : 1 : 0 : 0], assim tal
ctibica é do tipo IV (veja Tabela na secao A.5 do Apéndice A).

Vamos agora estudar o plano H = Z(xy — axg). Observemos que neste caso
1 = Z(x9—axg, x0), além disso, HN.S = 1;;UC,, sendo C, = Z(—azi+(a’—1)xd+23).
Assim, resta entao sabermos quais os valores de a € C tornam a curva residual singular,
ou mais concretamente se esta possui alguma reta como componente irredutivel. Ao

calcular a hessiana da equacao da cubica residual, obtemos:

—6(a—1)(a+1)(a—i)(a+i)xg O 0
0 61 0
0 0 6axs

a qual tem como determinante det = 216(a — 1)a(a + 1)(a — i)(a + )zor123, NOS

possibilitando encontrar os seguintes valores: a = 0,a = 1,a = —1,a = i,a = —i,
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2. Retas disjuntas em superficies quarticas nao singulares

(os quais tornam a ctbica residual singular). Apés a andlise de tais valores no plano
H, obtemos o resultado, o qual encontra-se na tabela (no apéndice B), onde nesta
a = oo representa o plano no infinito e P. o ponto de concorréncia.

Desse modo, conseguimos 6 planos contendo a reta l;;. Além disso, em cada um
deles ha mais 3 retas pertencentes a quartica de Schur formando uma cubica do tipo
IV com a reta l;;. De modo analogo conseguimos 6 planos contendo a reta [, l13 €

l14, respectivamente.

Nas tabelas |B.2] |B.3| e [B.4] (no apéndice B) ilustramos as retas que intersectam as

retas l1o9, l13 € l14, bem como o ponto de concorréncia P,., nos possibilitando concluir
que a curva residual de cada plano é uma cubica do tipo V. Nestas denotamos por
H,, o plano obtido a partir dos pontos singulares da curva residual, sendo estes a = 0,
a=1/vV3 a=—-1/V3, a =1i/V3ea= —i/\V3, salientamos que o valor a = oo
representa o plano no infinito de cada reta ly;, com i € {1,2,3,4}. O que nos permite

concluir a demonstracao do Teorema. O

Pelo que acabamos de provar concluimos entao que cada uma das retas l;;, com
j € {1,2,3,4} é intersectada por mais 18 outras retas, sendo estas distribuidas em
6 planos distintos. Vale salientar que como as retas li1, l12, l13 e l14 sao coplanares,
existe um plano em comum contendo estas (H, com a = 0), totalizando 21 planos.
Salientamos ainda que alguns casos foram verificados com auxilio do software Maxima
devido a extensao de alguns polinomios, o que apresenta uma certa dificuldade para

realizar a fatoracao. Além disso, observemos ainda que:

Proposicao 2.10. Sendo Hy = Z(x3), H| = Z(xg), Hy = Z(xo—11), Hy = Z(xq—E11),
(sendo & = =13 o [, = Z(xg — €2xy), (sendo €2 = =530 EQ(l) = {H CP® | H

é o plano contendo [ e a curva residual de [ nesse plano é singular}. Temos que,
1. Hy, H; € Q(ly;) para cada j € {1, 2, 3, 4}.
2. L=UL_{leo(S) |1l cH}.

Demonstracao. Para o primeiro item basta observarmos as tabelas [B.1], [B.2] [B.3] e [B.4]
(no apéndice B) e notar que l1; = HyN H;, com j € {1, 2, 3, 4}, no que diz respeito a

curva residual segue da demonstragao do Teorema|2.9] Para o segundo item observemos
que {l € ¢(S) | IC Hy} =L, e{lep(S) |l C H}=L,, comic{l,2 3, 4}. O

Sejam Uy = {1, —1,i,—i} e V; = {1,£,&*} (com & = _1+T\/§Z) os conjuntos formados
pelas raizes quartas e cubicas da unidade, respectivamente. Considere as familias de
retas M; C ¢(S) com i € {1,2,3,4}, dadas por:

My = {my(a,b) =P([(1,0,a,0), (0,a®h,0,1)]) | (a,b) €Uy x V1}.
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My = {my(a,b) = P([(v/3a%h,0,b,—2), (0,v3a®b, —b, —1)]) | (a,b) € Uy x V}.
Ms = {ms(a,b) = P([(v/3a%,0,b, —2£2), (0,V3a®b, —=€b, —1)]) | (a,b) € Uy x V;}.
My = {m4(a,b) = P([(v/3a®b,0,b, —2¢), (0,/3a®b, —£2b, —1)]) | (a,b) € Uy x V1 }.

A partir da definicdo desses conjuntos conseguimos verificar que cada um destes
contém exatamente 12 retas, as quais sao exatamente as retas encontradas nos planos
H, das tabelas [B.1} [B.2] |B.3| e |B.4| (no apéndice B), sendo as retas a;,al,al C My,
bi, U, b C Ma, ¢;,c;,cl € My ed;,d,,d! C My, comi=1,2,3 4. Desse modo, conse-

19 Y 1?1

guimos encontrar mais 48 retas na superficie de Schur, sendo que estas nao pertencem

ao conjunto £ . Além disso,

Corolario 2.11. Verifica-se que:
L. (bllz(S) m(bllj(S) = {lls ‘ s € {17 2,3, 4} - {Zaj}} se 1 ?é]
2. (b(S) = 95111(5) U élm(S) U 95113(8) U élm(‘s') U £P17 sendo (%llj (S) = ¢l1j (S) _Em'

3. ﬁ(ﬁllj (S) =15 para qualquer ] € {L 27 37 4} ASSima ﬁ(b(S) =4.15+4 =64

Demonstracdo. Para o item 1 iremos provar apenas uma inclusao, pois a outra é
trivial, pelo que ja foi provado no Teorema . Seja m € ¢p,,(S) N ¢y, (S) com
i # 7. Assim pelo item 2 do Lema (no Apéndice A) temos m C (ly;,11;), 0
que nos permite concluir que m = Iy, ou m = lyy, sendo k # t e {k,t}N{i,j} = 0.
Dai ¢y, (S)N¢y,, (S) = {lik, L1} de modo que {1,2,3,4} = {i, j, k,t}. Para ositens
2 e 3 temos que ¢1;(S) = {mi(a,b)|(a,b) € Uy xV1} U (Ly, —{li}) U (Lp, —{l1i}),
com i € {1,2,3,4}. Desse modo, ¢, (S) = M; U (L, — {l;}), sendo i €
{1,2,3,4}. O que nos permite concluir as afirmagoes destes itens.

]

A partir de agora denotaremos por C' = {¢; = [0 : 1],co = [1 : 1],¢3 = [€ : 1],
=11} CP Te={p: P — P'| o 6 uma MCP tal que p(C) = C} (onde
MCP ¢ a forma abreviada de Mudanca de Coordenadas Projetivas. Veja Definicao

no Apéndice A). Assim sendo, verificamos que
Lema 2.12. I'¢ é um grupo isomorfo a Ay.

Demonstracao. Pela Proposicao (no Apéndice A) ji temos que I'c é um grupo.
Além disso, pela Proposicao (no Apéndice A) temos que C' = K ou C' = D, ou
C = Ay, sendo K o grupo de Klein, Dy o grupo dihedral e A4 o grupo das permutagoes
pares de Sy. Agora considerando a MCP ¢ tal que ¢([z : y]) = [{x : y] com T'(z,y) =
(&x,y), observemos que I'c possui um elemento de ordem 3. Como A, é o tinico grupo

da lista K, D4, A4 que possui elementos de ordem 3, concluimos que I'c & Ay. O]
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2. Retas disjuntas em superficies quarticas nao singulares

Teorema 2.13. Denotando por L = {l € ¢(S) | INL # 0} e sendo L = Z(xo,11).
Dada l € L existe o : P> — P3 MCP tal que p(S) =S e p(l) = Iy, € L para algum
ke {1,2,3,4).

Demonstragao. Se | = Iy para algum k € {1,2,3,4}, entdo podemos considerar ¢ =
idps. Assim vamos assumir que | € £ — {l11, 12,113, l14}. Neste caso [ = [;; com i # 1.
Pelo Lema (no Apéndice A) temos que para cada ¥ € I'c podemos definir uma
MCP i : P> — P3.

Vamos agora mostrar que Z/N}(S) = 5. Para isto vamos assumir que ¢ : P! — P! §
A B
C

determinada por T': C? — C? e [T]7! = na base canonica de C?. Assim

1

A B
. C D . .
segue do Lema [A.20[ que [T~ = 0 0 na base canonica de C*.

0 O

O W o o

0
0
A
C

Tendo em consideracao que S = Z(f) com f = g(xg,x1) — g(xe,x3) com g(u,v) =
u* — wv® temos que T, f(xo, 1, 29, 23) = f(T (o, 21,22, 73)) ['} entdo segue-se que:
F(T~Yxo, 1,22, 23)) = f(Azo + Bxy,Cxo+ Dy, Ay + By, Cxo + Das)
= g(Azg + Bzy,Cxo+ Dxy) — g(Azy + Brs, Cxy + Dxs)
9(T = (wo, 1)) — g(T~ (w2, 73))
Teg(xo,21) — Teg(w2, x3)

= Ag(zo, 71) — Ag(w2, ¥3) = A f (20, 71, T2, 73).
O que permite concluir a nossa primeira afirmacao.

Para a segunda afirmagao, primeiramente observamos que como 7 # 1, entao temos
{1,2,3,4} = {i,1,41,42}, além disso, (il)(i1i2) € Ay. Sabemos que Ay = T'¢, assim
considere ¢ € I'c a tinica M CP tal que v se corresponde com (i1)(i172). Desse modo,
¢ : P! — P! verifica a seguinte condicao: (c;) = ¢, ¥(¢) = cl, ¥(cy,) = ¢, e

Y(ei,) = ¢y , com i # 1 fixo. Dal temos ¥ : PP — P3 satisfaz a seguinte condicao:
b(p1) = pi (i) = 1, 0 (pi,) = pins b (pin) = pir-

Analogamente temos,
(@) = ¢ 0(a) = a1, 9(@) = i V(ai2) = G-

Sendo pi1, pi, Pits Pias Q15 Gis Git, G2 definidos como os p's e ¢'s da figura R.1]  Assim,
@(pl) =p e z/;(qj) = ¢ para todo k € {1,2,3,4}. Agora como MCP preservam

1Se ¢ : P* — P" for MCP definida pelo automorfismo linear T : C**! — C"*t! entao
ToF(xg,...,2,) = F(T"Yzo,...,x,)), para todo F homogéneo em Clzy,...,,]| de grau d.
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2. Retas disjuntas em superficies quarticas nao singulares

retas, concluimos que ¥ (l;;) = Liwydia;) = lpiay = L para todo k € {1,2,3,4}. O

Corolario 2.14. Com as notagoes na demonstracao do Teorema/2.13], denotando M =
Ui_, M; temos que se I € M, entdo ¢ (1) € M.

Demonstracdo. Sabemos que ¢(S) = £ U M. Suponhamos que 9(l) ¢ M. Neste caso
temos, &(l) = ly € L. Dai segue-se que, [ = (@)_l(lst) € L, o que é um absurdo. [

Proposicao 2.15. Verifica-se que 7(.5) < 16.

Demonstragao. Seja H C ¢(S) formado por retas duas a duas disjuntas em S. Pelo
item 2 do Corolériomwmos que ¢(S) = du,, (S) Uy, (S) Uy, (S) U gy, (S) U Ly,

sendo QASZU(S ) = ¢1,,(S) — L,,. Vamos entao considerar dois casos:

Caso 1: HNL=10

Para este caso primeiramente observemos que H = (H N ¢y,,(S)) U (H N ¢y, (S))
U (K N ¢1,(9) U (H Ny, (S)). Observemos ainda que, #(¢y,(S) — £) = 12
para todo i € {1,2,3,4}. Além disso, estas 12 retas estao distribuidas em 4
planos. De fato, temos exatamente 3 retas em cada um desses planos, as quais
nao estao no conjunto L. Assim, podemos escolher no méaximo 4 retas duas
a duas disjuntas em ¢y,,(S) — L, para cada i € {1,2,3,4}. Dai, segue-se que,
1 =3 1N (¢, (S) — £) < 4.4 =16.

Caso 2: HNL #

A menos de uma MC'P em P? (escolhida como no Teorema podemos assumir
que Iy, € H para exatamente um valor de k € {1,2,3,4}. Assim, HN ¢y, (S) =0
e HN L, = {li}. Observemos que #(H N ¢y, (S)) < 5, para todo j # k,
sendo j € {1,2,3,4}. De fato, como ﬂq@llj(S) = 15, sendo que essas 15 retas
estao distribuidas em 5 planos, e cada um desses planos contém exatamente 3
dessas retas, entao podemos escolher no maximo 5 retas duas a duas disjuntas
em nglj(s )-

Assim, H = jer, H N iy, (S) U {lix}, dai #H = zljé,z 3 H(H N, (S) +1 <

1<j<3

5.3 +1 = 16. Portanto, r(S) < 16.
[l

Proposicao 2.16. Com as notagoes das familias M;, com i € {1,2,3,4}. Verifica-se
que:

\7 = {m1(17 1)7 ml(_17 1)7 ml(i7 5)7 ml(_i7 €>a mk(17 5)7 mk(_17 g): mk(% 1)a
mi(—1%, 1) }rega,3,4) € constituido por 16 retas duas a duas disjuntas.

37



2. Retas disjuntas em superficies quarticas nao singulares

Desse modo, concluimos que r(S) = 16. Para mais detalhes sobre a interse¢ao

das retas na superficie de Schur contidas nos conjuntos My, My, M3 e My listados

acima, confira as tabelas |B.5| [B.6} [B.7] ¢ B.§| (no apéndice B) nas quais os dados foram

computados com o auxilio do software Maxima. Salientamos que nestas o valor 0

representa a disjuncao entre retas e o valor 1 significa a intersecao entre estas.

2.3 A quartica nao singular geral

Usando métodos de geometria algébrica moderna em 1975 Viacheslav Valentinovich
Nikulin mostrou no artigo “On Kummer surfaces” que toda superficie quartica nao
singular contém no méximo 16 retas duas a duas disjuntas, assim, r, < 16. Desse
modo, tendo em consideracao a Proposigao [2.16| concluimos que r, = 16.

Nesse momento surge entao a seguinte indagacao: ¢é possivel determinar a quanti-
dade maxima de retas duas a duas disjuntas em superficies de grau d > 57 Se sim, qual
seria esse valor? A verdade é que para grau d > 5 este valor ainda é desconhecido,
0 que se sabe é que existe uma cota superior para a quantidade de retas duas a duas
disjuntas para tal grau. Com estas indagagdes em mente iremos explorar no proximo
capitulo algumas familias de superficies com o objetivo de obter cotas inferiores para
rq, se d > 5.
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Capitulo 3

Estudo de r; para d > 5

Usando conceitos de geometria algébrica moderna como classes de Chern, divisor
canonico, etc. Yorchi Miyaoka em 1984 a partir da Proposicao 2.1.1 no artigo “ The
Maximal Number of Quotient Singularities on Surfaces with given Numerical Invari-
ants” concluiu (na pag. 162 em [9]) que se S C P? for uma superficie de grau d > 4
nao singular, entao r(S) < 2d(d — 2). Assim, r4 < 2d(d — 2) para todo d > 4.

Note que 74 < 16. Assim essa cota é a mesma que Nikulin obteve em 1975. De
fato, o valor de rq é desconhecido para d > 5. Assim, o objetivo deste capitulo é obter
cotas inferiores para ry ao estudar algumas familias de superficies nao singulares de

grau d > 5.

3.1 Familia de superficies de Fermat

Seja F = {F; = Z(xd + 2% + 24 + 29) | d > 1}, a familia de superficies de Fermat.
Para o nosso estudo iremos focar no caso em que d > 3, vale salientar que a prova
de alguns resultados serd omitida devido ao fato de ser andloga para o caso d = 4,
o qual foi visto no capitulo anterior. Assim como foi feito para o caso d = 4 escolha

w € C tal que w? = —1 e ¢ € C raiz primitiva d-ésima da unidade e considere U =
{w,wé, w2, ... w1},

Notemos que ¢(x,y) = 2% +y¢ = (x —wy)(z —wy) . .. (x — w&¥1y). Consideremos
entao

L1 ={li(a,b) = Z(xg — axy, o — bx3) | a,b € U}

Lo ={ls(a,b) = Z(x¢g — axy, 21 — bxs) | a,b € U}

L3 ={l3(a,b) = Z(x¢g — axs, x1 — bxy) | a,b € U}.
Teorema 3.1. Com as notacoes acima. Temos que:

1. L; C ¢(Fy) e tL; = d* para todo i € {1,2,3}.
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3. Estudo de ry para d > 5

2. L;NL; =0 para todo i # j.
3. (b(Fd) - £1U£2U£3

Demonstragao. Os itens 1 e 2 provam-se de modo anédlogo ao caso d = 4 (veja Teorema
2.1)). Para a prova do item 3 iremos considerar a estratificacio Eg, ..., Ey de Go(C*).
Observemos que [0 : 0 : 0 : 1] pertence a todas as retas nos estratos Fg, F5 e Ej,
mas [0 : 0:0: 1] ¢ F,. Portanto, ndo existem retas contidas em F, nesses estratos.

Analisemos agora os demais estratos, considerando [ = P(W), sendo W € E}UE,UEy:

Estrato Eg:

Neste estrato temos que W = [(0, 1,0, «), (0,0, 1, 8)], assim os pontos da reta [ sdo
da forma [0 : u : v : au+tBv] el C Fyse, e somente se, u?+vi+(ua+vB)? = 0 para
todo [u : v] € P'. Daf obtemos que u?+v?+a®ul+ %+ 30" (uFakotFar =

0 para todo [u : v] € P!. O que nos possibilita obter o seguinte sistema

1+a? =
14+ 8% =
akgik = g

para todo 1 < k < d — 1, o qual nao possui solugao.

Estrato Es:

Para este estrato, observemos que W € E,, se, e somente se, W = [(1, «, 0, (),
(0, 0, 1, 7)]. Desse modo, | = {[u: au:v: Bu+yv] | [u:v] € P}, dai temos
| C Fy; se, e somente se, (14 a4 Yu + (14 y)vd+ 30, () Brryd=kykyd=k = (.

Nos permitindo obter o sistema abaixo

|
o

1+at+p?
1+ ~¢ =
6k,yd—k —

para qualquer 1 < k < d — 1. Observando a tiltima equagao do sistema temos
que v = 0 ou 8 = 0. Sendo v = 0, teremos 1 = 0, o que é um absurdo, ji
para o caso em que 3 = 0 obtemos d? retas. De fato, uma vez que 3 = 0 temos
I =P([(1,a,0,0),(0,0,1,9)]) = Z(axg — x1,y22 — 23) = Z (29 — (—a® Va1, 29 —

(—y4~1)a3), além disso, observemos que —a?~!, —y4 "t el el € L;.

Estrato Ej:

Para o estrato E; temos que [ = {[u: v : au+~yv : Bu+ dv] | [u:v] € P'}. De

modo analogo ao que fizemos nos casos anteriores, temos [ C F}; se, e somente se,
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3. Estudo de ry para d > 5

o seguinte sistema tem solugao

l+aod+pt =
L+t +64 =
k,yd—k + Bhgd—k =

para todo 1 < k < d — 1. Vamos entao, considerar dois casos:

Caso 1: a, 8,7, 6 sao todos nao nulos.

Observando a ultima igualdade do sistema acima, temos que sendo k£ = 1,
entao ay?! = —B36%! o que nos possibilita obter a seguinte igualdade
a [

d—1
5=- (;) . Elevando ambos os membros dessa tultima igualdade ao

2 2d—2
quadrado obtemos (%) = (%) (3) . Agora sendo k£ = 2 da ultima

d—2
igualdade do mesmo sistema obtemos (%) = ( ) (4) . Tgualando|(3)
)

2d—2 d-2
e obtemos (%) = — <é> (5) , multiplicando ambos os membros

v
d
de por (%)diz, obtemos (%) = —1, o que nos fornece 6 + ¢ = 0, o

que é um absurdo.

Caso 2: a, (8, v, ¢ algum deles é nulo.

Primeiramente suponhamos a = 0, observando a tultima equacao do sis-
tema acima temos $6 = 0, mas se § = 0 o sistema nao tera solucao.
Assim, admitindo que § = 0 conseguimos encontrar d? retas, sendo to-
das pertencentes ao conjunto L£3. De fato, sendo o« = 0 e 6 = 0, entao
[=P(W)=([(1,0,0,5),(0,1,7,0)]) = Z(wo — (=B as, z1 — (=" ")22).
Agora vamos verificar para o caso em que v = 0. Observemos que neste caso
d nao pode ser nulo, assim admitindo 3 = 0 conseguimos encontrar mais d>
retas, estando estas em Ly. De fato, neste caso [ = P([(1, 0, a, 0), (0, 1, 0,
0)]) = Z(zg — (—a® Vg, 1 — (=59 1a3)).

Verificamos que os casos em que = 0 e § = 0 satifaz as mesmas condicoes
dos casos v = 0 e a = 0 respectivamente, isto é, sendo = 0 conseguimos

d? retas em L, e sendo § = 0 encontramos d? retas em L.

Pelo que acabamos de provar podemos concluir que:
Coroldrio 3.2. #¢(S) = 3d°.

De modo anélogo ao que fizemos para o caso em que d = 4, com as notagoes acima

podemos considerar o seguinte teorema:
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3. Estudo de ry para d > 5

Teorema 3.3. Verifica-se que:
1. li(a,b) N 1;(a', V) = 0 se, e somente se, a #a’ eb#V, para todo i € {1,2,3}.
2. li(a, b)Niy(d’, V') =0 se, e somente se, § # ‘g—,’
3. li(a,b) Niz(a, V) =0 se, e somente se, ab # ‘;—,,
4. la(a,b) NIz, V) =0 se, e somente se, ab # a'ly.
5. O numero mdzimo de retas duas a duas disjuntas em L; € d.

Demonstracao. Os itens de 1 a 4 provam-se de modo analogo ao feito para o caso
d = 4 (veja Proposigdo [2.2)). Para o item 5 basta observarmos que as retas em L;
sao parametrizadas por Uy x U;. Assim, podemos representar os pares de Uy x U; que

parametrizam as retas em L£; como o arranjo abaixo

(w,w) (w,&w) . (w, E71w)

(€ w,w) (§Tw w) . (§Tw, ¢ w)

Segue do item (1) deste Teorema que a escolha das retas que sao disjuntas da reta
li(a,b) sdao determinadas ao deletar a linha e a coluna na posigdo onde encontra-se
(a,b). Como, no méximo podemos deletar (d — 1) linhas e colunas, o que implica que

podemos escolher no méaximo d retas duas a duas disjuntas em L,. [
Corolario 3.4. Verifica-se que 2d < r(Fy) < 3d, para todo d > 3.

Demonstragao. Como ¢(Fy) = L1ULUL3, concluimos que se K C ¢(Fy) for cons-
tituido por retas duas a duas disjuntas, entao K = Zf’zl tH(INL;) < 3d. Dai segue-se
que, r(Fy;) < 3d. Resta-nos agora provar que 2d < r(F;) sendo d > 3. Para isso iremos
considerar os casos em que d é par e d é impar.

Se d for par considere N7 = {li(a,a) € Ly | a € U}. Observe que a partir do
item (1) do Teorema[3.3| temos que N é constituido por d retas duas a duas disjuntas.
Notemos também que a partir do item (2) deste mesmo Teorema temos que Iy (a,a) N
lo(a/,V) =0 < o # V. Considere agora Ny C Ly definido da seguinte forma N; =
{la(w, Ew), l(Ew, W), 12(§%w, E2w), 2(Ew, E2w), .., L(E77%w, 77 w), (€7 1w, £97%w)
Considerando os itens (1) e (2) do Teorema podemos verificar que as retas em
N1 UN; sao duas a duas disjuntas. Assim, obtemos 2d retas duas a duas disjuntas se
d for par.

Agora sendo d impar considere G; C L; definido da seguinte forma G; = {l;(w,
§w), ll(&'d? w)? ll(fzw, 53("})7 ll(€3w7 52(*})7 et ll(fd_gwa fd_Qw)v ll(fd_Qwu gd—Bw),
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3. Estudo de ry para d > 5

(6471w, €97 2w)} com w = —1. Novamente pelo item (1) do Teorema [3.3[temos que G,
possui d retas duas a duas disjuntas. Sejaldy = {1,£,£2,...,£97 1}, o conjunto das raizes
d-ésimas da unidade e U’ = {ab € Uy | l(a,b) € Gi}. Notemos que fif < £ +1 = 4L
ed—(d+1)21,sed23.

A seguir escolha £° € Uy — U’ e considere G3 = {l3(—n&™, —n) € L3 | n € Uy}.
Ainda considerando o item (1) do Teorema concluimos que Gz possui d retas duas
a duas disjuntas e do item (3) do Teorema que G; U G3 é constituido por 2d retas

duas a duas disjuntas. O que permite concluir a nossa desigualdade. O

3.2 Familia de superficies de Rams

Nesta segao, temos como principal objetivo estudar a familia de superficies { R4}
de grau d > 1 em P3, sendo Ry definida pelo seguinte polinomio
f= xg_lxl + $‘1i_1x2 + xg_lxg + xg_lxo.
Lema 3.5. A superficie R; é nao singular para todo d # 2.

Demonstracao. Se d = 1 entao temos que R; é um plano, assim R; é nao singular.

Agora assuma que d > 2. Derivando f parcialmente e igualando a zero temos,

(1) Oof =28+ (d—1Dal %z, =0 (1) 28t = —(d — 1)zt 2z,
(2) O f =2l +(d—1Dad %2, =0 o (2) zdt = —(d — 1)z 2,
(3) Oof = 2%+ (d—1Dad %25 =0 (3) 29t = —(d — 1)z8 x5
(4) Osf =25+ (d—1)z§ 220 =0 (4) 237t = —(d — V) wexi?

Seja P = (xg, 21, x2,23) uma solugdo desse sistema. Observemos que se z; = 0
para algum ¢ € {0,1,2,3} entdo z; = 0 para todo j € {0,1,2,3}. Assim vamos
assumir que z; # 0 para todo i € {0,1,2,3}. Multiplicando (4) por x3 obtemos
29 s 4+ (d — 1)xezd™ = 0. Substituindo (1)’ na tltima igualdade obtida temos
29 g — (d —1)%2¢ 'z, = 0 (5). Agora substituindo (2)” em (5), temos 24 x5 + (d —
1)3z{ 2y = 0 (6). Finalmente substituindo (3)" em (6), concluimos que 24 3 — (d —
Dzt o3 =0e (1 —(d—1)"23 o3 =0« (d—1)* = 1. Sendo que d = 2 é a tnica
solugao natural de (d — 1)* = 1. Portanto, Sing(Ry) = 0 se d # 2. O

Proposicao 3.6. Seja S C P? uma superficie nao singular de grau d. Assuma que
LM € ¢(S)e LN M = (. Entao, ¢r(S) N ¢ (S) consiste de retas duas a duas
disjuntas, se (¢ (S) N oar(S)) = 2.
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3. Estudo de ry para d > 5

Demonstragao. Suponha que #(¢r(S) N dp(S)) = 2. Considere I,m € ¢r,(S) N dar(S),
com [ # m. Suponhamos que [ N'm # (). Assim, [ e m geram um plano, isto é, (I, m)
é um plano. Uma vez que, L, M C S, entdo segue-se que L, M C (l,m), o que é um
absurdo. O

Considere agora Ly = Z(xg, x2) ¢ Ly = Z(x1,x3). Note que

Li={0:0:0:1]}u{[0:1:0:0a] | e C} (3.1)

Lo={[0:0:1:0}U{[1:0:5:0]|BeC). (3.2)
Teorema 3.7. Com as notagdes acima. Verifica-se que:
(1) LyNLy =0 e L € ¢(Ry) parai=1,2.
(2) #(6r,(Ra) N br, (Ra)) = d(d — 2) + 2 para todo d > 3.
(3) $6(Rq) = 52.
(4) ¢(Rq) = ér,(Ra) N ¢r,(Ry) U{Ly, Ly} sed > 5.

Demonstragao. (1) E uma verificacao direta a partir das equacoes que determinam
L17 L2 e Rd.

(2) Sejal C Ry uma reta que intersecta Ly e Ly. Tendo em consideracao (3.1)) e (3.2)

temos 4 casos a considerar:

Caso 1: 1 =P([(0,0,0,1),(0,0,1,0)]) = Z(xo,x1)
Neste caso o pontop=1[0:0:1:1] €[, mas p ¢ Ry, logo | ¢ Ry.

Caso 2: [ =P([(0,0,0,1),(1,0,5,0)]) para algum g € C.
Para este caso, se p € [ entao p = [v: 0 : Bv : u], com [u : v] € P!, daf temos
| C Ry se, e somente se, v 1341y + u?~ty = 0 para todo [u : v] € PL. O
que nos possibilita chegar na igualdade 1 = 0, o que é um absurdo. Logo
I ¢ Ry.

Caso 3: 1 =P([(0,1,0,«),(0,0,1,0)]) para algum a € C.
A verificagao desde caso da-se de modo andlogo ao caso 2, nos possibilitando

chegar ao mesmo absurdo.

Caso 4: 1 =P([(0,1,0,«),(1,0,3,0)]) para algum «, 8 € C.
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Observemos que se p € [, entdao p = [v: u : Bv : aqu| com [u : v] € P'. Assim,
[ C Ry se, e somente se, uv?! + fud=v 4+ B¢ luvd! + a? lu?ty = 0 para

todo [u : v] € P. Nos dando o seguinte sistema,

1+ap®™t = 0
B+ att
Da segunda equacao temos 8 = —a?~!. Substituindo esse valor na primeira

equacgao e em seguida multiplicando por (—1)?~1 obtemos,

{ad(d2)+2 _ (_1)d

B — _ad—l

Note que neste sistema existem d(d — 2) + 2 solugdes da equagao a¥d=2+2 =

(—1)? (isto para cada d). Assim, obtemos as retas L, = P([(0,1,0,«),
(1,0, —a?~1,0)]) com a solucdo de a4=2+2 = (—1)?. Portanto, #(¢r, (Rg)N
¢r,(Rq)) = d(d — 2) + 2. Além disso, pela Proposigao temos que estas

d(d — 2) 4 2 retas sdo duas a duas disjuntas.

(3) Para a prova deste item iremos utilizar a estratificagao Eg, ..., E; de Gy(C*).
Salientamos que apos alguns calculos verificamos que nos estratos Fg, Ey e E3
nao ha retas. Ja nos estratos F5 e Fy hé exatamente uma reta em cada um deles,
sendo estas Ly = Z(xg,x2) e Ly = Z(x1,x3), respectivamente. Vamos agora

verificar o estrato Ej.

Sabemos que neste estrato, uma reta [ é dada pela projetivizacao do seguinte
subespaco [(1,0, «, 3), (0, 1,7, d)] para algum «, 3,v,d € C. Note que os pontos
[1:0:a:p],[0:1:7:J] €l e para que estes estejam em R, se faz necessario

que as seguintes equacoes sejam satisfeitas:

Bla® + %) =0 (3-3)

Y(1+~%0) =0 (3.4)

Vamos entao dividir as solucoes destas equagoes em quatro conjuntos distintos,

vejamos:
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r Ir
B=0 p=0
Ir '
B#0 b#0

Figura 3.1: Quatro conjuntos distintos que estratificam FEj.

Conjunto I’

Conjunto 11"

Conjunto I11":

Neste conjunto, temos [ = P([(1,0, «,0), (0,1,0,)]). Assim, um ponto
pem [ édaformap=[u:v:au:dv| para [u: v] € P. Desse modo,
[ C Ry se, e somente se, u?v + auv® + o2duv + §3uv? = 0. De onde
concluimos que o + 6% = 0 e 1 4+ a®5 = 0, 0 que nos permite encontrar
10 retas em Rjy.

Pela equacao 1} temos 0 = —7%. Assim, [ = P([(1, 0, o, 0), (0, 1, 7,
—,Y%)]) Realizando uma mudanga de base temos, [ = P([(1, 0, «, 0), (0,
v, 3, —1)]). Assim, [ C Ry se, e somente se, yv?u’v + aybuv® + %" +

(au + ~*v)3(—v) — uv® = 0. Daif obtemos o seguinte sistema:

72 —043 =0
207 —-1=0 .
—30293 =0

Como v # 0, entao pela tltima equagao do sistema temos a = 0, o que é
um absurdo ao considerar a segunda equagao. Portanto, neste conjunto
nao hé retas.

Neste caso temos que [ = P([(1,0, «, ), (0,1,0,9)]). Assim sendo p € I,
entdo p = [u : v : au : fu+ dv]. Dai, I C R, se, e somente se,
v + auv® + a®ud(Bu + 0v) + (Bu+ dv)u = 0, o que nos permite obter

0 seguinte sistema:

1+a% +33%0 =0
a+8=0
B+ =0

366 =0

Pela ultima equacao temos 0 = 0, substituindo este valor na primeira
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Conjunto IV":

equacao teremos o absurdo de que 1 = 0. Portanto, nao ha retas neste
conjunto.

Para este conjunto, observemos que sendo 5 # 0 e v # 0 entao a # 0 e
§ # 0. Assim, [ = P([(1,0,a, B), (0,7%,73, —1)]) com o+ 3% = 0. Desse
modo, apds alguns calculos chegamos a conclusao de que [ C Ry se, e

somente se, o seguinte sistema ¢ satisfeito:

72 +3a26,.y3 _ a3 _ 3B2 =0
207+ 8y -1=0
BB+ p2=0
3a37% — 3022 + 38 =0
Com o auxilio do software Maxima conseguimos obter 40 solugoes para

este sistema. Portanto, a superficie quartica de Rams possui exatamente
2+ 10 + 40 = 52 retas.

(4) Para a prova deste item primeiramente consideremos Ly = Z(xq, x3), H; = Z(x0)

e Hy = Z(x5) planos contendo L;. Note que:

H1 N Rd = Z([l?o, xﬁl_lxg + l’g_ll’g)
Z(xg, mo(2 + 237%23))
Z(Io, SL’Q) U Z(Io, chllil —+ 1’3721’3)

= LiuC

sendo C a curva residual no plano H;. Analogamente temos, Hy N Ry =

Z(x9,x0) U Z (9, :Eg_Qxl + $g_1) = L; Uy, sendo Cy a curva residual no plano

H,.

Vamos agora dividir as retas [ C Ry em 4 conjuntos disjuntos, vejamos

I I
lm[q?é@ lﬂ[q:@
INLy=1 lﬂLQ#@
lle#Q) INLi =0
lmLQ#w INLy=10

117 1A%

Figura 3.2: Quatro conjuntos disjuntos que estratificam ¢(Ry).

Primeiramente lembremos que Ly = {[0: 0 : 0 : 1]} U{[0:1:0:0a] | a €
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Cle Ly ={[rg:0:x9:0] ]| [ry: 5] €P'}. Iniciaremos nossa anélise no

conjunto I. Seja [ uma reta em Ry tal que I[N Ly # 0 el N Ly = (). Assim,
[ =P([(0,0,0,1), (a,b,c,d)]) oul =P([(0,1,0,a), (a,b,c,d)]) para algum « € C.
Tendo em vista o fato de que [ N Ly = (), obtemos | = P([(0,0,0,1), (a,1,¢,0)])

oul =P([(0,1,0,),(a,0,c,1)]). Desse modo, temos dois casos a considerar:

Caso 1:

Caso 2:

Caso 2.1:

[ =1P([(0,0,0,1), (a,1,¢,0)])

Neste caso, se p € [ entdao p = [av : v : cv : u] com [u: v] € P!, dai ] C Ry se,
e somente se, a? 1v? + cv? + ¢ luv?! + qu?v = 0 para todo [u:v] € Pt
O que nos possibilita encontrar como resultado a = ¢ = 0. Logo, [ = L;.

[ =P([(0,1,0,), (a,0,c,1)])

Para este caso, se p € [, entdao p é da forma [au : u : cv : au + v] com
[u : v] € P, Desse modo, | C Ry se, e somente se, (a?! + aa? 1)u? +
ot 4+ cu® 1o + (ac™' + a)ur®™ ' + 072 (Y1) (au)v? 1 Fau = 0, daf

obtemos o seguinte sistema:

a4+ aatt = 0
cd-1 0

ac™! +a 0
c+ aat? 0

L aalfgkgde =0

Da segunda e terceira equacao do sistema acima obtemos a = ¢ = 0, assim
[ =P((0,1,0,),(0,0,0,1)). Dai temos, [ = L;.

Salientamos que ao verificar o conjunto 11, temos que [ = L. A verificagao
para este conjunto dé-se de modo analogo ao que foi feito para o conjunto 7,
assim iremos omiti-la. No que diz respeito ao conjunto /1] basta considerar
o segundo item deste Teorema.

Para o conjunto IV, primeiramente observemos que como [N L; = (), entao
| ¢ H;, para i = 1,2. Além disso, temos necessariamente que [N C} # 0 e
INCy # 0, sendo C;, Cy as curvas residuais encontradas anteriormente. De
fato, temos que {l C Ry | INL; =0,i =1,2} C{l C Ry | INC; # 0,7 =1,2}.
Note que C; = {[0:0:0: 1} U{[0:a:1:—a%1]|ae C}. De fato,
sendo p = [xg : 1 : x5 @ x3] temos que p € C] se, e somente se, xg = 0 e
¢t + 237223 = 0. Observemos entdo os seguintes casos:

xo =0

Para este caso obtemos o ponto p=1[0:0:0:1].
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Caso 2.2:

.%’27&0

Neste caso temos que p = [0 : x1 : 23 : x3] € C} se, e somente se, x‘ll_l +
23225 = 0. Dividindo tal equacio por 24!, obtemos (i—;)d’I + 2 =

Agora dividindo as coordenadas de p por xy e denotando por a = ﬁ—;, da

tiltima igualdade obtida temos p = [0 : o : 1: —a41]. Logo, C; = {[0: 0 :
0:1}JU{[0:a:1:—a% ] |aecC}.

De modo andlogo, temos Cy = {[0:1:0:0]} U {[1:-B41:0:0]|8 € C}.
A seguir vamos considerar [ C Ry tal que [N C; # 0 para ¢ = 1,2. Pelo que

provamos acima, teremos 4 casos a considerar, vejamos:

Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:

Caso 4:

[ =1P([(0,0,0,1),(0,1,0,0)])

Note que, neste caso | = Z(xg, z3), isto é, l = Li. O que nao pode acontecer,
pois no conjunto em questao (conjunto IV) INL; =0, com i =1,2.

I =P([(0,0,0,1),(1,—4%",0,8)]) para algum f € C.

Neste caso, temos [ C Ry se, e somente se, ud_lv%—zz;? (dgl)ﬁd_l_kvd_k e
0, com [u : v] € P'. O que nos possibilita encontrar o absurdo de que 1 = 0.
I =P([(0,,1,—a®1),(0,1,0,0)]) para algum o € C.

De modo analogo ao caso anterior chegamos ao mesmo absurdo.

Até o presente momento vimos que os subespagos [(0, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 0)],
[(0,0,0,1), (1, =341 0, B)], [(0, a, 1, —a?71), (0, 1, 0, 0)] ndo determinam
retas em Ry. Vamos agora verificar o ultimo caso.

L= P([(0,, 1,—a®), (1, 31,0, 8)]) para algum a, § € C.

Neste caso temos | C Ry se, e somente, auv®™ ! + (—1) 100D ypd-1 4

_ 1 (d _ d—2 (d— 1k alde1)(d—1—

Bud Ly + (_1)d Lo(d 1)2ud Ly + Zk:? (dkl)ak(—l)d 1 kﬁ(d 1)(d—1—k)
uktlyd=1=k S22 (1) (1)kq(d-Dkgd=1-kykyd=k — (. Denotando j = k+1

obtemos,

a4+ (—=1)1pld=D2 — (g —1)ad134"2 = 0
B4 (—1)F 1= —(d—1)ad2p41 =0
(d—l)aj—1<_1)d—jﬁ(d—1)(d—j) + (dfl)(_l)ja(d—l)jﬁd—1_]’ —0

Jj—1 J

para cada 7,2 < 75 <d— 2.
Observemos que o = 0 se, e somente se, § = 0 e sendo assim teremos
|l = Z(x1,x3), ou seja | = Ly o que nao pode acontecer. Além disso, se

d > 6, podemos considerar j = 2, 7 = 3 e 7 = 4 na ultima equagao do

49



3. Estudo de ry para d > 5

sistema acima, e obtemos respectivamente

a(_l)dﬁ(d—l)(d—Q) _ _@a(d—l)zﬂd—g (1)

a2<_1)dﬁ(d71)(d73) _ —(dg?’)a(d*”?’ﬁd*‘l ()
—1)(d— d—4) (d— _

a3 (—1)1pE-Dd—4) — —%a(d Digd=s (3)

Dividindo (2) por (1) e (3) por (2), obtemos respectivamente,
ﬁdl_Q = ggg:g; a®2 e Bdl_Q = igg:g a®2 igualando estas duas equacoes te-

mos d(d — 6) = 0. O que nao pode acontecer para d > 7. Salientamos que

embora tal resultado nos permita concluir que para as superficies de Rams
de grau d > 7 existam apenas d(d — 2) + 4 retas, utilizando o processo de
estratificacao e realizando procedimentos analogos ao que fizemos no item
anterior, chegamos a conclusao de que sendo d = 5,6 a superficie de Rams
possui exatamente d(d — 2) + 4 retas. Sendo estas encontradas nos estratos
Es, Ey e Ey. Salientamos ainda que d(d —2) +2 dessas retas sao encontradas

no conjunto onde § =~ = 0. Desse modo, concluimos nossa afirmacao.

]

Corolario 3.8. r(R;) > d(d —2) + 2 para todo d > 3 e r(Ry) = d(d —2) + 2 se

d¢ {3,4}.

Demonstragdo. Segue do item (2) do Teorema [3.7] que 7(Ry) > d(d + 2) + 2 para todo
d > 3. Assuma que d ¢ {3,4}.

Seja P C ¢(Ry) formado por retas duas a duas disjuntas. Assim, segue do item (4)
do Teorema [3.7 que P = P N (¢, (Ra) N ¢r,(Ra)) U P N{Ly, Ly}. Desse modo temos

dois casos a considerar:

Caso 1:

Caso 2:

PO{Ly, Lo} =0

Neste caso P = P N (¢r,(Rq) N ¢r,(Rq)). Dai, P C ¢r,(Rg) N ér,(Ra), 0
que nos permite conscluir que P < #(ér, (Rq) N ¢r,(Ra)) = d(d — 2) + 2.
PN{Ly, Ly} #0

Suponha que L; € P, assim P N (¢r, (Ra) N ¢r,(Ra)) = 0 uma vez que P é
formado por retas duas a duas disjuntas. Dal, segue-se que P = PN{Ly, Ly},
o que nos possibilita concluir que 4P < 2. Assim, P < d(d — 2) + 2
para todo P C ¢(R4) formado por retas duas a duas disjuntas (desde que,
P <2 <d(d—2)+2). Sabemos que f(¢r, (Rg) Nor,(Ry)) = d(d — 2) + 2.
Portanto, r(Rq) = d(d — 2) + 2, se d ¢ {3,4}.
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Pelo que acabamos de provar, podemos concluir que:

Corolario 3.9. r; > d(d — 2) + 2 para todo d > 5.

3.3 Familia de Boissiére-Sarti

A familia de superficies de Boissiére-Sarti sera denotada neste trabalho como sendo
BS = {S; = Z(z{ 'x1 + xox! ™" + 2§ s + x0xy 1) C PP | d > 1}.

Vamos agora verificar para quais valores de d uma superficie de Bossiére-Sarti é nao

singular. Primeiramente observamos que, sendo f = 28 'z +2oxd ™! + 23 oy + woxd !

para d > 2 temos,

(1) z1(2f + (d = 1)ag?)
(2) Oif =28+ (d— Vwox{? = 2o(2d 2 4 (d — 1)2f?)
(3) Oof = (d—1D)ad 2wy + 28" = a3(23 % 4 (d — 1)25?)
(4) Osf = a5+ (d — Dagwd ™2 = 2o(282 + (d — 1)2872).

Observemos que xg = 0 se, e somente se, x;1 = 0. Vamos entao assumir que xg # 0 e
z1 # 0. Neste caso segue de (1) e (2) que 2§72 = —(d — 1)azd 2 e 202 = —(d — 1)z{ 2
De onde concluimos que 1 = (d — 1)?, o que nos permite concluir que d = 2. De modo
analogo podemos verificar para o caso em que x5 # 0 e x3 # 0. Logo, a superficie de

Bossieré-Sarti é nao singular para todo d # 2.

Teorema 3.10. Sejam Ly = Z(xg,x2) € Ly = Z(x1,x3). Entao,
(1) Ly e Ly sao retas disjuntas em Sy.
(2) t(ér,(Sq) N, (Sy)) = d(d — 2) + 2 para todo d > 3.

Demonstracao. Para a primeira afirmacao basta considerar as defini¢oes de Ly, Lo e
Sg4. J& para a segunda, observemos que L1 = {[0:0:0:1]} U{[0:1:0:a] |a€C}e
Ly={[1:0:0:0]}U{[8:0:1:0]| 8 € C}. Desse modo temos 4 casos a considerar:
Caso 1: | =P([(0,0,0,1),(1,0,0,0)])
Neste caso, observemos que | = Z(x1,x2), além disso, [ C Sy.
Caso 2: | = P([(Ov 07 07 1)7 (ﬁ? 07 17 O)])v Caso 3: | = ]P)([(O, L, 07 Oé), (17 07 07 0)])

Nos casos 2 e 3 chegamos ao absurdo de que 1 = 0 ao supor que [ C Sy.
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Caso 4: | =P([(0,1,0,«),(5,0,1,0)])
Neste caso temos [ C Sy se, e somente se, S luv?~! + Budtv + auv?! +
ad~lyd=ly = 0, para todo [u : v] € PL. O que nos permite obter o seguinte

sistema:
a+ B =0
B+a®t =0

Note que a = 0 se, e somente se, § = 0. Neste caso, | = Z(xg,z3) C Sq.

Vamos agora verificar o caso em « # 0 e 8 # 0. Observe que pelo sistema

{ a=—p" (3.5)

6 _ _&d—l

acima temos

Substituindo a segunda igualdade de na primeira obtemos a =

—(—a4 1471 O que nos permite obter (—1)¢ = a¥@=2  Assim, para
cada o € C tal que (—1)¢ = a¥@2) obtemos a reta L, = P([(0,1,0,a),
(—a?71,0,1,0)]), obtendo assim, d(d — 2) + 1 retas duas a duas disjuntas em

S, para este caso.

Desse modo, concluimos nossa segunda afirmacao.
O

Observagao 3.1. A familia de retas A = {L, = P([(0, 1, 0, ), (=41, 0, 1,

d—1

0)]) | ad@=2 = (—1)4} coincide com a famfilia de retas L, = {[-nu : v : u: —n@ o] | [u:

v] € P'}, a qual é considerada na demonstragao no Teorema 5.1, pag. 49 em [5].

Nesse momento, surge a seguinte questao: E possivel achar outras retas em S, para
d > 5, digamos my, ma, ..., m; duas a duas disjuntas tais que my, ..., mg, L, (sendo
L, as d(d — 2) retas encontradas acima) sejam duas a duas disjuntas?

A resposta para esta indagacao é afirmativa. Vejamos,

Proposicao 3.11. Considere d > 4. Verifica-se que Sy contém d(d — 2) + 4 retas duas

a duas disjuntas, se d é impar ou multiplo inteiro de 4.

Demonstra¢ao. Sejam M, = Z(x1,29 + z3) = P([(1,0,0,0),(0,0,—1,1)]) e My =
Z(x3,x0+x1) = P([(0,0,1,0),(—1,1,0,0)]). Note que M1NM; =0 e que My, My C Sy
se, e somente se, d é fmpar. De fato, M; C Sy se, e somente se, (—wx3)¢ 'z +
247 (—x3) = 0. Dai, temos que M; C Sy se, e somente se, (—1)* 'z + (—1)ad = 0,
o que s6 acontece caso d seja impar. De modo analogo verificamos para a reta Ms.
Apoés a realizacao de alguns cédlculos utilizando determinante e a parametrizagao das
d(d—2)+2 retas encontradas na demonstragao do Teorema[3.10]e as retas M; e M, em
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questao, conseguimos chegar a conclusao de que My, Ms e L, sao duas a duas disjuntas.
Assim, conseguimos d(d — 2) + 4 retas duas a duas disjuntas em Sy.

Considere agora M3 = Z(xg, x2 + cx3) = P([(0, 1, 0, 0), (0, 0, —¢, 1)]) e My =
Z(x9,xo + €x1) = P([(0, 0, 0, 1), (—¢, 1, 0, 0)]), sendo € a raiz primitiva da unidade
para grau d—2. Observe que, M3 C Sy. De fato, sendo M3 = Z(xg, vo+¢x3) entao pela
notacdo da superficie Sy temos (—ex3)4 w3 + (—exs)rd ! = (¥ —¢)xd = 0. O que

d—2

nos permite chegar a conclusao €= = 1. De modo analogo, verifica-se que My C Sy.

Considerando tais retas e as retas L, obtemos:

1 0 0 0 0 0 1
0 — 1 J — 1 00
= —cea® e =c.
0 1 0 « 0 1 0 «
—a4t 0 1 0 -t 01 0
Além disso,
10 0 O 1 0 0 O
00 -1 1 0O 0 -1 1
=1—¢ e =—1.

01 0 O 0O 0 0 1
0 0 — 1 - 1 0 O

Note que as linhas destas matrizes sao formadas pelas coordenadas dos vetores dos
subespagos que definem as retas M;, com i € {1,3,4} e L,. Desse modo, pelo resultado
do determinante das duas primeiras matrizes temos que M3z N Ly, = 0 e M, N L, = 0.
Observe que sendo € raiz primitiva da unidade e d > 4 entao, 1—e # 0, logo Mi{NM3z = ()
e My N My = () (pelos resultados dos determinantes das duas dltimas matrizes). De
modo andlogo, chegamos a conclusao de que My N Mz =0 e My N M, = (. O que nos
permite concluir que as retas M;, com i € {1,2,3,4} e L, sao duas a duas disjuntas.
Logo, obtemos d(d — 2) + 4 retas duas a duas disjuntas em Sy sendo d impar.

Vamos agora verificar a afirmacao para d = 4k, com k£ € N. Para isso, considere
M, = Z(xy, 19 —ix3) € M, = Z(x3, 19 —ix1). Observe que tais retas estao em Sy, para
todo d = 4k, com k € N. De fato, M; C Sy se, e somente se, (ix3)? ‘a3 4+ izszit = 0.
Assim, M, C Sy se, e somente se, (i1 4+ i)z = 0, daf temos ! = —i, 0 que nos d4

%4 =1, logo d = 4k com k € N. O mesmo se verifica para M. Além disso,

1 0 0 0 10 0 0 1 0 0 0
0 0 ¢z 1 00 ¢+ 1 . 0 0 ¢ 1 ‘
=1, =—1—¢€ e =1.
0 1 0 « 01 0 O 0 1
-4t 0 0 0 0 — 1 — 1 0

23



3. Estudo de ry para d > 5

Note que as duas primeiras linhas dessas matrizes sao as coordenadas dos vetores de um
subespaco que define a reta M, e as demais correspondem as coordenadas dos vetores
dos subespacos que determinam as retas L, C A, M3 e M, respectivamente. Observe
ainda que sendo € # —i o resultado da segunda matriz é diferente de zero. Resultados
analogos a estes sao obtidos ao considerar a reta M,. Assim, podemos concluir que
sendo d multiplo de 4, conseguimos encontrar d(d — 2) 4 4 retas duas a duas disjuntas
em Sy. O

Pelo que acabamos de provar, podemos concluir que ry > d(d — 2) + 4 para d > 4
sendo d impar ou multiplo inteiro de 4. Salientamos que o resultado acima nao foi

encontrado em nenhuma literatura a qual tivemos acesso.
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Apeéendice A

Resultados Basicos de Geometria

Algébrica

Nesta parte do trabalho exibiremos alguns conceitos e resultados, os quais servirao
de apoio para o desenvolvimento no texto, bem como para uma melhor compreensao

desta dissertacao.

A.1 Resultados gerais

Observagao A.1. (1) Sendo V' um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo
K e sendo P(V') a projetivizagao de V. Como cada subespaco de dimensao 1 de V é
gerado por um vetor nao nulo, temos: P(V) = {[v] | v # 0,v € V} sendo [v] = {\v €
V| XeK}

(2) Sendo [u] e [v] pontos em P", entdo [u] # [v] < u e v sdo linearmente independentes.

Observacao A.2. Se [u] € P* com u = (ug,uq,...,u,). Entdo usaremos a notacgao
[u] = [ug : uy = ... : uy,|. Neste caso wg,uq,...,u, sdo chamadas de coordenadas

homogéneas do ponto [u].

Exemplo A.1. Sendo p = [1 : 0 : 1 : 0] € P3, entdo 1,0,1,0 sdo as coordenadas

homogéneas de p.

Observagao A.3. No decorer deste apéndice 7 denotard o anel dos polinémios

Clxo, ...,z € Tq 0 conjunto dos polinomios homogéneos de grau d em T .

Teorema A.1. Sendo A uma variedade r-linear em P™. Entao existem Ly, Lo, ..., L,_,

polinémios em Ty linearmente independentes tais que A = Z(L1) N ... N Z(Ly—).

Demonstragao. Ver Teorema 1.2.4, pag. 6 em [g]. ]
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Definigao A.1. Seja f € T nao nulo, dizemos que f é um polinémio homogéneo de
grau d se, e somente se, f(AZg, ..., A\T,) = A\ f(x,...,x,) para todo \ € C.

Notagao: T4 = {polinomios homogéneos de grau d} U {0} para cada d > 0 inteiro.

Definigao A.2. Seja f € T4 Definimos os zeros de f como sendo Z(f) = {[u] €
P | f(u) = 0}.

Exemplo A.2. Seja F' € 7. Parad = 0 temos que F'=0ou F = ag # 0 € C. Assim,
temos que Z(0) = P! ou Z(ag) = 0.

Exemplo A.3. Se G € 7, tal que G = HH, sendo H; € T, com dy + dy = d. Entao
Z(G) = Z(Hy) U Z(H;). De fato, sendo [v] € P, temos que [v] € Z(G) & G(v) =
0< Hy(v)Hs(v) =0« Hi(v) =0o0u Hy(v) =0 < [v] € Z(Hy) ou [v] € Z(Hs).

Definigao A.3. Sendo S = Z(f) uma superficie qualquer com f € 7. Dizemos que
um ponto p € P* é um ponto singular de S, se, e somente se, p é solucao do sistema

de equacao %(p) =0, para todo i € {0,1,...,n} .

Definicao A.4. Dizemos que uma superficie S C P" ¢é singular, se esta possui algum

ponto singular, caso contrario dizemos que esta é nao singular.

Definicao A.5. O conjunto dos pontos singulares de uma superficie singular S é

denotado por Sing(.S).

Observagao A.4. Sendo f € 7; ndo nulo entao temos que, S = Z(f) C P" ndo admite
pontos singulares. Ja para d > 2 sempre ha hipersuperficies singulares, por exemplo

Z(xi+. ..+ 22 ).

Definigao A.6. Seja S = Z(f) C P" com f € 7. Para qualquer x € S definimos o

hiperplano tangente a S em x por T,S = Z(fo(x)zo + fi(x)z1 + ... + fu(z)x,), onde

of _

B fi- Observe que se x & Sing(S) com d > 1, entao T,S é de fato um hiperplano.

Definicao A.7. Sendo I um ideal em 7. Dizemos que I é homogéneo se, existirem
Fi, F,, ..., F), homogéneos (nao necessariamente do mesmo grau) tais que (Fi, ..., Fj) =
1.

Exemplo A.4. [ = (x¢+ 23, 2x0) = (23, 79) é um ideal homogéneo em Clx, 71].
Lema A.2. Seja I C 7 um ideal. Sao equivalentes:
(1) I é homogeéneo.

(2) f = fo+ ...+ fasendo f;, partes homogéneas de f. Verifica-se que se f € I,
entao f; € I para todo 7, 0 <7 <d.
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Definicao A.8. Sendo I = (Fy, Fy, ..., Fy) com Fy, Fy, ..., F; € T homogéneos. De-
finimos Z (1) = Z(F1) N Z(Fy) N...NZ(Fg).
Note que a definigdo de Z(I) independe da escolha dos geradores de I, além disso

Z(I) = Z(VI).

Definicao A.9. Sendo X C P". Dizemos que X é um conjunto algébrico se existirem

Fi, Fs, ..., F, homogéneos (ndo necessariamente do mesmo grau) tais que
X = Z(F)NZ(Fy) N...N Z(F;). Neste caso, usamos a notagdo Z(Fi,...,Fy) =

Ny Z(F).

Definicao A.10. Seja Y C P". Definimos Z(Y) = ({F € T | F é homogéneo e
F(p) =0 para todo p € Y }). Este é chamado de ideal associado a Y.

Proposicao A.3. Sendo Y7, Y5 subconjuntos de Pg e [;, I, C T ideais. Verifica-se que
(1) Se Y7 CY; entao Z(Y3) C Z(Y7).
(2) Se I} C I, entao Z(Iy) C Z(I).
(3) Z(Y1 U Ys) = Z(Y1) NZ(Y2).
(4) I, CZ(Z(1;)), com i = 1,2.
(5) Y; C Z(Z(Y;)), com i = 1, 2.
(6) Z(Z(Y;)) =Y, comi=1,2.

Demonstragao. (1) Seja f € Z(Ys). Assim temos que, f(p) = 0 para qualquer p € Y5.
Uma vez que Y; C Y5 segue-se que f(p) = 0 para qualquer p € Y. Desse modo
temos f € Z(Y7).

(2) Analogo ao anterior.

(3) Observemos que g € Z(Y; U Y3) < g(p) = 0 para todo p € Y; e g(p) = 0 para
todope Yoo geI(Yi)egeZ(Ys) & geZ(Yr) N (Ya).

(4) Sendo I; C T, com i = 1,2. Temos que se f € I; entdao f(p) = 0 para todo
p € Z(I;). Assim temos f € Z,(Z(1;)).

(5) Seja p €Y;, comi=1,2. Temos g(p) = 0 para qualquer g € Z(Y;). Assim, segue

o resultado.

(6) Pelo item anterior temos Y; C Z(Z(Y;)), com i = 1,2. Para a outra inclusio
usamos o fato de Y; = (| F, sendo F fechados de P} que contém Y;.
[l
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Proposicao A.4. Sendo K um corpo temos Z(ay, ... ,a,) = (T3 — a1,..., Ty — Qp).

Demonstrag¢ao. Observe que se f € (x; —ay,...,x, —a,) entdo f(ai,...,a,) =0, logo
f € I(ay,...,a,). Por outro lado, sendo f € Z(ay,...,a,), entdo apés dividir f por
x; —a;, com ¢ = 1,...,n. Concluimos que f é da forma f = """  (x; — a;)h;, portanto

felry—ay,...,x, —ay). O

Teorema A.5. (Zeros de Hilbert) Sendo K um corpo algebricamente fechado e I um
ideal homogéneo em T tal que Z(I) # 0. Entao T(Z(I)) = /1.

Demonstragao. Ver Teorema 9, pag. 384 em [7]. ]

Proposigio A.6. Sendo I um ideal homogéneo em 7T, temos que Z(I) = ) < 1 =

<Q30,.T1, RN ,Jln>.

Demonstragao. Sendo Z(I) = () em P} entdao temos que Z(I) = {(0,0,...,0)} C
Apt!. Aplicando o Teorema no caso afim temos Z(0,0,...,0) = v/I. Daf pela
Proposicao temos que VI = (zg,...z,). Para a reciproca devemos lembrar que

Z(I) = Z(VI). O

Proposicao A.7. Sendo Ly, ..., Ly formas lineares em 7 entdo, \/(L1, Lo, ..., Ly) =
(Ly,...,Ly).

Demonstragao. Ver Proposigao A.2, pdg. 51 em [19]. ]

Proposicao A.8. Sendo Ly, Lo, ..., L, € T; onde {L4, ..., L,} sdo linearmente inde-

pendentes de T, entao (Li, Lo, ..., L,) é um ideal primo.
Demonstragao. Ver Teorema 1.2, pag. 4 em [13]. O

Definicao A.11. Sendo f € 7. Dizemos que f é livre de quadrados se, e somente se

(f) =

Assumindo que f admite a fatoragao f = pi* ... p.* sendo py,...,py € T polindmios
irredutiveis distintos e nq,...,n; > 1 inteiros, concluimos que f é livre de quadrados
se, e somente se, Ny = ... =n = 1.

Proposicao A.9. Sejam f,g € T; de mesmo grau e livres de quadrados. Se Z(f) =
Z(g) entao f = Ag, para algum A € C nao nulo.

Demonstracao. Basta aplicar o Teorema [A.5|e usar o fato de que os polindémios sao de

mesmo graul. O
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Definicao A.12. Se f € 7T, for livre de quadrados. Entao Z(f) C P"™ é chamado de
hiperplano se d = 1. Ja para o caso d > 2 é chamada de hipersuperficie de grau d.

No caso de n = 3 temos as seguintes nomenclaturas:

d =1 - plano projetivo;

d = 2 - superficie quéadrica;

d = 3 - superficie cibica;

d = 4 - superficie quartica.

Em suma, em P3 temos que Z(f) é chamado de plano sendo d = 1, e superficie caso
d> 2.

Observacgao A.5. As hipersuperficies em P? sao chamadas curvas planas. Se a curva

tiver grau 2 ela é chamada de conica.

Proposicao A.10. Um subconjunto X C Pg é irredutivel se, e somente se, Z(X) é

primo.

Demonstragao. Sejam f,g € K[xo,...,x,] homogéneos tais que fg € Z(X). Desse
modo temos X C Z(fg) = Z(f)UZ(g), assim, X = (XNZ(f))U(XNZ(g)). Denotando
por X1 = XNZ(f) e Xo = XN Z(g), uma vez que X é irredutivel e X, Xy sao
fechados de X temos que X = X; ou X = X dai segue-se que f € Z(X) ou g € Z(X).
Aplicando o Lema , concluimos que Z(X) é primo. Reciprocamente assumamos
que X = X; U X, sendo X, com i = 1,2 fechados em X. Assim, X; = X N Z(J;),
sendo J;, ¢ = 1,2 ideais homogéneos. Observe que X = X N (Z(J;) U Z(.J,)), dai
X C Z(J) U Z(Jy), logo Z(X) D Z(Z(J1)) NZ(Z(J1)). Uma vez que Z(X) é primo,
segue-se que Z(X) D Z(Z(J1)) ouZ(X) D Z(Z(J3)), aplicando Z nas inclusdes obtemos
X = X; ou X = X,. Portanto, X é irredutivel. O

Proposicao A.11. Toda variedade r-linear em P" é irredutivel.

Demonstracao. Segue do Teorema e das Proposi¢oes [A.7] [A.§ e [A.10] O

A.2 Resultados sobre retas em P?

Lembremos que [ C P? ¢ uma reta se [ = P(WW) para algum W € G5(C*).

Proposicao A.12. Sejam p,q € P3 pontos distintos. Entao existe uma tinica reta

passando por esses dois pontos. A qual é denotada por [, ,.
Demonstragao. Ver Proposigao 1.1, pag. 4 em [13]. H

Coroldrio A.13. Seja [ C P3, | é uma reta se, e somente se, existem L, Ly € Ry

linearmente independentes tais que | = Z(Ly) N Z(Ls).

29



A. Resultados Basicos de Geometria Algébrica

Demonstracao. Sendo | C P? uma reta. Entao temos que [ é uma variedade 1-linear.
Desse modo, pelo Teorema segue-se que existem formas lineares Ly, Ly em R,
linearmente independentes tais que | = Z(L1) N Z(Ly). Para a reciproca, sendo L,
Ly € R, linearmente independentes escolha W; = {v € C* |L;(v) = 0} < C* de
dimensao 3 tal que dim(W, N Ws;) = 2. Assim temos, Z(L;) = P(W;), i = 1,2, o que
nos permite concluir que | = Z(Ly)NZ(Lg) = P(W,)NP(W,) = P(W,NW3). Portanto,
[ é uma reta em IP3.

O]
Proposicao A.14. Se S = Z(f) CP3 com f € Rgep €l € ¢(S). Entao | C T,S.

Demonstragao. Consideremos | = Z(Lq, Ly) sendo Ly, Ly polindmios linearmente in-
dependentes. Assim, f = HL; + G Ly sendo H, G nao ambos nulos em R. Denotemos
T,S = Z(L,) sendo L, = Zfzo%(p)xi. Observemos que %(p) = H(p)%(p) +

B)
G(p) %ﬁf (p). Ap6s alguns célculos obtemos que L, = H(p)L; + G(p)Ls. Portanto,
[CT,S. O

Observagao A.6. Se [y, [, sao retas distintas em P™ com n > 3, tais que I; NIy # ().
Entao usualmente denotamos o unico plano que contém [; e ly por (l,l3) e dizemos
que este é o plano gerado por [y, lo. Caso l1Nly = () entao (I1,ls) é uma variedade linear
de dimensao 3 que contém [y e ly. De fato (ly,l5) é a menor variedade linear contendo

ll € 12.
Lema A.15. Sejam [; e [, retas distintas em P3.
(1) Se l; = P(W;) com W; € G5(C*) para i = 1,2 entao

(i) l1Nly # 0 se, e somente, se dim (W, + Ws) = 3. Neste caso existe um tnico

plano em P3 contendo [; e I, sendo este dado por P(Wy + Ws) = (I3, ).

(i) Iy Ny =0 se, e somente, se Wi & Wy, = C*. Neste caso nao existe plano em

P3 contendo I e 5.

(2) Se l; = Z(Lj1, Liz) sendo {L;, Lo} linearmente independentes, com i = 1,2.
Entao, Iy Nly # 0 < {L11, L12, Lo1, Lays} é linearmente dependente. Neste caso, o
espago gerado [Liy, Lig, Loy, Los] tem dimensao 3 como subespaco de R;. Além
disso, existem { Ly, Lo, M} base de [L11, L12, Lo1, Lao] tal que Z(l;) = (L;, M) para
i =1,2. Logo, (l1,ls) = Z(M).

Demonstracao. 1. Para a primeira afirmacao observemos que [; NIy = {p} se, e
somente se, p = [u] sendo u € Wi N Wy, Uma vez que l; # ly, segue-se que
dim(WyNWy) = 1, dai dim(W;+W3) = 3. Desse modo temos que P(W; 4 W5) é
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um plano em P? contendo [; e l5. Para a unicidade denotemos 7 = P(W; + W)
e My um outro plano em P3 que contém [; e ly. Assim, temos que m, = P(U)
sendo U um subespaco vetorial de C* e de dimensao 2, além disso, U D W, + W,.

Portanto m; = ms.

Para a segunda afirmacao uma vez que [; Nly = () entao temos que W, NWy = 0.
Por outro lado sendo W; € G5(C*) segue-se que dim (W, + W3) = 4 e o resultado

segue.

2. Para a primeira parte suponhamos que {Li1, Lia, La1, Loo} é linearmente indepen-
dentes. Assim, segue-se que Z(Li1, Lia, L13, L14) = 0, logo Iy Nly = (). J& para
a segunda parte assumindo que {Liy, L12, La1, Las} é linearmente dependente em
R1 temos [Li1, L] < [Lq1, La, Loy, Loo|. Assim, dim[Lyy, L12, Loy, Lag] = 3, pois

caso dim[Lu, L12, Lgl, LQQ] = 2 ou 4, entao teriamos ll = l2 ou [LH, L12, L21,

Los]| seria linearmente independentes. O que seria um absurdo.

Para a tltima parte, observemos que existem ay, s, 51, 2 € C nao todos nulos
tais que oy L1 +agLis 4 B1 Lot 4 Ba Lo = 0 (%). Como { L1y, L12} € {La1, Loy} séo
linearmente independentes em R, entao temos que a3 # 0 ou ap # 0 e By # 0
ou By # 0. Por (%) segue-se que a1Lyy + aslis = —f1Ls1 — PBalos. Denotemos
M = oy L1 + agLis = —f1 Loy — PaLag, assim temos M = aqLy1 + aslqs € Z(l)
e M = —f1 Ly — PaLas € Z(ly). Observemos que sendo oy # 0 ou s # 0, entao
Z(ly) = (M, Ly2) ou Z(ly) = (M, Ly;). Analogamente temos Z(ly) = (M, Loy)
ou Z(ly) = (M, Lag). Dai, concluimos que existem Ly, Ly € R; tais que Z(l;) =
(M, Ly) e Z(ly) = (M, Ls), caso Iy Nly # (. Assim, Z(M) é um plano contendo
l1 e ly, portanto (ly,ly) = Z(M).

L]

Lema A.16. Seja S C IP? uma superficie nao singular de grau d. Verifica-se que

(1) Para quaisquer duas retas distintas {1, [y € ¢(.5) tais que Iy Nly = {p} temos que

existe um unico plano contendo I e Iy e este é o T),S. Assim temos (Iy,l2) = T,S.

(2) Para qualquer reta m € ¢, (S) N ¢y, (S) com Iy NIy = {p} tem-se que m C T, S =
(l1,15).

Demonstracao. (1) Segue da Proposi¢ao e do Lema [A.15]

(2) Temos duas possibilidades, m NIy Ny = {p} ou mNly ={r} emnlily = {q¢}
sendo r # q. Para o primeiro caso é claro, para o segundo temos que sendo q # r,
entao pela Proposicao existe uma unica reta [,, passando por ¢ e r, como

tais pontos encontram-se no plano (ly,ls), segue-se que m = I, logo pelo item
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anterior temos m C T,S. Geometricamente temos:

A.3 Mudanca de Coordenadas Projetivas

Definigao A.13. Considerando Aut(C"*') = {T : C"*!' — C"™! | T é C — linear}.
Dizemos que uma funcao ¢ : P* — P™ é uma Mudanga de Coordenadas Projetivas
(MCP) se, existe T € Aut(C"™) tal que ¢([u]) = [T'(u)], para todo [u] € P.

Exemplo A.5. Temos que,

p: P! — P!
[z:y] — [ax+by: cx+ dy]

é uma MCP, sempre que ad — bc # 0.

Proposigao A.17. Seja C' um subconjunto finito de P!. EntaoI'c = {p : P! — P! | ¢
é uma MCP tal que o(C) = C} é um subgrupo de Aut(P!).

Demonstracao. Primeiramente observemos que idp : P! — P! € I'¢. Agora sendo
o([v]) = [T(v)], com T € Aut(C?) temos que ! : P — P!, dai o~ 1([v]) = [T1(v)],
como ¢(C) = C, entao ¢ (C) = C, logo I'c possui elemento inverso. Por ultimo,

sendo @1, @2 € I'e temos @1 0 o(C) = p1(p2(C)) = v1(C) = C. []

Exemplo A.6. Se C' = {p1,p2,p3,ps} CPY comp; =[0:1], po =[1:1], p3 = [£: 1],
ps = [€2 : 1], entdo T'¢ é um subgrupo de Aut(P!) isomorfo a A, (veja Lema [2.12)).

Proposigao A.18. Seja C' C P! tal que fC' = 4. Entao, I'c = {¢ : P! — P! | p ¢
uma MCP tal que p(C) = C} é isomorfo ao grupo de Klein K ou ao grupo dihedral

Dy ou ao grupo Ay.
Demonstragao. Ver Teorema 2.10, pag. 22 em [19)]. H

Proposicao A.19. Sejam P, P,, P; € P! dois a dois distintos e Q1, Q2, Q3 € P! dois
a dois distintos. Existe uma tnica ¢ : Py — P; MCP tal que ¢(P;) = Q;, com
i=1,2,3.
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Demonstragao. Ver Corolario 2.3, pdg. 14 em [19]. ]

Lema A.20. Se p : P! — P! for uma MCP dada por p([u : v]) = [cu+ Bv : yu+dv],
entdao ¢ : P> — P3 dada por [zg : @1 : T2 : 23] = [z + Bry Yoo + 01y e + s
~yxo + d0x3)] também é uma MCP.

Demonstragdo. Sendo ¢([u : v]) = [au+Bv : yu+dv] uma MCP, temos T : C*> — C?
dado por T'(u,v) = (au + v, yu + dv) é um isomorfismo linear. Assim, ad — Sy # 0.

Observemos entao que T : C* —s C* dado por Tz, z1, 2, 23) = (axg + By, yo +

dz1, T + 3, Y9 + dx3) é um isomofismo linear, pois det[T] = (ad — 35)* # 0 sendo

[T] a matriz associada a T' da base canonica na base canodnica. O

A.4 Mergulho de Pliicker

Considerando W € G5(C*). Fixemos n = {v, w} base de W sendo v = (vg, v1, v2, v3)

e w = (wo, w,ws, ws). Agora consideremos M, € M,,4(C) dada por

Vg V1 V2 U3
Mn:[ .

Wy W1 Wy W3

Sendo 7" = {v,w'} uma outra base de W, verifica-se que p;; = {pj; para algum
§ # 0 (Veja [L3], pdg. 9), onde pyj, p}; sdo os determinantes dos menores 2 X 2 de M, e

M,y , respectivamente isto ¢,

U Uy . .
Dij = = v;w; — vjw;, com 0 <7 < 7 < 3.
w; Wj

Assim podemos definir
T: Gy(CYH — P5
w > [Po1 :poz ... pasl.

Proposicao A.21. T estd bem definida, é injetiva e Im(Y) = Q, sendo Q = Z(f),

onde f = xors — x124 + o3 € Clag, 21, ..., X5).
Demonstragao. Ver Proposigao 2.0.6, pag. 13 em [§]. ]

Definicao A.14. A aplicacao T é chamada de Mergulho de Pliicker e a hipersuperficie
Q é chamada de quadrica de Pliicker.

Observagao A.7. Se © = {[ | [ ¢ uma reta em P3}, entao Y induz uma bijecao entre
G5(C*) e ©. Assim através do Mergulho de Pliicker podemos pensar que cada reta em

IP3 se corresponde com um ponto em Q.
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Definigao A.15. Chamamos de estratificagao de G5(C*) a seguinte partigao Go(C*) =
Ey U Ey, U ... U Eg, onde cada E;, com i € {1,2,...,6} é chamado de estrato, sendo
Eg = {W € G2(C") : po1 = poz = pos = p12 = p13 = 0 € pag # 0}
(CY) : po1 = po2 = po3 = p12 = 0 e p13 # 0}
(C*) : po1 = po2 = po3 = 0 e p12 # 0}
By ={W ¢ Gz(C4) : po1 = po2 = 0 e po3 # 0}
(C*) : por =0 e pop # 0}
(C*) : por # 0}

Vejamos como é representado cada E;, com i € {1,2,...,6}:
Primeiramente consideremos a matriz M,. Se py; # 0, entao por meio de operagoes

Vo U1

elementares podemos considerar o menor 2 x 2 dado por [ como sendo

.

ainda determinam uma base de W.

Wy W1

10
a p , sendo «, 3,7,0 € C, cujas linhas
01 ~ ¢

. Assim obtemos a matriz [

Agora considerando as condigoes do estrato Fs e usando as mesmas ideias utilizadas

0
“ B],coma,ﬂ,yé@.

para o estrato E7, obtemos
0 01 ~v

Observacao A.8. Prosseguindo com tal processo obtemos os seguintes subespagos de
C* o0s quais sao dois a dois disjuntos:

Es = {[(0,0,1,0),(0,0,0,1)]},

E5 = {W4}aec sendo W, = [(0,1,,0),(0,0,0,1)],

Ey = {W,g}apec sendo W, 53 =[(0,1,0, ), (0,0,1, 8)],

Es = {Wa}apec sendo W, 5 = [(1,, 8,0),(0,0,0,1)],

Ey = {Wasqtasqec sendo Wo ., = [(1, 0,0, 5),(0,0,1,7)],

Ey = {(Wagnstaprsec sendo Wy .5 = [(1,0,a,5),(0,1,7,0)]. Temos assim o

seguinte diagrama

Po1=0 e pp#0

4
1 o« 0 3 G2(C)
0 0 1 v

p1=0 € pr=~0

Figura A.1: G5(C*) repartida em seis conjuntos disjuntos
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A. Resultados Basicos de Geometria Algébrica

A.5 Fibras de Kodaira

Finalizamos este apéndice com a tabela[A.I] na qual ilustramos as fibras singulares
de acordo com a classificacao de Kodaira (veja [12], pag. 3) para as curvas residuais

que aparecem ao estudarmos as superficies quarticas nao singulares.

I
1 _[2 Ig
Ctibica nodal Duas curvas racionais Trés curvas racionais
que se encontram que se encontram
em dois pontos em trés pontos
17
17 v
Clibica Duas curvas racionais Trés curvas racionais
cuspidal que se encontram que se encontram
em um ponto em um ponto

Tabela A.1: Fibras de Kodaira em quaticas nao singulares
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Apendice B
Retas na quartica de Schur

Como ja foi mencionado no decorrer do texto a quartica de Schur possui exatamente
64 retas. Dividimos estas em 5 subconjuntos, sendo estes £, M1, My, M3 e My. De
modo que o conjunto £ possui exatamente 16 retas e os demais possuem 12 retas cada.
Sendo

£ = {l(a,b) = Z(zo — azy, x5 — bxs) | (a,b) € V}
M = {my(a,b) = P([(1,0,a,0), (0,a®h,0,1)]) | (a,b) € Uy x V;}
My = {ma(a,b) = P([(v/3a>b,0,b, —2), (0,V3a’b, —b, —1)]) | (a,b) € Uy x V;}
M = {ms(a,b) = P([(v/3a%h,0,b, —262), (0,v3a®b, —b, —=1)]) | (a,b) € Uy x V1 }
My = {mu(a,b) = P([(v/3a®,0,b, —2¢), (0, V/3a®b, —£2b, =1)]) | (a,b) € Uy x V;}

sendo V = {0,1,£,£2} (onde £ é uma raiz cibica primitiva da unidade), U; e V; os
conjuntos formados pelas raizes quartas e cibicas da unidade, respectivamente.

Ja sabemos que para as retas l;, com j € {1,2,3,4} existem exatamente 6 planos
contendo cada uma delas e que a curva residual em cada plano é singular do tipo I'V.
Salientamos que a representacao das retas que intersectam lyq, l19, l13 € l14 encontra-se
nas tabelas [B.1] [B.2] [B.3] e [B.4] respectivamente. No que diz respeito a intersecao das
retas nos conjuntos My, My, M3 e M, encontram-se nas tabelas [B.5] [B.6], [B.7 ¢ [B.8|

onde o valor 0 significa que as retas sao disjuntas e o valor 1 que elas se intersectam.

Vale salientar que as intersecoes das retas dos conjuntos My, M3 e M, sao analogas
as das retas em M na tabela[B.5] as intersegdes entre as retas dos conjuntos My, Ms
e entre My, M, sdo andlogas as das retas em M; e My na tabela[B.6] e as interse¢oes

das retas dos conjuntos Mz e M, sao analogas as das retas em My e M3 da tabela

B.8
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B. Retas na quartica de Schur

H, = Z(xy — azy) | Retas componentes da cubica residual C, P.
loy = Z(l’o,lé - $3)
a = oo l31:Z($0,$2—£$3) [0100]
Iy = Z(xo, 19 — 52373)
lo = Z(x2, 0 — 71)
a=0 l13:Z($2,LEO—SLE1) [0001]
liy = Z(x9, 20 — &11)
ap = Z(ZEQ — Xg, T3 — Z)Zl)
a=1 ay = Z(xg — xg, x5 — 1) [1:0:1:0]
al = Z(xy — w9, w3 — E221)
ay = Z(x9 + o, 21 + x3)
a=—1 GIQIZ(Z'Q—FlEo,CCl—i—fl'g) [10—10]
ay = Z(x2 + wo, 21 + E2x3)
as = Z(IQ — ’ixo,l‘l + Zl’g)
a=1i al = Z(xg — ixg, 11 + 1€13) [1:0:7:0]
ay = Z(xg — ixg, 11 + 1&%73)
ay = Z(.TQ + ixo, Ty — Zl’g)
a=—i ay = Z(xg + iz, x1 — i€x3) [1:0:—::0]
CLZ = Z(.TQ + i[L’o, T — ZfQJIg)
Tabela B.1: Retas na quartica de Schur que intersectam [y;.
H, = Z(a(xg —z1) — x2) | Retas componentes da cubica residual C, P.
log = Z(x0 — w1, 22 — T3)
a = o0 132:Z($0—{L‘1,(E2—§{E3) [1:1:0:0]
lag = Z(xo — w1, 20 — E2a3)
Ii1 = Z(xo,xz)
a=0 113:Z(£L‘07€.’£1,£L‘2) [0001]
lia = Z(z0 — §2$1a1‘2)
bl = Z(%((EO — Il) — X9, QI(\];II + \x})
a:% ﬁ:Z(%(xo—m)—mQ’ng;m+§x3) [1:-2:/3:0]
by = Z(%l(xo — 1) — 2, 22?:;+ 2)
PRESE ITEENEET s
J— X X 3
az—% 2_Z(_?(x0_$1)_$2;2 %1_§T£> [1: —\/3:0]
bé’:Z(——g(mo—xl)—$2, $ri;r§$1 — 3)
bg = Z(ﬁ(l’o — 1’1) — I, zz(l/:gml — %Ig)

i /o e _ _ otz 1§ .
o= 3—Z(\/S(aco x1) x272‘z@1 @1‘3) [1:—2:\/52:0]
bg = Z(ﬁ(l’o — 1’1) — X9, fbo;gl’l — 7\551'3)

| i = 2o ) o B )
a:—ﬁ b4:Z(—ﬁ($0—«T1)—$27 [\)fl‘f‘f 3) [1:— —\/gi:O]
bZ = Z(*ﬁ(lo — Ll) — T2, 2:vo+x1 -+ \fl'g)

Tabela B.2: Retas na quartica de Schur que intersectam [5.
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B. Retas na quartica de Schur

H, = Z(a(xo — &x1) — x2) | Retas componentes da cubica residual C P,
l23 = Z(CEO — f:cl,xg — 1'3)
a=o00 lss = Z(xo — Ex1, @2 — Ex3) [£:1:0:0]
l43 = Z(.IIO — £$1,$2 — €2LE3)
l11 = Z($0,$2)
a—O 11222(1‘0—1‘171‘2) [0:0:021}
114 = Z(CEQ — 523017502)
—_ zo—§r1 _ 26220 +aq x3
- \/g x2,2£2% +§%) 1-£(1—v/3i)
_ 1 o zo—E§xy To+x x s . . 1= —V31) .
a= ¢ = Z(*0E — 1, Jﬂ§1+¥§) [1:1++/3i: F2 0]
"o z9—&x 2¢%zgta £z
o = Z(f Ko 4 S
Co = Z(_IU*ﬁzl — 2 2e%zo+wy _ ﬂ)
\/g ) 3, 6,
a= 1 o _Z(iaco—.ﬁxl —r 25230@161 _ ﬁ) [1 1+f2 1+§ 1 V/3i) O]
= 2= 2=~ @ P~ ey R
= Z( zo—€x1 _ . 2e%x0+ay _ € 13)
2 V3 2, 239 73
o i(xo—€x1) _ 28%xotay _ dxwg
C‘S_Z(« @) xz’sz% 5%) 5(1 xf)
1 /o 1(xp—&x 26 xo+x i€x 1— 1) .
Cg _ Z(l(lo\;g‘iwl) — 9, 2¢ Io+11 _ i€ 23)
_ i(zo—§x1) 26%wg+ay 7503
Cq4 = Z(— — X2 4+ )
’ V9 3
a=—- oy = Z(—Hzo=tz) _ o m_i_zézs) [1:1+/3i: M 0]
V3 4 . V3 2, \/§ \[
CZ _ Z(_%(wo\;géml) — 24, 2¢2 agdo;rm + ZE@?)

Tabela B.3: Retas na quartica de Schur que intersectam ;3

H, = Z(a(xo — & x1) — x2) | Retas componentes da cibica residual Cj, P
l24 = Z(Io — 5233’17332 — 333)
a = o0 134:Z(a:0—.£2x1,x2—§m3) [52:1:0:0]
l44 = Z(l‘o — 52331,33‘2 — 523}3)
l11 = Z(:L'(),.’EQ)
a=0 112:Z($0—CC1,132) [0:0:0:1]
l13 = Z(xo — 5.1‘1,.%2)
dy = Z((wo—\/ﬁfwl) — 2£Zo+z1 + 213)
3 b
_ 1 I _ o (wo—E2m1) _ 26w +z zfz 1 A 1-£2(1-V30) |
a= dl_Z(Ofgl mg,#—i—ﬁ) [1:1—+/3i: Ve : 0]
d! = Z((Zo*\/fgml) — 29, 25-162;11 + 25623)
_ _ (z0—E&%=z1) _ 26wtz _ izg
oA 2 ) e f) 1462 (1—V/34)
1 xzo—E°x 2 . =14 — i
a=-7 d’Q:Z(—(Ufgl — o, g%%%172{3) [1:1—+/3i: NG : 0]
d/g/ _ Z(_(xo—\/é’gwl) — 9, 2&(3);901 S 0;3)
_ i(zg—€2x1) 26xgtay _ ixg
ds = 27—y Bt — ) o
3 i(xp—&°x T T i€x S 1—+/31
o= g:Z(%Oé 1)—m2,725%1—§7§) [1:1— /3 =080 )
dg _ Z(Z(ZOT/% 1) T2, 25I9+w1 _ 15623)
_ _i(wo—E&7mq) _ 25204—11 iz
o ( Y Vel +f) £ (1-v3i)
7 i(xog—&E“x 2, . —i+ — 7
o= d’g:Z(—. 0221)71727 sx%m+%) [1:1—+3i: NG : 0]
df{ — Z(_%(?ﬁo\-/&g 1) T2, 2£mggzl + 1&9/9%3)
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B. Retas na quartica de Schur

T\ O T/ Op SBJOI S 9I)UO 0BIIVSINI] Q' B[OQR],
W oty op e I :9°d ®°q

1 0 0 1 0 0 0 0 I 0 I 0 (,31—)2w
0 1 0 0 I 0 1 0 0 0 0 1 (32—)2w
0 0 1 0 0 I 0 I 0 1 0 0 (12—)5w
1 0 0 I 0 0 0 1 0 0 0 1 (;31)%w
0 1 0 0 T 0 0 0 T 1 0 0 (39w
0 0 1 0 0 I i 0 0 0 1 0 (192w
0 T 0 0 0 T I 0 0 I 0 0 (;31-)ow
0 0 1 I 0 0 0 i 0 0 1 0 (3‘1—)7w
I 0 0 0 I 0 0 0 I 0 0 i (1'7T—)%w
0 0 1 0 I 0 1 0 0 1 0 0 (3T)2w
I 0 0 0 0 I 0 1 0 0 1 0 R
0 1 0 I 0 0 0 0 I 0 0 1 (172w
(p30=)tw | (39=)tw | (Te—)tw | (39w | 3Yhw | (T9YMw | (37—)tw | 3'7—)tw | (T'1—)tw | (3'D'w | 3w | (1) w
.:\<. @@ Sejold se odjuo OmwomeQ@QH mm dﬁwﬂﬁﬁ
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (,31—)Tw
T I 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (3r—)tw
T T 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (1%—)tw
0 0 0 I I I 0 0 0 0 0 0 (g3 1) 1w
0 0 0 I I T 0 0 0 0 0 0 (39 Tw
0 0 0 I I I 0 0 0 0 0 0 (19w
0 0 0 0 0 0 1 1 I 0 0 0 (31w
0 0 0 0 0 0 i 1 I 0 0 0 (31—)tw
0 0 0 0 0 0 1 1 I 0 0 0 (1'7T—)rw
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 (o3T)Tw
0 0 0 0 0 0 0 0 0 I 1 1 (3D tw
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 (1'D)rw
(v=)tw | (32—)Tw | (2—)tw | ((3'9)Tw | (3%2)Tw | (T)Tw | (;37—)w | 3'1—)Tw | (T'1—)Tw | (3 )Tw | (3°7)'w | (1°7)'w
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B. Retas na quartica de Schur

TN O Tl Op SBJOI Sk 9IJUS 0BDIIISION] :R¢] B[OUR],

0 T 0 0 0 T 1 0 0 1 0 0
0 0 1 T 0 0 0 I 0 0 1 0
T 0 0 0 I 0 0 0 I 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0
I 0 0 0 0 I 0 1 0 0 1 0
0 T 0 T 0 0 0 0 I 0 0 1
T 0 0 T 0 0 0 1 0 0 0 1
0 I 0 0 I 0 0 0 I 1 0 0
0 0 1 0 0 T 1 0 0 0 1 0
i 0 0 T 0 0 0 0 T 0 1 0
0 T 0 0 T 0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 i 0 I 0 1 0 0
(;31=)2w | (32— I'2— 1) (39w | (1985w | (L37T—)%w (3‘Dew | (3w | (1'7)w
€]\ O TN/ 9P SRIOI SR DIJUS 0RIISSIU] ) { R[OQe],
0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0
T 0 0 0 0 T 0 1 0 0 1 0
0 I 0 I 0 0 0 0 1 0 0 1
0 T 0 0 0 T 1 0 0 1 0 0
0 0 1 I 0 0 0 i 0 0 1 0
T 0 0 0 I 0 0 0 I 0 0 1
T 0 0 T 0 0 0 0 T 0 1 0
0 T 0 0 I 0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 T 0 1 0 1 0 0
i 0 0 T 0 0 0 I 0 0 0 1
0 1 0 0 T 0 0 0 T I 0 0
0 0 1 0 0 T 1 0 0 0 1 0
(;31=)2w | (32— 19— (39w | (198w | (,37T—)%w (3‘Dew | 3w | (1'7)5w
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