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Operadores Lineares Cohen
Fortemente Somantes

por
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Alves e Djair Paulino pelos agradáveis momentos compartilhados.
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Resumo

O objetivo de nosso trabalho é estudar a classe dos operadores Cohen fortemente p-

somantes. Inicialmente, apresentamos resultados básicos de Análise Funcional necessários

ao desenvolvimento do texto e, em seguida, tratamos dos espaços de sequências que serão

usados na definição e estudo das classes de operadores envolvidas no trabalho, como ne-

cessariamente a classe dos operadores absolutamente somantes. Apresentamos também o

espaço das sequências Cohen-Khalil fortemente (q, p)-somáveis e o espaço das sequências

Cohen fortemente p-somáveis, como caso particular do primeiro. A partir disto, defi-

nimos a classe dos operadores Cohen fortemente p-somantes e a classe dos operadores

Cohen-Khalil fortemente (s, r, p)-somantes que, sob certas condições, são equivalentes.

Conclúımos com um estudo, sob o ponto de vista da teoria dos ideais de operadores,

usando o ambiente abstrato criado por G. Botelho e J. R. Campos, para mostrar que Πp

e Dp são ideais de Banach e valem as relações Πdual
p = Dp∗ e Ddual

p∗ = Πp, onde p e p∗ são

ı́ndices conjugados.

Palavras-chave: Operadores Cohen fortemente somantes, operadores absolutamente so-

mantes, ideais de operadores, espaços de sequências, ideal dual.



Abstract

The goal of our work is to study the class of the Cohen strongly summing operators.

Initially, we present basic results from Functional Analysis that are necessary for the

development of the text and then we deal with sequence spaces which will be used to

define and study the classes of operators involved in this work, as necessarily the class

of the absolutely summing operators. We also study the sequence space of the Cohen-

Khalil strongly (q, p)-summable sequences and the sequence space of the Cohen stron-

gly p-summable sequences, as a particular instance of the former. From this, we define

the class of the Cohen strongly p-summing operators and the class of the Cohen-Khalil

strongly (s, r, p)-summing operators which, under certain conditions, are equivalent. We

conclude with a study, from the viewpoint of the operator ideal theory, using the abstract

environment created by G. Botelho and J. R. Campos, in order to show that Πp and Dp
are Banach ideals and the relations Πdual

p = Dp∗ and Ddual
p∗ = Πp are valid, where p and p∗

are conjugate indexes.

Keywords: Cohen strongly summing operators, absolutely summing operators, operator

ideals, sequence spaces, dual ideal.
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• N denota o conjunto {1, 2, 3, . . .};

• N0 denota o conjunto {0, 1, 2, 3, . . .};

• R denota o conjunto dos números reais;

• C denota o conjunto dos números complexos;

• K denota o corpo R ou C;

• E, F e G denotam espaços vetoriais normados;

• L(E,F ) denota o conjunto de todos os operadores lineares e cont́ınuos de E em F ;

• BE denota a bola unitária fechada no espaço E;

• B̊E denota a bola unitária aberta no espaço E;

• E ′ denota o dual topológico do espaço E;

• arg(·) denota a função argumento de um número complexo;

• det(·) denota a função determinante det : Mn×n(K) −→ K;

• tr(·) denota a função traço tr : Mn×n(K) −→ K;

• `p denota o espaço das sequências (αn)∞n=1 em K tais que
∑∞

n=1 |αn|p <∞;

• dimE denota a dimensão do espaço E;

• Im(f) denota a imagem da aplicação f ;

• ker(T ) denota o núcleo do operador linear T ;

• E 1
↪→ F denota E ⊆ F e ‖x‖F ≤ ‖x‖E para todo x ∈ E;

x



• E 1
= F denota E = F e ‖x‖F = ‖x‖E para todo x ∈ E;

• (xj)
n
j=1 denota a sequência (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . .);

• intA denota o interior do conjunto A;

• idE denota a aplicação identidade em E;

• |A| denota a cardinalidade do conjunto A;

• en denota a sequência (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) cujos termos são todos nulos com exceção

do n-ésimo;

• ‖·‖1 denota a norma ‖·‖1 : E × F → [0,∞) dada por ‖(x, y)‖1 = ‖x‖E + ‖y‖F ;

• (X,Σ) denota o espaço mensurável formado pelo conjunto X e pela σ-álgebra Σ;

• M+(X,Σ) denota o conjunto das funções Σ-mensuráveis não negativas f : X →
[0,∞);

• [x] denota o espaço vetorial gerado pelo vetor x.

xi



Introdução

Um importante resultado devido a A. Dvoretzky e C. Rogers [11] estabelece que, em

espaços vetoriais de dimensão infinita, nem toda série incondicionalmente convergente

converge absolutamente. A. Grothendieck [12] propôs uma nova demonstração deste fato

e formulou o conceito de operadores absolutamente somantes, a saber, operadores que

melhoram a convergência de séries: um operador é dito absolutamente somante se trans-

forma séries incondicionalmente convergentes em absolutamente convergentes. As ideias

de A. Grothendieck foram exploradas nos trabalhos de A. Pietsch [21], J. Lindenstrauss

e A. Pelczyński [16] e B. Mitjagin e A. Pelczyński [17], que melhoraram a apresentação

geral da teoria.

Em [21] A. Pietsch introduziu a classe dos operadores absolutamente p-somantes, uma

generalização da classe dos operadores absolutamente somantes, e mostrou que o operador

id : `1 ↪→ `2 é absolutamente 2-somante mas que o operador id′ : (`2)′ ↪→ (`1)′ não o é. Tal

fato serviu de inspiração para J. S. Cohen no sentido da busca de uma caracterização para o

dual dessa classe. Em seu trabalho [8], Cohen caracterizou o dual da classe dos operadores

absolutamente p-somantes, definindo um novo espaço de sequências e uma nova classe de

operadores, atualmente chamada de classe dos operadores Cohen fortemente p∗-somantes,

com 1
p

+ 1
p∗

= 1.

Em paralelo, muitas outras classes de operadores entre espaços de Banach estavam

sendo estudadas. A. Pietsch [22] encarregou-se de criar um ambiente abstrato para o

estudo dessas classes. Nascia, então, a teoria dos ideais de operadores.

Em nosso trabalho, estudamos a classeDp dos operadores Cohen fortemente p-somantes.

Usamos o espaço das sequências Cohen-Khalil fortemente (q, p)-somáveis, uma genera-

lização do espaço das sequências Cohen fortemente p-somáveis, definido por R. Khalil [14],

para definir a classe C(s,r;p) dos operadores Cohen-Khalil fortemente (s, r, p)-somantes e

então mostrar que, na verdade, C(s,r;p) = Dp, com 1
s

= 1
r

+ 1
p∗

. Este é um resultado

de coincidência observado por J. R. Campos em [6], como consequência do Teorema de

Dominação de Pietsch Generalizado [19].

Para mostrar que as classes Πp e Dp são ideais de Banach, fazemos uso do ambiente

abstrato criado por G. Botelho e J. R. Campos em [3].
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Em [1], H. Apiola determina os duais topológicos dos espaços `wp (E) e `p 〈E〉. Usaremos

esse e outros resultados para mostrar que Ddual
p∗ = Πp e Πdual

p = Dp∗ .

Estrutura dos Tópicos Apresentados

No Caṕıtulo 1 apresentamos resultados básicos de Análise Funcional que serão usados

ao longo do texto.

O Caṕıtulo 2 é fundamental para os caṕıtulos subsequentes. Nele estudamos os espaços

de sequências que serão usados na definição dos operadores absolutamente (p, q)-somantes,

ainda no Caṕıtulo 2.

O Caṕıtulo 3 é dedicado aos operadores Cohen fortemente p-somantes. Nesse caṕıtulo

estudamos o espaço das sequências Cohen-Khalil fortemente (q, p)-somáveis e o espaço das

sequências Cohen fortemente p-somáveis. Em seguida, definimos as classes Dp e C(s,r;p)

dos operadores Cohen fortemente p-somantes e dos operadores Cohen-Khalil fortemente

(s, r, p)-somantes, respectivamente. Conclúımos com a prova de que Dp = C(s,r;p), com
1
s

= 1
r

+ 1
p∗

.

No Caṕıtulo 4 fazemos uma breve introdução à teoria dos ideais de operadores. Nosso

principal objetivo neste caṕıtulo é mostrar que Πp e Dp são ideais de Banach e, além disso,

Ddual
p∗ = Πp e Πdual

p = Dp∗ .
No Apêndice A apresentamos resultados que servem de apoio à leitura, bem como

resultados que completam alguns pontos apresentados no texto.

2



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentamos resultados básicos de análise funcional que nos auxiliarão

no desenvolvimento do trabalho. Algumas demonstração são omitidas ou por serem sim-

ples ou devido às limitações impostas a um texto dessa natureza. Um pequeno número de

resultados auxiliares, por conta de suas especificidades, compõem o apêndice. Os livros

[5], [10] e [13] foram as principais referências para a elaboração desta introdução.

1.1 Resultados Clássicos de Análise Funcional

Nesta seção, apresentamos conceitos e resultados clássicos de Análise Funcional. Co-

mecemos por relembrar as definições de norma e de espaço de Banach.

Definição 1.1. Seja E um espaço vetorial. Uma norma em E é uma aplicação

‖ · ‖E : E −→ [0,∞), x 7−→ ‖x‖E,

que satisfaz as seguintes condições:

N1) ‖x‖E ≥ 0 para todo x ∈ E e ‖x‖E = 0 se, e somente se, x = 0.

N2) ‖λx‖E = |λ| · ‖x‖E para todos λ ∈ K e x ∈ E.

N3) ‖x+ y‖E ≤ ‖x‖E + ‖y‖E para todos x e y ∈ E (desigualdade triangular).

Neste caso, o par (E, ‖ · ‖E) é chamado de espaço vetorial normado, ou simplesmente,

espaço normado. Quando não houver risco de ambiguidade, escreveremos ‖ · ‖ no lugar

de ‖ · ‖E.

Definição 1.2. Um espaço normado E é dito de Banach quando é completo na métrica

d(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ E,

3



1. Preliminares

induzida pela norma.

Os subespaços fechados de um espaço de Banach E têm uma importância particular,

como mostra a

Proposição 1.3. Sejam E um espaço de Banach e F um subespaço de E. Então, F é

Banach se, e somente se, F é fechado em E.

Demonstração: Suponha F um espaço de Banach e seja (xn)∞n=1 uma sequência em F

tal que xn → x ∈ E. Então, para todo ε > 0 existe n0 = n0(ε) ∈ N tal que n > n0 implica

‖xn − x‖ <
ε

2
, donde

‖xm − xn‖ = ‖xm − x+ x− xn‖

≤ ‖xm − x‖+ ‖x− xn‖ <
ε

2
+
ε

2
= ε

para todos m,n > n0. Consequentemente, (xn)∞n=1 é uma sequência de Cauchy em F e

assim existe y ∈ F tal que xn → y. Por unicidade, x = y ∈ F e, portanto, F é fechado

em E.

Reciprocamente, seja (xn)∞n=1 uma sequência de Cauchy em F . Então, (xn)∞n=1 é de

Cauchy em E e existe x ∈ E tal que xn → x. Como F é fechado, segue-se que x ∈ F , ou

seja, F é um espaço de Banach. �

Sejam E e F espaços normados. Uma aplicação T : E → F é dita linear se satisfaz:

(i) T (x+ y) = T (x) + T (y) para todos x, y ∈ E; e

(ii) T (λx) = λT (x) para todo λ ∈ K e todo x ∈ E.

Se para todos x0 ∈ E e ε > 0 existe δ > 0 tal que ‖T (x)− T (x0)‖ < ε sempre que x ∈ E
e ‖x− x0‖ < δ, então T é, por definição, uma aplicação cont́ınua.

Frenquentemente substitúımos a definição de operador linear cont́ınuo por uma das

equivalências abaixo.

Teorema 1.4. Sejam E, F espaços normados e T : E → F um operador linear. São

equivalentes:

(a) T é Lipschitziano.

(b) T é uniformemente cont́ınuo.

(c) T é cont́ınuo.

(d) T é cont́ınuo em algum ponto de E.

4



1. Preliminares

(e) T é cont́ınuo na origem.

(f) sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖ <∞.

(g) Existe c > 0 tal que ‖T (x)‖F ≤ c‖x‖E para todo x ∈ E.

Demonstração: Da teoria dos espaços métricos, sabemos que as implicações (a) ⇒ (b)

⇒ (c) ⇒ (d) são sempre válidas e não dependem da linearidade de T .

(d)⇒(e) Digamos que T é cont́ınuo no ponto x0 ∈ E. Então, para todo ε > 0 existe

δ = δ(ε) > 0 tal que ‖T (x)− T (x0)‖ < ε sempre que ‖x− x0‖ < δ. Seja x ∈ E tal que

‖x‖ < δ. Então, ‖x‖ = ‖x+ x0 − x0‖ < δ implica

‖T (x)− T (0)‖ = ‖T (x)− 0‖ = ‖T (x) + T (x0)− T (x0)‖

= ‖T (x+ x0)− T (x0)‖ < ε

donde T é cont́ınuo na origem.

(e)⇒(f) Sendo T cont́ınuo na origem, existe δ > 0 tal que ‖T (x)‖ < 1 sempre que

‖x‖ < δ. Dáı, ‖x‖ ≤ 1 implica

∥∥∥∥δ2x
∥∥∥∥ < δ que por sua vez implica

δ

2
‖T (x)‖ =

∥∥∥∥T (δ2x
)∥∥∥∥ < 1

para todo x ∈ E tal que ‖x‖ ≤ 1. Logo,

sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖ ≤ 2

δ
<∞.

(f)⇒(g) Se x = 0 a desigualdade é trivialmente satisfeita para qualquer c > 0. Seja

x ∈ E \ {0}. Então,

‖T (x)‖
‖x‖

=

∥∥∥∥T ( x

‖x‖

)∥∥∥∥ ≤ sup
‖y‖≤1

‖T (y)‖ =: c <∞.

Portanto, ‖T (x)‖ ≤ c ‖x‖ para todo x ∈ E.

(g)⇒(a) Para todos x, y ∈ E, temos

‖T (x)− T (y)‖ = ‖T (x− y)‖ ≤ c ‖x− y‖ ,

isto é, T é Lipschitziano. �

Dados E e F espaços normados, denotamos por L(E,F ) o conjunto de todos os ope-

radores lineares e cont́ınuos entre E e F . Com as operações usuais, L(E,F ) é um espaço

5



1. Preliminares

vetorial normado com norma dada por

‖T‖ := sup
x∈BE

‖T (x)‖F .

Mais ainda, se F for Banach, então (L(E,F ), ‖ · ‖) é um espaço de Banach (veja [5],

Proposição 2.1.4). Em particular, se F = K, então (L(E,F ), ‖ · ‖) é sempre Banach.

Neste caso, (L(E,K), ‖ ·‖) é o dual topológico E ′ de E. Os elementos de E ′ são chamados

de funcionais lineares.

Proposição 1.5. Sejam E, F e G espaços normados. Se A ∈ L(E,G) e B ∈ L(G,F ),

então B ◦ A ∈ L(E,F ) e

‖B ◦ A‖ ≤ ‖B‖‖A‖.

Demonstração: A linearidade do operador B ◦ A segue da linearidade dos operadores

A e B. Além disso, para todo x ∈ E,

‖(B ◦ A)(x)‖ = ‖B(A(x))‖ ≤ ‖B‖ ‖A(x)‖

≤ ‖B‖ ‖A‖ ‖x‖ .

Logo, B ◦ A ∈ L(E,F ). Finalmente, tomando o supremo com x ∈ BE, obtemos

‖B ◦ A‖ ≤ ‖B‖ ‖A‖ .

�

Enunciamos agora os principais resultados desta seção, a saber, o Teorema de Banach-

Steinhaus, o Teorema da Aplicação Aberta, o Teorema do Gráfico Fechado e o Teorema

de Hahn-Banach. Por se tratarem de resultados clássicos de Análise Funcional, faremos

apenas demonstrações de alguns desses resultados (os mais simples ou ilustrativos) e

apontamos referências das demais.

O Teorema de Banach-Steinhaus estabelece condições necessárias para que a limitação

pontual de uma famı́lia de operadores lineares cont́ınuos implique limitação uniforme.

Para demonstrá-lo, precisaremos do seguinte resultado da teoria dos espaços métricos:

Teorema 1.6 (Baire). Sejam (M,d) um espaço métrico completo e (Fn)∞n=1 uma sequência

de subconjuntos fechados de M tais que M =
∞⋃
n=1

Fn. Então, existe n0 ∈ N tal que Fn0

tem interior não vazio.

Demonstração: Veja [5, Teorema 2.3.1]. �
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1. Preliminares

Teorema 1.7 (Banach-Steinhaus). Sejam E um espaço de Banach, F um espaço nor-

mado e (Ti)i∈I uma famı́lia de operadores em L(E,F ) satisfazendo a seguinte condição:

para cada x ∈ E existe cx <∞ tal que

sup
i∈I
‖Ti(x)‖ < cx.

Então,

sup
i∈I
‖Ti‖ <∞.

Demonstração: O conjunto

{x ∈ E : ‖Ti(x)‖ ≤ n} = (‖·‖ ◦ Ti)−1([0, n])

é fechado para todo n ∈ N e todo i ∈ I, pois a aplicação ‖·‖ ◦ Ti é cont́ınua. Como a

interseção de conjuntos fechado é sempre um fechado, segue que o conjunto

An :=

{
x ∈ E : sup

i∈I
‖Ti(x)‖ ≤ n

}
=
⋂
i∈I

{x ∈ E : ‖Ti(x)‖ ≤ n}

é fechado para todo n ∈ N.

Afirmação: E =
∞⋃
n=1

An.

Com efeito,
∞⋃
n=1

An ⊆ E por definição. Para a inclusão contrária, dado x ∈ E existem

cx <∞ e n0(x) ∈ N tais que

sup
i∈I
‖Ti(x)‖ < cx ≤ n0,

donde x ∈
⋃∞
n=1An.

Pelo Teorema 1.6, intAk 6= ∅ para algum k ∈ N. Logo, dado a ∈ intAk existe r > 0

tal que a bola fechada de centro a e raio r está contida no aberto intAk, ou seja,

{x ∈ E : ‖x− a‖ ≤ r} ⊆ intAk.

Seja y ∈ E com ‖y‖ ≤ 1. Note-se que, se x = a + ry, então ‖x− a‖ = ‖ry‖ ≤ r e,

portanto, x ∈ Ak. Dáı,

‖Ti(x− a)‖ ≤ ‖Ti(x)‖+ ‖Ti(a)‖ ≤ 2k,

para todo i ∈ I. Logo, ‖Ti(ry)‖ = ‖Ti(x− a)‖ ≤ 2k e ‖Ti(y)‖ ≤ 2k

r
para todo i ∈ I e

7
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todo y ∈ E com ‖y‖ ≤ 1. Tomando o supremo sobre y ∈ BE obtemos

‖Ti‖ = sup
‖y‖≤1

‖Ti(y)‖ ≤ 2k

r
,

para todo i ∈ I. Por fim, tomando o supremo sobre os ı́ndices i ∈ I conclúımos que

sup
i∈I
‖Ti‖ ≤

2k

r
<∞.

�

Corolário 1.8. Sejam E um espaço de Banach, F um espaço normado e (Tn)∞n=1 uma

sequência em L(E,F ) tal que (Tn(x))∞n=1 é convergente em F para todo x em E. Se

T : E → F é definido por T (x) = lim
n→∞

Tn(x),

então T é um operador linear cont́ınuo.

Demonstração: Sejam λ ∈ K e x, y ∈ E. Então,

T (x+ λy) = lim
n
Tn(x+ λy) = lim

n
(Tn(x) + λTn(y))

= lim
n
Tn(x) + λ

(
lim
n
Tn(y)

)
= T (x) + λT (y).

Logo, T é linear.

Da hipótese de convergência segue que (Tn(x))∞n=1 é limitada para todo x ∈ E. Dáı,

sup
n
‖Tn(x)‖ <∞,

para todo x ∈ E. Pelo Teorema 1.7, existe c > 0 tal que sup
n
‖Tn‖ ≤ c. Além disso,

‖Tn(x)‖ ≤ ‖Tn‖ ‖x‖ ≤ c ‖x‖ ,

para todos x ∈ E e n ∈ N. Fazendo n → ∞ conclúımos que ‖T (x)‖ ≤ c ‖x‖ para todo

x ∈ E, o que acarreta a continuidade de T . �

Uma aplicação T : E → F é aberta se T (A) é aberto em F para todo conjunto A

aberto em E. O próximo teorema estabelece quando um operador linear e cont́ınuo entre

espaços de Banach é uma aplicação aberta.

Teorema 1.9 (Teorema da Aplicação Aberta). Sejam E, F espaços de Banach e

T : E → F um operador linear, cont́ınuo e sobrejetor. Então, T é uma aplicação aberta.

8
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Em particular, todo operador linear, cont́ınuo e bijetor entre espaços de Banach é um

isomorfismo.

Demonstração: Veja [5, Teorema 2.4.2]. �

O gráfico de um operador linear T : E → F é, por definição, o conjunto

G(T ) := {(x, T (x)) : x ∈ E} ⊆ E × F.

Da linearidade de T segue que G(T ) é um subespaço vetorial de E × F . Vejamos que

a continuidade de T é equivalente ao fato de G(T ) ser fechado na topologia produto de

E × F .

Teorema 1.10 (Teorema do Gráfico Fechado). Sejam E, F espaços de Banach e

T : E → F um operador linear. Então, T é cont́ınuo se, e somente se, G(T ) é fechado

em E × F .

Demonstração: Se T é cont́ınuo, então a função

f : E × F −→ R

(x, y) 7−→ ‖T (x)− y‖

é cont́ınua. De fato, seja (xk, yk)
∞
k=1 uma sequência em E × F tal que (xk, yk) → (x, y),

isto é, xk → x em E e yk → y em F . Da continuidade de T segue que T (xk) → T (x)

em F . Consequentemente, T (xk) − yk → T (x) − y e, pela continuidade da função ‖·‖
segue que ‖T (xk)− yk‖ → ‖T (x)− y‖. Portanto, f é cont́ınua. Logo, G(T ) = f−1({0})
é fechado.

Reciprocamente, suponhamos que G(T ) seja fechado. É bem conhecido que o produto

cartesiano E × F de espaços de Banach também é um espaço de Banach com a norma

‖·‖1. Da Proposição 1.3 segue que G(T ) também é um espaço de Banach com a norma

‖·‖1.

Afirmação: A aplicação π : G(T ) → E, dada por π(x, T (x)) = x, é linear, cont́ınua e

bijetora.

Com efeito, dados λ ∈ K e (x, T (x)), (y, T (y)) ∈ G(T ) temos

π((x, T (x)) + λ(y, T (y))) = π(x+ λy, T (x) + λT (y)) = π(x+ λy, T (x+ λy))

= x+ λy = π(x, T (x)) + λπ(y, T (y)),

donde π é linear. Da relação x ∈ E 7→ T (x) ∈ F, segue que π(G(T )) = E, ou seja, π é

sobrejetiva. Já π(x, T (x)) = 0 implica x = 0, donde T (x) = 0 e, por isso, ker(π) = {0}.

9
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Assim, π é injetiva. A continuidade de π segue da desigualdade

‖π(x, T (x))‖ = ‖x‖ ≤ ‖x‖+ ‖T (x)‖ = ‖(x, T (x))‖1 .

Seja A um subconjunto aberto deG(T ). Pelo Teorema da Aplicação Aberta, (π−1)−1(A) =

A é aberto, logo π−1 é uma aplicação cont́ınua (e linear, pois π é linear). Assim, existe

c > 0 tal que

∥∥π−1(x)
∥∥

1
= ‖(x, T (x))‖1 ≤ c ‖x‖ ,

para todo x ∈ E. Dáı,

‖T (x)‖ ≤ ‖T (x)‖+ ‖x‖ = ‖(x, T (x))‖1 ≤ c ‖x‖ ,

para todo x ∈ E. Portanto, T é cont́ınuo. �

O Teorema da Hahn-Banach destaca-se pelo alcance de suas aplicações, bem como

pelo número de consequências imediatas que possui. A versão enunciada a seguir é válida

para espaços vetoriais reais e complexos.

Teorema 1.11 (Hahn-Banach). Sejam E um espaço vetorial e p : E → R uma função

que satisfaz

p(ax) = |a| p(x) para todo a ∈ K e todo x ∈ E, e

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) para quaisquer x, y ∈ E.

Se G ⊆ E é um subespaço vetorial e ϕ : G→ K é um funcional linear tal que |ϕ(x)| ≤ p(x)

para todo x ∈ G, então existe um funcional linear ϕ̃ : E → K que estende ϕ, isto é,

ϕ̃(x) = ϕ(x) para todo x ∈ G, e que satisfaz |ϕ̃(x)| ≤ p(x) para todo x ∈ E.

Demonstração: Veja [5, Teorema 3.1.2]. �

Apresentamos agora três consequências imediatas do Teorema de Hahn-Banach. Em-

bora sejam corolários, estes resultados também são conhecidos como Teoremas de Hahn-

Banach. Os dois últimos serão usados inúmeras vezes ao longo deste trabalho, indistinta-

mente sob a mesma nomenclatura.

Corolário 1.12. Sejam G um subespaço de um espaço normado E e ϕ : G → K um

funcional linear cont́ınuo. Então, existe um funcional linear cont́ınuo ϕ̃ : E → K cuja

restrição a G coincide com ϕ e ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖.

10
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Demonstração: Consideremos a função p : E → R dada por p(x) = ‖ϕ‖ ‖x‖. Para todo

a ∈ K e todos x, y ∈ E, temos

p(ax) = ‖ϕ‖ ‖ax‖ = |a| ‖ϕ‖ ‖x‖ = |a| p(x)

e

p(x+ y) = ‖ϕ‖ ‖x+ y‖ ≤ ‖ϕ‖ (‖x‖+ ‖y‖)

= ‖ϕ‖ ‖x‖+ ‖ϕ‖ ‖y‖ = p(x) + p(y).

Como |ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖ ‖x‖ = p(x) para todo x ∈ G, pelo Teorema de Hahn-Banach existe

um funcional linear ϕ̃ : E → K cuja restrição a G coincide com ϕ e que satisfaz |ϕ̃(x)| ≤
p(x) = ‖ϕ‖ ‖x‖ para todo x ∈ E. Logo, ϕ̃ é cont́ınuo e ‖ϕ̃‖ ≤ ‖ϕ‖. Por outro lado,

‖ϕ‖ = sup
x∈BG

|ϕ(x)| = sup
x∈BG

|ϕ̃(x)|

≤ sup
x∈BE

|ϕ̃(x)| = ‖ϕ̃‖ .

Portanto, ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖. �

Corolário 1.13. Seja E um espaço normado. Para todo x0 ∈ E, x0 6= 0, existe um

funcional linear ϕ ∈ E ′ tal que ‖ϕ‖ = 1 e ϕ(x0) = ‖x0‖.

Demonstração: Sejam G = [x0] o espaço gerado por x0 e ϕ : G→ K o funcional linear

cont́ınuo dado por ϕ(λx0) = λ ‖x0‖. Então, pelo Corolário 1.12 existe ϕ̃ : E → K funcional

linear cont́ınuo tal que ϕ̃ coincide com ϕ em G e ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖ . Portanto, ϕ̃(x0) = ϕ(x0) =

‖x0‖ e

‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖ = sup
‖λx0‖≤1

|ϕ(λx0)|

= sup
‖λx0‖≤1

|λ| ‖x0‖ = sup
‖λx0‖≤1

‖λx0‖ = 1.

�

Corolário 1.14. Sejam E um espaço normado, E 6= {0} e x ∈ E. Então

‖x‖ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(x)| = max {|ϕ(x)| : ϕ ∈ E ′ e ‖ϕ‖ = 1}.

Demonstração: Dado x ∈ E, vale |ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖ ‖x‖ para todo ϕ ∈ E ′. Dáı,

sup
‖ϕ‖≤1

|ϕ(x)| ≤ sup
‖ϕ‖≤1

(‖ϕ‖ ‖x‖) = ‖x‖ .

11
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Pelo Corolário 1.13 existe ψ ∈ E ′ tal que ‖ψ‖ = 1 e ψ(x) = ‖x‖ . Logo,

‖x‖ = ψ(x) ≤ sup
‖ϕ‖≤1

|ϕ(x)|

e com isso ganhamos a primeira igualdade.

A segunda igualdade segue de

max {|ϕ(x)| : ϕ ∈ E ′ e ‖ϕ‖ = 1} ≤ sup
‖ϕ‖=1

|ϕ(x)| ≤ sup
‖ϕ‖≤1

|ϕ(x)|

e de

sup
‖ϕ‖≤1

|ϕ(x)| = ‖x‖ = ψ(x) ≤ max {|ϕ(x)| : ϕ ∈ E ′ e ‖ϕ‖ = 1} .

�

1.2 Operadores de Posto Finito e Adjunto de um

operador

Um operador T ∈ L(E,F ) é dito de posto finito quando dim(Im(T )) <∞. O operador

ϕ ⊗ y : E → F dado por ϕ ⊗ y(x) := ϕ(x)y, onde ϕ ∈ E ′ e y ∈ F , é um exemplo de

operador linear cont́ınuo de posto finito. De fato, dados a, b ∈ E e λ ∈ K, temos

ϕ⊗ y(a+ λb) = ϕ(a+ λb)y = ϕ(a)y + λϕ(b)y = ϕ⊗ y(a) + λϕ⊗ y(b),

donde ϕ⊗ y é linear. A continuidade de ϕ⊗ y segue da igualdade

‖ϕ⊗ y(x)‖ = ‖ϕ(x)y‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖y‖ ‖x‖ ,

válida para todo x ∈ E. Mais ainda, ‖ϕ⊗ y‖ = supx∈BE ‖ϕ(x)y‖ = ‖ϕ‖ ‖y‖ . Como

ϕ ⊗ y(E) ⊆ [y], conclúımos que ϕ ⊗ y é um operador linear cont́ınuo de posto finito.

Denotaremos por F(E,F ) o conjunto dos operadores lineares cont́ınuos de posto finito de

E em F . Tais operadores possuem a seguinte caracterização

Proposição 1.15. Seja T ∈ L(E,F ). Então T é de posto finito se, e somente se, existem

n ∈ N, ϕ1, . . . , ϕn ∈ E ′ e y1, . . . , yn ∈ F tais que T = ϕ1 ⊗ y1 + · · ·+ ϕn ⊗ yn.

Demonstração: Seja T ∈ L(E,F ) um operador de posto finito, digamos dim(T (E)) =

n. Então, para todo x ∈ E, existem escalares α1, . . . , αn (que dependem de x) e uma base

12
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{y1, . . . , yn} do espaço T (E) tais que o operador T escreve-se de maneira única por

T (x) =
n∑
i=1

αiyi. (1.1)

Então definimos as funções ϕi : E → K pondo ϕi(x) = αi. Se a, b ∈ E e λ ∈ K, temos

n∑
i=1

ϕi(a+ λb)yi = T (a+ λb) = T (a) + λT (b)

=
n∑
i=1

ϕi(a)yi +
n∑
i=1

λϕi(b)yi

=
n∑
i=1

[ϕi(a) + λϕi(b)] yi.

Pela unicidade da representação (1.1), ϕi(a+λb) = ϕi(a) +λϕi(b) para todo i = 1, . . . , n,

logo cada ϕi é linear. É simples mostrar que a função ‖·‖s : T (E) → [0,∞) dada por

‖T (x)‖s :=
∑n

i=1 |ϕi(x)| define uma norma em T (E). Como T (E) tem dimensão finita, a

norma de F restrita a T (E) e a norma ‖·‖s são equivalentes, logo existe k > 0 tal que

|ϕi| ≤ ‖T (x)‖s ≤ k ‖T (x)‖ ≤ k ‖T‖ ‖x‖ ,

para todos x ∈ E, i = 1, . . . , n. Portanto, ϕi ∈ E ′ para todo i = 1, . . . , n. De (1.1) segue

que T =
∑n

i=1 ϕi ⊗ yi.
Reciprocamente, se T =

∑n
i=1 ϕi⊗yi, então T ∈ L(E,F ) e T (E) ⊆ [y1, . . . , yn], donde

T ∈ F(E,F ). �

Para cada T ∈ L(E,F ), definimos o operador T ′ : F ′ → E ′ pondo

T ′(ϕ)(x) := ϕ(T (x)),

para todos x ∈ E e ϕ ∈ F ′. Dizemos que T ′ é o adjunto de T .

Proposição 1.16. Se T ∈ L(E,F ), então T ′ ∈ L(F ′, E ′) e ‖T ′‖ = ‖T‖ . Além disso, se

T é um isomorfismo (isométrico), então T ′ também o é.

Demonstração: Primeiro, vejamos que o operador T ′ está bem definido, ou seja, que

T ′(ϕ) ∈ E ′ para todo ϕ ∈ F ′. De fato, dados x, y ∈ E e λ ∈ K, temos

T ′(ϕ)(x+ λy) = ϕ(T (x+ λy)) = ϕ(T (x)) + λϕ(T (y))

= T ′(ϕ)(x) + λT ′(ϕ)(y)

13
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e

‖T ′(ϕ)(x)‖ = ‖ϕ(T (x))‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖T‖ ‖x‖ , (1.2)

donde T ′(ϕ) ∈ E ′. Mostremos agora que T ′ é linear. Sejam ϕ, ψ ∈ E ′ e λ ∈ K. Então

T ′(ϕ+ λψ)(x) = (ϕ+ λψ)(T (x)) = ϕ(T (x)) + λψ(T (x))

= T ′(ϕ)(x) + λT ′(ψ)(x),

para todo x ∈ E. Logo, T ′(ϕ+ λψ) = T ′(ϕ) + λT ′(ψ) e portanto T ′ é linear. Tomando o

supremo sobre x ∈ BE em (1.2), obtemos

‖T ′(ϕ)‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖T‖ , (1.3)

para todo ϕ ∈ F ′. Assim, T ′ ∈ L(F ′, E ′). Tomando o supremo sobre ϕ ∈ BF ′ em (1.3),

conclúımos que ‖T ′‖ ≤ ‖T‖. A desigualdade contrária segue de

‖T (x)‖ = sup
ϕ∈BF ′

|ϕ(T (x))| = sup
ϕ∈BF ′

|T ′(ϕ)(x)|

≤ ‖x‖ sup
ϕ∈BF ′

‖T ′(ϕ)‖ = ‖x‖ ‖T ′‖ .

Portanto, ‖T‖ = ‖T ′‖.
Agora, suponhamos que T seja um isomorfismo isométrico. Então T−1 : F → E é, além

de linear, cont́ınuo. Para cada ϕ ∈ E ′, consideremos ξ ∈ F ′ dado por ξ(z) = ϕ(T−1(z)).

Como

T ′(ξ)(x) = ξ(T (x)) = ϕ(T−1(T (x))) = ϕ(x)

para todo x ∈ E, obtemos T ′(ξ) = ϕ e, por isso, T ′ é sobrejetor. Seja ψ ∈ ker(T ′). Então

ψ(T (x)) = T ′(ψ)(x) = 0, (1.4)

para todo x ∈ E. Como T é sobrejetor, (1.4) implica que ψ(y) = 0 para todo y ∈ F ,

donde T ′ é injetor. Para garantir que T ′ é um isomorfismo, resta mostrar que (T ′)−1

é cont́ınuo, já que a inversa de um operador linear é sempre linear. Mas isso decorre

imediatamente do fato (de fácil demonstração) de que (T ′)−1 = (T−1)′. Para concluir,

mostremos que ‖T ′(ϕ)‖ = ‖ϕ‖ para todo ϕ ∈ F ′. Como T é um isomorfismo isométrico,

x ∈ BE se, e somente se, T (x) ∈ BF . Dáı,

‖T ′(ϕ)‖ = sup
x∈BE

|T ′(ϕ)(x)| = sup
x∈BE

|ϕ(T (x))|
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= sup
T (x)∈BF

|ϕ(T (x))| = sup
z∈BF

|ϕ(z)| = ‖ϕ‖ .

�

A seguir listamos algumas propriedades dos operadores adjuntos. Tais propriedades

são de fácil verificação, logo omitiremos suas demonstrações.

Proposição 1.17. Sejam E e F espaços normados.

(a) (idE)′ = idE′ .

(b) Seja 0 ∈ L(E,F ) o operador nulo. Então 0′ é o operador nulo de F ′ em E ′.

(c) Sejam A,B ∈ L(E,F ) e λ ∈ K. Então (A+B)′ = A′ +B′ e (λA)′ = λA′.

(d) Sejam A ∈ L(E,F ) e B ∈ L(F,G). Então (A ◦B)′ = B′ ◦ A′.

1.3 Séries em Espaços de Banach

Na reta, uma série
∑∞

n=1 xn é dita absolutamente convergente se a série
∑∞

n=1 |xn|
converge. Quando a série

∑∞
n=1 xn converge, mas a série

∑∞
n=1 |xn| diverge, dizemos

que
∑∞

n=1 xn é condicionalmente convergente. Finalmente, uma série
∑∞

n=1 xn é dita

incondicionalmente convergente se a série
∑∞

n=1 xσ(n) converge para toda permutação

σ : N→ N. Além disso, vale o

Teorema 1.18. Seja
∑∞

n=1 xn uma série de números reais. Se
∑∞

n=1 xn é absolutamente

convergente, então
∑∞

n=1 xσ(n) converge para toda permutação σ : N → N. Neste caso,∑∞
n=1 xn =

∑∞
n=1 xσ(n) para toda permutação σ : N→ N.

Demonstração: Veja [13, Teorema 1.1.2]. �

A reciproca desse teorema é verdadeira para séries em espaços de dimensão finita

(Teorema 1.25) e sua validade para séries em espaços quaisquer foi um problema que

permaneceu aberto por muito tempo até que A. Dvoretzky e C. Rogers, em seu célebre

trabalho [11] de 1950, provaram que, em espaços de dimensão infinita, existem séries

incondicionalmente convergentes que não são absolutamente convergentes. O principal

objetivo dessa seção é estabelecer esse resultado.

O próximo teorema, devido a Riemann, será útil no que segue.

Teorema 1.19 (Riemann). Seja
∑∞

n=1 xn uma série de números reais condicionalmente

convergente. Então

(i) para todo s ∈ R existe uma permutação π : N→ N tal que
∑∞

n=1 xπ(n) = s.
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(ii) existem permutações σ, π : N→ N tais que
∑∞

n=1 xσ(n) = +∞ e
∑∞

n=1 xπ(n) = −∞.

Demonstração: Veja [13, Teorema 1.1.3]. �

Definição 1.20. Sejam E um espaço de Banach e (xn)∞n=1 uma sequência em E. Di-

zemos que (xn)∞n=1 é absolutamente somável quando a série
∑∞

n=1 ‖xn‖ é convergente, e

que (xn)∞n=1 é incondicionalmente somável quando a série
∑∞

n=1 xσ(n) converge para toda

permutação σ : N → N. Em particular, diremos que (xn)∞n=1 é somável quando a série∑∞
n=1 xσ(n) converge para σ = idN.

A soma de uma sequência incondicionalmente somável não depende da permutação

considerada:

Teorema 1.21. Sejam E um espaço de Banach e (xn)∞n=1 uma sequência em E. Se

(xn)∞n=1 é incondicionalmente somável, então
∑∞

n=1 xn = x implica
∑∞

n=1 xσ(n) = x para

toda permutação σ : N→ N.

Demonstração: Seja
∑∞

n=1 xn = s. Suponha que, para alguma permutação π : N→ N,∑∞
n=1 xπ(n) = s′ 6= s. Então existe ϕ ∈ E ′ tal que ϕ(s) 6= ϕ(s′), pois do contrário teŕıamos

ψ(s) = ψ(s′) para todo ψ ∈ E ′. Dáı, ψ(s−s′) = 0 para todo ψ ∈ E ′ e, consequentemente,

pelo Teorema de Hahn-Banach,

‖s− s′‖ = sup
ψ∈BE′

|ψ(s− s′)| = 0,

donde s = s′, contradizendo o que assumimos a prinćıpio. Como

lim
k

k∑
n=1

ϕ(xn) = lim
k
ϕ

(
k∑

n=1

xn

)
= ϕ

(
lim
k

k∑
n=1

xn

)
= ϕ(s)

e

lim
k

k∑
n=1

ϕ(xπ(n)) = lim
k
ϕ

(
k∑

n=1

xπ(n)

)
= ϕ

(
lim
k

k∑
n=1

xπ(n)

)
= ϕ(s′),

segue que

∞∑
n=1

ϕ(xn) 6=
∞∑
n=1

ϕ(xπ(n)).

Logo, pelo Teorema 1.18,
∑∞

n=1 ϕ(xn) não é absolutamente convergente. Pelo Teorema

1.19 existe uma permutação σ : N→ N tal que
∑∞

n=1 ϕ(xσ(n)) diverge. Por isso,
∑∞

n=1 xσ(n)

também diverge, contradizendo a hipótese de convergência incondicional. Portanto,
∑∞

n=1 xn =∑∞
n=1 xσ(n) para toda permutação σ : N→ N. �
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Em algumas situações é prefeŕıvel substituir a definição de sequência incondicional-

mente somável por uma equivalente. Dai o seguinte teorema:

Teorema 1.22. Sejam E um espaço de Banach e (xn)∞n=1 uma sequência em E. São

equivalentes:

(i) (xn)∞n=1 é uma sequência incondicionalmente somável.

(ii) para cada ε > 0 existe mε ∈ N tal que, quando M é um subconjunto finito de N com

mim M > mε, temos

∥∥∥∥∥∑
n∈M

xn

∥∥∥∥∥ < ε.

(iii) (xn)∞n=1 é subsérie somável, isto é, para qualquer sequência estritamente crescente

(kn)∞n=1 de inteiros positivos,
∞∑
n=1

xkn converge.

(iv) (xn)∞n=1 é sinal somável, ou seja, para qualquer escolha de εn ∈ {−1, 1} tem-se
∞∑
n=1

εnxn convergente.

Demonstração: (i)⇒(ii) Suponhamos que não vale (ii). Então, existe ε0 > 0 tal que

para cada m ∈ N existe M subconjunto finito de N com minM > m e
∥∥∑

n∈M xn
∥∥ ≥ ε0.

Assim, para m = 1 existe M1 ⊆ N finito tal que

minM1 > 1 e

∥∥∥∥∥∑
k∈M1

xk

∥∥∥∥∥ ≥ ε0.

Recursivamente, para m = maxMn existe Mn+1 ⊆ N finito tal que

minMn+1 > maxMn e

∥∥∥∥∥∥
∑

k∈Mn+1

xk

∥∥∥∥∥∥ ≥ ε0, (1.5)

para todo n ∈ N. Logo, existe uma permutação π : N→ N que leva cada intervalo An :=

[minMn,minMn + |Mn| − 1] em Mn para todo n ∈ N, pois |An| = |Mn| para todo n ∈ N.

Além disso, as uniões A =
⋃∞
n=1An e M =

⋃∞
n=1 Mn são formadas por conjuntos disjuntos

dois a dois. De fato, Mn ∩Mn+1 = ∅ por construção e, de |Mn| ≤ maxMn−minMn + 1,

segue que

minMn + |Mn| − 1 ≤ maxMn < minMn+1,

logo An ∩ An+1 = ∅.

Afirmação: A sequência (
∑k

n=1 xπ(n))
∞
k=1 não é de Cauchy em E. De fato, para todo

n ∈ N existe k = k(n) ∈ N tal que minMk+1 > maxMk > n. Logo,

minMk+1 + |Mk+1| − 1 ≥ minMk+1 − 1 ≥ maxMk > n.
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Como π(Ak+1) = Mk+1, segue que∥∥∥∥∥∥
minMk+1+|Mk+1|−1∑

n=1

xπ(n) −
minMk+1−1∑

n=1

xπ(n)

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
minMk+1+|Mk+1|−1∑

n=minMk+1

xπ(n)

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥
∑

n∈Mk+1

xn

∥∥∥∥∥∥ (1.5)

≥ ε0,

donde (
∑k

n=1 xπ(n))
∞
k=1 não é de Cauchy em E. Consequentemente, (

∑k
n=1 xπ(n))

∞
k=1 é

divergente e, portanto, (xn)∞n=1 não é incondicionalmente somável.

(ii)⇒(i) Seja σ : N → N uma permutação. Para cada ε > 0 existe mε ∈ N tal que∥∥∑
n∈M xn

∥∥ < ε sempre que M ⊆ N é finito com minM > mε. Sejam j1, j2, · · · , jmε ∈ N
tais que σ(j1) = 1, σ(j2) = 2, · · · , σ(jmε) = mε. Se nε = max {j1, j2, · · · , jmε}, então

{j1, j2, · · · , jmε} ⊆ {1, 2, · · · , nε} e, por isso,

{1, 2, · · · ,mε} ⊆ σ ({1, 2, · · · , nε}) .

Sejam s > r − 1 > nε e M := {σ(r), σ(r + 1), · · · , σ(s)}. Então, minM > mε donde∥∥∥∥∥
s∑

n=1

xσ(n) −
r−1∑
n=1

xσ(n)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
s∑

n=r

xσ(n)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈M

xn

∥∥∥∥∥ < ε.

Assim, a sequência (
∑k

n=1 xσ(n))
∞
k=1 é de Cauchy em E e, portanto, convergente.

(ii)⇒(iii) Dado ε > 0 existe mε ∈ N tal que
∥∥∑

n∈M xn
∥∥ < ε para todo M ⊆ N

finito com minM > mε. Como kn ≥ n para todo n ∈ N, s > r − 1 > mε implica

ks > kr > r − 1 > mε. Seja M := {kr, kr+1, · · · , ks}. Então, minM = kr > mε e∥∥∥∥∥
s∑

n=1

xkn −
r−1∑
n=1

xkn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
s∑

n=r

xkn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n∈M

xn

∥∥∥∥∥ < ε,

donde a sequência (
∑j

n=1 xkn)∞j=1 é de Cauchy em E e, portanto, convergente.

(iii)⇒(iv) Seja (εn)∞n=1 uma sequência tal que, para cada n ∈ N, εn = 1 ou εn = −1.

Sejam S+ := {n ∈ N : εn = 1} e S− := {n ∈ N : εn = −1} . Se (xn)∞n=1 é subsérie somável,

então as séries
∑

n∈S+ xn e
∑

n∈S− xn são convergentes. Logo, para todo ε > 0 existem

n1 = n1(ε) ∈ S+ e n2 = n2(ε) ∈ S− tais que∥∥∥∥∥ ∑
n∈M+

xn

∥∥∥∥∥ < ε

2
e

∥∥∥∥∥ ∑
n∈M−

xn

∥∥∥∥∥ < ε

2
, (1.6)

para todos q1 > p1 > n1 e q2 > p2 > n2, onde M+ := {n ∈ S+ : p1 ≤ n ≤ q1} e M− :=
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{n ∈ S− : p2 ≤ n ≤ q2} . Seja n0 = max {n1, n2} . De (1.6), segue que∥∥∥∥∥
q∑

n=p

εnxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ ∑
n∈M+

xn −
∑
n∈M−

xn

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥ ∑
n∈M+

xn

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥ ∑
n∈M−

xn

∥∥∥∥∥ < ε

2
+
ε

2
= ε,

para todos q > p > n0. Pelo Critério de Cauchy, a série
∑∞

n=1 εnxn é convergente. Por-

tanto, (xn)∞n=1 é sinal somável.

(iv)⇒(ii) Seja (xk)
∞
k=1 uma sequência em E. Suponhamos que não vale (ii). Nova-

mente, existe ε0 > 0 tal que para cada m ∈ N existe M subconjunto finito de N com

minM > m e
∥∥∑

k∈M xk
∥∥ ≥ ε0. Dáı, para m = 1 existe M1 ⊆ N finito tal que minM1 > 1

e
∥∥∑

k∈M1
xk
∥∥ ≥ ε0. Recursivamente, para m = maxMn existe Mn+1 ⊆ N finito tal

que minMn+1 > maxMn e
∥∥∥∑k∈Mn+1

xk

∥∥∥ ≥ ε0 para todo n ∈ N. Já observamos que

Mn ∩Mn+1 = ∅ para todo n ∈ N. Seja (εk)
∞
k=1 dada por

εk =

1, se k ∈
⋃∞
n=1 Mn,

−1, caso contrário.
(1.7)

Para todo k ∈ N existe Mn tal que minMn > k. Dáı, p := minMn e q := maxMn

implicam que ∥∥∥∥∥
q∑

k=p

(1 + εk)xk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
k∈Mn

(1 + εk)xk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
k∈Mn

2xk

∥∥∥∥∥
= 2

∥∥∥∥∥∑
k∈Mn

xk

∥∥∥∥∥ ≥ 2ε0,

por (1.7). Assim, a série
∑∞

k=1(1 + εk)xk é divergente donde
∑∞

k=1 xk ou
∑∞

k=1 εkxk não

convergem. Portanto, (xk)
∞
k=1 não é sinal somável. �

Em espaços de Banach, convergência absoluta sempre implica convergência incondici-

onal, ou seja, toda sequência absolutamente somável é incondicionalmente somável. Ve-

remos que convergência incondicional implica convergência absoluta apenas em dimensão

finita. Antes disso, temos a seguinte caracterização:

Proposição 1.23. Um espaço normado E é Banach se, e somente se, toda sequência

absolutamente somável é incondicionalmente somável.

Demonstração: Sejam E um espaço de Banach, (xn)∞n=1 uma sequência absolutamente

somável em E e σ : N → N uma permutação. Para cada n ∈ N, seja yn := ‖xn‖. Então,

19



1. Preliminares

a sequência de números reais (yn)∞n=1 é absolutamente somável, logo incondicionalmente

somável. Assim sendo,
∑∞

n=1

∥∥xσ(n)

∥∥ =
∑∞

n=1 yσ(n) < ∞. Pelo Critério de Cauchy para

séries, para todo ε > 0 existe n0 = n0(ε) ∈ N tal que∥∥∥∥∥
n∑
k=1

xσ(k) −
m∑
k=1

xσ(k)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

xσ(k)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=m+1

∥∥xσ(k)

∥∥
≤

∞∑
k=n0

∥∥xσ(k)

∥∥ < ε,

para todos n ≥ m > n0. Consequentemente, a sequência (
∑k

n=1 xσ(n))
∞
k=1 das somas

parciais da série
∑∞

n=1 xσ(n) é de Cauchy em E, logo existe x ∈ E tal que

∞∑
n=1

xσ(n) = lim
k

k∑
n=1

xσ(n) = x.

Reciprocamente, seja (xn)∞n=1 uma sequência de Cauchy em E. Então, para cada k ∈ N
e ε =

1

2k
> 0, existe n0 = n0(k) ∈ N tal que ‖xn − xm‖ <

1

2k
para todos n,m > n0.

Sejam n1 := n0(1
2
) + 1 e, para k > 1, nk := max{n0( 1

2k
), nk−1}+ 1. Dessa forma, obtemos

uma sequência de ı́ndices n1 < n2 < n3 < · · · tais que
∥∥xnk+1

− xnk
∥∥ < 1

2k
. Pelo Critério

de Comparação, a convergência da série

∞∑
k=1

1

2k
= 1 implica

∞∑
k=1

∥∥xnk+1
− xnk

∥∥ <∞.
Por hipótese, toda série absolutamente somável é incondicionalmente somável. Em par-

ticular,
∑∞

k=1(xnk+1
− xnk) = a para algum a ∈ E. Assim,

lim
k
xnk+1

= lim
k

(
xn1 +

k∑
j=1

(xnj+1
− xnj)

)

= xn1 + lim
k

k∑
j=1

(xnj+1
− xnj) = xn1 + a,

ou seja, (xn)∞n=1 é uma sequência de Cauchy que possui subsequência convergente para

xn1 + a. Então, xn → xn1 + a ∈ E e, portanto, E é Banach. �

Observação 1.24. A proposição anterior também pode ser usada na forma alternativa:

Um espaço normado E é Banach se, e somente se, toda sequência absolutamente somável

em E é somável. Veja demonstração dessa outra forma em [23], Chapter 6, Proposition

4.

Em dimensão finita vale o seguinte resultado:
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Teorema 1.25. Seja E um espaço normado n-dimensional. Então, toda sequência (xn)∞n=1

incondicionalmente somável em E é absolutamente somável.

Demonstração: É bem conhecido o fato de que dimE = n implica E ∼= Rn caso E seja

um espaço vetorial real ou E ∼= Cn caso E seja um espaço vetorial complexo. Logo, basta

considerar séries absolutamente somáveis em Rn e Cn.

Caso 1: n = 1. Comecemos com o caso real: seja (xn)∞n=1 uma sequência em R. Suponha-

mos que (xn)∞n=1 não seja absolutamente somável. Então, pelo Teorema 1.19, existe uma

permutação σ : N→ N tal que a série
∑∞

n=1 xσ(n) é divergente. Portanto, toda sequência

(xn)∞n=1 incondicionalmente somável em R é absolutamente somável. Agora, seja (xn)∞n=1

uma sequência incondicionalmente somável em C. Para cada n ∈ N, temos xn = an + ibn,

onde an, bn ∈ R. Seja σ : N→ N uma permutação. Digamos que
∑∞

n=1 xσ(n) = x = a+ ib

e consideremos a norma da soma ‖·‖S : C → [0,∞) dada por ‖a+ ib‖S = |a| + |b| .
Consequentemente,∣∣∣∣∣a−

j∑
n=1

aσ(n)

∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥∥
(
a−

j∑
n=1

aσ(n)

)
+

(
ib−

j∑
n=1

ibσ)n

)∥∥∥∥∥
S

e ∣∣∣∣∣b−
j∑

n=1

bσ(n)

∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥∥
(
a−

j∑
n=1

aσ(n)

)
+

(
ib−

j∑
n=1

ibσ)n

)∥∥∥∥∥
S

,

para todo j ∈ N, donde
∑∞

n=1 aσ(n) = a e
∑∞

n=1 bσ(n) = b. Portanto, (an)∞n=1 e (bn)∞n=1 são

sequências incondicionalmente somáveis em R e assim

j∑
n=1

‖xn‖S =

j∑
n=1

|an|+
j∑

n=1

|bn| ,

para todo j ∈ N e isso implica que (xn)∞n=1 é absolutamente somável em C.

Caso 2: n > 1. Seja (xk)∞k=1 uma sequência incondicionalmente somável em Kn, ou seja,

xk = (xk1, . . . , x
k
n) ∈ Kn para todo k ∈ N e

∑∞
k=1 x

σ(k) = x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn para toda

permutação σ : N→ N. Como∣∣∣∣∣xi −
j∑

k=1

x
σ(k)
i

∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥∥x−

j∑
k=1

xσ(k)

∥∥∥∥∥
S

,

para todos j ∈ N, i = 1, . . . , n, seque que (xki )
∞
k=1 é incondicionalmente somável em K

para todo i = 1, . . . , n, logo, pelo Caso 1, (xki )
∞
k=1 é absolutamente somável em K para
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todo i = 1, . . . , n. Dáı,

j∑
k=1

∥∥xk∥∥
S

=

j∑
k=1

∣∣xk1∣∣+ · · ·+
j∑

k=1

∣∣xkn∣∣ ,
para todo j ∈ N e isso implica que (xk)∞k=1 é absolutamente somável em Kn. �

O próximo teorema garante a existência, em todo espaço de Banach de dimensão

infinita, de uma sequência incondicionalmente somável que não é absolutamente somável.

Para demonstrá-lo, precisaremos do seguinte lema:

Lema 1.26. Seja E um espaço de Banach de dimensão 2n. Então existem n vetores

y1, . . . , yn, tais que para quais quer escalares α1, . . . , αn tem-se

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

αjyj

∥∥∥∥∥ ≤
(

n∑
j=1

|αj|2
) 1

2

. (1.8)

Demonstração: Vamos encontrar um isomorfismo u : `2n
2 → E de modo que

|tr(u−1v)| ≤ 2n‖v‖, (1.9)

para todo operador v : `2n
2 → E e, em seguida, selecionar y1, . . . , yn ∈ E de modo

que a desigualdade (1.8) seja satisfeita. A ideia é escolher apropriadamente n vetores

z1, . . . , zn ∈ `2n
2 e definir yj = u(zj).

A esfera unitária de L(`2n
2 , E) é compacta, pois dim(L(`2n

2 , E)) < ∞. Pela continui-

dade da função determinante, existe um operador u ∈ L(`2n
2 , E) com ‖u‖ = 1 tal que

| det(u)| = max
{
| det(v)| : v ∈ L(`2n

2 , E) e ‖v‖ = 1
}
.

Provemos que u tem a propriedade desejada. Sejam ε um escalar não nulo e v ∈ L(`2n
2 , E).

Pela escolha de u,

| det(u+ εv)|
‖u+ εv‖2n =

∣∣∣∣det

(
u+ εv

‖u+ εv‖

)∣∣∣∣ ≤ | det(u)|,

donde

| det(u+ εv)| ≤ | det(u)|‖u+ εv‖2n ≤ | det(u)|(1 + |ε|‖v‖)2n (1.10)

Seja id : `2n
2 → `2n

2 o operador identidade. Como | det(u)| 6= 0, segue que u é invert́ıvel.

Logo, pela Proposição A.1,

| det(u+ εv)| = | det(u(id + εu−1v))| = | det(u)|| det(id + εu−1v)|
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= | det(u)||1 + εtr(u−1v) + C(ε)|

e C(ε) satisfaz
|C(ε)|
|ε|

−→ 0 quando ε −→ 0.

Usando a fórmula do binômio de Newton, obtemos

|1 + εtr(u−1v) + C(ε)| = | det(u+ εv)|
det(u)

(1.10)

≤ (1 + |ε‖v‖)2n = 1 + 2n|ε‖v‖+ S(ε), (1.11)

onde S(ε) também satisfaz

|S(ε)|
|ε|

−→ 0 quando ε −→ 0.

Escreva ε como ε = δe−iθ, onde δ > 0 e θ = arg(tr(u−1v)) (θ = 0 se tr(u−1v) = 0). Então,

δ = |ε|. Como tr(u−1v) = |tr(u−1v)|eiθ, segue que

εtr(u−1v) = δe−iθ|tr(u−1v)|eiθ = δ|tr(u−1v)|

= |ε||tr(u−1v)| = |εtr(u−1v)|.

Consequentemente,

|1 + εtr(u−1v)| = 1 + |εtr(u−1v)|. (1.12)

Por (1.11) e (1.12), temos

1 + |εtr(u−1v)| − |C(ε)| ≤ |1 + εtr(u−1v) + C(ε)| ≤ 1 + 2n|ε|‖v‖+ S(ε).

Logo,

|tr(u−1v)| ≤ 2n‖v‖+
S(ε) + |C(ε)|

|ε|
. (1.13)

Fazendo ε→ 0 em (1.13), obtemos (1.9).

Para concluir nossa demonstração, precisaremos do seguinte fato: se P : `2n
2 → `2n

2 é

um operador projeção com imagem m-dimensional então ‖uP‖ ≥ m

n
. Com efeito,

m = tr(P ) = tr(u−1uP )
(1.9)

≤ 2n‖uP‖. (1.14)

Como u é cont́ınuo, dim(`2n
2 ) < ∞ e 1 = ‖u‖ = sup‖x‖=1‖u(x)‖, existe z1 ∈ `2n

2

tal que ‖z1‖ = 1 e ‖u(z1)‖ = 1. Seja P1 a projeção ortogonal de `2n
2 sobre sobre o

complemento ortogonal [z1]⊥ de z1. Como [z1]⊥ tem dimensão 2n− 1, segue de (1.14) que

‖uP1‖ ≥
2n− 1

2n
. Logo, existe z2 ∈ [z1]⊥ tal que ‖z2‖ = 1 e ‖u(z2)‖ = ‖P1(z2)‖ ≥ 2n− 1

2n
.
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Agora, seja P2 a projeção ortogonal de `2n
2 sobre [z1, z2]⊥. Então, ‖uP2‖ ≥

2n− 2

2n
e

existe z3 ∈ [z1, z2]⊥ tal que ‖z3‖ = 1 e ‖u(z3)‖ = ‖u(P2(z3))‖ ≥ 2n− 2

2n
. Repetindo este

processo, obtemos n vetores ortogonais z1, · · · , zn ∈ `2n
2 .

Para yj = u(zj), j = 1, · · · , n, temos

‖yj‖ = ‖u(zj)‖ ≥
2n− j + 1

2n
≥ 1

2
,

pois 2n− j + 1 ∈ [n+ 1, 2n] ⊆ N implica que
2n− j + 1

2n
∈ [

1

2
+

1

2n
, 1] ⊆ N; e

‖yj‖ = u(zj) ≤ ‖u‖‖zj‖ = 1.

Finalmente, para quaisquer escalares α1, · · · , αn, temos∥∥∥∥∥
n∑
j=1

αjyj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

αju(zj)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥u
(

n∑
j=1

αjzj

)∥∥∥∥∥ ≤ ‖u‖
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

αjzj

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

αjzj

∥∥∥∥∥ =

(〈
n∑
j=1

αjzj,
n∑
k=1

αkzk

〉) 1
2

= (〈α1z1, α1z1〉+ · · ·+ 〈αnzn, αnzn〉)
1
2

= (α1ᾱ1〈z1, z1〉+ · · ·+ αnᾱn〈zn, zn〉)
1
2 =

(
n∑
j=1

|αj|2
) 1

2

.

�

Teorema 1.27 (Dvoretsky-Rogers). Seja E um espaço de Banach de dimensão in-

finita. Então, para qualquer escolha de (λn)∞n=1 ∈ `2, existe uma sequência incondicio-

nalmente somável (xn)∞n=1 em E com ‖xn‖ = |λn| para todo n ∈ N. Em particular, se

escolhermos (λn)∞n=1 ∈ `2 − `1, obtemos uma sequência incondicionalmente somável que

não é absolutamente somável.

Demonstração: A ideia é mostrar que para todo elemento (λn)∞n=1 ∈ `2, existe uma

sequência sinal somável (xn)∞n=1 em E com ‖xn‖ = |λn| para todo n ∈ N, e então usar o

Teorema 1.22.

Seja (λn)∞n=1 ∈ `2. De forma análoga à demonstração da Proposição 1.23, podemos

construir uma sequência de ı́ndices n1 < n2 < · · · < nk < · · · tais que, para cada

k ∈ N,
n∑
nk

|λn|2 ≤
1

22k
. Como dim E = ∞, para cada k ∈ N existe Ek ⊆ E su-

bespaço de E com dim Ek = 2(nk+1 − nk). Pelo Lema 1.26, existem (nk+1 − nk) vetores,
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ynk , ynk+1, . . . , ynk+1−1, tais que
1

2
≤ ‖yj‖ ≤ 1, com nk ≤ j ≤ nk+1 − 1, e

∥∥∥∥∥
nk+1−1∑
n=nk

αnyn

∥∥∥∥∥ ≤
(
nk+1−1∑
n=nk

|αn|2
) 1

2

(1.15)

para quaisquer escalares αnk , . . . , αnk+1−1. Consequentemente,

∥∥∥∥∥
N∑

n=nk

αnyn

∥∥∥∥∥ ≤
(

N∑
n=nk

|αn|2
) 1

2

para quaisquer escalares αnk , . . . , αN , onde nk ≤ N ≤ nk+1 − 1 (basta fazer αj = 0, N <

j ≤ nk+1 − 1).

Seja xn :=
λn
‖yn‖

· yn. Então, ‖xn‖ = |λn| e, para toda escolha de εn = ±1, temos

∥∥∥∥∥
N∑

n=nk

εnxn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
N∑

n=n−k

εnλn
‖yn‖

· yn

∥∥∥∥∥ (1.15)

≤

(
N∑

n=nk

|εn|2|λn|2

‖yn‖2

) 1
2

≤

(
N∑

n=nk

4|λn|2
) 1

2

= 2

(
N∑

n=nk

|λn|2
) 1

2

≤ 2−k+1.

(1.16)

Em particular, se nk < n < m ≤ nk+1 − 1, fazendo αnk = 0, · · · , αn−1 = 0, αn =

εn, . . . , αm = εm temos ∥∥∥∥∥
m∑
l=n

εlxl

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
m∑

l=nk

αlxl

∥∥∥∥∥ ≤ 2−k+1. (1.17)

Para concluir a nossa demonstração, mostraremos que a sequência das somas parciais

da série
∑∞

n=1 εnxn é de Cauchy. Logo,
∑∞

n=1 εnxn é convergente, isto é, a sequência

(xn)∞n=1 é sinal somável e, pelo Teorema 1.22, (xn)∞n=1 é incondicionalmente somável.

De fato, dado ε > 0, existe k0 = k0(ε) ∈ N tal que
∑∞

k=k0
2−k+1 < ε. Se nk0 < n ≤ m,

então existem inteiros positivos t e k ≥ k0 tais que nk ≤ n ≤ nk+1 e nk+t ≤ m ≤ nk+t+1.

Dáı,

∥∥∥∥∥
m∑
l=n

εlxl

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
nk+1−1∑
l=n

εlxl

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
nk+2−1∑
l=nk+1

εlxl

∥∥∥∥∥∥+ · · ·+

∥∥∥∥∥∥
m∑

l=nk+t

εlxl

∥∥∥∥∥∥
≤ 2−k+1 + 2−(k+1)+1 + · · ·+ 2−(k+t)+1

≤
∞∑

k=k0

2−k+1 < ε,

por (1.16) e (1.17). Portanto, a sequência das somas parciais da série
∑∞

n=1 εnxn é de

25



1. Preliminares

Cauchy, como queŕıamos mostrar. �

Observação 1.28. É sempre posśıvel escolher uma sequência (λn)∞n=1 ∈ `2− `1. A razão

para isso será demonstrada no Caṕıtulo 2, Proposição 2.12.

Existe uma versão fraca do Teorema de Dvoretsky-Rogers cuja demonstração pode ser

encontrada em [10, Teorema 2.18]. As definições de sequências fracamente e fortemente

p-somáveis está no caṕıtulo seguinte.

Teorema 1.29 (Dvoretsky-Rogers Fraco). Seja 1 ≤ p <∞. Todo espaço de Banach

de dimensão infinita possui uma sequência fracamente p-somável que não é fortemente

p-somável.
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Caṕıtulo 2

Operadores Lineares Absolutamente

Somantes

Neste caṕıtulo, estudamos os espaços de sequências `∞(E), `p(E), `wp (E), `w∞(E), `up(E)

e a classe dos operadores lineares absolutamente (p, q)-somantes. Nossas principais re-

ferências foram o livro [10] e os trabalhos [18] e [24].

2.1 Espaços de Sequências

Esta seção é dedicada ao estudo dos espaços de sequências a valores vetoriais `∞(E),

`p(E), `wp (E), `w∞(E) e `up(E), onde E é um espaço normado. Esses espaços são conceitos

fundamentais necessários ao estudos das classes de operadores que apresentaremos mais

adiante. Mais precisamente, iremos apresentar cada espaço, mostrar em que condições

são completos e estabelecer relações de inclusão entre eles.

No que segue usaremos a notação (xn)∞n=1 para denotar uma sequência (x1, x2, x3, . . .)

e a notação (xn)kn=1 para denotar a sequência (x1, x2, . . . , xk, 0, 0, . . .).

2.1.1 Espaço das sequências limitadas

Seja E um espaço vetorial normado. Denotamos por `∞(E) o conjunto de todas as

sequências limitadas em E, isto é, sequencias (xn)∞n=1 ∈ EN tais que existe uma constante

M ≥ 0 tal que ‖xn‖ ≤M , para todo n ∈ N. Simbolicamente,

`∞(E) =
{

(xn)∞n=1 ∈ EN : (xn)∞n=1 é limitada em E
}
.

É simples mostrar que `∞(E) é um espeço vetorial com as operações usuais de sequências
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

e que a função ‖·‖∞ : `∞(E)→ [0,∞) dada por

‖(xn)∞n=1‖∞ := sup
n
‖xn‖E,

está bem definida e caracteriza uma norma em `∞(E).

Proposição 2.1. (`∞(E), ‖·‖∞) é um espaço de Banach se, e somente se, E é um espaço

de Banach.

Demonstração: Suponha que `∞(E) seja um espaço de Banach e considere a aplicação

i : E → `∞(E), dada por i(x) := (x, 0, 0, · · · ). Como ‖i(x)‖∞ = ‖(x, 0, 0, · · · )‖∞ = ‖x‖,
para todo x, então i : E → Im (i) é um isomorfismo isométrico.

Afirmação: Im (i) é fechado em `∞(E). De fato, seja a ∈ Im (i). Então existe uma

sequencia (i(xn))∞n=1 em Im (i) tal que i(xn) → a = (a1, a2, a3, . . .). Logo, para todo

ε > 0 existe n0 ∈ N tal que ‖i(xn)− a‖∞ < ε para todo n > n0. Como ‖ak‖ ≤
‖(xn − a1, a2, a3, . . .)‖∞ para todo k > 1 e ‖xn − a1‖ ≤ ‖(xn − a1, a2, a3, . . .)‖∞, seque que

ak = 0 para todo k > 1 e xn → a1. Como i é cont́ınua, i(xn)→ i(a1) = (a1, 0, 0, . . .) = a.

Dessa forma, (Im (i), ‖·‖∞) é um espaço de Banach. Portanto, E também o é.

Reciprocamente, sejam E um espaço de Banach e (xk)∞k=1 uma sequência de Cauchy

em `∞(E), com xk = (xkj )
∞
j=1 ∈ `∞(E) para todo k ∈ N. Dado ε > 0 existe k0 = k0(ε) ∈ N

tal que ‖xk − xr‖∞ <
ε

2
para todos k, r > k0. Em particular,

‖xkj − xrj‖ ≤ sup
i
‖xki − xri‖ = ‖xk − xr‖∞ <

ε

2

para todo j ∈ N. Consequentemente, para cada j ∈ N fixado, a sequência (xkj )
∞
k=1 é de

Cauchy em E. Definamos a sequência y = (yj)
∞
j=1 em E por yj = lim

k
xkj .

Afirmação: y ∈ `∞(E) e xk → y. De fato, como ‖xkj−xrj‖ ≤
ε

2
para todos k, r > k0 e todo

j ∈ N, fazendo r →∞, temos ‖xkj−yj‖ ≤
ε

2
para todo k > k0 e todo j ∈ N. Em particular,

para k = k0+1. Assim, sup
j
‖xK0+1

j −yj‖ ≤
ε

2
e, por isso, (xk0+1

j −yj)∞j=1 ∈ `∞(E). Portanto,

y = xk0+1 − (xk0+1 − y) ∈ `∞(E). Finalmente,

‖xk − y‖∞ = sup
j
‖xkj − yj‖ ≤

ε

2
< ε,

para todo k > k0, o que implica xk → y. �

2.1.2 Espaço das sequências p-somáveis

Sejam E um espaço vetorial normado e 1 ≤ p < ∞. Uma sequência (xn)∞n=1 em E é

fortemente p-somável se
∑∞

n=1 ‖xn‖
p <∞. Denotamos por `p(E) o conjunto de todas as
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

sequências p-somáveis em E, ou seja,

`p(E) =

{
(xn)∞n=1 ∈ EN :

∞∑
n=1

‖xn‖p <∞

}
.

Com as operações usuais de sequências, `p(E) é um espaço vetorial. Além disso, com

o uso da Desigualdade de Minkowski ([5], Proposição 1.4.2), não é dif́ıcil mostrar que a

função ‖·‖p : `p(E)→ [0,∞), dada por

‖(xn)∞n=1‖p =

(
∞∑
n=1

‖xn‖p
) 1

p

,

define uma norma em `p(E).

Proposição 2.2. (`p(E), ‖·‖p) é um espaço de Banach se, e somente se, E é um espaço

de Banach.

Demonstração: Como `p(E) contém uma cópia isométrica de E pela aplicação x ∈
E 7→ (x, 0, 0, · · · ) ∈ `p(E), segue que se `p(E) é um espaço de Banach então E também

o é. Reciprocamente, seja (xk)∞k=1 uma sequência de Cauchy em `p(E). Então, para todo

ε > 0 existe k0(ε) = k0 ∈ N tal que
∥∥xk − xr∥∥

p
<
ε

2
para todos k, r > k0. Em particular,

∥∥xkj − xrj∥∥p ≤ ∞∑
n=1

∥∥xkn − xrn∥∥p =
∥∥xk − xr∥∥p

p
<
(ε

2

)p
(2.1)

para todo j ∈ N e para todos k, r > k0. Assim, para cada j ∈ N, a sequência (xkj )
∞
k=1 é de

Cauchy em E. Definamos y := (yj)
∞
j=1, onde yj = lim

k→∞
xkj .

Afirmação: y ∈ `p(E) e xk → y.

Com efeito, (2.1) implica que

m∑
n=1

∥∥xkn − xrn∥∥p < (ε2)p ,
para todo m ∈ N e para todos k, r > k0. Fazendo r →∞, temos

m∑
n=1

∥∥xkn − yn∥∥p ≤ (ε2)p ,
para todo m ∈ N e todo k > k0. Agora, fazendo m→∞ segue-se que

∞∑
n=1

∥∥xkn − yn∥∥p =
∥∥xk − y∥∥p ≤ (ε

2

)p
,
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

para todo k > k0. Consequentemente, xk → y e, tomando k = k0 + 1, temos que

xk0+1 − y = (xk0+1
n − yn)∞n=1 ∈ `p(E). Logo, y = xk0+1 − (xk0+1 − y) ∈ `p(E). �

2.1.3 Espaço das sequências fracamente p-somáveis

Sejam E um espaço vetorial normado e 1 ≤ p < ∞. Uma sequência (xn)∞n=1 em E é

fracamente p-somável se
∑∞

n=1 |ϕ(xn)|p < ∞ para todo ϕ ∈ E ′. Denotamos por `wp (E) o

conjunto de todas as sequências fracamente p-somáveis em E. Em śımbolos,

`wp (E) =

{
(xn)∞n=1 ∈ EN :

∞∑
n=1

|ϕ(xn)|p <∞,∀ ϕ ∈ E ′
}

.

Não é dif́ıcil verificar que, com as operações usuais de sequências, `wp (E) é um espaço

vetorial.

Nosso objetivo é mostrar que `wp (E) também é um espaço de Banach. Antes, definire-

mos uma norma para este espaço.

Proposição 2.3. A função ‖·‖w,p : `wp (E)→ [0,∞), dada por

‖(xn)∞n=1‖w,p := sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=1

|ϕ(xn)|p
) 1

p

,

define uma norma em `wp (E).

Demonstração: Antes de mais nada, precisamos mostrar que a função ‖·‖w,p está bem

definida.

Pela definição do espaço `wp (E), para cada x = (xn)∞n=1 ∈ `wp (E), o operador Tx : E ′ →
`p, dado por Tx(ϕ) = (ϕ(xn))∞n=1, está bem definido e

Afirmação: Tx ∈ L(E ′, `p).

Com efeito, dados ϕ, ψ ∈ E ′ e λ ∈ K, segue que

Tx(λϕ+ ψ) = ((λϕ+ ψ)(xn))∞n=1 = λ(ϕ(xn))∞n=1 + (ψ(xn))∞n=1 = λTx(ϕ) + Tx(ψ).

Portanto, Tx é linear. Mostremos que o gráfico de Tx é fechado. Seja (ϕk, Tx(ϕk))
∞
k=1 uma

sequência convergente em E ′ × `p, digamos (ϕk, Tx(ϕk))
∞
k=1 → (ϕ, y), isto é, ϕk → ϕ em

E ′ e Tx(ϕk) → y = (yn)∞n=1 em `p. Da última convergência segue que para todo ε > 0

existe k0 = k0(ε) ∈ N tal que

|ϕk(xj)− yj|p ≤
∞∑
n=1

|ϕk(xn)− yn|p = ‖(ϕk(xn))∞n=1 − (yn)∞n=1‖
p
p < εp
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para todo k > k0 e todo j ∈ N. Logo, ϕk(xj)
k→ yj em K para todo j ∈ N. Por outro

lado, ϕk → ϕ implica que ϕk(xj)
k→ ϕ(xj) para todo j ∈ N. Pela unicidade do limite,

ϕ(xj) = yj para todo j ∈ N. Dáı, y = (yn)∞n=1 = (ϕ(xn))∞n=1 = Tx(ϕ) o que implica que

o gráfico de Tx é fechado. Portanto, para todo x ∈ `wp (E), o operador Tx é cont́ınuo,

pelo Teorema do Gráfico Fechado, e a função ‖·‖w,p está bem definida, pois para toda

sequência (xn)∞n=1 ∈ `wp (E) temos

‖(xn)∞n=1‖w,p := sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=1

|ϕ(xn)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

‖Tx(ϕ)‖ = ‖Tx‖.

Resta mostrar que ‖·‖w,p satisfaz as condições estabelecidas na Definição 1.1. As propri-

edades N2 e N3 são imediatas. Como ‖(xn)∞n=1‖w,p = ‖Tx‖, segue que ‖(xn)∞n=1‖w,p ≥ 0

para todo x ∈ `wp (E). Finalmente, se x = 0 ∈ `wp (E), então ‖x‖w,p = 0. Reciprocamente,

‖(xn)∞n=1‖w,p = 0 implica que
∑∞

n=1 |ϕ(xn)|p = 0 para todo ϕ ∈ BE′ . Logo, ϕ(xn) = 0

para todo ϕ ∈ BE′ e todo n ∈ N. Portanto, ‖xn‖ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(xn)| = 0, para todo n ∈ N, e

assim (xn)∞n=1 = 0. �

Proposição 2.4. (`wp (E), ‖·‖w,p) é um espaço de Banach se, e somente se, E é um espaço

de Banach.

Demonstração: Novamente, a aplicação x ∈ E 7→ (x, 0, 0, · · · ) ∈ `wp (E) garante que se

`wp (E) é Banach, então E é Banach. Reciprocamente, suponha que E seja um espaço de

Banach e seja (xk)∞k=1 uma sequência de Cauchy em `wp (E). Note que, xk = (xkn)∞n=1 para

todo k ∈ N. Então, para todo ε > 0 existe k0 = k0(ε) ∈ N tal que

∥∥xk − xr∥∥
w,p

=
∥∥(xkn − xrn)∞n=1

∥∥
w,p

= sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=1

∣∣ϕ(xkn − xrn)
∣∣p) 1

p

< ε,

para todos k, r > k0. Assim, para todo ϕ ∈ BE′ e todo i ∈ N, temos

∣∣ϕ(xki − xri )
∣∣p ≤ ∞∑

n=1

∣∣ϕ(xkn − xrn)
∣∣p ≤

 sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=1

∣∣ϕ(xkn − xrn)
∣∣p) 1

p

p < εp, (2.2)

para todos k, r > k0. Portando,
∣∣ϕ(xki − xri )

∣∣ < ε, ∀ϕ ∈ BE′ ,∀k, r > k0,∀i ∈ N. Conse-

quentemente, ∥∥xki − xri∥∥ = sup
ϕ∈BE′

∣∣ϕ(xki − xri )
∣∣ < ε,

para todos k, r > k0 e todo i ∈ N. Isto implica que a sequência (xki )
∞
k=1 é de Cauchy em

E para todo i ∈ N. Seja y := (yi)
∞
i=1, onde lim

k→∞
xki = yi.

Afirmação: y ∈ `wp (E) e xk → y.
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Com efeito, como por (2.2), para cada m ∈ N, cada ϕ ∈ BE′ e para todos k, r > k0,

temos
m∑
n=1

∣∣ϕ(xkn − xrn)
∣∣p < εp,

e fazendo r →∞, obtemos
m∑
n=1

∣∣ϕ(xkn − yn)
∣∣p ≤ εp,

para todo k > k0, todo m ∈ N e todo ϕ ∈ BE′ . Agora, fazendo m→∞, obtemos

∞∑
n=1

∣∣ϕ(xkn − yn)
∣∣p ≤ εp, (2.3)

para todo k > k0 e todo ϕ ∈ BE′ . Portanto, (xk − y) ∈ `wp (E) para todo k > k0. Em

particular, para k = k0 + 1, (xk0+1 − y) ∈ `wp (E), donde y = xk0+1 − (xk0+1 − y) ∈ `wp (E).

Além disso, de (2.3) temos

∥∥xk − y∥∥
w,p

= sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=1

∣∣ϕ(xkn − yn)
∣∣p) 1

p

≤ ε

para todo k > k0(ε), ou seja, xk → y em `wp (E). �

Encerramos esta subseção com uma caracterização do espaço `wp (E). Para demonstrá-

la, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.5. Sejam 1 < p <∞, E um espaço de Banach e x = (xn)∞n=1 ∈ `wp (E).

(a) O operador Tx : `p∗ → E dado por Tx((λn)∞n=1) =
∑∞

n=1 λnxn está bem definido, é

linear e cont́ınuo.

(b) ‖(xn)∞n=1‖w,p = sup(λn)∞n=1∈B`p∗
‖
∑∞

n=1 λnxn‖ =: ‖Tx‖.

Demonstração: (a) Seja (Sn)∞n=1 a sequência das somas parciais da série
∑∞

i=1 λixi. Se

n > m, então

‖Sn − Sm‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=m+1

λixi

∥∥∥∥∥
= sup

ϕ∈BE′

∣∣∣∣∣ϕ
(

n∑
i=m+1

λixi

)∣∣∣∣∣
= sup

ϕ∈BE′

∣∣∣∣∣
n∑

i=m+1

λiϕ(xi)

∣∣∣∣∣ (2.4)

≤ sup
ϕ∈BE′

( n∑
i=m+1

|λi|p
∗

) 1
p∗
(

n∑
i=m+1

|ϕ(xi)|p
) 1

p


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=

(
n∑

i=m+1

|λi|p
∗

) 1
p∗

sup
ϕ∈BE′

(
n∑

i=m+1

|ϕ(xi)|p
) 1

p

.

Como (λi)
∞
i=1 ∈ `p∗ e (xi)

∞
i=1 ∈ `wp (E), a expressão (2.4) nos diz que a sequência (Sn)∞n=1

é de Cauchy, donde a série
∑∞

i=1 λixi é convergente. Assim, Tx está bem definido. Tx é

claramente linear. Mais ainda,∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λixi

∥∥∥∥∥ = sup
ϕ∈BE′

∣∣∣∣∣ϕ
(

n∑
i=1

λixi

)∣∣∣∣∣
= sup

ϕ∈BE′

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

λiϕ(xi)

∣∣∣∣∣
≤ ‖(λi)ni=1‖p∗ sup

ϕ∈BE′
‖(ϕ(xi))

n
i=1‖p ,

para todo n ∈ N. Fazendo n→∞, obtemos

‖Tx((λi)∞i=1)‖ ≤ ‖(λi)∞i=1‖p∗ ‖(xi)
∞
i=1‖w,p

donde Tx ∈ L(`p∗ , E).

(b) Como, para todo ϕ ∈ E ′ e todo n ∈ N, vale

‖(ϕ(xi))
∞
i=1‖p = sup

ψ∈B(`p)′

|ψ((ϕ(xi))
∞
i=1)|

= sup
(λi)∞i=1∈B`p∗

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

λiϕ(xi)

∣∣∣∣∣
= sup

(λi)∞i=1∈B`p∗

∣∣∣∣∣ϕ
(
∞∑
i=1

λixi

)∣∣∣∣∣ ,
segue

‖(xi)∞i=‖w,p = sup
‖ϕ‖≤1

‖(ϕ(xi))
∞
i=1‖p

= sup
‖(λi)∞i=1‖p∗ , ‖ϕ‖≤1

∣∣∣∣∣ϕ
(
∞∑
i=1

λixi

)∣∣∣∣∣
= sup
‖(λi)∞i=1‖p∗≤1

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

λixi

∥∥∥∥∥ .
�

Proposição 2.6. Seja E um espaço de Banach.
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

(a) Os espaços `wp (E) e L(`p∗ , E) são isomorfos isometricamente para 1 < p <∞.

(b) Os espaços `w1 (E) e L(c0, E) são isomorfos isometricamente.

Demonstração: Seja J : L(`p∗ , E) → `wp (E) dado por J(T ) = (T (ei))
∞
i=1. Para todos

ϕ ∈ E ′, T ∈ L(`p∗ , E), temos ϕ ◦ T ∈ (`p∗)
′. Logo,

∞∑
i=1

|ϕ(T (ei))|p =
∞∑
i=1

|(ϕ ◦ T )(ei)|p <∞,

pois (ei)
∞
i=1 ∈ `wp (`p∗) (ver Proposição A.5). Assim J está bem definido. Verifica-se

facilmente que J é linear. Pelo Lema 2.5,

‖J(T )‖w,p = ‖(T (ei))
∞
i=1‖w,p

= sup
(λi)∞i=1∈B`p∗

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

λiT (ei)

∥∥∥∥∥
= sup

(λi)∞i=1∈B`p∗

∥∥∥∥∥T
(
∞∑
i=1

λiei

)∥∥∥∥∥
= sup

(λi)∞i=1∈B`p∗
‖T ((λi)

∞
i=1)‖ = ‖T‖ ,

para todo T ∈ L(`p∗ , E). Logo, J é uma isometria linear. Para cada x = (xi)
∞
i=1 ∈ `wp (E),

seja Tx ∈ L(`p∗ , E) definido como no lema anterior. Assim,

J(Tx) = (Tx(ei))
∞
i=1 = (xi)

∞
i=1

e, portanto, J é sobrejetivo. Então J é um isomorfismo isométrico. �

Observação 2.7. Para uso posterior, observamos que (xi)
∞
i=1 ∈ B`wp (E) implica (JE(xi))

∞
i=1 ∈

B`wp (E′′), onde JE é o mergulho canônico de E em E ′′. De fato, como JE é uma isometria,

pelo Lema 2.5 temos

‖(JE(xi))
∞
i=1‖w,p = sup

(λi)∞i=1∈B`p∗

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

λiJE(xi)

∥∥∥∥∥
= sup

(λi)∞i=1∈B`p∗

∥∥∥∥∥JE
(
∞∑
i=1

λixi

)∥∥∥∥∥
= sup

(λi)∞i=1∈B`p∗

∥∥∥∥∥
(
∞∑
i=1

λixi

)∥∥∥∥∥
= ‖(xi)∞i=1‖w,p ≤ 1.
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

Seja E um espaço vetorial normado. Uma sequência (xn)∞n=1 em E é fracamente

limitada se (ϕ(xn))∞n=1 ∈ `∞ para todo ϕ ∈ E ′. Denotamos por `w∞(E) o conjunto de

todas as sequências fracamente limitas em E.

`w∞(E) é um espaço vetorial com as operações usuais de sequências e, de forma intei-

ramente análoga à Proposição 2.3, mostra-se que a função ‖·‖w,∞ : `w∞(E)→ [0,∞), dada

por

‖(xn)∞n=1‖w,∞ := sup
ϕ∈BE′

‖(ϕ(xn))∞n=1‖∞

define uma norma em `w∞(E).

A partir dessa definição, seria natural mostrar que (`w∞(E), ‖·‖w,∞) é um espaço de

Banach. Entretanto isso não é necessário, pois mostraremos que `w∞(E) = `∞(E) isome-

tricamente. Este fato será usado sem menção especial ao longo do texto.

Definição 2.8. Seja E um espaço vetorial normado. Um subconjunto A j E é fracamente

limitado se ϕ(A) é limitado em K para todo funcional ϕ ∈ E ′.

As definições de conjunto limitado e conjunto fracamente limitado são equivalentes

como mostra o

Lema 2.9. Sejam E um espaço vetorial normado e A um subconjunto de E. Então, A é

limitado se, e somente se, A é fracamente limitado.

Demonstração: Suponha A limitado e seja M ≥ 0 tal que ‖x‖ ≤ M para todo x ∈ A.

Então, para cada ϕ ∈ E ′, temos |ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖ ‖M‖ para todo x ∈ A. Portando, A é

fracamente limitado. Reciprocamente, para cada ϕ ∈ E ′ seja Mϕ ≥ 0 tal que |ϕ(x)| ≤Mϕ

para todo x ∈ A. Consequentemente,

|JE(x)(ϕ)| = |ϕ(x)| ≤Mϕ

para todo x ∈ A, onde JE é o mergulho canônico de E em E ′′. Assim, (JE(x))x∈A é uma

famı́lia de operadores lineares e cont́ınuos pontualmente limitada. Sendo E ′ um espaço

de Banach, segue do Teorema de Banach-Steinhaus que

sup
x∈A
‖JE(x)‖ <∞.

Finalmente,

‖JE(x)‖ = sup
ϕ∈BE′

|JE(x)(ϕ)| = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(x)| = ‖x‖,

para todo x ∈ E. Logo,

sup
x∈A
‖x‖ = sup

x∈A
‖JE(x)‖ <∞, (2.5)

e assim A é limitado. �
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

Proposição 2.10. Para todo E espaço vetorial normado, `w∞(E) = `∞(E) isometrica-

mente.

Demonstração: Sejam (xn)∞n=1 ∈ `∞(E) e ϕ ∈ E ′. Então,

sup
n
|ϕ(xn)| ≤ sup

n
(‖ϕ‖ ‖xn‖) = ‖ϕ‖ sup

n
‖xn‖ <∞,

donde (xn)∞n=1 ∈ `w∞(E). Reciprocamente, (xn)∞n=1 ∈ `w∞(E) implica que, para todo ϕ ∈ E ′,
a sequência (ϕ(xn))∞n=1 é limitada, logo o conjunto {xj : j ∈ N} dos termos da sequência

que tomamos em `w∞(E) é fracamente limitado. Pelo Lema 2.9, {xj : j ∈ N} é limitado.

Portanto (xn)∞n=1 ∈ `∞(E).

Finalmente,

‖(xn)∞n=1‖w,∞ = sup
ϕ∈BE′

‖(ϕ(xn))∞n=1‖∞ = sup
ϕ∈BE′

(
sup
n
|ϕ(xn)|

)
A.2
= sup

n

(
sup
ϕ∈BE′

|ϕ(xn)|

)
= sup

n
‖xn‖ = ‖(xn)∞n=1‖∞ .

�

2.1.4 Espaço das sequências incondicionalmente p-somáveis

Sejam E um espaço vetorial normado e 1 ≤ p <∞. Definimos o espaço das sequências

em E que são incondicionalmente p-somáveis por

`up(E) :=
{

(xn)∞n=1 ∈ `wp (E) : lim
k→∞
‖(xn)∞n=k‖w,p = 0

}
.

Em geral, `up(E) ( `wp (E) pela Observação A.6.

A justificativa para o termo incondicionalmente p-somável vem do fato de que as

sequências incondicionalmente somáveis em E são exatamente as sequências de `u1(E)

(veja [9], Proposição 8.3). Dáı, naturalmente, como extensão do conceito, chamam-se as

sequências de `up(E) de incondicionalmente p-somáveis.

Este espaço não demanda uma norma particular, pois o mesmo é fechado em `wp (E).

Assim
(
`up(E), ‖ · ‖w,p

)
é um espaço de Banach. É o que mostra a

Proposição 2.11. Seja E um espaço de Banach. `up(E) é um subespaço fechado de `wp (E)

e, portanto, é um espaço de Banach com a norma ‖·‖w,p.

Demonstração: A verificação de que `up(E) é um subespaço vetorial de `wp é imediata.

Mostremos que `up(E) é fechado em `wp (E). Sejam (xk)∞k=1 uma sequência de Cauchy em
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

`up(E) e x ∈ `wp (E) tais que xk → x em `wp (E). Note que, para cada k ∈ N, xk = (xkn)∞n=1 ∈
`up(E). Logo,

lim
l→∞

∥∥(xkn)∞n=l

∥∥
w,p

= 0,

para todo k ∈ N, isto é, para todo ε > 0 existe l0 = l0(ε, k) ∈ N tal que

∥∥(xkn)∞n=l

∥∥
w,p

<
ε

2
, (2.6)

para todo l > l0. Por outro lado, xk → x em `wp (E) implica que existe k0 = k0(ε) ∈ N tal

que

ε

2
>
∥∥xk − x∥∥

w,p
=
∥∥(xkn − xn)∞n=1

∥∥
w,p

= sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=1

∣∣ϕ(xkn − xn)
∣∣p) 1

p

≥ sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=l

∣∣ϕ(xkn − xn)
∣∣p) 1

p

=
∥∥(xkn)∞n=l − (xn)∞n=l

∥∥
w,p

(2.7)

para todo k > k0 e todo l ∈ N.

De (2.6) e (2.7), para l > l0(ε, k0) e k = k0 + 1, temos

‖(xn)∞n=l‖w,p =
∥∥(xn)∞n=l − (xkn)∞n=l + (xkn)∞n=l

∥∥
w,p

≤
∥∥(xn)∞n=l − (xkn)∞n=l

∥∥
w,p

+
∥∥(xkn)∞n=l

∥∥
w,p

<
ε

2
+
ε

2
= ε,

ou seja, lim
l→∞
‖(xn)∞n=l‖w,p = 0. Com isso obtemos que x ∈ `up(E) e, portanto, `up(E) é

fechado em `wp (x). �

2.1.5 Relações de inclusão entre espaços de sequências

Encerramos esta seção com os seguintes resultados de inclusão entre os espaços de

sequências estudados até aqui:

Proposição 2.12. Sejam 1 ≤ p ≤ q <∞ e E um espaço de Banach. Então

(i) `p(E)
1
↪→ `q(E).

(ii) `wp (E)
1
↪→ `wq (E).

(iii) `up(E)
1
↪→ `uq (E).

Mais ainda, as continências são estritas para p < q.

Demonstração: (i) Seja (xj)
∞
j=1 uma sequência em `p(E). Então,

∞∑
j=1

‖xj‖p <∞,
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

donde lim
j
‖xj‖ = 0 e, por isso, sup

j
‖xj‖ =: λ <∞. Para todo n ∈ N,

n∑
j=1

‖xj‖q =
n∑
j=1

‖xj‖q−p ‖xj‖p ≤
n∑
j=1

λq−p ‖xj‖p = λq−p
n∑
j=1

‖xj‖p.

Fazendo n→∞,
∞∑
j=1

‖xj‖q ≤ λq−p
∞∑
j=1

‖xj‖p,

ou seja, ∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥q
q
≤ λq−p

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥p
p
. (2.8)

Portanto, `p(E) ⊆ `q(E).

Como

‖xk‖ ≤

(
∞∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

para todo k ∈ N, segue que λ = sup
j
‖xj‖ ≤

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
p
. Logo, de (2.8) obtemos que

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥q
q
≤
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥q−p
p

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥p
p

=
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥q
p
,

isto é,
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
q
≤
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
p

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `p(E).

Observamos que se 1 ≤ p < q < ∞, então `p(E) ( `q(E). De fato, p < q implica

q

p
> 1. Logo, dado x 6= 0, a sequência

(
x

j
1
p

)∞
j=1

∈ `q(E), pois

∞∑
j=1

∥∥∥∥∥ xj 1
p

∥∥∥∥∥
q

=
∞∑
j=1

(∣∣∣∣∣ 1

j
1
p

∣∣∣∣∣ ‖x‖
)q

= ‖x‖q
∞∑
j=1

1

j
q
p

<∞.

Por outro lado,
∞∑
j=1

∥∥∥∥∥ xj 1
p

∥∥∥∥∥
p

= ‖x‖p
∞∑
j=1

1

j
=∞,

donde

(
x

j
1
p

)∞
j=1

/∈ `p(E).

(ii) Seja (xj)
∞
j=1 uma sequência em `wp (E). Pelo item (i),

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
w,q

= sup
ϕ∈BE′

∥∥(ϕ(xj))
∞
j=1

∥∥
q
≤ sup

ϕ∈BE′

∥∥(ϕ(xj))
∞
j=1

∥∥
p

=
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,p

<∞.

Portanto, `wp (E) ⊆ `wq (E) e
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,q
≤
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,p

para todo sequência (xj)
∞
j=1 ∈

`wp (E).
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

De modo semelhante ao item (i), mostra-se que se p < q então

(
x

j
1
p

)∞
j=1

∈ `wq (E) \

`wp (E).

(iii) Seja (xj)
∞
j=1 uma sequência em `up(E). De

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
w,q
≤
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,p

, segue que∥∥(xj)
∞
j=k

∥∥
w,q
≤
∥∥(xj)

∞
j=k

∥∥
w,p

para todo k ∈ N. Dáı,

lim
k

∥∥(xj)
∞
j=k

∥∥
w,q
≤ lim

k

∥∥(xj)
∞
j=k

∥∥
w,p

= 0.

Portanto, `up(E) ⊆ `uq (E) e, pelo item (ii),
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,q
≤
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,p

, para toda sequência

(xj)
∞
j=1 ∈ `up(E). É imediato mostrar que se p < q então

(
x

j
1
p

)∞
j=1

∈ `uq (E) \ `up(E). �

Proposição 2.13. Sejam 1 ≤ p <∞ e E um espaço de Banach. Então

(i) `p(E)
1
↪→ `up(E)

1
↪→ `wp (E)

1
↪→ `∞(E).

(ii) `p(E) = `wp (E) se, e somente se, dimE <∞.

Demonstração: (i) A inclusão `up(E)
1
↪→ `wp (E) segue imediatamente da Proposição

2.11.

Seja (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E). Então,

∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p <∞,

para todo ϕ ∈ E ′. Logo, o conjunto {xj : j ∈ N} dos termos da sequência (xj)
∞
j=1 é

fracamente limitado e, pelo Lema 2.9, é limitado, ou seja, existe M ≥ 0 tal que ‖xj‖ ≤M

para todo j ∈ N. Portanto, (xj)
∞
j=1 ∈ `∞(E), isto é, `wp (E) ⊆ `∞(E). Além disso,

‖xk‖ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(xk)| ≤ sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

=
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,p
,

para todo k ∈ N. Tomando o supremo sobre k ∈ N, obtemos
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
∞ ≤

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
w,p

,

donde `wp (E)
1
↪→ `∞(E).

Agora, seja (xj)
∞
j=1 ∈ `p(E). Então,

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
w,p

= sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

≤ sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

‖ϕ‖p ‖xj‖p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

‖ϕ‖( ∞∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

 =
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
p

sup
ϕ∈BE′

‖ϕ‖ =
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
p
,
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donde
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,p
≤
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
p
. Por outro lado, (xj)

∞
j=1 ∈ `p(E) implica

∑∞
j=1 ‖xj‖

p <

∞, logo

lim
n

∥∥(xj)
∞
j=n

∥∥
w,p
≤ lim

n

∥∥(xj)
∞
j=n

∥∥
p

= 0.

Portanto, `p(E)
1
↪→ `up(E).

(ii) Esta igualdade segue imediatamente do Teorema Dvoretsky-Rogers Fraco (Teo-

rema 1.29). �

Observação 2.14. Os espaços `p(E), `up(E) e `wp (E) possuem a seguinte propriedade:

Seja (xk)∞k=1 uma sequência convergente em qualquer desses espaços, digamos xk → x em

`p(E). Como `p(E)
1
↪→ `∞(E), para todo ε > 0 existe k0 = k0(ε) ∈ N tal que

∥∥xkj − xj∥∥E ≤ ∥∥xk − x∥∥∞ ≤ ∥∥xk − x∥∥p < ε

para todo k > k0 e todo j ∈ N. Logo, xkj
k→ xj em E para todo j ∈ N. Isto quer

dizer que convergência nesses espaços de sequências implica em convergência coordenada

a coordenada.

Essa e alguns outros tipos de propriedades dos espaços de sequências foram estudados

abstratamente num trabalho de G. Botelho e J. R. Campos em [3].

Observação 2.15. Denotamos por c00(E) o conjunto formado por todas as sequências

eventualmente nulas em E, isto é,

c00 :=
{

(xn)∞n=1 ∈ EN : existe n0 ∈ N tal que xn = 0 para todo n > n0

}
.

Não é dif́ıcil mostrar que (c00, ‖·‖∞) é um espaço vetorial normado incompleto (ver [5],

Seção 1.1). Note que c00(E) ⊆ `p(E), para todo p ∈ [1,∞). De fato, (xn)∞n=1 ∈ c00(E)

implica que existe n0 ∈ N tal que xn = 0 para todo n > n0 donde ‖(xn)∞n=1‖p =

(
∑n0

n=1 ‖xn‖
p)

1
p <∞.

2.2 Operadores Lineares Absolutamente

(p, q)-somantes

Dados E,F espaços de Banach e T ∈ L(E,F ), os operadores T̂ s : `p(E) → `p(F ) e

T̂w : `wp (E) → `wp (F ), induzidos por T pela relação (xj)
∞
j=1 7→ (T (xj))

∞
j=1, são tais que

T̂ s ∈ L(`p(E), `p(F )) e T̂w ∈ L(`wp (E), `wp (F )) para todo p ∈ [1,∞). De fato,

∥∥∥T̂ s((xj)∞j=1)
∥∥∥
p

=
∥∥(T (xj))

∞
j=1

∥∥
p

=

(
∞∑
j=1

‖T (xj)‖p
) 1

p
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≤

(
∞∑
j=1

‖T‖p ‖xj‖p
) 1

p

= ‖T‖
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
p
, (2.9)

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `p(E) e, como

ϕ ◦ T
‖T‖

∈ BE′ para todos ϕ ∈ BF ′ e T 6= 0,

segue que

∥∥∥T̂w((xj)
∞
j=1)

∥∥∥
w,p

= sup
ϕ∈BF ′

(
∞∑
j=1

|ϕ(T (xj))|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BF ′

(
∞∑
j=1

‖T‖p
∣∣∣∣ϕ ◦ T‖T‖ (xj)

∣∣∣∣p
) 1

p

= ‖T‖ sup
ϕ∈BF ′

(
∞∑
j=1

∣∣∣∣ϕ ◦ T‖T‖ (xj)

∣∣∣∣p
) 1

p

≤ ‖T‖ sup
ψ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ψ(xj)|p
) 1

p

= ‖T‖
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,p

,

(2.10)

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E). Assim, os operadores T̂ s e T̂w estão bem definidos.

Além disso, T̂ s e T̂w são claramente lineares, logo cont́ınuos por (2.9) e (2.10).

Agora, sejam E um espaço de Banach de dimensão infinita e i : E → E o opera-

dor inclusão. Pelo Teorema de Dvoretsky-Rogers Fraco, o operador î : `wp (E) → `p(E),

(xj)
∞
j=1 7→ (i(xj))

∞
j=1, nunca está bem definido para todo p ∈ [1,∞).

A discussão acima motiva a seguinte definição:

Definição 2.16. Sejam 1 ≤ p, q < ∞ e T : E → F um operador linear cont́ınuo entre

espaços de Banach. Dizemos que T é absolutamente (p, q)-somante (ou simplesmente

(p, q)-somante), se o operador induzido

T̂ : `wq (E) −→ `p(F )

(xj)
∞
j=1 7−→ (T (xj))

∞
j=1

está bem definido. Neste caso T̂ será claramente linear.

O conjunto formado por todos os operadores (p, q)-somantes de E em F será denotado

por Πp,q(E,F ). Quando p = q, escreveremos Πp(E,F ) no lugar de Πp,p(E,F ). Neste caso,

diremos que T ∈ Πp(E,F ) é um operador absolutamente p-somante.

A seguir, apresentamos algumas caracterizações para operadores absolutamente (p, q)-

somantes:

Proposição 2.17. Sejam E,F espaços de Banach e T ∈ L(E,F ). São equivalentes:
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

(i) T é (p, q)-somante.

(ii) Existe K > 0 tal que

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|q
) 1

q

(2.11)

para todos n ∈ N, xj ∈ E, j = 1, . . . , n.

(iii) Existe K > 0 tal que

(
∞∑
j=1

‖T (xj)‖p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|q
) 1

q

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `wq (E).

(iv) Existe K > 0 tal que

(
∞∑
j=1

‖T (xj)‖p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|q
) 1

q

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `uq (E).

(v) (T (xj))
∞
j=1 ∈ `p(F ) para toda sequência (xj)

∞
j=1 ∈ `uq (E).

Denotamos por πp,q(T ) o ı́nfimo dos K tais que a desigualdade (2.11) continua válida.

Mais ainda, temos que πp,q(T ) =
∥∥∥T̂∥∥∥.

Demonstração: (i)⇒(ii) Se T̂ for cont́ınuo, então∥∥∥T̂ ((xj)
∞
j=1)

∥∥∥
p
≤
∥∥∥T̂∥∥∥∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,q
,

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `wq (E). Em particular,

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p
) 1

p

=
∥∥∥T̂ ((xj)

n
j=1)

∥∥∥
p
≤
∥∥∥T̂∥∥∥∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
w,q
,

para todos n ∈ N, xj ∈ E, j = 1, . . . , n, e

πp,q(T ) ≤
∥∥∥T̂∥∥∥. (2.12)

Portanto, basta mostrar que T̂ é cont́ınuo. Como T̂ é linear, resta provar que o gráfico

de T̂ é fechado e aplicar o Teorema do Gráfico Fechado.
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

Seja (xk, T̂ (xk))∞k=1 uma sequência convergente no produto cartesiano `wq (E)× `p(F ),

digamos (xk, T̂ (xk))→ (x, y). Então,

xk → x = (xj)
∞
j=1 em `wq (E) (2.13)

e

T̂ (xk) −→ y = (yj)
∞
j=1 em `p(F ). (2.14)

Pela Observação 2.14, a expressão (2.13) implica em xkj
k→ xj em E para todo j ∈ N.

Como T é cont́ınuo, segue que

lim
k
T (xkj ) = T (xj), (2.15)

para todo j ∈ N. Por outro lado, também pela Observação 2.14, a expressão (2.14) implica

em T (xkj )
k→ yj em F para todo j ∈ N, isto é,

lim
k
T (xkj ) = yj, (2.16)

para todo j ∈ N. De (2.15) e (2.16) obtemos que T (xj) = yj para todo j ∈ N e,

consequentemente, o gráfico de T̂ é fechado.

(ii)⇒(iii) Se existe K > 0 tal que

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|q
) 1

q

para todos n ∈ N, xj ∈ E, j = 1, · · · , n, então, para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `wq (E),

temos

∥∥(T (xj))
∞
j=1

∥∥
p

=

(
∞∑
j=1

‖T (xj)‖p
) 1

p

=

(
lim
n

n∑
j=1

‖T (xj)‖p
) 1

p

= lim
n

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p
) 1

p

= sup
n

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p
) 1

p

≤ sup
n

K sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|q
) 1

q

 = K sup
n

 sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|q
) 1

q


A.2
= K sup

ϕ∈BE′

sup
n

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|q
) 1

q

 = K sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|q
) 1

q

= K
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,q
.
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

(iii)⇒(i) Se vale (iii), então vale (i) trivialmente. Além disso,∥∥∥T̂∥∥∥ = sup
‖(xj)∞j=1‖w,q≤1

∥∥∥T̂ ((xj)
∞
j=1)

∥∥∥
p

≤ sup
‖(xj)∞j=1‖w,q≤1

K
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,q

= K,

donde
∥∥∥T̂∥∥∥ ≤ πp,q(T ). Isto, junto com (2.12), nos garante que

∥∥∥T̂∥∥∥ = πp,q(T ).

(iii)⇒(iv)⇒(v) São óbvio, pois `uq (E)
1
↪→ `wq (E).

(v)⇒(ii) Se vale (v), então o operador

T̂ : `uq (E) −→ `p(F )

(xj)
∞
j=1 7−→ (T (xj))

∞
j=1

.

está bem definido. Como T̂ é linear, de forma análoga à feita na implicação (i)⇒(ii)

mostra-se que o gráfico de T̂ é fechado. Portanto T̂ é cont́ınuo e, ainda como em (i)⇒(ii),

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p
) 1

p

=
∥∥∥T̂ ((xj)

n
j=1)

∥∥∥
p
≤
∥∥∥T̂∥∥∥∥∥(xj)

n
j=1

∥∥
w,q

para todos n ∈ N, xj ∈ E, j = 1, . . . , n. �

Observação 2.18. Sejam E,F espaços de Banach. Se p < q, então apenas o operador

nulo pode ser (p, q)-somante. De fato, pela Proposição 2.12, existe (λj)
∞
j=1 ∈ `q \ `p. Logo,

para todo x ∈ E a sequência (λjx)∞j=1 pertence a `wq (E). Suponhamos que, do contrário,

exista T ∈ Πp,q(E,F ) tal que T 6= 0. Então, existe K > 0 tal que

(
n∑
j=1

‖T (λjx)‖p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|ϕ(λjx)|q
) 1

q

para todo n ∈ N. Consequentemente,

‖T (x)‖

(
n∑
j=1

|λj|p
) 1

p

≤ K sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|λj|q |ϕ(x)|q
) 1

q

= K sup
ϕ∈BE′

( n∑
j=1

|λj|q
) 1

q

|ϕ(x)|


= K ‖x‖

(
n∑
j=1

|λj|q
) 1

q

.
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

Tomando o sup para x 6= 0, temos

‖T‖

(
n∑
j=1

|λj|p
) 1

p

≤ K

(
n∑
j=1

|λj|q
) 1

q

.

Finalmente, fazendo n→∞, chegamos ao absurdo (λj)
∞
j=1 ∈ `p.

Sejam λ ∈ K e A,B ∈ Πp,q(E,F ). Então,

∥∥((A+ λB)(xj))
∞
j=1

∥∥
p

=
∥∥(A(xj))

∞
j=1 + λ(B(xj))

∞
j=1

∥∥
p

≤
∥∥(A(xj))

∞
j=1

∥∥
p

+ |λ|
∥∥(B(xj))

∞
j=1

∥∥
p

≤ πp,q(A)
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,q

+ |λ| πp,q(B)
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,q

= (πp,q(A) + |λ| πp,q(B))
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,q

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `wq (E). Dáı,

A+ λB ∈ Πp,q(E,F )

e

πp,q(A+ λB) ≤ πp,q(A) + |λ| πp,q(B). (2.17)

Logo, Πp,q(E,F ) é um subespaço vetorial de L(E,F ) para todos E e F espaços de Banach.

Neste ponto, a pergunta natural a ser feita é: Πp,q(E,F ) é fechado em L(E,F ) para

quaisquer espaços de Banach E e F? Na Proposição A.7 mostramos que não. Portanto

Πp,q(E,F ) demanda uma norma completa.

Proposição 2.19. A função πp,q(·) : Πp,q(E,F )→ [0,∞), dada por

πp,q(T ) =
∥∥∥T̂∥∥∥,

onde T̂ é o operador induzido, define uma norma em Πp,q(E,F ).

Demonstração: Sejam λ ∈ K e A,B ∈ Πp,q(E,F ). Mostremos que πp,q(·) satisfaz as

condições estabelecidas na Definição 1.1:

N1) Como πp,q(A) =
∥∥∥Â∥∥∥, πp,q(A) ≥ 0 para todo A ∈ Πp,q(E,F ). Além disso, πp,q(A) =

0 se, e somente se,
∥∥∥Â∥∥∥ = 0. Mas isso ocorre se, e somente se, Â = 0, que claramente

equivale a A = 0.

N2) πp,q(λA) =
∥∥∥λÂ∥∥∥ = |λ|

∥∥∥Â∥∥∥ = |λ|πp,q(A).

N3) Foi provado em (2.17).
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�

Observação 2.20. Se T ∈ Πp,q(E,F ), então

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p
) 1

p

≤ πp,q(T ) sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|q
) 1

q

,

para todos n ∈ N, xj ∈ E, j = 1, . . . , n. Fazendo n = 1, temos

‖T (x)‖ ≤ πp,q(T ) sup
ϕ∈BE′

|ϕ(x)| = πp,q(T ) ‖x‖,

para todo x ∈ E, de onde obtemos

‖T‖ ≤ πp,q(T ),

para todo T ∈ Πp,q(E,F ).

A seguir, mostramos que vale a seguinte inclusão:

Teorema 2.21 (Teorema de Inclusão). Sejam E e F espaços de Banach. Suponha

que 1 ≤ qj ≤ pj <∞, j = 1, 2, satisfazem p1 ≤ p2, q1 ≤ q2 e
1

q1

− 1

p1

≤ 1

q2

− 1

p2

. Então,

Πp1,q1(E,F ) ⊆ Πp2,q2(E,F )

e

πp2,q2(T ) ≤ πp1,q1(T ),

para todo T ∈ Πp1,q1(E,F ).

Demonstração: Dividiremos a nossa demonstração em dois casos:

Caso 1: q1 = q2 = q.

Pela Proposição 2.12, `p1(F ) ⊆ `p2(F ). Se T ∈ Πp1,q(E,F ), o operador induzido

T̂ : `wq (E) −→ `p1(F ) ⊆ `p2(F )

está bem definido. Logo, T ∈ Πp2,q(E,F ). Além disso, para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈

`wq (E), vale ∥∥(T (xj))
∞
j=1

∥∥
p2
≤
∥∥(T (xj))

∞
j=1

∥∥
p1
≤ πp1,q(T )

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
w,q
,

donde πp2,q(T ) ≤ πp1,q(T ) para todo T ∈ Πp1,q(E,F ).

Caso 2: q1 < q2.
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Neste caso,
1

q1

− 1

p1

≤ 1

q2

− 1

p2

implica p1 < p2. Definamos p e q pelas expressões

1

q
=

1

q1

− 1

q2

e
1

p
=

1

p1

− 1

p2

.

Sejam T ∈ Πp1,q1(E,F ), n ∈ N e x1, . . . , xn ∈ E. Tomando

λj := ‖T (xj)‖
p2
p , (2.18)

j = 1, . . . , n, temos

‖T (λjxj)‖p1 = |λj|p1 ‖T (xj)‖p1 = ‖T (xj)‖
p1p2
p ‖T (xj)‖p1

= ‖T (xj)‖
p1p2

(
1
p1
− 1
p2

)
+p1 = ‖T (xj)‖p2 ,

para todos n ∈ N, xj ∈ E, j = 1, . . . , n. Dáı,

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p2
) 1

p1

=

(
n∑
j=1

‖T (λjxj)‖p1
) 1

p1

≤ πp1,q1(T ) sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

λq1j |ϕ(xj)|q1
) 1

q1

,

(2.19)

para todos n ∈ N, xj ∈ E, j = 1, . . . , n. Como
1
q
q1

+
1
q2
q1

= 1, a desigualdade de Hölder

garante que

n∑
j=1

λq1j |ϕ(xj)|q1 ≤

(
n∑
j=1

λqj

) q1
q
(

n∑
j=1

|ϕ(xj)|q2
) q1

q2

, (2.20)

para todos n ∈ N, xj ∈ E, j = 1, . . . , n.

De (2.19) e (2.20), obtemos

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p2
) 1

p1

≤ πp1,q1(T ) sup
ϕ∈BE′

( n∑
j=1

λqj

) q1
q
(

n∑
j=1

|ϕ(xj)|q2
) q1

q2

 1
q1

= πp1,q1(T )

(
n∑
j=1

λqj

) 1
q

sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|q2
) 1

q2

,

(2.21)

para todos n ∈ N, xj ∈ E, j = 1, . . . , n.
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De
1

q1

− 1

p1

≤ 1

q2

− 1

p2

, segue que
1

q
≤ 1

p
, isto é, p ≤ q e assim

(
n∑
j=1

λqj

) 1
q

≤

(
n∑
j=1

λpj

) 1
p

, (2.22)

para todos n ∈ N, xj ∈ E, j = 1, . . . , n.

Por (2.18), (2.21) e (2.22), temos

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p2
) 1

p1

≤ πp1,q1(T )

(
n∑
j=1

λpj

) 1
p

sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|q2
) 1

q2

= πp1,q1(T )

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p2
) 1

p

sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|q2
) 1

q2

(2.23)

para todos n ∈ N, xj ∈ E, j = 1, . . . , n.

Suponha que

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p2
) 1

p

6= 0. Então, dividindo ambos os membros da ine-

quação (2.23) por

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p2
) 1

p

, conclúımos que

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p2
) 1

p2

≤ πp1,q1(T ) sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|q2
) 1

q2

, (2.24)

pois
1

p1

− 1

p2

=
1

p
implica

1

p1

− 1

p
=

1

p2

.

Como a inequação (2.24) continua válida se

(
n∑
j=1

‖T (xj)‖p2
) 1

p

= 0, então provamos

que T ∈ Πp2,q2(E,F ) e πp2,q2(T ) ≤ πp1,q1(T ), para todo T ∈ Πp1,q1(E,F ). �

Observação 2.22. Se p1 = q1 e p2 = q2 no Teorema 2.21, então 1 ≤ p1 ≤ p2 <∞ implica

Πp1(E,F ) ⊆ Πp2(E,F ).

Finalizamos esta seção com um importante resultado da teoria dos operadores absolu-

tamente p-somantes. Em essência, esse tipo de resultado relaciona a teoria de operadores

absolutamente somantes com a teoria da medida. Sua demonstração pode ser encontrada

em [10, Teorema 2.12].

Definição 2.23. Um subconjunto A do dual E ′ de um espaço de Banach E é dito nor-
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mante para E se

‖x‖ = sup
ϕ∈N, ‖ϕ‖≤1

|ϕ(x)|

para todo x ∈ E.

Teorema 2.24 (Teorema de Dominação de Pietsch). Sejam 1 ≤ p < ∞, E e

F espaços de Banach, T ∈ L(E,F ) e K um subconjunto de BE′ normante para E e

compacto com relação à topologia fraca-estrala. Então T é p-somante se, e somente se,

existem uma constante C > 0 e uma medida de probabilidade de Borel µ em K tal que,

para cada x ∈ E,

‖T (x)‖ ≤ C

(∫
K

|ϕ(x)|p dµ(ϕ)

) 1
p

. (2.25)

Neste caso, πp(T ) é o ı́nfimo das constantes C que satisfazem (2.25).
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Caṕıtulo 3

Operadores Cohen Fortemente

Somantes

Inspirado no trabalho do J. S. Cohen [8], que caracterizou o adjunto de um operador

absolutamente somante, R. Khalil [14] introduziu o espaço das sequências, aqui denomi-

nadas Cohen-Khalil (q, p)-somáveis, do qual o espaço das sequências Cohen fortemente

p-somáveis é um caso particular. Optamos por começar o estudo dos operadores linea-

res Cohen fortemente p-somantes através desses espaços mais gerais. Além dos artigos

citados, também recorremos aos trabalhos [6] e [7] durante a elaboração deste texto.

3.1 Espaço das Sequências Cohen-Khalil fortemente

(q, p)-somáveis

Sejam E um espaço de Banach e 1 ≤ p, q ≤ ∞. Uma sequência (xn)∞n=1 em E é dita

Cohen-Khalil fortemente (q, p)-somável quando (ϕn(xn))∞n=1 ∈ `q(E) para toda sequência

(ϕn)∞n=1 ∈ `wp∗(E
′), com 1

p
+ 1

p∗
= 1. Denotamos por `q,p 〈E〉 o conjunto de todas as

sequências Cohen-Khalil fortemente (q, p)-somáveis em E, isto é,

`q,p 〈E〉 =
{

(xn)∞n=1 ∈ EN : (ϕn(xn)) ∈ `q, ∀ (ϕn)∞n=1 ∈ `wp∗(E ′)
}
.

Não é dif́ıcil verificar que, com as operações usuais de sequências, `q,p 〈E〉 é um espaço

vetorial. De maneira semelhante ao que fizemos no Caṕıtulo 2, estudaremos a norma do

espaço `q,p 〈E〉 e mostraremos que, com essa norma, `q,p 〈E〉 é um espaço de Banach.
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Proposição 3.1. A função ‖·‖q,p : `q,p 〈E〉 → [0,∞), dada por

‖(xn)∞n=1‖q,p := sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

(
∞∑
n=1

|ϕn(xn)|q
) 1

q

,

define uma norma em `q,p 〈E〉.

Demonstração: Para cada x = (xn)∞n=1 ∈ `q,p 〈E〉, definamos o operador

Tx : `wp∗(E
′) −→ `q

(ϕn)∞n=1 7−→ (ϕn(xn))∞n=1

.

Como x ∈ `q,p 〈E〉, segue que Tx está bem definido. É trivial mostrar que Tx é linear. A

fim de garantir que a função ‖·‖q,p está bem definida, mostremos que Tx é cont́ınuo para

cada x ∈ `q,p 〈E〉.
Seja (ϕk, Tx(ϕ

k))∞k=1 uma sequência convergente em `wp∗(E
′)×`q, digamos (ϕk, Tx(ϕ

k))→
(ϕ, y), ou seja,

(ϕkn)∞n=1 = ϕk
k−→ ϕ = (ϕn)∞n=1 em `wp∗(E

′), e

(ϕkn(xn))∞n=1 = Tx(ϕ
k) −→ y = (yn)∞n=1 em `q.

(3.1)

Pela Observação 2.14 segue de (3.1) que

ϕkn
k−→ ϕn em E ′, para todo n ∈ N, e

ϕkn(xn)
k−→ yn em K, para todo n ∈ N.

(3.2)

Por (3.2), ϕkn(x)
k→ ϕn(x) para todo n ∈ N e todo x ∈ E. Em particular, ϕkn(xn)

k→ ϕn(xn)

para todo n ∈ N. Por unicidade, ϕn(xn) = yn para todo n ∈ N, donde

(ϕkn(xn))∞n=1 = Tx(ϕ
k) −→ y = (yn)∞n=1 = (ϕn(xn))∞n=1 = Tx(ϕ).

Consequentemente, o gráfico de Tx é fechado e, portanto, Tx é cont́ınuo para todo x ∈
`q,p 〈E〉.

Para concluir, mostremos que ‖·‖q,p satisfaz as condições N1, N2 e N3 da Definição

1.1:

N1) É claro que ‖(xn)∞n=1‖q,p ≥ 0 para toda sequência (xn)∞n=1 ∈ `q,p 〈E〉 e que ‖0‖q,p = 0.

Seja (xn)∞n=1 ∈ `q,p 〈E〉 tal que ‖(xn)∞n=1‖q,p = 0. Pela Observação 2.15, (ϕδij)
∞
i=1 ∈ `wp∗(E ′),

onde δij é o delta de Kronecker, para todos ϕ ∈ E ′ e j ∈ N. Se ϕ ∈ BE′ , então

‖(ϕδij)∞i=1‖w,p∗ = sup
ψ∈BE′′

|ψ(ϕ)| = ‖ϕ‖ ≤ 1
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para todo j ∈ N. Logo,

‖xj‖ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(xj)| = sup
(ϕδij)∞i=1∈B`w

p∗ (E
′)

‖(ϕδi,j(xi))∞i=1‖q

≤ sup
(ϕj)∞j=1∈B`w

p∗ (E
′)

∥∥(ϕj(xj))
∞
j=1

∥∥
q

=
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
q,p

= 0,

para todo j ∈ N. Portanto, (xn)∞n=1 = 0.

N2) Sejam λ ∈ K e (xn)∞n=1 ∈ `q,p 〈E〉. Então,

‖λ(xn)∞n=1‖q,p = ‖(λxn)∞n=1‖q,p = sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

‖(ϕn(λxn))∞n=1‖q

= |λ| sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

‖(ϕn(xn))∞n=1‖q = |λ| ‖(xn)∞n=1‖q,p .

N3) Sejam (an)∞n=1, (bn)∞n=1 ∈ `q,p 〈E〉. Então,

‖(an)∞n=1 + (bn)∞n=1‖q,p = ‖(an + bn)∞n=1‖q,p = sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

‖(ϕn(an + bn))∞n=1‖q

= sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

‖(ϕn(an))∞n=1 + (ϕn(bn))∞n=1‖q

≤ sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

(
‖(ϕn(an))∞n=1‖q + ‖(ϕn(bn))∞n=1‖q

)
≤ sup

(ϕn)∞n=1∈B`w
p∗ (E

′)

‖(ϕn(an))∞n=1‖q + sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

‖(ϕn(bn))∞n=1‖q

= ‖(an)∞n=1‖q,p + ‖(bn)∞n=1‖q,p .

�

No artigo [14], o autor não estabelece nenhuma relação de inclusão entre o espaço de

sequências `q,p 〈E〉 para diferentes valores de parâmetros nem com os demais espaços de

sequências conhecidos. Até onde sabemos, a proposição a seguir trata-se de uma primeira

abordagem dessa questão.

Proposição 3.2. Sejam E um espaço de Banach e 1 ≤ p, q, p1, p2, q1, q2 ≤ ∞.

(a) Se q1 ≤ q2, então `q1,p 〈E〉
1
↪→ `q2,p 〈E〉 para todo p.

(b) Se p1 ≤ p2, então `q,p1 〈E〉
1
↪→ `q,p2 〈E〉 para todo q.

(c) Se 1 < p ≤ ∞, então `1,p 〈E〉
1
↪→ `p(E) e para p = 1 temos `1,p 〈E〉 = `p(E).

(d) Se 1 < q ≤ ∞, então `q,1 〈E〉
1
↪→ `q(E) e para q = 1 temos `q,1 〈E〉 = `q(E).
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(e) `q,p 〈E〉
1
↪→ `∞(E) para todos q e p.

Demonstração: (a) Seja (xi)
∞
i=1 ∈ `q1,p 〈E〉. Então

∑∞
i=1 |ϕi(xi)|

q1 < ∞ para toda

(ϕi)
∞
i=1 ∈ `wp∗(E ′). Pela Proposição 2.13,

∞∑
i=1

|ϕi(xi)|q2 ≤
∞∑
i=1

|ϕi(xi)|q1 ,

para toda (ϕi)
∞
i=1 ∈ `wp∗(E ′). Portanto (xi)

∞
i=1 ∈ `q2,p 〈E〉 e ‖(xi)∞i=1‖q2,p ≤ ‖(xi)

∞
i=1‖q1,p.

(b) p1 ≤ p2 implica p∗2 ≤ p∗1. Dáı, pela Proposição 2.12, `wp∗2(E ′) ⊆ `wp∗1(E ′). Logo, se

(xi)
∞
i=1 ∈ `q,p1 〈E〉 teremos

‖(xi)∞i=1‖q,p2 = sup
(ϕi)∞i=1∈B`w

p∗2
(E′)

(
∞∑
i=1

|ϕi(xi)|q
) 1

q

≤ sup
(ϕi)∞i=1∈B`w

p∗1
(E′)

(
∞∑
i=1

|ϕi(xi)|q
) 1

q

= ‖(xi)∞i=1‖q,p1 .

(c) Sejam (xi)
∞
i=1 ∈ `1,p 〈E〉 e 1 < p < ∞. Então

∑∞
i=1 |ϕi(xi)| < ∞ para toda (ϕi)

∞
i=1 ∈

`wp∗(E
′), donde ∣∣∣∣∣

∞∑
i=1

ϕi(xi)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
i=1

|ϕi(xi)| <∞, (3.3)

para toda (ϕi)
∞
i=1 ∈ `wp∗(E ′). Pelas Proposições A.4 e 2.13 e por (3.3), segue que

‖(xi)∞i=1‖p = sup
ψ∈B(`p(E))′

|ψ((xi)
∞
i=1)| = sup

(ϕi)∞i=1∈B`p∗ (E′)

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

ϕi(xi)

∣∣∣∣∣
≤ sup

(ϕi)∞i=1∈B`w
p∗ (E

′)

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

ϕi(xi)

∣∣∣∣∣ ≤ sup
(ϕi)∞i=1∈B`w

p∗ (E
′)

∞∑
i=1

|ϕi(xi)|

= ‖(xi)∞i=1‖1,p .

Portanto, `1,p 〈E〉
1
↪→ `p(E). O caso p =∞ é contemplado no item (e).

Seja (xi)
∞
i=1 ∈ `1(E). Como

∞∑
i=1

|ϕi(xi)| ≤
∞∑
i=1

‖ϕi‖ ‖xi‖

≤
∞∑
i=1

‖(ϕn)∞n=1‖∞ ‖xi‖ ≤
∞∑
i=1

‖xi‖ <∞,
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para toda (ϕi)
∞
i=1 ∈ B`w∞(E′) = B`∞(E′), temos

‖(xi)∞i=1‖1,1 = sup
(ϕi)∞i=1∈B`∞(E′)

∞∑
i=1

|ϕi(xi)| ≤ ‖(xi)∞i=1‖1 .

Por outro lado, se (xi)
∞
i=1 ∈ `1,1 〈E〉, considere a sequência (ψi)

∞
i=1 ∈ B`∞(E′) dada por

ψi =

0, caso xi = 0,

funcional γi tal que ‖γi‖ = 1 e γi(xi) = ‖xi‖, caso xi 6= 0,
(3.4)

Sequência esta constrúıda com o aux́ılio do Teorema de Hahn-Banach. Com isso, temos

‖(xi)∞i=1‖1 =
∞∑
i=1

‖xi‖ =
∞∑
i=1

|ψi(xi)|

≤ sup
(ϕi)∞i=1∈B`∞(E′)

∞∑
i=1

|ϕi(xi)| = ‖(xi)∞i=1‖1,1 ,

e portanto `1,1 〈E〉 = `1(E).

(d) O caso q = 1 segue do item anterior e o caso q =∞ é contemplado no item (e). Seja

1 < q <∞. Para cada (xi)
∞
i=1 ∈ `q,1 〈E〉, seja (ψi)

∞
i=1 constrúıda como em (3.4). Temos,

‖(xi)∞i=1‖q =

(
∞∑
i=1

‖xi‖q
) 1

q

=

(
∞∑
i=1

|ψi(xi)|q
) 1

q

≤ sup
(ϕi)∞i=1∈B`w∞(E′)

(
∞∑
i=1

|ϕi(xi)|q
) 1

q

= ‖(xi)∞i=1‖q,1 ,

o que conclui a prova de (d).

(e) Seja (xi)
∞
i=1 ∈ `q,p 〈E〉. Então,

‖xj‖ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(xj)| = sup
(ϕδij)∞i=1∈B`w

p∗ (E
′)

‖(ϕδi,j(xi))∞i=1‖q

≤ sup
(ϕi)∞i=1∈B`w

p∗ (E
′)

‖(ϕi(xi))∞i=1‖q = ‖(xi)∞i=1‖q,p ,

para todo j ∈ N. Assim conclúımos que `q,p 〈E〉
1
↪→ `∞(E). �

Observação 3.3. Não conseguimos estabelecer uma relação entre o espaço `q,p 〈E〉 e os

espaços `p(E) e/ou `q(E) para p, q > 1.

Proposição 3.4. Seja E um espaço de Banach. Então (`q,p 〈E〉 , ‖·‖q,p) é um espaço de

Banach.
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Demonstração: Seja (xk)∞k=1 uma sequência absolutamente somável em `q,p 〈E〉, isto é,∑∞
k=1

∥∥xk∥∥
q,p
< ∞ com xk = (xkn)∞n=1 ∈ `q,p 〈E〉 para todo k ∈ N. Pela Observação 1.24,

basta mostrar que
∑∞

k=1 x
k converge em `q,p 〈E〉. Dividiremos a nossa demonstração em

dois casos:

Caso 1: q = 1.

Da Proposição 3.2 temos
∥∥xkn∥∥E ≤ ∥∥xk∥∥∞ ≤ ∥∥xk∥∥q,p para todos k, n ∈ N, donde

∞∑
k=1

∥∥xkn∥∥E ≤ ∞∑
k=1

∥∥xk∥∥
q,p
<∞, (3.5)

para todo n ∈ N. Pela Observação 1.24 e a completude de E, para cada n ∈ N, tem-se∑∞
k=1 x

k
n = xn, onde xn ∈ E. Logo, basta mostrar que (

∑∞
k=1 x

k
n)∞n=1 = (xn)∞n=1 ∈ `1,p 〈E〉

e que
∑∞

k=1 x
k = (xn)∞n=1.

Note que, pelo Critério de Comparação, (3.5) implica∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ϕn(xkn)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

∣∣ϕn(xkn)
∣∣ <∞, (3.6)

para todos n ∈ N e ϕn ∈ E ′, pois para todo j ∈ N,∣∣∣∣∣
j∑

k=1

ϕn(xkn)

∣∣∣∣∣ ≤
j∑

k=1

∣∣ϕn(xkn)
∣∣ ≤ ‖ϕn‖ j∑

k=1

∥∥xkn∥∥E .
Além disso, pela continuidade de ϕn,

∑∞
k=1 x

k
n = limj

∑j
k=1 x

k
n = xn implica em

ϕn(xn) = lim
j
ϕn

(
j∑

k=1

xkn

)

= lim
j

j∑
k=1

ϕn(xkn) =
∞∑
k=1

ϕn(xkn),

(3.7)

para todo n ∈ N.

Seja (N,P(N), µ) o espaço de medida onde P(N) é a σ-álgebra das partes de N e µ é

a medida de contagem. De (3.6), a função

f : N −→ R

n 7−→
∞∑
k=1

∣∣ϕn(xkn)
∣∣

está bem definida. Sejam ψk, fj : N→ R dadas por ψk(n) =
∣∣ϕn(xkn)

∣∣ e fj(n) =
∑j

k=1

∣∣ϕn(xkn)
∣∣

para todos k, j ∈ N. Então, fj =
∑j

k=1 ψk e fj ≤ fj+1 para todo j ∈ N. Por cons-
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trução, fj(n)
j→ f(n) para todo n ∈ N. Pelo Teorema da Convergência Monótona (veja o

Apêndice A, Teorema A.8),

∫
N
fdµ = lim

j

∫
N
fjdµ = lim

j

∫
N

(
j∑

k=1

ψk

)
dµ

= lim
j

j∑
k=1

∫
N
ψkdµ =

∞∑
k=1

∫
N
ψkdµ

donde, pela Proposição A.9, obtemos

∞∑
n=1

(
∞∑
k=1

∣∣ϕn(xkn)
∣∣) =

∞∑
n=1

f(n) =

∫
N
fdµ =

∞∑
k=1

∫
N
ψkdµ

=
∞∑
k=1

(
∞∑
n=1

ψk(n)

)
=
∞∑
k=1

(
∞∑
n=1

∣∣ϕn(xkn)
∣∣) . (3.8)

De (3.6), (3.7) e (3.8), obtemos que

∞∑
n=1

|ϕn(xn)| =
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ϕn(xkn)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

(
∞∑
k=1

∣∣ϕn(xkn)
∣∣)

=
∞∑
k=1

(
∞∑
n=1

∣∣ϕn(xkn)
∣∣) ≤ ∞∑

k=1

∥∥xk∥∥
1,p
<∞,

para toda sequência (ϕn)∞n=1 ∈ B`w
p∗ (E′). Consequentemente, (xn)∞n=1 ∈ `1,p 〈E〉. Como a

série
∑∞

k=1

∥∥xk∥∥
1,p

é convergente, temos

∥∥∥∥∥(xn)∞n=1 −
j∑

k=1

xk

∥∥∥∥∥
1,p

=

∥∥∥∥∥∥
(

∞∑
k=j+1

xkn

)∞
n=1

∥∥∥∥∥∥
1,p

= sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

(
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣ϕn
(

∞∑
k=j+1

xkn

)∣∣∣∣∣
)

≤ sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

(
∞∑
n=1

∞∑
k=j+1

∣∣ϕn(xkn)
∣∣)

(3.8)
= sup

(ϕn)∞n=1∈B`w
p∗ (E

′)

(
∞∑

k=j+1

∞∑
n=1

∣∣ϕn(xkn)
∣∣)

≤
∞∑

k=j+1

 sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

(
∞∑
n=1

∣∣ϕn(xkn)
∣∣)

=
∞∑

k=j+1

∥∥xk∥∥
1,p

j−→ 0,
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donde
∑∞

k=1 x
k = (xn)∞n=1.

Caso 2: q > 1.

Como (`q)
′ = `q∗ , temos

‖(ϕn(xn))∞n=1‖q = sup
ψ∈B(`q)′

|ψ((ϕn(xn))∞n=1)| = sup
(θn)∞n=1∈B`q∗

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

θnϕn(xn)

∣∣∣∣∣ .
Assim,

‖(xn)∞n=1‖q,p = sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

‖(ϕn(xn))∞n=1‖q

= sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

(
sup

(θn)∞n=1∈B`q∗

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

θnϕn(xn)

∣∣∣∣∣
)
.

(3.9)

Como no Caso 1, devemos mostrar que (
∑∞

k=1 x
k
n)∞n=1 = (xn)∞n=1 ∈ `q,p 〈E〉 e que

∑∞
k=1 x

k =

(xn)∞n=1. Sejam (θn)∞n=1 ∈ B`q∗ e (ϕn)∞n=1 ∈ B`w
p∗ (E′). De (3.6), segue que a função

g : N −→ R

n 7−→
∞∑
k=1

|θn|
∣∣ϕn(xkn)

∣∣ = |θn|
∞∑
k=1

∣∣ϕn(xkn)
∣∣

está bem definida. Sejam ξk, gj : N→ R funções dadas por ξk(n) = |θn|
∣∣ϕn(xkn)

∣∣ e gj(n) =∑j
k=1 |θn|

∣∣ϕn(xkn)
∣∣ para todos k, j ∈ N. Então, gj =

∑j
k=1 ξk, gj ≤ gj+1 para todo j ∈ N, e,

por construção, gj(n)→ g(n) para todo n ∈ N. Pelo Teorema da Convergência Monótona,

∫
N
gdµ = lim

j

∫
N
gjdµ = lim

j

∫
N

(
j∑

k=1

ξk

)
dµ

= lim
j

j∑
k=1

∫
N
ξkdµ =

∞∑
k=1

∫
N
ξkdµ.

Assim, pela Proposição A.9,

∞∑
n=1

(
∞∑
k=1

|θn|
∣∣ϕn(xkn)

∣∣) =
∞∑
n=1

g(n) =

∫
N
gdµ =

∞∑
k=1

∫
N
ξkdµ (3.10)

=
∞∑
k=1

(
∞∑
n=1

ξk(n)

)
=
∞∑
k=1

(
∞∑
n=1

|θn|
∣∣ϕn(xkn)

∣∣) .
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Adaptando o racioćınio usado em (3.6) e (3.7), temos∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

θnϕn(xkn)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

|θn|
∣∣ϕn(xkn)

∣∣ <∞, (3.11)

para todos n ∈ N e ϕn ∈ E ′. Além disso,

θnϕn(xn) =
∞∑
k=1

θnϕn(xkn), (3.12)

para todo n ∈ N. Por (3.10), (3.11), (3.12) e pela desigualdade de Hölder, obtemos∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

θnϕn(xn)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|θnϕn(xn)| =
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

θnϕn(xkn)

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
n=1

(
∞∑
k=1

|θn|
∣∣ϕn(xkn)

∣∣) =
∞∑
k=1

(
∞∑
n=1

|θn|
∣∣ϕn(xkn)

∣∣)

≤
∞∑
k=1

(
‖(θn)∞n=1‖q∗

∥∥(ϕn(xkn))∞n=1

∥∥
q

)
≤

∞∑
k=1

(
‖(θn)∞n=1‖q∗

∥∥xk∥∥
q,p

)
= ‖(θn)∞n=1‖q∗

∞∑
k=1

∥∥xk∥∥
q,p
<∞,

para todas (θn)∞n=1 ∈ B`q∗ e (ϕn)∞n=1 ∈ B`w
p∗ (E′). Logo, por (3.9),

‖(xn)∞n=1‖q,p = sup
‖(θn)∞n=1‖q∗ ,‖(ϕn)∞n=1‖w,p∗≤1

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

θnϕn(xn)

∣∣∣∣∣ <∞
e assim (xn)∞n=1 ∈ `q,p 〈E〉. �

3.2 Espaço das Sequências Cohen Fortemente

p-somáveis

Sejam E um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞. Uma sequencia (xn)∞n=1 em E é Cohen

fortemente p-somável se a série
∑∞

n=1 |ϕn(xn)| convergir para toda (ϕn)∞n=1 ∈ `wp∗(E
′),

com 1
p

+ 1
p∗

= 1. Originalmente, não foi essa a definição dada por Cohen em [8]. Lá, uma

sequência (xn)∞n=1 em E é Cohen fortemente p-somável se a série
∑∞

n=1 ϕn(xn) convergir

para toda (ϕn)∞n=1 ∈ `wp∗(E ′). No entanto, em [7], Campos mostrou que essas definições são

equivalentes. Denotamos por `p 〈E〉 o conjunto de todas as sequências Cohen fortemente
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p-somáveis em E, isto é,

`p 〈E〉 =

{
(xn)∞n=1 ∈ EN :

∞∑
n=1

|ϕn(xn)| <∞, ∀ (ϕn)∞n=1 ∈ `wp∗(E ′)

}
.

Verifica-se facilmente que, com as operações usuais de sequências, `p 〈E〉 é um espaço

vetorial. Note que `p 〈E〉 = `1,p 〈E〉, isto é, as sequências Cohen fortemente somáveis são

um caso particular do que vimos na Seção 3.1. Assim, como já demonstrado, (`p 〈E〉 , ‖·‖1,p)

é um espaço de Banach. A propósito, esta também não foi a norma introduzida por Cohen

em [8]. Ele definiu uma norma em `p 〈E〉 pela expressão

σp((xn)∞n=1) = sup
(ϕn)∞n=1∈B`w

p∗ (E
′)

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

ϕn(xn)

∣∣∣∣∣ .
Porém, em [18], Nogueira mostrou que ‖(xn)∞n=1‖1,p = σp((xn)∞n=1). Dessa maneira, fare-

mos uso das duas expressões indistintamente ao longo do texto.

A próxima proposição segue imediatamente como caso particular da Proposição 3.2.

Proposição 3.5. Sejam E um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ ∞.

(i) Se 1 < p ≤ ∞, então `p 〈E〉
1
↪→ `p(E).

(ii) Se p = 1, então `p 〈E〉 = `p(E).

3.3 Operadores Lineares Cohen Fortemente

p-somantes

Sejam E,F espaços de Banach e 1 < p ≤ ∞. Um operador T ∈ L(E,F ) é dito Cohen

fortemente p-somante quando

(T (xn))∞n=1 ∈ `p 〈F 〉 sempre que (xn)∞n=1 ∈ `p(E),

isto é, quando o operador

T̂ : `p(E) −→ `p 〈F 〉

(xn)∞n=1 7−→ (T (xn))∞n=1

está bem definido (e neste caso é claramente linear).

Denotamos por Dp(E,F ) o conjunto dos operadores Cohen fortemente p-somantes de

E em F . Pela Proposição 3.5 e por (2.9), D1(E,F ) = L(E,F ). Este é o motivo de termos

exclúıdo o caso p = 1 na definição acima.
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Observação 3.6. Um fato curioso neste caṕıtulo, como será visto nas demonstrações

de resultados a seguir, é que embora estejamos lidando com operadores lineares, faz-se

necessário alguns resultados da teoria de operadores multilineares, como no caso particular

dos operadores bilineares. Sejam E1, . . . , En e F espaços normados, com n ≥ 2. Um

operador T : E1 × · · · × En → F é n-linear (ou multilinear) se é linear em cada variável.

Neste caso, T é cont́ınuo se, e somente se, existe M > 0 tal que

‖T (x1, . . . , xn)‖ ≤M ‖x1‖ · · · ‖xn‖ , (3.13)

para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ E1 × · · · × En. Não é dif́ıcil verificar que, com as operações

usuais de operadores, o conjunto L(E1, . . . , En;F ) dos operadores n-lineares cont́ınuos é

um espaço vetorial normado, com norma dada por

‖T‖ = sup
x∈BE1×···×En

‖T (x)‖ .

Mais ainda, ‖T‖ é o ı́nfimo das constantes M que satisfazem (3.13). Também vale o

Teorema do Gráfico Fechado para operadores n-lineares, isto é, um operador n-linear T é

cont́ınuo se, e somente se, o gráfico de T é fechado (veja [7]).

Vamos demonstrar algumas caracterizações para operadores Cohen fortemente p-somantes.

Proposição 3.7. Para T ∈ L(E,F ) e 1 < p ≤ ∞, são equivalentes:

(i) T é Cohen fortemente p-somante.

(ii) Existe uma constante C > 0 tal que

∞∑
n=1

|ϕn(T (xn))| ≤ C ‖(xn)∞n=1‖p ‖(ϕn)∞n=1‖w,p∗ ,

sempre que (xn)∞n=1 ∈ `p(E) e (ϕn)∞n=1 ∈ `wp∗(F ′).

(iii) Existe uma constante C > 0 tal que

m∑
n=1

|ϕn(T (xn))| ≤ C ‖(xn)mn=1‖p ‖(ϕn)mn=1‖w,p∗ , (3.14)

para todos m ∈ N, xn ∈ E e ϕn ∈ F ′, n = 1, . . . ,m.

Demonstração: (i)⇒(ii) Seja T : E → F um operador Cohen fortemente p-somante.

Então o operador (linear) induzido T̂ : `p(E)→ `p 〈F 〉 está bem definido e assim o opera-
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dor

T̃ : `wp∗(F
′)× `p(E) −→ `1

((ϕn)∞n=1, (xn)∞n=1) 7−→ (ϕn(T (xn)))∞n=1

também está bem definido e é bilinear.

Afirmação: T̃ tem gráfico fechado.

De fato, seja (ϕk, xk, T̃ (ϕk, xk))∞k=1 uma sequência em `wp∗(F
′) × `p(E) × `1 tal que

(ϕk, xk, T̃ (ϕk, xk))→ (ϕ, x, y), isto é,

(ϕk, xk) −→ (ϕ, x) em `wp∗(F
′)× `p(E), e

T̃ (ϕk, xk) −→ y em `1,
(3.15)

onde ϕ = (ϕn)∞n=1, x = (xn)∞n=1 e y = (yn)∞n=1. De (3.15), segue que y = limk T̃ (ϕk, xk) =

limk(ϕ
k
n(T (xkn)))∞n=1 e pela Observação 2.14, (3.15) temos

limk ϕ
k
n(T (xkn)) = yn e

limk ϕ
k
n(T (xkn)) = ϕn(T (xn)),

para todo n ∈ N. Por unicidade do limite, ϕn(T (xn)) = yn para todo n ∈ N, donde

T̃ (ϕk, xk)
k−→ y = (yn)∞n=1 = (ϕn(T (xn)))∞n=1 = T̃ (ϕ, x).

Portanto, T̃ tem o gráfico fechado e, por isso, é um operador cont́ınuo. Dáı, existe M > 0

tal que

∞∑
n=1

|ϕn(T (xn))| =
∥∥∥T̃ ((ϕn)∞n=1, (xn)∞n=1)

∥∥∥
1
≤M ‖(xn)∞n=1‖p ‖(ϕn)∞n=1‖w,p∗ , (3.16)

para toda (xn)∞n=1 ∈ `p(E) e toda (ϕn)∞n=1 ∈ `wp∗(F ′).
(iii)⇒(ii) Sejam (xn)∞n=1 ∈ `p(E) e (ϕn)∞n=1 ∈ `wp∗(F ′). Se vale (iii), então

∞∑
n=1

|ϕn(T (xn))| = sup
m

m∑
n=1

|ϕn(T (xn))|

≤ sup
m

(
C ‖(xn)mn=1‖p ‖(ϕn)mn=1‖w,p∗

)
= C ‖(xn)∞n=1‖p ‖(ϕn)∞n=1‖w,p∗ .

(ii)⇒(i) e (ii)⇒(iii) são imediatas. �

Para cada T ∈ Dp(E,F ), denotemos por dp(T ) o ı́nfimo das constantes C que satis-
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fazem a desigualdade (3.14). Dados λ ∈ K e A,B ∈ Dp(E,F ), para quaisquer m ∈ N,
xn ∈ E e ϕn ∈ F ′, n = 1, . . . ,m, temos

m∑
n=1

|ϕn((A+ λB)(xn))| ≤
m∑
n=1

|ϕn(A(xn))|+
m∑
n=1

|ϕn(λB(xn))|

=
m∑
n=1

|ϕn(A(xn))|+ |λ|
m∑
n=1

|ϕn(B(xn))|

≤ (dp(A) + |λ| dp(B)) ‖(xn)mn=1‖p ‖(ϕn)mn=1‖w,p∗ .

(3.17)

Portanto Dp(E,F ) é um subespaço vetorial de L(E,F ).

Assim como o espaço Πp,q(E,F ), o espaço Dp(E,F ) não é fechado em L(E,F ) em

geral (Após a leitura do Caṕıtulo 4, veja Apêndice A, Proposição A.7, para compreender

esse fato).

Proposição 3.8. O ı́nfimo das constantes C que satisfazem a desigualdade (3.14) define

uma norma em Dp(E,E), denotada por dp(·). Além disso,
∥∥∥T̃∥∥∥ = dp(T ).

Demonstração: Sejam λ ∈ K e A,B ∈ Dp(E,F ). Mostremos que dp(·) satisfaz as

condições N1, N2 e N3 da Definição 1.1:

N1) É claro que dp(A) ≥ 0 para todo A ∈ Dp(E,F ) e que A = 0 implica dp(A) = 0.

Seja dp(A) = 0. Então, fazendo m = 1 em (3.14), segue que |ϕ(A(x))| = 0 para todos

ϕ ∈ F ′, x ∈ E. Logo, ‖A(x)‖ = supϕ∈BF ′ |ϕ(A(x))| = 0 para todo x ∈ E. Portanto, A = 0.

N2) Fazendo A = 0 em (3.17), obtemos dp(λB) ≤ |λ| dp(B). Por outro lado, de

m∑
n=1

|ϕn(λB(xn))| = |λ|
m∑
n=1

|ϕn(B(xn))| ≤ dp(λB) ‖(xn)mn=1‖p ‖(ϕn)mn=1‖w,p∗

temos |λ| dp(B) ≤ dp(λB). Assim, dp(λB) = |λ| dp(B).

N3) Segue imediatamente de (3.17).

Finalmente, temos dp(T ) ≤
∥∥∥T̃∥∥∥ por (3.16) e que

∥∥∥T̃∥∥∥ ≤ dp(T ) pela desigualdade

∥∥∥T̃∥∥∥ = sup
‖(xn)∞n=1‖p,‖(ϕn)∞n=1‖w,p∗≤1

‖(ϕn(T (xn)))∞n=1‖1

≤ sup
‖(xn)∞n=1‖p,‖(ϕn)∞n=1‖w,p∗≤1

(
dp(T ) ‖(xn)∞n=1‖p ‖(ϕn)∞n=1‖w,p∗

)
= dp(T ).

�
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Observação 3.9. Se T ∈ Dp(E,F ), então
∥∥∥T̂∥∥∥ =

∥∥∥T̃∥∥∥ = dp(T ). De fato,

∥∥∥T̂∥∥∥ = sup
‖(xn)∞n=1‖p≤1

∥∥∥T̂ ((xn)∞n=1)
∥∥∥

1,p
= sup
‖(xn)∞n=1‖p≤1

‖(T (xn))∞n=1‖1,p

= sup
‖(xn)∞n=1‖p≤1

 sup
‖(ϕn)∞n=1‖w,p∗≤1

∞∑
n=1

|ϕn(T (xn))|

 =
∥∥∥T̃∥∥∥ .

3.4 Operadores Lineares Cohen-Khalil Fortemente

(s, r, p)-somantes

Como dissemos anteriormente, embora nosso trabalho lide exclusivamente com opera-

dores lineares, faremos uso de um resultado da teoria dos operadores multilineares para

estabelecer uma inesperada equivalência entre a classe dos operadores Cohen fortemente

p-somantes e a classe dos operadores Cohen-Khalil fortemente (s, r, p)-somantes, que de-

finiremos nesta seção. A referida ferramenta começou a ser desenvolvida por G. Botelho,

D. Pellegrino e P. Rueda em [4], e teve sua versão final apresentada por D. Pellegrino, J.

Santos e J. B. Seoane-Sepúlveda em [19].

Sejam X1, ..., Xn, Y e E1, ..., Er conjuntos não-vazios arbitrários, H uma famı́lia de

funções de X1 × · · · × Xn em Y . Sejam K1, ..., Kt espaços topológicos de Hausdorff

compactos, G1, ..., Gt espaços de Banach e suponha que as aplicações{
Rj : Kj × E1 × · · · × Er ×Gj → [0,∞) , j = 1, ..., t ,

S : H× E1 × · · · × Er ×G1 × · · · ×Gt → [0,∞)

possuam as seguintes propriedades:

1. Para cada x(l) ∈ El e b ∈ Gj, com (j, l) ∈ {1, ..., t} × {1, ..., r}, a aplicação

(Rj)x(1),...,x(r),b : Kj → [0,∞) ,

definida por (Rj)x(1),...,x(r),b(ϕ) = Rj

(
ϕ, x(1), ..., x(r), b

)
, é cont́ınua;

2. As seguintes desigualdades são válidas:{
Rj

(
ϕ, x(1), ..., x(r), ηjb

(j)
)
≤ ηjRj

(
ϕ, x(1), ..., x(r), b(j)

)
S
(
f, x(1), ..., x(r), α1b

(1), ..., αtb
(t)
)
≥ α1...αtS

(
f, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(t)

)
para todos ϕ ∈ Kj, x

(l) ∈ El (com l = 1, ..., r), 0 ≤ ηj, αj ≤ 1, b(j) ∈ Gj,

j = 1, ..., t e f ∈ H.
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Sob essas condições, temos a seguinte definição (veja [19, Definição 4.4]):

Definição 3.10. Sejam 0 < p1, ..., pt, p0 < ∞, com 1
p0

= 1
p1

+ · · · + 1
pt

. Uma aplicação

f : X1 × · · · × Xn → Y em H é R1, ..., Rt-S-abstrato (p1, ..., pt)-somante se existe uma

constante C > 0 tal que(
m∑
i=1

(
S
(
f, x

(1)
i , ..., x

(r)
i , b

(1)
i , ..., b

(t)
i

))p0)1/p0

≤ C

t∏
k=1

sup
ϕ∈Kk

(
m∑
i=1

Rk

(
ϕ, x

(1)
i , ..., x

(r)
i , b

(k)
i

)pk)1/pk

para todos x
(s)
1 , ..., x

(s)
m ∈ Es, b(s)

1 , ..., b
(s)
m ∈ Gl, m ∈ N e (s, l) ∈ {1, ..., r} × {1, ..., t}.

Para a demonstração do próximo teorema veja [19, Teorema 4.6].

Teorema 3.11 (Teorema da Dominação de Pietsch Generalizado). Uma aplicação

f ∈ H é R1, ..., Rt-S-abstrato (p1, ..., pt)-somante se, e somente se, existem uma constante

C > 0 e medidas de probabilidade de Borel µk em Kk, k = 1, ..., t, tais que

S
(
f, x(1), ..., x(r), b(1), ..., b(t)

)
≤ C

t∏
k=1

(∫
Kk

Rk

(
ϕ, x(1), ..., x(r), b(k)

)pk
dµk

)1/pk

,

para todos x(l) ∈ El, l = 1, ..., r e b(k) ∈ Gk, com k = 1, ..., t.

Para cada T ∈ L(E,F ), definamos ΦT : F ′ × E → K pondo ΦT (ϕ, x) := ϕ(T (x)). É

imediato verificar que ΦT ∈ L(F ′, E;K).

Proposição 3.12. Sejam E,F espaços de Banach. Então T ∈ Dp(E,F ) se, e somente

se, existe uma constante C > 0 tal que

m∑
i=1

|ΦT (ϕi, xi)| ≤ C ‖(xi)mi=1‖p ‖(ϕi)
m
i=1‖w,p∗

para todos m ∈ N, xi ∈ E, ϕi ∈ F ′, i = 1, . . . ,m.

Demonstração: Segue imediatamente do Teorema 3.7. �
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Fazendo n = 2 na Definição 3.10 e escolhendo

t = 2 e r = 1

E1 = {0}
K1 = {0} e K2 = BF ′′ munido da topologia fraca-estrela

G1 = E e G2 = F ′

H = L(F ′, E;K)

p0 = 1, p1 = p e p2 = p∗

S : L(F ′, E;K)× {0} × E × F ′ −→ [0,∞),

dada por S(ξ, 0, x, ϕ) = |ξ(ϕ, x)|
R1 : {0} × {0} × E −→ [0,∞), dada por R1(0, 0, x) = ‖x‖
R2 : BF ′′ × {0} × F ′ −→ [0,∞), dada por R2(ψ, 0, ϕ) = |ψ(ϕ)|

(3.18)

conclúımos que (R1)0,x : {0} → [0,∞) e (R2)0,ϕ : BF ′′ → [0,∞) são claramente cont́ınuas,

com

R1(0, 0, η1x) = ‖η1x‖ = η1R1(0, 0, x)

R2(ψ, 0, η2ϕ) = |ψ(η2ϕ)| = η2 |ψ(ϕ)|
S(ξ, 0, α1x, α2ϕ) = |ξ(α2ϕ, α1x)| = α1α2S(ξ, 0, x, ϕ)

para todos (0, 0, x) ∈ {0}×{0}×E, (ψ, 0, ϕ) ∈ BF ′′×{0}×F ′, (ξ, 0, x, ϕ) ∈ L(F ′, E;K)×
{0} × E × F ′ e 0 ≤ η1, η2, α1, α2 ≤ 1, donde

m∑
i=1

S(ΦT , 0, xi, ϕi) =
m∑
i=1

|ΦT (ϕi, xi)|

≤ C ‖(xi)mi=1‖p ‖(ϕi)
m
i=1‖w,p∗

= C sup
ϕ∈B{0}

(
m∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

sup
ψ∈BF ′′

(
m∑
i=1

|ψ(ϕi)|p
∗

) 1
p∗

= C sup
ϕ∈B{0}

(
m∑
i=1

R1(0, 0, xi)
p

) 1
p

sup
ψ∈BF ′′

(
m∑
i=1

R2(ψ, 0, ϕi)
p∗

) 1
p∗

para todo T ∈ Dp(E,F ). Portanto, com as escolhas que fizemos, T ∈ Dp(E,F ) se, e

somente se, ΦT é R1, R2-S-abstrato (p, p∗)-somante. Logo, pelo Teorema 3.11, existem

C > 0 e medidas de probabilidade de Borel µ1, µ2 em {0} e BF ′′ , respectivamente, tais

que

|ΦT (ϕ, x)| = |ϕ(T (x))| ≤ C ‖x‖

(∫
BF ′′

|ψ(ϕ)|p
∗
dµ2(ϕ)

) 1
p∗

(3.19)
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para todos x ∈ E, ϕ ∈ F ′.
Acabamos de demonstrar que vale o

Teorema 3.13 (Dominação de Pietsch para operadores Cohen fortemente so-

mantes). Sejam 1 ≤ p <∞, E e F espaços de Banach, T ∈ L(E,F ). Então T é Cohen

fortemente p-somante se, e somente se, existem uma constante C > 0 e uma medida de

probabilidade de Borel µ em BF ′′ tais que, para cada x ∈ E e cada ϕ ∈ F ′

|ϕ(T (x))| ≤ C ‖x‖

(∫
BF ′′

|ψ(ϕ)|p
∗
dµ(ϕ)

) 1
p∗

. (3.20)

Neste caso, dp(T ) é o ı́nfimo das constantes C que satisfazem (3.20).

Observação 3.14. O teorema acima foi posto aqui nesta seção, em vez de na anterior,

deliberadamente, para o seu uso em comparação à nova classe que será imediatamente

definida.

Definição 3.15. Sejam E, F espaços de Banach, 1 ≤ s, p∗ < ∞ e 1 < r ≤ ∞, com
1
s

= 1
r

+ 1
p∗

e 1
p

+ 1
p∗

= 1. Um operador T ∈ L(E,F ) é dito Cohen-Khalil fortemente

(s, r, p)-somante se o operador induzido

T̂ : `r(E) −→ `s,p 〈E〉

(xn)∞n=1 7−→ (T (xn))∞n=1

está bem definido (e neste caso é claramente linear).

Denotamos por C(s,r;p)(E,F ) o conjunto dos operadores Cohen-Khalil fortemente (s, r, p)-

somantes.

Como aconteceu com as demais classes de operadores estudadas, temos as seguintes

caracterizações:

Proposição 3.16. Sejam T ∈ L(E,F ), 1 ≤ p∗ <∞ e

(s, r) ∈ Γ =

{
(s, r) ∈ [1,∞)× (1,∞] :

1

s
=

1

r
+

1

p∗

}
.

São equivalentes:

(i) T é Cohen-Khalil fortemente (s, r, p)-somante.

(ii) Existe uma constante C > 0 tal que

(
∞∑
i=1

|ϕi(T (xi))|s
) 1

s

≤ C ‖(xi)∞i=1‖r ‖(ϕi)
∞
i=1‖w,p∗
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sempre que (xi)
∞
i=1 ∈ `r(E) e (ϕi)

∞
i=1 ∈ `wp∗(F ′).

(iii) Existe uma constante C > 0 tal que

(
m∑
i=1

|ϕi(T (xi))|s
) 1

s

≤ C ‖(xi)mi=1‖r ‖(ϕi)
m
i=1‖w,p∗

para todos m ∈ N, xi ∈ E, ϕi ∈ F ′, i = 1, . . . ,m.

Demonstração: Análoga à Proposição 3.7. �

Proposição 3.17. Sejam E,F espaços de Banach. Então T ∈ C(s,r;p)(E,F ) se, e somente

se, existe uma constante C > 0 tal que

(
m∑
i=1

|ΦT (ϕi, xi)|s
) 1

s

≤ C ‖(xi)mi=1‖r ‖(ϕi)
m
i=1‖w,p∗

para todos m ∈ N, xi ∈ E, ϕi ∈ F ′, i = 1, . . . ,m.

Demonstração: Segue imediatamente da proposição anterior. �

Observe que, tomando p0 = s, p1 = r, p2 = p∗ e mantendo as outras escolhas em

(3.18), conclúımos que T ∈ C(s,r;p)(E,F ) se, e somente se, ΦT é R1, R2-S-abstrato (r, p∗)-

somante. Dáı, pelo Teorema 3.11, existem C > 0 e uma medida de probabilidade de Borel

µ em BF ′′ tais que

|ΦT (ϕ, x)| = |ϕ(T (x))| ≤ C ‖x‖

(∫
BF ′′

|ψ(ϕ)|p
∗
dµ2(ϕ)

) 1
p∗

, (3.21)

para todos x ∈ E e ϕ ∈ F ′. Com isso, também vale o

Teorema 3.18 (Dominação de Pietsch para operadores Cohen-Khalil forte-

mente somantes). Sejam 1 ≤ p < ∞, E e F espaços de Banach, T ∈ L(E,F ). Então

T é Cohen-Khalil fortemente (s, r, p)-somante se, e somente se, existem uma constante

C > 0 e uma medida de probabilidade de Borel µ em BF ′′ tais que, para cada x ∈ E e

cada ϕ ∈ F ′

|ϕ(T (x))| ≤ C ‖x‖

(∫
BF ′′

|ψ(ϕ)|p
∗
dµ(ϕ)

) 1
p∗

. (3.22)

Como consequência dos Teoremas 3.13 e 3.18, temos o seguinte resultado de coin-

cidência:
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3. Operadores Cohen Fortemente Somantes

Corolário 3.19. Para 1 ≤ p∗ <∞ fixo e quaisquer (s, r) ∈ Γ,

C(s,r;p)(E,F ) = C(1,p;p)(E,F ) = Dp(E,F ).

O resultado que acabamos de obter é um caso particular do próximo teorema, devido

a J. R. Campos [6, Theorem 3.2]:

Teorema 3.20. Seja f : X → Y uma aplicação e sejam

0 < q0, q1, p0, p1, p
∗ <∞

tais que

1

q0

=
1

q1

+
1

p∗
e

1

p0

=
1

p1

+
1

p∗
.

Se (R1)(x,b)(·) é constante para cada x e cada b, então as seguintes afirmações são equi-

valentes:

(i) f é R1, R2-S-abstrato (q1, p
∗)-somante.

(ii) f é R1, R2-S-abstrato (p1, p
∗)-somante.

Demonstração: Pelo Teorema 3.11, f éR1, R2-S-abstrato (q1, p
∗)-somante se, e somente

se, existem uma constante C > 0 e medidas de probabilidade de Borel µi em Ki, i = 1, 2,

tais que

S(f, x, b1, b2) ≤ C
2∏
i=1

(∫
Ki

Ri(ϕ, x, bi)
pidµi

) 1
pi

.

Como, por hipótese,

(∫
K1

R1(ϕ, x, b1)p1dµ1

) 1
p1

= R1(ϕ, x, b1)

para qualquer ϕ ∈ K1 fixo, segue que f é R1, R2-S-abstrato (q1, p
∗)-somante se, e somente

se, existem uma constante C > 0 e uma medida de probabilidade de Borel µ em K2 tais

que

S(f, x, b1, b2) ≤ C (R1(ϕ, x, b1))

(∫
K2

R2(ϕ, x, b2)p
∗
dµ

) 1
p∗

. (3.23)

Por outro lado, aplicando o mesmo argumento ao item (ii), obtemos que f é R1, R2-S-

abstrato (p1, p
∗)-somante se, e somente se, existem uma constante C > 0 e uma medida
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de probabilidade de Borel µ em K2 tais que

S(f, x, b1, b2) ≤ C (R1(ϕ, x, b1))

(∫
K2

R2(ϕ, x, b2)p
∗
dµ

) 1
p∗

. (3.24)

O resultado segue então de (3.23) e (3.24). �
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Caṕıtulo 4

Ideais de Operadores

Neste caṕıtulo, sob o ponto de vista da teoria de ideais de operadores, vamos mostrar,

como anunciamos na introdução de nosso trabalho, que os operadores Cohen fortemente

somantes são adjuntos de operadores absolutamente somantes, e vice-versa. Antes disso,

faremos uma introdução à teoria dos ideais de operadores tendo como principais referências

os trabalhos [9], [22] e [20]. Faremos uso, também, de resultados de pesquisas recentes

que nos conduzem de maneira mais objetiva a resultados que buscamos.

4.1 Ideais de Banach

Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe L de todos os operadores lineares

cont́ınuos entre espaços de Banach tal que, para todos espaços de Banach E e F , suas

componentes I(E,F ) := L(E,F ) ∩ I gozam das seguintes propriedades:

(i) I(E,F ) é um subespaço vetorial de L(E,F ) tal que F(E,F ) ⊆ I(E,F ).

(ii) A propriedade de ideal: se v ∈ L(F0, F ), T ∈ I(E0, F0) e u ∈ L(E,E0), então a

composição v ◦ T ◦ u pertence a I(E,F ).

Dizemos que I é um ideal normado, se existe uma função ‖·‖I : I → [0,∞) tal que

(a) ‖·‖I restrita à componente I(E,F ) é uma norma, para todos espaços de Banach E

e F .

(b) O funcional idK é tal que ‖idK‖I = 1.

(c) ‖T1 ◦ T2 ◦ T3‖I ≤ ‖T1‖ ‖T2‖I ‖T3‖, sempre que T1 ∈ L(F0, F ), T2 ∈ I(E0, F0) e T3 ∈
L(E,E0).

70



4. Ideais de Operadores

Além disso, se todas as componentes I(E,F ) são espaços completos relativamente à norma

‖·‖I , dizemos que (I, ‖·‖I) é um ideal de Banach. Quando todas as componentes I(E,F )

são fechadas em L(E,F ) com relação à norma usual de operadores, dizemos que I é um

ideal fechado. Logo, se I é um ideal fechado, então (I, ‖·‖) é um ideal de Banach.

O teorema a seguir traz uma equivalência da definição de ideal de Banach.

Teorema 4.1. Seja I uma subclasse de L na qual está definida uma função ‖·‖I : I →
[0,∞). Então (I, ‖·‖I) é um ideal de Banach se, e somente se, as seguintes condições

são satisfeitas:

(i) idK ∈ I(K,K) e ‖idK‖I = 1.

(ii) T1◦T2◦T3 ∈ I(E,F ) e ‖T1 ◦ T2 ◦ T3‖I ≤ ‖T1‖ ‖T2‖I ‖T3‖, sempre que T1 ∈ L(F0, F ),

T2 ∈ I(E0, F0) e T3 ∈ L(E,E0).

(iii) Se Tn ∈ I(E,F ) para todo n ∈ N e
∑∞

n=1 ‖Tn‖I < ∞, então T :=
∑∞

n=1 Tn ∈
I(E,F ) e ‖T‖I ≤

∑∞
n=1 ‖Tn‖I.

Demonstração: Se (I, ‖·‖I) é um ideal de Banach, então valem (i), (ii) e (iii) trivial-

mente.

Reciprocamente, suponhamos que valem (i), (ii) e (iii). Sejam A,B ∈ I(E,F ) e λ ∈ K,

com E e F espaços de Banach quaisquer. A aplicação µλ : F → F dada por µλ(y) = λy

é claramente linear, cont́ınua e tal que ‖µλ‖ = |λ|. Logo,

λB = µλ ◦B ◦ idE ∈ I(E,F )

por (ii). Sejam N1 : E → F , N2 : K→ F operadores nulos e ϕ ∈ E ′. Por (i) e (ii),

N1 = N2 ◦ idK ◦ ϕ ∈ I(E,F ).

Mais ainda, ‖N1‖I = 0. Tomando a sequência Tn em (iii) pondo T1 = A, T2 = λB e

Tn = N1, para todo n ≥ 3, conclúımos que A + λB ∈ I(E,F ) e assim I(E,F ) é um

subespaço de L(E,F ), para todos espaços de Banach E e F . Sejam ϕ ∈ E ′, y ∈ F e

Ty : K → F dado por Ty(λ) = λy. É imediato que Ty ∈ L(K, F ) para todo y ∈ F . Note

que

ϕ⊗ y = Ty ◦ idK ◦ ϕ,

logo ϕ ⊗ y ∈ I(E,F ) por (i) e (ii), e pela Proposição 1.15 temos F(E,F ) ⊆ I(E,F ),

para todos espaços de Banach E e F . A propriedade de ideal é satisfeita por (ii). Agora,
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4. Ideais de Operadores

mostremos que a função ‖·‖I restrita a I(E,F ) satisfaz as condições de norma, para todos

espaços de Banach E e F :

N1) ‖·‖I é não negativa por hipótese. Também já observamos que ‖T‖I = 0 se T = 0.

Seja T ∈ I(E,F ) tal que ‖T‖I = 0. Se T não for o operador nulo, então existe x0 ∈ E tal

que T (x0) 6= 0. Assim, existe ψ ∈ F ′ tal que ‖ψ‖ = 1 e ψ(T (x0)) = ‖T (x0)‖. É simples

mostrar que a aplicação ξ : K→ E dada por ξ(λ) = λ
‖T (x0)‖x0 pertence a L(K, E). Logo,

ψ ◦ T ◦ ξ(λ) = ψ
(

λ
‖T (x0)‖T (x0)

)
= λ = idK(λ) para todo λ ∈ K. Por (ii),

‖idK‖I = ‖ψ ◦ T ◦ ξ‖I ≤ ‖ψ‖ ‖T‖I ‖ξ‖ = 0,

contradizendo (i). Portanto, T = 0.

N2) Sejam T ∈ I(E,F ) e λ ∈ K. Como λT = µλ ◦ T ◦ idE, segue por (ii) que

‖λT‖I ≤ ‖µλ‖ ‖T‖I ‖idE‖ = |λ| ‖T‖I .

Para obter a desigualdade contrária, basta considerar o operador µ 1
λ

: F → F dado por

µ 1
λ
(y) = 1

λ
y, onde λ 6= 0. Claramente, µ 1

λ
também é linear, cont́ınuo e

∥∥∥µ 1
λ

∥∥∥ = 1
|λ| . Da

igualdade T = µ 1
λ
◦ λT ◦ idE, obtemos que |λ| ‖T‖I ≤ ‖λT‖I , novamente por (ii).

N3) segue-se de (iii).

Resta mostrar que I(E,F ) é um espaço completo com relação a norma ‖·‖I , para

todos espaços de Banach E e F , mas isso é uma consequência imediata do item (iii)

juntamente com a Proposição 1.23. Portanto, (I, ‖·‖I) é um ideal de Banach. �

Proposição 4.2. Sejam E e F espaços de Banach e (I, ‖·‖I) um ideal normado. Então

(a) ‖T‖ ≤ ‖T‖I para todo T ∈ I(E,F ).

(b) ‖ϕ⊗ y‖I = ‖ϕ‖ ‖y‖.

Demonstração: (a) Sejam T ∈ I(E,F ), ϕ ∈ F ′, x ∈ E e λ ∈ K. De ϕ(T (x))idK(λ) =

ϕ(T (x))λ e ϕ◦T◦idK⊗x(λ) = ϕ(T (λx)) = ϕ(T (x))λ, segue que as funções ϕ(T (x))idK : K→
K e ϕ ◦ T ◦ idK ⊗ x : K→ K são iguais para todo x ∈ E. Logo,

|ϕ(T (x))| = ‖ϕ(T (x))idK‖I = ‖ϕ ◦ T ◦ idK ⊗ x‖I
≤ ‖ϕ‖ ‖T‖I ‖idK ⊗ x‖ = ‖ϕ‖ ‖T‖I ‖x‖ ,

para todos ϕ ∈ F ′ e x ∈ E. Tomando o supremo sobre ϕ e sobre x nas bolas de seus

respectivos espaços, temos

‖T‖ = sup
x∈BE

‖T (x)‖ ≤ sup
x∈BE

(‖T‖I ‖x‖) = ‖T‖I .
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(b) Sejam y ∈ F , ϕ ∈ E ′ e Ty ∈ L(K, F ) o operador dado por Ty(λ) = λy. Então

ϕ⊗ y = Ty ◦ idK ◦ ϕ e assim

‖ϕ⊗ y‖I = ‖Ty ◦ idK ◦ ϕ‖I ≤ ‖Ty‖ ‖idK‖I ‖ϕ‖ = ‖y‖ ‖ϕ‖ .

A desigualdade contrária se obtém diretamente pelo item (a), ‖ϕ⊗ y‖I = ‖ϕ‖ ‖y‖. �

Seja I um ideal de operadores. Definimos o fecho de I, que será denotado por I, pondo

I(E,F ) := I(E,F ) para todos espaços de Banach E e F , onde o fecho será tomado em

relação à norma usual de operadores.

Proposição 4.3. Seja I um ideal de operadores. Então (I, ‖·‖) é um ideal de Banach.

Demonstração: Basta mostrar que I é um ideal, pois, neste caso, (I, ‖·‖) é um ideal

normado e, como I(E,F ) := I(E,F ), de Banach com a norma usual. Sejam E e F espaços

de Banach. I(E,F ) é um subespaço de L(E,F ) pois todo elemento de I(E,F ) é limite

de operadores lineares cont́ınuos de E em F . Além disso, F(E,F ) ⊆ I(E,F ) ⊆ I(E,F ).

Mostremos que I tem a propriedade de ideal. Sejam A ∈ L(F0, F ), T ∈ I(E0, F0) e

B ∈ L(E,E0), com E0 e F0 espaços de Banach. Seja (Tn)∞n=1 uma sequência em I(E0, F0)

tal que Tn → T . Então (A ◦ Tn ◦ B)∞n=1 é uma sequência em I(E,F ), pois, por hipótese,

I é um ideal. Note que

‖A ◦ Tn ◦B(x)− A ◦ T ◦B(x)‖ = ‖A(Tn(B(x))− T (B(x)))‖

= ‖A ◦ (Tn − T )(B(x))‖ ≤ ‖A‖ ‖Tn − T‖ ‖B‖ ‖x‖

para todos x ∈ E e n ∈ N. Tomando o supremo sobre x ∈ BE, obtemos

‖A ◦ Tn ◦B − A ◦ T ◦B‖ = sup
x∈BE

‖(A ◦ Tn ◦B − A ◦ T ◦B)(x)‖ ≤ ‖A‖ ‖Tn − T‖ ‖B‖

para todo n ∈ N. Como ‖Tn − T‖ → 0, segue que A ◦ Tn ◦ B → A ◦ T ◦ B e, por isso,

A ◦ T ◦B ∈ I(E,F ). Assim, I é um ideal de operadores. �

Exemplo 4.4. A classe F é um ideal de operadores. De fato, dados A,B ∈ F(E,F ),

com E e F Banach, e λ ∈ K, existem n, k ∈ N, ϕi, ψj ∈ E ′, yi, zj ∈ F, i = 1, · · · , n,

j = 1, · · · , k, tais que

A =
n∑
i=1

ϕi ⊗ yi e λB =
k∑
j=1

λψj ⊗ zj,

pela Proposição 1.15. Logo, A + λB =
∑n

i=1 ϕ ⊗ yi +
∑k

j=1 λψj ⊗ zj donde A + λB ∈
F(E,F ), novamente pela Proposição 1.15. Assim, F(E,F ) é um subespaço de L(E,F )
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que contém, por definição, os operadores lineares cont́ınuos de posto finito, para todos

espaços de Banach E e F . Vejamos, agora, que F tem a propriedade de ideal. Sejam

A ∈ L(F0, F ), T ∈ F(E0, F0) e B ∈ L(E,E0). Pela Proposição 1.15, T =
∑n

i=1 ϕi ⊗ yi
para alguns n ∈ N e ϕi ∈ E ′0, yi ∈ F0. Dáı,

A ◦ T ◦B(x) = A

(
n∑
i=1

ϕi(B(x))yi

)

=
n∑
i=1

ϕi(B(x))A(yi) =
n∑
i=1

ϕi ⊗ A(yi)(B(x)),

para todo x ∈ E. Logo, A◦T ◦B(E) ⊆ [A(y1), . . . , A(yn)] e, portanto, A◦T ◦B ∈ F(E,F ).

Proposição 4.5. (F , ‖·‖) não é um ideal de Banach.

Demonstração: Seja T : c0 → `1 o operador dado por T ((λi)
∞
i=1) =

(
λi
2i

)∞
i=1

. Como

n∑
i=1

∣∣∣∣λi2i

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=1

‖(λi)ni=1‖∞
2i

= ‖(λi)∞i=1‖∞
n∑
i=1

1

2i
,

para todo n ∈ N, fazendo n→∞, segue que
∑n

i=1

∣∣λi
2i

∣∣ <∞, donde T está bem definido.

É simples mostrar que T ∈ L(c0, `1). Para cada n ∈ N, definamos Tn : c0 → `1 pondo

Tn((λi)
∞
i=1) =

(
λi
2i

)n
i=1

.

Tn é claramente linear, cont́ınuo e, como Tn(c0) ⊆ [e1, . . . , en], de posto finito para todo

n ∈ N. Além disso,

‖T − Tn‖ = sup
(λi)∞i=1∈Bc0

‖(T − Tn)((λi)
∞
i=1)‖1

= sup
(λi)∞i=1∈Bc0

∥∥∥∥(λi2i

)∞
i=n+1

∥∥∥∥
1

= sup
(λi)∞i=1∈Bc0

∞∑
i=n+1

|λi|
2i
≤

∞∑
i=n+1

1

2i
n−→ 0.

Portanto, Tn
‖·‖→ T . Note que T (2iei) = ei, para todo i ∈ N, logo T /∈ F(c0, `1), pois T (c0)

contém uma infinidade de vetores linearmente independentes. Portanto, (F , ‖·‖) não é

um ideal de Banach. �

Exemplo 4.6. Um operador T ∈ L(E,F ), com E e F Banach, é dito aproximável, se

existe uma sequência (Tn)∞n=1 em F(E,F ) tal que Tn
‖·‖→ T . Denotamos por A(E,F )
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o conjunto formado por todos os operadores aproximáveis de E em F . Observe que

A(E,F ) = F(E,F ) e, portanto, (A, ‖·‖) é um ideal de Banach, pela Proposição 4.3.

Usaremos o conceito de classes de sequências linearmente estáveis introduzido por G.

Botelho e J. R. Campos [3], para mostrar que (Πp, πp(·)) e (Dp, dp(·)) são ideais de Banach:

Uma classe de sequências X é uma aplicação que, a cada espaço de Banach E, faz

corresponder o espaço de Banach X(E) ⊆ EN tal que

c00(E) ⊆ X(E)
1
↪→ `∞(E) e

‖ej‖X(K) = 1, ∀ j ∈ N.

Sejam X e Y classes de sequências. Um operador T ∈ L(E,F ) é dito (X;Y )-somante

se (T (xi))
∞
i=1 ∈ Y (F ) sempre que (xi)

∞
i=1 ∈ X(E). Neste caso, escrevemos T ∈ LX;Y (E,F )

e definimos

‖T‖X;Y :=
∥∥∥T̂∥∥∥

L(X(E),Y (F ))
,

onde T̂ ∈ L(X(E), Y (F )) é o operador induzido.

Uma classe de sequências X é dita linearmente estável se LX;X(E,F )
1
= L(E,F )

para todos os espaços de Banach E e F , isto é, para todo T ∈ L(E,F ) verifica-se que

(T (xi))
∞
i=1 ∈ X(F ) sempre que (xi)

∞
i=1 ∈ X(E) e

∥∥∥T̂∥∥∥ = ‖T‖.

Com as definições acima, temos o seguinte teorema, um dos principais resultados de

[3]:

Teorema 4.7. Sejam X e Y classes de sequências linearmente estáveis tais que X(K)
1
↪→

Y (K). Então (LX;Y , ‖·‖X;Y ) é um ideal de Banach.

Demonstração: Veja [3, Theorem 3.6]. �

Sejam E, F espaços de Banach e X ∈ {`p(·), `wp (·), `p 〈·〉}. É imediato que c00(E) ⊆
X(E) e, pelas Proposições 2.13 e 3.5, X(E)

1
↪→ `∞(E). Também é simples verificar que

‖ei‖X(K) = 1 para todo i ∈ N. Dessa forma, `p(·), `wp (·) e `p 〈·〉 são classes de sequências.

Além disso, para todo T ∈ LX;X(E,F ), sendo x ∈ BE, temos (x, 0, 0, ...) ∈ BX(E) e

portanto ∥∥∥T̂∥∥∥ = sup
(xi)∞i=1∈BX(E)

∥∥∥T̂ ((xi)
∞
i=1)
∥∥∥
X(F )

= sup
(xi)∞i=1∈BX(E)

‖(T (xi))
∞
i=1‖X(F ) (4.1)

≥ sup
(xi)∞i=1∈BX(E)

‖(T (xi))
∞
i=1‖∞
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≥ sup
x∈BE

‖T (x)‖ = ‖T‖ .

Proposição 4.8. As classes de sequências `p(·), `wp (·) e `p 〈·〉, 1 ≤ p <∞, são linearmente

estáveis.

Demonstração: De (2.9), (2.10) e (4.1) segue que L`p(·);`p(·)(E,F )
1
= L(E,F ) e L`wp (·);`wp (·)(E,F )

1
=

L(E,F ) para todos espaços de Banach E e F . Seja T ∈ L(E,F ). Para toda sequência

(ψi)
∞
i=1 ∈ `wp∗(F ′), temos

(ψi ◦ T )∞i=1 = (T ′(ψi))
∞
i=1 ∈ `wp∗(E ′), (4.2)

pois `wp∗(·) é linearmente estável como acabamos de mostrar. Mais ainda, T ′ ∈ L(F ′, E ′)

implica T̂ ′ ∈ L(`wp∗(F
′), `wp∗(E

′)), donde

‖(ψi ◦ T )∞i=1‖w,p∗ = ‖(T ′(ψi))∞i=1‖w,p∗

=
∥∥∥T̂ ′((ψi)∞i=1)

∥∥∥
w,p∗

≤
∥∥∥T̂ ′∥∥∥ ‖(ψi)∞i=1‖w,p∗

= ‖T ′‖ ‖(ψi)∞i=1‖w,p∗

= ‖T‖ ‖(ψi)∞i=1‖w,p∗ ,

(4.3)

onde a última igualdade vem da Proposição 1.16.

De (4.2) segue que (T (xi))
∞
i=1 ∈ `p 〈F 〉 sempre que (xi)

∞
i=1 ∈ `p 〈E〉, pois

∞∑
i=1

|ψi(T (xi))| =
∞∑
i=1

|(ψi ◦ T )(xi)| <∞

para toda (ψi)
∞
i=1 ∈ `wp∗(F ′).

Por (4.3), (ψi ◦ T
‖T‖)

∞
i=1 ∈ B`w

p∗ (E′) sempre que (ψi)
∞
i=1 ∈ B`w

p∗ (F ′), logo

∥∥∥T̂ ((xi)
∞
i=1)
∥∥∥

1,p
= ‖(T (xi))

∞
i=1‖1,p

= sup
(ψi)∞i=1∈B`w

p∗ (F
′)

∞∑
i=1

|ψi(T (xi))|

= ‖T‖ sup
(ψi)∞i=1∈B`w

p∗ (F
′)

∞∑
i=1

∣∣∣∣(ψi ◦ T

‖T‖

)
(xi)

∣∣∣∣ (4.4)

≤ ‖T‖ sup
(ϕi)∞i=1∈B`w

p∗ (E
′)

∞∑
i=1

|ϕi(xi)|

= ‖T‖ ‖(xi)∞i=1‖1,p .
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T̂ é claramente linear e, por (4.4), cont́ınuo com
∥∥∥T̂∥∥∥ ≤ ‖T‖. Finalmente, por (4.1), segue

que
∥∥∥T̂∥∥∥ = ‖T‖. Portanto, `p 〈·〉 é linearmente estável. �

Proposição 4.9. (Πp, πp(·)) e (Dp, dp(·)) são ideais de Banach.

Demonstração: Como `p(·), `wp (·) e `p 〈·〉 são classes de sequências linearmente estáveis,

resta mostrar que `wp (K)
1
↪→ `p(K), `p(K)

1
↪→ `p 〈K〉 e aplicar o Teorema 4.7.

Sejam (xi)
∞
i=1 ∈ `wp (K) e (yi)

∞
i=1 ∈ `p(K). Então, pela Proposição 2.13,

‖(xi)∞i=1‖p = sup
ϕ∈B(`p(K))′

|ϕ((xi)
∞
i=1)|

= sup
ϕ∈B(`wp (K))′

|ϕ((xi)
∞
i=1)| = ‖(xi)∞i=1‖w,p

e, pelas Proposições 2.13 e A.4,

‖(yi)‖1,p = sup
ϕ∈B(`p〈K〉)′

|ϕ((yi)
∞
i=1)|

= sup
(ϕi)∞i=1∈B`w

p∗ (K
′)

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

ϕi(yi)

∣∣∣∣∣
= sup

(ϕi)∞i=1∈B`p∗ (K′)

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

ϕi(yi)

∣∣∣∣∣
= sup

ϕ∈B(`p(K))′

|ϕ((yi)
∞
i=1)| = ‖(yi)∞i=1‖p ,

o que nos mostra que `wp (K)
1
= `p(K) e `p(K)

1
= `p 〈K〉. Portanto, pelo Teorema 4.7,

(L`wp (·);`p(·), ‖·‖`wp (·);`p(·)) = (Πp, πp(·)) e (L`p(·);`p〈·〉, ‖·‖`p(·);`p〈·〉) = (Dp, dp(·)) são ideais de

Banach. �

Observação 4.10. Como, pela Proposição 2.12, `wq (K)
1
↪→ `wp (K)

1
= `p(K), para todos

1 ≤ q ≤ p < ∞, podemos concluir, do mesmo Teorema 4.7, que (Πp,q, πp,q(·)) é um ideal

de Banach.

A seguir, listamos mais alguns exemplos de ideais de Banach. A verificação de que

essas classes são de fato ideais e completos pode ser encontrada em [9], [22] e [20].

Nos exemplos abaixo, E e F denotam espaços de Banach.

Exemplo 4.11. Um operador T ∈ L(E,F ) é dito compacto quando T (BE) é compacto

em F . Denotamos por K(E,F ) o conjunto formado por todos os operadores compactos

de E em F . (K, ‖·‖) é um ideal de Banach.
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Exemplo 4.12. Se T (BE) é fracamente compacto em F , onde T ∈ L(E,F ), dizemos

que T é um operador fracamente compacto. W(E,F ) denota o conjunto dos operadores

francamente compactos de E em F . (W , ‖·‖) é um ideal de Banach.

Exemplo 4.13. Um operador T ∈ L(E,F ) é dito completamente cont́ınuo quando, para

toda sequência (xn)∞n=1 em E tal que xn
w→ x em E, verifica-se que T (xn)→ T (x) em F .

O conjunto dos operadores completamente cont́ınuos de E em F é denotado por CC(E,F ).

(CC, ‖·‖) é um ideal de Banach.

Exemplo 4.14. Dizemos que um operador T ∈ L(E,F ) é nuclear se existem sequências

(ϕi)
∞
i=1 em E ′ e (yi)

∞
i=1 em F tais que

∑∞
i=1 ‖ϕi‖ ‖yi‖ <∞ e, para todo x ∈ E,

T (x) =
∞∑
i=1

ϕi ⊗ yi(x).

Denotamos por N (E,F ) o conjunto de todos os operadores nucleares de E em F . A

função ‖·‖N : N (E,F )→ [0,∞) dada por

‖T‖N := inf

{
∞∑
i=1

‖ϕi‖ ‖yi‖ : T =
∞∑
i=1

ϕi ⊗ yi

}
,

define uma norma em N (E,F ) tal que (N , ‖·‖N ) é um ideal de Banach,

Exemplo 4.15. Um operador T ∈ L(E,F ) é dito separável se T (E) é um subespaço

separável de F . S(E,F ) denota o conjunto de todos os operadores separáveis de E em

F . (S, ‖·‖) é um ideal de Banach.

4.2 Propriedades do Ideal Dual

Seja I um ideal de operadores. Definimos o ideal dual de I, denotado Idual, por

Idual(E,F ) := {T ∈ L(E,F ) : T ′ ∈ I(F ′, E ′)},

para todos espaços de Banach E e F . Dados A,B ∈ Idual(E,F ) e λ ∈ K, temos (A +

λB)′ = A′ + λB′, pela Proposição 1.17. Como I é um ideal, temos A′ + λB′ ∈ I(F ′, E ′)

donde A + λB ∈ Idual(E,F ). Sejam ϕ ∈ E ′ e y ∈ F . É fácil verificar que a aplicação

ξy : F ′ → K dada por ξy(ψ) = ψ(y) é um funcional linear cont́ınuo. Da definição do

adjunto do operador ϕ ⊗ y, segue que (ϕ ⊗ y)′ = ξy ⊗ ϕ. Como I é um ideal, temos

ξy ⊗ ϕ ∈ I(F ′, E ′), logo ϕ⊗ y ∈ Idual(E,F ). Pela Proposição 1.15, segue que F(E,F ) ⊆
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Idual(E,F ). Usando a propriedade de ideal de I e a Proposição 1.17, temos

(B ◦ T ◦ A)′ = A′ ◦ T ′ ◦B′ ∈ I(F ′, E ′),

sempre que A′ ∈ L(E ′0, E
′), T ′ ∈ I(F ′0, E

′
0) e B′ ∈ L(F ′, F ′0). Consequentemente, B ◦ T ◦

A ∈ Idual(E,F ), sempre que A ∈ L(E,E0), T ∈ Idual(E0, F0) e B ∈ L(F0, F ). Com isso,

provamos a

Proposição 4.16. Se I é um ideal de operadores, então Idual também o é.

Seja (I, ‖·‖I) um ideal normado de operadores. Para cada T ∈ Idual(E,F ), definamos

‖T‖Idual := ‖T ′‖I .

Com essa definição, vale o seguinte resultado:

Proposição 4.17. Se (I, ‖·‖I) é um ideal normado de operadores, então (Idual, ‖·‖Idual)
também o é.

Demonstração: Pela Proposição 1.17, o fato de ‖·‖I ser uma norma em I(F ′, E ′) im-

plica que ‖·‖Idual é uma norma em Idual(E,F ). Mais ainda, ‖idK‖Idual = ‖(idK)′‖I =

‖idK′‖I = 1. Pela Proposição 1.16,

‖B ◦ T ◦ A‖Idual = ‖A′ ◦ T ′ ◦B′‖I ≤ ‖A
′‖ ‖T ′‖I ‖B

′‖

= ‖A‖ ‖T‖Idual ‖B‖

sempre que A ∈ L(E,E0), T ∈ Idual(E0, F0) e B ∈ L(F0, F ). Portanto, (Idual, ‖·‖Idual) é

um ideal normado. �

Proposição 4.18. Se (I, ‖·‖I) é um ideal de Banach, então (Idual, ‖·‖Idual) também o é.

Em particular, se I é um ideal fechado, então Idual também é um ideal fechado.

Demonstração: Sejam E, F espaços de Banach e (Tn)∞n=1 uma sequência absolutamente

somável em Idual(E,F ). Como ‖Tn‖Idual = ‖T ′n‖I , segue que (T ′n)∞n=1 é uma sequência

absolutamente somável em I(F ′, E ′). Pelo Teorema 4.1, v :=
∑∞

n=1 T
′
n ∈ I(F ′, E ′). Pelas

Proposições 1.16 e 4.2, obtemos que

‖Tn‖ = ‖T ′n‖ ≤ ‖T ′n‖I = ‖Tn‖Idual ,

para todo n ∈ N. Pelo Critério de Comparação, (Tn)∞n=1 é absolutamente somável

em L(E,F ) e, como E é completo, pela Proposição 1.23, existe T ∈ L(E,F ) tal que
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∑∞
n=1 Tn = T . Das Proposições 1.16 e 1.17, segue que

∥∥∥∥∥T ′ −
k∑

n=1

T ′n

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
(
T −

k∑
n=1

Tn

)′∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥T −
k∑

n=1

Tn

∥∥∥∥∥ ,
para todo k ∈ N. Como

∥∥∥T −∑k
n=1 Tn

∥∥∥ k→ 0, temos
∑∞

n=1 T
′
n = T ′ e pela unicidade do

limite T ′ = v ∈ I(F ′, E ′), donde T ∈ Idual(E,F ). Portanto, (Idual, ‖·‖Idual) é um ideal de

Banach.

Em particular, se I é um ideal fechado, então, por definição, (I, ‖·‖) é um ideal de

Banach. Neste caso, pela Proposição 1.16, ‖T‖Idual := ‖T ′‖ = ‖T‖, para todos T ∈
Idual(E,F ). Do exposto acima, (Idual, ‖·‖) é um ideal de Banach. �

Apresentamos, agora, o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 4.19. Seja
1

p
+

1

p∗
= 1.

(a) Se 1 ≤ p <∞, então Ddual
p∗ = Πp. Neste caso, dp∗(T

′) = πp(T ).

(b) Se 1 < p∗ ≤ ∞, então Πdual
p = Dp∗. Neste caso, dp∗(T ) = πp(T

′).

Demonstração: (a) Sejam T ∈ Πp(E,F ), (ϕi)
n
i=1 ∈ `p∗(F

′) e (ψi)
n
i=1 ∈ `wp (E ′′). Pela

Desigualdade de Hölder,

n∑
i=1

|ψi(T ′(ϕi))| =
n∑
i=1

|T ′′(ψi)(ϕi)| ≤
n∑
i=1

‖T ′′(ψi)‖ ‖ϕi‖

≤ ‖(T ′′(ψi))ni=1‖p ‖(ϕi)
n
i=1‖p∗ ,

(4.5)

para todo natural n. Como T é absolutamente p-somante, então T ′′ também é absoluta-

mente p-somante e πp(T ) = πp(T
′′) (veja [21, Proposition 18]). Assim

‖(T ′′(ψi))ni=1‖p ≤ πp(T ) ‖(ψi)ni=1‖w,p . (4.6)

De (4.5) e (4.6), obtemos

n∑
i=1

|ψi(T ′(ϕi))| ≤ πp(T ) ‖(ϕi)ni=1‖p∗ ‖(ψi)
n
i=1‖w,p ,

para todo n ∈ N. Então, pela Proposição 3.7, T ′ ∈ Dp∗(F ′, E ′) e dp∗(T
′) ≤ πp(T ).

Reciprocamente, sejam T ′ ∈ Dp∗(F ′, E ′), (xi)
n
i=1 ∈ `wp (E) e (ϕi)

n
i=1 ∈ `p∗(F ′). Como
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(T ′(ϕi))
n
i=1 ∈ `p∗ 〈E ′〉 = (`wp (E))′ (veja Apêndice A, Proposição A.4), então∣∣∣∣∣

n∑
i=1

ϕi(T (xi))

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

T ′(ϕi)(xi)

∣∣∣∣∣
= ‖(T ′(ϕi))ni=1‖1,p∗

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

T ′(ϕi)

‖(T ′(ϕi))ni=1‖1,p∗
(xi)

∣∣∣∣∣
= ‖(T ′(ϕi))ni=1‖1,p∗ |ψ((xi)

n
i=1)| (4.7)

≤ ‖(T ′(ϕi))ni=1‖1,p∗ sup
ϕ∈B(`wp (E))′

|ϕ((xi)
n
i=1)|

= ‖(T ′(ϕi))ni=1‖1,p∗ ‖(xi)
n
i=1‖w,p

para todo n ∈ N e, como T ′ ∈ Dp∗(F ′, E ′),∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ϕi(T (xi))

∣∣∣∣∣ ≤ dp∗(T
′) ‖(ϕi)ni=1‖p∗ ‖(xi)

n
i=1‖w,p

para todo n ∈ N. De `p∗(F
′) = (`p(F ))′ e da expressão acima, segue que

‖(T (xi))
n
i=1‖p = sup

ψ∈B(`p(F ))′

|ψ((T (xi))
n
i=1)| = sup

(ϕi)∞i=1∈B`p∗ (F ′)

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ϕi(T (xi))

∣∣∣∣∣
≤ dp∗(T

′) ‖(xi)ni=1‖w,p

para todo n ∈ N, donde T ∈ Πp(E,F ) e πp(T ) ≤ dp∗(T
′).

(b) Sejam T ′ ∈ Πp∗(F
′
, E
′
), (ϕi)

n
i=1 ∈ `wp (F ′) e (xi)

n
i=1 ∈ `p∗(E). Então (T ′(ϕi))

n
i=1 ∈

`p(E
′) e, como (`p∗(E))′ = `p(E

′), temos∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ϕ(T (xi))

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

T ′(ϕi)(xi)

∣∣∣∣∣
= ‖(T ′(ϕi))ni=1‖p

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

T ′(ϕi)

‖(T ′(ϕi))ni=1‖p
(xi)

∣∣∣∣∣
≤ ‖(T ′(ϕi))ni=1‖p |ψ((xi)

n
i=1)|

≤ ‖(T ′(ϕi))ni=1‖p sup
ϕ∈B(`p∗ (E))′

|ϕ((xi)
n
i=1)|

≤ πp(T
′) ‖(ϕi)ni=1‖w,p ‖(xi)

n
i=1‖p∗ ,

para todo n ∈ N e conclúımos que

‖(T (xi))
n
i=1‖1,p∗ ≤ πp(T

′) ‖(xi)ni=1‖p∗ ,
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para todo n ∈ N. Assim, T ∈ Dp∗(E,F ) e dp∗(T ) ≤ πp(T
′).

Reciprocamente, sejam T ∈ Dp∗(E,F ), (ϕi)
n
i=1 ∈ `wp (F ′) e (ψi)

n
i=1 ∈ `p∗(E

′′). Como

T é Cohen fortemente p∗-somante, segue que T ′′ também o é e dp∗(T ) = dp∗(T
′′) (veja

[1, Theorem 3.4]). Além disso, (T ′′(ψi))
n
i=1 ∈ `p∗ 〈F ′′〉 = (`wp (F ′))′ (veja Apêndice A,

Proposição A.4), logo∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ψi(T
′(ϕi))

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

T ′′(ψi)(ϕi)

∣∣∣∣∣
= ‖(T ′′(ψi))ni=1‖1,p∗

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

T ′′(ψi)

‖(T ′′(ψi))ni=1‖1,p∗
(ϕi)

∣∣∣∣∣
≤ ‖(T ′′(ψi))ni=1‖1,p∗ |ψ((ϕi)

n
i=1)|

≤ dp∗(T
′′) ‖(ψi)ni=1‖p∗ sup

ξ∈B(`wp (F ′))′

|ξ((ϕi)ni=1)|

= dp∗(T ) ‖(ψi)ni=1‖p∗ ‖(ϕi)
n
i=1‖w,p ,

para todo n ∈ N. Tomando o supremo sobre (ψi)
∞
i=1 ∈ B`p∗ (E′′), temos

‖(T ′(ϕi))ni=1‖p = sup
ψ∈B(`p(E′))′

|ψ((T ′(ϕi))
∞
i=1)|

= sup
(ψi)∞i=1∈B`p∗ (E′′)

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ψi(T
′(ϕi))

∣∣∣∣∣
≤ dp∗(T ) ‖(ϕi)ni=1‖w,p ,

para todo n ∈ N. Assim, T ′ ∈ Πp(F
′, E ′) e πp(T

′) ≤ dp∗(T ). �

Corolário 4.20. Se p1 ≤ p2, então Dp2(E,F ) ⊆ Dp1(E,F ).

Demonstração: Pelo teorema anterior, T ∈ Dp2(E,F ) se, e somente se, T ′ ∈ Πp∗2
(F ′, E ′).

Como p1 ≤ p2, segue que p∗2 ≤ p∗1 o que implica T ′ ∈ Πp∗2
(F ′, E ′) ⊆ Πp∗1

(F ′, E ′), pela Ob-

servação 2.22. Usando novamente o teorema anterior, temos T ′ ∈ Πp∗1
(F ′, E ′) se, e somente

se, T ∈ Dp1(E,F ). �

4.3 Ideais Injetivos e Sobrejetivos

Sejam E, F e G espaços normados. Uma aplicação I ∈ L(E,F ) é dita uma isometria

ou injeção métrica se ‖I(x)‖ = ‖x‖ para todo x ∈ E. Uma aplicação sobrejetiva Q ∈
L(E,F ) é dita uma sobrejeção métrica se ‖Q(x)‖ = inf{‖y‖ : Q(y) = Q(x)} para todo

x ∈ E.
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Definição 4.21. Um ideal de operadores I é injetivo se dados um operador T ∈ L(E,F )

e uma injeção métrica I ∈ L(F,G) tais que I ◦ T ∈ I(E,G), tem-se T ∈ I(E,F ).

Definição 4.22. Um ideal de operadores I é sobrejetivo se dados um operador T ∈
L(E,F ) e uma sobrejeção métrica Q ∈ L(G,E) tais que T ◦ Q ∈ I(G,F ), tem-se T ∈
I(E,F ).

Na demonstração do principal resultado desta seção faremos uso dos seguintes lemas:

Lema 4.23. Seja Q ∈ L(G,E) uma sobrejeção métrica. Então

(a) ‖Q‖ ≤ 1.

(b) Q(B̊G) = B̊E.

Demonstração: (a) Como ‖Q(x)‖ = inf{‖y‖ : Q(x) = Q(y)}, segue que ‖Q(x)‖ ≤ ‖x‖
para todo x ∈ E, pois ‖x‖ ∈ {‖y‖ : Q(x) = Q(y)}. Consequentemente, ‖Q‖ ≤ 1.

(b) Seja x ∈ B̊G. Então, pelo item (a),

‖Q(x)‖ ≤ ‖Q‖ ‖x‖ < 1,

donde Q(x) ∈ B̊E.

Por outro lado, dado y ∈ B̊E, temos por hipótese que existe y′ ∈ G tal que Q(y′) = y

e

‖y‖ = ‖Q(y′)‖ = inf{‖x‖ : Q(x) = Q(y′) = y}.

Pela caracterização do ı́nfimo, para qualquer n ∈ N existe x ∈ G com Q(x) = y tal que

‖y‖ − 1

n
< ‖x‖ ≤ ‖y‖ < 1.

Consequentemente, x ∈ B̊G e Q(x) = y. Assim y ∈ Q(B̊G). �

Lema 4.24.

(a) Seja I ∈ L(F,G) uma injeção métrica. Então I ′ é uma sobrejeção métrica.

(b) Seja Q ∈ L(G,E) uma sobrejeção métrica. Então Q′ é uma injeção métrica.

Demonstração: (a) Veja [22, Proposition B.3.9.1].

(b) Para todo ϕ ∈ E ′, pelo Lema 4.23 temos

‖Q′(ϕ)‖ = sup
x∈BG

|Q′(ϕ)(x)|
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= sup
x∈B̊G

|Q′(ϕ)(x)|

= sup
x∈B̊G

|ϕ(Q(x))|

= sup
y∈B̊E

|ϕ(y)| = ‖ϕ‖ ,

onde na segunda e na última igualdades estamos usando o fato de que

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖ = sup
‖x‖<1

‖T (x)‖ ,

para todo T ∈ L(E,F ) (veja [5], Exerćıcio 2.7.8). Portanto, Q′ é uma injeção métrica. �

Teorema 4.25. Seja I um ideal de operadores.

(a) Se I é injetivo, então Idual é sobrejetivo.

(b) Se I é sobrejetivo, então Idual é injetivo.

Demonstração: (a) Sejam E, F e G espaços de Banach, T ∈ L(E,F ) e Q ∈ L(G,E)

uma sobrejeção métrica tais que T ◦Q ∈ Idual(G,F ). Pelo Lema 4.24, Q′ é uma injeção

métrica e, pela Proposição 1.17,

Q′ ◦ T ′ = (T ◦Q)′ ∈ I(F ′, G′).

Como I é injetivo, T ′ ∈ I(F ′, E ′), isto é, T ∈ Idual(E,F ). Assim Idual é sobrejetivo.

(b) Sejam E, F e G espaços de Banach, T ∈ L(E,F ) e I ∈ L(F,G) uma injeção métrica

tais que I ◦ T ∈ Idual(E,G). Pelo Lema 4.24, I ′ é uma sobrejeção métrica e, pela Pro-

posição 1.17,

T ′ ◦ I ′ = (I ◦ T )′ ∈ I(G′, E ′).

Como I é sobrejetivo, T ′ ∈ I(F ′, E ′), isto é, T ∈ Idual(E,F ) e assim Idual é injetivo. �

Corolário 4.26. Dp∗ é sobrejetivo.

Demonstração: Sejam E, F e G espaços de Banach, T ∈ L(E,F ) e I ∈ L(F,G) uma

injeção métrica tais que I ◦ T ∈ Πp(E,G). Pelo Teorema 2.17,

(
∞∑
i=1

‖T (xi)‖p
) 1

p

=

(
∞∑
i=1

‖I(T (xi))‖p
) 1

p

= ‖(I(T (xi)))
∞
i=1‖p
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≤ πp(I ◦ T ) ‖(xi)∞i=1‖w,p ,

para toda (xi)
∞
i=1 ∈ `wp (E). Consequentemente, T ∈ Πp(E,F ) e, portanto, Πp é injetivo.

Pelos Teoremas 4.25 e 4.19, Dp∗ é sobrejetivo. �
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Apêndice A

Resultados Auxiliares

Neste apêndice, colecionamos certos fatos (alguns demonstrados) que completam pon-

tos apresentados no texto, além de resultados auxiliares. Comecemos com o seguinte

resultado de Álgebra Linear:

Proposição A.1. Seja A ∈Mn×n(K). Então, para todo escalar ε existe um escalar cn(ε)

tal que

det(In + εA) = 1 + εtr(A) + cn(ε) e lim
ε→0

|cn(ε)|
ε

= 0,

onde In ∈Mn×n(K) é a matriz identidade.

Demonstração: Faremos indução em n. Seja A = (aij)n×n uma matriz quadrada de

ordem dois. Então

det(I2 + εA) = (1 + εa11)(1 + εa22)− ε2a21a12

= 1 + εtr(A) + ε2(a11a22 − a21a12).

Logo, tomando c2(ε) = ε2(a11a22 − a21a12), segue que limε→0
|c2(ε)|
ε

= 0.

Agora, suponhamos o resultado válido para matrizes de ordem n − 1, n ≥ 3. Seja

A = (aij)n×n uma matriz quadrada de ordem n. Então

det(In + εA) = (1 + εa11) det(A11) + c0(ε) e lim
ε→0

|c0(ε)|
ε

= 0,

onde c0(ε) = ε
∑n

i=2(−1)i+1ai1 det(Ai1) e Ai1 é a matriz obtida a partir de A retirando-se

a i-ésima linha e a primeira coluna. Da hipótese de indução, temos

det(In + εA) = (1 + εa11)[1 + εtr(A11) + cn−1(ε)] + c0(ε)

= 1 + εtr(A) + cn−1(ε) + ε2a11tr(A11) + εa11cn−1(ε) + c0(ε).
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Tomando cn(ε) = cn−1(ε) + ε2a11tr(A11) + εa11cn−1(ε) + c0(ε), conclúımos que

det(In + εA) = 1 + εtr(A) + cn(ε) e lim
ε→0

|cn(ε)|
ε

= 0,

como queŕıamos demonstrar. �

A seguir, apresentamos uma propriedade do supremo de uma função f : A × B → R
que foi empregada na demonstrações de alguns resultados no decorrer deste trabalho.

Proposição A.2. Sejam A e B conjuntos não vazios e f : A×B → R uma função. Então,

sup
x∈A

(
sup
y∈B

f(x, y)

)
= sup

y∈B

(
sup
x∈A

f(x, y)

)
.

Demonstração: Caso 1: supx∈A
(
supy∈B f(x, y)

)
=∞ ou supy∈B (supx∈A f(x, y)) =∞.

Se supx∈A
(
supy∈B f(x, y)

)
= ∞, então para todo M ∈ R existe x0 ∈ A tal que

supy∈B f(x0, y) > M , donde existe y0 ∈ B tal que f(x0, y0) > M . Logo,

sup
y∈B

(
sup
x∈A

f(x, y)

)
≥ sup

x∈A
f(x, y0) ≥ f(x0, y0) > M

e isto implica que supy∈B (supx∈A f(x, y)) =∞. Analogamente, supy∈B (supx∈A f(x, y)) =

∞ implica supx∈A
(
supy∈B f(x, y)

)
=∞.

Caso 2: p = supx∈A
(
supy∈B f(x, y)

)
<∞ e q = supy∈B (supx∈A f(x, y)) <∞.

Se p = supx∈A
(
supy∈B f(x, y)

)
<∞, então supy∈B f(x, y) ≤ p para todo x ∈ A. Logo,

f(x, y) ≤ p para todo x ∈ A e todo y ∈ B. Dáı, supx∈A f(x, y) ≤ p para todo y ∈ B e,

portanto, q = supy∈B (supx∈A f(x, y)) ≤ p. Analogamente, q = supy∈B (supx∈A f(x, y)) <

∞ implica p = supx∈A
(
supy∈B f(x, y)

)
≤ q. Portanto, p = q. �

A seguir, apresentamos o resultado de que (`p(E))′ = `p∗(E
′), (`wp (E))′ = `p∗ 〈E ′〉 e

(`p 〈E〉)′ = `wp∗(E
′). Para isso, precisaremos do Prinćıpio da Reflexividade Local Fraco.

Teorema A.3 (Prinćıpio da Reflexividade Local Fraco). Sejam M e F espaços

normados, dimM <∞, R ∈ L(M,F ′′) e N um subespaço de F ′ com dimN <∞. Então

para todo ε > 0 existe um operador S ∈ L(M,F ) tal que

(a) ‖S‖ ≤ (1 + ε) ‖R‖.

(b) ϕ(S(y)) = R(y)(ϕ) para todos ϕ ∈ N , y ∈M .

Demonstração: Veja [9, página 73]. �

Proposição A.4. Sejam E um espaço de Banach e p ∈ [1,∞) com 1
p

+ 1
p∗

= 1.
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(i) Os espaços (`p(E))′ e `p∗(E
′) são isomorfos isometricamente por meio da relação

ϕ = (ϕi)
∞
i=1 ∈ `p∗(E ′) 7→ J(ϕ) ∈ (`p(E))′, dada por J(ϕ)((xi)

∞
i=1) =

∞∑
i=1

ϕi(xi),

para toda (xi)
∞
i=1 ∈ `p(E).

(ii) Os espaços (`wp (E))′ e `p∗ 〈E ′〉 são isomorfos isometricamente por meio da relação

ϕ = (ϕi)
∞
i=1 ∈ `p∗ 〈E ′〉 7→ J(ϕ) ∈ (`wp (E))′, dada por J(ϕ)((xi)

∞
i=1) =

∞∑
i=1

ϕi(xi),

para toda (xi)
∞
i=1 ∈ `wp (E).

(iii) Os espaços (`p 〈E〉)′ e `wp∗(E
′) são isomorfos isometricamente por meio da relação

ϕ = (ϕi)
∞
i=1 ∈ `wp∗(E ′) 7→ J(ϕ) ∈ (`p 〈E〉)′, dada por J(ϕ)((xi)

∞
i=1) =

∞∑
i=1

ϕi(xi),

para toda (xi)
∞
i=1 ∈ `p 〈E〉.

Demonstração: O item (i) resulta de uma generalização do caso particular E = K e sua

demonstração é bem conhecida. O item (iii) tem demonstração análoga ao item (ii), porém

não necessita do Prinćıpio da Reflexividade Local Fraco. Dessa forma, demonstraremos

apenas o item (ii).

Primeiro, mostremos que o operador J do item (ii) está bem definido. Pela Observação

2.7, ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ϕi(xi)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖(xi)∞i=1‖w,p
n∑
i=1

∣∣∣∣∣ϕi
(

xi
‖(xi)∞i=1‖w,p

)∣∣∣∣∣
= ‖(xi)∞i=1‖w,p

n∑
i=1

∣∣∣∣∣JE
(

xi
‖(xi)∞i=1‖w,p

)
(ϕi)

∣∣∣∣∣
≤ ‖(xi)∞i=1‖w,p sup

(ψi)∞i=1∈B`wp (E′′)

n∑
i=1

|ψi(ϕi)|

= ‖(xi)∞i=1‖w,p ‖(ϕi)
n
i=1‖1,p∗ ,

para todos n ∈ N e (xi)
∞
i=1 ∈ `wp (E). Fazendo n→∞, obtemos∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

ϕi(xi)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖(xi)∞i=1‖w,p ‖(ϕi)
∞
i=1‖1,p∗ . (A.1)

Logo, J((ϕi)
∞
i=1) está bem definido para toda (ϕi)

∞
i=1 ∈ `p∗ 〈E ′〉. É fácil verificar que
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J((ϕi)
∞
i=1) é linear, logo (A.1) implica que J((ϕi)

∞
i=1) ∈ (`wp (E))′ para toda (ϕi)

∞
i=1 ∈

`p∗ 〈E ′〉, dáı a boa definição de J . É igualmente simples mostrar que J é linear. Assim,

tomando o supremo sobre (xi)
∞
i=1 ∈ B`wp (E) em (A.1), temos

‖J((ϕi)
∞
i=1)‖ ≤ ‖(ϕi)∞i=1‖1,p∗ ,

provando que J é cont́ınuo e ‖J‖ ≤ 1.

Seja Ii : E → `wp (E) a i-ésima injeção canônica, isto é, Ii(x) = (δijx)∞j=1, onde δij

é o delta de Kronecker. Seja I : (`wp (E))′ → `p∗ 〈E ′〉 o operador dado por I(ϕ) = (ϕ ◦
Ii)
∞
i=1. Vejamos que I está bem definido. Sejam (ξi)

∞
i=1 ∈ `wp (E ′′), M = [ξ1, . . . , ξn],

N = [ψi, . . . , ψn], ψi = ϕ ◦ Ii, ϕ ∈ (`wp (E))′, i = 1, . . . , n, n ∈ N, idE′′
∣∣
M

e δ > 0. Então

pelo Prinćıpio da Reflexividade Local Fraco, existe S ∈ L(M,E) tal que

‖S‖ ≤ (1 + δ)
∥∥idE′′

∣∣
M

∥∥ = 1 + δ e

ψi(S(ξi)) = ξi(ψi)

para todo i = 1, . . . , n. Logo,∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ξi(ψi)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ψi(S(ξi))

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ϕ ◦ Ii(S(ξi))

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ϕ(δijS(ξi))
n
j=1

∣∣∣∣∣
= |ϕ((S(ξi))

n
i=1)| ≤ ‖ϕ‖ ‖(S(ξi))

n
i=1‖w,p .

(A.2)

Pelo Lema 2.5, obtemos

‖(S(ξi))
n
i=1‖w,p ≤ ‖S‖ ‖(ξi)

n
i=1‖w,p ≤ (1 + δ) ‖(ξi)ni=1‖w,p . (A.3)

De (A.2) e (A.3), segue que∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ξi(ψi)

∣∣∣∣∣ ≤ (1 + δ) ‖ϕ‖ ‖(ξi)ni=1‖w,p

e, fazendo δ → 0 e depois n→∞, obtemos∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

ξi(ϕ ◦ Ii)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

ξi(ψi)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖ ‖(ξi)∞i=1‖w,p <∞, (A.4)
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para toda (ξi)
∞
i=1 ∈ `wp (E ′′), donde I está bem definido. I é claramente linear e, por (A.4),

‖I(ϕ)‖1,p∗ ≤ ‖ϕ‖ .

Portanto, I é cont́ınuo com ‖I‖ ≤ 1. Note que I ◦ J = id`p∗ 〈E′〉 e J ◦ I = id(`wp (E))′ . Dáı,

‖ϕ‖ = ‖J ◦ I(ϕ)‖ = ‖J(I(ϕ))‖ ≤ ‖I(ϕ)‖ ≤ ‖ϕ‖ ,

e assim J é uma isometria. Portanto, (`wp (E))′ ∼= `p∗ 〈E ′〉 isometricamente. �

Proposição A.5.

(a) Seja 1 < p <∞. Então (en)∞n=1 ∈ `wp (`p∗) e ‖(en)∞n=1‖w,p = 1.

(b) Seja 1 ≤ p <∞. Então (en)∞n=1 ∈ `wp (c0).

Demonstração: (a) De fato, como `wp (K) = `p(K),

‖(en)∞n=1‖w,p = sup
ϕ∈B(`p∗ )

′

(
∞∑
i=1

|ϕ(en)|p
) 1

p

= sup
(λn)∞n=1∈B`p

(
∞∑
i=1

|λn|p
) 1

p

= 1.

(b) Consideremos o isomorfismo isométrico

b = (bi)
∞
i=1 ∈ `1

J7−→ J(b) ∈ (c0)′, J(b)((ai)
∞
i=1) =

∞∑
i=1

aibi.

Para cada ϕ ∈ (c0)′, seja b = (bi)
∞
i=1 ∈ `1 tal que J(b) = ϕ. Como `1 ⊆ `p, segue que

∞∑
i=1

|ϕ(ei)|p =
∞∑
i=1

|J(b)(ei)|p =
∞∑
i=1

|bi|p <∞.

�

Observação A.6. Uma consequência imediata da proposição anterior é que `wp (E) não

está contido em `up(E) em geral. De fato,

‖(ei)∞i=1‖w,2 = sup
ϕ∈B`′2

(
∞∑
i=1

|ϕ(ei)|2
) 1

2

≥

(
∞∑
i=1

|ψ(ei)|

) 1
2

≥ |ψ(en)| ,
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para todos ψ ∈ B`′2
, n ∈ N. Para todo n ∈ N, seja ψn ∈ B`′2

o funcional tal que ‖ψn‖ = 1

e ψn(en) = ‖en‖2 = 1. Logo,

‖(ei)∞i=1‖w,2 ≥ |ψn(en)| = 1,∀ n ∈ N,

donde limn→∞ ‖(ei)∞i=n‖w,2 6= 0. Portanto, (ei)
∞
i=1 ∈ `w2 (`2) \ `u2(`2).

Proposição A.7. Os ideais Πp e Dp não são fechados.

Demonstração: Seja T : `2 → `2 o operador dado por

T ((xi)
∞
i=1) =

(
xi

log(i+ 1)

)∞
i=1

.

Mostremos que T está bem definido. Como limi
1

log(i+1)
= 0, segue que

∥∥∥( 1
log(i+1)

)∞
i=1

∥∥∥
∞
<

∞. Logo, (
k∑
i=1

∣∣∣∣ xi
log(i+ 1)

∣∣∣∣2
) 1

2

≤
∥∥∥∥( 1

log(i+ 1)

)∥∥∥∥
∞

(
k∑
i=1

|xi|2
) 1

2

,

para todo k ∈ N. Fazendo k → ∞, temos
∥∥∥( xi

log(i+1)

)∞
i=1

∥∥∥
2
< ∞ e, portanto, T está bem

definido.

Afirmação: T não é absolutamente 2-somante. De fato, suponhamos que T ∈ Π2(`2, `2).

Então, pelo Teorema 2.17, existe K > 0 tal que

∥∥(T (xk))∞k=1

∥∥
2
≤ K

∥∥(xk)∞k=1

∥∥
w,2

para toda (xk)∞k=1 ∈ `w2 (`2). Em particular,

‖(T (ei))
∞
i=1‖2 ≤ K ‖(ei)∞i=1‖w,2 = K.

Assim, como T (ei) = 1
log(i+1)

ei, para todo i ∈ N, temos

(
∞∑
i=1

∥∥∥∥ 1

log(i+ 1)
ei

∥∥∥∥2

2

) 1
2

=

(
∞∑
i=1

1

(log(i+ 1))2

) 1
2

≤ K

e portanto a série
∑∞

i=1
1

(log(i+1))2
seria convergente, o que é um absurdo. Portanto, T não

é 2-somante.

Agora, seja Tn : `2 → `2 a sequência de operadores dados por

Tn((xi)
∞
i=1) =

(
xi

log(i+ 1)

)n
i=1

,
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para todo n ∈ N. Dessa forma, (Tn)∞n=1 é uma sequência em F(`2, `2) ⊆ Π2(`2, `2). Além

disso,

‖(T − Tn)((xi)
∞
i=1)‖2 =

∥∥∥∥( xi
log(i+ 1)

)∞
i=n+1

∥∥∥∥
2

=

(
∞∑

i=n+1

‖xi‖2

|log(i+ 1)|2

) 1
2

≤ ‖x‖2

log(n+ 1)
,

donde

‖T − Tn‖ = sup
(xi)∞i=1∈B`2

‖(T − Tn)((xi)
∞
i=1)‖2 ≤

1

log(n+ 1)

n−→ 0.

Logo, Tn → T /∈ Π2(`2, `2) e, portanto, Πp não é um ideal fechado.

Suponhamos que Dp seja um ideal fechado. Como Tn → T , segue que T ′n → T ′, pois

‖T − Tn‖ = ‖(T − Tn)′‖ = ‖T ′ − T ′n‖. Pela Proposição 4.19, o fato de Tn ∈ Π2(`2, `2)

implica em T ′n ∈ D2((`2)′, (`2)′). Como D2 é fechado, T ′ ∈ D2((`2)′, (`2)′). Novamente

pela Proposição 4.19, T ∈ Π2(`2, `2), mas isso é uma contradição pelo que acabamos de

provar acima. Portanto, Dp não é um ideal fechado. �

O próximo resultado é bem conhecido em Teoria da Medida e possui um grande número

de aplicações em análise.

Teorema A.8 (Teorema da Convergência Monótona). Seja (fn)∞n=1 uma sequência

monótona não decrescente de funções em M+(X,Σ) que converge pontualmente para f .

Então ∫
X

fdµ = lim

∫
X

fndµ.

Demonstração: Veja [2, Teorema 4.6] �

Encerramos com a seguinte aplicação do Teorema da Convergência Monótona

Proposição A.9. Sejam µ a medida de contagem e P(N) a σ-álgebra das partes de N.

Se f ∈M+(N,P(N)), então

∫
N
fdµ =

∞∑
k=1

f(k).
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Demonstração: Para cada n ∈ N, seja fn : N→ R dada por

fn(k) :=

f(k) se 1 ≤ k ≤ n,

0 se k > n.

Assim, (fn)∞n=1 é uma sequência em M+(N,P(N)) tal que fn ≤ fn+1, para todo n ∈ N.

Mais ainda, se n > k, então fn(k)− f(k) = f(k)− f(k) = 0, donde limn→∞ fn(k) = f(k),

para todo k ∈ N. Note que as fn são funções simples. Logo, usando o Teorema da

Convergência Monótona e a definição da integral de uma função simples, temos

∫
N
fdµ = lim

n→∞

∫
N
fndµ = lim

n→∞

[(
n∑
k=1

f(k)µ({k})

)
+ 0µ(N \ {1, · · · , n})

]

= lim
n→∞

n∑
k=1

f(k) =
∞∑
k=1

f(k).

�
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