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Resumo

O objetivo de nosso trabalho é estudar a classe dos operadores Cohen fortemente p-
somantes. Inicialmente, apresentamos resultados basicos de Anélise Funcional necessarios
ao desenvolvimento do texto e, em seguida, tratamos dos espacgos de sequéncias que serao
usados na definicao e estudo das classes de operadores envolvidas no trabalho, como ne-
cessariamente a classe dos operadores absolutamente somantes. Apresentamos também o
espago das sequéncias Cohen-Khalil fortemente (g, p)-somaveis e o espaco das sequéncias
Cohen fortemente p-somaveis, como caso particular do primeiro. A partir disto, defi-
nimos a classe dos operadores Cohen fortemente p-somantes e a classe dos operadores
Cohen-Khalil fortemente (s,r,p)-somantes que, sob certas condigdes, sdo equivalentes.
Concluimos com um estudo, sob o ponto de vista da teoria dos ideais de operadores,
usando o ambiente abstrato criado por G. Botelho e J. R. Campos, para mostrar que II,
e D, sao ideais de Banach e valem as relagoes ngal =Dy e Dgl‘al = II,, onde p e p* sao

indices conjugados.

Palavras-chave: Operadores Cohen fortemente somantes, operadores absolutamente so-

mantes, ideais de operadores, espacos de sequéncias, ideal dual.



Abstract

The goal of our work is to study the class of the Cohen strongly summing operators.
Initially, we present basic results from Functional Analysis that are necessary for the
development of the text and then we deal with sequence spaces which will be used to
define and study the classes of operators involved in this work, as necessarily the class
of the absolutely summing operators. We also study the sequence space of the Cohen-
Khalil strongly (g, p)-summable sequences and the sequence space of the Cohen stron-
gly p-summable sequences, as a particular instance of the former. From this, we define
the class of the Cohen strongly p-summing operators and the class of the Cohen-Khalil
strongly (s, r, p)-summing operators which, under certain conditions, are equivalent. We
conclude with a study, from the viewpoint of the operator ideal theory, using the abstract
environment created by G. Botelho and J. R. Campos, in order to show that II, and D,
are Banach ideals and the relations II)" = D). and Dy = II, are valid, where p and p*

are conjugate indexes.

Keywords: Cohen strongly summing operators, absolutely summing operators, operator

ideals, sequence spaces, dual ideal.



Sumario

ntroducao

T Preliog |

[1.2  Operadores de Posto Finito e Adjunto de um operador{ . . . . . . . .. ..

[1.3  Séries em Espacos de Banach| . . . .. ... ... ... ... 00

2 Operadores Lineares Absolutamente Somantes|

[2.1 Espacos de Sequencias| . . . . . . . .. ... Lo

[2.1.1 Espaco das sequencias limitadas| . . . . . . ... .. ... ... ...

[2.1.2  Espaco das sequencias p-somavels| . . . . . . .. ...

[2.1.3  Espaco das sequencias fracamente p-somaveis| . . . . . . . ... ..

[2.1.4 Espaco das sequencias incondicionalmente p-somaveis . . . . . . . .

[2.1.5 Relacoes de inclusao entre espacos de sequencias| . . . . . . . . . ..

[2.2  Operadores Lineares Absolutamente (p, g)-somantes| . . . . . . . ... ...

[3 Operadores Cohen Fortemente Somantes|

[3.1 Espaco das Sequéencias Cohen-Khalil fortemente (g, p)-somaveis|. . . . . . .

[3.2  Espaco das Sequencias Cohen Fortemente p-somaveis| . . . . . . ... ...

[3.3  Operadores Lineares Cohen Fortemente p-somantes| . . . . . . ... .. ..

(3.4 Operadores Lineares Cohen-Khalil Fortemente (s, 7, p)-somantes| . . . . . .

[4 Ideais de Operadores|

[4.2  Propriedades do Ideal Duall . . . . ... ... ... ... ... ... ...,

[4.3 Ideais Injetivos e Sobrejetivos| . . . . . . . ..o oo

A Resuliados Auxih l

[Reterencias Bibliograficas|

1X

12
15

27
27
27
28
30
36
37
40

50

o8
29

70
70
78
82

86

94



Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

N denota o conjunto {1,2,3,...};

e Ny denota o conjunto {0,1,2,3,...};

e R denota o conjunto dos niimeros reais;

e C denota o conjunto dos nimeros complexos;

e K denota o corpo R ou C;

e I/, F e G denotam espagos vetoriais normados;

e L(E,F) denota o conjunto de todos os operadores lineares e continuos de £ em F’;
e B denota a bola unitaria fechada no espaco E;

° BE denota a bola unitaria aberta no espago F;

e F' denota o dual topoldgico do espaco F;

e arg(-) denota a func¢do argumento de um nimero complexo;
e det(-) denota a funcdo determinante det: My, (K) — K;

e tr(-) denota a funcao trago tr: M, y,(K) — K;

[e%9)
n=1

e (, denota o espaco das sequéncias ()5, em K tais que > 7 | o, [P < oo;
e dim £ denota a dimensao do espaco F;

e Im(f) denota a imagem da aplicacao f;

e ker(7") denota o ntcleo do operador linear T

o < Fdenota EC Fe |z||» < |||l para todo = € E;



E = F denota E=F e |z|| » = ||z|| 5 para todo z € E;
(z7)j=, denota a sequéncia (x1, Ty, ..., 2,,0,0,...);

int A denota o interior do conjunto A;

idg denota a aplicacao identidade em FE;

|A| denota a cardinalidade do conjunto A;

e, denota a sequéncia (0,...,0,1,0,...) cujos termos sao todos nulos com excecao
do n-ésimo;
|||, denota a norma ||-[|; : £ x I — [0,00) dada por [|(z,y)ll, = ||zl + [yl z;

(X, ) denota o espago mensuravel formado pelo conjunto X e pela o-dlgebra ¥;

M*(X,Y) denota o conjunto das fungoes Y.-mensurdveis nao negativas f: X —
[0, 00);

[x] denota o espago vetorial gerado pelo vetor x.

X1



Introducao

Um importante resultado devido a A. Dvoretzky e C. Rogers [11] estabelece que, em
espacos vetoriais de dimensao infinita, nem toda série incondicionalmente convergente
converge absolutamente. A. Grothendieck [12] propos uma nova demonstragao deste fato
e formulou o conceito de operadores absolutamente somantes, a saber, operadores que
melhoram a convergéncia de séries: um operador é dito absolutamente somante se trans-
forma séries incondicionalmente convergentes em absolutamente convergentes. As ideias
de A. Grothendieck foram exploradas nos trabalhos de A. Pietsch [21], J. Lindenstrauss
e A. Pelezynski [16] e B. Mitjagin e A. Pelczyriski [17], que melhoraram a apresentagao
geral da teoria.

Em [21] A. Pietsch introduziu a classe dos operadores absolutamente p-somantes, uma
generalizacao da classe dos operadores absolutamente somantes, e mostrou que o operador
id: £ < {5 é absolutamente 2-somante mas que o operador id’: (f5) < (¢1)' nao o é. Tal
fato serviu de inspiracao para J. S. Cohen no sentido da busca de uma caracterizagao para o
dual dessa classe. Em seu trabalho [§], Cohen caracterizou o dual da classe dos operadores
absolutamente p-somantes, definindo um novo espaco de sequéncias e uma nova classe de
operadores, atualmente chamada de classe dos operadores Cohen fortemente p*-somantes,
com % + z% =1.

Em paralelo, muitas outras classes de operadores entre espacos de Banach estavam
sendo estudadas. A. Pietsch [22] encarregou-se de criar um ambiente abstrato para o
estudo dessas classes. Nascia, entao, a teoria dos ideais de operadores.

Em nosso trabalho, estudamos a classe D,, dos operadores Cohen fortemente p-somantes.
Usamos o espago das sequéncias Cohen-Khalil fortemente (g, p)-soméveis, uma genera-
lizagao do espago das sequéncias Cohen fortemente p-soméveis, definido por R. Khalil [14],
para definir a classe C(s,,, dos operadores Cohen-Khalil fortemente (s,r, p)-somantes e
entao mostrar que, na verdade, C,y) = Dp, com % = %—l— z%' Este é um resultado
de coincidéncia observado por J. R. Campos em [6], como consequéncia do Teorema de
Dominacao de Pietsch Generalizado [19).

Para mostrar que as classes II,, e D, sao ideais de Banach, fazemos uso do ambiente

abstrato criado por G. Botelho e J. R. Campos em [3].



Em [1], H. Apiola determina os duais topolégicos dos espagos £ (E) e £, (E). Usaremos

esse e outros resultados para mostrar que Dﬁfal =1, e H;}ual =D,

Estrutura dos Toépicos Apresentados

No Capitulo [} apresentamos resultados basicos de Anélise Funcional que serao usados
ao longo do texto.

O Capitulo 2| é fundamental para os capitulos subsequentes. Nele estudamos os espagos
de sequéncias que serao usados na definigao dos operadores absolutamente (p, ¢)-somantes,
ainda no Capitulo [2]

O Capitulo ]3| é dedicado aos operadores Cohen fortemente p-somantes. Nesse capitulo
estudamos o espago das sequéncias Cohen-Khalil fortemente (g, p)-somaveis e o espago das
sequencias Cohen fortemente p-somdveis. Em seguida, definimos as classes D, e C(sr.p)
dos operadores Cohen fortemente p-somantes e dos operadores Cohen-Khalil fortemente
(s,7,p)-somantes, respectivamente. Concluimos com a prova de que D, = C,), com
-t

No Capitulo (4| fazemos uma breve introdugao a teoria dos ideais de operadores. Nosso
principal objetivo neste capitulo ¢ mostrar que II, e D, sao ideais de Banach e, além disso,
Dol =TI, e TI3" = D

No Apéndice [A] apresentamos resultados que servem de apoio a leitura, bem como

resultados que completam alguns pontos apresentados no texto.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos resultados basicos de analise funcional que nos auxiliarao
no desenvolvimento do trabalho. Algumas demonstracao sao omitidas ou por serem sim-
ples ou devido as limitagoes impostas a um texto dessa natureza. Um pequeno ntimero de
resultados auxiliares, por conta de suas especificidades, compoem o apéndice. Os livros

[5], [10] e [I3] foram as principais referéncias para a elaboragao desta introdugao.

1.1 Resultados Classicos de Analise Funcional

Nesta segao, apresentamos conceitos e resultados classicos de Andlise Funcional. Co-

mecemos por relembrar as definicoes de norma e de espago de Banach.

Definicao 1.1. Seja E um espago vetorial. Uma norma em E é uma aplicacao
| lg: E—[0,00), z — ||z|p,

que satisfaz as seguintes condigoes:

N1) |jz||; > 0 para todo x € E e ||z||; = 0 se, e somente se, z = 0.
N2) [[Az]|z = |A| - ||z]| z para todos A e Ke z € E.

N3) |lz+yllz < ||zl + llvll 5 para todos = e y € E (desigualdade triangular).

Neste caso, o par (E, || -||) é chamado de espago vetorial normado, ou simplesmente,
espago normado. Quando nao houver risco de ambiguidade, escreveremos || - || no lugar
de [| - |-

Definigao 1.2. Um espago normado F ¢é dito de Banach quando é completo na métrica

d(l’,y) = Hx_yH?xuy € E)

3



1. Preliminares

induzida pela norma.

Os subespagos fechados de um espaco de Banach E tém uma importancia particular,

como mostra a

Proposicao 1.3. Sejam F um espaco de Banach e F' um subespaco de F. Entao, F' é

Banach se, e somente se, F' é fechado em FE.

Demonstragao: Suponha F' um espago de Banach e seja (z,,)0%; uma sequéncia em F
tal que x,, — = € E. Entdo, para todo € > 0 existe ng = no(¢) € N tal que n > ng implica

£
|zn — 2| < 3 donde

[Zm — 2l = [ Tm — 2+ 7 — 24|

<Ntm — ||+ lx—zn]| < S+ =6

para todos m,n > ny. Consequentemente, (z,)5°, é uma sequéncia de Cauchy em F' e
assim existe y € F' tal que z,, — y. Por unicidade, x = y € F e, portanto, I’ é fechado
em F.

Reciprocamente, seja (z,,)32; uma sequéncia de Cauchy em F. Entdo, (z,)5, é de

Cauchy em F e existe x € E tal que =, — x. Como F' é fechado, segue-se que = € F', ou

seja, F' é um espaco de Banach. [ |
Sejam F e F' espacos normados. Uma aplicagao 1T': EF — F' é dita linear se satisfaz:
(i) T(x +vy) = T(z) + T(y) para todos =,y € E; e
(ii) T(Az) = AT'(x) para todo A € K e todo = € E.

Se para todos zg € E e ¢ > 0 existe 0 > 0 tal que ||T'(x) — T'(z¢)|| < € sempre que z € F
e ||z — x| < 9, entdo T é, por defini¢ao, uma aplica¢ao continua.
Frenquentemente substituimos a definicao de operador linear continuo por uma das

equivaléncias abaixo.

Teorema 1.4. Sejam E, F espacos normados e T: E — F um operador linear. Sdo

equivalentes:

(a) T € Lipschitziano.

(b) T € uniformemente continuo.
(c) T é continuo.

(d) T é continuo em algum ponto de E.
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(e) T € continuo na origem.

(F) sup [|T(z)] < oo.

[l=]I<1

(g) Existe ¢ > 0 tal que ||T(z)||p < c||z||p para todo x € E.

Demonstragdo: Da teoria dos espagos métricos, sabemos que as implicagoes (a) = (b)
= (¢) = (d) sao sempre vélidas e nao dependem da linearidade de 7.

(d)=(e) Digamos que T' é continuo no ponto xy € E. Entao, para todo € > 0 existe
d =0(e) > 0 tal que ||T(x) — T(xo)|| < € sempre que ||z — zo|| < J. Seja x € E tal que
|z|| < 6. Entao, ||z|| = ||z + zo — x0|| < d implica

17 () = TO)] = 1T (x) = Ol = T (x) + T(x0) = T(o)]l

= ||T(I + 1’0) — T(ZL'())” <€

donde T' é continuo na origem.

(e)=(f) Sendo T' continuo na origem, existe 6 > 0 tal que ||T(z)|| < 1 sempre que

) . .
595 < 0 que por sua vez implica

I = |7 (5)

para todo = € E tal que ||z]| < 1. Logo,

|z|| < d. Dai, ||z|| <1 implica

<1

2
sup ||T(z)]] < 5 < 0o
=<1

(f)=(g) Se x = 0 a desigualdade ¢é trivialmente satisfeita para qualquer ¢ > 0. Seja
z € E\ {0}. Entao,

17 _ HT (|_) H < sup |IT(y)] = ¢ < oo.

] |l lyll<1

Portanto, ||T(x)|| < ¢||z|| para todo = € E.
(g)=(a) Para todos z,y € E, temos

[T(z) =T = IT(z =yl <cllz =yl

isto é, T" é Lipschitziano. |

Dados E e F' espacos normados, denotamos por L(E, F') o conjunto de todos os ope-

radores lineares e continuos entre £ e F. Com as operagoes usuais, L(F, F') é um espago
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vetorial normado com norma dada por

1]} == sup [[T(2)] p-
r€EBR
Mais ainda, se F' for Banach, entao (L(E, F),|| -||) ¢ um espaco de Banach (veja [,
Proposi¢ao 2.1.4). Em particular, se ' = K, entdao (L(F, F),|| -||) é sempre Banach.
Neste caso, (L(E,K), ||-||) é o dual topoldgico E” de E. Os elementos de £’ sao chamados

de funcionais lineares.

Proposicao 1.5. Sejam F, F' e GG espagos normados. Se A € L(F,G) e B € L(G, F),
entdo Bo A€ L(E,F) e
1B o Al < [|B|[| Al

Demonstragao: A linearidade do operador B o A segue da linearidade dos operadores

A e B. Além disso, para todo =z € F,

I(B o A) ()| = |B(A@)] < [IB |A()]]
< [IBIIAI ]l -

Logo, Bo A € L(E, F). Finalmente, tomando o supremo com x € Bg, obtemos
1B o All < [|B][[All-

Enunciamos agora os principais resultados desta secao, a saber, o Teorema de Banach-
Steinhaus, o Teorema da Aplicacao Aberta, o Teorema do Gréfico Fechado e o Teorema
de Hahn-Banach. Por se tratarem de resultados classicos de Analise Funcional, faremos
apenas demonstragoes de alguns desses resultados (os mais simples ou ilustrativos) e
apontamos referéncias das demais.

O Teorema de Banach-Steinhaus estabelece condicoes necessarias para que a limitacao
pontual de uma familia de operadores lineares continuos implique limitacao uniforme.

Para demonstra-lo, precisaremos do seguinte resultado da teoria dos espagos métricos:

Teorema 1.6 (Baire). Sejam (M, d) um espago métrico completo e (F,,)2, uma sequéncia
de subconjuntos fechados de M tais que M = U F,. Entao, existe ng € N tal que F),,

n=1
tem interior nao vazio.

Demonstragao: Veja [5, Teorema 2.3.1]. |
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Teorema 1.7 (Banach-Steinhaus). Sejam E um espago de Banach, F' um espago nor-
mado e (1})ier uma famiia de operadores em L(E, F') satisfazendo a sequinte condi¢do:

para cada x € E existe ¢, < oo tal que
sup || Ty(z)|| < co.
el

Entao,

sup || T3] < oo.
iel

Demonstracao: O conjunto
{z € B: |Ti(@)l < n} = (|- o T5)~'([0,n])

¢ fechado para todo n € N e todo i € I, pois a aplicagao ||-|| o T; é continua. Como a

interse¢cao de conjuntos fechado é sempre um fechado, segue que o conjunto

Av={a € B swplT@)l < nf =o€ B2 )] <0}

iel
é fechado para todo n € N.
Afirmacao: E = U A,

n=1
00

Com efeito, A, C E por definicao. Para a inclusao contraria, dado x € F existem
G

n=1
¢, < 00 e ng(z) € N tais que

sup || T;(z)]| < ¢z < no,

i€l

donde z € ;2 A,
Pelo Teorema [1.6] int Ay # @ para algum k£ € N. Logo, dado a € int Ay existe r > 0

tal que a bola fechada de centro a e raio r esta contida no aberto int Ay, ou seja,
{r € E: |jxr —a|] <r} Cint Ay.

Seja y € E com [ly|| < 1. Note-se que, se z = a + ry, entao ||z —a| = |ry|| < r e,
portanto, x € A,. Dali,

1Ti(x = a)l| < [ Ti(x)[| + [[Ti(a)|| < 2k,

2k
para todo ¢ € I. Logo, ||T;(ry)|| = ||Ti(x — a)|| < 2k e ||Ti(y)|| < — para todo i € I e
r

7
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todo y € E com ||ly|]| < 1. Tomando o supremo sobre y € B obtemos

2k
ITil = sup IT:)] < =

lyll<t

para todo i € I. Por fim, tomando o supremo sobre os indices ¢ € I concluimos que

2k
sup ||T;|| < — < 0.
i€l r

Corolério 1.8. Sejam E um espago de Banach, F' um espago normado e (7,)5°, uma

sequéncia em L(FE, F') tal que (T,,(z))s, é convergente em F para todo x em E. Se

T: E — F é definido por T'(x) = lim T,(z),

n—oo
entao T' é um operador linear continuo.
Demonstracao: Sejam A € K e z,y € E. Entao,

T(x+ \y) = li7rln To(x 4+ \y) = liT{n (T(x) + AT, (y))

= lim 7, (z) + A <li7£n Tn(y)> = T(x) + AT(y).

Logo, T é linear.

Da hipétese de convergéncia segue que (7,,(x))22 ; é limitada para todo x € E. Dali,
sup [| T, ()| < o0,

para todo x € E. Pelo Teorema , existe ¢ > 0 tal que sup ||7,,]| < c¢. Além disso,

n

[Tn (@) < (1Tl lzl] < el
para todos * € E e n € N. Fazendo n — oo concluimos que ||T(z)|| < ¢||z| para todo
x € F, o que acarreta a continuidade de 7. [ |

Uma aplicagao T: E — F ¢é aberta se T(A) é aberto em F para todo conjunto A
aberto em E. O préoximo teorema estabelece quando um operador linear e continuo entre

espacos de Banach é uma aplicacao aberta.

Teorema 1.9 (Teorema da Aplicacao Aberta). Sejam E, F espagos de Banach e

T: E — F um operador linear, continuo e sobrejetor. Entao, T' € uma aplicacdo aberta.
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Em particular, todo operador linear, continuo e bijetor entre espacos de Banach é um

isomorfismo.
Demonstragao: Veja [5, Teorema 2.4.2]. |

O grafico de um operador linear T': £ — F' é, por defini¢ao, o conjunto
G(T) ={(z,T(x)): z € E} CE x F.

Da linearidade de T segue que G(7') é um subespago vetorial de E x F. Vejamos que
a continuidade de T é equivalente ao fato de G(7T) ser fechado na topologia produto de
E x F.

Teorema 1.10 (Teorema do Gréfico Fechado). Sejam E, F espacos de Banach e
T: E — F um operador linear. Entdo, T é continuo se, e somente se, G(T) € fechado
em E x F.

Demonstragao: Se T é continuo, entao a funcao

fiExF—R
(2,y) — | T'(x) — y||

¢ continua. De fato, seja (zx, yx)7>; uma sequéncia em E x F' tal que (zx, yx) — (x,y),
isto é, z;, - v em F e y, — y em F. Da continuidade de T segue que T'(zy) — T(x)
em F. Consequentemente, T'(z;) — yp — T(x) — y e, pela continuidade da fungao |||
segue que || T(zx) — yx|| — ||T(x) — y||. Portanto, f é continua. Logo, G(T) = f~1({0})
é fechado.

Reciprocamente, suponhamos que G(7') seja fechado. E bem conhecido que o produto
cartesiano F/ X F' de espacos de Banach também é um espaco de Banach com a norma
|-||;- Da Proposicao segue que G(T') também é um espaco de Banach com a norma
I,

Afirmagao: A aplicagao m: G(T') — FE, dada por w(z,T(z)) = z, é linear, continua e
bijetora.

Com efeito, dados A € K e (z,T(z)), (y,T(y)) € G(T') temos

m((z, T(2)) + My, T(y))) = m(z + 2y, T(x) + AT (y)) = 7(z + Ay, T'(x + Ay))
=+ y =7(z, T(x)) + Ay, T(y)),

donde 7 ¢é linear. Da relagdo x € E — T'(z) € F, segue que 7(G(T)) = E, ou seja, m é
sobrejetiva. J& m(x,T(z)) = 0 implica = 0, donde T'(xz) = 0 e, por isso, ker(mw) = {0}.
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Assim, 7 é injetiva. A continuidade de 7 segue da desigualdade

I (2, @)l = Nzl < flzll + 1T )] = [[(z, T(@))]]; -

Seja A um subconjunto aberto de G(T'). Pelo Teorema da Aplicagao Aberta, (771)71(A) =
A & aberto, logo 7! é uma aplicagdo continua (e linear, pois 7 é linear). Assim, existe

c > 0 tal que
|77 @)|, = I, T, < cllzll,
para todo x € E. Dali,
IT()[| < [T (@) + =] = [[(z, T(2)ll, < el

para todo x € E. Portanto, T' é continuo. [ |

O Teorema da Hahn-Banach destaca-se pelo alcance de suas aplicagoes, bem como
pelo nimero de consequéncias imediatas que possui. A versao enunciada a seguir é valida

para espagcos vetoriais reais e complexos.

Teorema 1.11 (Hahn-Banach). Sejam E um espago vetorial e p: E — R uma fungdo

que satisfaz
p(ax) = |a|p(z) para todo a € K e todo z € E, e

p(x +vy) < p(z) + p(y) para quaisquer z,y € E.

Se G C E é um subespago vetorial e p: G — K é um funcional linear tal que |p(z)| < p(z)
para todo x € G, entdo ewxiste um funcional linear p: E — K que estende p, isto ¢,

o(x) = ¢(x) para todo x € G, e que satisfaz |p(x)| < p(x) para todo x € E.
Demonstragao: Veja [3, Teorema 3.1.2]. |

Apresentamos agora trés consequéncias imediatas do Teorema de Hahn-Banach. Em-
bora sejam corolarios, estes resultados também sao conhecidos como Teoremas de Hahn-
Banach. Os dois ultimos serao usados inimeras vezes ao longo deste trabalho, indistinta-

mente sob a mesma nomenclatura.

Corolario 1.12. Sejam G um subespaco de um espaco normado F e ¢p: G — K um
funcional linear continuo. Entao, existe um funcional linear continuo ¢: E — K cuja

restrigdo a G coincide com ¢ e [|@|| = ||¢]|-

10
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Demonstragao: Consideremos a funcao p: F — R dada por p(z) = ||¢]| ||z||. Para todo

a € Ketodos z,y € E, temos

plaz) = [[ol llaz| = lal o]l 2] = lal p(z)

p(z+y) = llell llz +yll < llell (=l + llyl)
= llell =l + llell vl = px) + p(y).

Como |o(z)| < ||l¢|l |z = p(z) para todo x € G, pelo Teorema de Hahn-Banach existe
um funcional linear ¢: £ — K cuja restrigdo a G coincide com ¢ e que satisfaz |p(x)| <

p(z) = ||¢l| |z]| para todo x € E. Logo, @ é continuo e ||@| < ||¢]||. Por outro lado,
lell = sup |p(x)] = sup |p(x)|
z€Bg r€Bg

< sup [@(z)] = [l

r€BE
Portanto, |2 = [l¢l- u

Corolario 1.13. Seja F um espago normado. Para todo xg € E, xy # 0, existe um

funcional linear ¢ € E’ tal que ||p|| =1 e p(xo) = ||zo]|-

Demonstragao: Sejam G = [x4] o espago gerado por zg e ¢: G — K o funcional linear
continuo dado por p(Azg) = A||zo||. Entao, pelo Corolério existe ¢: £ — K funcional
linear continuo tal que @ coincide com ¢ em G e ||@| = ||¢|| . Portanto, @(zq) = p(xo) =

o]l

1@l = llell = sup Jp(Azo)|

[Azol|<1

= sup [N [lzoll = sup [|Azof = 1.

[Azoll<1 l[Azoll<1

Corolario 1.14. Sejam E um espaco normado, F # {0} e z € E. Entao

lzll = sup [e(2)| = max{l(z)]: ¢ € B e [lp]| = 1},
pEBg

Demonstragao: Dado x € E, vale |p(z)| < |||l ||z] para todo ¢ € E'. Dali,

sup |p(x)] < sup (lloll [|=]]) = [zl
lell<t llell<1

11



1. Preliminares

Pelo Corolério existe ¢ € E’ tal que ||[¢]| =1 e ¢¥(z) = ||z]|| . Logo,

2]l = ¥(x) < sup ()]
el

e com isso ganhamos a primeira igualdade.

A segunda igualdade segue de

max {|p(z)]: ¢ € E' e [lpl] =1} < sup [p(z)] < sup [p(z)]
ll=1 lel<1

e de

sup [@(x)] = [lz]| = ¢(x) < max{lp(z)|: ¢ € E' e [¢] = 1}.

llell<i

1.2 Operadores de Posto Finito e Adjunto de um

operador

Um operador T' € L(E, F') é dito de posto finito quando dim(Im(7")) < oco. O operador
e ®y: E — F dado por ¢ ® y(z) = ¢(x)y, onde p € E' e y € F, é um exemplo de

operador linear continuo de posto finito. De fato, dados a,b € E e A € K, temos

Y @y(a+ Ab) = p(a+ Ab)y = p(a)y + Ap(b)y = ¢ @ y(a) + Ap @ y(b),

donde ¢ ® y ¢é linear. A continuidade de ¢ ® y segue da igualdade

lp @y(@)[l = llp@)yll < llellyl =],

vilida para todo z € E. Mais ainda, ¢ ®yl| = sup,ep, le(@)yll = ¢l [[yll. Como
¢ @ y(F) C [y], concluimos que ¢ ® y é um operador linear continuo de posto finito.
Denotaremos por F(FE, F) o conjunto dos operadores lineares continuos de posto finito de

E em F'. Tais operadores possuem a seguinte caracterizacao

Proposicao 1.15. Seja T € L(E, F). Entao T é de posto finito se, e somente se, existem
neN, p,....,on€FE ey,....,yn € Ftaisque T =1 Q@Y1 + - + 0, @ Yp.

Demonstragao: Seja T € L(E, F') um operador de posto finito, digamos dim(7'(E)) =

n. Entao, para todo x € F, existem escalares a1, . .., o, (que dependem de x) e uma base

12
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{y1,...,yn} do espaco T'(FE) tais que o operador T" escreve-se de maneira tinica por
T(z) = Zaiyi~ (1.1)
i=1
Entao definimos as fungoes ¢; : E — K pondo ¢;(z) = o;. Se a,b € E e A € K, temos

zn: pila+ Ab)y; = T(a+ Ab) = T(a) + NT(b)

= Z wi(a)y; + Z Api(b)y;
= Z [pi(a) + Api(b)] yi-

Pela unicidade da representacao (1.1)), p;(a+ Ab) = @;(a) + Ap;(b) para todo i = 1,...,n,
logo cada ; é linear. E simples mostrar que a funcio |-||, : T(E) — [0,00) dada por
|T(x)|l, = > i, |pi(z)| define uma norma em T'(E). Como T'(E) tem dimensao finita, a

norma de F' restrita a T'(E) e a norma ||-||, sdo equivalentes, logo existe £ > 0 tal que
|oil < NT (@), < ENT (@) < BN ]l

para todos x € E, i =1,...,n. Portanto, ¢; € F' para todoi=1,...,n. De (L.1)) segue

que T'=3 7 i @i
Reciprocamente, se T'=>""" | ¢; ®y;, entao T € L(E,F) e T(E) C [y, ..., yn], donde
T e F(E,F). m

Para cada T' € L(E, F'), definimos o operador 7": F' — E’ pondo

para todos x € E e ¢ € F'. Dizemos que T" é o adjunto de T.

Proposigao 1.16. Se T' € L(E, F), entao T" € L(F', E’) e |T"|| = ||T|| . Além disso, se

T é um isomorfismo (isométrico), entao 7" também o é.

Demonstragao: Primeiro, vejamos que o operador 1" estd bem definido, ou seja, que

T'(p) € E' para todo ¢ € F’. De fato, dados z,y € E e A € K, temos

T'(o)(x + My) = o(T(x 4+ \y)) = o(T(x)) + Ap(T(y))
=T'(p)(x) + AT'(0)(y)

13
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1T () @)l = lle(T @D < llelHIT] =]l (1.2)

donde T (p) € E’. Mostremos agora que 71" é linear. Sejam ¢, v € E' e A € K. Entao

T'(e + M) (x) = (¢ + M) (T(x)) = o(T(x)) + Mp(T(x))
= T'(p)(x) + AT'(¢)(x),

para todo x € E. Logo, T"(¢ + AY) = T"(p) + AT"(¢) e portanto 7" é linear. Tomando o
supremo sobre x € Bg em ([1.2)), obtemos

17" < Nl T (1.3)

para todo ¢ € F'. Assim, T" € L(F’, E’). Tomando o supremo sobre ¢ € Bp em (|1.3)),

concluimos que ||7"|| < ||T||. A desigualdade contréria segue de

1T ()| = sup [o(T(x))] = sup [T"(¢)(x)|

pEBR/ wEBR/
< |lzl| sup [[T"(p)Il = ll=[l I T"]|.
pEB R
Portanto, ||T|| = ||77]].
Agora, suponhamos que 7" seja um isomorfismo isométrico. Entao T~': F — E ¢, além
de linear, continuo. Para cada ¢ € E’, consideremos ¢ € F' dado por £(z) = (T *(2)).

Como

para todo = € E, obtemos T'(§) = ¢ e, por isso, T é sobrejetor. Seja ¢ € ker(T"). Entao

(T (x)) =T'(¥)(x) =0, (1.4)

para todo x € E. Como T é sobrejetor, implica que 9(y) = 0 para todo y € F,
donde T" é injetor. Para garantir que 7’ é um isomorfismo, resta mostrar que (7”)~!
¢ continuo, ja que a inversa de um operador linear é sempre linear. Mas isso decorre
imediatamente do fato (de fdcil demonstragao) de que (7”)~' = (T!). Para concluir,
mostremos que ||[7"(p)| = ||¢|| para todo ¢ € F’. Como T é um isomorfismo isométrico,

x € Bg se, e somente se, T'(z) € Bp. Dali,

1T (@)l = sup [T'()(z)] = sup |p(T'(x))]

xEBE z€EBE

14
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= sup [@(T(x))| = sup [p(2)] = [le]-

T(z)€Bp 2€Bp
[ |

A seguir listamos algumas propriedades dos operadores adjuntos. Tais propriedades

sao de fécil verificacao, logo omitiremos suas demonstragoes.

Proposicao 1.17. Sejam F e F' espacos normados.

(a) (idg) = idg.

(b) Seja 0 € L(E, F) o operador nulo. Entao 0/ é o operador nulo de F’ em E'.
(c) Sejam A, B € L(E,F)eXeK. Entao (A+ B) =A" +B" e (M) = \A".

(d) Sejam A€ L(E,F)e B e L(F,G). Entao (Ao B) =B’ o A'.

1.3 Séries em Espacos de Banach

o0 3

Na reta, uma série > - x, ¢ dita absolutamente convergente se a série >~ |z,
converge. Quando a série Y ° x, converge, mas a série » - |z,| diverge, dizemos
que > o7 x, ¢ condicionalmente convergente. Finalmente, uma série >~ x, ¢ dita
. .. , . o0 ~
incondicionalmente convergente se a série ) | %, converge para toda permutagao

o: N — N. Além disso, vale o

. o0 s ’ 3 o z
Teorema 1.18. Seja Y~ | z,, wma série de nimeros reais. Se Y~ x, € absolutamente
convergente, entio Y - | Tom) converge para toda permutacdo o: N — N. Neste caso,

Yo Ty =D 0" Ty para toda permutacao o: N — N,
Demonstragao: Veja [13, Teorema 1.1.2]. |

A reciproca desse teorema é verdadeira para séries em espacos de dimensao finita
(Teorema e sua validade para séries em espacos quaisquer foi um problema que
permaneceu aberto por muito tempo até que A. Dvoretzky e C. Rogers, em seu célebre
trabalho [I1] de 1950, provaram que, em espagos de dimensao infinita, existem séries
incondicionalmente convergentes que nao sao absolutamente convergentes. O principal
objetivo dessa secao é estabelecer esse resultado.

O préximo teorema, devido a Riemann, sera util no que segue.

Teorema 1.19 (Riemann). Seja Y~ | x, uma série de nimeros reais condicionalmente

convergente. Entao
(i) para todo s € R existe uma permutacio m: N — N tal que Y " | Tr(n) = 5.

15



1. Preliminares

(ii) ezistem permutacoes o,m: N — N tais que Y " | Tpn) = +00 € " | T(y) = —00.
Demonstragao: Veja [13, Teorema 1.1.3]. ]

Definicao 1.20. Sejam E um espago de Banach e (z,)5°, uma sequéncia em FE. Di-
zemos que ()52 é absolutamente somdvel quando a série Y, ||z,|| é convergente, e
que ()52, é incondicionalmente somdvel quando a série Y | () converge para toda
permutacao o: N — N. Em particular, diremos que (x,)32, é somdvel quando a série

oo o .d
Y onl | To(n) converge para o = idy.

A soma de uma sequéncia incondicionalmente somavel nao depende da permutacao

considerada:

Teorema 1.21. Sejam E um espaco de Banach e (x,)5%, uma sequéncia em E. Se
(2,)5%, € incondicionalmente somdvel, entao Y | x, = x implica y .~ Tom) = T para

toda permutagao o: N — N.

Demonstragdo: Seja )~ x, = s. Suponha que, para alguma permutagao m: N — N,
Yo Trny = 8" # 5. Entao existe ¢ € E’ tal que ¢(s) # ¢(s’), pois do contrario terfamos
Y(s) =(s') para todo ¥ € E'. Dai, (s —s') = 0 para todo ¢ € E’ e, consequentemente,

pelo Teorema de Hahn-Banach,

Is = &'l = sup [p(s — )] =0,

wGBE/
donde s = ¢, contradizendo o que assumimos a principio. Como

k k k
lllgnz p(rn) = limy (m xn> = (11]?1;%) = ¢(s)

n=1

k k k
> ) = i (z :wn)) ~ (n,gn;xm)) _ (),

n=1

segue que

D o) # ) o(@am).

Logo, pelo Teorema [1.18] >~ ¢(z,) ndo é absolutamente convergente. Pelo Teorema
existe uma permutacao o: N — N tal que >~ | ¢(Z, () diverge. Porisso, Y 0 | ()
também diverge, contradizendo a hipétese de convergéncia incondicional. Portanto, >~ x, =

Y ool | To(n) Para toda permutacao o: N — N. [
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Em algumas situacoes é preferivel substituir a definicao de sequéncia incondicional-

mente somavel por uma equivalente. Dai o seguinte teorema:

Teorema 1.22. Sejam E um espago de Banach e (z,)5°, uma sequéncia em E. Sdo

equivalentes:

(i) (x,)2, € uma sequéncia incondicionalmente somdvel.

(i) para cada e > 0 existe m. € N tal que, quando M é um subconjunto finito de N com

>

neM

mim M > m., temos < e.

(iii) (z,)5, € subsérie somdvel, isto €, para qualquer sequéncia estritamente crescente
oo

(kn)Sey de inteiros positivos, Zxkn converge.
n=1

(iv) (zn)5e, € sinal somdvel, ou seja, para qualquer escolha de €, € {—1,1} tem-se

oo

Zanxn convergente.

n=1
Demonstragao: (i)=-(ii) Suponhamos que nao vale (ii). Entéao, existe g > 0 tal que
para cada m € N existe M subconjunto finito de N com min M > m e HZneM an > €p.

Assim, para m = 1 existe M; C N finito tal que

> =

keM,

minM; >1 e > £g.

Recursivamente, para m = max M,, existe M, +; C N finito tal que

min M, .1 > max M, e Z || > €0, (1.5)
keEMn41

para todo n € N. Logo, existe uma permutacao 7: N — N que leva cada intervalo A, =
[min M, min M,, + |M,,| — 1] em M, para todo n € N, pois |A,| = |M,| para todo n € N.
Além disso, as unides A = | J~; A, e M = J,, M, sdo formadas por conjuntos disjuntos
dois a dois. De fato, M,, N M,,;1 = @ por construgao e, de |M,| < max M, — min M,, + 1,
segue que

min M, + |M,| — 1 <max M,, < min M,

logo A, N A, = 9.
Afirmagio: A sequéncia (3F_, Tr(n))heq D0 é de Cauchy em E. De fato, para todo

n € N existe k = k(n) € N tal que min My, > max M, > n. Logo,

min M1 + [Myy1| — 1 > min My — 1 > max My, > n.
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Como 7(Agt1) = My41, segue que

mian+1+|Mk+1|—1 min Mj,41—1 mian+1+‘Mk+1‘—1
E : La(n) — E : Lrn)|| = E : L (n)
n=1 n=1 n=min M4
(L.5)
- § Tn|l = €0,
nEMk+1

donde (Zﬁzl Tr(n))heq D80 é de Cauchy em E. Consequentemente, (Zizl Tr(n))ieq €
divergente e, portanto, (x,)2%; nao ¢é incondicionalmente somével.

(ii)=(i) Seja 0: N — N uma permutacao. Para cada ¢ > 0 existe m. € N tal que
HZHGM an < e sempre que M C N é finito com min M > m.. Sejam ji, o, ,jm. € N
tais que o(j1) = 1,0(j2) = 2,--+ ,0(Jm.) = me. Se n. = max{ji,Ja, " ,Jm.}, entao

{j1,J2, yJm.} €{1,2,--- ,n.} e, por isso,

{1,2,--- ,m.} Co({1,2,--- ,n.}).

Sejam s >r —1>n.e M :={o(r),o(r+1),---,0(s)}. Entdo, min M > m. donde

>

neM

<E&.

s r—1
Z To(n) — Z Lo(n)
n=1 n=1

D Totm

Assim, a sequéncia (22:1 To(n))heq € de Cauchy em E e, portanto, convergente.
(ii)=(iii) Dado € > 0 existe m. € N tal que |3, ., #n|| < € para todo M C N
finito com min M > m,.. Como k, > n para todon € N, s > r —1 > m, implica

ks > k. >r—1>m.. Seja M = {k,, k41, - ,ks}. Entdo, min M =k, > m,. e

_ S

neM

<e,

s r—1
D The = DT,
n=1 n=1

s
2,
n=r

donde a sequéncia (337 _, Ty, )32, é de Cauchy em E e, portanto, convergente.

(iii)=(iv) Seja (€,)22; uma sequéncia tal que, para cadan € N, ¢, =1 ou g, = —1.
Sejam ST :={neN:¢g,=1}e S ={neN:g, = —1}. Se (z,)22, é subsérie somével,

entao as séries Y o Ty € > o T, sd0 convergentes. Logo, para todo ¢ > 0 existem

ny =ni(e) € ST eng =nq(e) € S~ tais que

S £
2 2’

>

neM+

> e

neM—

< (1.6)

para todos q; > p1 > nj e g > py > ng,onde Mt ={neST:p<n<qleM =

18
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{n € S5 :py <n<q}. Sejang =max{ny,ny}. De (1.6)), segue que

q
E EnZnll = g T, — E Tn
n=p

neM~+ neM—
15 £
< an+ Za:n <§—|—§:5,
neM~+ neM—

para todos ¢ > p > ng. Pelo Critério de Cauchy, a série Y~ | €,x, é convergente. Por-
tanto, (z,)2, é sinal somével.

(iv)=-(il) Seja (xx)z2,; uma sequéncia em E. Suponhamos que nao vale (ii). Nova-
mente, existe g > 0 tal que para cada m € N existe M subconjunto finito de N com
min M >me HZkeM ka > gg. Dai, para m = 1 existe M; C N finito tal que min M; > 1
e ||ZkeM1 a:kH > ¢p. Recursivamente, para m = max M, existe M,.; C N finito tal

’ Zk€M7z+l :Ck

M, N M, = @ para todo n € N. Seja (ex)72, dada por

que min M,,; > max M, e > g9 para todo n € N. Ja observamos que

1, sekel), M,

—1, caso contrario.

Para todo £ € N existe M, tal que min M,, > k. Dai, p = minM,, e ¢ := max M,

implicam que

q

Z(l +8k)l’k = Z (1 +5k>xk = Z 2Ik

k=p keMp ke My,

=2 Zxk > 2ep,

ke My,

por (L.7). Assim, a série Y .- (1 + ex)xy, ¢ divergente donde D 7, x5 ou Y, €5Tk NAO

convergem. Portanto, (z)72, nao é sinal somavel. [

Em espagos de Banach, convergéncia absoluta sempre implica convergéncia incondici-
onal, ou seja, toda sequéncia absolutamente somével é incondicionalmente somavel. Ve-
remos que convergencia incondicional implica convergencia absoluta apenas em dimensao

finita. Antes disso, temos a seguinte caracterizacao:

Proposicao 1.23. Um espaco normado F é Banach se, e somente se, toda sequéncia

absolutamente somaéavel é incondicionalmente somavel.

Demonstragdao: Sejam E um espaco de Banach, (z,,)%2; uma sequéncia absolutamente

soméavel em E e 0: N — N uma permutacao. Para cada n € N, seja y,, = ||x,||. Entao,
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a sequéncia de nimeros reais (y,)5°; é absolutamente somavel, logo incondicionalmente
somdvel. Assim sendo, Y Haja(n)H = o Yon) < 00. Pelo Critério de Cauchy para

séries, para todo £ > 0 existe ng = ng(e) € N tal que

Z%(k)—z%w) = Z To(k)|| < Z [
k=1 k=1 k=m+1 k=m+1
<3 Jlowwll <.
k=ng

o k
para todos n > m > ng. Consequentemente, a sequéncia (Y, | Tom))ie; das somas

parciais da série Y| Ty(n) ¢ de Cauchy em E, logo existe z € E tal que

[eS) k
Z To(n) = liin Z To(n) = T.
n=1 n=1

Reciprocamente, seja (z,,)52 ; uma sequéncia de Cauchy em E. Entao, para cada k € N
ee =g > 0, existe ng = no(k) € N tal que ||z, — x| < o bara todos n,m > ny.
Sejam n; = ng(3) + 1 e, para k > 1, ny = max{no(35), nk—1} + 1. Dessa forma, obtemos
uma sequéncia de indices ny < ngy < ng < --- tais que H[Enk_H - xnkH < 2% Pelo Critério

de Comparagao, a convergéncia da série

oo 1 oo
Z o = 1 implica Z ||31:nk+1 — :cnkH < 00.
k=1 k=1

Por hipotese, toda série absolutamente soméavel é incondicionalmente somavel. Em par-

ticular, >°.°  (Tn,,, — Tn,) = @ para algum a € E. Assim,

k
lilgn Tnppr = hin (Im + Z(-’Enjﬂ - mn;))

j=1
k

=, + lilgn E (Tnjpy — Tny) = Ty, +a,
J=1

ou seja, (x,)2; é uma sequéncia de Cauchy que possui subsequéncia convergente para
ZTn, +a. Entao, z, = z,, +a € E e, portanto, £ é Banach. |

Observacao 1.24. A proposicao anterior também pode ser usada na forma alternativa:
Um espaco normado F ¢é Banach se, e somente se, toda sequéncia absolutamente somavel
em F é somavel. Veja demonstracao dessa outra forma em [23], Chapter 6, Proposition
4.

Em dimensao finita vale o seguinte resultado:
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Teorema 1.25. Seja E um espago normado n-dimensional. Entdo, toda sequéncia (x,)3

mcondicionalmente somdvel em E € absolutamente somavel.

Demonstragao: E bem conhecido o fato de que dim £ = n implica £ = R" caso F seja
um espaco vetorial real ou £ = C” caso F seja um espago vetorial complexo. Logo, basta
considerar séries absolutamente soméaveis em R" e C".

Caso 1: n = 1. Comecemos com o caso real: seja (z,)2; uma sequéncia em R. Suponha-
mos que (z,)52; nao seja absolutamente somével. Entao, pelo Teorema , existe uma

permutagao o: N — N tal que a série Y7 | () € divergente. Portanto, toda sequéncia

oo

()22, incondicionalmente somével em R é absolutamente somével. Agora, seja (2,)5°,

uma sequéncia incondicionalmente somavel em C. Para cada n € N, temos z,, = a,, + b,
onde a,,b, € R. Seja 0: N — N uma permutacao. Digamos que Y~ | Tom) =« = a + b
e consideremos a norma da soma ||-||¢: C — [0,00) dada por [ja+ib|lg = |a] + |b].

Consequentemente,

J

a — Z Qg (n) < (CL - ZJ: aa(n)) + <Zb - 2]: Zba)n)
n=1 n=1 n=1 S
(§]
J J J
b— Z bo(n) < (a — Z ao(n)) + <Zb - Z Zbo)n) )
n=1 n=1 n=1 S

para todo j € N, donde Y > | o)y =a ey .~ bom) = b. Portanto, (a,)52; e (b,)22, sao
sequencias incondicionalmente soméaveis em R e assim

J

J J
Z @]l = Z |an| + Z |bn
n=1 n=1 n=1
para todo j € N e isso implica que (z,)32; é absolutamente somavel em C.

Caso 2: n > 1. Seja (z¥)2°, uma sequéncia incondicionalmente somavel em K", ou seja,
ah = (k... 2F) € K" para todo k € Ne Y o0 27" =1 = (z,,...,,) € K" para toda

permutacao o: N — N. Como

< 5

k=1 k=1 S
para todos j € N, i = 1,...,n, seque que (2¥)2°, é incondicionalmente somavel em K
para todo i = 1,...,n, logo, pelo Caso 1, (z¥)%2, é absolutamente somavel em K para
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todo i =1,...,n. Dai,

J J J
2l llg =D fatl e+ Y e
k=1 k=1 k=1

para todo j € N e isso implica que ()2, é absolutamente somével em K". [ |

O préximo teorema garante a existéncia, em todo espago de Banach de dimensao
infinita, de uma sequéncia incondicionalmente somavel que nao é absolutamente somavel.

Para demonstra-lo, precisaremos do seguinte lema:

Lema 1.26. Seja 2 um espago de Banach de dimensao 2n. Entao existem n vetores

Y1,---,Yn, tais que para quais quer escalares ay, ..., q, tem-se

< (Z \%’\2) : (1.8)

n
E :Oéjyj
j=1

Demonstracao: Vamos encontrar um isomorfismo u: (3" — E de modo que
[tr(u™"v)| < 2nlv], (1.9)

para todo operador v: (3" — FE e, em seguida, selecionar yi,...,y, € E de modo
que a desigualdade (1.8]) seja satisfeita. A ideia é escolher apropriadamente n vetores
21,0y 2n € 037 € definir y; = u(z;).

A esfera unitaria de £(¢3", E) é compacta, pois dim(L(¢3", E)) < oco. Pela continui-

dade da funcdo determinante, existe um operador u € L(£3", E) com ||u|| = 1 tal que
| det(u)| = max {|det(v)|: v € L(3", E) e |lv]| = 1}.

Provemos que u tem a propriedade desejada. Sejam e um escalar nao nulo e v € L({3", E).

Pela escolha de u,

|det(u+ev)|_‘ < U+ v
lu + ev]* [+ v

)\ < |det(w),

donde
| det(u + ev)| < |det(u)|||u + €v||2" < |det(u)|(1 + |5|||v||)2" (1.10)

Seja id: /3" — (2" o operador identidade. Como |det(u)| # 0, segue que u é invertivel.
Logo, pela Proposicao [A.]

| det(u + ev)| = |det(u(id + cu~'v))| = | det(u)|| det(id + eu~"v)|
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= |det(u)||1 + etr(u~'v) + C(e)|

e C(e) satisfaz

% — 0 quando ¢ — 0.
€

Usando a féormula do bindmio de Newton, obtemos

det (L.19)
L+ ete(u o) + C(e)| = % < (L4 [elloll)> = 1+ 2nfello]| + S(e), (1.11)

onde S(e) também satisfaz

5(e)]
B

— 0 quando ¢ — 0.

Escreva € como € = de~ onde § > 0 e § = arg(tr(u~'v)) (6 = 0 se tr(u"1v) = 0). Entao,
§ = |e|l. Como tr(u~tv) = |tr(u~tv)[e?, segue que
etr(u™tv) = Se P tr(uv)|e? = Sltr(u )|
= le|ftr(u"tv)| = |etr(u'w)).

Consequentemente,

|1+ etr(utv)| = 1+ |etr(uv)]. (1.12)
Por (L11)) e (1.12), temos
1+ |etr(u )| — |C(e)] < |1 +etr(uv) + C(e)| < 1+ 2nle|||v]| + S(e).

Logo,

() +1C()]

_ S
[tr(u™"v)| < 2nl|v|| + E (1.13)

Fazendo ¢ — 0 em ({1.13)), obtemos ([1.9)).
Para concluir nossa demonstragio, precisaremos do seguinte fato: se P: (3" — (3" é

.. . . . ~ m .
um operador projecao com imagem m-dimensional entao ||uP| > —. Com efeito,
n

m = tr(P) = tr(u'uP) < 2n|uP|. (1.14)
Como u ¢é continuo, dim(€3") < oo e 1 = |lul| = supy = |[u(z)]], existe z; € £3"
tal que [|z1]] = 1 e |Ju(z1)|| = 1. Seja P, a projegao ortogonal de ¢3" sobre sobre o
complemento ortogonal 2]+ de z;. Como [2]* tem dimensdo 2n — 1, segue de ((1.14]) que
2n — ) n—1

|uPy|| > . Logo, existe zy € [21]* tal que ||23]| = 1 e |Ju(z)|| = || Pi(22)|| > o
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2n — 2
Agora, seja P, a projegao ortogonal de 3" sobre [z1,20]t. Entdo, ||[uPs| > n2 e
n
2n — 2
existe z3 € [21, 2]T tal que ||z3]| = 1 e |Ju(z3)]] = ||u(Pa(z23))| > i Repetindo este
processo, obtemos n vetores ortogonais z1,--- , 2, € 63”.
Para y; = u(z;), j =1,--- ,n, temos

2n—j5+1 _ 1
| = N> LT s -
Josll = o)l 2 25252 > 2

n—j+1 1 1
—e _

pois 2n — j+ 1 € [n+ 1,2n] C N implica que 5
n

lysll = w(z;) < [lullllz]l = 1.

Finalmente, para quaisquer escalares oy, - - , a,, temos
n n n
E Y5l = E aju(z)) u E g
j:l j:l j:l
1
n n n 2
= E Q Z5l = << E Qj24, E Oéka>>
j=1 j=1 k=1

- (<Oé121, OélZl) + -+ <anzn7 anzn>)
n 3
()
j=1

Teorema 1.27 (Dvoretsky-Rogers). Seja E um espago de Banach de dimensdo in-

< |l

n
E :Oéjzj
j=1

N[

(SIS

= (Oz10_q<21, Zl> + -+ OznO_én<Zn, Zn>)

finita. Entdo, para qualquer escolha de (A\,)22, € {y, existe uma sequéncia incondicio-
nalmente somdvel (x,)22, em E com ||z,|| = |\.| para todo n € N. Em particular, se
escolhermos (A\,)22, € Uy — lq, obtemos uma sequéncia incondicionalmente somdvel que

nao € absolutamente somdvel.

Demonstragao: A ideia é mostrar que para todo elemento (A,)22, € (s, existe uma
sequéncia sinal somével (z,)5%, em E com ||z,|| = |\,| para todo n € N, e entao usar o
Teorema [[.22]

Seja (M), € l5. De forma andloga & demonstragao da Proposigao [1.23] podemos

construir uma sequéncia de indices ny < ng < --- < mp < --- tais que, para cada

- 1
k € N, Z])\n|2 < TR Como dim FE = oo, para cada k € N existe £, C E su-
n

bespago de £ com dim Ej = 2(ngy1 — ng). Pelo Lema existem (ngy1 — ng) vetores,
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1 :
Yngs Ynp+ls -5 Yngyi—1, LAIS qUE 5 <yl €1, comny <j<mpyr—1,e
nk+1—1 nk+1—1 2
2
E Y| < E || (1.15)
n=ng n=ng
para quaisquer escalares Ay vv vy O[nk+1_1. Consequentemente,

2

N N
Z QpYn|| < Z |O‘ﬁu|2

n=ng n=ng
para quaisquer escalares ., ...,ay, onde ny < N < ngyq — 1 (basta fazer a; =0, N <
J < Mg — 1)' \
Seja x, = ﬁ - Yn. Entdo, ||z,|| = |\.| e, para toda escolha de &, = £1, temos
Yn
1
N N N 2
EnA (L.15) enl?|An|?
n
= —n— — Y
n=ny n=n—~k . n=ny l” (116)
N 2 N 2
<D anP) =2 >0 ) <2
n=ng n=ng
Em particular, se n, < n < m < ngyq — 1, fazendo o, = 0, ;a1 = 0,0, =
Eny -« -+ y Oy = Ep, HEIMOS

Z&ll’l = ZO&[I[ §27k+1. (117)
l=n

l=nyg
Para concluir a nossa demonstragao, mostraremos que a sequéncia das somas parciais
da série Y e,1, é de Cauchy. Logo, >, &,z, é convergente, isto é, a sequéncia
(zn)52, 6 sinal somdvel e, pelo Teorema [1.22] (x,)22, ¢ incondicionalmente somével.
De fato, dado & > 0, existe ko = ko(¢) € N tal que Y7, 27" < e, Se ny, <n <m,
entao existem inteiros positivos t e k > kg tais que ny <n < ngyg € oy <M < Ngaprs-

Dai,

m ngy1—1 ngro—1 m
E gy < E x| + E eyl + -+ g €12
l=n l=n I=np41 I=np4¢

< 9kl L o=(t)H+1 |4 o= (kD)1

0o
< Z 2—k+1 <e,

k=ko
por (L.16) e (1.17). Portanto, a sequéncia das somas parciais da série >~ e,z, ¢ de
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Cauchy, como queriamos mostrar. [ |

Observagao 1.28. E sempre possivel escolher uma sequéncia (\,)5°, € lo — ¢1. A razdo

para isso serd demonstrada no Capitulo 2, Proposicao [2.12]

Existe uma versao fraca do Teorema de Dvoretsky-Rogers cuja demonstracao pode ser
encontrada em [10, Teorema 2.18]. As defini¢bes de sequéncias fracamente e fortemente

p-somaveis esta no capitulo seguinte.

Teorema 1.29 (Dvoretsky-Rogers Fraco). Seja 1 < p < co. Todo espago de Banach
de dimensao infinita possui uma Sequéncia fracamente p-somdvel que nao € fortemente

p-somavel.
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Capitulo 2

Operadores Lineares Absolutamente

Somantes

Neste capitulo, estudamos os espagos de sequeéncias (o (E), £,(E), () (E), (2 (E), £, (E)
e a classe dos operadores lineares absolutamente (p,¢)-somantes. Nossas principais re-

feréncias foram o livro [I0] e os trabalhos [18] e [24].

2.1 Espacos de Sequéncias

Esta segao é dedicada ao estudo dos espagos de sequéncias a valores vetoriais (o (E),
lp(E), 0 (E), L (E) e £;(E), onde E é um espago normado. Esses espagos sao conceitos
fundamentais necessarios ao estudos das classes de operadores que apresentaremos mais
adiante. Mais precisamente, iremos apresentar cada espaco, mostrar em que condigoes
sao completos e estabelecer relagoes de inclusao entre eles.

No que segue usaremos a notagao (x,)32 ; para denotar uma sequéncia (zy, 2, T3, . ..)

e a notagao (x,)*_, para denotar a sequéncia (z1, 7o, ..., 2y,0,0,...).

2.1.1 Espaco das sequéncias limitadas

Seja E um espago vetorial normado. Denotamos por £, (F) o conjunto de todas as
sequéncias limitadas em E, isto é, sequencias (z,,)°%, € E" tais que existe uma constante

M >0 tal que ||z,|| < M, para todo n € N. Simbolicamente,
loo(E) = {(2,)22, € EN: (z,)52, € limitada em E7}.

E simples mostrar que (. (E) é um espego vetorial com as operagdes usuais de sequéncias
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e que a funcdo ||| : leo(E) — [0,00) dada por
1(n)rtille = sup [zl g,

estd bem definida e caracteriza uma norma em (o (F).

Proposicao 2.1. (o (E), ||-||.,) é um espaco de Banach se, e somente se, £/ é um espago
de Banach.

Demonstragdo: Suponha que /. (FE) seja um espago de Banach e considere a aplica¢ao
it B = lo(E), dada por i(z) = (2,0,0,---). Como [|i(z)], = [[(z,0,0, )l = ll=l,

para todo x, entdo ¢: £ — Im (¢) é um isomorfismo isométrico.

Afirmagao: Im (i) é fechado em /¢ (E). De fato, seja a € Im (7). Entao existe uma
sequencia (i(z,))s, em Im(7) tal que i(x,) — a = (ai,as,as,...). Logo, para todo
e > 0 existe ng € N tal que [|i(z,) —al, < € para todo n > ng. Como [lag|] <
| (zy, — a1, ag, as, .. .)|| paratodo k > 1e |z, —a1]| < ||(xn — a1, a2,as,...)|,, seque que
ar = 0 para todo k > 1 e x,, = a;. Como i é continua, i(z,) — i(a1) = (a1,0,0,...) = a.
Dessa forma, (Im (4), ||-||,,) é um espago de Banach. Portanto, £ também o é.
Reciprocamente, sejam E um espago de Banach e (%)%, uma sequéncia de Cauchy
em (o (E), com ¥ = (24)32, € L(E) para todo k € N. Dado € > 0 existe kg = ko(¢) € N

£
tal que ||z" — 27| < 5 bara todos k,r > ko. Em particular,

S
|25 = 25| < supllay — 27|l = [|l2* = 2"l < 5
1

para todo 7 € N. Consequentemente, para cada j € N fixado, a sequéncia (a:?)zozl é de
k

Cauchy em E. Definamos a sequéncia y = (y;)32, em E por y; = lilgn ;.

£
Afirmagao: y € loo(E) e 2¥ — y. De fato, como ||xf—x§|| < 5 para todos k,r > kg e todo

£
j € N, fazendo r — oo, temos ||:c§—yj|| < 5 para todo k > kg e todo j € N. Em particular,

para k = ko+1. Assim, sup||:E]K0+1_yj|| < % e, por isso, (m?OJ“l—yj);-";l € l+(F). Portanto,
J

y = gkotl — (ghtl — ) € ¢ (F). Finalmente,
k k €
12" =yl = supllef —ysll < 5 <e,
j
para todo k > kg, o que implica z¥ — . |

2.1.2 Espaco das sequéncias p-somaveis

Sejam E um espago vetorial normado e 1 < p < co. Uma sequéncia (z,)52, em E é

fortemente p-somdvel se Y~ | ||z, |” < co. Denotamos por £,(E) o conjunto de todas as
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sequéncias p-somaveis em F, ou seja,
oo
(,(E) = {(xn);ol €EN: ) lall” < oo}.
n=1

Com as operagoes usuais de sequéncias, ¢,(E) é um espago vetorial. Além disso, com
o uso da Desigualdade de Minkowski ([5], Proposi¢ao 1.4.2), nao é dificil mostrar que a
fungao ||-||,, : £,(E) — [0, 00), dada por

IGn)nall, = <ZH%\IP>

define uma norma em ¢,(E).

Proposigao 2.2. ({,(E), ||-||,) ¢ um espago de Banach se, e somente se, E' ¢ um espago
de Banach.

Demonstragao: Como (,(E) contém uma cépia isométrica de E pela aplicacao = €
E — (2,0,0,---) € {,(E), segue que se {,(E) é um espago de Banach entdao E também

o é. Reciprocamente, seja (z¥)2°, uma sequéncia de Cauchy em ¢,(E). Entao, para todo

e > 0 existe ko(e) = ko € N tal que ||ac —x H — para todos k,r > ko. Em particular,
- p
ot a5l < 3 ek el = ot ] < () 2
n=1

para todo j € N e para todos k,r > ky. Assim, para cada j € N, a sequéncia (xf)zozl é de

k

Cauchy em E. Definamos y = (y;) j

721, onde y; = hm x;

k—o0

Afirmagao: y € L,(E) e 2% — y.
Com efeito, ([2.1)) implica que

m N
>l =l < (3)
n=1

para todo m € N e para todos k,r > ky. Fazendo r — oo, temos

m i » £\ D

para todo m € N e todo k > ky. Agora, fazendo m — oo segue-se que

S ek =l = [l =l < (5)"
n=1
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k — y e, tomando k = ko + 1, temos que

2t —y = (2t —yn)o2y € G,(E). Logo, y = 2™t — (zMF! —y) € 4,(E). .

para todo k > kg. Consequentemente, x

2.1.3 Espaco das sequéncias fracamente p-somaveis

o0

> ,em I é

Sejam E um espago vetorial normado e 1 < p < co. Uma sequéncia (z,,)

fracamente p-somdvel se 7", [o(x,)|” < oo para todo ¢ € E'. Denotamos por £(E) o

conjunto de todas as sequéncias fracamente p-somaveis em . Em simbolos,

(E) = {(wn)flol e BV Z lo(xn) P < 00,V p € E’}.
n=1
Nao é dificil verificar que, com as operagoes usuais de sequéncias, ﬁg’(E) ¢ um espaco
vetorial.
Nosso objetivo é mostrar que £;(E£) também é um espago de Banach. Antes, definire-

mos umma norma para este espaco.

Proposigao 2.3. A funcao ||-[|,,, : £ (E£) — [0,00), dada por

S =

1(zn)izill, = sup (ZIS@(%HIJ) :

QDEBE/ n—=1
define uma norma em £;(E).

Demonstragao: Antes de mais nada, precisamos mostrar que a fungao ||-||w7p estd bem
definida.

Pela defini¢ao do espago £)(E), para cada x = (z,)52, € ¢, (F), o operador T;,: E' —
?,, dado por T, (¢) = (¢(z,))52,, estd bem definido e
Afirmacgao: T, € L(E',(,).

Com efeito, dados ¢, 9 € E' e A € K, segue que

Te(Ap + ) = (Ap +9)(@n))721 = Mep(an))nZy + (Y(2n))nZs = ATa(e) + Te(¥).

Portanto, 7T}, é linear. Mostremos que o grafico de T, é fechado. Seja (g, Tx ()52, uma
sequéncia convergente em E’ x {,, digamos (¢, T (vr))52; — (¢, y), isto é, ¢ — ¢ em
E" e T,(vx) = y = (yn)s>; em £,. Da ultima convergéncia segue que para todo ¢ > 0

existe kg = ko(¢) € N tal que

lorlas) = yil” <D lon(xa) = yal” = Nor(en)oZs = ()i llp < €

n=1
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para todo k > ko e todo j € N. Logo, ¢x(z;) N y; em K para todo j € N. Por outro
lado, ¢ — ¢ implica que @j(x;) LA ¢(x;) para todo j € N. Pela unicidade do limite,
¢(x;) = y; para todo j € N. Dal, y = (y,,)22; = (p(z,))22; = T:(¢) o que implica que
o gréfico de T}, é fechado. Portanto, para todo x € £(E), o operador T, ¢ continuo,
pelo Teorema do Gréafico Fechado, e a funcao H-||w7p estd bem definida, pois para toda

sequéncia (r,);2, € £ (E) temos

©wEB Ly @wEB R

1(@n)iiilly = sup (Z!w(wn)!p> = sup || T(p)ll = [Tzl

n=1

Resta mostrar que ||-||,, , satisfaz as condigoes estabelecidas na Definicao 1.1} As propri-

edades N2 e N3 sao imediatas. Como ||(2,)p24ll,,, = I7:|, segue que [|(zn)524]l,,, = 0

w,p —

para todo z € £;(E). Finalmente, se z = 0 € {;(E), entao [|z|,, , = 0. Reciprocamente,

I(n)7Zillu, = O implica que 322, [p(a)

para todo ¢ € Bg e todo n € N. Portanto, ||z,| = sup |p(z,)| =0, para todon € N, e
@wEBg

assim (z,)5, = 0. |

| = 0 para todo ¢ € Bp.. Logo, ¢(x,) =0

Proposigao 2.4. (£)(E), |||,,) ¢ um espago de Banach se, e somente se, ' é um espago
de Banach.

Demonstragao: Novamente, a aplicacao x € F + (x,0,0,---) € Zg’(E) garante que se
() (E) é Banach, entdo E é Banach. Reciprocamente, suponha que E seja um espaco de
Banach e seja (2*);2, uma sequéncia de Cauchy em (¥(E). Note que, z* = (zF)7°, para

todo k € N. Entao, para todo ¢ > 0 existe kg = ko(¢) € N tal que

B =

o0
ka B erw,p _ H(fo _ x;)zoﬂ”wp = sup (Z ‘80(3751 — l’:z)|p> <&,

(pGBE/ n=1

para todos k,r > kq. Assim, para todo ¢ € Bgs e todo i € N, temos

1qp
ot — )| <Y lelat — a)|” < | sup (Z o (h — xll)\”) <& (22
n=1 pEBE n=1
para todos k,r > ky. Portando, }gp(mf — xf)| < e, Vo € Bg,Vk,r > ko, Vi € N. Conse-
quentemente,
|2 = ai|| = sup [p(af —a])| <e,
pEBE

para todos k,r > kg e todo i € N. Isto implica que a sequéncia (z¥)°, é de Cauchy em
E para todo ¢ € N. Seja y == (y;)2,, onde klim ¥ =y
— 00

Afirmagao: y € (Y(E) e % — y.
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

Com efeito, como por (2.2)), para cada m € N, cada ¢ € Bg: e para todos k,r > ko,

temos
m
Z |90(‘CE§L - z;)lp < €p7
n=1

e fazendo r — oo, obtemos
m
D ek —yn)|" < e,
n=1

para todo k > kg, todo m € N e todo ¢ € Bg:. Agora, fazendo m — oo, obtemos
> ek — )| < e, (2.3)
n=1

para todo k > ko e todo ¢ € Bp. Portanto, (zF —y) € £y (E) para todo k > ko. Em
particular, para k = ko + 1, (%! —y) € (2(E), donde y = z*Fot! — (aF+! —y) € (2(E).
Além disso, de ([2.3) temos

P

- p
I+ =9, = sup (; el = vn)| ) <e

para todo k > ko(e), ou seja, 2% — y em £¥(E). [
Encerramos esta subsegao com uma caracterizagao do espago £, (FE). Para demonstra-

la, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.5. Sejam 1 < p < 0o, £ um espaco de Banach e x = (z,,);2, € £;)(E).

(a) O operador T : €, — E dado por T,((A\,)221) = > 2 Ay, estd bem definido, é

n=1

linear e continuo.

2 n1 Antnl| =2 |-

Demonstracao: (a) Seja (S5,)32, a sequéncia das somas parciais da série Y .o, \jz;. Se

(B) 1)l = S0P, e,

n > m, entao

1Sn — Sl = Z i
i=m-+1
= Sup |¥ i
PEBp <z=m2+1 )‘
= sup Z Aig(x;) (2.4)
(,DGBE/ i=m+1
1 1
n . p* n P
<sup || D A >l
PEB i=m+1 i=m+1
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

= ( Z |)\z‘|p*>p sup <Z |90($z‘)|p>p-

i=m+1 PEBL \;Zmt1

Como ()2 € £y e (14)72) € £)(E), a expressao (2.4) nos diz que a sequéncia (S,)p2,
é de Cauchy, donde a série > .~ A\;x; é convergente. Assim, T, estd bem definido. T, ¢

claramente linear. Mais ainda,

n
g i
i=1

pEBE

= Ssup @(i Aﬂi)
i=1

@pEBE/

= sup | Aip()
i=1

< [[(A)ies

pe Sup [ (o()is
©wEB gy

para todo n € N. Fazendo n — oo, obtemos

[T (A2 < ()2

p* (ml)fil ||w,p

donde T}, € L({)+, E).

(b) Como, para todo ¢ € E’ e todo n € N, vale

ez, = sup [¥((p(:)Z0)]

’L/JEB(ZP)/

= sup Z Aip(x;)

()‘i)fiﬁpr* i=1

= sSup ¥ (i Ai%’)

(Ai)fi1eB€p*

segue

[(2s)i2l,,,, = sup [[(@(x:))i, |l
P el P
2 (Z /\ixz) |
=1

i
i=1

= sup
[0z . lel<t

o0

= sup

<1

p*

Proposicao 2.6. Seja E um espago de Banach.
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

a) Os espagos (Y(F) e L({,, E) sao isomorfos isometricamente para 1 < p < oo.
P p
(b) Os espagos (7 (FE) e L(co, E) sao isomorfos isometricamente.

Demonstragao: Seja J: L({y, E) — ()(E) dado por J(T') = (T(e;))i2,. Para todos
peE,TeL(l, E) temos poT € ({,)". Logo,

Z (T (e = Z (o T)(en)]” < oo,

pois (e;)i2, € £y (ly) (ver Proposicdo |[A.5). Assim J estd bem definido. Verifica-se
facilmente que J é linear. Pelo Lema [2.5]

1T = (T (€0))Z1 ]

= sup )\iT(ei)
()‘73)7,‘0;163411* Z

= sup i€
(Ai)?i1eB€ * (Z ) ||

= sup [ T((A)Z)I = T,
(A )7, leBe *

para todo T € L({,-, E). Logo, J é uma isometria linear. Para cada r = ()72, € £)(E),

seja T, € L({)+, E) definido como no lema anterior. Assim,

(1) = (Te(e) 21 = (2:)Z

e, portanto, J é sobrejetivo. Entao J é um isomorfismo isométrico. |

Observacao 2.7. Para uso posterior, observamos que (z;)2; € Byw(g) implica (Jg(2:))2; €
Byw (g, onde Jp € o mergulho canénico de E em E”. De fato, como Jg é uma isometria,

pelo Lema [2.5] temos

I(Te(z)Zillu, = sup ZAz‘JE(%')

(Ai)'oi1eB€p*

1=

= sup JE (i": Aﬂi)

()\i)ioilEBlp*

o (im)

(Ai)fileBép*
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

Seja £ um espago vetorial normado. Uma sequéncia (z,)7°, em E é fracamente
limitada se (p(x,))32, € ls para todo ¢ € E’. Denotamos por (¥ (E) o conjunto de
todas as sequéncias fracamente limitas em FE.

(¥ (E) é um espago vetorial com as operagoes usuais de sequéncias e, de forma intei-
ramente andloga & Proposicio [2.3, mostra-se que a fungao [|-[|,, ., : (5 (£) — [0, 00), dada
por

I@n)ni oo = sup [[(@(@n))n [l
pEBgy

define uma norma em (% (E).
A partir dessa definicdo, seria natural mostrar que (¢ (E), |||, .o.) ¢ um espago de
Banach. Entretanto isso nao é necessario, pois mostraremos que (% (E) = {(E) isome-

tricamente. Este fato serd usado sem mencao especial ao longo do texto.

Definigao 2.8. Seja E' um espaco vetorial normado. Um subconjunto A € F é fracamente

limitado se p(A) ¢ limitado em K para todo funcional ¢ € E'.

As defini¢oes de conjunto limitado e conjunto fracamente limitado sao equivalentes

como mostra o

Lema 2.9. Sejam E um espaco vetorial normado e A um subconjunto de F. Entao, A é

limitado se, e somente se, A é fracamente limitado.

Demonstragdo: Suponha A limitado e seja M > 0 tal que ||z|| < M para todo x € A.
Entao, para cada ¢ € E', temos |p(z)| < ||| ||M]| para todo x € A. Portando, A é
fracamente limitado. Reciprocamente, para cada ¢ € E’ seja M, > 0 tal que |p(x)| < M,

para todo x € A. Consequentemente,

[ Je(2)(@)] = lp(x)] < M,

para todo x € A, onde Jg é o mergulho canonico de E em E”. Assim, (Jg(x))zca é uma
familia de operadores lineares e continuos pontualmente limitada. Sendo E’ um espaco

de Banach, segue do Teorema de Banach-Steinhaus que
sup ||Je(z)]| < oo.
€A

Finalmente,

[ Je(2)|| = sup [Je(z)(p)] = sup [p(z)| = [,

pEBE pEBE
para todo = € E. Logo,

sup ||z[| = sup || Je(z)|| < oo, (2.5)
z€EA T€A
e assim A é limitado. [ |
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

Proposicao 2.10. Para todo F espago vetorial normado, (¥ (E) = (. (F) isometrica-

mente.

Demonstragao: Sejam (z,)2°, € ((E) e ¢ € E'. Entao,
sup [o(zn)| < sup ([[]l [l2al]) = [lell sup [lzn]] < oo,

donde (z,)2, € £¥ (FE). Reciprocamente, (z,)7, € (2 (E) implica que, para todo ¢ € E',
a sequéncia (o(x,))s>, é limitada, logo o conjunto {z;: j € N} dos termos da sequéncia
que tomamos em (% (E) é fracamente limitado. Pelo Lema 2.9, {x;: j € N} ¢ limitado.
Portanto (x,)22, € (o (E).

Finalmente,

Nl = sup (@)l = sup (sup|so<xn>|)

pEBE pEBE n

A2
= sup ( sup Iso(fvn)l) = sup [[za]| = [[(zn)5Z | -
n pEBE n

2.1.4 Espaco das sequéncias incondicionalmente p-somaveis

Sejam F um espaco vetorial normado e 1 < p < oo. Definimos o espaco das sequéncias

em E que sao incondicionalmente p-somduveis por

0(B) = { (wa)i2 € G(B): lim [|(20)iil,,, = 0}

Em geral, (}(E) C ()(E) pela Observagao .

A justificativa para o termo incondicionalmente p-somével vem do fato de que as
sequéncias incondicionalmente somdaveis em F sao exatamente as sequéncias de ¢4(E)
(veja [9], Proposicao 8.3). Dali, naturalmente, como extensao do conceito, chamam-se as
sequencias de E;(E) de incondicionalmente p-somaveis.

Este espaco nao demanda uma norma particular, pois o mesmo é fechado em Eg’(E).

Assim (€4(E), || - [lwp) é um espago de Banach. E o que mostra a

Proposigao 2.11. Seja E' um espaco de Banach. £(E) é um subespaco fechado de £} (E)

e, portanto, ¢ um espaco de Banach com a norma ||-[|,, -

Demonstragao: A verificagao de que £;;(E) é um subespago vetorial de £ ¢ imediata.

Mostremos que (%(E) é fechado em (¥(E). Sejam (2*)72, uma sequéncia de Cauchy em
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

U w : k w k __ k\oo
(y(E) ex € £(E) tais que v° — x em £(E). Note que, para cada k € N, 2% = (z5,)72, €
(3(E). Logo,

tim || @)z, = 0.

para todo k € N, isto é, para todo € > 0 existe [y = ly(¢, k) € N tal que

I, < 5 (2.6)

para todo [ > ly. Por outro lado, 2% — x em (% (E) implica que existe ko = ko(c) € N tal

que

B =

o bt ol = ok =l = s (It

PP Anm (2.7)
> E . p ’ _ k 0o . oo
= (psel]li’r;, <nz:; ‘(10<xn iy )‘ > H(l’n>nfl (ZIZ' )nfl‘ w,p
para todo k > kg e todo [ € N.
De e [2.7), para i > ly(e, ko) e k = ko + 1, temos
H(%)Z":zllw,p = H(%)Zo:z — (TR, + (ﬁ)zo:z”w,p
< [ @)z = @i, + @i, < 5 +5 ==

ou seja, ZEIEOH(‘T”)ZOZIHW = 0. Com isso obtemos que z € (}(FE) e, portanto, £,(E) é
fechado em £} (). [

2.1.5 Relacgoes de inclusao entre espacos de sequéncias

Encerramos esta secao com os seguintes resultados de inclusao entre os espagos de

sequencias estudados até aqui:

Proposicao 2.12. Sejam 1 < p < ¢ < oo e F um espaco de Banach. Entao
(i) G(B) < £,(E).

(il) (2(E) < (2(E).

(iii) (4(E) = (4(E).

Mais ainda, as continéncias sao estritas para p < q.

Demonstragao: (i) Seja (z;)52, uma sequéncia em /£,(E). Entao,

o0
> llasll” < e
j=1
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

donde lim ||z;|| = 0 e, por isso, sup ||z;|| = A < co. Para todo n € N,
J J

le%llq leﬂfjllq )" < ZX’ ;)" = AT ’”ZHJ? I”.

Fazendo n — oo,
(0.0 o
D Nl < ATl
j=1 j=1

ou seja,

G)5zally < A7 ([ ()l (238)

Portanto, ¢,(E) C {,(E).

Como )
00 P
x| < (Z ||ﬂ?j||p>
j=1

para todo k € N, segue que A = sup ||z;|| < H(x])‘;‘;al Logo, de (2.8) obtemos que
J

I3zallg < )il IenFally = @izl

isto é, ||(a:j);'il||q < ||(wj)j?'il||p para toda sequéncia (7;)32, € £,(E).

Observamos que se 1 < p < ¢ < oo, entao ,(E) C ¢,(E). De fato, p < ¢ implica
151, Logo, dado x # 0, a sequéncia il € (,(E), pois
p v )

7=1

i -0

I|x||> [l Z —7

P

[o.¢]
j=1

Por outro lado,
p oo

P2 = o,

=17

—_

(ii) Seja (x;)?‘;l uma sequéncia em £(E). Pelo item (i),

Il = sup (el < so e, = )R, <o

Portanto, ()(E) C (7 (E) e H(xj);?ile’q < H(:Bj)‘;‘;le’p para todo sequéncia (z;)52, €

v (E).
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

De modo semelhante ao item (i), mostra-se que se p < ¢ entao (%) € l)(E)\
i /) ;
(E).
(iii) Seja (7;)32; uma sequéncia em (3(E). De H(:Uj)‘]?‘;le’q < H(xj);?‘;le’p, segue que
H(a:j);?‘;kaq < H(a:]);’ikpr para todo k € N. Dai,

lim [ ;)32 ], < tim [ 25)32 ],

Portanto, £;(E) C (¢(E) e, pelo item (ii),

(z5)%2, Hqu < (z5)%2, Hw’p, para toda sequéncia

(zj)32, € LH(E). E imediato mostrar que se p < ¢ entdo (%) el (E)\(E). *°
i ) ;

Proposicao 2.13. Sejam 1 < p < oo e F um espaco de Banach. Entao

1

. I I
(i) 6(E) = C(E) = 6)(E) — lo(E).
(ii) £,(E) =€) (E) se, e somente se, dim £ < oo.

Demonstragao: (i) A inclusio (}(E) N () (E) segue imediatamente da Proposigao
2111
Seja (7;)32, € £ (E). Entao,

> Ll < oo,
j=1

para todo ¢ € E’. Logo, o conjunto {z;:j € N} dos termos da sequéncia (z;)52, é
fracamente limitado e, pelo Lema , é limitado, ou seja, existe M > 0 tal que ||z;|| < M
para todo j € N. Portanto, (7;)32; € {o(E), isto é, £;)(E) C lo(E). Além disso,

1
lawll = sup fp(n)] < sup (Z () ) = @)zl
pEBE/ pEBE j=1 ’
para todo k£ € N. Tomando o supremo sobre k € N, obtemos ||(:1:J)j°‘;1||oo < ||(a:j)]?’11“wp,
donde (¥(E) < (o (E).
Agora, seja (7;)32, € {,(F). Entao,

()50l = sup (wap) < sup (Z |go||p||xj|rp)p

pEBg wEBy —1

~wup |l (z mnp) = ezl s bl =

pEBE
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

donde H(a:j);ilem < H(x])‘;‘;al Por outro lado, ()22, € £,(F) implica 322 [lz;” <
00, logo

lim [(z)720,,,, < lim || (2)32], = 0.

Portanto, ¢,(E) = (E).
(ii) Esta igualdade segue imediatamente do Teorema Dvoretsky-Rogers Fraco (Teo-

rema [1.29)). |

Observagao 2.14. Os espacos (,(E),(y(E) e ;)(E) possuem a seguinte propriedade:
Seja (z¥)2°, uma sequéncia convergente em qualquer desses espacos, digamos z*¥ — x em

(,(E). Como £,(E) < l+(E), para todo € > 0 existe kg = ko(e) € N tal que
|25 =25l < ll2* = 2ll, < [l=* = =], <<

para todo k > ko e todo 7 € N. Logo, x? LA x; em I para todo j € N. Isto quer
dizer que convergéncia nesses espacos de sequéncias implica em convergéncia coordenada
a coordenada.

Essa e alguns outros tipos de propriedades dos espagos de sequéncias foram estudados

abstratamente num trabalho de G. Botelho e J. R. Campos em [3].

Observagao 2.15. Denotamos por co(E) o conjunto formado por todas as sequéncias

eventualmente nulas em F, isto é,
Coo = {(a:n)ff:l € EN: existe ng € N tal que z,, = 0 para todo n > no} .

Nao é dificil mostrar que (cqo, ||-||,,) é um espago vetorial normado incompleto (ver [5],
Segao 1.1). Note que coo(E) C ¢,(E), para todo p € [1,00). De fato, (2,,)32, € coo(E)
implica que existe ng € N tal que z, = 0 para todo n > no donde |[(z,);2,|, =

1
(OnZy lza )7 < oo

2.2 Operadores Lineares Absolutamente

(p, q)-somantes
Dados E, F espacos de Banach e T € L(E, F), os operadores T*: l,(E) = (,(F) e

T 6y (E) — £)(F), induzidos por T pela relagao (z;)%2, = (T'(7;))32,, sdo tais que
T° € L(L,(E),0,(F)) e TV € L(L)(E), £, (F)) para todo p € [1,00). De fato,

), = (Z ||T<:cj>up> p
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

< <Z 171 ||56j||p) = (2.9)
j=1
N of
para toda sequéncia (z;)52, € £,(E) e, como T € Bp para todos ¢ € B e T # 0,
segue que
1
T ()% ‘ = su
[Pz, = sw (Z (T )

1
ol "\’
= sup P
S (Z” "y ) ) .
poT

(z5)

s »\ »
=17 sup
@wEBR/ j=1

;

YEB

para toda sequéncia (z;)32, € £;'(F). Assim, os operadores Ts e T* estdo bem definidos.
Além disso, Ts e T sdo claramente lineares, logo continuos por e .

Agora, sejam E um espaco de Banach de dimensao infinita e i: E — E o opera-
dor inclusio. Pelo Teorema de Dvoretsky-Rogers Fraco, o operador i: 0(E) — £,(F),
(z5)52, + (i(z;))32,, nunca estd bem definido para todo p € [1,00).

A discussao acima motiva a seguinte definigao:

Definicao 2.16. Sejam 1 < p,q < co e T: E — F um operador linear continuo entre
espagos de Banach. Dizemos que T é absolutamente (p,q)-somante (ou simplesmente

(p, q)-somante), se o operador induzido

T: (9(E) — £,(F)
()72 — (T'(5))524

j=1
estd bem definido. Neste caso T serd claramente linear.

O conjunto formado por todos os operadores (p, ¢)-somantes de E em F sera denotado
por IL, ,(E, F). Quando p = ¢, escreveremos I1,(E, F') no lugar de II, ,(E, F'). Neste caso,
diremos que T" € 1I,(E, F') é um operador absolutamente p-somante.

A seguir, apresentamos algumas caracterizagoes para operadores absolutamente (p, q)-

somantes:

Proposigao 2.17. Sejam E, F' espagos de Banach e T' € L(FE, F). Sao equivalentes:
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

(i) T é (p,q)-somante.

(ii) Existe K > 0 tal que

Q|

(Z ||T($j)||p>p < K sup (le(%ﬂ") (2.11)

pEBE/ j=1
paratodosn e N, z; € B, j=1,...,n.

(iii) Existe K > 0 tal que

(Z HT(x»Hp)

para toda sequéncia (z;)32, € (' (E).

D=
Q=

<K sup <Z|gpx] )

(iv) Existe K > 0 tal que

B =
Q=

(yilufrwup) <K sup (Zw o) )

weB 14
para toda sequéncia (7;)32, € f;(E).

(v) (T(z4))%2, € €,(F) para toda sequéncia (z;)52, € (4 (E).

Denotamos por 7, ,(7") o infimo dos K tais que a desigualdade (2.11)) continua vélida.

Mais ainda, temos que 7, ,(7) = HT\H

Demonstragao: (i)=(ii) Se T for continuo, entio

(AR

S

para toda sequéncia ()32, € £;(£). Em particular,

(Z ||T<a:j>||p> = [Pty < |7 I,
j=1
paratodosn € N, z; € B, j=1,...,n,e
7yo(T) < Hf” (2.12)

Portanto, basta mostrar que 7' é continuo. Como T é linear, resta provar que o grafico

de T é fechado e aplicar o Teorema do Grafico Fechado.
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

Seja (2* f( "))R2; uma sequéncia convergente no produto cartesiano (2 (E) x £,(F),

digamos (2%, T(z*)) — (x,%). Entao,

T (z5)72, em £;(E) (2.13)

T(a*) — y = (), em L,(F). (2.14)

Pela Observacao [2.14] a expressao (2.13]) implica em xf LA x; em E para todo j € N.

Como T' é continuo, segue que
lillgm T (%) = T(x;), (2.15)

para todo j € N. Por outro lado, também pela Observagao[2.14], a expressao (2.14)) implica
em T'(x ) LA y; em F' para todo j € N, isto ¢,

lim T (%) = y;, (2.16)

para todo j € N. De (2.15) e (2.16) obtemos que T'(z;) = y; para todo j € N e,
consequentemente, o grafico de T é fechado.

(il)=(iii) Se existe K > 0 tal que

pEBE

(ZIIT(xj)I|p> < K sup (le ;) )

para todos n € N, x; € E, j = 1,--- ,n, entdo, para toda sequéncia (r;)32, € £;(E),

temos
o (Z:; T(%‘)p); = sup (z: IT(:vj)p>‘l’

n pEBg j=1 pEB

T2 5 qup | sup (Zw o) ) _ K sup (Zw»w)q

pEBE n j=1

=K ||(I])jo:1||w,q ’
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(iii)=-(i) Se vale (iii), entao vale (i) trivialmente. Além disso,

’ p

< sup K H(xj);?‘;le’q =K,

ez, <

T((2;)3)

7=,

szl <1

donde Hf’ < mp4(T). Isto, junto com ([2.12)), nos garante que HfH = mpq(T).
(iii)=(iv)=(v) Sdo Sbvio, pois ((E) = (*(E).

(v)=(ii) Se vale (v), entao o operador

T: 04(E) — (,(F)

()22, — (T(x;)2,

estéd bem definido. Como T ¢ linear, de forma andloga a feita na implicacio (i)=>(ii)

mostra-se que o grafico de T é fechado. Portanto 7' é continuo e, ainda como em (i)=(ii),

(Z ||T<xj>||p>p = [Tt <|| 7|l

paratodosn € N, z; € B, j=1,...,n. [ |

Observacao 2.18. Sejam FE, F' espacos de Banach. Se p < ¢, entao apenas o operador
nulo pode ser (p, ¢)-somante. De fato, pela Proposicao [2.12} existe (A;)32; € £,\ £, Logo,
para todo ¥ € E a sequéncia (\;z)%2, pertence a £;’(£). Suponhamos que, do contrario,
exista T' € 11, ,(E, F') tal que T' # 0. Entdo, existe K > 0 tal que

q

(Z ‘|T<)\jx)|’p> p < K sup (Z |¢(ij)’q>

LPEBE/

para todo n € N. Consequentemente,

1
q

S =

17 ()] (ZIM”) < K sup Z!Aj\q\sD(r)!q)

@pEB gy
B 1
n q
~ o (o) Teto
pEBE j=1

Q=

~ K (iw)

j=1
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

Tomando o sup para x # 0, temos
1 1
n P n q
i (Sor) <o ()
j=1 j=1
Finalmente, fazendo n — oo, chegamos ao absurdo ()52, € £,.

Sejam A € Ke A, B €11, ,(E, F'). Entao,

[(A+AB)Y @), = (Al + AB) ],
< A, + AL (B,
< o) @), + A T (B) )2,
= (Mg (A) + N g (B) | )3,

para toda sequeéncia (r;)32, € ('(E). Dai,

A+ AB el (E,F)

7Tp,q(A + )‘B) < 71'p,q(A) + ‘)" 7T}D,q(B)' (2'17)

Logo, 11, ,(E, F') é um subespaco vetorial de L(E, F') para todos E e F espacos de Banach.
Neste ponto, a pergunta natural a ser feita é: I, ,(E, F) é fechado em L(E, F') para
quaisquer espagos de Banach E e F?7 Na Proposicao mostramos que nao. Portanto

11, ,(E, F') demanda uma norma completa.

Proposigao 2.19. A funcao m,,(-): II, ,(E, F') — [0, 00), dada por

Y

7Tp,q(T) = HT

onde 7' é o operador induzido, define uma norma em IL, ,(E, F).

Demonstragao: Sejam A € K e A, B € 11, ,(E, F). Mostremos que m,,(-) satisfaz as

condigoes estabelecidas na Definigao [1.1}

N1) Como 7, (A) = Hﬁ

, Tpq(A) > 0 para todo A € I, ,(E, F'). Além disso, 7, ,(A) =

0 se, e somente se,

AH = 0. Mas isso ocorre se, e somente se, A = 0, que claramente

equivale a A = 0.
N2) 7,4(A) = | A]| = 11| 4] = 17 7 (4)
N3) Foi provado em ({2.17)).
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

Observagao 2.20. Se T € II,, ,(E, F'), entdo

q

(Z ||T<xj>|rp)p < () sup (anw) ,

QOEBE/

para todosn € N, z; € E/, j =1,...,n. Fazendo n = 1, temos

[T (@)} < mpg(T) sup |@(x)] = 7,4 (T) [l]],

@wEBE

para todo z € E, de onde obtemos
T < 7pq(T),

para todo 7" € 11, ,(E, F').
A seguir, mostramos que vale a seguinte inclusao:

Teorema 2.21 (Teorema de Inclusao). Sejam E e F espagos de Banach. Suponha
1 1 1 1

que 1 < q; < p; <00, j=1,2, satisfazem py < pz, 1 < @2 e — — — < — — —. Entdo,
@i P Q2 P2

Iy, (B, F) € I, g, (E, F)

Tpage (1) < 7py g (1),

para todo T € 11, . (E, F).

Demonstragao: Dividiremos a nossa demonstracao em dois casos:
Caso 1: q1 = q2 = q.
Pela Proposicao 2.12} ¢,,(F) C ¢,,(F). Se T € I1,,, ,(E, F'), o operador induzido

T (G (E) — by (F) S 6, (F)

estd bem definido. Logo, T' € I, o(E, F'). Além disso, para toda sequéncia (7;)%2, €
(7 (E), vale
[(T())iall,, < I T@D)S5,, < mor oD || @5)524]],, ,
donde 7y, ,(T) < 7y, o(T) para todo T € I, ,(E, F).
Caso 2: q1 < qo.
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

1 1 1 1
Neste caso, — — — <

— — — implica p; < ps. Definamos p e ¢ pelas expressoes
@ P1 G2 P2

1 1 1 1 1

= - — e - = — — —

1
¢ ¢ ¢ p p1 Dy

Sejam T' € I, ,,(E,F),neNexy,...,z, € E. Tomando

A= [T ()] 7 (2.18)

j=1,...,n, temos

1Tz = NP T () 1P = (1T T |
TP G m) = ()72,
para todosn € N, z; € E/, j =1,...,n. Dai,

1

(Znﬂx»um) ) (Z IT(\zy) |)
= 1 (2.19)

< o (T) Sup (Z /\;]'1 |90(wj)|q1) )

@wEBg =1

1 1
para todosn € N, z; € E, 7 =1,...,n. Como — + - = 1, a desigualdade de Holder

q1 q1
garante que

> ol < (Z Aq) q (Z |so<xj>|q2> . (2.20

7=1

para todosn €N, z; € E, j=1,...,n

De (2.19) e (2.20), obtemos
1 a1 L
n 1 n 3 n o |
DIT@)I? ) <o (T) sup [ (DA ()|
j=1 pEBE j

n n a2
= Ty, (1) (Z /\3) sup ( ‘90<Ij)|%> ’
j=1 (pEBE/ j=1

para todosn €N, z; € £, j=1,...,n
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

1 1 1 1
De — — — < — — —, segue que — < —, isto é, p < ¢ e assim
D2 q9 P

g D1 q2

() = () (22

para todosn €N, z; € F, j=1,...,n.
Por (2.18)), (2.21) e (2.22)), temos

1 1 1

(Z HT(@H”)“ < Ty (T) (ZA?) sup <Z|¢<xj>\‘”)”

pEBy j=1

S|

(2.23)

1

= Tp1, (1) <Z ||T(1Ej)||p2> ” :61]131)/ (Z |<P(Ij)|(p) :

paratodosn € N, z; € B, j=1,...,n.
1

Suponha que (Z T ()" 2) # 0. Entdo, dividindo ambos os membros da ine-

J=1

-

n P
quagao ([2.23)) por (Z T ()| 2) , concluimos que
j=1

1

(Z ||T<xj>||p2) © < 1) sup (Z |so<xj>|qz) - (224

pEBE

j=1
11 1, 1 1 1
pois — — — = — implica — — - = —.
pr p2 P pr P D2
n P
Como a inequagao ([2.24) continua vélida se (Z T ()" 2) = 0, entdao provamos
j=1
que T €11, ,,(E, F) € Ty, 4o (T) < 7y 0, (T'), para todo T' € 1L, ,, (E, F). |

Observagao 2.22. Se p; = q; € po = ¢ no Teorema[2.21] entao 1 < p; < py < oo implica

IL,, (E, F) C IL,,(E, F).

Finalizamos esta secao com um importante resultado da teoria dos operadores absolu-
tamente p-somantes. Em esséncia, esse tipo de resultado relaciona a teoria de operadores
absolutamente somantes com a teoria da medida. Sua demonstracao pode ser encontrada
em [10, Teorema 2.12].

Definigao 2.23. Um subconjunto A do dual E’ de um espago de Banach E é dito nor-
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2. Operadores Lineares Absolutamente Somantes

mante para F se

[zl = sup ()]
weN, |¢ll<1

para todo xz € E.

Teorema 2.24 (Teorema de Dominacao de Pietsch). Sejam 1 < p < oo, E e
F espagos de Banach, T € L(E,F) e K um subconjunto de Bg normante para E e
compacto com relacao a topologia fraca-estrala. Entao T é p-somante se, e somente se,
existem uma constante C' > 0 e uma medida de probabilidade de Borel n em K tal que,

para cada x € F,

i< c ([ wrad)" (2.25)

Neste caso, m,(T) € o infimo das constantes C' que satisfazem ([2.25)).
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Capitulo 3

Operadores Cohen Fortemente

Somantes

Inspirado no trabalho do J. S. Cohen [§], que caracterizou o adjunto de um operador
absolutamente somante, R. Khalil [I4] introduziu o espago das sequéncias, aqui denomi-
nadas Cohen-Khalil (g, p)-somaveis, do qual o espago das sequéncias Cohen fortemente
p-somaveis é um caso particular. Optamos por comecar o estudo dos operadores linea-
res Cohen fortemente p-somantes através desses espacos mais gerais. Além dos artigos

citados, também recorremos aos trabalhos [6] e [7] durante a elaboracao deste texto.

3.1 Espaco das Sequéncias Cohen-Khalil fortemente
(q, p)-somaveis

Sejam E um espago de Banach e 1 < p,q < oco. Uma sequéncia (z,)5°, em F é dita
Cohen-Khalil fortemente (q, p)-somdvel quando (¢, (2,))52, € {,(E) para toda sequéncia
(n)pzy € L3.(E'), com % + 1% = 1. Denotamos por ¢,, (E) o conjunto de todas as

sequéncias Cohen-Khalil fortemente (g, p)-soméveis em FE, isto é,

gqm <E> = {(ﬂfn)fil € EM: (Spn(xn)) € €q> v (%)Zo:l € f}f* (E/)}
Nao ¢é dificil verificar que, com as operagoes usuais de sequéncias, £, , (E) ¢ um espago

vetorial. De maneira semelhante ao que fizemos no Capitulo [2 estudaremos a norma do

espaco ¢, (E) e mostraremos que, com essa norma, ¢,, (E) é um espago de Banach.
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3. Operadores Cohen Fortemente Somantes

Proposigao 3.1. A funcao |||, : {yp (E) — [0,00), dada por

1
q

||(In)20:1“q,p = sup (Z |90n<xn)|q> )

(Pn)o2q EB[;U* (")

define uma norma em ¢ , (E).

Demonstragao: Para cada x = (2,)52, € 4, (E), definamos o operador

T,: L (E') — £,
(en)ne1 ¥ (en(@n))niy
Como = € {,, (E), segue que T, estéd bem definido. E trivial mostrar que T} é linear. A
fim de garantir que a funcdo |-, , estd bem definida, mostremos que 7, é continuo para
cada z € {,, (E).
Seja (0", T (¢*))32, uma sequéncia convergente em (3. (E') x £y, digamos (", T, (¢*)) —
(¢, ), ou seja,

(P =¢* = o= (palily em (), e (3.1)
(on(@a))oy = Tu(¢") — y = (yu)oy em £
Pela Observagao segue de (3.1)) que
ok LN o, em E’'S paratodo neN, e (3.2)
©oF () £y, em K, paratodo n € N. .

Por (3.2)), ©* (z) N ¢n(x) paratodon € Netodo x € E. Em particular, ¢ (z,) LN on(Tn)
para todo n € N. Por unicidade, ¢, (x,) = vy, para todo n € N, donde

(907]2(3371))20:1 = Taz(@k) — Y = (Un)pe1 = (@n(Tn))nzr = Tu(p).

Consequentemente, o grafico de T, é fechado e, portanto, T, é continuo para todo x €
o (BD.

Para concluir, mostremos que ||-||, , satisfaz as condi¢ées N1, N2 e N3 da Definigio
LIt
N1) E claro que [|(z,)52:]],, > 0 para toda sequéncia (x,)p2; € lyp (E) e que [[0f,, = 0.
Seja (,)pLy € Lyp () tal que [|(z,)524]],, = 0. Pela Observagao|2.15, (0d;;)32, € £ (E),
onde §;; é o delta de Kronecker, para todos ¢ € E' e j € N. Se ¢ € Bp/, entao

1(£0i5)Z21 1l e = sup [0(@)] = [lel <1

YeEB R
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3. Operadores Cohen Fortemente Somantes

para todo 5 € N. Logo,

|z, = sup |p(z;)] = sup ||(<P5i,j(xi>>?il”q
©EB (9051'1')?21634;; (B
< sup ||(90j($j))§i1||q - H@j);ilHq,p =9,

(95)521€Bgw, ()

para todo j € N. Portanto, (x,)32 0.

n=1 —

N2) Sejam A € Ke (z,)2, € {,, (E). Entao,

AMzn)nzillyy = [Azn)atilly, = sup [l (en(Aza))nZi
(tpn)ﬁ":leBZ;)* (E")

=[AL - sup [[(en(@n))ntilly = A (En)nZllg -

(90")?10:163@;’*(1?’)
N3) Sejam (a)52;, (b,)22, € £,, (E). Entao,

[(an)azs + (On)pZillyy = lan +ba)ililly, = sup [[(@nlan +bn))iZill,

)Ly GBz;v* (B

= sup [ (Pnlan))ozy + (@n(bn))?d”q

(@n)%o:l GBZ’;J* (E"

< s (lleal@)il, + ) l,)

(Wn)?le GB[pw’k (E)

< sup ||(g0n(an))2°:1|’q + sup ||(90n(bn))ﬁ°:1||q

(‘Pn)?f:lGBzg* (E" (@n)ﬁozleBe;v*(El)

= [l@n)nZillgp + 10n)aZillg,

No artigo [14], o autor néo estabelece nenhuma relagao de inclusao entre o espago de
sequéncias {,, (F) para diferentes valores de parametros nem com os demais espagos de

sequencias conhecidos. Até onde sabemos, a proposicao a seguir trata-se de uma primeira

abordagem dessa questao.

Proposicao 3.2. Sejam E um espaco de Banach e 1 < p, q, p1,p2, ¢1, 2 < 00.
(a) Se ¢1 < qq, entao {,, , (E) < Ly » (E) para todo p.

(b) Se p1 < po, entdo {,,, (E) N Ly, (E) para todo gq.

(c) Se 1 <p < oo, entao ly,(E) N (,(E) e para p = 1 temos (; , (E) = {,(E).

(d) Se 1 < ¢ < oo, entio £, (E) < ,(E) e para q = 1 temos £, (E) = (,(E).
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3. Operadores Cohen Fortemente Somantes

(e) (., (E) < l~(E) para todos ¢ e p.

Demonstracdo: (a) Seja (1), € €, ,(E). Entdo Y2, |¢i(7;)|" < oo para toda
(9i)32) € €. (E'). Pela Proposicao 2.13}

D@ < lwiaa)™
i=1 i=1

para. toda ()32, € 02 (E). Portanto ()%, € (,y (B) ¢ | @)1l < 1@,
(b) p1 < po implica p; < pj. Dai, pela Proposicao [2.12} (7. (E") C (.(E’). Logo, se

()72, € Ly p, (E) teremos

Q=

@) Zillgp, = sup (Z |s0¢(ri)lq)

(‘Pi)fileBeZJ; (B \li=1

< sup (Z |90z'($z')|q) = [[(z:)Z1ll,,, -

(Pi)Z1€Bpw, 51y \i=1
P

(c) Sejam (2;)2, € l1,(E) e 1 < p < co. Entao >~ |pi(x;)| < oo para toda (p;)2, €
£y.(E'), donde

Z pi(Ti)

para toda ()72, € £,.(E'). Pelas Proposigoes e e por (3.3)), segue que

<>l < oo, (3.3)

[e.e]
l@)Zall, = sup J(@)Z)l=  sup D i)
VEB(up(m)y (P)Z1€Be,. m) | =1
o0 oo
< sup > wilw)| < sup Y i)
($e)Z1€Bew, (m1) ['i=1 (Pi)iZ1€Bew, (51) =1
= [l Zall, -

Portanto, ¢, (E) < (,(E). O caso p = oo ¢é contemplado no item (e).
Seja (x;)2, € £1(E). Como

>l < D llall il
=1 =1

o0 o
<D Meaiilloo lall < 3l < oo,
i=1 i=1
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3. Operadores Cohen Fortemente Somantes

para toda (¢;)72; € B gy = Bo_ (), temos

(@)l = Sup Z ()] < 1(@a)524ll; -

(¢i)21€Beg () i=1

Por outro lado, se (2;)2, € {1 (E), considere a sequéncia (1;)32, € By gy dada por

0, caso x; = 0,
by = (3.4)
funcional ~; tal que ||v;|| = 1 e vi(x;) = ||z;||, caso x; # 0,

Sequéncia esta construida com o auxilio do Teorema de Hahn-Banach. Com isso, temos

xl = 1||1 Z ||xz|| - Z |wz {L'l

< sup ZW% ()] = [|(z:)2 1||11a

(pi)Z1€Besg () i=1

e portanto {1 (FE) = (1(E).
(d) O caso ¢ = 1 segue do item anterior e o caso ¢ = co é contemplado no item (e). Seja

1 < ¢ < oo. Para cada (z;)2, € {,1 (E), seja (¢;)2, construida como em ((3.4]). Temos,

ez, = (Zuxznq) (wamq)q

< sup (Z |901:($z')|q> = H(%‘)f;”q,u

(0i)721€Bpw (5 \ i=1

Q=

o que conclui a prova de (d).
(e) Seja ()2, € £,, (F). Entao,

2] = sup |o(z))| = sup [(pdi ()2,
S@EBEI (@5ij){21632;v*(}3/)
< sup  |[(il@i) 21l = () Zall, s

(‘Pi)filejge;; (B

para todo j € N. Assim concluimos que ¢, , (E) < (o (E). [

Observagao 3.3. Nao conseguimos estabelecer uma relacao entre o espago ¢, (E) e 0s

espacos (,(E) e/ou {,(E) para p,q > 1.

Proposigao 3.4. Seja £ um espago de Banach. Entao (¢, (E),|[|,,) ¢ um espaco de

Banach.
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3. Operadores Cohen Fortemente Somantes

Demonstragao: Seja (x*)%2, uma sequéncia absolutamente somdvel em £, , (E), isto é,

Pl o < oo com zF = (2F)>, € ¢, (E) para todo k € N. Pela Observacao |1.24]
k=1 q,p n/n=1 q,p

basta mostrar que Y ;- a* converge em ¢,, (E). Dividiremos a nossa demonstragio em
dois casos:
Caso 1: q=1.

Da Proposigéotemos HxﬁHE < kaHoo < kaHq’p para todos k,n € N, donde

o0 o0
Dolklls <D0 M=, < oo (3.5)
k=1 k=1

para todo n € N. Pela Observacao [1.24] e a completude de E, para cada n € N, tem-se
Sk =z, onde z, € E. Logo, basta mostrar que (> ;- 2F)> | = (2,)2°, € (1, (F)

e que Y7, 2" = (2,)p.
Note que, pelo Critério de Comparacao, (3.5)) implica

o0

Z 00, (3.6)

para todos n € N e ¢, € E’, pois para todo j € N,

>t

k=1

J

< D leal@)] < lleul Z lzzll -

k=1

Além disso, pela continuidade de ¢,,, S°5° 2% = lim; Y7 2* = z,, implica em

J
on(1n) = lim g, (Z wﬁ)
J k=1

j ) (3.7)
= lijm Z on(2F) = Z en()),

para todo n € N.
Seja (N, P(N), 1) o espago de medida onde P(N) é a o-dlgebra das partes de N e p é
a medida de contagem. De (3.6, a fungao

fTN—R

n— Z ‘cpn(xk
k=1

estd bem definida. Sejam ¢y, f;: N — R dadas por ¢ (n ‘gpn ‘ e fi(n) = i:1 }(pn
para todos k,j € N. Entao, f; = Zk:l Y e fj < fj+1 para todo j € N. Por cons-
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3. Operadores Cohen Fortemente Somantes

trucao, f;(n) EN f(n) para todo n € N. Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona (veja o

Apéndice A, Teorema [A.8§]),

/Nfd/i:h]r.n/ijd/L:h?l/N <§wk> du
Zlijmkzi;/N%dM: ki:;/N?/)de

donde, pela Proposigao [A.9] obtemos

(Z\Wf;)\) =3 = [ =3 [ vuda
o T B (3.8)
=X Zwmn)): (waﬁ)\)

para toda sequéncia (¢,)%, € Byu, (g). Consequentemente, ()5, € £y, (E). Como a

série Y ;- kaHl,p é convergente, temos

J
(Tn)per — Z z*
k=1

fo%e) o0

k

>
k=j+1 n=1|l1,

e (®

(pn)izi€Bew, (5) \n=1

)

~(2)
o (55 o)

((Pn) leBew (E’

n=1 k=j+1
33 k
= sup E E |on ()]
(wn)leeBeg; (B) \k=j+1 n=1

[ w (waﬁn)

k=j+1 (9@")720:1632;;’* (E") n=1

& .
= > lIe*l, =0

k=j+1
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3. Operadores Cohen Fortemente Somantes

donde 737, o = ()72
Caso 2: q > 1.

Como ({,)" = €4+, temos

[(on(@n))nzally = sup [¢((on(zn))nZi)| = Sup
wEB(Zq)’ (6n IEB[

Z Onon(Tn)

n=1

Assim,

[(@n)nzillgp = sup [(en(zn))nzall,
(Wn)ZO:ﬁBe;U*(E/)

(3.9)
= sup sup .
(%n)%o:ﬁBe;f*(E/) (0n)721€Be s

Como no Caso 1, devemos mostrar que (3o zk)>e | = (ﬂnn)"":1 €lyp(Eyequed oo b =

()22 ;. Sejam (6,,)2, € By,. e (on)Se, € ng (). De , segue que a funcao

n=1

g N—R
s 310l [en(@h)] = 162> | pula
k=1 1

estd bem definida. Sejam &, g;: N — R fungdes dadas por &,(n) = |0, | (ak)| e g;(n) =

i:l 16, ‘gpn(x’;)} para todos k, j € N. Entao, ¢g; = Zizl ks 95 < gj+1 paratodo j € N, e,
por construgao, gj(n) — g(n) para todo n € N. Pelo Teorema da Convergéncia Monétona,

J
gd zlim/g-d :lim/ & ) d
/N p=lim [ gjdp=1lim | ;k 1
J 00
:1im2/§de=Z/§kdﬂ-
7 =1 /N k=1 7N

Assim, pela Proposigao

> <Z 6] \%(:cii)l)

n=1 =1

3 <igk<n>) _ Ool (nf;wn\ !son<xfz>\) .

k=1 \n=1 k=

3

> g(n) Z/gduzz Exdp (3.10)
N k=1 YN
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3. Operadores Cohen Fortemente Somantes

Adaptando o raciocinio usado em ([3.6)) e (3.7]), temos

n@n

< 316l |oulat)] < o, (3.11)
k=1

para todos n € N e ¢, € E'. Além disso,

Onpn(n) Z Onspn( (3.12)

para todo n € N. Por (3.10), (3.11)), (3.12) e pela desigualdade de Hélder, obtemos

n()] < i o) = fj ;1 bupnlct)
< i (2 0] (e ) _ i (fj 0, \son(xfi)\)
< i( Rl ez )
<3 (16l ¥, = 162 ZH P,y < o0,

para todas (0,)721 € By, e (n)il; € Byu (&) Logo, por (3-9),

|| (xn)zoZIH(Lp = Sup Z engpn($n) < 0.9
[|(0n)5= (@n)i‘;ll\wm*ﬁl n=1
e assim (z,)52, € {,, (E). |

3.2 Espaco das Sequéncias Cohen Fortemente
p-somaveis

Sejam E um espago de Banach e 1 < p < oco. Uma sequencia (z,,)5, em E é Cohen
fortemente p-somdvel se a série " |@on(2,)| convergir para toda (n)52, € £ (E),
com % + # = 1. Originalmente, nao foi essa a defini¢ao dada por Cohen em [8]. L4, uma
sequéncia ()72, em E é Cohen fortemente p-somével se a série > ¢, (x,) convergir
para toda (¢,)52; € £,:(E"). No entanto, em [7], Campos mostrou que essas defini¢des sao

equivalentes. Denotamos por £, (E) o conjunto de todas as sequéncias Cohen fortemente

o8



3. Operadores Cohen Fortemente Somantes

p-somaveis em F, isto é,

oo

l (B) = {(xn»?l €E": ) lpnlan)| <00, ¥ (n)i2y € e;i(E’)} .
n=1

Verifica-se facilmente que, com as operagoes usuais de sequéncias, £, (E) é um espago

vetorial. Note que ¢, (E) = {1, (E), isto é, as sequéncias Cohen fortemente somdveis sao

um caso particular do que vimos na Se¢ao . Assim, como jé demonstrado, (¢, (E) , [|-[]; )

¢ um espaco de Banach. A propédsito, esta também nao foi a norma introduzida por Cohen

em [§]. Ele definiu uma norma em ¢, (E) pela expressao

Z On(Tn)| -

n=1

op((Tn)piy) = sup
(on)ply EBZZ’* (E"

Porém, em [18], Nogueira mostrou que [[(z,)5%4 [, = 0p((¥4)52;). Dessa maneira, fare-
mos uso das duas expressoes indistintamente ao longo do texto.

A préxima proposicao segue imediatamente como caso particular da Proposigao [3.2]
Proposicao 3.5. Sejam E um espaco de Banach e 1 < p < oc.
(i) Se 1 < p < oo, entio £, (E) < £,(E).

(ii) Se p =1, entdo ¢, (E) = (,(E).

3.3 Operadores Lineares Cohen Fortemente

p-somantes

Sejam F, I espagos de Banach e 1 < p < co. Um operador T' € L(E, F') é dito Cohen

fortemente p-somante quando
(T(zy))pq € L, (F) sempre que (x,,)pe; € {,(E),

isto é, quando o operador

T: 0,(E) — 0, (F)

(@n)p2r > (T'(n));

n=1 n=1

estd bem definido (e neste caso é claramente linear).

Denotamos por D,(E, F) o conjunto dos operadores Cohen fortemente p-somantes de
E em F. Pela Proposicao e por (2.9), D1(E, F) = L(E, F). Este é o motivo de termos

excluido o caso p = 1 na definicao acima.
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3. Operadores Cohen Fortemente Somantes

Observacao 3.6. Um fato curioso neste capitulo, como serd visto nas demonstragoes
de resultados a seguir, é que embora estejamos lidando com operadores lineares, faz-se
necessario alguns resultados da teoria de operadores multilineares, como no caso particular
dos operadores bilineares. Sejam FEi,...,F, e F espacos normados, com n > 2. Um
operador T': Ey X --- X E, — F é n-linear (ou multilinear) se é linear em cada varidvel.

Neste caso, T' é continuo se, e somente se, existe M > 0 tal que

[T (@, -] < Mlza] - flaall (3.13)
para todo x = (z1,...,x,) € B X -+ X E,. Nao é dificil verificar que, com as operagoes
usuais de operadores, o conjunto L(FE1,..., E,; F') dos operadores n-lineares continuos é

um espago vetorial normado, com norma dada por

1T = sup [ T()].

IEBElXMXEn

Mais ainda, ||T'|| é o infimo das constantes M que satisfazem (3.13)). Também vale o
Teorema do Grafico Fechado para operadores n-lineares, isto é, um operador n-linear T é

continuo se, e somente se, o grafico de 7' é fechado (veja [7]).

Vamos demonstrar algumas caracterizacoes para operadores Cohen fortemente p-somantes.
Proposicao 3.7. Para T € L(E,F) e 1 < p < 00, sdo equivalentes:
(i) T é Cohen fortemente p-somante.

(ii) Existe uma constante C' > 0 tal que

Zm ()] < C )il 1 (2n)lluy

sempre que (2,)32, € G(E) e ()22, € £2(F).

(iii) Existe uma constante C' > 0 tal que

Z\tpn (@) < Cll(@n)nall, | (en)n i e » (3.14)

paratodosm e N, x, € Feyp, € F',n=1,...,m.

Demonstragao: (i)=-(ii) Seja T: E — F um operador Cohen fortemente p-somante.

Entéo o operador (linear) induzido T': l,(E) — £, (F) estd bem definido e assim o opera-
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3. Operadores Cohen Fortemente Somantes

dor

T: (5 (F') % b,(E) — &

((en)azrs (@n)nZr) > (on(T(20))) 5%

também estd bem definido e é bilinear.
Afirmacao: T tem grafico fechado.
De fato, seja (gpk,xk,f(gpk,zk))zozl uma sequéncia em (. (F') x £,(E) x £ tal que
(", 2%, T(p", 2%)) = (@, 2,y), isto &,
((pk7$k) — ((,0,1') e g;f]*(F/) X gp(E>7 €

! 3.15
(¢F,2%) — y em £, (3.15)

~

onde ¢ = (£n)iy, @ = (¥n)7L1 € ¥ = (Yn)oZy- De (B.15), segue que y = lim;, T(*, 2") =
limy (¢F (T(2%)))%2, e pela Observacio (3.15) temos

limy, @5 (T'(a7,)) = Y €

limy, @F (T'(zf)) = on(T(2n)),

para todo n € N. Por unicidade do limite, ¢, (7(z,)) = y, para todo n € N, donde

T(p", a*) 5y = ()22 = (u(T(22))2, = T(p. ).

Portanto, T tem o grafico fechado e, por isso, é um operador continuo. Dai, existe M > 0

tal que

> len(T @)l = || (el @), < M@l len)ilye . (3.16)

n=1

(iil)=(ii) Sejam (2, )52, € £p(E) e (pn)pey € Ly (F'). Se vale (iii), entdo

para toda (7,)p2; € £,(E) e toda (¢n)pl; € 5 (F').

Z on (T (zn))] = Slnllpz |on (T ()]

< sup (C @il 1 en)is )
S (G T
(ii)=(i) e (ii)=-(iil) sdo imediatas. |

Para cada T' € D,(E, F), denotemos por d,(T") o infimo das constantes C' que satis-
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fazem a desigualdade (3.14). Dados A € K e A, B € D,(E, F), para quaisquer m € N,
x, € Eeyp, € F',n=1,...,m, temos

[Pa(A(@a))l + Y oa(AB(z2))]

NE

D loa((A+AB)(za))] <

= lealA@)) + ALY len(Blza))] (3.17)
< (dp(A) + N dp(B) (@)l (o) -

Portanto D,(E, F') ¢ um subespago vetorial de L(E, F').
Assim como o espaco II, ,(E, F), o espago D,(E, F) nao é fechado em L(E,F) em
geral (Apos a leitura do Capitulo 4, veja Apéndice , Proposicao para compreender

esse fato).

Proposicao 3.8. O infimo das constantes C' que satisfazem a desigualdade (3.14)) define
uma norma em D, (E, E), denotada por d,(-). Além disso, HTVH =d,(T).

Demonstracao: Sejam A € K e A, B € D,(E,F). Mostremos que d,(-) satisfaz as
condigoes N1, N2 e N3 da Definicao [L.1}

N1) E claro que d,(A) > 0 para todo A € D,(E,F) e que A = 0 implica d,(A) = 0.
Seja d,(A) = 0. Entéao, fazendo m = 1 em (3.14)), segue que |p(A(z))| = 0 para todos
¢ € F',x € E. Logo, |A(z)|| = supyep,, [#(A(x))| = 0 para todo z € E. Portanto, A = 0.
N2) Fazendo A = 0 em (3.17)), obtemos d,(AB) < |A| d,(B). Por outro lado, de

Z!wn (AB(zn))| = WZI% (@n))| < dpAB) [[(2n )il [ (Pn)nzillu

temos || d,(B) < dy(AB). Assim, d,(AB) = || d,(B).
N3) Segue imediatamente de ([3.17]).
Finalmente, temos d,(7T") < HT ‘ por (3.16) e que HTH < d,(T) pela desigualdade

17| - e Tl
il il
< sup (dpm I@a)eall, Non)eillye ) = dolT):

el ezl <t
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Observagao 3.9. Se T' € D,(E, F), entao Hf” = HTH = d,(T). De fato,

17 = s @z = s @)L,
@z, <1 P <
= sw s > LT | = |7
Nzl <t \[lewll, <1 o

3.4 Operadores Lineares Cohen-Khalil Fortemente

(s, 7, p)-somantes

Como dissemos anteriormente, embora nosso trabalho lide exclusivamente com opera-
dores lineares, faremos uso de um resultado da teoria dos operadores multilineares para
estabelecer uma inesperada equivaléncia entre a classe dos operadores Cohen fortemente
p-somantes e a classe dos operadores Cohen-Khalil fortemente (s, r, p)-somantes, que de-
finiremos nesta segao. A referida ferramenta comegou a ser desenvolvida por G. Botelho,
D. Pellegrino e P. Rueda em [4], e teve sua versao final apresentada por D. Pellegrino, J.

Santos e J. B. Seoane-Septilveda em [19].

Sejam Xi,...,X,,,Y e Ei,..., E. conjuntos nao-vazios arbitrarios, H uma familia de
fungoes de X7 x --- x X, em Y. Sejam Kj,..., K; espacos topoldgicos de Hausdorff

compactos, G, ..., Gy espagos de Banach e suponha que as aplicacoes

Rj : KjXE1X"‘XETXG]'—>[O,OO),jzl,...,t,
S HXE X X B xCGyx-xGy— 0,00

possuam as seguintes propriedades:

1. Para cada ) € E; e b € Gj, com (j,1) € {1,...,t} x {1,...,r}, a aplicacdo

(Rj)p,. a0y = K5 —[0,00),

-----

definida por (R;),0) .. .0 4(p) = R (9,2, ..., 2", b), é continua;

2. As seguintes desigualdades sao vélidas:

R; (0,20, .2 mb@) < miR; (0,20, ..., 2 b))
S (f, x(l), ey :r(7")7 alb(1)7 . atb(t)) > aq...049 (f, x(l), - I(r)7 b(l), . b(t))

para todos ¢ € Kj, e B (coml=1,..7),0< n;, 0 <1, bi) Gj,
j=1..,te feH.
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Sob essas condigoes, temos a seguinte defini¢ao (veja [19, Defini¢ao 4.4]):

Definicao 3.10. Sejam 0 < pq,...,p, po < 00, com pio = p% + -+ p%' Uma aplicacao
f:Xix-+xX, =Y emHéRy,.., R-S-abstrato (pi, ..., p;)-somante se existe uma

constante C' > 0 tal que

& (5 (%l ...,bgo))po) ;

i=1

t m 1/pk
p
S CH sup (E Rk <90axz(1)77$5T)7b5k)> k>

k=1 P€Ee i1

para todos xgs), ...,azg{i) € FE,, bgs), ...,bg{i) € G, meNe (s,1) e {1,...,r} x {1,...,t}.
Para a demonstragao do préximo teorema veja [19, Teorema 4.6].

Teorema 3.11 (Teorema da Dominacao de Pietsch Generalizado). Uma aplicagdo
f €M ERy,..., Ri-S-abstrato (py, ..., pr)-somante se, e somente se, existem uma constante

C > 0 e medidas de probabilidade de Borel ju, em Ky, k=1,....t, tais que

t

1/p
S (f,aW, .z bW p®) gCH(/ Ry, (p, 2, .zl p®)P duk> ) :
Ky

k=1

para todos zV € By, 1=1,...,r e b®) € Gy, com k=1, ..., t.

’

Para cada T' € L(E, F), definamos ®7: [’ x E — K pondo ®7(p,z) = ¢(T(z)). E
imediato verificar que &1 € L(F’, E;K).

Proposigao 3.12. Sejam E, F' espacos de Banach. Entdo T" € D,(E, F) se, e somente

se, existe uma constante C' > 0 tal que

Do 1@r(ei z)l < Ol 100 1y e
i=1

paratodos m e N, x; € B, o, € F',i=1,...,m.

Demonstracao: Segue imediatamente do Teorema |3.7| |
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Fazendo n = 2 na Definicao [3.10| e escolhendo

t=2 e r=1

B, = {0}

K; = {0} e K5 = Bpv munido da topologia fraca-estrela
Gi=LFE e Gy=F'

H = L(F', E;K)

po=1pi=p e pp=p°

S: L(F',E;K) x {0} x Ex F' — [0, 00),

dada por S(£,0,z,¢) = [{(p, 7)|

Ry: {0} x {0} x E — [0,00), dada por R;(0,0,z) = ||z|
Ry: Bpn x {0} x F' — [0,00), dada por Ra(1,0,p) = (e

(3.18)

concluimos que (Ry)o.: {0} = [0,00) e (R3)o,,: Brr — [0, 00) sao claramente continuas,

com

R1(07 07 77133) = H77137H = 771R1(0> 07 iL‘)
Ro(¥,0,ma00) = |(n200)| = 2 [¥(0)]
S(ga 07 oz, 042(,0) = |§(062g07 O‘lx)| = OélOéQS(f, 07 z, QD)

para todos (0,0,z) € {0} x {0} X E, (¥,0,¢) € Bpr x {0} x F", (£, 0,2, ) € L(F', E;K) X
{0} x EX F" e 0<m,m,ar,a <1, donde

m

> S(®r,0,m1,00) = Y |Pr(es, w1
i=1

i=1
< Cll@a)iZall, 1(pi)i [l e

=C sup (Z H371Hp> p wSUP <Z U (i)

LPEB{O} i=1 €Bgn

B
p*
p*)
1

= C sup (Z Rl (07 07 xl)p> sup (Z R2 (% Oa Soi)p*>
i=1

pEBg) i—1 YEBLn

para todo T € D,(E, F). Portanto, com as escolhas que fizemos, T € D,(E, F) se, e
somente se, &y é Ry, Ry-S-abstrato (p, p*)-somante. Logo, pelo Teorema [3.11] existem
C' > 0 e medidas de probabilidade de Borel p1, o em {0} e Bpr, respectivamente, tais

que

() dm(w)) p (3.19)

F/l

Br(p,2)] = [o(T(@)] < C |l2] ( /B

65



3. Operadores Cohen Fortemente Somantes

para todos x € E, p € F'.

Acabamos de demonstrar que vale o

Teorema 3.13 (Dominacao de Pietsch para operadores Cohen fortemente so-
mantes). Sejam 1 <p < oo, E ¢ F espagos de Banach, T € L(E,F). Entao T é Cohen
fortemente p-somante se, e somente se, existem uma constante C' > 0 e uma medida de

probabilidade de Borel i em Bpn tais que, para cada x € E e cada o € F'

1
pr

% du(@)) | (3.20)

P(T(@)] < C |l ( / ()

Neste caso, d,(T) € o infimo das constantes C' que satisfazem ({3.20)).

Observagao 3.14. O teorema acima foi posto aqui nesta secao, em vez de na anterior,

deliberadamente, para o seu uso em comparacao a nova classe que sera imediatamente

definida.

Definicao 3.15. Sejam E, F espacgos de Banach, 1 < s,p* < cce 1 < r < 0o, com
= % + z% e % + # = 1. Um operador T' € L(FE, F) é dito Cohen-Khalil fortemente

1
S
(s,r,p)-somante se o operador induzido

T: 0, (E) — l,, (E)
(Tn)pey = (T'(z0))

n=1 n=1

estd bem definido (e neste caso é claramente linear).
Denotamos por Cs ) (E, F') 0 conjunto dos operadores Cohen-Khalil fortemente (s, 7, p)-

somantes.

Como aconteceu com as demais classes de operadores estudadas, temos as seguintes

caracterizagoes:

Proposicao 3.16. Sejam 7' € L(E, F), 1 <p* < oo e

(S,T)EF:{(S,T)E [1,00) % (1,00]: -:-+—*}.

Sao equivalentes:
(i) T é Cohen-Khalil fortemente (s, r, p)-somante.

(ii) Existe uma constante C' > 0 tal que

(Z |s0i(T(wi))ls) <c Iz )Zall, 1)1l e
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sempre que ()%, € (,(E) e (97, € £2.(F).

(iii) Existe uma constante C' > 0 tal que

(Z |s0i(T(wi))ls) <c Gzl 1)l e

para todos m € N, x; € B, o, € F',i=1,...,m.
Demonstragao: Aniloga a Proposigao 3.7} |

Proposicao 3.17. Sejam E, F' espagos de Banach. Entao T € C(, ) (E, F') se, e somente

se, existe uma constante C' > 0 tal que

(Z ICPT(sm,fi)IS) < Ol ()il 1(pa)iZill o
=1

para todos m € N, x; € B, p; € F',i=1,...,m.
Demonstracao: Segue imediatamente da proposicao anterior. [ |

Observe que, tomando pg = s, p1 = r, po = p* e mantendo as outras escolhas em
(3-18), concluimos que T € Cs ) (E, F) se, e somente se, $p é Ry, Ro-S-abstrato (r,p*)-
somante. Dali, pelo Teorema (3.11} existem C' > 0 e uma medida de probabilidade de Borel

1 em Bpny tais que

1
I

Br(p,2)| = |p(T(@))] < Clal (/ |w<so>\p*du2<so>> , (3.21)

F//
para todos x € E e ¢ € F'. Com isso, também vale o

Teorema 3.18 (Dominagao de Pietsch para operadores Cohen-Khalil forte-
mente somantes). Sejam 1 < p < oo, E e F espagos de Banach, T € L(E, F). Entdo
T é Cohen-Khalil fortemente (s,r,p)-somante se, e somente se, existem uma constante
C > 0 e uma medida de probabilidade de Borel 1 em Bpnv tais que, para cada x € F e
cada p € F'

1
pT

()" du(w)) : (3.22)

P(T(@))] < C |l ( /

Como consequéncia dos Teoremas e |3.18] temos o seguinte resultado de coin-

cidéncia:

F//
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Corolario 3.19. Para 1 < p* < oo fixo e quaisquer (s,r) € T,
C(SJ’;P)(E7 F) = C(l,P;p)<E> F) = DP<E> F)

O resultado que acabamos de obter é um caso particular do préximo teorema, devido
a J. R. Campos [0, Theorem 3.2]:

Teorema 3.20. Seja f: X — Y uma aplicacio e sejam

0 < qo,q1,p0,p1,p" < 0

tais que

1 1

1 1 1 1
— e —:——l——*.
qo q1 b Do P1 p

Se (R1)@p)(-) € constante para cada x e cada b, entdo as sequintes afirmagoes sao equi-

valentes:
(i) f € Ry, Ry-S-abstrato (q1, p*)-somante.
(i) f é Ry, Ry-S-abstrato (pi,p*)-somante.

Demonstragao: Pelo Teorema(3.11], f é Ry, Ry-S-abstrato (gi, p*)-somante se, e somente
se, existem uma constante C' > 0 e medidas de probabilidade de Borel p; em K;, ¢ = 1,2,

tais que

: L
S(f,ﬂ?, b17b2) < CH (/ Ri(@,ﬂf, bz)pzdﬂl) ' .
i=1 K

Como, por hipotese,

1

(/ Rl(%%bl)mdﬂl) = Ri(p,7,b1)
K

para qualquer ¢ € K fixo, segue que f é Ry, Ry-S-abstrato (qq, p*)-somante se, e somente
se, existem uma constante C' > 0 e uma medida de probabilidade de Borel p em K, tais

que

S(f,z,b1,b0) < C(Ri(p,x,b1)) ( RQ(QO,.T,bz)p*d'u)p* ' (3.23)

K>

Por outro lado, aplicando o mesmo argumento ao item (ii), obtemos que f é Ry, Ro-S-

abstrato (pi, p*)-somante se, e somente se, existem uma constante C' > 0 e uma medida
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de probabilidade de Borel ;1 em K5 tais que

S(f,2,b1,bs) < C (Ry(ep, 2, b1)) ( Ra(p, bz)p*dﬂ) " (3.24)

Ko

O resultado segue entao de ([3.23)) e (3.24)). [
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Capitulo 4

Ideais de Operadores

Neste capitulo, sob o ponto de vista da teoria de ideais de operadores, vamos mostrar,
como anunciamos na introdugao de nosso trabalho, que os operadores Cohen fortemente
somantes sao adjuntos de operadores absolutamente somantes, e vice-versa. Antes disso,
faremos uma introducao a teoria dos ideais de operadores tendo como principais referéncias
os trabalhos [9], [22] e [20]. Faremos uso, também, de resultados de pesquisas recentes

que nos conduzem de maneira mais objetiva a resultados que buscamos.

4.1 Ideais de Banach

Um #deal de operadores Z é uma subclasse da classe £ de todos os operadores lineares
continuos entre espacos de Banach tal que, para todos espacos de Banach E e F', suas

componentes Z(E, F) := L(E, F) N Z gozam das seguintes propriedades:
(i) Z(E, F) é um subespago vetorial de L(E, F') tal que F(E,F) CZ(E,F).

(ii) A propriedade de ideal: se v € L(Fy, F), T € Z(Ey, Fy) e u € L(E, Ep), entao a

composicao v o T o u pertence a Z(E, F).
Dizemos que Z é um ideal normado, se existe uma fungao ||-[|; : Z — [0, 00) tal que

(a) ||I-|l; restrita a componente Z(E, F') é uma norma, para todos espagos de Banach E
e I

(b) O funcional idx é tal que ||idk||; = 1.

(c) ||Th o Ty o Tl < |Ta]l || T2l [|T5]l, sempre que Ty € L(Fy, F), To € Z(Ey, Fy) e Ts €
L(E, Ey).
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Além disso, se todas as componentes Z(F, F') sdo espagos completos relativamente a norma
|||z, dizemos que (Z, ||-||7) é um ideal de Banach. Quando todas as componentes Z(E, F)
sao fechadas em L(E, F) com rela¢do a norma usual de operadores, dizemos que Z é um
ideal fechado. Logo, se Z é um ideal fechado, entao (Z, ||-||) ¢ um ideal de Banach.

O teorema a seguir traz uma equivaléncia da definicao de ideal de Banach.

Teorema 4.1. Seja Z uma subclasse de L na qual estd definida uma funcao ||| : Z —
[0,00). Entdo (Z,|||;) € wum ideal de Banach se, e somente se, as sequintes condi¢oes

sao satisfeitas:
(i) idx € Z(K,K) e ||idk||; = 1.

(i) TyoTyoTs € I(E, F) e || Ty o Ty o Til|z < | TA[| | T2l [| T3l sempre que Ty € L(Fy, F),
T2 S I(Eo,Fo) € T3 S E(E,Eo)

(iii) Se T,, € Z(E,F) para todon € N e > |T,|l; < oo, entao T = < T, €
I(E,F) e Tz < 32205 1 Tnllz-

Demonstracao: Se (Z,|-||;) é um ideal de Banach, entdo valem (i), (ii) e (iii) trivial-
mente.

Reciprocamente, suponhamos que valem (i), (ii) e (iii). Sejam A, B € Z(E, F) e A € K,
com E e F espacos de Banach quaisquer. A aplicacao py: F' — F dada por py(y) = Ay

é claramente linear, continua e tal que ||u,|| = |A|. Logo,
AB = pyo Boidg € Z(E, F)

por (ii). Sejam Ny: E — F, Ny: K — F operadores nulos e ¢ € E’. Por (i) e (ii),
Ny = Nyoidg o € Z(E, F).

Mais ainda, |N;]|; = 0. Tomando a sequéncia 7, em (iii) pondo Ty = A, To = AB e
T, = Nj, para todo n > 3, concluimos que A + AB € Z(E, F) e assim Z(E, F) é um
subespago de L(FE, F), para todos espagos de Banach F e F. Sejam ¢ € E', y € F e
T,: K — F dado por T,(\) = \y. E imediato que T, € L(K, F) para todo y € F. Note

que

ey ="T,o0idg o,

logo p @y € Z(E, F) por (i) e (ii), e pela Proposigao temos F(E,F) C IZ(E, F),
para todos espagos de Banach E e F'. A propriedade de ideal é satisfeita por (ii). Agora,
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mostremos que a funcao |[|-||; restrita a Z(E, F') satisfaz as condigoes de norma, para todos
espacos de Banach F e F":

N1) |||l é nao negativa por hipdtese. Também ja observamos que ||T']|; = 0 se T = 0.
Seja T € Z(E, F) tal que ||T'||; = 0. Se T nao for o operador nulo, entao existe =, € E tal
que T(z0) # 0. Assim, existe 1) € F” tal que ||| = 1 e ¢(T(x0)) = || T(x0)||. E simples

mostrar que a aplicacao £: K — F dada por £(\) = mxo pertence a L(K, E). Logo,
poTol(N) =1 (WT(@)) = X\ =idg(A) para todo A € K. Por (ii),

lidgllz = [[¢o T o &l < [Tl 1€l = 0,

contradizendo (i). Portanto, 7" = 0.
N2) Sejam T € Z(E, F) e A € K. Como AT = puy o T oidg, segue por (ii) que

IAT [l < fleal 1Tl [fidell = ATl

Para obter a desigualdade contraria, basta considerar o operador u 1 ' — F dado por

:W Da

,u%(y) = %y, onde A # 0. Claramente, fi1 também ¢é linear, continuo e H,u%
igualdade T' = p1 0 AT o idp, obtemos que IAIT]|; < ||AT||;, novamente por (ii).
N3) segue-se de (iii).

Resta mostrar que Z(E, F') é um espaco completo com rela¢do a norma ||-||;, para
todos espacos de Banach E e F, mas isso é uma consequéncia imediata do item (iii)
juntamente com a Proposi¢ao [1.23] Portanto, (Z, ||-[|;) ¢ um ideal de Banach. [

Proposicao 4.2. Sejam E e F espacos de Banach e (Z, ||-||;) um ideal normado. Entao

(a) IT|| < ||T||; para todo T € Z(E, F).

(b) llp@yllz = llel lyl-

Demonstragdo: (a) Sejam T € Z(E, F), p € F', x € E e A € K. De o(T(x))idg(\) =
o(T(2))A e poToidg®@x(N) = p(T(Ax)) = p(T(x))A, segue que as fungoes p(T(x))idg : K —
KepoToidg ® x: K — K sao iguais para todo x € F. Logo,

(T ()] = [le(T(2))idkly = [l o T oidg @ [
< llelHI7Tllz [lide @ z[| = [Tl |1l

para todos ¢ € F' e x € E. Tomando o supremo sobre ¢ e sobre x nas bolas de seus

respectivos espacos, temos

1T} = sup [T(2)[} < sup ([Tl ll=]]) = Tl -
r€BE

r€BE
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(b) Sejam y € F, ¢ € E' e T, € L(K,F) o operador dado por T,(A) = Ay. Entao
p®y="T,0idg o ¢ e assim

lp @ yllz = 1Ty oide o pll; < [T lidxllz [[ell = [[yll [l -

A desigualdade contréria se obtém diretamente pelo item (a), [[¢ @ y|l; = |l¢l |yl W

Seja Z um ideal de operadores. Definimos o fecho de I, que sera denotado por Z, pondo

IZ(E,F) = I(E, F) para todos espagos de Banach E e F, onde o fecho serd tomado em

relacao a norma usual de operadores.
Proposigao 4.3. Seja Z um ideal de operadores. Entdo (Z,||-||) é um ideal de Banach.

Demonstragdo: Basta mostrar que Z é um ideal, pois, neste caso, (Z, ||-||) é um ideal
normado e, como Z(E, F) = Z(E, F), de Banach com a norma usual. Sejam F e F espacos
de Banach. Z(E, F) é um subespaco de L(E, F) pois todo elemento de Z(E, F) é limite
de operadores lineares continuos de E em F. Além disso, F(E,F) CZ(E,F) CZ(E,F).
Mostremos que Z tem a propriedade de ideal. Sejam A € L(Fy, F), T € Z(Ey, Fy) e
B € L(E, Ey), com Ey e Fy espagos de Banach. Seja (7,)2%; uma sequéncia em Z(Ey, Fp)
tal que T,, — T'. Entao (Ao T, o B)>2, é uma sequéncia em Z(F, F'), pois, por hipétese,

7 é um ideal. Note que

[AoT,oB(x) = AoT o B(x)|| = [A(T.(B(x)) = T(B(x)))]]
= [[Ao (T, =T)(B()ll < AT = TN 1B ||z

para todos x € F e n € N. Tomando o supremo sobre & € Bg, obtemos

|AoT,oB—AoToB| = sup ||[(AoT,oB—AoToB)(x)| <|A|l T, =T B
r€BE

para todo n € N. Como ||T,, — T|| — 0, segue que AoT,, 0B — AoT o B e, por isso,
AoToB€€TI(E,F). Assim, T é um ideal de operadores. [ |

Exemplo 4.4. A classe F é um ideal de operadores. De fato, dados A, B € F(E, F),
com E e F Banach, e A € K, existem n,k € N,p;,¢;, € E'\y;,2; € F, i = 1,--- ,n,
g =1,--- k, tais que

" k
j=1

i=1

pela Proposicao |1.15 Logo, A+ AB = > ¢ ®y; + Z?Zl Ap; ® z; donde A+ AB €
F(E, F), novamente pela Proposicao [1.15| Assim, F(F, F') é um subespago de L(E, F)
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que contém, por definicao, os operadores lineares continuos de posto finito, para todos
espacos de Banach F e F. Vejamos, agora, que F tem a propriedade de ideal. Sejam
Ae L(Fy,F), T € F(Ey, Fy) e Be L(E,Ey). Pela Proposicao [L15, T = 1" | ¢; ® y;
para alguns n € N e ¢; € E|, y; € Fy. Dal,

AoToB(x (Z ©i(B Z)
= Z ei(B(x))A(yi) = Z v ® A(y;)(B(x)),

para todo z € E. Logo, AocToB(E) C [A(y1),- .., A(yn)] e, portanto, AcToB € F(E, F).

Proposigao 4.5. (F,||-||) ndo é um ideal de Banach.

YA
Demonstragao: Seja T: cg — ¢, o operador dado por T'((A\;);2,) = (—) . Como

n

Z” Sorle ozl 5

=1

>

=1

para todo n € N, fazendo n — oo, segue que > < 00, donde T esta bem definido.

2_Z
E simples mostrar que T € L(co, ¢1). Para cada n € N, definamos T,,: ¢ — ¢; pondo

To((N)i2y) = (2_)11

T, é claramente linear, continuo e, como T),(cy) C ey, ..., e,], de posto finito para todo

n € N. Além disso,

1T =Tl = sup  [[(T"=T) (M),
(X)$21€Be,
(z).
= sup 5
(Ai)§2,€Bqy 2 i=n+111

= sup Z|21_Z2zi>().

)521€Beg j—pi1 i=n+1

Portanto, T}, 7 Note que T'(2%;) = e;, para todo i € N, logo T' ¢ F(cy,¢1), pois T(co)
contém uma infinidade de vetores linearmente independentes. Portanto, (F,|-||) nao é
um ideal de Banach. |

Exemplo 4.6. Um operador T' € L(FE, F), com E e F Banach, é dito aprozimdvel, se
existe uma sequéncia (7,,)7, em F(FE,F) tal que T, 7. Denotamos por A(E,F)
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o conjunto formado por todos os operadores aproximaveis de F em F. Observe que
A(E,F) = F(E,F) e, portanto, (A, ||-||) ¢ um ideal de Banach, pela Proposigao .

Usaremos o conceito de classes de sequéncias linearmente estaveis introduzido por G.
Botelho e J. R. Campos [3], para mostrar que (IL,, m,(+)) e (D,, d,(+)) sdo ideais de Banach:
Uma classe de sequéncias X é uma aplicagao que, a cada espaco de Banach F, faz

corresponder o espaco de Banach X (F) C EN tal que

coo(E) € X(E ) l(E) e

HeJHX(K 1, VjeN

Sejam X e Y classes de sequéncias. Um operador 7' € L(E, F') é dito (X;Y')-somante
se (T'(z;))2, € Y(F) sempre que (z;)2, € X(E). Neste caso, escrevemos T' € Lx.y (E, F)

e definimos

T = [7isrvion
A .

onde T € L(X(E),Y(F)) é o operador induzido.

Uma classe de sequéncias X é dita linearmente estdvel se Lx.x(E,F) = L(E,F)
para todos os espacos de Banach E e F, isto é, para todo T' € L(F, F) verifica-se que
(T(@:)%, € X(F) sempre que (z,)32, € X(E) e || 7| = 7).

Com as defini¢oes acima, temos o seguinte teorema, um dos principais resultados de

[3]:

1
Teorema 4.7. Sejam X eY classes de sequéncias linearmente estdveis tais que X (K) <

Y(K). Entio (Lx;v,||'[lxy) € um ideal de Banach.
Demonstragao: Veja [3, Theorem 3.6]. |

Sejam E, F' espacos de Banach e X € {{,(-), £, (-), £ () }- E imediato que coo(E) C
X(FE) e, pelas Proposigoes [2.13| e , X(E) =N lso(E). Também ¢é simples verificar que

leill x) = 1 para todo i € N. Dessa forma, £,(-), ;(-) e £, (-) sao classes de sequéncias.

Além disso, para todo T' € Lx,x(E,F), sendo € Bg, temos (2,0,0,...) € Bx(pg) e

portanto
7= sw [Tz
(z:)§21€Bx (p) X(F)
= sup [[(T(@a)Zal xr) (4.1)

> sup H(T(%))ﬁlnoo
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> sup [|T(z)|| = [T

rEBR

Proposigao 4.8. As classes de sequéncias £,,(-), ;' (-) e £, (-), 1 < p < 00, sdo linearmente

estdveis.

Demonstragao: De (2.9)), (2.10)) e (4.1)) segue que Ly, (.y,0,() (£, F) = L(E,F)e Low(yuw()(E, F) =
L(E, F) para todos espagos de Banach E e F. Seja T € L(E, F). Para toda sequéncia
(Vi) € Ly (F'), temos

(i 0 T)Zy = (T" ()24 € G (E"), (4.2)

pois £;.(-) é linearmente estavel como acabamos de mostrar. Mais ainda, 7" € L(F", E')
implica 7" € L(£%(F"), (2.(E')), donde

11 0 D)2 e = 1T ()21
o RG]
w,p

102l (4.3)

= 71N i) Z ]
= [IT1 1(%:)Z1 | e

< |7

onde a ultima igualdade vem da Proposicao [1.16|
De (4.2)) segue que (1'(z;))2, € ¢, (F) sempre que (x;)72, € ¢, (E), pois

S (T = D l(ws 0 T)(w)] < o

para toda ()2, € £ (F").
Por [|.3), (i 0 177)1 € Bew, () sempre que (¢;)32) € By, ), logo

|7 (@)

(T(zi)Zill1,

|

= sup [0 (T (1))
(¢i)'?ileB4$* (F') 121
T
;0 —> (33z)
( 1T

<71 suwp Y i)

(pi)f2, eBeZ’* (B" =1

= 1T I a)E ], -

o

=T sup >

Wi)Z1€Be, (pr) =1
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T é claramente linear e, por (4.4)), continuo com HfH < ||T||. Finalmente, por (4.1]), segue
que HT\

‘ = ||T"||. Portanto, ¢, (-) é linearmente estével. |
Proposicao 4.9. (II,, ,(-)) e (D, d,(+)) sdo ideais de Banach.

Demonstragao: Como (,(-), £, (+) e €, () sao classes de sequéncias linearmente estdveis,
resta mostrar que £, (K) < (,(K), ¢,(K) =N ¢, (K) e aplicar o Teorema .
Sejam (7;)i2, € £ (K) e (y:)i2, € £,(K). Entao, pela Proposicao W,

[(@)2ll, = sup  [o((@:)21)]
PEB (4, (k)

= sup |o((z:)Z)] = (@)1,
PEBgw (k)

e, pelas Proposicoes e

(%)

1p— Sup lo((yi)i21)]
PEB ¢, k)

= sup Z ©i(yi)
i=1

(%)i’ilEBepw* %)

e.¢]
= sup Z ©i(yi)
=1

(Pi)Z21€B, . )
= sup [e((w)Z)] = 1w,
PE€B @y
o que nos mostra que £;'(K) < l,(K) e (,(K) = ¢, (K). Portanto, pelo Teorema ,

(Lew ()it () ||'||ggj(.);gp(.)) = (I, m(1)) € (Loyritotys -y (y:0,9) = (Dpsdp(-)) séo ideais de
Banach. |

Observagao 4.10. Como, pela Proposicao [2.12, £¢(K) < £y (K) = ¢, (K), para todos
1 < ¢ < p < o0, podemos concluir, do mesmo Teorema .7, que (II, 4, 7, 4(-)) ¢ um ideal
de Banach.

A seguir, listamos mais alguns exemplos de ideais de Banach. A verificagdo de que
essas classes sao de fato ideais e completos pode ser encontrada em [9], [22] e [20].

Nos exemplos abaixo, E' e I’ denotam espacos de Banach.

Exemplo 4.11. Um operador T € L(FE, F') é dito compacto quando T(Bg) é compacto
em F. Denotamos por K(FE, F') o conjunto formado por todos os operadores compactos
de E'em F. (K,|||) ¢ um ideal de Banach.

77



4. Ideais de Operadores

Exemplo 4.12. Se T(Bg) ¢ fracamente compacto em F, onde T' € L(F, F'), dizemos
que T é um operador fracamente compacto. W(E, F') denota o conjunto dos operadores

francamente compactos de E em F. (W, ||-||) ¢ um ideal de Banach.

Exemplo 4.13. Um operador T' € L(E, F) é dito completamente continuo quando, para
toda sequéncia (z,)°, em E tal que z, — z em E, verifica-se que T'(z,,) — T(x) em F.
O conjunto dos operadores completamente continuos de E em F' é denotado por CC(E, F).
(CC,||-]) é um ideal de Banach.

Exemplo 4.14. Dizemos que um operador 7" € L(E, F') é nuclear se existem sequéncias

()72 em E' e (372, em F tais que S5, i ] < oo e, para todo = € E,

T(z) = Z ;i ®@ yi(x).

Denotamos por N(E, F) o conjunto de todos os operadores nucleares de £ em F. A
funcao |-|| : N(E,F) — [0,00) dada por

17| = inf {Z leall lyll : T=) @i yz},
i=1 i=1

define uma norma em N(E, F') tal que (N, |-|| ;) é um ideal de Banach,

Exemplo 4.15. Um operador T' € L(E, F) é dito separdvel se T(E) é um subespago
separavel de F'. S(E, F) denota o conjunto de todos os operadores separaveis de F em
F. (S,|I||) é um ideal de Banach.

4.2 Propriedades do Ideal Dual

Seja Z um ideal de operadores. Definimos o ideal dual de Z, denotado Z9%! por
TN E F)={Te€ L(E,F): T ¢ Z(F,E)},

para todos espacos de Banach E e F. Dados A, B € T (K, F) e A € K, temos (A4 +
AB)' = A’ + AB’, pela Proposicao [1.17] Como Z é um ideal, temos A’ + AB’ € Z(F', E')
donde A+ AB € I\ (E F). Sejam ¢ € E' e y € F. E fécil verificar que a aplicacao
& F' — K dada por &,(¢) = ¥(y) é um funcional linear continuo. Da definigdo do
adjunto do operador ¢ ® y, segue que (¢ ® y) = &, ® ¢. Como Z é um ideal, temos
& @p e I(F'E), logo ¢ @ y € IT9(E, F). Pela Proposigao , segue que F(E, F) C
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T4al(F F). Usando a propriedade de ideal de Z e a Proposigao temos
(BoToA))=A0oT oB €Z(F,FE,

sempre que A" € L(Ey, E'), T' € Z(F}, E{) e B € L(F', F}). Consequentemente, B o T o
A € T%a(E, F), sempre que A € L(E, Ey), T € T%(Ey, Fy) e B € L(Fp, F). Com isso,

provamos a
Proposicao 4.16. Se Z é um ideal de operadores, entao Z9%! também o é.

Seja (Z,]|+|l;) um ideal normado de operadores. Para cada T' € Z%(E, F), definamos
1T || zawas = IT"1 -

Com essa definicao, vale o seguinte resultado:

Proposigao 4.17. Se (Z, ||-||;) é um ideal normado de operadores, entdao (Z4 ||| zaw)

também o é.

Demonstracao: Pela Proposigao [1.17] o fato de [|-||; ser uma norma em Z(F’, E') im-
plica que ||| ;4w ¢ uma norma em Z(E, F). Mais ainda, |idg|/zaa = ||(idk)'|l; =
lidg:||; = 1. Pela Proposigao [1.16]

|BoT o Allzam = [|A"0T" 0 Bl < AT | Bl
= [ AT | zower || Bl

sempre que A € L(E, Ey), T € I (Ey, Fy) e B € L(Fy, F). Portanto, (Z9 ||-|| aua ) €

um ideal normado. |

Proposicao 4.18. Se (Z, ||-||;) é um ideal de Banach, entdao (Z9, ||-|| aua) também o é.

Em particular, se Z é um ideal fechado, entao Z9"* também é um ideal fechado.

Demonstragao: Sejam FE, F espacos de Banach e (7},)7° ; uma sequéncia absolutamente
somével em Z9(E F). Como |1,/ zaum = || TL|l;, segue que (T0),

absolutamente somével em Z(F’, E'). Pelo Teorema vi=Yy 2 T' € Z(F',E'). Pelas
Proposicoes e obtemos que

é uma sequéncia

Tl = 17511 < 1Tl = 1Tl zawen »

para todo n € N. Pelo Critério de Comparacao, (7,,)2°, é absolutamente somével
em L(E,F) e, como FE é completo, pela Proposi¢ao existe T' € L(E, F) tal que

79



4. Ideais de Operadores

E 1 I, = T'. Das Proposicoes m e|1.17, segue que

’ k

T—ZTn

n=1

bl

k
_ Z T
n=1

para todo k € N. Como HT -y T, ‘ 0, temos Yo T) =T e pela unicidade do
limite 7" = v € Z(F', E'), donde T € Z%(E, F'). Portanto, (Z% ||-|| ;auu) é um ideal de

Banach.

Em particular, se Z é um ideal fechado, entao, por definigao, (Z, [|-||) é um ideal de

Banach. Neste caso, pela Proposigao [1.16 ||7||;aa = ||T”|| = ||T||, para todos T €
I%(E, F). Do exposto acima, (Z4 ||-||) é um ideal de Banach. |

Apresentamos, agora, o principal resultado deste capitulo.
o1 1
Teorema 4.19. Seja — + — = 1.
p D
(a) Sel<p< oo, entio Dy =1II,. Neste caso, dp-(T") = m,(T).
(b) Sel < p* < oo, entio II)" = Dy.. Neste caso, dp-(T) = m,(T").

Demonstragao: (a) Sejam T € I1,(E, F), (p;)ie; € (F') e (v3)i, € (E"). Pela
Desigualdade de Holder,

Z [i(T' ()] = Y IT" (i) ()| < Z 1T (i) |l lspill

i=1

< NI @izl 1 (i)i

(4.5)

p*

para todo natural n. Como T é absolutamente p-somante, entdo 7" também é absoluta-

mente p-somante e m,(7) = m,(T") (veja [21], Proposition 18]). Assim

T (i)l < (T (@)iz Nl - (4.6)

De (4.5) e (4.6]), obtemos

(Vi)izillup

> T (@) < m(T) o

para todo n € N. Entao, pela Proposicao T € Dy (F', E') e dp (T") < m,(T).
Reciprocamente, sejam 17" € D« (F', E'), (v;)ie; € £(E) e (¢i)iy € £y(F'). Como
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(T"(03))i=y € Ly (E') = (;)(E))" (veja Apéndice , Proposigao [A.4)), entao

= 1T ()i Il e

#i) |
Z e

= 1||1p

= [[(T"(@i)izill1 - [ (22)iy)] (4.7)
< T (e))icalli e sup [o((i)iy)]

PEB(gw ()
= [(T"(@i))izall1 pr 1(@)ia Nl

para todo n € N e, como 17" € D« (F', E'),

< dp (T') [|(sp0)i

Z ei(T(x

<x75>’LT'L=1 ||w,p

para todo n € N. De £,«(F") = ({,(F))" e da expressao acima, segue que

I(T(zi))isall, = sup [O((T(2:))isy)l = sup

YEB (4, (ryy (Pi)21€By . (F1)
< dp (T") ()i [l
para todo n € N, donde T' € II,(E, F) e m,(T") < d,-(T").
(

(b) Sejam T" € Ty (F, E'), (2i)iey € G(F') e (2:)iy € b (E). Entao (T'(¢:))iy €
l,(E") e, como ({y«(E)) = {,(E'), temos

S T ‘

=1

= Z T' (i) ()

= ||(T/(90i))?:1|| Z Il( T’ gOZ 1”

< (T )izl [ ((a)iz)|

< [(T'(a))isall,  sup fo((za)isy)]
PEB . (m)y

< (1) 1(pi)iza llup ()i e

(i)

para todo n € N e concluimos que

(T (@))ically e < mp(T7) [[(22)iy

p*
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para todo n € N. Assim, 7' € Dp-(E, F) e dp-(T) < mp(T").

Reciprocamente, sejam T' € Dp-(E, F), (¢i)iz; € £ (F') e (¢3)iz; € £p-(E"). Como
T é Cohen fortemente p*-somante, segue que 7" também o é e dp«(T) = dp«(T") (veja
[T, Theorem 3.4]). Além disso, (T"(¥3))i; € Ly (F") = (6;(F"))" (veja Apéndice ,
Proposicao |A.4]), logo

n

> T (W) (1)

=1

Z%(T/(%))‘ =

= (7" ()il pe

W)
; ”(T"(%))?lel,p* (1)

< NI @)zl ()i
< dpe (TY) [I(i)izall,e— sup [€((#)i0)]

SEB(%U(F/))/

= dp(T) | (Y1) i1

p* (gol):bZI ||w,p )

para todo n € N. Tomando o supremo sobre (¢;)2; € By, (gv), temos

(T ()il = sup  [((T" ()32
YEB 4y, (m))y

= sup
(¥i)721€8, . ()

< d,(T) ||(S0i>7,n:1||w,p’

=1

Z%’(T/(%’))‘

para todo n € N. Assim, 7" € IL,(F', E') e m,(T") < d,-(T). [
Corolario 4.20. Se p; < p, entao D,,(E, F) C D,, (£, F).

Demonstragdo: Pelo teorema anterior, T' € D,,(E, F') se, e somente se, 1" € L (F', E').
Como p; < po, segue que p; < pj o que implica 7" € Il (F', ') C 1« (F', E'), pela Ob-
servagémo Usando novamente o teorema anterior, temos 7" € I« (F', E') se, e somente
se, T € Dy, (E,F). [

4.3 Ideais Injetivos e Sobrejetivos

Sejam F, F' e G espagos normados. Uma aplicacao I € L(FE, F') é dita uma isometria
ou injecao métrica se ||I(z)|| = ||x| para todo z € E. Uma aplicacao sobrejetiva @) €
L(E, F) ¢ dita uma sobrejecao métrica se ||Q(z)| = inf{||y| : Q(y) = Q(z)} para todo
r e L.

82



4. Ideais de Operadores

Defini¢ao 4.21. Um ideal de operadores Z ¢ injetivo se dados um operador 7' € L(E, )
e uma injegao métrica I € L(F,G) tais que [ o T € Z(E, GQ), tem-se T € Z(E, F).

Definicao 4.22. Um ideal de operadores Z é sobrejetivo se dados um operador T' €
L(E, F) e uma sobrejecao métrica @ € L(G, E) tais que T' o Q € Z(G, F), tem-se T €
I(E,F).

Na demonstracao do principal resultado desta secao faremos uso dos seguintes lemas:
Lema 4.23. Seja Q € L(G, E) uma sobrejegao métrica. Entao
(a) QI < 1.
(b) Q(Bs) = Bp.

Demonstragao: (a) Como [[Q(x)[| = inf{[ly[| : Q(z) = Q(y)}, segue que [|Q(z)] < |||
para todo x € E, pois ||z]| € {||y|| : @(x) = Q(y)}. Consequentemente, ||Q] < 1.
(b) Seja = € Bg. Entdo, pelo item (a),

Q)| < Q[ =]l <1,

donde Q(z) € Bp.
Por outro lado, dado y € B, temos por hipétese que existe ¢/ € G tal que QW) =y

lyll = QI = inf{lz]| : Q(x) = Q) =y}

Pela caracterizagao do infimo, para qualquer n € N existe z € G com Q(z) = y tal que

1
Il = — < llall < llll < 1.

Consequentemente, z € Bg e Q(z) = y. Assim y € Q(Bg). |
Lema 4.24.

(a) Seja I € L(F,G) uma injegdo métrica. Entao I’ é uma sobreje¢ao métrica.

(b) Seja Q € L(G, E) uma sobrejecao métrica. Entdo ' é uma inje¢ao métrica.

Demonstracgao: (a) Veja [22, Proposition B.3.9.1].
(b) Para todo ¢ € E’, pelo Lema temos

1Q" (@)l = sup |Q'(¢)(x)|

r€Bg
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= sup [Q'(¢)(x)|

Z‘EBG

= sup [p(Q(x))]

1€ég
= sup |o(y)| = [lell,

yEBE

onde na segunda e na ultima igualdades estamos usando o fato de que

Il = sup [[T(x)] = sup [T(x)],

llzl|<1 [|]|<1
para todo T € L(E, F) (veja [5], Exercicio 2.7.8). Portanto, @' ¢ uma injegao métrica. W
Teorema 4.25. Seja Z um ideal de operadores.
(a) Se I € injetivo, entdo T € sobrejetivo.
(b) Se I ¢é sobrejetivo, entdo T ¢ injetivo.

Demonstragao: (a) Sejam E, F e G espagos de Banach, T' € L(E,F) e Q € L(G, E)
uma sobrejecao métrica tais que T o Q € I%%(G, F). Pelo Lema [4.24) Q' é uma injecio
métrica e, pela Proposigao [I.17]

QoT =(ToQ) e I(F,G).

Como T é injetivo, T" € Z(F', E'), isto é, T € T (E, F). Assim 79 ¢ sobrejetivo.
(b) Sejam E, F e G espacos de Banach, T' € L(E, F) e I € L(F,G) uma inje¢do métrica
tais que [ o T € T (E G). Pelo Lema [4.24] I' é uma sobrejecio métrica e, pela Pro-

posicio [LTT}
T'ol'=(IoT) €eZ(G' E").
Como T é sobrejetivo, T' € Z(F', E'), isto é, T € T (E, F) e assim 79" ¢ injetivo. M

Corolério 4.26. D, é sobrejetivo.

Demonstragao: Sejam E, F' e G espagos de Banach, T' € L(E, F) e I € L(F,G) uma
injegao métrica tais que [ o T € I,(E, G). Pelo Teorema [2.17]

P

(Z HT(azi)Hp) = (Z HI(T(xi))Hp)
= (T (@))E,
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< mp(L o T) | ()|

w7p ’

para toda (z;)%2, € (;(E). Consequentemente, T' € IL,(E, F) e, portanto, II, ¢ injetivo.
Pelos Teoremas e .19, D,~ ¢ sobrejetivo. |
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Apeéendice A

Resultados Auxiliares

Neste apéndice, colecionamos certos fatos (alguns demonstrados) que completam pon-
tos apresentados no texto, além de resultados auxiliares. Comecemos com o seguinte

resultado de Algebra Linear:

Proposicao A.1. Seja A € M, (K). Entao, para todo escalar ¢ existe um escalar ¢, (¢)

tal que

det(lu +e4) = 1+ etr(A) +eu(2) e lim 120
e—

:O7

onde I, € M,,,,(K) é a matriz identidade.

Demonstragao: Faremos indugdo em n. Seja A = (a;j)nxn, uma matriz quadrada de

ordem dois. Entao

det(lg + €A) = (1 + ECL11)(1 + 5(122) — €2CL216L12
=1+ 5tI‘(A) + 52(a11a22 — agl(llg).

Logo, tomando cy(¢) = €2(ai1ass — asias), segue que lim, o ‘ciﬂ =0.

Agora, suponhamos o resultado valido para matrizes de ordem n — 1, n > 3. Seja

A = (a;j)nxn uma matriz quadrada de ordem n. Entao

det(l, +€A) = (1 4+ cayy)det(Ay1) +co(e) e lim |co(€)]

= [)7
e—0 £

onde co(e) = ey i o(—1)"a; det(A;) e Ay é a matriz obtida a partir de A retirando-se

a i-ésima linha e a primeira coluna. Da hipétese de indugao, temos

det(l, +cA) = (1 +eaq1)[1 + etr(Anr) + ch1(e)] + cole)
=1+ etr(A) + cp_1(e) + 2antr(An) + caricn_1(g) + cole).
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Tomando ¢, (&) = ¢,_1(¢) + e%ayitr(Ay) + caricn_1(€) + co(e), concluimos que

det(]n + gA) =1+ €tr(A) + Cn(E) e lim ’Cn(é“)’

= ()’
e—0 £

como queriamos demonstrar. [ |

A seguir, apresentamos uma propriedade do supremo de uma funcao f: A x B - R

que foi empregada na demonstracoes de alguns resultados no decorrer deste trabalho.

Proposicao A.2. Sejam A e B conjuntos nao vazios e f: Ax B — R uma funcao. Entao,

sup (sup f(z, y)) = sup (Sup f(z, y))-

z€A \yEB yeB \z€A

Demonstragdo: Caso 1: sup,c, (Supyep f(2,y)) = 00 ousup,cp (sup,c4 f(z,y)) = 0.
Se SUp,c4 (supyeB f(x,y)) = 00, entao para todo M € R existe xg € A tal que
sup,ep f(20,y) > M, donde existe yo € B tal que f(zo,y0) > M. Logo,

sup (sup f(z, y)) > sup f(x,y0) > f(xo,40) > M
yeEB \z€A €A

e isto implica que sup,cp (Sup,ca f(z,y)) = co. Analogamente, sup,cp (Sup,c4 f(2, %)) =
oo implica sup,e 4 (sup,ep f(x,y)) = oo.
Caso 2: p=sup,c, (supyeB f(z, y)) < 00 e q=sup,ep (Sup,ea f(7,9)) < 0o

Se p = SupP,ea (supyeB f(z, y)) < 00, entao sup,cp f(z,y) < p para todo x € A. Logo,
f(z,y) < p para todo z € A e todo y € B. Dai, sup,c4 f(z,y) < p para todo y € B e,

portanto, ¢ = sup,cp (Sup,ca f(z,¥)) < p. Analogamente, ¢ = sup,cp (Sup,ca f(7,%)) <
oo implica p = sup,c 4 (supyeB f(x, y)) < ¢. Portanto, p = q. [ |

A seguir, apresentamos o resultado de que (£,(E)) = £,-(E'), ((;(E)) = ly (E') e

(lp (E))" = £ (E"). Para isso, precisaremos do Principio da Reflexividade Local Fraco.

Teorema A.3 (Principio da Reflexividade Local Fraco). Sejam M e F espagos
normados, dim M < oo, R € L(M,F") e N um subespaco de F' com dim N < co. Entao
para todo € > 0 existe um operador S € L(M, F) tal que

(a) IS <@ +e) R
(b) ¢(S(y)) = R(y)(¢) para todos ¢ € N, y € M.
Demonstragao: Veja [0, pagina 73]. [ |

Proposicao A.4. Sejam E um espago de Banach e p € [1,00) com 217 + z% =1.
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(i) Os espacos ({,(E))" e £,«(E') sao isomorfos isometricamente por meio da relagao
P = ()21 € b (E') = J () € (,(E))', dada por J(p)((w:)iZ,) Z% i),

para toda (x;)7°, € (,(E).

(ii) Os espacos (£ (E))" e £, (E') sdo isomorfos isometricamente por meio da relagao

P = ()21 € by (E') = J(p) € (6(E))'; dada por J(p)((x:)i2y) Z% ),

para toda ()72, € £ (E).

iii) Os espacos (£, (E))" e £% (FE'") sao isomorfos isometricamente por meio da relagao
p P

p = (pi)iZ1 € G (E) = J(p) € (4, (E))', dada por J(p)((z:)iZ,) Z% i),

para toda (x;)°, € {, (E).

Demonstragao: O item (i) resulta de uma generalizagao do caso particular £ = K e sua
demonstragao é bem conhecida. O item (iii) tem demonstracao andloga ao item (ii), porém
nao necessita do Principio da Reflexividade Local Fraco. Dessa forma, demonstraremos
apenas o item (ii).

Primeiro, mostremos que o operador J do item (ii) estd bem definido. Pela Observagao

27
< II(ID?ile,pZ Vi <+>'

Z wi(Ti)

i=1 ||<x1)’i:1||w,p
)y 30| (e ) 00
7 i=1 |’(xi)i—1"wp

ezl s S e

(’l[h)l lerw(E”) i=1

= 1) Zallwp (i)l pe

para todos n € N e (z;)%2, € (;/(E). Fazendo n — oo, obtemos

Z pi(z:)

i=1

S ||(l‘i)?i1||w,p ||<901)1(,)il||17p* . (Al)

Logo, J((¢;)32,) estd bem definido para toda (;)2, € £y (E'). B facil verificar que
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J((pi)2;) ¢ linear, logo (A.1)) implica que J((¢:)2,) € (£)(E))" para toda ()2, €
l,+ (E'), dai a boa defini¢ao de J. E igualmente simples mostrar que J é linear. Assim,
tomando o supremo sobre (z;)72; € By (r) em (A.1]), temos

1T ()2l < 110021 1y e

provando que J é continuo e ||J|| < 1.

Seja I;: B — ()(F) a i-ésima injegao candnica, isto é, [j(x) = (0457)52,, onde §;;
é o delta de Kronecker. Seja I: (£})(E))" — £, (E") o operador dado por I(p) = (¢ o
I;)2,. Vejamos que I estd bem definido. Sejam ()2, € £/(E"), M = [&,..., &,
N = [i,... ., i = ol o€ ((P(E)),i=1,....,n,n €N, idg

pelo Principio da Reflexividade Local Fraco, existe S € L(M, F) tal que

v € 6 > 0. Entao

=145 ¢

ISI| < (1 +9) |[idgr

para todo i =1,...,n. Logo,

Z&(%’)

= ZMS(@))

=D wo Ii(S(fi))‘

i=1 (A.2)
=D #(6:55(&))5,
i=1
= le((S&))im)l < llell 105 (&)l -
Pelo Lema [2.5, obtemos
1S (&)) izt llwp < ISTIHE )izl < (1 +60) [[(&)illuyp - (A.3)
De e , segue que
DG < +0) el 1E) i,
i=1
e, fazendo 0 — 0 e depois n — oo, obtemos
D Glpo L) = D_&Wa)| < el (€)1l < oo, (A.4)
i=1 i=1
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para toda ()2, € ¢;)(E"), donde I estd bem definido. I é claramente linear e, por (A.4),

(P e = llell-

Portanto, I ¢ continuo com [|I|| < 1. Note que I o J =idy,. (g e J oI =id(ew(r)y. Dai,

lell = I o L)l = 1T DI < [H (@) < lleell,

e assim J é uma isometria. Portanto, (£;(E))" = {,- (E') isometricamente.
Proposicao A.5.

(a) Seja 1 <p < oo. Entao (en)5e, € 6 ({y) € H(en)leHmp =1.

(b) Seja 1 <p < oo. Entao (en)5Z; € €5 (co).

Demonstragao: (a) De fato, como ((K) = £,(K),

=

I(en)ntillyy, = sup ( Iw(en)|p>
=1

(,DEB(ZP* )I

= sup (ip\n]p)p =1.

An)pZ1€Be, \ =1

(b) Consideremos o isomorfismo isométrico
b= ()2 € b J0) € (o), TO(@)Z) =D aibi
i=1

Para cada ¢ € (¢p)’, seja b= (b;)2, € ¢, tal que J(b) = ¢. Como ¢, C ¢, segue que

S le(e)l = 10! = Y [bf < oc.

Observacao A.6. Uma consequéncia imediata da proposicao anterior é que E;”(E) nao

estd contido em £(E) em geral. De fato,

le)Zilly = sup (le(ei)f)

#€By, \i=1

(Z |¢<ei>|> > (el
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para todos ¢ € By, n € N. Para todo n € N, seja ¢, € By, o funcional tal que |l =1
e Yn(en) = |len]l, = 1. Logo,

Ie)Zillwe = [nlen)l = 1,V n €N,

donde limy, o0 [[(€:)52, ||, 2 # 0. Portanto, (e;)i2; € £3'(¢2) \ £5(L2).
Proposicao A.7. Os ideais II, e D, nao sao fechados.

Demonstragao: Seja T': {5 — (5 o operador dado por

T((@)2,) = (m>°°

Mostremos que T esta bem definido. Como lim; w = 0, segue que H <m> ' H <

(Slesal) <l (E)

(e}
para todo k € N. Fazendo k — oo, temos H (W)
definido.
Afirmagao: T nao é absolutamente 2-somante. De fato, suponhamos que T' € Tly(45, (5).

Entao, pelo Teorema existe K > 0 tal que

oo. Logo,

log z+1

< 00 e, portanto, T" estd bem
2

TN, < Kl ],
para toda (%)% € (¥({y). Em particular,
(T (e)iZilly < K [(e)ill 2 = K-

Assim, como T'(e;) = sei, para todo i € N, temos

log(z+1
2 % 00 1 %
€; = T o <K
) (Z aogw»?)

e portanto a série Y -, m seria convergente, o que é um absurdo. Portanto, T nao

1
log(i + 1)

=

é 2-somante.

Agora, seja T, : {5 — {5 a sequéncia de operadores dados por

To((@0)32) = (Mg{”—ﬂ))
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para todo n € N. Dessa forma, (7,,)22 ; é uma sequéncia em F(lq, ly) C I5(¢3,¢5). Além

disso,
(T = T () H( i )m
I Y ZT; i— = _—
1)1l2 log(i + 1) imnitll
1
_ i [l ’
i=n+1 |10g(2 + 1)|2
||,
~ log(n+1)’
donde
1 n
T—Tnfl= sup T —T,)((x):2 < — 0.
I | s I )((3)20) 1], og(n 7 1)

Logo, T,, — T ¢ I15(ls, (5) e, portanto, I, ndo é um ideal fechado.

Suponhamos que D, seja um ideal fechado. Como T, — T, segue que 1, — 1", pois
IT =T, = (T =T,)|| = |T"—T}||. Pela Proposi¢ao [1.19] o fato de T,, € II({s, (>)
implica em T € Dy((ls)', ({2)"). Como Dy ¢é fechado, T" € Dy((f2), (¢2)"). Novamente
pela Proposicao m T € TIy(l, f3), mas isso é uma contradi¢ao pelo que acabamos de

provar acima. Portanto, D, nao ¢ um ideal fechado. [ |

O préximo resultado é bem conhecido em Teoria da Medida e possui um grande nimero

de aplicagoes em analise.

Teorema A.8 (Teorema da Convergéncia Mondétona). Seja ()52, uma sequéncia

mondtona nao decrescente de fungoes em M+ (X,Y) que converge pontualmente para f.

Entao
/ fdu—lim/ fndp.
X b'e

Demonstragao: Veja [2, Teorema 4.6] |
Encerramos com a seguinte aplicacao do Teorema da Convergéncia Mondtona

Proposicao A.9. Sejam p a medida de contagem e P(N) a o-dlgebra das partes de N.
Se f € MT(N,P(N)), entao

/N fdp = i::f(k)-
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Demonstragao: Para cada n € N, seja f,,: N — R dada por

£i(k) = f(k) sel<k<n,

0 se k> n.

Assim, (f,,)22, é uma sequéncia em M*(N,P(N)) tal que f, < fn41, para todo n € N.
Mais ainda, se n > k, entao f, (k) — f(k) = f(k) — f(k) = 0, donde lim,,_,~ fn(k) = f(k),
para todo £ € N. Note que as f, sao funcgoes simples. Logo, usando o Teorema da

Convergéncia Mondtona e a definigao da integral de uma funcao simples, temos

/Nfdu - T}i_{lgo/andﬂ = lim [(; f(k‘)u({k})) + 0u(N\ {1, ,n})

= lim » f(k)=)  f(k).

93



Referéncias Bibliograficas

1]

[10]

[11]

H. ApioLA, Duality between spaces of p-summable sequences, (p, q)-summing opera-

tors and characterizations of nuclearity, Mathematische Annalen, 219 (1976), 53-64.
R. G. BARTLE, The elements of integration and Lebesque measure, Wiley, 1995.

G. Borerno E J. R. CAMPOS, On the transformation of vector-valued sequences
by linear and multilinear operators, Monatsh Math, (2016), doi:10.1007/s00605-016-
0963-4.

G. BOTELHO, D. PELLEGRINO E P. RUEDA, A unified Pietsch domination theorem,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 365 (2010), 269-276.

G. BOTELHO, D. PELLEGRINO E E. TEIXEIRA, Fundamentos de Andlise Funcional,

Sociedade Brasileira de Matematica, 2012.

J. R. CamPos, An abstract result on Cohen strongly summing operators, Linear
Algebra and its Applications, 439 (2013), 4047-4055.

J. R. Campros, Contribuicoes a teoria dos operadores Cohen fortemente somantes,
Tese de doutorado, UFPB (2013).

J. S. COHEN, Absolutely p-summing, p-nuclear operators and their conjugates,
Mathematische Annalen, 201 (1973), 177-200.

A. DEFANT E K. FLORET, Tensor norms and operator ideals, Vol. 176, Elsevier,
1993.

J. DIESTEL, H. JARCHOW E A. TONGE, Absolutely summing operators, Cambridge
Univ. Press, 1995.

A. DVORETZKY E C. ROGERS, Absolutely and inconditional convergence in normed
linear spaces, Proceedings of the National Academy of Sciences of USA, 36 (1950),
192-197.

94



Referéncias Bibliograficas

[12]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

A. GROTHENDIECK, Sur certaines classes de suites dans les espaces de Banach et
le théoréeme de Dvoretzky-Rogers, Boletim da Sociedade Matemaética de Sao Paulo, 8
(1956), 81-110.

M. I. KADETS E V. M. KADETS, Series in Banach spaces: conditional and uncon-

ditional convergence, Birkhauser Verlag, 1997.

R. KHALIL, On some Banach space sequences, Bulletin of the Australian Mathema-
tical Society, 25 (1982), 231-241.

E. KREYSZIG, Introductory Functional Analysis with applications, Wiley, 1989.

J. LINDENSTRAUSS E A. PELCZYNSKI, Absolutely summing operators in L, spaces
and their applications, Studia Mathematica, 29 (1968), 276-326.

B. MITJAGIN E A. PELCZYNSKI, Nuclear operators and approzimative dimension,
Proc. of ICM, Moscow, 1966, 366-372.

D. F. NOGUEIRA, FEspacos de sequéncias vetoriais e ideais de operadores, Dissertacao
de mestrado, UFU (2016).

D. PELLEGRINO, J. SANTOS E J. B. SEOANE-SEPULVEDA, Some techniques on
nonlinear analysis and applications, Advances in Mathematics, 229 (2012), 1235-
1265.

G. M. R. PEREIRA, O dual de um ideal de operadores e ideais de operadores

simétricos entre espagos de Banach, Dissertagao de mestrado, UFU (2012).

A. PIETSCH, Absolut p-summierende abbildungen in normierten rdaumen, Studia
Mathematica, 28 (1967), 333-353.

A. PIETSCH, Operator Ideals, North-Holland, 1980.
H. ROYDEN, Real Analysis, 2nd Edition, Macmillan, 1968.

J. S. SANTOS, Resultados de coincidéncia para aplicacoes absolutamente somantes,
Dissertacao de mestrado, UFPB (2008).

95



	Introdução
	Preliminares
	Resultados Clássicos de Análise Funcional
	Operadores de Posto Finito e Adjunto de um operador
	Séries em Espaços de Banach

	Operadores Lineares Absolutamente Somantes
	Espaços de Sequências
	Espaço das sequências limitadas
	Espaço das sequências p-somáveis
	Espaço das sequências fracamente p-somáveis
	Espaço das sequências incondicionalmente p-somáveis
	Relações de inclusão entre espaços de sequências

	Operadores Lineares Absolutamente (p,q)-somantes

	Operadores Cohen Fortemente Somantes
	Espaço das Sequências Cohen-Khalil fortemente (q,p)-somáveis
	Espaço das Sequências Cohen Fortemente p-somáveis
	Operadores Lineares Cohen Fortemente p-somantes
	Operadores Lineares Cohen-Khalil Fortemente (s,r,p)-somantes

	Ideais de Operadores
	Ideais de Banach
	Propriedades do Ideal Dual
	Ideais Injetivos e Sobrejetivos

	Resultados Auxiliares
	Referências Bibliográficas

