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Resumo

Neste trabalho, dissertamos sobre uma recente versao geral do Teorema de Extrapolacao,
devida a Botelho, Pellegrino, Santos e Seoane-Sepilveda [0], que melhora e unifica vérios
teoremas do tipo Extrapolacao para certas classes de funcoes que generalizam o ideal dos

operadores lineares absolutamente p-somantes.

Palavras-Chave: Operadores absolutamente somantes, Aplicagoes multilineares
absolutamente somantes, Polindmios absolutamentes somantes, Teorema de Extrapolacao,

espacos de Banach.
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Abstract

In this work we study a recent general version of the Extrapolation Theorem, due to
Botelho, Pellegrino, Santos and Seoane-Sepilveda [6] that improves and unifies a number
of known Extrapolation-type theorems for classes of mappings that generalize the ideal of

absolutely p-summing linear operators.

Key-Words: Absolutely summing operators, Absolutely summing multilinear

mappings, Absolutely summing polynomials, Extrapolation Theorem, Banach spaces.
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Introducao

Podemos dizer que um conceito fundamental da teoria dos operadores absolutamente
somantes esta baseada em dois conceitos: sequéncia absolutamente e incondicionalmente
somével. Dada uma sequéncia (x,,)°%; em um espago vetorial normado X, dizemos que ela
é absolutamente somavel se > | ||z,]| < oo e é incondicionalmente somével se Y > | To(n)
converge, para qualquer permutagao o : N — N.

Um resultado devido Dirichlet [I1] garante que uma sequéncia de nimeros reais é
absolutamente somavel se, e somente se, é incondicionalmente somével. Porém, A. Dvoretzky
e C. A. Rogers [12], provaram que todo espaco de Banach de dimensao infinita possui uma
série incondicionalmente convergente que nao é absolutamente convergente.

Considerando X e Y espacos de Banach de dimensao infinita, um operador linear
limitado u : X — Y é dito absolutamente somante se ele leva sequéncias incondicionalmente
somaveis em sequéncias absolutamente somaveis. Este conceito foi introduzido por
A. Grothendieck, na década de 50, na ocasiao ele chamava esse tipo de operadores
de “application semi-intégrales a droite”. Somente na década seguinte foi que A.
Pietsch [24] introduziu o conceito dos operadores absolutamente p-somantes (os operadores
absolutamente somantes sdo exatamente os operadores absolutamente 1l-somantes) e
B. Mitiagin e A. Pelezyniski [19] estenderam esse conceito e definiram os operadores
absolutamente (p, ¢)-somantes. Um dos pilares na teoria linear dos operadores absolutamente
somantes é o Teorema da Dominacao de Pietsch que, além de dar condigoes necessaria e
suficiente para esses operadores, conecta a teoria desses operadores com a teoria da medida.

Outros resultados importantes sao os Teoremas de Extrapolacao, devido a B. Maurey e a G.
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Introducao

Pisier [18, 26]. Usando estes dois tltimos resultados podemos obter uma extensao do famoso
Teorema de Grothendieck.

Em 1983, A. Pietsch [25] esbogou um projeto para o estudo das aplica¢oes multilineares
e polinomios absolutamente somantes e, em 1989, R. Alencar e M. C. Matos [I] comecaram
a desenvolver o projeto de Pietsch. A partir de entao, varios autores se interessaram pelo
assunto e atualmente existe uma extensa literatura nao-linear relacionada ao tema.

Recentemente, uma versao nao-linear do Teorema de Extrapolacao foi demonstrada por
D. Chen e B. Zheng em [9], para a classe das aplica¢oes Lipschitz p-somantes. Em [22] foi
dada uma abordagem abstrata para o Teorema de Extrapolacao que recupera conhecidos
teoremas do tipo Extrapolagao e mostra que outras classes de operadores satisfazem um
teorema desse tipo. Porém, em pelo menos um caso essa versao parece nao funcionar. Neste
trabalho, vamos estudar uma outra versao ainda mais geral do Teorema de Extrapolacao
que melhora e recupera tanto a abordagem abstrata de [22] quanto as versoes onde essa
abordagem para nao ser eficaz.

Estrutura dos Tépicos Apresentados

No Capitulo 1, faremos um breve resumo da teoria linear dos operadores absolutamente
somantes, demonstrando alguns resultados importantes dessa teoria, incluindo algumas
versoes do Teorema de Extrapolacao.

No Capitulo 2, estudaremos versoes abstratas do Teorema de Extrapolacao que melhora
e recupera varios teorema desse tipo.

No Capitulo 3, o leitor podera verificar que os conhecidos teoremas de Extrapolacao
para algumas classes de operadores somantes seguird como consequéncia quase imediata de
uma versao abstrata apresentada no capitulo anterior. A fonte dos resultados principais dos
Capitulos 2 e 3 da presente dissertagao é o artigo ([6]).

O Capitulo 4 é voltado a resultados bésicos que serao utilizados em todo o trabalho.
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Introducao

Notacao e Terminologia

e K denotara o corpo dos reais R ou dos complexos C.

e Em quase todo o texto, X,Y, G, H, X;,Y; denotarao espagos de Banach. Denotaremos

por || - || a norma de um espago de Banach X.

e Bx e X* denotarao, respectivamente, a bola unitaria fechada e o dual topoldgico de

um espaco de Banach X.

e Um operador de posto finito 7" : X — Y é um operador linear cuja a imagem tem

dimensao finita.

o L,(Q,%, 1) é o espago das classes de equivaléncia de fungdes reais p-integraveis no
sentido de Lebesgue, onde {2 é um conjunto, ¥ é uma o-dlgebra de subconjuntos de €2
e p é uma medida definida em ¥. Caso nao haja divida usaremos simplesmente L, ()

ou L,(€, ).

e (C(K) ¢é o espago das fungoes continuas de K em K, onde K é um espago topologico

compacto de Hausdorff.

e Seja 1 < p < oo. Os espagos £, e £ denotardo o espaco L,(u), quando p for uma

medida de contagem em N e {1,...,n}, respectivamente.
e L(X;Y) denotard o espaco das aplicagoes lineares limitadas de X em Y.

e Seja X um espago de Banach. Os espacos £,(X) e £,,,(X) denotarao, respectivamente,

o espaco de todas as sequéncias fortemente p-somantes e fracamente p-somantes em X.

e Sejam X e Y espagos de Banach, II,, ,(X;Y) denotara o espaco dos operadores limitados
(p, q)-somantes de X em Y, £, ,("X;Y) indicara o espaco dos operadores multilineares
limitados p-dominados e P, ,("X;Y) denotard o espago dos polinomios homogéneos

limitados p-dominados.

xiil



Introducao

e Em geral, os ideais serao denotados por Z, M, Mg, My, My, Qy, Q1 e Q.

® Hpy\ Re-Sprp) (X1, ..., X Y)  denotard o espaco de todos as aplicacoes

Ry, ..., Ri-S-abstrata (pi, ..., p;)-somante.
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Capitulo 1

Operadores absolutamente

(p, ¢)-somantes

Inspirados no trabalho de A. Grothendieck, B. Mitiagin e A. Pelczyriski [19], e A. Pietsch
[24] deram inicio aos estudos dos operadores lineares absolutamente (p, ¢)-somantes. Nesse
capitulo faremos uma breve apresentagdo sobre operadores lineares absolutamente (p,q)-
somantes, inclusive mostraremos algumas teoremas do tipo Extrapolacao para essa classe de

operadores.

1.1 Operadores absolutamente (p, ¢)-somantes

Na presente secao discutiremos sobre o conceito de sequéncias fortemente e fracamente

p-somantes e, em seguida, veremos alguns resultados para os operadores (p, ¢)-somantes.

Definicao 1.1.1 Sejam X um espaco de Banach e 1 < p < oo. Dizemos que uma sequéncia
()22, em X € fortemente p-somante se a sequéncia de escalares (||z,||)5, pertence a

lp, ou seja

(i) Sel<p < oo,

o
D lall? < oo
n=1

1



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

(ii) Se p = oo,

sup ||z,| < oc.
neN

Notacao 1.1.2 Denotaremos por (,(X) o espago de todas as sequéncias fortemente p-

somantes em X.

Definiremos, de modo natural, a norma em ¢,(X) da seguinte maneira:

(i) Sel<p < o0,

1

1(zn)iallp = (Z H%Hp>

(ii) Se p = oo,

1(zn)itilloo == sup [zl
n

Proposigao 1.1.3 O espago vetorial £,(X) munido da norma ||-||, € um espago de Banach,

para 1 < p < o0.
Demonstracao. Ver [27, Proposicao 2.3.2]. [ |

Definicao 1.1.4 Sejam X um espaco de Banach e 1 < p < oo. Dizemos que uma sequéncia
()22, em X € fracamente p-somante se a sequéncia de escalares (p(x,))52, pertencem

a l,, para todo p € X*, isto €

(i) Sel<p < oo,
> Il < .
n=1

(ii) Se p = oo,

sup |p(z,)| < oc.
neN



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

Notacao 1.1.5 Indicaremos por {,.,(X) o espaco de todas as sequéncias fracamente p-

somantes em X.

Definiremos, de modo natural, a norma em ¢, ,,(X) da seguinte maneira:

(i) Sel<p < o0,

1

N) s = sup (Z \so<:cn>v) ;

pEBxx

n=1
(ii) Se p = oo,
(@0 )5zt lloomw = sup [ ((2n))5Zs [l
@EBx*
Proposigao 1.1.6 O espago wvetorial £,,,(X) munido da norma || - ||, € um espago de

Banach, para 1 < p < 0o. Além disso, oo u(X) = loo(X).
Demonstracao. Ver [27, Proposigao 2.3.4]. u
Observagao 1.1.7 Sejam X, Y espagos de Banach e u € L(X,Y), a correspondéncia
(@n)ozy = (wl(zn))ni,
sempre induz dois operadores lineares limitados:
0 (X)) = 4,(Y) e 0" Uy (X) = £,0(Y).

Em ambos os casos, ||w*]| = |[a*|| = |lull. De fato, sejam x = (za);; € £(X) e

() = (ux,)S2, entdo

o) o)
D ua|P < (ulP > [lzalP < oo
n=1 n=1

portanto o operador u° estd bem definido. Agora observe que dados x = (2,)5; € £p(X) €

peyY”

D lp(uza)P = g oulan)P < oo
n=1 n=1



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

como 1" (x) = (ux,)22, entao o operador 4" estd bem definido. Além disso,

[l = sup [[(uzn)nyllp
H(xn)%o 1||p
sup Juz H”
e st (; !
< ful]  sup leuxnll”
[(@n )5z llp<
< -
Por outro lado,
[ull = sup [Juz| = sup 12°((yn )nzs) lp < @7
lzll<1 [y )71 =(2,0,0,...)[[p<1

Logo, [[@]| = [[ul]
Observe também que dado x = (x,)72, € €y (X),
‘Nl =

| sup ||(an)zo:1“p,w

ll]lp,w<1

1

0 P

= sup sup <Z|<p(u$n)|p>
n=1

#]lp,w<1 PEBy=

o
= sup sup <

||| p,w <1 @EBy*

@You

(7n)

1
P\ P
) [l 0 ull

< sup  sup [zflpulleoul
lallpwS1 oE€By~

< sup |[zfpw sup [ofl[u]

l[]lp,w<1 PEBy

< lul|.



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

Além disso, por Hahn Banach
Jul| = sup |uz]]
fl=l|<1

= sup sup |p(uz)]
[£]|<1 p€By+

= sup 12" ((yn )il
”(yn)zo:l:(I:OvO?“')Hpﬂﬂgl

< |la*].

Portanto, ||a*|| = [[a*]| = [[ul].

Observagao 1.1.8 Afirmamos que (,(X) C £,,(X). De fato, sejam (x,)5>, € {,(X) e
p e X*. Dal

D lp@a) P < llelP - > llanll? < oo.
n=1 n=1

Portanto, (x,)22, € pu(X).

Seja 1 < p < oo. Em alguns momentos é propicio trabalhar com o seguinte espaco

b X) = {(2,)21 € Lou(X); Tim[(25)3, Iy = 0],

que possui a seguinte propriedade: £, ,(X) é um subespaco fechado de £, ,,(X). (Ver [27,
Proposigao 2.3.6]).

Definicao 1.1.9 Sejam X, Y espacos de Banach, v € L(X,Y) el < ¢,p < oco. O
operador u € dito absolutamente (p,q)-somante (ou simplesmente, (p,q)-somante) se
dado (x,)50, € Ly(X) tivermos que (u(xy,))ee, € L,(Y), isto é, se existe um operador

induzido



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

Com essa definicao, veremos que o operador 4 ¢é limitado.

Notagao 1.1.10 Denotaremos por 11, ,(X;Y) o conjunto de todos os operadores (p,q)-
somantes de X em Y. Quando p = q, escrevemos simplesmente IL,(X;Y) em vez de

I, ,(X;Y).

E fécil verificar que IT,(X;Y) é um subespaco vetorial de £(X;Y). Agora veremos algumas

caracterizagoes para operadores (p, g)-somantes.

Proposicao 1.1.11 Sejam X, Y espagos de Banach e u € L(X,Y). Os sequintes itens sao

equivalentes:
(i) u € (p,q)-somante;

(i1) Existe K > 0 tal que

B =
Q=

(Zl\u(xk)llp) < K sup <Z!<ﬁ(xk)\q> (1.1)

pEBx+ \ =1
para quaisquer T, ..., T, em X e n natural;

(11i) Eziste K > 0 tal que

Q|

(ZIIU(?Ck)II”) < K sup (le(wk)lq)

@pEBx*
sempre que (zx)72, € Lyw(X);

(iv) Eziste K > 0 tal que

=
Q=

@pEBx*

(ZHU(%)HP) < K sup <Z|90($k)|q)
k=1 k=1

sempre que (25)72, € Ly (X);



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

(v) (u(x))iZy € 6(Y) sempre que ()72, € Lou(X).

Denotaremos por m,,(u) o infimo das constantes K tais que a desigualdade

vdlida. Além disso, m,4(u) = ||u|.

Demonstragao. Iremos provar as equivaléncias acima da seguinte forma:

Seguindo o esquema acima, primeiramente iremos provar que (i) = (ii). Suponha que

u seja (p, q)-somante. Note que, se 4 for continuo teremos que para qualquer z1,...,x, € X

3 =

(Z HM%)H’“) = [I(u(zx))iezllp

= [la((@r)i=)ll»

< [lallll(zr)r=1 llgw

= [[a[| sup (Z\@ ) ) : (1.2)

PEBx*

Q=

E assim, a implicacao estara provada.

Para provar que u é limitado usaremos o Teorema do Grafico Fechado: suponhamos que

(W) 2, — & = (za)72 em Lo (X),

(2®) — y = (y2)32, em 4,(Y).

Pela convergéncia da sequéncia (x(k))iozl em (,,,(X), segue que, dado € > 0, existe ko natural

tal que

1
q
sup (Z‘gp k) _ 2., ‘ ) = H:l:(k)—a:H%w < €,

pEBx*



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

para todo k > ko. E assim,
i o (2 — 2,)|" < € para todo ¢ € By-. (1.3)
=1
Como €? domina cada termo da série (L.3), tem-se
o~z = s Jo (o)~ )] <

[e.e]
para todo k > ky e n € N. Assim, para cada n natural a sequéncia (:c,(f)> converge para
r, em X. E pela continuidade da u, obtemos que

lim u (z k)) = u(x,), (1.4)

n
k—o0

o0

para cada n € N. Agora, como (7) (x(k)))kzl

converge para y = (y,)o2, em £,(Y), dado

e > 0, existe k; natural tal que

(i Ju (@) - ynp); = [ @)~ |
para todo k > k;. Consequentemente,
e () = wn]|” <
para todo k > k; e cada n natural. Dai,
Jim w (27) =y, (1.5)

para cada n € N. E assim, por (1.4)) e (1.5)), temos que u(z,) = y, para todo n € N. Logo,

W) = (w@n))nZs = Wn)ns = ¥



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

Como w0 é linear, segue pelo Teorema do Grafico Fechado que @ é continuo.

(17) = (i13) Seja (vg)72y € Lgw(X). Entao

()l = (Zuu o Hp>p = sup (Zuuwup)p

1

sup | K sup (warq)

n KPGBX*

INZ]

1
q
Angxo [l g sup sup(i lo(zk) >

(PGBX* n k=1

= K sup <Z ‘Qp(xk”q) = K||(21)521 [l g,
k=1

pEBx*

e isso conclui a implicagdo. (i) = (i) Segue de (it7) que (u(z,))r>, € {,(Y) sempre que

(n)p2q € Lyw(X). Ou seja, existe um operador induzido e limitado

U lyg(X) = £,(Y)

(Tn)pey = (w(n))nZy-

(173) = () Dado (x)52y € lyu(X) C £yw(X), pelo item (dii), existe K > 0 tal que

(Znummp) <K sup (Zw 70) )

pEBx*

E assim, obtemos o item (iv).

(iv) = (v) Observe que, dado (2x)52; € yu(X) C lyw(X)

@EBx*

1
00 q
sup (Z |90(xk)|q) = || (z)iZillgw < o0
k=1

e por (iv) obtemos que (u(xy))7, € £,(Y).
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(v) = (i) Se (u(x))2, € £,(Y) sempre que (xx)52, € l,.(X), entdo a seguinte

aplicacao estd bem definida

U lyu(X) = £,(Y)

(@h)iZr = (u(@r))its:

Para provar a continuidade de u basta prosseguir de maneira andloga a demonstracao de

(i) = (i7). Dados z1,...,x, € X observe que (z1,...,2,,0,0,...) € £,,(X) e assim,

(Z Huwup)p = || (ulzx)iy) I

= [la((z)i=)llp

< [lallll(zr)i=illgw

q

= [la]l sup (ZIS@(%)I") : (1.6)

@pEBx*

Finalmente, iremos provar que 7, ,(u) = ||@|. Por (1.6), temos que 7, ,(u) < ||u||. Por

outro lado,
lall = supfla((ze)iZ) [l
”(mk)zozluq,wgl
. !
= sup D luze)|P
(zr) 72 llg,w<1 =1
< o osup o K(@e)idllgw = K.
(k)7 llg,w<1
E assim, além de obtermos a igualdade desejada temos que 7, ,(-) é uma norma. [ ]

Assim, o espago dos operadores (p, ¢)-somantes, I, ,(X;Y’), munido da norma 7, ,(-) é

um espaco vetorial normado.
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Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

Observagao 1.1.12 O dnico operador (p,q)-somante com p < q € o operador nulo. Com
efeito, suponha que X # 0. Como p < q, podemos encontrar (\,)5>, € £y — £y, por ezemplo
(n%)zozl € l,— L, Sendo assim, para 0 # x € X tem-se que (A\2)52, € Lyw(X), pois dado

peX*

D lea)l” =) le(@)| Al
= Jp(@)|" Y Al

oo
< e Jall Y Il < o,
k=1

Agora, suponha que existe u # 0 absolutamente (p, q)-somante. Logo, eziste K > 0 tal que

q

@pEBx*

(ZHU(AM)H”y < K sup <ZI¢(Akx)!q>

para todo n natural.

E assim,

1

)] (Zw) <K s lpla) (Zw)q = K| (Zw)q

k=1 PEDX k=1 k=1

hSA

entao,
il <Zl>\k|p> <K (ZP\HQ) < 00
k=1 k=1
logo, (M), € ¢, (absurdo).

Observagao 1.1.13 Seja u € 11, ,(X:Y), temos que

[l < 7p.q (). (1.7)
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Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

De fato, tomandon =1 e xy =x em temos
[ull = sup [lu(z)]]
llzf<1

< sup mpq(u) sup fo(z)
Jel<1 pEBx

= sup Wp,q(u)”xH = 71'p,q(u)-
llzll<1

Definicao 1.1.14 Um tdeal de operadores I é uma subclasse da classe L de todos os
operadores lineares continuos entre espacos de Banach, tal que, para quaisquer espacos de

Banach X eY, as componentes Z(X,Y) = L(X,Y) NT satisfazem:

(1) Z(X,Y) é um subespago wvetorial de L(X,Y) que contém os operadores lineares

continuos de posto finito,

(ii) A propriedade de ideal: se H e G sao espagos de Banach, u € L(X,Y), v € Z(Y,G) e
t € L(G, H), entao a composi¢ao t ovowu estd em Z(X, H).

Defini¢ao 1.1.15 Um ideal normado de operadores (Z,|-||z) € um ideal de operadores

Z munido da fungao || - ||z : Z — [0, 00] tal que:
(i) || - ||z restrita a Z(X,Y) € uma norma para quaisquer espagos de Banach X eY';
(ii) ||idk||z = 1, com idg : K — K dada por idg(x) = x;

(111) Se H e G sdo espagos de Banach, v € L(X,Y), v € Z(Y,G) et € L(G,H), entdo

[tovoullz <|it] - l[ollz - [Jull

Um ideal normado € um ideal de Banach (ou ideal completo) se, para todos espacos
de Banach X eY, as componentes (Z(X,Y),|-||z) forem completas, isto €, (Z(X,Y),| - |lz)

¢ um espaco de Banach.

Teorema 1.1.16 (II,,,7,,(-)) € um ideal normado de operadores lineares, para 1 < q <

p < 00.
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Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

Demonstracao. Inicialmente vejamos que II,, é um ideal. Primeiramente vamos mostrar
que os operadores de posto finito sdo (p,q)-somante. Seja u : X — Y definida por
u(*) = ¢(-)y, com 0 # ¢ € X* ey € Y. Lembre-se que, pela monotonicidade da norma usual

em (,, se ¢ <pentao |||, <| |4 Sendo assim, dados z1,...,z, € X e n natural

(Z um)p); _ (Z lolan)- y'p>;
(ZH ”prHp zi)l? )
=yl (Z'w ol )

< Iyllel sup (Z

RS

PYEB x*

\_/
=

< Iyl S ( ) (1.8)
PYEB x*
Logo, u € I, ,(X;Y). Além disso,
()
Tpq(u) = |lull = sup [lu(x)|| = sup [lp(z) -yl = sup [le(@)llly]l = llellllyl

lzll<1 llzll<1 llzll<1
e por (L8) mpq(u) < [lyllllell. Assim, mp,q(u) = [lylllle]-
Seja v : X — Y um operador de posto finito, pelo Anexo [2] temos que

v ):ngk(')'yk, com ¢1,...,on € X eyp,...,y, €Y

assim, v é (p, ¢)-somante.
Agora, sejam w € L(Xo; X), v € II,4(X;Y) e u € L(Y;Yp). Pela Observagao [1.1.7]
temos que w e u sempre induzem dois operadores lineares limitados, destes escolheremos

os seguintes operadores: 4° : £,(Y) — £,(Yy) € " : Lyw(Xo) = Lyw(X) com, ||0°]| = ||ul

13



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

e ||| = |lw|]]. Como v é (p,q)-somante, por defini¢do, temos que existe um operador

induzido limitado v : €4, (X) — ¢,(Y’), o qual, j& provamos ser continuo, com m,,(v) = ||7||.
. ~ —_— A A A~

Agora, fazendo a composicao desses operadores obtemos o operador uocvow = u’*ocvow® :

Cyw(Xo) = €,(Y0). Logo, se (2,)52, € ly.,(Xo) temos

=0 o ((vow(r,)),)

— (wovow(z))ey € 6,(¥0)
Entao, uovow €11, ,(Xo; Yp), com
Tpq(uovow) = luovow| = [|a*ovow”|| < [|a°] - [|o] - [|&*]] = [Jul| - mpq(v) - [Jw]]-

Agora, vejamos que 7, ,(-) cumpri as condicoes (4), (i) e (ii¢) para que (II,,, m,4(-)) seja um

ideal normado. Dado x € K, temos

|IB| = ”(ZB,0,0, i )HP
= ||(idk (), idk (0), idx (0), . ..) |,
< Trp,fI(idK) ’ ”(I? 07 07 .- ‘)Hq,w

= 7Tp,q(idK) -zl
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Operadores absolutamente (p, q)-somantes

assim, 1 < 7, ,(idk).

¢,, temos

Por outro lado, como ¢ < p pela monotonicidade da norma usual em

-

1
q

(Z ’idK(iL’k)‘p> p < (Z ]idK(IBk)‘q)

1
o0 q
_ (zw)
k=1
1
q

— sup (memq) ,

€ By

para toda sequéncia (z3)72, € {4, (K). Logo, 1 > m, ,(idk), e assim 1 = m, ,(idxk). n

Proposigao 1.1.17 (I, ,, m,4(-)) € um ideal de Banach, para 1 < q<p < 0.

Demonstracao. Dados X e Y espagos de Banach, seja (v,)5°; uma sequéncia de Cauchy

em (II, ,(X;Y), m,4(-)). Usando a Observacao dado € > 0, existe ny natural, tal que

(1.7)
[vm = vnll < T q(Vm —vn) <€

para todo m,n > ng. Logo, (v,)22, é uma sequéncia de Cauchy em L£(X;Y') e, portanto,

convergente. Digamos que, v € L(X;Y) é o limite dessa sequéncia. Vamos mostrar que v é

(p, ¢)-somante. Defina o seguinte operador:

0 ly(X) = Lyu(Y)

(z1)iZr = (v(n))i

15



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

Observe que 0 esta bem definido, pois, dados ()52, € lyw(X) e p € Y™, temos

3=

P

(Z |so<v<mk>>|p> - (Z PE v(wk)|p>
(le@ovm)l") < o0,

QI

IN

ja que, pov € X*. Logo, (v(xk))32, € £pw(Y). Como, v, €11, ,(X;Y), para todo n natural

existe um operador induzido,

O, (X)) = £,(Y)

(@k)iZr = (va(2n))is,

linear e limitado.
Como ||0,,|] = mp4(v,) a sequéncia (0,)50, é de Cauchy em L(£,.,(X);€,(Y)) que é
um espago de Banach, pois £,(Y") é completo. Sendo assim, (v,)52, converge para algum

u € L(Ly,(X); £,(Y)). Dai, dados (x)52, € £4,(X) e € > 0 existe n; € N, tal que

[on((2r)iZ) — ul(@)iZ)llp < e

para todo n > ny. Agora, seja (yx)72, = u((zx)2,) € £,(Y) entao,

1
P

(Z [on () = kap> = [[(on ()72 = (e)izilly < €

para todo n > n;. Portanto, para todo k natural, temos

[on (k) — yell < e

16



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

para todo n > n;. Como v,, converge para v em L(X;Y), segue que, dado € > 0 existe ng

natural tal que

[vn(zx) — v(zg)|| < €

para todo n > ny e k natural. Tomando o méximo entre ny e ny, obtemos que v(zy) = Y,
para todo k € N. E assim, (v(zg))s2; = (yx)72, € £,(Y), consequentemente, 0((xy)32,) =
(v(xr)2y = (ye)e2; = u((xk)52,), para todo (zx)p2, € Lyw(X), dal 0 = u. Portanto, v é

(p, ¢)-somante. [ |
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Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

1.2 Teoremas de Extrapolacao para operadores
lineares absolutamente somantes

Nesta se¢ao apresentaremos os teoremas do tipo Extrapolacao devido a Maurey [1§] e

Pisier [26], e um resultado que surgiu a partir da combinacao desses dois teoremas.

Teorema 1.2.1 (Ver [10, Ezemplo 2.9 (b)]). Seja p uma medida regular positiva de Borel

sobre espago compacto e de Hausdorff K. O operador canonico,

Jup + C(K) — Ly()
fe=1f]

B =

€ p-somante, e my(J,,) = p(K)?.

Demonstracao. Suponha que a sequéncia (f,)22, é fracamente p-somante em C(K).

Entao, (¢(fn))r2, € £y, para todo ¢ € C(K)*. Seja,

n=1

o C(K) =K
= 1)

para cada t € K. Note que, ¢; é linear, pois

e f+a-g)=(f+a-g)t)=f1)+a g(t)=e(f) +a-elg)
para cada f,g € C(K) e a € R. Observe também que,

[P = 1@< 1 flleo = sup [£(2)]

Como K ¢ compacto e f é continua temos que f(K) C R é compacto e, assim, sup,cx | f ()]
estd bem definido. Logo ¢; é limitado, dai ¢, € C(K)* para cada t € K. Entao,

(0t(fn))2, € €, e, portanto, as séries > -~ | f,(t)|P converge para cada t € K. Consequente,

18



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

a funcao g(-) = >0, |fu(-)|? é continua em K. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia

Monétona de Lebesgue

I EATATNES Sy MIACICT0
—tim > [ 1 Paut)

~tim [ 371 Pdu)
= [ laldn(o) < .

pois g € C(K). Assim, (J,,(fn))s2; € €,(L,y (1)), logo J,, é p-somante. Agora, lembre que

Ifn)nillpw = sup [[(@(fn))nallp-

PEBc (k)
Como ¢; € Be(k)+, para cada t € K, temos que

p

(Z \fk(t)!”> - (Z \sot(fk)\p> = [l (Fe))ilalle < [1(FR)inllpo-

Dai,

S =3 /K FeO)Pdp(t)

— [ S 1 Pdu)

K -1

< (VAR [ it
= () ([(fr)iallpa)” -
Assim, 7,(J,,) < (u(K))% Além disso, (M(K))% < | Jupll < mp(Jup). Com efeito, como

Jp € p-somante temos que m,(J,,) > ||| Agora considerando a funcao constante f =1

que pertence a C'(K), segue que

1l = 1y = (1))

19



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

Portanto, m,(J,,) = (,u(K))% u
O teorema a seguir ¢ um dos pilares da teoria linear dos operadores absolutamente
somantes e é de fundamental importancia na demonstracao do Teorema de Extrapolagao de

Maurey.

Teorema 1.2.2 (Teorema da Dominagao de Pietsch). Suponha que 1 <p < oo, u: X =Y
um operador linear e limitado entre espagos de Banach e K C Bx« um compacto na topologia
fraca estrela. Entao u é p-somante se, e somente se, existem uma constante C' e uma medida

reqular de probabilidade de Borel i em K tal que para cada v € X

el < 0+ ( [ let@pants))" (19)

Além disso, my(u) € a menor de todas as constantes C que satisfaz (1.9).

Demonstracao. Ver [10, Teorema 2.12]. u
Como consequéncia imediata do Teorema da Dominagao de Pietsch, temos o seguinte

resultado:

Corolario 1.2.3 (Teorema de Inclusio) Se 1 <r < p < oo, entdo IL.(X;Y) C IL,(X;Y).

Além disso, para u € 11.(X;Y) temos que my(u) < m,.(u).

Definigao 1.2.4 (Ver [10, p. 60]). Sejam 1 < p < oo e X > 1. O espago de Banach X é
dito ser um espago L, ) se cada subespaco de dimensao finita E de X estd contido em um
subespaco de dimensao finita F' de X, para o qual existe um isomorfismo v : F — fgimF,

com ||v|| [[lv™Y| < A.

Teorema 1.2.5 Se (2,%, 1) € um espaco de medida qualquer e 1 < p < oo, entao L,(u) €

um espaco Ly, para cada X > 1.
Demonstracao. Ver [10, Teorema 3.2]. n

Proposigao 1.2.6 Sejam 1 < r < p < oo e X um espago de Banach, entio 11,(X;¢,) =

II,(X;¢,) se, e somente se, existe ¢ > 0 tal que m,.(v) < ¢ - my(v) para todo v € 11,(X;¢,).
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Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

Demonstracao. Do Corolario sabemos que a inclusao i : II.(X;0,) — II,(X;{,)
é linear, continua e injetiva. Se II,(X;¢,) = IL.(X;¢,), temos que ¢ também é sobrejetiva.
Assim, pelo Teorema da Aplicagdo Aberta, a inversa da inclusao é continua. Portanto, existe
¢ > 0 tal que 7, (v) = 7,.(i "' (v)) < ¢ 7m,y(v) para todo v € TL,(X; 4,).

Reciprocamente, seja v € I1,(X; ¢,), como
mr(v) < ¢-my(v) para todo v € IL,(X;7,).

Temos que, 7,(v) < co. Portanto, v € IL.(X;/¢,). A outra inclusdo segue do Teorema de

Inclusao. u

Observacao 1.2.7 Por , temos que os operadores p-somantes sao determinados por
um numero finitos de elementos de X, entao na proposicao acima podemos trocar £, por £}

para todo n natural, ou seja, vale a Proposicao com £y, para todo n € N.

Proposicao 1.2.8 Sejam 1 < r < p < oo, X um espaco de Banach e p uma medida.
Suponha que TL,(X; (7') = I1.(X; €3') para todo m € N. Entao IL,(X; Ly(p)) = IL.(X; Ly(p))

se, e somente se, existe ¢ > 0 tal que m,.(v) < ¢ - my(v) para todo v € IL,(X; L,(1)).

Demonstracao. Seja v € I1,(X, L,(n)) = IL.(X, L,(1)). Dados z1,...,z, € X, considere
E = span{zi,...,z,} o subespaco gerado por {z1,...,z,}. Como L,(p) é um espago L, »,
{v(x1),...,v(x,)} (consequentemente o gerado por ele) estd contido em um subespaco de
dimensao finita F' de L,(p) para o qual podemos encontrar um isomorfismo 7" : F' —» 0,
onde m = dim F', com || |T|| < A e A > 1. Sejam p o operador projegao e vy a restrigao

de v, como v é p-somante entao vy é p-somante, e assim 7' o p o vy € IL,(E, égl) =1I,.(F, Egb)
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Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

. Entao, pela observacao anterior,

T

(Z uv<xi>u’“> - (Z IT4oTopo vo<xi>|r>
<) (Z ITopo vo<xi>w> 7'

=1
. 1
< T 7T o pouy) - sup (ZW )
peBpx* i—1
n 1
T - c-mp(Topowo)- sup | D f(xs)]
PEBx- \ =1
1
< T ITI - ¢~ mp(vo) - sup (le ) :
pEBx*

Consequentemente, m,.(v) < A-c-m,(v) para cada A > 1. Logo, 7,(v) < ¢-my(v). A prova da
reciproca ¢ imediata. A hipdtese nos diz que IL,(X; L,(¢)) € I1,(X; L, (1)) e, por outro lado,
sempre temos que II,.(X; L,(p)) € IL,(X; Ly(p)). E assim, obtemos a igualdade desejada.

Proposicao 1.2.9 Sejam 1 <r <p < oo, X um espacgo de Banach, ;1 uma medida e m € N.
Entao 1L,(X; 6') = 1L, (X; £)") se, e somente se, IL,(X; Ly(pt)) = TL.(X; Ly (1))

Demonstragao. Seja v € I1,(X; L,(u)). Usando a hipétese de que IL,(X; ) = IL.(X; £)7")
e os mesmos argumentos da proposicao anterior é possivel mostrar que v € IL.(X; L,(u)).
Logo, IL,(X;L,(1)) C IL.(X;Ly(1)). Como a outra inclusdo é sempre valida, temos a
igualdade.

Reciprocamente, basta considerar p como sendo a medida de contagem sobre o conjunto

{1,...,m}. u

Observacao 1.2.10 As trés proposicoes anteriores nos informam que, se X € um espaco
de Banach, m € N e . uma medida, entao para 1 < r < p < 00 as sequintes condi¢coes $ao

equivalentes:
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(1) (X5 6p) = 11.(X; 6);
(i) T, (X5 6) = TL(X; 6);
(i) T1p(X5 Ly(p)) = T (X5 Ly (1))
Observagao 1.2.11 Seja X um espaco de Banach. Entao existe uma imersao natural de

X < C(Bx~+). Com efeito, seja

T: X — C(Bx~)
r — Txr: Bx+— R

fr= flz)
Note que T € linear, pois dado x,y € X ¢ o € R temos que
Tx+a-y)(f)=flet+a-y) = fz)+afly) =Tz(f) + aTy(f) = (Tz+ aTy)(f).
Para toda f € Bx-. Entdo,
T(z+a-y) =T(z)+ aT(y).

Além disso, T € uma isometria,

]l = Sup. [f(2)] = sup [Tw(f)] = |[Tx]. (1.10)

feBX*

A seguir demonstraremos a versao de Maurey do Teorema de Extrapolagao para

operadores lineares absolutamente somantes:

Teorema 1.2.12 (Ver [18] ou [10, Teorema 3.17]). Sejam 1 < r < p < 0o e X um espago
de Banach tal que

I, (X 6p) = IL.(X; 6p).
Entao, para cada espaco de Banach'Y,
IL,(X;Y) =1 (X;Y).
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Demonstracao. Pelas observagoes anteriores podemos trocar o conjunto ¢, por L,(u), e

além disso, para provarmos que
IL,(X;Y) = L (X;Y)
basta provar que existe ¢ > 0 tal que, para todo v € IL,(X;Y),
m(u) < c-mp(u).

Sendo assim, considere K := Bx+, o qual é um espago compacto de Hausdorff na topologia
fraca estrela de X*, e P(Bx+) a colegao de todas as medidas regulares de probabilidade de
Borel em By-.

Como temos uma imersao isométrica natural X — C(Bx-), cada u € P(Bx~) da origem

a um operador
Jup = Jupo T : X — Lp(u)

donde J,,,, é o operador canonico de C(Bx+) — Ly(1) e T é a imersdo da Observacao(1.2.11]

Entao para cada x € X temos

70 ) 2y = (T ) 20

=<Z¥JT@MWWWA@>;
:=(A;*W@M%muﬂ)?

Além disso, como < p tem-se que L,(u) C L,(p) e, assim, pela monotonicidade da norma

usual em L,(1), jup € Lr(pt) com

T

|MAM@m=<éﬂwwWM@>- (111)
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Por hipédtese, temos que 7,(u) < ¢ - my(u) para todo u € IL,(X;L,(p)). Como J,, é p-

somante e T' ¢ linear e limitada, temos que o operador j,, ¢ p-somante. Com efeito, dados

(Zl\ju,p(wk)\\p> (ZHJ wp © T Hp>

T1,...,Tp € X

D=

1

< 7)1 50 (Z (o) )

PEBx«
1
[I0)
) s (Sletat)
PEBx*
E assim,

T (Gpp) < € Tp(Jup) < € mp(Jup) = ¢ (W(Bx+))» =c. (1.12)

Como IL,(X; L,(p)) = IL.(X; Ly(p)) ent@o j,, é também r-somante. Além disso, podemos

usar o Teorema da Dominagao de Pietsch para produzir uma medida i € P(Bx-) tal que

Wiep @)z ) < 7 (i) - (/BX \sﬁ(x)!’”dﬂ(w))i

(12 e (1) »
< e |ap(a)

Lo(@) (1.13)

para todo x € X.
Seja u : X — Y um operador p-somante, onde Y é um espago de Banach qualquer. O

Teorema da Dominagao de Pietsch fornece-nos uma medida py € P(Bx~) tal que

Ju(@) ]l < 7p(w) - {500 ()| Ly o) (1.14)
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para todo z € X. Vamos construir uma medida A\ € P(Bx-) e uma constante C' > 0 tal que

700 () |y o) < C - linp ()| 2 (1.15)

para todo x € X.

Para cada n € {0,1,2,...} seja fi, construida como em (1.13). Comegando por s
defina uma sequéncia (i), em P(Bx~), onde p,+1 = fl, paran € {0,1,2,...}. Defina
também A 1= 7 2711, pertencente a P(Bx+). Desde que 1 < r < p, podemos encontrar
0<6<1comi —9—1— )entéo,

1-— 1 1
1:T9+—r< 0):T+

Observe que r = 10 + (1 — 0)r, assim

nMwwmmzé|ﬂmmmwbl;www@wwwwm%@.

Aplicando Hoélder nos conjugados % e ﬁ, obtemos

/BX* IT(2) | dpn () < (/Bx*(|T(x)9"|m)$dun(¢))m

([ gr@aemmrag))

0 r(1-0)
=(/ W@MWM@)'(/ wwwwWwQ
Bxx Bxx
= [ @y Wi (@D
Sendo assim,
U O 2 ) < Wi @Gy N @S0 (1.16)
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Por ([1.13)) e pela definigdo da sequéncia p,,, obtemos que

G @ L) < € T p ) 1) = € a0 ()| Lo 1)

E assim,

227 M@ i) < €327 i@l i
n=0

n=0

Por (1.16]) e aplicado Holder nos ConJugados 7€ 9, tem-se

> 2 M@ ) < €Y 27" i ia @ N oy * Do @ )

n=0
oo

D L EFOEC PO C o B OGO
n=0

00 0
¢ (Z 2"lwrjunﬂ,p(x)HLlW))

n=0

o0 1-0
x (Z 2”WUW,p(a:)uwnm) - (1.17)

n=0

|
o

Acrescentado o termo positivo ||7.e,(7)| 2, u0) em Z2_"_1||jun+17p(x)||Lp(un+1), na

n=0
desigualdade (1.17)) obtemos
0 0
Z 2_n 1”],“%717 )HLp ,un < c (Z 2_n_1||j#n+1yp<l‘)HL1(,un+1)>
n=0

- 1-0
X (Z 27" M 1 0@ Ly () Hjump(x)HLp(uo))
n=0

00 1-6
=cC (Z 2n1”jun+17p<x)HL1(ﬂn+1)> (Z 27| i ”Lp (n) )

n=0

0o 0
=c (Z 2_n_1||jun+1,p($)”L1(un+1)> : (Z 27" M o (@) Ly (1) )
n=0

1-0
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Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

Por (L.19)

||j#07p<x)HLp(N0) > Wp(u) (1'18>
para todo x € X, dai, Z 27" My (@) 2, (un) > 0 € podemos multiplicar a desigualdade
n=0
- 6—1
acima por (Z 2"11\j%,p<:c>||Lp<un>> e, assim,
n=0

(Z 2“||jﬂn,p<x>rmn>> < - 2070 (Z 2"1||jw,p<:c>||mw) -

n=0 n=0

Elevando a + em ambos os lados,

0
NN 1020) o~ 1
D 2" @) €277 > 27" s p ()11 Gt 0)-
n=0 n=0
Logo,
T 1020 = 1
ZQ 1||]un,p($)||Lp(un)§Ce2 ¢ '222 1||]Mn7p(x)||L1(ﬂn)
n=0 n=0
1 1y
= (20)7 3 27" Y p () 21 (-
n=0
E assim,
1 . 1 = —n—11 -
S 0.0 (@) 20 = (2)7 D 27 (@) 2 o)
n=0
Como, A := Z 27", temos que
n=0
1 1y 1
(26)7 > 27" (@) 21 ) = (26)7 - 1inp (@) ] 00-
n=0
Assim,

. 1 .
500 (O o) <2+ (26)7 - [l7xp (@) L2
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Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

Logo, conseguimos provar 1} com C = 2- (26)%. Para concluir a demonstragao basta

observar que

13
luzll < mp(w) - |G (@) 2y u0) < C - mp(w) - [l 7ap (@) [ 2 1)

Portanto, pelo Teorema da Dominagao de Pietsch, temos
m(u) < C - mp(u)

para todo u € IL,(X;Y). |

Agora veremos um teorema de Extrapolacao devido a Pisier:

Teorema 1.2.13 (Ver [18, Colordrio 91] e [26, Teorema 5.13]). Sejam 1 < p < o0 e X

um espa¢o de Banach. Se
IL,(X;Y) = (X3 Y)
para todo espaco de Banach'Y e algum 0 < r < p, entao
IL(X;Y) = IL(X;Y)
para todo espago de Banach'Y e todo 0 < | < p.

Omitiremos a demonstracao desse teorema porque no Capitulo 2, mais especificamente
o Teorema [2.2.2), sera demonstrada uma versao generalizado do mesmo. E para reforcar sua

importancia, daremos uma aplicacao concreta desse resultado. Se X tem cotipo 2, entao
IL(X;Y) =1L,(X;Y)

para todo espago de Banach Y e 1 < p < 2 (ver [10, Coroldrio 11.16]). Combinando esse

resultado com o Teorema [1.2.13| obtemos

[L(X:Y) = L,(X; Y)
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Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

para todo espago de Banach Y e 0 < p < 2. Agora, usando o fato de que ¢; tem cotipo 2

tem-se

I, (€15 o) = L(€1; 1)

para cada 0 < p < oo. Esse resultado é uma extensao do Teorema de Grothendieck.
Combinando os teoremas de Maurey e Pisier obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.14 Sejam 1 <r < p < oo e X um espaco de Banach. Se

IL,(X; 6p) = IL.(X; 4,),
entao

IL,(X;Y) = IL(X;Y)
para todo espaco de Banach'Y e cada 0 < [ < p.

Demonstracao. Por hipdtese podemos usar o Teorema [1.2.12 para obter IL,(X;Y) =
I, (X;Y) para todo espago de Banach Y. Agora podemos aplicar o Teorema [1.2.13| para

r =1 e, assim obtemos o resultado desejado. [ ]

O Teorema [1.2.14] é claramente um melhoramento dos Teoremas [[.2.12] e [[.2.13] Note

que, apesar de possuir a mesma hipotese do Teorema |1.2.12, ele estende seu resultado para
o intervalo 0 < p < 1. E, além disso, ele melhora a hip6tese do Teorema [1.2.13]

Veremos a seguir um resultado para operadores lineares absolutamente somantes, que
nos sera util posteriormente. Ele da condigoes necessaria e suficiente para que ocorra a

coincidéncia do tipo IL,(X;Y) = II.(X;Y') para todo espaco de Banach Y e 0 < r < p.

Lema 1.2.15 (Ver [0, Lema 3.4]). Sejam 1 <p < 00,0 <r < p e X um espago de Banach.

Os seguintes itens sao equivalentes:

(1) IL(X;Y) =11(X;Y) para todo espago de Banach'Y ;

(ii) Existe uma constante C' > 0, de modo que, para cada medida p € P(Bx+) existe uma

medida p; € P(Bx+) tal que

(/BX* \s@(m)!pdu(so)y <C- (/BX ]go(:;z:)\’“alul(gp))i (1.19)

30



Capitulo 1 Operadores absolutamente (p, q)-somantes

para todo v € X.

Demonstracao. Sabemos que, para cada espaco de Banach Y, o operador inclusao
I:1L,(X;Y) — IL(X;Y) é linear, continua e injetiva. Por (i) IL,(X;Y) = IL.(X;Y),
assim I também é sobrejetiva, e pela Proposicao temos que II,(X;Y) e IL.(X;Y)
sao espacos de Banach. Desse modo, pelo Teorema da Aplicacdo Aberta, a inversa da
inclusao ¢ continua. Assim, existe C > 0 tal que 7.(v) = 7,.(I"*(v)) < C - m,(v) para
todo v € IL,(X;Y) =II.(X;Y). Dada uma medida y, da Demonstragao do Teorema

sabemos que j,, = J, o T é p-somante para cada p € P(Bx~), segue da hipétese que

(1.12))
Wr(ju,p) <C- 71'p(jlwv) < C. (1.20)

Pelo Teorema da Dominagao de Pietsch, existe uma medida p; tal que para cada z € X

(. ) - (] wwww));

= Hju,p(x)“llp(u)

i) ([ . ) dio))

T

NG

) g
<o ([ w@ran)
BX*
A reciproca segue de imediato pelo Teorema da Dominagao de Pietsch. [

Observagao 1.2.16 Observe que o Lema ainda € valido se substituirmos 0 < r < p e
IL,(X;Y) =11(X;Y) para todo espago de Banach'Y por1 < r <p ell,(X;¢,) =11,(X;¢,)
(ver [10, p.71]).
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Capitulo 2

Versoes gerais dos teoremas do tipo

Extrapolacao

E natural nos questionarmos se os teoremas do tipo Extrapolacao sao mantidos nas
generalizagoes dos operadores lineares absolutamente somantes. O nosso principal interesse
nesse capitulo é apresentar uma abordagem abstrata do Teorema de Extrapolacao (1.2.14

com o intuito de unificar todos os teoremas do tipo Extrapolacao.

2.1 Ambiente Abstrato

Nesta se¢ao vamos resgatar o ambiente abstrato presente em [23].
Sejam n,s,t numeros naturais, X;, Y e Ej conjuntos arbitrarios nao-vazios, com
1 =1,....,ne k =1,...,s, H uma familia nao-vazia de aplicagoes de X; x --- x X,, em

Y, G espagos de Banach, K espacos topologicos compactos de Hausdorft,
R K;jxEyx---xE;xG; —1[0,00)eSy : HXE; x--XE;xGy x---xG—[0,00)

aplicagoes arbitrarias, com j =1,...,t.

Definicao 2.1.1 Sejam 0 < py,...,p:,q < 00 de modo que % = pil—l—- . -—|—pit. Uma aplica¢ao

32



Capitulo 2 Versoes gerais dos teoremas do tipo Extrapolacao

fE€H ERy,...,R-S-abstrata (py,...,p)-somante, se existe C > 0 tal que,

j=1 peK;

1 1
" Y t m p \ P
(Z s (f’ A ,x§s>,b§”,...,b§“) ) < ] sw (ZR]- <gp,x§”,...,x§5),b§”> ) :
- =1

para todo :vgk),...,ng) € E, ebgj),...,b%) €eGj,meNe(kj)e{l,...,s} x{1,...,t}.

Observagao 2.1.2 (i) Como Sy depende de H deveriamos escrever Sx, . x,y. Porém,

Xq,..., X, serdao fixados e, assim, escreveremos simplesmente Sy .

(i) Se tomarmosn =s =t =1 a defini¢io acima equivale a presente em [22] que veremos

na Se¢ao 3.4.

Notacao 2.1.3  (a) Denotaremos por Mg, . R,-S(pi,..p0( X1, Xn;Y) 0 conjunto de
todos as aplicagoes Ry, ..., Ry-S-abstrata (p1,...,p;)-somante. Quando p; = ... =

pe = p escreveremos apenas Hp, . p,-sp(Xi1, ..., Xn;Y);

(b) Indicaremos por P(K;) a cole¢ao de todas as medidas requlares de probabilidade de

Borel em K;, 5 =1,...,t.
A seguir, veremos duas hipdtese da versao geral do Teorema da Dominacao de Pietsch:
(1) R; é tal que a aplicagao
(Rj)am,... o0 400 K5 — [0, 00)
definida por
(Ry)atn,.. a0 () = Ry (0,20, 2, 0V)
é continua para todo 2™ € Ej, e bY) € G; com (k,j) € {1,...,s} x {1,...,t}.

(2) As seguintes desigualdades se mantém:

R; (SO’Q;(I), o ,x(s),njb(j)) <n;-R; (gp,x(l), o ,x(s),b(j))
Sy (F20, .2, abD, . ab®) > ag- . ap- Sy (f2®, 2 b0, p0)
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Capitulo 2 Versoes gerais dos teoremas do tipo Extrapolacao

para todo ¢ € K;, 2% € By, bV € G, 0 < m;,a5 < 1, com (k,j) € {1,...,s} x
{1,...,t}efeH

O teorema a seguir é uma versao abstrata do Teorema da Dominagao de Pietsch.

Teorema 2.1.4 Suponha que as hipdtese (1) e (2) acima, sao vdlidas. Uma aplicagao
feHEéRy,... R — S-abstrata (p1,...,p:)-somante se, e somente se, exriste C > 0 e
uma medida p) € P(K;), j = 1,...,t, de modo que para todo z'¥) € Ey e bV € G; com
(k,7) e {1,...,s} x{1,...,t},

1

¢ _ by
Sy (f’x(1)7_“,x(S),b(l)"__’b(t)> < C.H </K R (cp,x(l),...,m(s),b(j)>pj du“’(cp)) . (2.1)
j=1 \"K;

Corolario 2.1.5 Sejam 0 < py,...,p, g < 00 e0 < ry,...,1, 17 < 00 tais que
1 1 1 1 1 1 ‘
- =—4+ = —=—4--F+—eer <p,r=1,... t
q D1 pe T M T

Entao

HRl,...,Rt—S,(TL...,Tt)(X17 ce 7XTL7 Y) C HRl,...,Rt-S,(pl,...,pt)<X17 st 7Xn7 Y)
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Capitulo 2 Versoes gerais dos teoremas do tipo Extrapolacao

2.2 Versoes gerais dos Teoremas de Extrapolacgao
1.2.13 e 1.2.14

Na presente secao iremos demonstrar a versao generalizada do Teorema de Extrapolacao
1.2.14} e, para isso, iremos usar o ambiente abstrata da secao anterior.
Antes vamos demonstrar dois resultados cruciais para essa tarefa. E, para isso,

precisaremos da seguinte condicgao:

(D1) Sejal <r < p < oo. Se, para cada espago de Banach Y tem-se
Hry, Re-Sp (X150, X3 Y) = Hpyrese (X, Xy V)

entdo para cada j € {1,...,t} existe uma constante C; > 0 de modo que, para cada

medida \V) € P(K;) existe uma medida A9 e P(K;) tal que

IR, (-2, L2 b)) }|LP(KJ_7A(]_)) <C;-||R; (2®,. 2@, b(j))‘ o (1)

para todo (ai(l), e ,x(s),b(j)) € b x...x E, xGj.
No primeiro resultado veremos que a reciproca da hipétese (D;) é sempre vélida.

Lema 2.2.1 Seja 0 < r; < p; < oo, j = 1,...,t. Suponha que para cada j existe
uma constante C; > 0 de modo que, para cada medida PAAS P(K;) existe uma medida

AP e P(K;) tal que

|1R; (2@, 2 5) <G ||R; (2D, 2 )|

”Lp]. (K;A) Ly (K527

para todo (x(l), e ,x(s),b(j)) € By x...x Eg x Gy, entao
HR1,...,R¢—S,(7‘1,...,H)(Xla o 7XTL7 Y) - HR1,...,Rt—S,(p1,...,pt)(X17 .. 7Xn7 Y)

para cada espaco de Banach'Y .
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Capitulo 2 Versoes gerais dos teoremas do tipo Extrapolacao

Demonstragao. Seja f € Hp, . Rr-s.p1,...0) (X1, Xn;Y). Pelo Teorema existe
C > 0 e uma medida V) € P(K;) com j = 1,...,t, de modo que para todo %) € B, e
b9 € G com (k,j) € {1,...,s8} x {1,...,t},

1

t v
Sy (f,20, .. 2@ 0 )y <c-T] ( R; (¢, 2D, . 2™ p))? d)\(j)(90>>
=1
jt
=TT 29,00
j=1
t

S C- HCJ HR] (',.T(l), e ,.’ﬂ(s),b(j))‘

Jj=1

t
=L H |B; (=M, ... 2, 5))|
=1

J,

J

HL,J]. (K;20)

Loy (K52¢7)

Le; (K5 A)

onde L = C' - H;:l C;. Portanto, pelo Teorema , F€Hp, RS, (X1, o, Xns V).
A outra inclusao segue de imediato pelo Teorema [2.1.4] e a monotonicidade da norma dos
espagos L, (j). n

O segundo resultado é uma generalizacao nao-linear do Teorema [1.2.13]

Teorema 2.2.2 Seja 1 <p < o0o. Se (Dy) € vdlido e
Heyre-sp(X1, o Xy Y) = Heyopy-se( Xy, .0, X Y)
para todo espago de Banach'Y e para algum 0 < r < p, entdao
Heyre-sp(X1, - X3 Y) = Hpyoresi (X, o0, Xy Y)

para todo espago de Banach'Y e (0 <1 < p.

Demonstracao. Por (D;), para cada j € {1,...,t} existe uma constante C; > 0 de modo
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Capitulo 2 Versoes gerais dos teoremas do tipo Extrapolacao

que, para cada medida AV € P(K;) existe uma medida A} U e P(K ;) tal que

|R; (2™, ... 2 b)) HLP(KJ-,M;‘)) < Cj-||B; (a2 )| L (KA (22)

para todo (zM,... 2, b0)) € E; x ... x E; x G;. Pelo Lema [2.2.1] é suficiente mostrar
que para cada | < min{l,r} e cada j € {1,...,t}, existe uma constante C;; > 0 de modo

que para cada medida A\Y) € P(K;) existe uma medida u9) € P(Kj;) tal que

IR (-2, .. ’x(s)vb(”)lle(Kj,m) < - ||Ry (2™, .. 2 b)) [

para todo (z(,... 2 b)) € By x ... x E; x Gj.

Observe que se HR]- (-, M 2 b(j)) w) = 0 a desigualdade acima é valida,

HLP(KJ-,)\ i

sendo assim, suponha o contrario. Comecando com \V) = )\((f ) e aplicando consecutivamente

1} obtemos uma sequeéncia </\7(1j)> em P(K;) tal que para todo (x(l), O b(j)) e
n=0

Eyx...x E; x Gy,

17" ' n+1

HRJ‘ ('vl’(”w‘-=I(8)7b(j))||Lp(Kj,A§z>) <Cj- ||Rj (.,x<1>7,..,x(s),b(j>)} L (K 9)) (2.3)

Desde que [ < r < p, existe 6 € (0,1) de modo que % = ? + %.

Pela Proposicao [3, obtemos

1
HR] (.7 m(l)a s ,.CL'(S), b(]))‘ Ly K] )\SJ)rl (L R] o x(5)7 b(]))r dAgil(gp))
J 0
< ( / R; (- .,x<s>,b<f>)ldxffil<go>)
KJ
1-6
( / R, ( ) )y dAEiL(eo))
KJ
‘ J 2 0V )HL KJ AE{L)
< ||y (-2, 2 o)) HLp( K;000,) (24)
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Capitulo 2 Versoes gerais dos teoremas do tipo Extrapolacao

Usaremos a partir de agora

para simplificar a notacao.

Sendo assim, usando , , a desigualdade de Hélder nos conjugados % e ﬁ
3 (@), (1, a0y o

em (*) e acrescentando os termos ||R; (-, (z), b)) HLl (1,8)
2270

(%), tem-se

o0

S0 (), ) S G Z?“IIR N
2 f:z-” Ry (@) 2
< J1Bs (@) (00
=Gj- ZQ RS G @0 [ 00,)
X @Ry (@) (000,)
N ’
=02 (2—“‘1 1B; (- @) 69) ], ]Aggll))

1-60
x (27t ||Rj ('7 (), b(j)) HLP<K]»,>\£QI)>
N 0
e (Z 27 By (- (@), b)), <Kj,xggl)>
1-6
<Zz "R (@) b)) Mﬁ;&))
(** ] 0
(2 S 2R (- (), “))\\Ll(&,m))

n=0

00 1-6
x<222—n—1,,3j<.,< Migory)
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Capitulo 2 Versoes gerais dos teoremas do tipo Extrapolacao

Consequentemente,

S 2R (- ($)=b(j))HL,,(Kj,A£3‘>) < (20)7 > 2771 ||R; ("(“3)’[)@))”LZ(KM5?>)' (2.5)
n=0 n=0

Agora usando o fato que [ < 1 e a Proposigao nas aplicagdes ¢g,(-) =

27" 1R, (-, (z),bY)) obtemos

1
l

22”1“}2 25 L, ) Z2“</
_ Z ( / 27D R, (i, (2),09) dAS‘)(so))
n=0 K;

1

< (iw(”“) / R; (¢, (x),b(j))ld)\ff)(go)> . (2.6)

(e, (2 >,b<f'>)ldw><so>>

1
l

Assim, por e , temos
185 10 ) <2327 s ),

2.(2-C;)0 - (Z 27" H|R; (-, (x),09) “L1<Kj,>\$3))>

n=0

< 2.(2-Cy) - <Z2 "“/ ) w,(m),b“))ldkﬁf’(w))

= i [|B; (- (), b )HLl(KJ""(”)

|/\g

B
(@)}

onde Cj; =2-(2- C;)e e nl) = 3220 271t \D - Considere a medida em P(K;),

_ n(]’)

H S, 9—I(n+1)

) —
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Capitulo 2 Versoes gerais dos teoremas do tipo Extrapolacao

Entao,

||Rj (', (x), b(j)) HLP<KJ_,A§)J')) < ||Rj ('7 (x), b(j)) HLZ(Kj“LL(j))

onde Cpj = (302 27D) O . m
Para demonstrar a versao generalizada do Teorema de Extrapolacao precisaremos

da seguinte hipotese:

(Cy) Sejal <r <p<oo. Se
HRl,..‘,Rt—S,p(Xh .. 7Xn7 gp) - HRl,...,Rt—S,T(X:lJ ... 7X’n; Ep)

entdo para cada j € {1,...,t} existe uma constante C; > 0 de modo que, para cada

medida ;9 € P(K;) existe uma medida correspondente i) em P(K;) tal que

S Cj . ||Rj (',1’(1), e ,[L‘(S),b(j))‘

HRj ('7 x(l)a cee 733(8)7 b(j)) “Lp(Kj7M(j)) L (K;,n0))

para todo (z(1,... 2 b)) € By x ... x E; x G;.

Observe que a condigao (C7) é uma pequena variacao da hipétese (D;). Na verdade, a
condigao (C1) implica a condigao (D).
Agora estamos aptos a demonstrar o principal resultado deste capitulo, presente em [6].

Aqui nds o chamaremos de Teorema de Extrapolacao Generalizado - TEG.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Extrapolagio Generalizado - TEG). Seja 1 < r < p < oo. Se
(Cy) € vdlido e

Her o re-sp(X1s o, Xnilp) = Hey -5 (X, -0, X 4p)
entao,

He, o re-sp(X1, -, Xy Y) = Heyope-si (X, ., X Y)
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para qualquer espaco de Banach'Y e 0 < [ < p.

Demonstracao. Iremos mostrar que
Heyresp(Xis oo X0yY) = Hp, o res1(X1, ..., X, Y) para qualquer espago de Banach
Y e, em seguida, aplicaremos o Teorema para r = 1.

Pelo Lema , ¢ suficiente provar que, para cada j € {1,...,t} existe uma constante
C; > 0 de modo que, para cada medida uéj) € P(K;) existe uma medida %) € P(Kj), tal

que,

I8, a9,

= Cj- ||y (-2, ,I(S),b(j))HLl(Kj,ﬁm)
para todo (z(,... 2 b)) € By x ... x B, x Gj.

Observe que se HRJ (-, AN ON b(j)) HL ( (]-)) = 0 a desigualdade acima ¢ valida,

Kjﬂu()
sendo assim, suponha o contrario.
Por (C7) sabemos que, para cada j € {1,...,t} existe uma constante C; > 0 de modo

que, para cada medida ,u(()j) € P(K;) existe uma medida ﬂéj) € P(K;) tal que

I, a0 ) < o N 00

Ly (Kj,ﬂgj)) (2.7)

para todo (x(l), e ,:L‘(S),b(j)) € By x...x E, xGj.
Comecando com ,u(()j ) defina a sequéncia (uﬁf )> em P(K;), onde ;Lg}rl = /jglj ). Defina
n=0

também ) € P(K;) da seguinte maneira,

a9 => "ol (2.8)
n=0

Desde que, 1 < r < p existe 6 € (0,1) de modo que

1 —
—:9+1—0.
r p
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Dali, pela Proposicao [3, obtemos

I, (0, ,49)

(40

Usaremos a partir de agora R, (~, T

notacao. Sendo assim, por (2.7)), (2.9),

Zznlug

1) )

Usando agora a desigualdade de Holder com os conjugados % e ﬁ

2 C; - Z 27" |R; (-, (), 09
n=0
=G ZT’“ [R; (-, (),

7 HLl( JM(J)>

l‘(s)7bj ||Lp(Kj,H£Lj)> . (29)

z(®), b(j)) =R, (-, (x), b(j)) para simplificar a

2.7

‘)HLT(KJ-,[L%’)
)”L (

J» Niﬁrl)

|/\@

63 s

@57 ()
o 2(2—"‘1)9 1, @) 2 0
: NE e

DY (g—n—l IR, (. ()
(2 0 69) ],

O (s 0,)

< [|R; (- (

x (27 )R () (2 ()

Kj, #n+1>

Iy Mql))e

1-6
Kj, /1(21)) ’

em (x), e acrescentando
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0s termos HRj (', (x), b(j)) HL1< Q)) e HRj (,( ), b )HLP( m) em (%), temos que

Kj,ug

o0 (*

ZQ_n_l HRj (v( )b )HL Juﬁf) = G- ( 2 " 1HR (), )||L1( ]/‘(]J)rl>>
(S )l g
0
2 ;-2 ZQ "R (- ( ),b(]))HLl( (j)))

n=0

22“\\3 (), )
[ )

N>

Consequentemente,

2B (@6, ) < 2O (Z 27 By (- (), 8Y) \\M(Kj,usw))

n=0 n=0

Agora, note que,

||Rj (_7 (x)vb(j))HLl(Kj,ﬁ(ﬁ) = /K R(y, (x),bV) d [Z 2—”—1u£§>] ()

J n=0

—y g /K By (5 (@),09) dd ()
=227 1B (@0 ()

assim,
22 B (@), iy < COD IR (BN, 1, g
n=0

e, em particular,

2! HRJ' (-, (x),b(j))||Lp(Kj7ng>> < (2Cj)é HRj (-, (I),b(j)) HLl(Kjﬂ(j))
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Portanto, CJ'- =2 (QCj)% é a constante desejada. Como (C}) implica (D7), a demonstracao

segue ao aplicarmos o Teorema com r = 1. [
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Aplicacoes do TEG

Neste capitulo iremos usar o TEG para recuperar e melhorar os conhecidos teoremas
do tipo Extrapolagao, incluindo a primeira versao abstrata presente em [22] e os casos onde

ela parece nao funcionar.

3.1 Operadores lineares absolutamente p-somante

Observe que, v € IL,(X;Y) se, e somente se, v € Hps,p(X,Y), com £ = X, G =R,
K = Bx-, com a topologia fraca estrela, H(X;Y) = L(X;Y) e R, Sy definidas da seguinte
forma:

R: By x X xR — [0,00), R(p,x,b) = |¢(z)]

Sy : L(X;Y) x X xR = [0,00), Sy(v,z,b) = ||v(x)]|.

De fato, pelas escolhas acima vemos que

(Z vanp)p <c- (Z mw)”

=1
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¢é equivalente a

@EBx* i=1

(Z SY(Uaxini)p> S c- sup <Z R(g07.rz,b2)p) .
i=1

para todo (z;,b;) € X xR, comi=1,...,mec>0.
Seja 1 < r < p < oo, se Hrsp(X,l,) = 1,(X;0,) = IL(X;{,) = Hrsr(X,(,) pela
Observagao |1.2.16| existe uma constante C' > 0, de modo que para cada medida p € P(Bx~)

existe uma medida i € P(Bx-+) tal que

HR<7 Z, b) HLp(BX*uU‘) =

T

—C. (/B R(p, x, b)’"dul(go))
=C-|R(,2,0) | L. (B )

para cada (z,b) € E x G. E assim, garantimos a hipdtese (C) do Teorema de Extrapolagao

Generalizado. Portanto, resgatamos o Teorema [1.2.14]
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3.2 Operadores multilineares p-dominados

Os operadores multilineares dominados é um exemplo de uma classe que satisfaz um

teorema do tipo Extrapolac¢do, no qual a versao abstrata em [22] parece nao funcionarE].

Notagao 3.2.1 Sejam X, Y espagos de Banach e n natural. Denotaremos por L("X;Y) o

conjunto de todos as aplicagoes n-lineares limitadas de X™ em'Y com a norma sup.

Definicao 3.2.2 Sejam X, Y espacos de Banach e n natural. Dado p < n, uma aplicacao
T € L(Xq,...,Xn;Y) € dita ser p-dominada se (T (:c(l) x(")>) € l2(Y) sempre
=1 "

Jj o ]

que (ék)) € lyw(Xk), comk=1,... n.
j=1
Notacao 3.2.3 Indicaremos por Lq,("X;Y') o conjunto de todos as aplicagoes p-dominada.

Observagao 3.2.4 T € L("X;Y) € p-dominada se, e somente se, existe C > 0 tal que

Z) =l (;Wﬁ’”) ) 6D

eX,j=1,....m,k=1,...,n. Além disso, o infimo das constantes

(Z HT (xg.l), e ,xén)>
j=1

(k)

J

C' satisfazendo ¢ uma norma em Lq,("X;Y), que denotaremos por ||T'|4,-

para todom € N e x

Teorema 3.2.5 Sejam 1 <r < p < oo e X um espaco de Banach. Se

Lap("X;l,) =L, ("X;0,), (3.2)

entao
,Cd,p(nX; Y) = £d7l(nX; Y)

para todo espago de Banach'Y e cada 0 <1 < p.

INao conseguimos escolher os pardmetros para que a desigualdade seja equivalente a
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Capitulo 3 Aplicagoes do TEG

Demonstracao. Afirmagao: T' € L("X;Y) é p-dominada se, e somente se, é Ry, ..., R,-S-

abstrata (p, ..., p)-somante, com

4
t=n

Gi=XeK;=Bx~, j=1,...,n

E,=K, k=1,...,s

§ H=L("X;Y)

pi=p, J=1,....,n

Sy (T,60, 6,20, 2®) = |T (2, ... zt)]|
R; (Sp’b(l)’__.?b(s)’x(j)) = |80 (x(j))|7 j=1,....n

\

Com efeito, pelas escolhas feitas acima tem-se que a desigualdade

) <efl o (Sl ()

-1 LpEBX*

. 1) ()
(ZHT(wZ e T )

) : (3.3)
é equivalente a

n 1
% P n m 5 A\ P P
(Zsy( a0 L) ) <] sw (ZRJ.(gp,bgw,...,bp,xgﬂ)) |

paratodomENe(bgk),mgj))GKXX,2':1,...,m,j:1,...,nek:1,...,s

Assim, usando a hipdtese temos
HRl ..... Ry- Sp( X l ) ‘Cd,p(nX; gp) = /Cd,r (nXa gp) = HRl ..... Rn-S,r(nX; fp)

Da definigao de operadores p-somantes temos que IL,(X;¢,) = L4,(* X; ¢,) para todo p
e pelas Proposicoes 5| e @, tem-se que L4, ¢ cud e csm para todo p, além disso, por hipé6tese
Lap("X;0,) = L4,("X;¢,). Dai, podemos usar a Proposigao [7| tomando My = My = Ly,
e My = L, para obtermos IL,(X;¢,) = L4,(*X;¢,) C L4,(*X;¢,) = I1,(X;¢,). Como

a outra inclusdo ¢ sempre vélida, tem-se IL,(X;¢,) = II,(X;/,). Assim, pela Observacao
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1.2.16| para cada j = 1,...,n existe uma constante C; > 0 de modo que, para cada medida
p) € P(Bx-) existe uma medida i) € P(Bx-) tal que

HRJ (.7 W ) b(j)) HLp(Bx*#(")) <Cj- ||Rj (.7 2O ) b(j))‘ Lo (Bxe i)

para todo (z(,... 2 b)) € By x ... x B, x Gj.

Portanto, a condigao (C}) ¢ satisfeita e pelo TEG segue-se que

Lap("X;Y) =Hpr,,. mo-sp("X;Y) = Hp, . me-s0("X;Y) = Loy ("X Y)

-----

para todo espaco de Banach Y e cada 0 < [ < p. [ ]

Observacao 3.2.6 O Teorema |2.2.5 melhora o Teorema de Extrapolacdo para aplicacoes

multilineares dominadas de [20, Teorema 4.2], porque estende sua validade para o intervalo

0<l<l.
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3.3 Polinbmios homogéneos p-dominados

Notacao 3.3.1 Sejam X, Y espacos de Banach e n natural. Denotaremos por P("X;Y)
o conjunto de todos os polinomios continuos n-homogéneas de X em Y com a morma sup

usual.

Definicao 3.3.2 (Ver [17]). Sejam X, Y espagos de Banach e n natural. Dado p < n, um
polinémio continuo n-homogéneo P de X em Y € dita ser p-dominado se (P(x;))52, €

U (Y) sempre que (2;)52, € lpw(X).

Observagao 3.3.3 Em [17] M. Matos mostrou que P € P("X;Y) € p-dominado se, e

somente se, existe C' > 0 tal que

3=

(3.4)

<
Il
—

B =

(ZHP(%)HZ> < C sup <Z‘¢(xj)|p

para todom e Nez; € X, 7=1,...,m.

Notacao 3.3.4 Indicaremos por Pq,("X;Y) o conjunto de todos os polindmios continuos

n-homogéneos p-dominado.

Teorema 3.3.5 Sejam 1 <r < p < oo e X um espaco de Banach. Se
Pap("X;l,) = Par("X;0,), (3.5)

entao
Pdp(”X; Y) = Pdl(”X; Y)

para todo espaco de Banach'Y e cada 0 < [ < p.
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Capitulo 3 Aplicacdo para polinomios homogéneos dominados

Demonstracao. Afirmagao: P € P("X;Y) é p-dominado se, e somente se, é R;-S-abstrato

p-somante, com

t=n=s5=1

Ei=X, G =K, Kj=Bx~ep1=p

H=P("X;Y) (3.6)
Sy (P,z,b) = [b]|| P(=)|»

Ry (p,x,0) = [bl|p(x)]

\
De fato, pelas escolhas acima temos que
1 1
m » P m P
<Z HP(%)H"> < C sup <Z \s@(fcj)|p> -
i=1 PEBx- \ =1

é equivalente a

i=1 peBx \ =1

<Z Sy<P, xi,bi)p> S O sup <Z Rl(cp,xi,bi)p> .

para todo m € N e (z;,b;) € X x K, com i = 1,...,m. Usando a hipdtese temos
,HR1-S,p(nX; gp) = Pd,p(nX; gp) = Pd,r (an gp) = HRl—S,r (nXa ep)

Da definicio de operadores p-somantes IL,(X;Y) = P,,(*X;Y) para todo p, pela
Proposigao |8 Prm,) = Py, e pela Proposigao |§| tem-se que Pra,) e Py, sao cud e csm.
Além disso, por hipétese Py, ("X;€p) = Par("X;€p). Sendo assim, tomando Qp = Q1 = Py,
e Qy = P}, na Proposicao [10] conseguimos que I1,(X;£,) = Py,(* X £,) C Pa,p(PX56,) =
I1,(X;¢,). Como a outra inclusao é sempre valida, tem-se II,(X;¢,) = II,(X;¢,). Dai, pela
Observacao existe uma constante C; > 0 de modo que, para cada medida pu € P(K;)
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existe uma medida g € P(K;) tal que

HRl(’ava>HLp(BX*”u) S Cl : ||R1('7x7b)||LT(BX*,ﬁ)

para todo (x,b) € Ey x Gj.

Logo, a condigao (C) ¢ satisfeita e pelo TEG segue-se que

Pap("X;Y) = Hpysp("X;Y) = Hpsi("X;Y) = Pay("X;Y)

para todo espaco de Banach Y e cada 0 < [ < p. [

Observagao 3.3.6 (i) Note que o Teorema melhora o Teorema de Fxtrapolagao para

(i)

polinémios homogéneos dominados de [20, Teorema 4.1], pois estende sua validade para

o intervalo 0 < 1 < 1.

E verdade que P € Py,("X;Y) se e, somente se, a aplicagio multilinear
simétrica associada € p-dominada.  Porém, o Teorema de FExtrapolacao para
polinomios homogéneos dominados nao seque do Teorema de Extrapolacao de aplicagoes
multilineares dominadas. Isso ocorre pelo fato de que a igualdade Pyp("X:;Y) =
Par("X;Y) nao implica a igualdade Laq,("X;Y) = La4,("X;Y), para maiores
informagoes ver [{l, Observagao 4.2]. Pela mesma razao, o caso multilinear nao resulta

do polinomial.
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Capitulo 3 Aplicagoes do TEG

3.4 Melhoramento do Teorema de Extrapolacao
presente em [22]

Nesta secao iremos apresentar a versao melhorada do Teorema de Extrapolacao presente
em [22].

Sejam X é um espaco topoldgico e K um espago compacto de Hausdorff tal que X
mergulha em C(K), £ = X x X e P(K) a colecao de todas as medidas regulares de
probabilidade na o-algebra de Borel em K. Indicaremos por j, = ju, : X — Ly(p) =
L,(K,p) a composigao da inclusao X — C(K) com o operador canénico C(K) — L,(u).

Suponha as seguintes condigoes:

(1) Para qualquer espago de Banach Y e todo ¢ € {1,7,p}, Hprse(X;Y) é um espago
vetorial e o infimo das constantes C' satisfazendo a condigao (3.17) da Defini¢ao |§], é
uma norma para Hps.(X;Y') denotada por mrs,(+), tal que (Hpsq(X;Y), Trsq(-)) é

um espaco de Banach.

(2) Para quaisquer espacos de Banach Y, Z, se h € H(X;Y) e T :Y — Z é um operador

linear limitado, entao

SZ(T oh, (xa 6)7 b) < ||T|| ) Sy(h, (l" 6)’ b)
(3) A aplicacao j, € H(X;L,(K,u)) e para todo ((z,e),b) € E x G,
Sty U (x,€),0) = [ R(-, (2, €), 0)|, (110

(4) Se {ju(x1), ..., Ju(zm), duler), .., julem)} estd contido em um subespago de dimensao
finita F' de L,(K, ) e pr : L,(K, p) — F denota qualquer projecao, entao

Z SL;D(K:N) (j;m (‘Ti’ 61'), bZ)r = Z SF(pF o j/u (:Bh ei)v bl)r (37)

i=1 i=1
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Além disso, pp o j, € Hrsp(X; F) e existe ¢; > 0 (nao depende da F) tal que
TrSp(PF © Ju) < 1 Trsp(Ju)- (3.8)

Teorema 3.4.1 Sejam 1 < r < p < co. Se (1)-(4) sao satisfeitas e
Hrsp(Xily) = Hrsr (X 6p),

entao
Hrsp(X:Y) = Hpsi(X;Y)

para qualquer espaco de Banach'Y e cada 0 < [ < p.

Demonstracao. Iremos verificar que a condi¢ao (C) é satisfeita, e assim o Teorema m
recupera este teorema.

Seja u € P(K), pelo Teorema , temos que L,(K,p) é um espaco L, para
todo A > 1, e assim, podemos afirmar que para cada (z;)i<i<m € (€)1<i<m em X, o
subespago de L, (K, u) gerado por {j.(x1), ..., Ju(Tm), Jule1), .., ju(em)} estd contido em um
subespago de dimensao finita F' de L, (K, i) para o qual podemos encontrar um isomorfismo
T:F — éﬁimF, com

IT=HE-ITI < A (3.9)

Pela hipétese (3), j,, é RS-abstrata p-somante e
Trsp(ju) < 1. (3.10)
Consequentemente, por e (3.8), temos
Trsp(PF © Ju) < c1, (3.11)

e, pelas hipéteses (2) e (3), temos que T oppoj, € Hpsp(X; EgimF). Finalmente, pelo Lema
[T, existe ca > 0 tal que
T o pr o ju € Hrs (X;05™") (3.12)
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Trs (T oproju) < co-mrsp(T 0proj,).

Sendo assim,

(&

>

Entao,

p (K1) j;u xjﬂej) bj)r>

1
p

E&D Zm _ . "
— ( SLP(K,M)(T IOTOpFOju,(Z'j,Gj),bj) )
Jj=1

(3.13)

2) m A T
< ||T_1|| ’ (Z Sé;}imF(TopF O Ju (xjvej)7bj)r>

J=1

(B.12)
<
peK
(3.13) ]
< o [T mrsp(T 0 pr o jy) - sup

peK

2 1T TN - Trsp(pr © G) - sup

peK

e
g 02 A cp - sup (ZR (5, €5), bj)r)

Jj=1

Trsr(Ju) < 2 X ¢,

e, pelo Teorema [2 existe i € P(K) tal que

para todo ((z,

para todo ((z,

1R(, (x,

J

St .00 < - 3-cr- ([ Rl ()0t )

Hzp
€); bl L, (rc)

e),b) € E x G. Sendo assim,

G19
SLpKu)<]ua(x 6) b) < Ao HR(

e),b) € E x G. Portanto, a condic¢ao (C}) é satisfeita.

95

(2,

1T 7rs (T 0 pr © ju) - sup (ZR(% (;cj,ej),bj)’“>
=1

m

b

(ZR , (5, €5), b))

=1

1

T

)

S =

R(p, (7j,€;5), ij)

T

(3.14)

e), 0|,z

3=
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Observacao 3.4.2 O Teorema é, de fato, um melhoramento do [22, Teorema 3.1],

pois ele descarta uma das condigoes exigida em [22, Teorema 3.1] e estende sua validade

para 0 < [ < 1.
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Proposigao 1 Seja (amn)m,» uma sequéncia de escalares positivos.

(a)

Se sup,,, Sup,, Gm, = 00, entao sup,, sup,, dm, = OO.

Com efeito, seja sup,, am, = ¢, Por hipdtese, temos que sup,, ¢,, = oo e, assim, dado
N > 0, existe my tal que sup,, Gmgn = Cm, > N. Pela definicao de supremo, obtemos

que, existe ng tal que anyn, > N e, portanto, sup,, sup,, Gm, = 0.

Se sup,,, Sup,, am, = b < 0o, entao sup,, sup,,, ¢m, = b.

De fato, considere sup,, am, = ¢n. Por hipdtese, temos que sup,,c, = b e, pela

definicao de supremo, dado € > 0, existe mg tal que

SUD Apmgn = Cmy > b — €.

n
Usando novamente a definicao de supremo, encontramos ng, tal que
€

Among > Cmo = 5 >b—¢

assim,
d = Sup sup Ay = SUP Amgn, > Gmgny > 0 — €.

n m n

Como € ¢é arbitrario, segue que d > b. Por outro lado, observe que d < oo, pois caso

contrario, pelo item (a), terfamos que b = oo. Sendo assim, seja sup,, Gmn = Cn.
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Sabemos que sup,, ¢, = d e, assim, dado € > 0, existe n; tal que
SUD Qpppy = Cpy > d — €.
n

E pela definigao de supremo, obtemos que, existe m; tal que ay,n, > ¢y — 5 > d —¢

e, assim,

b = Sup Sup Ay > SUP Gy > Gmyny > d — €.
m n m

Pela arbitrariedade de €, d < b.

Proposicao 2 Se v: X — Y é um operador linear de posto finito, entao
U() :Zgok() " Yk, COM @1, ...,En € X" €Yl,.---,Yn € Y.
k=1

Com efeito, por definigdo, a imagem de v tem dimensdo finita, considere n = dimv(X) e
{y1,...,yn} uma base de v(X). Para cada vetor y; da base, associaremos o funcional linear
1; definido por v;(y;) = d;;, donde 6;; é o delta de Kronecker. Pela Algebra Linear, temos
que o conjunto {1, ...,1,} é uma base de v(X)*. Como {y1,...,yn} é base de v(X), dado
z € X existem Az, ..., Ay € K de modo que v(z) =377 A, - y;. Sendo assim,

n

Yi(v(r)) = Zwi(&,x Tyj) = Z Ao ¥i(Ys) = Niz

J=1

para todo j € {1,...,n}. Agora, basta considerar ¢; = 1, ov, e observar que, ¢; € X*, pois

¢é a composicao de dois operadores lineares limitados.

Proposicao 3 (Desigualdade de Littlewood, [13, p.55]). Suponha que 0 < py < p; < o0 e
0 <0 < 1. Defina p de modo que

1_(1-6 0

p Po Y4
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Se f € Ly, (1) N Ly, (1) entao f € Ly(p) e

LAl < NF1a? - LFIIG,

Proposicao 4 (Desigualdade reversa de Minkowski, [13, Proposi¢iao 5.3.1]). Suponha que

0<p<lefgeLy(n) fungoes nao-negativas. Entao

([ra) s+ (Jouw) < (fireara)

A seguir veremos alguns conceitos sobre operadores multilineares e polinomiais.

Definicao 1 Sejam Xi,...,X,,Y espacos vetoriais sobre K e n natural. Uma aplica¢ao
T:Xix---xX,—=Y

¢ dita ser multilinear (ou n-linear) se T € linear em cada varidvel, ou seja, se para todo

acKez® 70 e X, comi=1,...,n, tem-se
TW, . . az® +z9 W)y =a.-TEW,. . O a4 1E® 70 ),

Se T for limitada dizemos que T' € L(Xq,...,Xp;Y).

Teorema 1 (Pietsch, Geiss, 1985)[1])]. T € L(X,...,X,;Y) € p-dominada se, e somente
se, existem uma constante D e medidas requlares de probabilidade de Borel piy em Bx: (com

a topologia fraca estrela), tais que, para todos ™ e X, comk=1,...,n

p

HT (x(l),...,a:(”))H < D-H (/B !gp (a:(k)ﬂpduk(gp)) : (3.15)

Além disso, ||T||ap € a menor de todas as constantes D que satisfaz (3.15).

Definicao 2 Um operador T € L(Xy,...,X,;Y) € dito ser de tipo finito se puder ser
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escrito da sequinte forma:
1 n
T(x1,...,2,) = Z(pg )(azl) . gog. )(acn) Y,
j=1

com gp§-k) eX;, y;€Ye(gk)e{l,....m} x{1,...,n}.
Definicao 3 Um ideal de operadores multilineares (ou multi-ideal) M é uma subclasse
da classe de todos os operadores multilineares entre espacos de Banach, tal que, para todo

n e quaisquer espag¢os de Banach Xi,...,X,,Y, as componentes M(Xy,...,X,;Y) =
L(Xq,...,X;Y) N M satisfazem:
(i) M(X1,...,X;Y) é um subespago wvetorial de L(Xi,...,X,;Y) que contém os

operadores n-lineares de tipo finito;

(1) A propriedade de ideal: se Gy,...,G, e H sdo espagos de Banach, u; € L(G;, X;),
para j = 1,....n, T € M(Xy,...,.X,;Y) e ¢ € L(Y,H), entao a composi¢ao
pwoTo(uy,...,u,) esta em M(Gy,...,Gn; H).

Definicao 4 Um ideal mormado (resp. quase-normado) de operadores multilineares

(M. - lm) € um ideal de operadores multilineares M munido da fun¢do ||-||pm : M — [0, 0]
tal que:
(i) || - [|m restrita a M(Xq, ..., X,;Y) € uma norma (resp. quase-norma) para quaisquer
espacos de Banach X4,...,X,,Y e para todo n natural;

(i) |T(b1,...,00)|[lm =1, com T : K" — K dada por T(by,...,b,) =by-... by;

(i) Se Gi,...,G, e H sao espagos de Banach, u; € L(G;,X;), para j = 1,...,n,
TeM(Xy,...,. X3 Y) epe L(Y,H), entdo |[poT o (uy,...,u,)|lm < |l - IT]| a1 -
Juall - [l
Um ideal normado é um ideal de Banach, ou ideal completo, (resp. quase-Banach)
se, para todos espagos de Banach X1, ..., X,,Y, as componentes (M (X1, ..., Xn;Y), || |lm)

forem completas.
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Definicao 5 Um ideal de operadores multilineares M é fechado sob a diferenciacao
(closed under differentiation, cud) se para todo n, quaisquer espacos de Banach
X1, ., X, Y eT € M(Xy,...,X;Y), tem-se que todo operador obtido fixrando n — 1

vetores xV, ... 20D z0FD 2™ pertence a M(X;;Y) para todo j =1,...,n.

Definicao 6 Um ideal de operadores multilineares M é fechado para a multiplicacao
por escalar (closed for scalar multiplication, csm) se para todo n, quaisquer
espagos de Banach Xi,..., X, X1, Y, T € M(Xy,...,X3Y) e ¢ € X, tem-se
oT € M(Xy,..., X, Xou1;Y), onde, oT (1, ..., xp, Tne1) = @(xpi1) - T(21, ..., 20).

Proposicao 5 (L, | - |lap) € cud para todo p.

Demonstragao. Dados n natural, Xi,...,X,,Y espacos de Banach e T €
Lap(X1,...,X,;Y). Fixe a;l(cl), . ,$,(f_1), [ES—H), o ,x,(ﬁn) e considere o operador
T:X;,—Y
RONIN (Ig),. O L (n)) 7

para todo i € {1,...,n}. Como p > 2, temos que
1
m _ . p\? m . . .
(Sl EF) = (Sl (s,
s j=1
< (Z HT <x,(:), e ,x,(f_l), x§i), a:,(fﬂ), e ,x,i"))
j=1

n m . p
< [Tllap TT sup (Z\w(:ﬂ; ) )
=1

r—1PEBx;

— TNy ]I H(o,o,...,x,i”,o,o,...)
I<n, l#i
@)m
(xJ j=1

l
~ ey IT [o]]
Portanto, T' € L4,(X;Y). u

p?w

1<n, l#i pyw
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Proposicao 6 (L, | - |lap) € csm para todo p.

Demonstracao. Usando as condicoes ([3.15) do Teorema |l|e (1.9) do Teorema temos
que, dados n natural, Xi,..., X, X,,+1,Y espacos de Banach, T" € L,(X;,...,X,;Y) e

cpeX;';Hex(k)EXk,comk:L...,n

H@T ($(1)7 o, z® ,x("),x("“)) H - ||S0 (x(nﬂ)) T (x(l), 2@ 7x(n))H

()T (2. 2@ 2™

<|e
0TI/

k=1 ;
n+1 %
=C-p-]] ( / [ (=) dukw))
k=1 \"Bx;
Portanto, ¢T € L(X7,..., X, Xo11;Y). [ |

Proposicao 7 Sejam M,, M; e My ideais multilineares tais que Mo("X;Y) N
M("X;Y) C Mo("X;Y) para algum natural n e espagos de Banach X e Y. Se My,
My sao csm e My € cud entio Mo(*X;Y)NM1(*X;Y) C Ma(PX;Y).

Demonstragao. Seja T € My(1X;Y) N M, (1X;Y). Fixando 2?,... 2 seja p; € X*,

tal que, @; (zUtY) =1, com j =1,...,n — 1. Sendo assim, considere o seguinte operador
A: X X x X =Y

definido por, A(-) = ¢n_1...¢1T(:). Por hipdtese, My e M; sdo csm, entdo A €
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Mo("X;Y )N M("X;Y) C Mo("X;Y). Assim, defina o seguinte operador,

A: X =Y

= Az, 2, 2™).
Como M, é cud, temos que, A € My(*X;Y). Além disso, dado z € X,
Alx) = Az, 2@, .. 2™y =, 1 oo T(x, 2P ™) = o, (™). oy (aP)T(2) = T(x).

Portanto, T' € My (' X;Y). n
Para maiores informagoes sobre aplica¢oes multilineares dominadas ver [2] [7, 14 [15] 16,

2.

Definicao 7 Sejam X e Y espacos vetoriais sobre K =R ou C. Um operador P : X — Y

¢ um polinémio n-homogéneo se existe T € L("X;Y) tal que para todo v € X, tem-se

P(z)=T(x,...,x).

Definicao 8 Um polinomio continuo P € P("X;Y) € do tipo Priry (P € Prp)("X;Y)) se
existem um espaco de Banach G, um operador T' € Z(X;G) e um polinomio Q € P("G;Y)
tal que P=QoT.

A classe Prizy == UpxyPro)("X;Y) € chamada de ideal de polinémios gerado

pelo método de fatoracao sobre T.

Proposicao 8 (Ver [8, Lema 1]). Um polinomio P € P("X;Y) € p-dominado se, e somente
se, existem um espaco de Banach G, um operador absolutamente p-somante T' € L(X;G) e

um polinomio Q € P("G;Y) tal que P=QoT.
Proposicao 9 (Ver [3, Lema 1]). Se I é wm ideal de operadores, entio Prz) € cud e csm.

Proposicao 10 (Ver [3, Proposicio 2]). Sejam Qy, Q1 e Qy ideais polinomiais tais que
Q("X;Y)N O ("X Y) C Quo("X;Y) para algum natural n e espagos de Banach X e Y. Se
Qu, Q1 sdo csm e Qo € cud entio Qo(*X;Y)N Q1 (*X;Y) C Q('X;Y).
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Para mais detalhes sobre aplicagoes polinomiais dominadas ver [3, [8, [17].
Agora faremos algumas adaptagoes no ambiente abstrato da Segao 2.1 e veremos uma
outra versao abstrata do Teorema da Dominacao de Pietsch [21].

Observe que, se tomarmos

(3.16)

Ri=R
\
na Definicao [2.1.1] obtemos a seguinte:

Definigao 9 [, [21] Sejam X, Y e E conjuntos arbitrdrios nao-vazios, H(X;Y') uma familia
nao-vazia de aplicacoes de X em Y, G um espago de Banach, K um espaco topologico
compacto de Hausdorff e 1 < p < co. Uma aplicagao f € H(X;Y) é RS-abstrata p-

somante, se existe C' > 0 tal que, para todo m € N, xq,...,x,, € F eby,... by, € G,

<i Sy (f, z, bi)p> P < C-sup <i R(p, z;, bi)p> ' , (3.17)
i=1 i

peK 1

onde

R:KxEXxG—[0,00)eSy:H(X;Y)x ExG—[0,00)
sao aplicacoes arbitrarias.

Sendo assim, temos que Hpgs,(X;Y) é o conjunto de todos as aplicagdes RS-abstrata
p-somante.

Agora, suponha que R é tal que a aplicacao
R, : K — [0,00) definida por R, ;(¢) = R(p,,b) (3.18)
¢é continua para cada z € F e b € G.
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O teorema a seguir é uma versao geral do Teorema da Dominacao de Pietsch, que foi
demonstrada por D. Pellegrino e J. Santos [21], que é uma versao melhorada do [5, Teorema

2.2).

Teorema 2 Seja 1 < p < oo. Suponha que S € arbitrdario e R satisfaca . Uma
aplicagio h € H(X;Y) é RS-abstrata p-somante se, e somente se, existe C > 0 e uma

medida reqular de probabilidade de Borel i em K tal que, para todo a € E e b € G,
S(h,a,b) < C-||R(-,a,b)||, k.- (3.19)

Agora iremos mostrar que a condi¢ao (5) usada para demonstrar a versao abstrata do
teorema do tipo Extrapolacao em [22] pode ser obtida a partir das condigoes (1) e (2) do
mesmo teorema. Iremos manter as notagoes da Secao 3.4.

Essas sao as hipdteses do Teorema [3.4.1| que precisaremos para demonstrar o lema a

seguir.

(1) Para qualquer espaco de Banach Y e todo ¢ € {1,7,p}, Hrs,(X;Y) é um espaco
vetorial e o infimo das constantes C satisfazendo (3.17)) é uma norma para Hprg,(X:;Y)

denotada por mrs4(+), tal que (Hrsq(X;Y), Trs,4(+)) ¢ um espago de Banach.

(2) Para quaisquer espagos de Banach Y, Z,se h € H(X;Y)e T :Y — Z é um operador

linear limitado, entao
SAHT o h, (,€),b) < | T - Sy (h, (x,¢), ).

O lema a seguir mostra que a hipdtese (5) em [22, Teorema 3.1] pode ser retirada.

Lema 1 Suponha que os itens (1) e (2) acima sdo vdlidos. Se Hrsp(X;0p) = Hrs (X;4p),

entao

(a) existe ¢ > 0 tal que Trs,(v) < ¢ Trs,(v) para todo v € Hpsy(X;l,);
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(b) Hrsp(X;0)") = Hrs (X0 para todo inteiro positivo m;

(c) existe c; > 0 tal que mrs,(v) < ¢ - Trsp(v) para todo v € Hrsy(X; L") para todo

m € N.

Demonstracao. Por hipdtese temos que, Hgrsp(X;0,) = Hrs,(X;{,), entdo o operador
inclusao I : Hgs,(X;¢,) = Hpsp(X;¥,) é linear, continua, injetiva e sobrejetiva. Pelo
item (1), (Hrs(X;0,), Trst(-)) é um espago de Banach, assim, pelo Teorema da Aplicacao
Aberta, a inversa da inclusao é continua. Logo, existe ¢ > 0 tal que 7gs,(v) =
Trer(I71(v)) < ¢ Trep(v) para todo v € Hps,y(X;4,). E assim, acabamos de provar o
item (a).

Agora provaremos o item (b). Dado m € N,y € Ee g € G. Se v € Hgs,(X; '), pelo

Teorema [2| e pela monotonicidade das normas L,(u) temos que, existe d > 0 tal que

S@;"(Uayag) < d- HR('ayvg)HLr(K,u) < d- HR(W:U’.Q)HLZ:(K,M)?

e assim, Hrs, (X;0") C Hrsp(X;00).

[remos provar agora a outra inclusdo. Seja v € Hpgg,(X;4)'). Defina as seguintes

aplicagoes,
Py = 0 e iy ) — 4
donde p,, é o operador projegdo € i, (Ti,...,Tm) = (T1,...,Tm,0,0,...). Seja x =
(1, oy Ty Ty, - - ) € £y, NOtE que,
1 1
m P oo P
[Pm (@) = <Z|xi|p> < (leilp> = llz[lp-

i=1 i=1

Entao,

[pmll <1 (3.20)

66



Apéndice

para qualquer m € N. De modo andlogo, obtemos que
im| =1 (3.21)

para todo inteiro positivo m. Sendo assim, pelo item (2) e pelo Teorema [2 existe C,, > 0

tal que

) Hip.(2) ]
Sey(im0v,y,9) < limll - Sem (v, 9, 9)

(B:21)
€2 Sz;,ﬂ(va Y, 9)

3

I/\";

Cm : ||R<7 Y, g)|’Lp(K7N)’

dai, obtemos que i, 0 v € Hprsp(X;0p) = Hrsr(X;4,).

Agora, dado a € X, observe que

Pm © im0 V() = P 0 i (vi(a), ..., vm(a))
= pm(vi(a),...,v,(a),0,0,...)
= (vi(a),...,vy(a))

= v(a),

entao, P, © iy 0 v = v. Como i, 0 v € Hpsp(X;l,) = Hrs,(X;L,), pelo Teorema |2 temos

que exite ¢y > 0 tal que

S@;” (U7 Y, g) = S@L’L (pm o Zm °v,Yy, g)

Hip.(2 .

< |1pmll - Se, (im0 v, ¥, 9)
)

S Sfp(lm o v7y7g)

< ¢ ||R(-,y,9)] Lr(K,p)»

para todo y € F/, g € G e m € N. Novamente o Teorema garante que v € Hgs,(X;0). E
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assim obtemos a igualdade procurada.

Finalmente provaremos (c). Sabemos que, o operador inclusdo i : Hgg, (X;0)) —
Hrsp(X;0)') ¢é linear, continua e injetiva. Como Hrs,(X; (') = Hrs,(X;4'), temos que
i também é sobrejetiva, e pelo item (1), (HRs,t(X;Kg‘),WR&t(-)) ¢ um espaco de Banach.
Assim, pelo Teorema da Aplicagao Aberta, a inversa da inclusao é continua. Logo, existe
¢y > 0 tal que mrg, (v) = Trs, (17" (v)) < ¢ - TRsp(v) para todo v € Hrgp(X;4)")) e todo

m € N. ]
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