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Resumo

Em 1943, Beniamino Segre acreditou ter demonstrado que o nimero méximo
de retas contidas numa superficie quéartica nao singular em P? ¢ 64, ([16]). Mas
recentemente, houve uma reviravolta nesse tema, quando os matematicos Stawomir
Rams e Matthias Schiitt constataram que Segre tinha cometido um erro em seu trabalho
ao esquecer as quarticas da familia Z, ([14]), que correspondem essencialmente as
quérticas que possuem retas que podem ser incidentes a mais de 18 retas contidas
na superficie. Neste trabalho, tendo como base [14], mostramos que toda quartica
nao singular, que nao pertence a familia Z, contém no maximo 64 retas. Uma das
ferramentas mais importantes, para mostrar esse resultado, é o estudo das fibracoes
m induzida por uma reta [ contida na superficie, e a relacao que existe entre a
caracteristica de Euler da base (em nosso caso P!), das fibras singulares e a da superficie

em questao.

Palavras-chave: Numero méximo de retas numa quartica nao singular, curva residual,

caracteristica de Euler.



Abstract

In 1943 Beniamino Segre believed to have shown that the maximum number of
lines contained in a smooth quartic surface in P? is 64, ([16]). But recently, there was a
major overturn on that theme when the mathematicians Rams and Schutt found that
Segre had made a mistake in his work to forget the quartic’s family Z , ([14]), which
essentially corresponds to those quartics containing a lines that can be incident to more
than 18 lines contained in the surface. In this work, based on ([I4]), we show that every
smooth quartic surface, which does not belong to family Z contains a maximum of 64
lines. One of the most important tools to show this result, is the study of fibrations m;
induced by a line [ contained on the surface, and the relationship between the Euler

characteristic of the base (P! in our case ), the fibers and the surface concerned.

Keywords: Maximum number of lines in a non-singular quartic, residual curve,

characteristic of Euler.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e Clxzg,...,x,]r 0 conjunto de todos os polindomios homogéneos de grau k do anel
C[Io, RN ,l’n}.

o A o anel Clxg, x1, 29, 3] € A 0 conjunto Clzg, x1, T2, 3]k

As demais notacoes e terminologias presentes no trabalho terao seu significado

expresso no decorrer do mesmo.

11



Introducao

Em 1943 o matematico italiano Beniamino Segre (1903-1977) publicou um
famoso artigo, cujo titulo é “The maximum number of lines lying on a quartic
surface”, afirmando que o ntimero maximo de retas contidas numa quartica nao
singular em P3 ¢ 64. Problemas desse tipo, geralmente chamados de problemas
de Geometria Enumerativa, contribuiram fortemente para o desenvolvimento da
Geometria Algébrica. De fato, em 1847, quase cem anos antes do artigo de Segre,
Cayley e Salmon provaram que toda superficie ctibica nfo singular em P? contém
exatamente 27 retas. Muitos acreditam que a partir desse momento se iniciou a
Geometria Algébrica moderna.

Ao compararmos as superficies ctibicas e quarticas nao singulares constatamos que
toda superficie ctibica niao singular em P3 contém retas ( cf. Teorema , 0 que
nao ocorre com as superficies quérticas nao singulares. De fato, no Exemplo [I.5
mostraremos uma superficie de grau d > 4 que nao contém retas. Entretanto Friedrich
Schur (1856-1932) em 1882 exibiu uma superficie nao singular de grau 4 que contém
64 retas ( cf. Exemplo . Isso provavelmente foi um dos indicios que levaram Segre
a pensar na pesquisa apresentada em [16].

A demonstragdo que Segre tinha realizado em seu artigo estava errada, e esse erro
foi descoberto apenas recentemente por Stawomir Rams e Matthias Schiitt. Em 2013
eles provaram que a afirmacao de Segre era realmente verdadeira, embora que seguindo
0s seus argumentos, Segre s6 poderia concluir que o nimero maximo de retas numa
superficie quartica era 72,( [14] ).

Neste trabalho abordamos as quérticas estudadas por Segre utilizando as técnicas
do artigo publicado por Rams e Schiitt. Nesse artigo foram utilizadas diversas ideias
do artigo de Segre, como também a Teoria das Fibracoes Elipticas desenvolvida apenas
em 1950. De fato, mostraremos que se uma superficie nao singular S contém uma reta
entao podemos estabelecer um morfismo de S em P!, e tais morfismos sao exemplos de
fibracoes elipticas. Salientamos que o artigo de Rams e Schiitt generaliza a afirmacgao
original de Segre, pois mostra que o resultado ainda é verdadeiro para um corpo

algebricamente fechado de caracteristica diferente de 2 e 3.



O problema de saber qual é o nimero maximo de retas contidas em uma superficie
nao singular com grau d > 5 ainda esta em aberto.

Esta dissertacao estd dividida da seguinte forma: no Capitulo 1 mostraremos
que toda superficie nao singular de grau menor ou igual a 3 contém retas. Além
disso, exibimos uma superficie nao singular de grau d > 4 que nao contém retas e
também a quartica de Schur, que contém 64 retas. Na tltima secao desse capitulo
estudamos a fibragao sobre P! induzida por uma superficie nao singular contendo uma
reta. Encontraremos com esse estudo resultados importantes para provar o principal
Teorema, (Teorema. No Capitulo 2 estudaremos as defini¢oes e alguns resultados a
cerca da caracteristica de Euler para curvas e superficies. Mostraremos uma importante
conexao entre a caracteristica de Euler de uma superficie S contendo uma reta [ com a
caracteristica de Euler das fibras singulares do morfismo 7; induzida por essa reta (cf.
Definigao .

O Capitulo 3 tem como foco a demonstracao de que toda superficie nao singular S
que nao pertence a familia Z (cf. Defini¢ao contém no maximo 64 retas (Teorema
B.4). Os apéndices e [C] tratam sobre conceitos e resultados relativos a curva
hessiana, resultante de dois polinémios e Blow up. Eles foram inseridos para que o
leitor, nao familiarizados com esses conceitos, possa encontrar um material consistente

sobre esses temas.



Capitulo 1
Retas em superficies em P

Iniciaremos este capitulo mostrando que toda superficie em P? de grau d < 3 sempre
contém retas. Na segunda se¢ao, mostraremos uma técnica, chamada estratificagao,
que nos permitird de maneira bastante eficiente decidir quando uma superficie S em
P3 contém retas. De fato, usaremos dita estratificacdo para exibir de uma superficie
S em P? de grau d > 4 que nao contém retas. Na terceira secao consideraremos uma
superficie nao singular S em P? de grau d > 3 que contém uma certa reta [, estudaremos
a intersecao da superficie S com planos que contém a reta [. Essa intersecao consiste
da reta [ e de uma curva residual reduzida de grau d — 1 que nao contém [ como

componente. Veremos que a quantidade de curvas residuais que sao singulares é finita.

1.1 Superficies de grau d < 3 em P? sempre contém

retas

Dado W um subespago de C"™!' denotaremos por P(W), e chamaremos de

projetivizacao de W, o conjunto
P(W) ={[w] e P" |w e W — {0}}.

Diremos que A C P™ ¢ uma variedade r-linear se existe um subsepaco W C C"+!
de dimensao r + 1 tal que A = P(WV).

Definicao 1.1 Diremos que | C P™ € uma reta, se | for uma variedade 1-linear, ou

seja se existe W C C"1 um subespago de dimensao 2, tal que | = P(W).

Vejamos agora outras caracterizacoes de uma reta em P". A primeira delas mostra
que, assim como na geometria plana, dois pontos distintos determinam uma tnica reta

em P".



1. Retas em superficies em P3

Proposicao 1.1 Sejam p,q € P" pontos distintos. Entao existe uma unica reta em

P™ passando por p e q. Essa reta serd denotada por 1, ,.

Demonstracdo: Se p = [u] e ¢ = [v] sd@o pontos distintos em P", segue que u e v
sao vetores L.I em C"™'. Seja W = [u,v] o subespago gerado por u e v. Temos que
W possui dimenssao 2. Logo [ = P(WW) determina uma reta em P™. Além disso, como
u,v € W temos que p,q € [. Para mostrar a unicidade suponhamos que I’ = P(W') é
uma, outra reta que contém os pontos p e ¢. Assim os vetores u e v pertencem a W',
Logo W c W’. Mas desde que dim W’ = 2, concluimos que W = W’'. Assim [ =1'. =

Dados p = [u] e ¢ = [v] pontos distintos de P", com u = (ug,...,u,) e
v = (vo,...,U,), entdo como [u,v] = {au+ fv | a, B € C}. Segue que
lpg = {laug + B : ... au, + Bv,] | [a: B8] € P'}.

Isso mostra que toda reta no espaco projetivo P" é apenas uma copia da reta projetiva
Pl
A préxima caracterizacao mostra que as retas sao conjuntos algébricos determinados

pelos zeros de dois polindmios homogéneos de grau 1 linearmente independentes.

Teorema 1.1 Seja A uma wvariedade r-linear em P", entao existem Lq,...,L,_,

polindomios homogéneos de grau 1 em Clx, ..., x,| linearmente independentes tais que

A=Z(Ly,...,Lo_,).

Demonstracao: Ver pag. 6 em [I1]. |
Um hiperplano em P" é a projetivizacao de um subespaco W C C*™! de dimensao
n. Ou seja, um hiperplano em P" é uma variedade (n — 1)-linear. Como consequéncia

do teorema acima segue que um hiperplano em P" é dado como o conjunto dos zeros

de um polinémio L € Clzy, ..., Z,)1.

Proposicao 1.2 Sejam Ly, ..., Ly polindmios homogéneos de grau 1 em Clxy, ..., z,)].
Suponhamos que o = {Li,...,Ly} é um conjunto L.I no subespago [xo,...,z,]
de Clxg,...,x,] dos polinomios homogéneos de grau 1. FEntao o ideal gerado por

Ly,...,Lg, I =(Lq,...,Lg) é um ideal primo. Em particular VI=1.

Demonstracao: Como o = {Lq,..., Ly} é L.I. em [x,...,z,] segue que k < n+ 1.
Além disso, completando a « para obter uma base de [z, ..., z,], podemos considerar
T: W — W, onde W = [xg,...,z,], um isomorfismo tal que T(L;) = z;_1, com
i=1,...,k A aplicagdo ¢ : Clzg, ..., z,] — Clzo,...,x,] definida por

cp(z g in T ) = Z ig,...in T (x0)". - T ()™,



1. Retas em superficies em P3

define um automorfismo de anéis em Clxg,...,z,]. Portanto, como o ideal
(xg,...,x5—1) = T(I) é primo em Clzy,...,x,], segue que I = (Lq,...,Lg) é ideal
primo. [

Como consequéncia da proposicao acima obtemos que toda variedade r-linear de
P™ é um conjunto irredutivel. Em particular retas sao irredutiveis em P".

No caso de P? uma reta é dada pelo conjunto dos zeros de duas formas lineares
Ly, Ly € Clxg, x1, T2, x3] linearmente independentes.

No que segue do texto usaremos sempre a letra A para denotar o anel

Clxo, 1, 9, 3], (ver Notagoes).

Observacao 1.1 Sejam f € A um polinémio homogéneo de grau d > 1 e S = Z(f) C
P? a superficie definida por f. A retal = Z(Li, L) estd contida em S se, e somente se,
f=AL+BLs, para algum A, B € Ay_1. De fato, se f = ALi+BLsy, com A, B € Ayg_1,
entao seque que | C S. Reciprocamente, se | C S, entao aplicando o Teorema dos zeros
de Hilbert obtemos que Z(S) C Z(l). Mas desde que Z(l) = (L1, L) e como f € Z(S),
tem-se que f € (L, Ly). Logo existem A’', B € A tais que f = A'L; + B'Ly. Podemos
escrever A = Zf:o Al eB = Zizo B;, onde cada A} e B} sio homogéneos de grau i e

7, respectivamente. Dai
k !
=Y ALY B
i=0 i=0

Cada parcela ALy e BlLy possui grau i + 1 e j + 1, respectivamente. Desde que [ é
um polindmio homogéneo, e usando que dois polindémios sao iguais quando suas partes

homogéneas sdo iguais, obtemos que f = ALy + BLo, onde A, B € Ay_1.

Para cada polinomio f € 44 nao nulo consideremos o conjunto R, de todas as retas
contidas em Z(f). Assim

R; = {l |l é& uma reta contida em Z(f)}.

Mostraremos adiante que no caso em que d € {1,2,3} entao Ry # 0.

Superficies de grau 1

Suponhamos que f € A; é um poliné6mio nao nulo. Entao
f = agTo + a1x1 + asxy + as’xs,

com a; # 0 para algum i = 0,1,2 ou3. Se | = Z (L1, Ly) é uma reta contida em Z(f),
entdao f = aly + BLs, com a,f € C nao ambos nulos. Suponhamos que « # 0, entao

Ly = a™'f — a7 'BL,y. Observemos que sob essas condi¢oes temos que f e Ly sao L.I
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em A;. Essa relagdo mostra que (L1, Lo) = (f, Ly.). Portanto toda reta contida em
Z(f) édaformal=Z(f L), onde L, f € Ay sao L.I.

Teorema 1.2 Seja f € A; nao nulo. Suponhamos que My, My, M3 € Ay sao
tais que o = {f, My, My, M3} € base de A;. Entio ¢ : P> — Ry, definida por
o(la:b:c)=2Z(f,aM; + bMy + cMs3), € uma bijegao.

Demonstracao: Como « = {f, My, My, M3} é L.I. em A; segue que aM;+bMy+cMs,
onde [a: b:c] € P? ¢ LI com f. Dessa forma segue que | = Z(f,aM; + bMy + cM3)
¢ uma reta. Além disso, é claro que [ C Z(f). Observemos também que se [a: b : c] =
[a@' b : ], entdao Z(f, aMy+bMy+cMs) = Z(f,a’ My+b My+c' Ms). Isso mostra que a
aplicacao ¢ estd bem definida e é injetiva. Pelo que fizemos acima temos que se [ C Z(f)
é uma reta, entao | = Z(f, L), com L e f linearmente independentes em A4;. Por outro
lado devem existir a, a, b, c € C, nao todos nulos, tais que L = af + aM; + bMs + cMs.

Nessas condigoes devemos ter [a : b: ¢] € P? . Dai
= Z(f, Oéf + aM1 + bM2 + CM3) = Z(f, CZMl + bMQ + CMJ)

Mostrando assim que ¢ é sobrejetiva. [
O teorema acima mostra que toda superficie Z(f), com f € A; nao nulo, contém

uma quantidade infinita de retas. Em particular R; # ().

Superficies de grau 2

Para estudar o caso em que a superficie S = Z(f) é dada por um polinémio
homogéneo nao nulo de grau 2 em 4. Vamos precisar de um teorema de classificagao

bastante importante.

Teorema 1.3 (Teorema de classificacao das hipersuperficies quddricas em P™) Seja
f € Clzo,...,x,] um polinémio nao nulo homogéneo de grau 2. Entao eriste uma

mudanca de coordenadas projetivas T : P — P" tal que Tof € um dos sequintes

polindomios
(
fO = ZC%,
fl - l’% + ZL’%,
L Jn = x% +.t x%
Demonstracao: Ver pag. 411 de [3]. |

Corolario 1.1 Seja f € Ay nao nulo. Entao existe uma mudanca de coordenadas



1. Retas em superficies em P3

projetivas T : P3 — P3 tal que T,f é um dos sequintes polindmios

f():xga
flzx(Q)—'—xi
fo=x%+ 2} + 23

f3=x% + 23 + 23 + 22

Entao, desde que mudanca de coordenada projetiva preserva retas, para mostrar que
cada superficie quadrica S = Z(f) em P3 contém retas basta mostrar que S; = Z(f;),
com ¢ = 0,1,2,3, contém retas.

Notemos que Sy = Z(22) = Z(x¢). Dail = Z(xg, ax1+bro+cxs),com [a: b : c] € P?,

¢ uma reta que esta contida em Sy = Z(fy). Na realidade temos que
Ry, = {Z(wo,azy + by + cx3) | [a: b: ] € P?}.

Para mostrar que S; = Z(f1) contém retas, observemos que f; = z3 + 27 =
(xo + iz1)(xo — ixq). Isso mostra que a reta | = Z(xg + iz, 20 — ix1) = Z(x0,21)
estd contida em S). Portanto Ry # (. Além disso, como S; ¢ a unido dos planos
Z(xo+ixy) e Z(xg—ixy), e esses contém infinitas retas. Segue que S; contém infinitas
retas.

Vamos estudar agora a superficie Sy = Z(f). Observemos que o ponto v = [0: 0 :
0 : 1] é o tnico ponto singular de Sy. Consideremos a curva C' = Z (22 + 23 + x3) C P2.

Para cada ponto p’ = [pg : p1 : p2] € C', consideremos a reta Iy, C P* dada por

byw = {[opo s opy s aps : B] | [a: B] € P},

Observemos que [,y , esta contido em Sy, pois dado [apg : ap; : aps : f] € Ly, tem-se
que fo(apo, apr, aps, ) = pt + p? + p3 = 0. Dessa forma construimos uma familia de
retas {ly , }yecr contidas em Sy passando pelo ponto v. Na realidade é possivel mostrar
que se [ ¢ uma reta qualquer contida em Sy entdo v € l e l € {ly,}pyecr. Logo Ss
contém infinita retas. Portanto Ry, # (.

Vamos agora estudar S3 = Z(f3). Notemos que gy = x¢ + ix1,91 = To — ix1, go =
To + ir3 € g3 = —x9 + ixr3 sao linearmente independentes em A;. Além disso,
fs = gog1 — g2g3. Isso nos mostra, por exemplo, que | = Z(go, go) estd contida em
Ss. Assim Ry, # 0.

Seja T : P? — P? uma mudanca de coordenadas projetivas tal que T,g; = x;, com
1 =0,1,2,3. Dessa forma T, f3 = zox3 — x129. Ou seja, S3 é projetivamente equivalente

a S =Z(f), onde f = xopr3 — T175. Para cada ponto p = [ag : a;] € P! consideremos
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as retas
{ L, = {laou : apv : ayu : a1v] | [u:v] € Pl}’

M, = {[aou : ayu : agv : ayv] | [u : v] € P},

Observemos que a reta L, por exemplo, é determinada pelos pontos [ag : 0 : ay : 0] e
[0:ag:0:ay]. Nao é dificil verificar que L, e M, estao contidas em S = Z(f), para
todo p € P! Logo S contém uma quantidade infinita de retas. Na verdade pode-se
mostrar que as familias de retas £ = {L,},epr € M = {M,},cpr possuem as seguintes

propriedades:
1. L,NL,=0e M,NM, =0, para todo p,q € P!, com p # q.
2. L, N M, consiste em um tnico ponto, para todo p,q € P!
3. Dado = € S, existe uma tnica reta L € £ e M € M tais que LN M = {z}.
4. Sel C S é uma reta, entao [ € L ou l € M.

Por tudo o que fizemos até agora mostramos que R; é um conjunto infinito sendo

f um polin6mio homogéneo nao nulo de grau 1 ou 2.

Superficies de grau 3

Iremos agora estudar o caso em que S = Z(f), onde f € A3 — {0}. Esse problema
é bem mais dificil que os problemas anteriores. Para resolvé-lo precisaremos introduzir

novos conceitos e desenvolver um pouco mais a teoria.

Definicao 1.2 Seja V' um espaco vetorial sobre C de dimensao n. Para cada 0 < d <

n, consideremos o conjunto de todos os subespacos de dimensao d de V,
Gqa(V)={W | W <VedimW = d}.

Tal conjunto € chamado de grassmanniana de subespacos de V de dimensao d.
Existe uma identifica¢ao natural de G1(C™"*!) com P". Com efeito, a aplicacao dada
por
Q: P — Gl(Cn+1)
7 — [v].
¢ uma bije¢ao. A partir dessa bijegao podemos induzir em G;(C"*') uma topologia,

explicitamente temos

U C G1(C"™) & fechado <= o' (U) C P" é fechado.



1. Retas em superficies em P3

Consideremos Y, = {l : [ & uma reta em P3}. Sabemos que cada reta de P? é a
projetivizacdo de um subespaco de dimensdo 2 de C*. Essa correspondéncia ¢ uma
bijecdo. Explicitamente temos que 1 : Go(C*) — >, W +— P(W) ¢ uma bije¢ao. De
modo analogo ao que foi feito anteriormente, podemos induzir uma topologia em Go(C*)
sendo esta dada por uma aplicacao chamada mergulho de Pliicker que definiremos a
seguir.

Sejam W € G5(C') e A = {u,v} uma base de W, onde u = (ug,uy,us,us3)
e v = (vg,v1,v9,v3). Consiremos Ma a matriz cujas linhas sdo determinadas pelas
coordenadas do vetor u e v respectivamente

My = [UO Uy U2 U3].

Vo V1 V2 U3

Sejam p;; os determinantes dos menores 2 x 2 de Ma

U; Uy

Dij = = u;v; — u;v;, com 0 <7 < j < 3.

Vi U5

/

Agora se A’ = {u/,v'} é outra base de W, onde v’ = (ug, u}, uy, uy) e v = (vy, v}, vh, v3).

Entao existem a, 5,7 e d € C, com A = ad — v # 0, tais que
{ u=oau + B’

v=ou + pv.

Logo u; = au; + Bv; e v; = yu); + 6v}. Notemos que
wivy — ujvi = (o + Fog) (yuj + 6v5) — (o + Buj) (yu; + 0v;) = (@ —B) (u;v — ujvy).

Disso resulta que p;; = Ap;;. Dessa forma podemos considerar a fungao w : Gy(C) —
P, onde w(W) = [po1 : Pos : Pos : P12 : P13 © P23, com pyj = uw; — uv; ,0 < i < j <3,
onde {(ug,u,ug, us), (vo,v1,v2,v3)} € uma base de W. A funcdo w é chamada de
Mergulho de Pliicker.

Proposicao 1.3 A aplicacio w € injetiva e Im(w) = @Q, onde Q = Z(f), com

[ = xors — v124 + 213 € Clxg, 21, T2, T3, T4, T5).

Demonstragao: Ver pag. 13 de [11] . u

A hipersuperficie quadrica Q = Z(f) C P° é chamada de quéadrica de Pliicker.
Temos as correspondéncias bijetivas ™! : Y — Go(CY) e w : Gy(CY) — Q.

Salientamos que também usaremos w para denotar a composicao w o 1=t Logo o

9



1. Retas em superficies em P3

mergulho de Pliicker nos permite identificar cada reta em P? com um ponto em ). Ou
seja, podemos ver Y como uma variedade algébrica em P5. Observemos ainda que
como dim Q = 4, entdao G5(C?) tem dimensao 4.

Lembremos que A = Clzg, 1,22, 23] € Ag = Clxg, 21, 29, x3]4, para cada d > 0

d—g?)) )

Dada [ uma reta em P3. Seja Z(I), a colegao de todos os polinémios homogéneos de
grau d de Z(l), ou seja, Z(1)g = Z(1) N Ag.

inteiro, além disso Ay é subespaco vetorial A. Além disso, dim A, = (

Proposicao 1.4 Seja |l C P uma reta. Entdo a dimensao de Z(1)y é dada por

&mzmd:dw+lyd+®.

Demonstracao: Sendo [ C P? uma reta, existem L;,L, € A; linearmente
independentes tais que | = Z(Lj, Ls). Logo Z(I) = (L1, Ls). Para d = 0, temos
que Z(1)o = CNZ(l) = {0}. Logo dimZ(l)y = 0. Para d = 1 temos que

I(l)l = Al ﬂI(l) = [IO,ZL'l,.I'Q,CL’g] N <L1,L2> = [Ll, Lg]
Assim, dimZ(l); = 2. Para d > 2 definamos

@ . Ad—l X Ad—l — I(l)d
(P, Q) — PLi + QL.

Observemos que ¢ é uma aplicacao linear sobrejetiva. Pelo teorema do nicleo e da
imagem

dim(Ag_1 x Ag_1) = dimker(y) + dimZ(1),.

Agora ker(p) = {(P,Q) € As—1 X Aq_1 | PL1 + QLy = 0}. Logo (P, Q) € ker(yp)
entao PL; = —Q Ls. Desde que A é um dominio de fatoracao tnica, segue que P = M Ly
e =—MLy, com M € A;_5. Concluimos assim que ker(¢) = {(M Ly, —MLy): M €
Ag_o}. Portanto dimker(p) = dim A;_5. Dessa forma

dimZ(l)g = dim(Az_1 x Ag—1) — dimker(p)

= 2 dim(Ad_l) — dim Ad_z
o) - )
2d(d+1)(d+2)  (d—1)d(d+1)

6 6
d(d
LD (2(d +2) — (d — 1))
d(d+1)(d+5)
e
Portanto dimZ (1), = w para todo d > 0 inteiro. n
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1. Retas em superficies em P3

Seja P(A4) a projetivizagdo do espago vetorial Ay, ou seja, P(Ay) = {[g] : g €

d+3
3

dimP(Ag) = (*£%) — 1. Temos que P(A,) é uma variedade projetiva. Definamos

Aq — {0}}, onde [g] é a classe de equivaléncia de g. Como dimA; = (“5°), entdo

A = {([g], W) € P(Ag) x Go(CY) | 1 = P(W) C Z(g)}.

Consideremos as projecoes m; : A — P(Ay) e mo : A — G5(C*). Observemos que 7
¢ sobrejetiva se, e somente se, para todo f € Ay, com f # 0, existe uma reta [ = P(W)
contida em Z(f). Ou seja, se m; é sobrejetiva entao toda superficie de grau d em P3
contém ao menos uma reta. Notemos também que a pré-imagem de [g] por m; é dada
por

w1 (lg]) = {lg]} x {W € G5(CY) [ 1 =P(W) C Z(9)}.

Ou seja, m; '([g]) estd em bije¢do com o conjunto das retas que estdo contidas em Z(g).
A aplicagao my é sempre sobrejetiva. De fato, dado [ = P(W), com W € Go(C?),
entao existem L1, L, € A; linearmente independentes tais que | = Z(Lq, Ly). Assim

g= L% e A e asuperficie Z(g) contém [. Agora dado W € G5(C*) temos que

my (W) =
L=P(W)C Z(g)} x {W}
IP( g€ ZI(l)g} x {W}

= P(Z(1)q) x {W}.

([9] W) € P(Ag) x Go(C*) : 1 =P(W) C Z(g)}
Ad) -
a) :

Vamos aplicar o Teorema da dimensao da fibra, ver pag. 75 de [I7], para calcular
a dimensao de A. Temos que 7 : A — Go(C?) é um morfismo sobrejetivo. Logo
o Teorema da dimensao das fibras nos garante que existe um aberto nao vazio U de
G(Ch) tal que
dim 7, ' (W) = dim A — dim G»(C*), ¥V W € U.

Mas dim 7, ' (W) = dimP(Z(l)4). Agora pela Proposicio temos que dimZ(l); =
w, logo dimP(Z (1)) = w — 1. Sabemos também que dim G5(C*) = 4.

Portanto
dim A = dimm, '(W) + dim Go(C*)

= dimP(Z(1)q) + dim G5(C*)

d(d+1)(d+5)

(d+1)(d+5 +3.

J& vimos acima que a sobrejetividade de 7; implica que toda superficie de grau
d contém retas. Além disso, obtemos acima uma féormula, para cada d, que nos da

a dimensao de A. Vamos agora procurar para quais valores de d m poderia ser

11



1. Retas em superficies em P3

sobrejetiva. Suponhamos que m; : A — P(A,) é sobrejetiva. Novamente pelo Teorema

da dimensao das fibras segue que
dim 7 ([g]) > dim A — dimP(Ay), V [g] € P(Aq).

Para continuar o nosso estudo consideremos os seguintes exemplos:

Exemplos 1.1 1. Seja S = Z(g), com g = z3+x3+a3+x3 € A, contém exatamente

27 retas, ver pdg. 1 de [1l].

2. Seja Z(f) C P?, com f = xd + woxt + x5 + 2028 € A, onde d > 4. Entdo

Z(f) € uma superficie nao singular que nao contém retas.

A verificagao do Exemplo 2 sera feita mais a frente (ver Proposicao [1.5). Nos
exemplos acima temos que dim 7, *([f]) = 0, para todo d > 3, pois no primeiro exemplo
71 ([f]) ¢ um conjunto finito e no segundo exemplo 7, ([f]) ¢ vazio. Logo, caso m

seja sobrejetiva, devemos ter

dim A = dimP(Ay).

(d+1é(d+5) 43— (@2 (d+3)

Isso implica que d 5 — 1. Assim

4 — (d41)(d+2)(d+3) _ d(d+1)(d+5)
6 6
(d+1)[(d+2)(d+3)—d(d+5)]
6
(d+1)[d?+5d+6—d>—5d]
6

= d+ 1.

Concluimos assim que d = 3. Ou seja, para que 7 seja sobrejetiva é necessario que

d = 3. Por tudo que fizemos acima chegamos ao seguinte resultado:
Corolario 1.2 FExistem superficies de grau d > 4 que nao contém retas.

Teorema 1.4 Se d = 3, entao m : A — A3 ¢é sobrejetiva. Em particular, toda

superficie de grau 3 contém retas.

Demonstragdo: Como dim A; = (*1?) = (3) = 20 segue que dim P(A43) = 20—1 = 19.
Além disso, a dimensao de A para d = 3 é dada por w + 3 =19. Desde que m;
é morfismo entre variedades projetivas segue que 71 (A) é um fechado de P(Aj3). Temos
pelo Exemplo 2 acima que 7, '(f), onde f = a3 + 23 + 23 + 23 € A, ¢ um conjunto
finito. Logo, pelo teorema da dimensao das fibras, temos que dim A = dim 7 (A) = 19.
Portanto m1(A) C P(Aj3) é um fechado de mesma dimensdo de P(A3). Desde que P(.Aj3)

é irredutivel segue que P(A) = P(Aj3). u
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1. Retas em superficies em P3

Logo Ry # (), para todo f polinémio homogéneo de grau 1,2 ou 3.

1.2 Exemplo de uma superficie de grau d > 4 em P’

que nao contém retas

J& vimos que o conjunto de todas as retas > de P? esta em bijegao com Go(C?).
Vimos também que o mergulho de Pliicker w ( ver Proposigao , estabelece uma
bijecdo entre G5(C*) e a quadrica de Pliicker Q = Z(xox5 — 1174 + Tox3). Usaremos
o mergulho de Pliicker para estabelecer uma partigao conveniente em » . Tal particdo
nos dard uma ferramenta para decidir quando uma superficie S contém ou nao retas.

Definamos os seguintes subconjuntos de Go(C*)

)
D Wo1 = Wy = Wog = Wiz = wiz = 0 € wog # 0}

:w01:w02:w03:w12:()ew13750}

w1 = w2 = 0 e woz # 0}
:w01:06w027§0}

)
)
W):wm:wog:wgg:Oewlg;éO}
)
)
)1w017é0}7

\

onde w(W) = [wo : wey : we3 : wiz : wyg : wygl. Dessa forma temos que
G»(CY) = FyU E, U E3U E; U E5 U Eg, além disso, essa unido é disjunta. Chamamos
essa particao de Go(C?) de estratificagao de Go(C*).
Se W € Eg e A ={u,v}, com u = (ug, uy, us,us),v = (vg, v1, V2, vs), for uma base
de W, entao
Ug U Uz U
My = 0 U Uz U
Vo V1 V2 Us
tal que wy; = Wy = woz = Wiz = w1z = 0 € wo3z = ugv3 — uzve # 0. A tltima condigao

nos diz que podemos aplicar operacoes elementares de modo que

U U3 10
— .
V2 U3 0 1

Aplicando essas mudancas a matriz M, obtemos uma nova matriz, cujas linhas ainda

determinam outra base de W, dada por

uy, uwp 10
M= [ vy, vy 0 1 ] .
0o U1

13



1. Retas em superficies em P3

Usando agora as outras relagoes, segue que uy = uj = v, = vj = 0. Portanto,
W = [(0,0,1,0), (0,0,0,1)].

Fazendo alguns calculos semelhantes aos aplicados acima descobrimos que os

subespacos dessa particao possuem a seguinte base:

[ E; = {[(0,0,1,0),(0,0,0,1)]},
Bs = {[(0,1,a,0),(0,0,0,1)] : @ € C},
By = {[(0,1,0,0),(0,0,1, )] : 0, € C},
By = {[(1,a,5,0),(0,0,0,1)] : 0, € C}.
Ey ={[(1,0,0,5),(0,0,1,7)] : o, 8,7 € C},
By ={[(1,0,,8),(0,1,7,0)] : a, 3,7,0 € C}.

\
Seja Z(f) C P? uma superficie contendo a reta [ C P?. Entao | = P(W), para algum

W € G5(C*). Mas devemos ter W € E;, para um tnico i € {1,2,3,4,5,6}. Com essas

ideias ¢ possivel usar essa estratificagaio de G5(C*) para encontrar as retas contidas

numa superficie em P3, caso ela contenha alguma reta.

Proposigdo 1.5 Seja Z(f) C P?, com f = 23 + wox{™ + 2103 ' + 20207! € A, onde

d>4. Entao Z(f) é uma superficie nao singular que nao contém retas.

Demonstracgao: Calculando as derivadas parciais de f e igualando a zero obtemos o

seguinte sistema:

(1) Oof =27 +(d— Dzl =0
(2) 8 = ( — Dagz{ 2 + 251 =0
(3) Oof =(d—Daad 2+ 231 =0
(4) Osf =dadt =0.

A equagao (4) nos diz que x3 = 0. Se tivermos zo = 0, entao, por (1), x; = 0. E
por (2), segue que x5 = 0. Obtemos as mesmas conclusoes se ;1 = 0 ou z5 = 0.
Suponhamos por absurdo que o sistema acima tenha solucao com z; # 0, para
i = 0,1,2. Multiplicando a equagio (1) por x, obtemos, zozl * + (d — 1)zyzd ™! = 0.
Agora substituindo (3) nessa equagio segue que 2zl + (d — Dag(1 — d)z123 % = 0.
Assim, zy (wox{ 2+ (d—1)(1 —d)z3 ) = 0. Dai, dividindo essa equagdo por z1, tem-se

202972 4 (d — 1)(1 — d)z% = 0. Substituindo (2) na equacio anterior concluimos que
zox {2 + (d — 1)(1 — d) 2wz {2 = 2029 2(1 + (d — 1)) = 0.

O que implica que 1 + (d — 1)* = 0. Mas isso ¢ um absurdo pois d > 4, e xoxﬁl_Q # 0.
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1. Retas em superficies em P3

Portanto a superficie Z(f) é nao singular.

Vamos mostrar agora que Z(f) ndo contém retas. Suponhamos por absurdo que !
seja uma reta em P3 contida em Z(f). Entao [ = P(W), onde W € E;, para um tnico
i€{1,2,3,4,5,6).

Caso 1: W € FEg.

Usando que Eg = {[(0,0,1,0),(0,0,0,1)]} e que a equagao paramétrica de [ = P(W)
é dada por [ = {[0 : 0 : w : v] : [u: v] € P'}. Daf como | C Z(f) devemos ter
£(0,0,u,v) =v¢ =0, V [u:v] € PL. O que claramente ndo ocorre. Portando W ¢ Ej.

Caso 2: W € Es.

Entao W = [(0,1,a,0),(0,0,0,1)], para algum a € C. Assim [ = {[0 : u: au : v] :
[u: v] € P'}. Dai devemos ter f(0,u, au,v) = v¢ + a®'ud = 0, para todo [u : v] € PL.
Mas tomando [0 : 1] em P!, chegamos ao absurdo 0 = 1. Dessa forma W ¢ FEj.

Caso 3: W € E,.

Entao W = [(0,1,0,a),(0,0,1,b)], para algum a,b € C. Logo os pontos de [ = P(W)
sao da forma [0 : u : v : au + bv], com [u : v] € PL. Novamente, como [ C Z(f),
entdao f(0,u,v,au + bv) = (ua + bv)? + ww?t = 0, para todo [u : v] € P! Seja
q(z,y) = (za + by)? + 2zy¢~1, em Clz,y]. A condi¢do anterior sobre f nos mostra que

q(z,y) é o polinémio nulo. Aplicando o binémio de Newton para ¢(x,y) obtemos que
q(z,y) = aa® + -+ byt + ayt

Isso revela que os coeficientes a e b sdo nulos. Dessa forma q(x,y) = zy?~!. Mas esse
polinémio nao é nulo. O que nos conduz a um absurdo. Portanto W ¢ FEj.

Caso 4: W € Ej.

Neste caso temos que W = [(1,a,b,0),(0,0,0,1)], com a,b € C. Dessa forma

l={[u:au:bu:v]:[u:v] P}

Como | C Z(f), temos que f(u,au,bu,v) = v¢ + u(au)?! + au(bu)? + buud=! =
0, V[u:v] € C. Porem para [u : v] = [0: 1] € P!, tem-se 0 = 1. Concluimos, desse
absurdo, que W ¢ Ej.

Caso 5: W € Ej.

Logo l={[u:au:v:bu+cv]:[u:v] €P} com a,b,ce C. Agora, de | C Z(f),

devemos ter
f(u, au, v, bu +ve) = (bu + cv)® + u(au)™ + auv®™ +ou?t =0, V[u:v] € P

Consideremos o polinémio ¢(z,y) = (br + cy)? + z(az)?! + azy?™! + yz?~! € Clz, y].
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Pela igualdade acima segue que o polinomio q(x,y) € nulo em Clx, y]. Agora ¢(0, 1) = %

O que implica que ¢ = 0. Logo q(x,y) = b%a? + a® 'z + axy?~! + yz?!. Como tal
polinémio é nulo, segue que 9,q = db%x?' +a%tdz? +ay?1 +(d—1)yz?? = 0. Logo
9,q(0,1) = a = 0. Mas calculando ¢(1,0), temos b? + a®~* = 0. Implicando que b = 0.
Dessa forma o polinomio q(x,y) se reduz a expressao q(x,y) = yx?~1. Nos conduzindo
assim a um absurdo, pois tal polinomio nao é nulo. O que nos mostra que W ¢ Es.

Caso 6: W € Ej.

Nesse tltimo caso temos que W = [(1,0, a, ), (0,1,7,0)], com «, 3,7, € C. Dai a
forma paramétrica de [ ¢ [ = {[u: v : cu+yv : Bu+ dv] : [u : v] € P'}. Usando que

[ C Z(f), entdo o polinémio f deve verificar que
flu, v, qu+ v, Bu+ 0v) = (Bu+ 6v)* + u?™" + v(au + )" + (au +y)u’™' = 0.

Seja q(z,y) = (Bx + 0y)¢ + 2yt + y(az + yy) ! + (ax + yy)axd~t € Clz,y]. Pela

relagao acima devemos ter ¢(x,y) = 0. Decorre desse fato as seguintes equagoes:

(1) ¢(1,0) =B+ a =0,

(2) q(0,1) =%+~ =0,

(3) 0,q(0,1) =dBé* 1+ 1+ a(d—1)y¥"2 =0,
(4) Oraq(0,1) = dB?6¢2 + (d = 2)ay*=2 = 0,
(5) Dyq(1,0) = 3~ + att 4y =0,

(

6) 0,,q(1,0) = d6*8772% + 2ya®2 = 0.

Se tivermos que o = 0, entdo, por (1), 8 = 0. Agora de (5) tem-se 7 = 0, e finalmente,
por (2), 6 = 0. Se for § = 0, entdo o = 0, e obtemos o mesmo resultado. Agora se
for 6 = 0, entdao v = 0. Logo (5) segue que @ = 0. Em todo caso vemos que se um
dos numeros «, 3,9, , for nulo, entao todos eles sao nulos. E concluimos assim que
q(z,y) = 2y?*. O que nos levaria a um absurdo.

Suponhamos agora que «, 3,7, d sdo todos nao nulos. Substituindo (1) em (4) segue
que

2672 4 (d — 2) %0443 = B2(d6T2 4 (d — 2)B2241-3) = 0,

Logo d§92 + (d — 2)3?¢=2~4=3 = (0. Multiplicando essa igualdade por ¢, segue que

do? 4 (d — 2)52 5224173 = 0.

Substituindo a equagao (2) na igualdade acima temos que d(—v¢!) + (d —

2)§23%4=2~4=3 = (). Dividindo a equagao anterior por ¥4~ encontramos a identidade

—dy? + (d —2)B*726% = 0.
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1. Retas em superficies em P3

Agora multiplicando por d? a igualdade anterior temos —d*v? + (d — 2)(d3%715)2 = 0.

Substituindo (5) nessa igualdade tem-se que
—d*y* 4+ (d—2)(y + a2 =0.

Logo (—d? +d —2)7* +2(d — 2)a® 1y + (d — 2)a?¥=% = 0. Isso nos mostra que 7 ¢ raiz

do polinémio
p(t) = (=d® +d—2)t* +2(d — 2)a* 't + (d — 2)a*% € CJt].

O discriminante desse polinomio é A = 4(d — 2)?a??T2 — 4(d — 2)a?*2(—d3 + d — 2),

ou seja, A = 4(d — 2)a?¥2d3. E assim,

—d+2+dr/d(d—2
a1 onde \ = + ( )

— A
i ’ d—2— B

Substituindo essa ultima relagio em (6) vemos que dd%B972 + 2\a?3 = 0.

Multiplicando por a tem-se

(7) d&*Ba+ 21?2 =0,

Mas da equagdo (1) temos a = —%, e assim a?*~% = («

d—1)2 — [<_5d)d—1]2 — B2d(d_1)'

Usando essas relagoes na equagao (7) obtemos
_d52ﬁ2d72 + 2)\62d(d71) —0.

Dividindo essa tltima igualdade por 522, segue que —dé? + 20520@-D* = 0. O que
2

implica que §? = w (8). De (2) tem-se 0¢ = —y4~1. Logo (§2)¢ = (v?)4~1. Entao

de (8) temos

d
<2)\52(d1)2> — 52 = (42)dL = (/\2a2(d—1))d—1_
d

Mas, novamente por (1), tem-se que a? = 3. Substituindo essa relagao na equagao

<2A52(d1_)2 ) . (A2(p2y—) !
) .

Simplificando dessa igualdade (241 " concluimos que
d
% _ )\Q(d—l)
¥ :
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1. Retas em superficies em P3

Dividindo essa equacdo por A\ e substituindo o valor de A na equacdo resultante,

encontramos a seguinte identidade para o grau d do polinémio f

21 (—d+2id«/d(d—2))d_2 e ()

d? d—2—d3

O caminho que percorremos até agora foi o de assumir que a superficie Z(f) contém
uma reta [ = P(WW), onde W € Eg. Supondo que os nimeros «, 3,7, 9 sdo nao nulos,
conseguimos encontrar a equacao em (10). Iremos mostrar que tal equagio nos conduz
a um absurdo.

d—2
Afirmacio 1.1 2 +# (M V‘“‘H)) Vd>4 deN.

dd d—2—d3

Com efeito, suponhamos por absurdo que exista d € N, com d > 4, satisfazendo a

equagao (10). Escrevendo

z—j(d o Py = (—d +24dy/d(d— 2))‘1_2 .

E facil ver que o lado esquerdo dessa equacdo é um nimero racional. Mostraremos que
(—=d+2+d\/d(d — 2))?? & um niimero irracional.

Fato: Se d > 3, com d € N, entdo \/d(d — 2) é irracional.

De fato, se n ¢ um ntimero natural, entdao /n € Q < n = m?, para algum m € N.
Se d for par, entdao d = 2k, para algum k£ € N, com k£ > 2. Logo, \/CZ(T—Q) =
V2k(2k —2) = 23/k(k —1). Dai, se \/d(d—2) € Q, entdao \/k(k—1) € Q. Logo,
k(k — 1) = m2 Mas o méaximo divisor comum de k e kK — 1 ¢ 1. Entao devemos ter
k=a%’ek—1=10% com a,b € N. Isso implica que 1 = a® — b*> = (a — b)(a + b). Assim
a = £1. Do que resulta k£ = 1. O que é um absurdo.

Se d é impar, entao d = 2k + 1, onde k € N, k > 2. Logo se \/m € Q, entao
(2k + 1)(2k — 1) = m?, para algum m € N. Agora se mdc(2k + 1,2k — 1) = d, entdo
d]2k +1—2k+1=2. Assim d = 1 ou d = 2. Mas como 2k + 1 é impar tem-se que
d = 1. Entdo devemos ter 2k + 1 = a? e 2k — 1 = b?, para algum a,b € N. O que nos
da 2 = a? — b = (a — b)(a + b). Logo 2a = +3. Um absurdo. Portanto /d(d —2) é
irracional.

Vamos aplicar o bindmio de Newton para expandir a expressao (notemos que o sinal
d—2
+1 esté fixo em cada analise) (—d +2+d/d(d— 2)) :

d—2 B d

(~d+2+dydd—2)) 2 (-2 (9 _ g)d=2-k (L1 )RdR(\ /d(d — 2))F.
Separando a expansao acima na soma dos termos em que k é par mais a soma dos
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termos em que k é impar temos

d—2
soma dos termos pares: Z ( I )(2 — d)d*%k(j:l)kdk( d(d — 2));{7

0<k<d—2
k=2p,pEN

d—2
soma dos termos impares: Z ( i )(2 — d)T2 R (L) R (d(d - 2))".

0<k<d—2
k=2p+1,peN

A primeira parcela da soma acima é racional pois,

Sockcaz (T7)(2 — d)FR(EDRER(\/d(d - 2))F =

k=2p, peN k
S oser (57)(2 = A2 P d(d =)

Porém a segunda parcela ¢ irracional pois,

2: 0<k<d—2 (d;Z)(Q —-d)d_Q_k(jzl)kdk(\/d(d-—*2))k =

k=2p+1,pEN

2 oskzin (5,0) (2= ) (ED) AP (d(d - 2))P —

k=2pi1,pen \2Pt1

(VA@=2)) (£ osrss (52)(2 = 2 @& (A(d - 2))) =

k=2p+1,peN

= (Vd(d =2))u,

onde

= (£1) ; (2‘;;21> (2 —d)" ' Pd(d(d - 2))” | € Q\ {0}

k=2p+1,peN

d—2

Portanto (—d +2+d/d(d— 2)) é irracional. O que mostra a nossa afirmacao
inicial.

Por tudo que fizemos até agora chegamos a conclusao que Z(f) ndo contém retas

em P3, para todo d > 4. n

Como ja dissemos na introducao desse trabalho, nosso objetivo é mostrar o niimero
maximo de retas contidas em superficies nao singulares S de grau 4 de uma certa familia
¢ 64. De fato, 64 é o nimero maximo de retas em qualquer superficie nao singular de
grau 4, ver [14].

Uma pergunta que surge naturalmente nesse contexto é saber se essa cota pode
ser melhorada. O exemplo abaixo mostrara uma superficie nao singular de grau 4 que

contém exatamente 64 retas.
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Exemplo 1.1 (A qudrtica de Schur contém exatamente 64 retas) Consideremos a
qudrtica de Schur S = Z(f) C P3 onde f = x§ — xo2} + w023 — 25 € A.
Nao é dificil verificar que S € nao singular. Vamos continuar usando estratificacao
para encontrar as retas contidas em S. Seja | = P(W), onde W € Egs. Entdo
I={[0:0:wu:v]:[u:v] € P} Agora f(0,0,u,v) = —u? + uv® € Clu,v] é um
polindémio nao nulo. Logo | nao estd contida em S. Se | =P(W), com W € Es5. Entao
I ={0:u:au:v:[u:v €P} Temos que f(0,u,au,v) = au(v® — u?).
Logo | C S se, e somente se, f(0,u,au,v) =0 se, e somente se, « = 0. Logo a reta
L={[0:u:0:v]:[u:v] €P'} estd contida em S.

Consideremos agoral = P(W), com W € E4. Dessa formal ={[0:u:v: au+pv] |
[u : v] € P'}. Para checar se l C S devemos estudar o polinémio f(0,u,v,au + Bv).
Mas f(0,u,v, cu+pv) = v((au+Pv)*—v?) = 0 & g = (au+Pv)*—v® =0, g € Clu, v].

Agora g = 0 nos conduz ao sistema

a®=0, a’8=0,
a? =0, pB3=1.

Portanto f(0,u,v,au+ Bv) =0 se, e somente se, « = 0 e 3> = 1. Dai obtemos mais
trés retas ly, l3 e ly contidas em S.

Para encontrar as retas | = P(W) contidas em S, onde W € E3, devemos estudar
sob que condigoes o polinomio f(u,au, fu,v) = ut — oBut + Buv® — gut € Clu,v] ¢
nulo. Obtemos que f(u,qu, Bu,v) = 0 se, e somente se, 3 =0 ou o® = 1. Temos assim
mais trés retas [; = P(W;), 5 < j <7, com W; € Es, contidas em S. De modo andlogo
sel =P(W), com W € Ey, é uma reta contida em S. Entao f(u,au,v, fu+ yv) = 0.

Mas isso nos conduz a
(1 —a®)u* + fPuv + 382 u*v? + 38w + (7% — 1) = 0.

Usando igualdade de polindmios encontramos que essa igualdade € verdadeira apenas
quando o® = 1,3 =0 e v> = 1. Logo obtemos mais nove retas lg, . .., l1g contidas em S.
Assim como no exemplo anterior, encontrar as retas | = P(W), com W € FEy, contidas
em S nos dd bem mais trabalho. Se | = P(W), com W € E; é uma reta contida em
S entao f(u,v,au~+ v, fu+ dv) =0 em Clu,v]. Fazendo vdrios cilculos descobrimos
que uma condi¢ao necessdria e suficiente para que o polinomio f(u,v, au—+~yv, fu+dv)

seja nulo em Clu,v] é que a, 3,7, € C satisfagam o sequinte sistema:
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(1—a'+aB® =0,

—4ay 4 36%5a + 5% = 0,
—602y2 + 388%a + 3326y = 0,
—1 —4avy? + ad® + 385%y = 0,
—yt +46% = 0.

\
Com o auxilio do computador descobrimos que o sistema acima possui 48 solucoes.
Cada uma dessas solugoes nos dd uma reta contida na superficie S. Logo obtemos

16 4 48 = 64 retas contidas em S.

1.3 Superficies em P? contendo uma reta [

Considere uma superficie nao singular S C P? que contém uma reta [. Para cada
plano H que contém a reta [ podemos considerar a intersecao S N H, que consiste da
reta [ juntamente com uma curva contida em H. Veremos nessa sec¢ao que o estudo
dessas secoes planas podem nos levar a uma maior compreensao quanto a quantidade

de retas que uma superficie S' contém.

Figura 1.1: Plano H € (l) intersectando S.

Lema 1.1 Seja | uma reta em P3 e Q(I) o conjunto de todos os planos em P que

contém 1. Entao Q1) estd em bijecao com P, ou seja, Q(I) € parametrizado por P

Demonstragao: Como [ C P? ¢ uma reta, entdao | = Z(L1, Ly), onde Ly, Ly € A sao
formas lineares linearmente independentes. Seja H = Z(h) um plano contendo a reta
l =Z(Li, Ly), onde h € A é um polinémio de grau 1. Entao, aplicando o Teorema dos
zeros de Hilbert, temos que (h) C (Ly, Ls). O que nos conduz a equacao h = aL; —bLs,
onde a,b sao constantes nao ambas nulas. Isso nos induz a estabelecermos a seguinte

aplicacao
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P P! — Q)
la:b) — Hyy, onde Hyy = Z(aly —bLy).

Observemos que 1 estd bem definida pois se [a : b] € P!, entao a # 0 ou b # 0,
logo ally — bLy é um polindémio de grau 1 nao nulo, ja que Ly e Ly sao linearmente
independentes. Dessa forma Z(aL; — bLy) define um plano em P? contendo a reta [.
Além disso, se [a : b] = [a' : V'] segue que Z(a'Ly — b'Ly) = Z(aLy — bLy). Mostrando
que aplicacao 1) nao depende das coordenadas homogéneas dos pontos em P!. Pelo que
fizemos inicialmente temos que ¢ é sobrejetiva. Além disso, se ¥([a : b]) = ¢¥([c : d]),
entdo Z(aLy —bLy) = Z(cLy — dLs), e, novamente pelo Teorema dos zeros de Hilbert,
(aly —bLy) = (cLy — dLsy). Assim, como os polinémios aL; — bLsy e ¢Ly — dLy sdo nao

nulos e de mesmo grau, existe A € C\ {0} tal que aL; — bLy = A(cL; — dLs). Logo
(@ —Ac)Ly + (AMd —b)Ly, =0,

e como L; e Ly sao linearmente obtemos a = Ac e b = Ac. Portanto ¢ é injetiva.

B —

Figura 1.2: Planos de ()

Se [ é uma reta contida na superficie S = Z(f), entao para cada plano H € Q(I)
tem-se que [ C SN H. Podemos estudar a intersecao S N H para tentar encontrar
mais retas contidas na superficie S. Mostraremos adiante que essa intersecao resulta
na uniao de reta [ com uma curva plana que chamaremos de curva residual.

Suponhamos que [ é uma reta contida em S = Z(f), onde grau(f) = d. Entdo
a menos de mudanca de coordenadas projetivas podemos assumir que a reta [ ¢ dada
por | = Z(x9,x3). Como | C Z(f) temos que f € (xq,x3). Assim podemos escrever,
f = x39 + x2h, onde g, h € A. Podemos assumir também que h nao possui a variavel

x3, isto é,

f =x39+ x2h, onde g € A= Clxg, 1,29, 23] € h € Clxg, 21, 23] (1.1)
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Observemos também que como f é um polinémio homogéneo de grau d decorre que g
e h sao polindbmios homogéneos, e caso nao nulos, de grau d — 1.
No decorrer dessa se¢ao iremos muitas vezes assumir que a superficie S = Z(f)

contém a reta | = Z(x9,x3). Logo o polindomio f pode ser escrito na configuracao (1.1J).

Lema 1.2 Suponhamos que a reta | estd contida na superficie irredutivel S = Z(f),
onde grau(f) =d > 2, e H € Q(l) um plano contendo l. Entao HNS = 1UCy, sendo

Cy uma curva plana de grau d — 1.

Demonstracao: Podemos assumir que | = Z(x3,72). Nessas condigdes podemos
escrever f da forma (1.1). Como o plano H contém a reta [, existem [o : 8] € P! tal
que H = Z(axe — Px3). Caso [ # 0 entdo podemos escrever H = Z(x3 — azy), onde

a= % Logo a intersecao H N S é dada por

Z(x3 — azxy, x3g9 + x2h) = Z(T3 — axy, axag(xg, T1, T2, axs) + xoh)
= Z(x3 — axy, x2(ag(xg, 1, T2, axs) + h))
=1U Z(x3 — axs,ag(xo, 1, T2, axs) + h)
=1UCy,

onde Cy = Z(x3 — axe,ag + h), com g = g(xg, 1, T2, axs). Notemos que g é obtido

pela seguinte divisao
g = (‘/L'3 - an)q + g? Comq S C[l’o, X1, T, '1:3]

Temos que Cy ¢é a interse¢do do plano H com Z(ag+ h). Para concluir a demonstragao
resta mostrarmos que ag + h é um polinémio nao nulo de grau d — 1. Como g e h sdo
homogéneos de grau d — 1, entdo ag + h é homogéneo de grau d — 1, se ag + h # 0.
Caso ag + h = 0, entdo h = —ag. Dai f = x39 — axsg. Resulta disso que

[ =x39 — axs(g — q(x3 — axs)) = (x5 — ax2)(g + axaq).

Logo f é redutivel. O que é um absurdo. Concluimos assim que Cpy é uma
curva plana de grau d — 1. No caso em que § = 0, temos H = Z(x3). Assim
HNS =Z(xy, f) =1U Z(x2,9), onde g = x2q + g, com g homogéneo de grau d — 1.
Observemos que g é nao nulo, pois caso contrario teriamos g = x2q 0 que acarretaria
f = xz2(x3q+h). Novamente um absurdo, pois f é irredutivel. Logo HNZ(f) =1UCly,
onde Cy = Z(x2,g) ¢ uma curva plana de grau d — 1. |

Pelo que fizemos acima vemos que dada uma reta [ contida numa superficie
S = Z(f), entdao para cada plano H € €(l) tem-se uma curva plana associada Cp.

No intuito de encontrar retas contidas na superficie S podemos nos perguntar se tal
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Figura 1.3: Curva Cy

curva contém alguma reta. Se a resposta a essa pergunta for afirmativa, ou seja, se
existe m C Cy uma reta, entdo caso m # [ acabamos de descobrir que a superficie
Z(f) contém uma segunda reta, a saber, a reta m.

No caso em que Z(f) é ndo singular, como ja vimos assumindo, o teorema abaixo
nos diz que as possiveis retas contidas em C'y sao sempre distintas da reta [. A curva
Cy é chamada curva residual de H em Z(f), ou simplesmente, quando estiver claro o

contexto, curva residual.

Teorema 1.5 Seja Z(f) uma superficie nao singular de grau d > 2 e | uma reta
contida em Z(f). Entao | nao é componente irredutivel de Cy, onde HNZ(f) =1UCH,
para todo H € Q(1).

Demonstracdo: Podemos assumir que | = Z(x3,72). Logo podemos escrever f
na configuragao (L.1). Como H € Q(I), entdao H = Z(z3 — axs) ou H = Z(xs).
No primeiro caso temos que Cy = Z(x3 — axs,ag + h), onde g = g(xg, x1, T2, axs).
Suponhamos por absurdo que a reta [ seja uma componente irredutivel de C'y. Entao

[ C Cy o que implica que Z(Cy) C Z(1), e assim, pelo Teorema dos zeros de Hilbert,

V(x5 — aza, ag + h) C (x3,x5). Logo ag + h € (x3,zs). Dessa forma podemos escrever

(1) ag+h= Axs+ Bzy, onde A, B € A.

Avaliando a igualdade acima em z3 = 0, obtemos ag + h = él‘g, onde B =
B(zg,x1,22,0). Derivando parcialmente a expressdo de f escrita inicialmente temos
que

Oof = x3009 + x200h

Of = x3019+ 12010

Oof = w3059+ h + 205D

Dsf =g+ x3059.
Sejap €lNZ(g), entdo p = [xg : 21 : 0: 0] e g(p) = 0. Mas g(xg,x1,0,0) = g(p) = 0.
Aplicando a equacao (1) em p segue que h(p) = 0. Logo o ponto p é solugdo do
sistema acima, ou seja, p € Sing(C). O que é um absurdo. Resta analisarmos o caso

em que H = Z(x3). Nesse caso temos que Cy = Z(x9,9), onde g = g(xg,x1,0,x3).
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Suponhamos por absurdo que [ é uma componente irredutivel de Cy, entao, usando os
mesmos argumentos iniciais, temos que ¢ = Axy+ Bxs, onde A, B € A. Fazendo 25 =0
na igualdade anterior obtemos que g = Bz, onde B = B(zg,x1,0,x3). Notemos que g
¢ obtido da divisao de g por 9, ou seja, g = x2q + ¢, onde g € A. Dessa forma segue
que g = T9q + x3B. Assim [ = Z(x9,x3) C Z(g). Sejap = [rg: 2 :0:0] € lnNZ(h).
Logo o ponto 0;f(p) = 0, para todo i € {0, 1,2,3}. Novamente um absurdo.

Proposigao 1.6 Seja S = Z(f) C P? uma superficie, onde f € A € irredutivel de
grau d > 3. Seja | uma reta contida em S. Suponhamos que m € outra reta distinta de

[ contida em S tal que lN'm = {p}. Nessas condi¢oes temos que

1. Eziste um unico plano contendo | e m. Denotaremos tal plano por (I,m).

2. Sen = (l,m), entaiomrNS =1UC, =1lUmUCL Ou seja, Cy possui a reta m

como uma de suas componentes.

Demonstragao: Sendo [ e m retas em P? temos que [ = P(U) e m = P(W), onde
U, W € G5(C*). Como INm = {p} segue que dim(UNW) = 1. Dessa forma V = U+W
¢ um subespaco de C* de dimensao 3. Além disso, V' é o menor subespaco de C* que
contém U e W. Entao (I,m) = P(V) é um plano em P? que contém a reta [ e m. Além
disso, pela construcao acima, tal plano é inico. O que mostra a parte 1.

Para mostrar a segunda afirmacao observemos que, pelo Lema ,mNS =1UC,
onde m = (I, m) e C; é uma curva plana de grau d — 1. Temos que m C 7N S e assim
m=(mnNIl)U(mnC;). Como mnNl={p}, em é irredutivel, obtemos que m C C..
Portanto m é uma componente irredutivel de C..

|

Mostraremos adiante que se a superficie S = Z(f) é ndo singular e [ € Ry esta

contida no plano m, entao mostraremos adiante que a curva residual C; é reduzida.

Isso nos dara mais uma ferramenta para encontrar retas em S.

-

Proposigao 1.7 Seja S = Z(f) uma superficie nao singular em P3, onde f € A é
de grau d > 3, contendo uma reta l. Seja H € Q(l). Entao a curva residual Cy, onde
SNH=1UCY, € reduzida.

Demonstracao: Novamente podemos assumir que | = Z(x3,x2). Podemos escrever
f da forma (1.1). Dado H € Q(I) temos que H = Z(x3 — axy), coma € C, ou
H = Z(x5). Suponhamos que seja H = Z(x3 — axs). Dividindo g por x3 — axs temos

9= (vr3 — axs)q + g, com g € Clzg, 21, 25]. Dai

f=z3((x3 — axe)q + g) + x2h = (3 — axs)(x3q + ) + x2(ag + h),
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ag + h € Clzg, x1, 9] é de grau d — 1. Denotemos @ = x3q + g. Dessa forma HN S =
Z(xg—axe, xo(ag+h)) = lUZ(x3—axa, ag+h), com Cyg = Z(x3—axs, ag+h). No plano
H a curva Cy é simplesmente Cy = Z(ag+ h). Lembremos que g+ h € Clxg, 1, x2).
Suponhamos por absurdo que Cy nao é ruduzida, ou seja ag + h = R2P, sendo

R, P € Clzg, 71, 73] com R irredutivel. Assim f = (13 — az2)Q + 72 R?P. E assim

A f = (x5 — aw2)0Q + 2200(R*P)

O f = (x5 — awy)01Q + 220, (R*P)

Oof = —aQ + (13 — ax2)0Q + R*P + 190,(R*P)
Osf = Q + (3 — awa)dsQ.

Notemos que todas as derivadas 9;(R?*P), com 0 < i < 2, sdo multiplos de R.
Consideremos agora o conjunto C) = Z(x3 — azs, @, R). Observemos pelas equagoes
acima que C; C Sing(S) . Podemos escrever Q = (x3 — axs)q + Q, com Q €
Clxo, 21, o). Assim C; = Z(x3— axs, Q, R). Se for Q = 0, entdo C; = Z(x3—axy, R) #
0. Caso Q # 0, entdo Z(R) e Z(Q) definem curvas planas em H. Pelo Teorema de
Bézout segue que C; = HN Z(@, R) # (. Em todo caso chegamos a conclusao que
Sing(S) # 0. O que contraria a nossa hipotese. O caso em que H = Z(x5) é feito de

modo analogo ao anterior. ]

No caso em que Z(f) é uma superficie nao singular de grau 3 em P? contendo
uma reta [ segue pelo que fizemos até agora que a curva residual Cy, onde H € Q(l),
é uma curva plana reduzida de grau 2. Com esse contexto em mente relembremos
a classificacio das quadricas em P? ( ver Teorema nos diz que toda coOnica é
projetivamente equivalente a Cy = Z(22),Cy = Z(23 + 22) ou Cy = Z(x3 + 23 + 23).
Sendo C a tnica que é reduzida e singular e corresponde a uniao de duas retas. Assim,
se grau(f) = 3 temos que C'y contém uma reta, a qual corresponde a uma componente
irredutivel, se, e somente se, C'y é singular. De modo geral se C'y contém uma reta
como componente, entao C'y é singular.

Seja | = Z(Ly, Ly) uma reta contida na superficie Z(f) em P?. Temos a bije¢io
Y Pt — Q(1), onde ¢([a : b]) = Higy) = Z(aLy — bLs). Escrevendo Cl,.) para a curva
residual Hig.p N Z(f)=1U Cla:t) temos que a aplicagao 1 induz assim uma familia de
curvas planas {Clo.4 }apjerr contidas em Z(f). Pelo que vimos até agora para que a
curva Cl,,p) contenha uma reta é necessario que essa seja uma curva singular.

Definamos ¥ = {[a : b] € P! : Cl,y) ¢ singular}. Uma pergunta que temos interesse
no momento é descobrir sob quais hipéteses se pode garantir que a cardinalidade do
conjunto X é finito.

Atravéz de uma mudanca de coordenadas projetivas, podemos supor, como ja vimos
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fazendo, que a reta [ C S é dada por | = Z(x3,x3), com S nao singular. Vamos
continuar com a escrita de f na forma (L.1). Com essa escrita as derivadas parciais de
f sao:

O f = 23009 + x200h

O f = 23019 + 22011

Oy f = 23059 + h + 12050

O3f = g + x3039.

Entao, dado p € [, como S é nao singular, o sistema anterior nos mostra que h(p) # 0
ou g(p) # 0. Logo o plano tangente T,S = Z(309;f(p)x;) em um ponto p € I &
simplesmente dado por T,S = Z(h(p)xs + g(p)z3) = Y([h(p) : —g(p)]).

Proposicao 1.8 Com as mesmas notacoes e hipotese acima. Verifica-se que:
1. SepeleH=T,S, entio p € Cy, onde Cy € a curva residual do plano H.

2. Se He Q) exe Cy—1, entdo H= (l,x) é o unico plano que contém a reta |
e o ponto x, com HNS =1UCy.

3. Se He Q) epe Cynl, entao H=T,S.
Demonstracgao:

1. Como p € I temos que H = T,S = Z(h(p)za+g(p)xs), com h(p) # 0 ou g(p) # 0.
Se g(p) # 0, entdo H = Z(x3 + E ;.Ig) e assim a equacao de Cpy, no plano H, é
(—@ﬁ—i— h), onde g é obtido da divisao de g por x3 + 8;))

Agora p € Cy, se, e somente se,

dada por Cyg =

———=3g(p) + h(p) =0 & h(p)(—g(p) + g(p)) = 0.

Mas como p € T,S, segue que g(p) = g(p). O que mostra que a tltima igualdade
acima é verdadeira. Portanto p € Cp. Caso seja g(p) = 0, entdo H = Z(z3)
e Cy = Z(g), onde g é obtido da divisdo de g por xs. Mas nesse caso também

temos que g(p) = g(p), e como g(p) = 0, segue que p € Cy.

2. Segue diretamente do fato que dado uma reta e um ponto que nao pertence a

essa reta, existe um tnico plano que contém a reta e esse ponto.

3. Dado p € I N Ch, tem-se que T,S = Z(h(p)zs + g(p)xs) = ¥([h(p) : —g(p)]
por 1, p € Cp, com T,SNS =1UC,. Se g(p) # 0, entdo T,S = Z (x5 + &xg)
e C, = Z(— Zg? + h), onde g é obtido da divisdo de g por x3 + %xg. Por
outro lado, como H € Q(I), temos que H = Z(axy — bxs) = ¥(la : b]).
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1. Retas em superficies em P3

Suponhamos que b # 0 entdo H = Z(x3 — axy), com o = §, e Cy = Z(ag + h),
onde g é obtido da divisao de g por z3 — axs. Como o ponto p € [, entdo
p=[po:p1:0:0]eassim g(p) = g(p). Assim ag(p) + h(p) = 0, pois p € Cy.
Isso mostra que [« : 1] = [h(p) : —g(p)], ou seja, [a : b] = [h(p) : —g(p)]. Logo
[a : b] = [h(p) : —g(p)]. Portanto H = ¥([a : b]) = ¥([h(p) : —g(p)]) = T},5.
No caso em que b = 0, entdo H = Z(z2). E assim Cy = Z(g), onde g é obtido
pela divisao de g por z3. Como p € Cy temos que g(p) = 0. Mas g(p) = g(p)-
Dai obtemos que g(p) = 0. O que é um absurdo, pois estamos assumindo que

g(p) # 0. O caso em que g(p) =0 é feito de modo analogo.

Seja | = Z(Li,Ly) C S, onde S = Z(f) é ndo singular. Temos a bijecao
Y+ P! — Q(I). Além disso, para cada ponto p € S temos um plano associado
dado por H = (l,p),se p € S—1, ou H = T,S, se p € I N S. Formalmente temos
a aplicacdo o, : S — Q(1), o1(p) = (I,p), se p ¢ I, ou oy(p) = T,S, se p € l. Logo

podemos considerar a composicao m = z/;l_l o 0y.

Definicao 1.3 Seja | uma reta contida na superficie nao singular S C P3. Com
as mesmas notacoes acima, definimos m : S — P!, como a aplicacio composicio

7Tl:¢floal.

Através de uma mudanca de coordenadas projetivas podemos assumir que a reta [
é dada por | = Z(x9, x3). Continuando com a escrita de f da forma . Segue que se
p=lag:ay:ay:asz] €S —1I,entdo H = (I, p) é dado por H = Z(azxy — asx3) = o(p).
Logo ¢ *(H) = [az : as]. Se p € [, entao H = T,S = Z(h(p)zs + g(p)x3). Logo
Y=Y H) = [h(p) : —g(p)]. Dessa forma,

W():{[CLSIGQ] ,sepeS—1
o [h(p) : —g(p)] ,sepel

Proposicao 1.9 Com as mesmas notagoes e hipdteses acima. Temos Wfl(b) = (),

sendo Cy, a curva residual do plano Hy, onde b = [ : ] € P.

Demonstragao: Seja b = [a : 3] € P!. Entdo a pré-imagem de b é dada por
') ={zeS:m)=b}={zxeS—1:m(x)=b}uU{zel:m(z)=D0}

Vamos inicialmente mostrar a inclusio 7; ' (b) C Cy. Suponhamos que 8 # 0. Notemos
que se z € S — [ e m(x) = b. Entdo, escrevendo = = [ag : a1 : as : as], temos que

m(x) = b, entdo [as : az] = b= [ : B]. Dessa forma podemos assumir que b = [a3 : as),
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1. Retas em superficies em P3

onde as # 0. Logo o plano H, é dado por H, = Z (x5 — Z—;x2)7 e assim a curva residual
¢ Oy = Z($2g + h), onde g ¢ obtido da divisdo de g por z3 — 22z,. Observemos que
como r € H, entdo g(z) = g(x). Agora z € Cy se, e somente se, 22g(x) + h(z) = 0
se, e somente se azg(x) + axh(z) = 0. O que é verdade ja que z € S. Se z € [ e
m(x) = b, entdo m(z) = [h(z) : —g(z)] = b. Logo que b = [h(x) : —g(z)] e g(x) # 0.
Assim H, = Z(xz3 + E x9) e Cy = Z(— hEI g+ h), onde g é obtido da divisdo de
g por T3 + E;Ig Desde que = € H,, segue que g(z) = g(z). Agora © € Cy se
—% (z) + h(x) = 0. O que é verdade. Portanto 7, '(b) C C,.

Para mostrar que C, C 7, 1(b) basta observar que Cj, é a curva residual do plano
Hy, ou seja, H,NS = 1UCy, com b = o : §]. E assim, dado = € C, — [, entdo,
pela Proposigao [1.8 H, = (I,z) = Z(azzs — asxs), onde x = [ag : a1 : as : ag]. Dai

Z(awy — Prs) = Z(asry — agws). Logo m(x) = [az : as] = [a: f] = b. Se x € Cy N1,
entao, novamente pela Proposicao , H, =T,S, e assim m;(z) = b. Concluimos assim

que Cy, C 7, '(b). u

Por tudo o que fizemos até agora mostramos que se S C P? é uma superficie ndo
singular de grau d > 3 contendo a reta [, temos que, pela Proposicao (1.9, m : § — P!
¢ um morfismo.

O teorema a seguir ¢ bastante geral e sua demonstracao esté fora do nosso alcance

no momento, mas sua utilidade é crucial.

Teorema 1.6 Seja ) : X — Y um morfismo de variedades algébricas sobre um corpo
algebricamente fechado K de caracteristica 0, e suponhamos que X € nao singular.

Entao existe um aberto nao vazio V CY tal que ¢ : v~ (V) — V € suave.

Demonstragao: Ver [9] Cor. 10.7, pag. 272 . n

Corolario 1.3 Com as mesmas notagoes estabelecidas acima. FExiste um aberto nao

vazio V.C P! tal que m : w7 (V) — V € suave.

O complementar do aberto V em P! é um fechado diferente de P!, ou seja, é a unido
finita de pontos. Em particular, pela suavidade de m em V, ﬂfl(b) = () é singular

apenas para uma quantidade finita de pontos b € P'. Formalmente:

Corolario 1.4 Com as mesmas notacgoes acima temos que Cy € singular apenas para

uma quantidade finita de pontos b € P!, sendo Cy a curva residual de Hy, em S.

Logo ¥ = {[a : b] € P' : Cly) ¢ singular} é finito. Ou seja, existe apenas uma
quantidade finita de planos H, € Q(l) tal que Cj é redutivel. Dessa forma, mostramos
que a quantidade de curvas Cj, que contém uma reta m como uma de suas componentes

é finita.
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1. Retas em superficies em P3

No caso em que a superficie S = Z(f) é nao singular de grau 4 e contém a reta [,
segue que as fibras singulares do morfismo m; : S — P! sdo curvas planas reduzidas
singulares de grau 3. A menos de mudangas de coordenadas projetivas (ver [I] Prop.B.3

e Prop.B.4) tais fibras possuem equagao dada por :

’Tipo‘ C=2Z(f) ‘Tipo‘ C=2Z(f) ‘
I, | C=Z(xox} — a3(wo+12)) | I C
I C = Z((x5 — xoz1)T2) II1 | C =
I C = Z(xor172) vV | C

Tabela 1.1: Equacoes das fibras singulares

Onde estamos usando a notagao I, I, I3, I1, I11 e IV estabelecida pelo matemético

japonés Kunihiko Kodaira (1915 - 1997) para tais fibras.

X K

Iy III

Figura 1.4: Tipos de fibras singulares.
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Capitulo 2

A caracteristica de Euler das fibras

singulares

Nosso objetivo nesse capitulo é determinar a caracteristica de Euler das curvas dos
tipos Iy, Iy, Is, 11,111 e IV. Tal estudo serd fundamental para estabelecermos algumas
cotas para a quantidade maxima de fibras singulares do morfismo m; ( c¢f. Corolario
como também pelo fato de que a caracteristica de Euler de uma superficie S contendo
a reta [ é calculada a partir da caracteristica de Euler da fibra genérica e das fibras
singulares de 7.

Salientamos que o calculo de tais caracteristicas sera realizado usando propriedades
da caracteristica de Euler e a técnica do blow up. De fato, o blow up serda usado
apenas para calcular a caracteristica de Euler de uma curva, mas iremos desenvolver
essa teoria com mais detalhes, no apéndice, em vista que sua relevancia ultrapassa os

limites desse trabalho.

2.1 A caracteristica de Euler: Propriedades basicas

e alguns calculos simples

Enquanto Leonhard Paul Euler (1707-1783) estudava poliedros ele notou que o
namero V — A + F, onde V' é o nimero de vértices, A é o ntimero de arestas e F' é
o numero de faces, seguia um interessante padrao. Mais explicitamente, para aqueles
poliedros que eram "homeomorfos"a esfera S? tem-se que o nimero V — A+ F' é sempre
2. O nimero V — A+ F é chamado de caracteristica de Euler de um poliedro.

Posteriormente ocorreram diversas gereralizacoes do conceito de "caracteristica de
Euler". Com o desenvolvimento da topologia notou-se que tal ntimero, além de ser
um invariante topoloégico, conectava diversos fatos inesperados, como por exemplo o

teorema de Gauss-Bonet
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2. A caracteristica de Euler das fibras singulares

Z::/c kg(s)der//RKda—kz:p:@l = 2mx(R)

em geometria diferencial (ver [2]), que mostra que a caracteristica de Euler de uma
regido R numa superficie S, y(R), estd conectada com a soma das integrais das
curvaturas geodésicas da fronteira de R nos arcos regulares C;, da integral na regiao R
da curvatura gaussina K, mais a soma dos angulos externos 6; dos arcos regulares C;.
De modo geral a caracteristica de Euler é uma funcao y que associa a uma classe
de espacos topologicos um niimero inteiro.
Por exemplo no conjunto {P C R3 : Pé um poliedro} a caracteristica de Euler é

definida por x(P) =V — A+ F. Ja na colegao
{S c R?: S ¢ uma superficie compacta orientavel em R3},

a caracteristica de Euler é dada por x(S) = 2 — 2¢, onde g é o género da superficie S,
ou seja é o nimero de "buracos"de S. Além disso, se x(S) = x(5'), entdo S e S’ sdo
homeomorfas, esse é de fato um teorema de classificacao, ver Proposicao 4 pag. 327
em [2].

Nao temos a pretensao aqui de estabelecer toda a teoria necessaria para definir a
caracteristica de Euler para um conjunto algébrico projetivo qualquer. Na realidade
as definicoes gerais sobre caracteristica de Fuler nesse contexto, bem como suas
propriedades e resultados, estao fora do nosso alcance. Nos contentaremos em dar
definicoes para alguns casos e em ultilizarmos propriedades para calcular algumas
caracteristicas de Euler de curvas que serao ferramentas importantes para alcangarmos

os objetivos almejados.

O nosso maior interesse é calcular a caracteristica de Euler de curvas planas e de
superficies nao singulares. Com esse intuito temos o seguinte resultado:
Teorema 2.1 Seja C C P? uma curva plana ndo singular de grau d. Entdio a

caracteristica de Euler de C é x(C) = 2 — 2g, onde g é o género da curva C que
é dado por g(C) = Wléﬂ.

Demonstracao: Ver [§] pag. 220. n
Também temos interesse em saber como calcular a carcteristica de Euler de uma

superficie nao singular S C P3.

Teorema 2.2 Seja S C P? uma superficie nao singular de grau d. Entdo

X(9) = d* — 4d* + 6d.
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2. A caracteristica de Euler das fibras singulares

Demonstracao: Ver pag. 64 em [4]. |

Exemplo 2.1 Seja S C P? é uma superficie nao singular de grau d. Se d = 3, entdo
X(S)=3*—-43246.3=9. Sed =4, entio x(S) =4> —4.4*> + 6.4 = 24.

Iremos precisar calcular a caracteristica de Euler em alguns exemplos que nao
podem ser aplicadas as formulas dos teoremas [2.1) e 2.2} Por isso, além dos teoremas

anteriores também ultilizaremos varias propriedades da caracteristica de Euler.

Proposicao 2.1 Seja X e Y espacos topoldgicos. A caracteristica de Fuler y é

unicamente determinada pelas sequintes propriedades:
1. (Normalizagdao) x(p) = 1,p € X.
2. (Invaridncia topoldgica) Se X eY sao homeomorfos, entio x(X) = x(Y).

3. (Propriedades da invaridncia homotdpica) Se X e Y sao compactos e

homotopicamente equivalentes, entao x(X) = x(Y).
4. (Multiplicativa) x(X xY) = x(X)x(YV)
5. (Excisao) Se F C X € fechado, entao x(X) = x(F) + x(X — F).
Demonstracao: Ver [13]. u

A partir da propriedade 5 podemos extrair uma importante formula:

Proposicao 2.2 Sejam F|, Fy C X fechados tais que X = Fy U Fy. Entao

X(X) = x(F1) + x(F2) — x(F1 N Fy).

Demonstracao: Desde que F} é fechado segue que x(X) = x(F1) + x(X — F}). Mas
X — Fy =F,— FiNF,. Como F; N F; é fechado em F;. Temos também que x(F,) =
X(F1NFy) +x(Fo— FiNFy). Logo x(X — F1) = x(F2 — Fi N Fy) = x(F2) — x(F1 N Fy).
Assim

X(X) = x(F1) + x(F2) — x(F1 N F).

Corolario 2.1 Seja X C P™ um fechado tal que X = Fy U ... U Fy, onde F, ... Fy
sio fechados, com F; N F; =0, sei # j. Entdo x(X) = 3. x(F}).

A caracteristica de Euler de uma superficie serd uma ferramenta importante para
fazermos estimativas do ntimero de fibras singulares do morfismo m; : S — P!, onde
S é uma superficie nao singular contendo uma reta [.

O teorema abaixo serd muito importante neste trabalho.
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2. A caracteristica de Euler das fibras singulares

Teorema 2.3 Seja M uma superficie nao singular e f : M — B um morfismo

sobrejetivo, onde B ¢ uma curva. Sendo C; = f~Y(p;) as fibras singulares de f, entdo
X(M) = x(B).x(C) + > _(x(C:) = x(C)),

onde x(C) € a caracteristica de Euler da fibra genérica C' do morfismo f.

Demonstracao: Ver paginas 509 e 510 em [§]. n

Corolario 2.2 Seja S C P? uma superficie nao singular de grau d contendo uma reta
. Seja m : S — P! o morfismo da Definicao . Sendo C; = 7 (p;) as fibras

stngulares de m;, entao

X(S) = 2x(C) + Z(X(Ci) —x(0)),

onde x(C) € a caracteristica de Fuler da fibra genérica C do morfismo .

Demonstragao: Basta usar o Teorema e notar que como P! é uma curva nao
singular de grau 1, entao x(P') = 2, pelo Teorema . ]

Observagao 2.1 Seja S C P? uma superficie nao singular de grau d contendo uma
reta [.

Se o grau de S € 3, entao a fibra genérica C' do morfismo m é simplesmente uma
conica, e assim x(C) = 2. Além disso, as fibras singulares C; sdo pares de retas

(distintas), logo x(C;) = 3. Logo
X(S) =2x(C) + Z(X(Oz) —x(C)) =4+ 8{C; : C; € fibra singular de m}.

Por outro lado, a caracteristica de Euler de S é x(S) =9, ver Exemplo . Logo
#{C; : C; € fibra singular de m} = 5.

Na verdade esse fato é uma ferramenta importante para se mostrar que toda superficie
cibica nao singular contém 27 retas.
No caso em que o grau de S € 4, entao a fibra genérica C de m € uma cibicas plana

nao singular. Logo o género de C' é 1, e assim x(C) = 0. Portanto
X(8) = 2x(C) + > _(x(Ci) = x(C)) = > x(Cy),

onde C; sdo as fibras singulares de m. Sendo x(S) = 24 (ver Ezemplo [2.1), obtemos a
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2. A caracteristica de Euler das fibras singulares

importante relacao

24 = Z x(C5). (2.1)

Assim tanto no caso de grau 3, como também em grau 4, a quantidade de fibras

singulares do morfismo 7; é sempre nao vazia.

2.2 Calculo da caracteristica de FEuler das fibras

singulares do morfismo 7

Nesta secao iremos fazer os calculos das caracteristica de Euler das fibras singulares

do morfismo 7.

Exemplo 2.2 Seja C = Z(xox1(xo+1)) uma curva do tipo IV. Entao C = 1, Ul U3,
onde ly = Z(xg),lo = Z(x1) els = Z(xo + x1). O tnico ponto singular de C' € o ponto
gq=10:0:1], elynilyNlis = {q}. Temos assim que (I, — {q}) U (la — {q}) Ul3 = C.
Além disso, tal unido é disjunta. Logo x(C) = x(I1 — {q}) + x(la — {q}) + x(I3) =
S x(l) —2x({g}). Como cada reta é uma curva plana nao singular de grau 1 segue,
pelo Teorema [2.1] que x(I;) = 2. Desde que x({q}) = 1, concluimos que x(C') = 4.

NS
N

Figura 2.1: Fibra do tipo IV.

Exemplo 2.3 Seja C' uma curva do tipo Iy. Entao C' = Cy U ly, onde Cy € uma
conica nao singular e ly € uma reta intersectando Cy em dois pontos distintos qi,qs.
O complementar de Cy em C € l; — {q1,q}. Logo C = (I; — {q1,q2}) U Cy. Assim
X(C) = x(l1 — {q1,52}) + x(C1) = x(ly) + x(C1) = 2. Como l; e Cy sao curvas planas
nao singulares de grau 1 e 2, respectivamente, aplicando o Teorema obtemos que
x(l1) = x(Cy) = 2. Portanto x(C) = 2.

Procedendo de modo andlogo ao que fizemos nos exemplos acima vemos que se C' é

uma curva do tipo I11, entdo x(C) = 3, e se C' é uma curva do tipo I3, entao x(C) = 3.
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2. A caracteristica de Euler das fibras singulares

Figura 2.2: Fibra do tipo .

Figura 2.3: Fibra do tipo I1.

Exemplo 2.4 Seja C' = Z(x3x¢ — 23) C P? wma curva plana do tipo I1.

Seja f = x3xy—x3 € Clxg, 21, To]. Entao C' = Z(f). As derivadas parciais de [ sdo
Oof = x3,01f = =323 € Oof = 2wywg. Logo Sing(C) = {[1: 0 : 0]}. Fazendo zy = 1
em f, ou seja, intersectando C' com o aberto Uy de P2, obtemos a curva plana afim
D = Z(2% — 23) C A%. A aplicagao

0: A — D
t o (t2,13),

¢ um morfismo sobrejetivo. De fato, 0 define um isomorfismo de A' — {0} em
D — {(0,0)}. Portanto x(A') = x(D). Notemos que P! = Vy U {[0 : 1]}, onde
Vo ={[a:0] € P':a+#0}. Disso resulta que x(P') = x(Vo) + x({[0 : 1]}). Como V; é
homeomorfo a A' seque que x(A') = x(P') — x({(0,0)}) =2—1=1. Assim x(D) = 1.
Desde que P? = Uy U Z(z0) seque que C = (C NUy) U(CN Z(xg)) = (CNUy) U{O:
0 : 1]}, e além disso tal unido é disjunta. Como D = (C' N Uy). Concluimos que
X(C) = X(D) + x({[0: 0 1]}) = 2.

Exemplo 2.5 Seja C = Z(g), onde g = xox3 — 22(x0 + 22) € Clxg, 21, 23], uma curva
do tipo I.

Para encontrar os pontos singulares de C' devemos resolver o sistema

(90g = —l’o(?)ﬂfo + 2&72) = O,
81g = 2$2$1 = O,
829 = (ZL’l - Zlfo)(l'l + {E()) = 0.
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Figura 2.4: Fibra do tipo I;.

Pela terceira equagao devemos ter xy = xg ou x1 = —xg. Suponhamos que seja x1 = xg.
Se x1 # 0, entao, pela sequnda equacgdo, seque que xo = 0. Mas, nessas condigoes, a
primeira equacdo nos mostra que xo = 0. O que contraria x1 # 0, jd que xog = x1.
Dessa forma devemos ter x1 = 0. Mostrando que o ponto ¢ = [0: 0 : 1] € ponto singular
de C. Agora suponhamos que r1 = —x9. Novamente seque da equacao que devemos ter
x1 = 0 ou x9 = 0. Suponhamos que x1 # 0. Entdo xo = 0, e pela primeira equagao
2o = 0. O que nos conduz a um absurdo. Logo devemos ter x1 = 0. Concluimos assim
que Sing(C) = {q}.

Vamos agora calcular o blow up de C no ponto q. Temos que o blow up de P? em q

qu]P)Q = {([[L’O X ZEQ], [bl : bg]) S P? x P! : boxy = bl$1}.

Sendo m a projecio na primeira coordenada de BIP? em P?, segue que C =
m1(C —{q}), onde C = Bl,C. Agora 77 H(C) =7 1(C — {¢}) U ({q} x P'), logo

7 1(C)=CU ({¢} x PY).

Seja (x,0) € 7 HC) NP2 x Uy. Entao v € C e byxy = baxg, com x = [xg : X1 : T3)

e by # 0. Logo zox} — 23(x0 + 12) = 0 € 7y = Ig—fxo. Dessa forma obtemos a equagao

To(220)? — 22(20 + 22) = 0. Ou seja
2

b1
b2 — b?
bl

Assim o = 0 ou <2 1)33'2—33'0 = 0. Se for xog = 0, entao x; = 0, ou seja r = q.

bi
Encontramos assim {q} xUy. Caso g # 0, entdo (b3—b?)wy—bixe = 0. Suponhamos que
2 2
bs—b? # 0. Entdo xo = bgbflbfxo. Logo x =[xy : Z—jxo : bgbflb%xo] = [b1(b3—03) : ba(b3—13) :
b3], com [by : by] € Up. Se tivermos b3 = b%, entdo by = +by e assim b = [1 : 1] ou

b=[1:—1]. Em todo caso chegamos a conclusio que —b?xy = 0. Dai teriamos xo = 0.
O que nos levaria a um absurdo. Logo (x,b) = ([by(b3 — b?) : ba(b3 — b3) : b3], [by : ba)),
com by # 0. Portanto

7 HC)NP? x Uy = {([br(b3 — b3) : ba(b3 — b2) : b2],[by : by]) : [b1 : be] € Up} U {q} x Up.
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2. A caracteristica de Euler das fibras singulares

Fazendo cdlculos semelhantes descobrimos que
7 (C)NP? x Uy = {([ba(b3 — b1) « ba(b3 — 1) « by, [by : b)) = [y = bo] € Un} U {q} x U
Dessa forma o blow up de C' em q € dado por

C = {([ba (65 = 07) : ba(b5 = b7) = B3], by < o)) : [by : b] € P'Y.

Observemos que C é isomorfo a P*. Dai X(é) = x(P') = 2. Observemos que
C—1'{q}) = C —{q} sio isomorfos, e que a pré-imagem de 7 ({q}) em C ¢
dada por {g} x P'NC = {(g,[1: 1)), (¢, [1 : =1])}. Logo x(C —7""({q})) = x(C —{q}).
E assim
X(C) = x(C—7""({qg}) +1
X(C) = x(m'({g})) + 1
XPH +1—x({(g,[1:1]), (g, [L: =1])})
= 241-2=1.

Sendo e a caracteristica de Euler, por tudo o que fizemos nos exemplos acima

chegamos a conclusao que

Figura 2.5: Fibras e caracteristicas de Euler.
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Capitulo 3

Contagem do niimero maximo de retas

nas quarticas nao singulares em Z°

Seja S C P? uma superficie nao singular de grau d > 4 contendo uma reta I.

Consideremos o conjunto
I;={m C S :méuma reta tal quem Nl # 0 em#1}.

Observemos que se m € [; entdo H = (I,m) é um dos planos de () (também é um
plano de €2(m)). Dessa forma a curva residual Cy do plano H = (I, m) possui m como

uma de suas componentes (ver Proposicao [1.6)).

Definigcao 3.1 Seja | uma reta contida na superficie nao singular S de grau d > 4.
Dizemos que a reta | € do primeiro tipo se existe H € Q1) tal que a curva Cy é néo
singular e

[N Cy N {pontos de inflexao da curva Cyx} = 0.

Caso contrdrio diremos que | € uma reta do sequndo tipo.

Exemplo 3.1 Consideremos a qudrtica de Schur S = Z(f) C P?, onde f = z§ —

Tox + 1wy — x5 € A. Nao € dificil verificar que S é nao singular. Observemos que

| = Z(xg,22) € uma reta contida em S, pois [ = xo(xd — 23) + zo(x§ — 23). O conjunto
Q(l) € dado por Q1) = {Hjay = Z(axo — bxs) : [a : b] € P'}. Podemos escrever Q1)

como a uniao disjunta

Q) = {Hp.a) = Z(xg — awg) : o € C} U{Huo}, onde Hyo = Z().
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3. Contagem do niimero méximo de retas nas qudrticas nao singulares em Z°¢

Vamos estudar as curvas residuais dos planos de QU(1). Para Hy, temos

SNHyw = Z(xg,f)
Z (2, wo (x5 — 7))
Z(z9,70) U Z(x9, 23 — x73)
= lUCh,

onde Cp,, = Z(xg, 73 — x3) é a curva residual no plano H,,. Podemos ver o plano

Ho = Z(x3) como o plano projetivo P? nas coordenadas xg, 1 e w3. Assim Cpy_ €
simplesmente Cy.. = Z(x3—13). Logo Cy_, € singular. Na verdade Cy_ € a unido de 3
retas, com um ponto em comum, explicitamente Cy, = Z(xg—x1)UZ(xo+ #xl) U
Z(xo+ %xl) Assim Cy_, € uma curva do tipo IV. O dnico ponto singular de Cp
éq=1[0:0:1]. Ja que Cy_ € a unido de retas, seque que Cy,, — {q} € o conjunto de
todos os pontos de inflexao de Cy_. Além disso, LN Cy_ = {q}.

Para Hy.q) = Z(xg — axg) temos que

SN H[l:a] = Z<x0 - C(x%f)

Z(xo — axg, aws(a®

fay — a) + wa(25 — 7))

Z(xo — axg, vo(a(azl — x3) + 23 — x3))
LU Z(zg — axg, oz — x3) + 23 — x3)

= 1UCh,.,

onde Cy, ., = Z(x9 — axa, —ax?

+ (a* — 1)xg + 23). Neste caso podemos ver o plano
Hi1.o) como o plano P? com as coordenadas 1, e x3. Logo a curva Cli.a) € dada por
Ciia] = Z(—axi + (a* — 1)y + 23). Sendo f, = —aa? + (o — 1)zo + 23, seque que

Chia) = Z(fa) em Hp.o). Calculando as derivadas parciais de f, obtemos

O1fo = —3ax?,
ana - 3(0&4 - 1)I%7
(93fa = 3[E:25

Logo Cpi.q) € singular se, e somente se, o = 0 ou a*=1. Para o =0 e a* = 1 temos
fo =13 — a3 e fo = 23§ — ax?, respectivamente. Isso mostra que Cr.) € Clqa], onde
«a € uma raiz quarta da unidade sao cubicas singulares. Além disso, cada uma € a
uniao de trés retas, com um ponto em comum, logo também sao do tipo IV . Por tudo
que fizemos até agora, chegamos a conclusao que a quantidade de fibras singulares do
morfismo m : S — P! ¢ 6 (wver Coroldrio . Tais fibras sao todas do tipo IV e sdo
dadas como imagens inversas dos pontos {[0 : 1], [1: 0],[1 : 1], [1 : u], [1 : w?], [1 : ©®]},

. T ’ . . g .
onde u = €'z € uma raiz primitiva quarta da unidade.
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3. Contagem do niimero méximo de retas nas qudrticas nao singulares em Z°¢

As fibras nao singulares do morfismo m sao as curvas Cp.q) = Z(fa), com o €
C —{0,1,u,u*,u3}. Vamos agora calcular a curva hessiana Hey,, de Cha) = Z(fa)-

Temos que

—bax, 0 0
Hess(f,) = 0 6(at—1)zy 0
0 0 6x3

Logo Hey,,, = Z(—63a(a* —1)z12923) = Z(212923). Os pontos de inflexio de Cy.q) $0
dadas pela intersecio Hey,,, N Clia) = Z(x1x913, fo) ( ver Teorema . Observemos
que a reta l = Z(xg,x2) em Hp.q) € dada simplesmente por | = Z(x2). Logo o conjunto

I N Cpi.a) N {pontos de inflexio da curva Cy} € dado por
[N Hc[m] NClhia = Z (19, 110973, fo) = Z(22, fo) = Z(_OM? + xg),

que € um conjunto nao vazio. Portanto a reta | = Z(xg,x2) € do sequndo tipo.

Definicao 3.2 Seja S C P? uma superficie nao singular de grau d = 4. Entdo
®(S) = {l C P*:1¢ uma reta contida em S}.

A Definicao nos permite estabelecer a seguinte particao para as retas contidas

em S
O (S5) = {retas do primeiro tipo em S} U {retas do segundo tipo em S}.

O teorema a seguir ¢ uma ferramenta indispensavel para obter uma cota superior

para a quantidade de retas numa superficie quértica nao singular.

Teorema 3.1 Sejal C S uma reta do primeiro tipo contida na superficie qudrtica ndao
singular S C P3. Entdo $1; < 18.

Demonstracao: Usando uma mudanca de coordenadas projetivas em P3, podemos
assumir que | = Z(xq,x3). Desde que [ C S, podemos assim escrever f da forma ([1.1]).

Nesse caso temos que
Q) ={Hy=Z(x3 —bxy) : b€ C}U{H = Z(x2)}.

Consideremos Hy, = Z(x3 — bzsy). Logo a curva residual Cj, do plano H, é dada por
Cy = Z(fp), com f, = bgy, + h, onde g, é dado pela divisao de g por x3 — bz, ou

seja, g = (w3 — bxo)Q + gy com gy(zo, T1,72) = g(To, T1, T, brz). No plano Hy a reta
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3. Contagem do niimero méximo de retas nas qudrticas nao singulares em Z°¢

| = Z(xq,x3) & dada simplesmente por | = Z(x5) C H,. Logo os pontos de [ N Cy, sdo

determinados pelos zeros do polinémio

@ = foli = gp(x0, 1,0) + h(xo, 21, 0).

Observemos que ¢, = 0 se, e somente se, [ C (}. Agora segue do Teorema que
| & Cy, para todo b € C. Logo ¢, # 0. Dessa forma temos que g, ¢ um polinémio
homogéneo em Clzg, 21| e grau(g,) = 3. Olhando ¢, como um polindémio na variavel
b verifica-se que grau(g,) < 1. Seja Hg, a curva hessiana de C,, He, = Z(?Lb),
onde Eb = det(0;; fv)1<ij<3, fo € Clzo,z1,22] . Observemos que f:b ¢ um polindémio
homogéneo de grau 3 em Clzg, x1,22]. Seja hy a restricao de hy a reta [, ou seja, a
intersecao de [ com a curva hessiana H¢, é dada pelos zeros de h;,. Sendo g um polinémio
homogéneo de grau 3 em Clxg, 21, 2, x3], podemos escrever g = a0m§+a1x§+agaz3+a3,
onde a; € Clxg,x1, 23] € um polindmio nulo ou homogéneo de grau i. Com essa escrita

segue que g, = agh®x3 + a1b%x3 + axbxs + as. Logo
fb = bgb + h = a0b4x§ + alb?’xg + CLQbQIQ + ba3 + h.

Para calcularmos a curva hessiana de Cj, iremos calcular as derivadas parciais de f.
Podemos ver o plano Hy como o plano projetivo P? com as coordenadas zg,z; e .
Dessa forma, calculando as derivadas parciais de 2* ordem de f, necessarias para

determinar a curva hessiana encontramos

doofy = Oooazb?za + bdooas + Auoh,

dorfo = Onarb’z3 + Ooragb®zs + bdyras + Opih,

Ooafy = Oopa1b3x3 + Dpaa2b? vy + bOgzas + yah,

Onfy = Onagbvs + bonias + Oi1h,

O1afy = O12a1b313 + O19a9b? 9 + bO12a3 + O12h,

Oaafp = 6biagze + 2010 + 263290501 + 203190201 + b20ra0+
+b229009a9 + bOasas + Oxh.

\

Dessa forma

baooag + aooh b@mag + 601h baggaé + 802h
hb = hb|l = b@mag + 801h ballaé + 811h b812aé + 812h s
baogaé + 802h b@uag + 312h 2@’163 + b282a/2 + baggag + 822h.

com a, = a;(xg,21,0), 1 < i < 3. Observemos pelos célculos acima que h, é um
polinémio homogeéneo de grau 3 em Clzg, 21], se | € He, (no caso de retas do primeiro

tipo sempre existe b tal que | € Hc,). Como um polinémio na variével b segue que
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3. Contagem do niimero méximo de retas nas qudrticas nao singulares em Z°¢

grau(hy) < 5. Notemos que ¢,(p) = 0 se, e somente se, p € [N Cy, e hy(p) = 0 se, e
somente se, p € [N H¢,. Se for h, = 0, para todo b € C. Entao [ ¢ um subconjunto de
He,, para todo b. Logo os pontos de [ N C}, seriam pontos de inflexao, pois C} ¢ nao
singular e tais pontos pertencem a Hc, (ver Teorema[A.I)). Mas como [ ¢ uma reta do

primeiro tipo devemos ter que o conjunto
[N Cy N {pontos de inflexdo de C,} = ), para algum b € C.

Assim segue que hy # 0 (como um polinémio em b). Um ponto x = [zg : x1 : x9]
pertence a [ N Cy, N He, (ou seja, x é ponto de inflexdo de Cy) se, e somente se, 9 = 0
e &' = [xg : x1] pertence a Z(qy) N Z(hy), com gy, hy € Clxg, ;] homogéneos de grau
3. Vamos procurar as solugoes @' = [1 : x1] € Z(q, hp), ou seja, as solugoes de

(1, 21) = hy(1,21) = 0. Podemos escrever

Q= és(b)l’? + @2(5)515% + @1(19)901 + éo(b),
hy = Hs(b)a3 + Hy(b)a2 + Hy(b)xy + Ho(b),

com Q;(b), H;(b) € Clzo] nulos ou de grau 3 —i. Como um polinémio em C[b] temos

que grauy(H;) <5 e grau,(Q;) < 1. Dessa forma a resultante de ¢,(1, 1) e hy(1,21) &
dada por Rg,(1,0,),hy(1,21)(21) = R(b), onde

Q3 @2 @1 @O 0
0 Qs Q2 Q1 Qy 0
0 0 Q5 Q@ Q1 Qo
Hy Hy, H Hy 0 0
0 Hy; H, Hy Hy

0 0 H; H ﬁh E’o

Notemos que R(b) = 0 se, e somente se, Z(qy(1,x1), hp(1,21)) # 0, para todo b € C,
se, e somente se, [N C, N He, # (. Mas desde que [ é uma reta do primeiro tipo, segue
que R(b) € C[b] é ndo nulo. Além disso, desde que grauy(H;) < 5 e grau,(Q;) < 1,
entao grauy(R(b)) < 18.

Para cada reta m € I}, temos que H = (I,m) € Q(l) satisfaz que H NS =1U Cyg,
onde Cy = m U Dg. A curva hessiana de Cy contém a reta m como uma de suas
componentes (ver Teorema . Neste caso segue que a intersecao de [ N m consiste
de um ponto de inflexao.

Agora pelo que fizemos acima cada raiz de R(b) determina um plano H, tal que
INCyNHe, # 0. Logo os planos H de Q(1) com H = (I, m), m € I, estao contidos nos

planos {Hy, : b ¢ raiz de R(b)}. Assim existem no maximo 18 planos do tipo H = (I, m),
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3. Contagem do niimero méximo de retas nas qudrticas nao singulares em Z°¢

com m € I,.

Com auxilio computacional chegamos a conclusao que se b € C é tal que a curva
residual Cj, determinada pelo plano H,, é a uniao de trés retas (ou seja, é do tipo I3
ou IV), entdo b é uma raiz com multiplicidade maior ou igual a 3 de R(b).

Por tudo que fizemos até agora concluimos que f/; < 18.

[ ]

Seja S C P? uma superficie ndo singular de grau d = 4 contendo uma reta [. Entao

temos as seguintes possibilidades para as fibras singulares do morfismo 7 : S — P!

’ Tipo \ Caracteristica de Fuler e ‘

Il e=1
IQ e=2
I3 e=3
11 e=2
117 e=3
1V e=4

Tabela 3.1: Tipos e caracteristica de Euler.

Denotemos por n(f;),n(II),n(I11)en(IV) acardinalidade das fibras singulares dos
tipos I, 11,111 e IV, respectivamente, do morfismo m;, com j = 1,2, 3. A caracteristica
de Euler de S é 24 (ver Exemplo 2.1). Além disso, a equagao (2.1) nos diz que
24 = >, x(C;). Juntando isso com a tabela exibida acima obtemos a importante

igualdade
24 = n(l) + 2n(l2) + 3n(1l3) + 2n(I1) + 3n(I11) + 4n(IV). (3.1)

A igualdade acima nos diz que o nimero de fibras do morfismo 7; bem como a
quantidade de cada tipo de fibra estd conectada com a caracteristica de Euler de S.
Assim conjunto I; é finito. Além disso, cada m € I, aparece como uma componente
de alguma fibra singular do morfismo 7;. Essas fibras podem ser apenas dos tipos
Iy, I3, 111 ou IV. Mas cada fibra C' do tipo I ou I1I nos da, para cada tipo, apenas
uma reta m componente, com m € [;. De modo anélogo cada fibra do tipo I35 ou IV

corresponde a trés retas em [;. Dessa forma vale que

Lema 3.1 Seja l € ®(S) com 81, > 12. Entao existem ly,ls,l3 € I} tais que 1,1y, 15,13

sao coplanares.
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3. Contagem do niimero méximo de retas nas qudrticas nao singulares em Z°¢

Demonstracao: Suponhamos por absurdo que nao existem [y,ls,l3 € I; tais que
[,11,l5,l3 sao coplanares. Nesse caso temos que o numero de fibras singulares do
morfismo m; dos tipos I3 ou I'V é zero, ou seja, n(I3) = n(IV) = 0. Logo pela Equagao

(3.2) temos que

Além disso, pela Equacao temos
24 = (1) + 2n(z) + 3n(Ls) + 2n(I1) + 3n(I11) + An(IV).

Assim 24 = n(Iy) + 2n(l2) + 2n(I1) 4+ 3n(I11). Mas isso nos conduz a

24 = n() +2n(ly) +2n(I1) + 3n(II1)
> 2n(ly) +3n(1I1)
> 2(n(ly) +n(l1))
> 24,
O que é um absurdo. [ ]

Lema 3.2 Se ly, 1,1z, 13 € ®(S) sdo coplanares. Entao
10(S) = 4, + 80, + 80, + 10, — 8.

Demonstracao: Seja H = (ly, ;). Como ly, 1,5 e I3 sdo coplanares entdo lo Uls C H.
Dessa forma H NS = Iy Ul; Ul Uls. Afirmamos que ®(S) = I, UL, U I, U I,. De
fato, seja m € ®(S). Temos as seguintes possibilidades: m C H ou mN H = {p}. Caso
m esteja contida em H, entdo m C SN H. Logo m € {ly,1,ls,l3}. Assim m € [}, para
algum i = 0,1,2,3. Caso m N H = {p}. Entao, intersectando com S essa igualdade,
obtemos

{p}=mnNl)U(mnl)U(mnly)U(mnls).

Logo p € l;, para algum ¢ = 0, 1,2, 3. Portanto m € I;,, para algum ¢ = 0, 1, 2, 3. Dessa
forma concluimos que ®(S) = I, U I, U I}, U I,.

Seja fl =1, —{lo,l1, 12,13}, com i = 0,1,2,3. Notemos que ﬁj; =tl,—3,0<i<3.

Observemos que E N ]Alj = (), se i # j. De fato, suponhamos que [ ¢ {ly,l1,12,13} e,
por exemplo, [ € I}, N [;,. Dai lNly = {po} e INl; = {p1}. Se p1 # po, entdo aretalé a
reta determinada por p; e po. Logo | C H = (I, ;). Entdao Il C HNS =g Ul Ul Uls.
O que nos conduz a um absurdo. Caso p; = py = p, entdo Iy N, = {p}. Assim, como
S é nao singular, temos [ C T,S e, pela Proposicao T,S = H = (ly,l;). O que

também nos leva a um absurdo.
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3. Contagem do niimero méximo de retas nas qudrticas nao singulares em Z°¢

Temos que ®(S5) = flo U fll U fb U fl?) —{lo, 11, 12,13} Logo

3 3

10(S) =) th, —124+4=> 4, -8
=0 =0
|

A proposigao a seguir serd bastante importante para continuarmos o nosso estudo.

Proposigao 3.1 Seja | € ®(S) uma reta do 2° tipo. Entio exatamente uma das

condicoes ocorre:

1. Existem exatamente 4 fibras singulares de m; que consiste de 3 retas, ou seja, 4
fibras sao do tipo I3 ou IV. Nesse caso g1, = 12.

2. Ezistem exatamente 5 fibras singulares de m que consiste de 3 retas, ou seja, b
fibras sao do tipo I3 ou IV. Além disso, n(Iy) € {0,1}. Nesse caso t1; € {15,16}.

3. Eristem exatamente 6 fibras singulares de m que consiste de 3 retas, ou seja,
6 fibras sao do tipo I3 ou IV. Além disso, n(lz) € {0,1,2}. Nesse caso I, €
{18,19,20}.

Demonstragao: Ver Proposicao 4.1 e sua demonstracao em [14]. |

Corolario 3.1 Seja l C S uma reta do sequndo tipo. Entao existem ly,ly,l3 € I tais

que 1, 11,1y e l3 sao coplanares.

Demonstracgao: Usando a Proposicao [3.1] obtemos que o morfismo m; possui alguma
fibra do tipo I3 ou IV (na verdade possui no minimo 4 fibras desses tipos). Seja

[y Uly Ul3 uma fibra do tipos I3 ou IV. Entao [,1, s e I3 sao coplanares. [

Definigao 3.3 Seja Z o conjunto das superficies qudrticas nao singulares S C P tais

que a terceira condicao da Proposicao |3.1) € verificada.

Uma superficie quartica nao singular S pertence a Z, se existe [ C S reta do
segundo tipo tal que m; possui exatamente 6 fibras singulares que consiste de 3 retas.
Por exemplo a quartica de Schur (ver Exemplo [3.1]) pertence a Z.

No teorema principal do nosso trabalho mostraremos que toda superficie quartica
nao singular em P? que nio pertence ao conjunto Z contém no maximo 64 retas. Na
verdade, para superficies em Z o resultado também é verdadeiro, mas sua verificacao
requer ferramentas que nao dispomos. Na referéncia principal do nosso trabalho [14]

esse resultado é demonstrado para superficies em Z.
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O teorema a seguir ¢ um resultado importante na demonstracao do nosso resultado.
Sua demonstragao encontrasse num famoso artigo do matemaético irlandés George
Salmon (1819-1904).

Teorema 3.2 Seja S C P? uma superficie nao singular de grau 4. Entao existe F € A

homogéneo de grau 20 tal que
SNZ(F)={xeS:31cCPreta tal que (I,5), > 4}.

Demonstragao: Ver [15]. n
Fixada uma superficie quartica nao singular S, a superficie Z(F') garantida pelo
teorema acima serd chamada de superficie de Salmon.
Suponhamos que [ seja uma reta contida na quartica nao singular S. Entao para
cada ponto p € [ vale que ([, S), = co. Logo | C Z(F'). Ou seja, toda reta contida em
S também estd contida em Z(F').

Vamos precisar também do seguinte fato:

Teorema 3.3 O nimero de retas contidas na superficie S C P3 de grau 4 disjunta

dois a dois € no mdrimo 16.
Demonstracao: Ver [12]. n
Corolario 3.2 Seja S uma superficie de grau 4, entao ${l € ®(S) : [, = 0} < 16.

Teorema 3.4 (Teorema principal) Seja S C P? uma superficie qudrtica ndo singular
de grau 4. Se S ¢ Z entao 4P(S) < 64.

Demonstragao: Caso ®(S) = () entdo nao hd o que provar. Suponhamos que

®(S) # (). Entao temos as seguintes possibilidades:
1. Existe [ € ®(S) do segundo tipo.
2. Toda reta [ € ®(S) é do primeiro tipo.

Caso 1: Nesse caso pelo Corolario [3.1] existem [q, 15,13 € I; tais que [,l;,ls e I3 sao
coplanares. Se, para algum i = 1,2,3, [; for do 1° tipo, entao, pelo Teorema [3.1
segue que §I;;, < 18. Se [; é do segundo tipo, entdo, pela Proposicao [3.1} segue que
81, € {12,15,16}. Concluimos assim que

81, <16 e #I, < 18,i=1,2,3.
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Assim, pelo Lema [3.2] segue

HO(S) = #4370 tl, — 8
< 16+ 3.18 — 8 = 062.

Caso 2: Suponhamos que toda reta contida em S é do primeiro tipo. Vamos dividir
esse caso em mais dois subcasos.
Caso 2.1: Existem [, 1y, (5, [3 retas coplanares contidas na superficie .S. Nesse caso,

pelo Teorema [3.1], vale que §I; < 18 e £1;, < 18, com i = 1,2, 3. Novamente pelo Lema

[3.2) temos que
10(S) = #h+ >, il — 8
< 184 -8=064

Caso 2.2: Suponhamos que nao ha trés retas coplanares em S. Nesse caso vale que
para toda reta [ € ®(S) o morfismo 7 nao possui fibras singulares do tipo I3 ou I'V.
Assim as fibras singulares de 7, que contém retas, sao do tipo I ou I1I. Pelo Lema

segue que £I; < 12. Podemos escrever ®(S) como a unido disjunta

Se {l:1; # 0} =0, entao ®(S) = {l : I, = 0}. Segue pelo Corolario [3.2| que o niimero
maximo de retas disjuntas em S é 16, ou seja §{l € ®(S) : I, = 0} < 16. Portanto
4B(S) < 16 < 64.

Suponhamos agora que {l : I; # 0} # (). Entao existe m € I, para alguma [ € ®(.5).
Sendo H = (m, 1), segue que HNS = (m,l) NS =1UmU Cy,,, com Cj,, uma conica
nao singular. Vamos dividir novamente esse estudo em mais dois casos:

Caso 2.2.1: Existe m € [;, onde [ € ®(S), tal que C,, ndo esta contida em Z(F),
onde Cj,, é a curva residual do plano (I,m) e Z(F) ¢ a superficie de Salmon (ver

Teorema [3.2).

Sendo I, m, L3, ..., L, retas em S entao vale que
SNZ(F)=1lUmULgU...UL,UD,

onde D tem dimensao 1, ver teorema 7.2 de [9]. Logo intersectando a igualdade acima

com C},,, obtemos que
ComNZ(F)=(INClm)U(mMmNCplm)U(LsNCpm)U...U (LN Cry) U(DNCyp).

Como Cj,,,, [ e m sao coplanares, temos que [NC),,, e mN ), consiste de 1 ou 2 pontos.

Além disso, L; N C},, é vazio ou um conjunto unitario, para 3 < j < k, e DNCy,,
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¢ vazio ou um conjunto finito de pontos, pois Cj,, ndo esta contido em Z(F'). Agora
grau(Z(F)) =20 e grau(C,,) = 2 e como C;,,NZ(F) = C,,,N(Z(F)NH) ¢ dada pela
intersegao de curvas planas, segue pelo teorema de Bezout que #(Cy,,, N Z(F)) < 40.
Seja I¢,,, = {L € ®(S) : LN Cyy # 0}. Pelo que fizemos acima chegamos a conclusao
que f(I¢,,, —{l,m}) < 36.

Afirmamos que ®(S) = [;UI,,Ul, .. Com efeito, dado L € ®(S5)se L C H = (I, m),
entdo L =1 ou L =m. Caso LN H = {q}, entdo {q¢} = (LN U(LNm)U(LNCpp).
Logo L € [y ou L € I, ou L € I¢, . Assim ®(S) C [;U L, U ¢, ,,. Obtemos assim que
®(S) pode ser escrita como a unido disjunta ®(S) = LU I,,, U (I¢,,, — {I,m}).

$0(S) = £ + i1, + t(Ig,,, — {l,m})
< 12412+ 36 =60 < 64.

Caso 2.2.2: Para qualquer m € [}, onde [ € ®(5), tem-se que Cj,, esta contida em
Z(F), onde Z(F) é a superficie de Salmon (ver Teorema [3.2)).

Lembremos que ®(S) ={l: [, =0} U{l: [; # 0} é uma unido disjunta e também,
pelo Corolario 3.2 que 4{l € ®(S) : I, = 0} < 16. Seja

C={{L,M}:L,Me®(S),L+MeLnNM +# 0}

Para cada {L, M } € C temos que o plano H = (L, M) satisfaz que HNS = LUMUCY, p,
onde Cp p € uma conica nao singular. Escrevamos C = {{Ly,M1},...,{L,, M,}} e
C; para a conica residual nao singular do plano H; = (L;, M;),1 < i < p. Nesse caso
C; C Z(F), para todo i = 1,..., u. Consideremos P = {(L, M) : {L, M} € C}. Entdo
#P = 2u. A projegiao na primeira coordenada p; : P — {l € ®(S) : I, # 0} ¢
sobrejetiva. Logo #{l € ®(S) : [, # 0} < 2u. Dessa forma @ (S) < 16 + 2pu.

Notemos que, se ®(S) = {ly,...,l}, entdo podemos escrever
Z(F)NS=4LU...ULUC,U...uC,UDU...UD,,

como a decomposigao em componentes irredutiveis de Z(F)N.S. Pelo teorema de Bezout

em P3( ver Teorema 7.7 de [9]), obtemos que

80 =20.4= my(Z(F),S)grau(ly) + ... +my, (Z(F),S)grau(ly)
+ me, (Z(F), )grau(C'l) -+ me, (Z(F),S)grau(C,)
+ X mp,(Z4(F),S)grau(D; )

Assim 80 = S°F my, (Z(F),S) + 232" me,(Z(F),S) + r, onde r > 0. Dai obtemos
que 80 = k + 2u + 7. Por outro lado §®(S) < 16 + 2u. Se tivermos p < 25, entao
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1P(S) < 64. Agora caso u > 25, entdo —2u < —50. Logo 80 — 2u < 30. Mas isso
implica que k£ 4+ r < 30. O que nos da k < 30.

Em todo caso chegamos a conclusao que §®(S) < 64. Como queriamos mostrar.

20



Apéndice A

Hessiana de uma curva plana e

resultados afins

Neste apéndice trabalhamos vérios conceitos e resultados que serao utilizados ao
longo dessa dissertacao. Tentamos ser o mais didaticos possiveis. De modo que o
leitor que nao tiver conhecimentos destes fatos possa encontrar nesse apéndice um

bom material de apoio.

A.1 Reta tangente, multiplicidade de intersecao de

uma reta com uma curva e pontos de inflexao

Defini¢ao A.1 Seja C = Z(f) C P? uma curva projetiva reduzida de grau d, com
f € Clzg, x1,x2]. Seja p € C um ponto nao singular de C. Definimos a reta tangente a
C em p por

T,C = Z (0o f(p)xo + O1f(p)x1 + 02 f (P)T2) ,

onde estamos escrevendo 0;f para denotar Of /0x;.

Como p € C' é um ponto nao singular alguma das derivadas parciais é nao nula,
logo > 0;f(p)x; € um polindomio de grau 1. Além disso, como os polinomios dados
pelas derivadas parciais sao homogéneos de mesmo grau ou nulos, tem-se que a reta
T,C esta bem definida, ou seja, independe da escolha do representante do ponto p em
P2,

Lema A.1 Seja C = Z(f) C P? uma curva e | é uma reta contida em C. Sep €1 é

um ponto nao singular de C. Entao | = T,C.

Demonstragdo: Suponhamos que | = Z(L), onde L = apxg + a1 + agwy €

Clxo, z1, 5] ¢ um polindmio nao nulo homogéneo de grau 1. Como | C C = Z(f),
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entdo f = L.g, onde g € Clxg, z1, x5]. Por hipotese p € [ é um ponto ndo singular de

C, segue disso que p ¢ Z(g). Calculando as derivadas parciais de f obtemos

Aplicando as derivadas calculadas acima no ponto p encontramos que 9; f(p) = a;g(p),

para i = 0, 1,2. Portanto, como g(p) # 0,

T,C = Z(aog(p)wo + arg(p)z1 + azg(p)w2) = .

m
Seja [ C P? uma reta. Dados dois pontos distintos [u] e [v] de [, tem-se que a reta

[ possui equacao paramétrica dada por

I ={lau+ Bv] € P?:[a: p] € P'}.

Com essa escrita estamos considerando a reta [ como sendo a projetivizagdo P(IV)
do subespago W = [u,v] de C3. Assim, o ponto p pertence a [ se, e somente se, existe
[ : 8] € P! tal que p = [au + Bv].

Dessa forma se u = (ug, u1,us) € v = (vg, v1,v2) temos que [au + Bv] € INZ(f) se,

e somente se, f(aug+ Pvg, auy + Bvy, aus + fug) = 0. Consideremos o polindémio
F(a, B) = f(aug + Bvo, auy + Bur, aug + Bug) € Cla, f].

Vemos que F' é um polindémio nulo ou homogéneo de grau d, onde o grau de f é d, e
que as raizes de F' nos d&o os pontos de interse¢ao de [ com Z(f). No caso em que o
polinémio F' possui grau d ele admite uma fatoracio em fatores lineares, ver [20] , da

forma

k
F(a,B) = H(bia—aiﬁ)mi, comm; >lemy+---+mp=d (%)

i=1
sendo p; = [a; : b;] € P! as raizes distintas de F' em PL.

Exemplo A.1 Seja C = Z(f), onde [ = x3 — 1125 € Clxg, z1, 73], e | = Z(x).
Entao os pontos de intersecao de C' com | sao obtidos calculando os zeros do polindomio
F(xy,29) = f(0,21,29) = z123. Escrevendo F = (1.z; — 0.29)(0.21 — (=1)x2)%. Os
pontos [0 : 1],[1 : 0] € P! sdo os zeros de F' com my = 1 e my = 2, respectivamente.

Encontramos assim, os pontos [0:0: 1] e [0:1:0] como pontos comuns de C e .

Proposicao A.1 Seja |l = Z(L1) uma reta e seja C = Z(f) uma curva de grav d em
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P2 Sel & C entao INC = {p1,...,p,}; onde p; # p; para i # j e existem inteiros
m; > 1 bem determinados pela sequinte condicao: se'l' € uma mudanca de coordenadas
projetivas tal que ToL1 = ¢ entao

T

(Te f)(0, 21, 29) = H(bixl — a;x2)™, com z:mZ =d,
i=1

i=1
onde T'(p;) =[0:a;: b, parai=1,..r.

Demonstragao: Ver [20)]. |

Definicao A.2 A multiplicidade (ou indice) de interse¢io da reta | com uma curva
C = Z(f) no ponto p € P? é definida por

oo, sepelcC

(LCp=9q 0, p¢l
m;, se p= [a;u+ bv

com | = {[lau+ fv] € P*: [a: B] € P'} C C e m; determinado em ().

A proposicao anterior nos mostra que a definicio acima nao depende da
parametrizacao da reta [ escolhida. Muitas vezes para facilitar o calculo da
multiplicidade de uma reta [ com uma curva C' num ponto p podemos aplicar uma
mudanca de coordenadas projetivas adequada para tornar a reta [ na reta Z(xs), por
exemplo. Dado f € C[zg,x1,25] um polindomio homogéneo de grau d. Escrevendo f

como um polindmio na variavel x,
d d—1
f= fory + fixy™ +---+ fa,

onde f; € Clzg, z1] sdo polinbmios homogéneos e grau(f;) = i, se f; # 0. Entdo para
calcular a intersecao de C' = Z(f) com | = Z(x3) basta encontrar os zeros de f;. Se
fa = 0 entdo o polindémio f é um miltiplo de x5 o que implica que [ C C. Caso
fa # 0 temos f; € Clz, x1] homogéneo de grau d, que possui d raizes, contando com a

multiplicidade em P!.

Corolario A.1 Seja C C P? uma curva de grau d > 1 e | uma reta nao contida em C.

Entao o nimero total de pontos de intersecao de C e l, contando com multiplicidade,

éd.

A multiplicidade de interse¢do de um ponto p € C' = Z(f) com a reta tangente
T,C desempenha um papel importante na teoria a seguir.

Uma importante identidade é a seguinte:
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Proposicao A.2 (Fdrmula de Euler) Seja f € Clxg, x1,z3] um polindmio homogéneo
de grau d, entao

xoaof + .Tlalf + x282f = df

Demonstracao: Ver [5]. n

A proposicao acima nos mostra que dado um ponto nao singular p € C, entao
p € T,C. Dessa forma a multiplicidade de intersecao de uma curva com sua reta
tangente num ponto nao singular nunca é zero. Formalmente, temos o seguinte

corolario:
Corolario A.2 Seja p € C = Z(f) um ponto nao singular. Entao (T,C,C), > 1.

Proposi¢ido A.3 Sejap € Sing(C) el uma reta passando por p, onde C = Z(f) C P?

é uma curva. Entao (1,C), > 2

Demonstracgdo: Seja | = {[au + fv] € P? : [a : ] € P'} uma reta passando
por p = [u] = [ug : uy : ug]. Com essa parametrizagdo o parametro do ponto p é
[1:0]. Como p é um ponto singular de C, entdo f tem grau maior ou igual a 2. Seja
F(a, B) = f(aug + Pvg, auy + Puy, aug + fug). Se tivermos F' = 0 entao [ C C, o que
nos da (I,C'), = oco. Suponhamos agora que ! ndo estd contida em C. Calculando as

derivadas parciais de F' com respeito a a e aplicando no ponto (1,0) temos

0aF(1,0) = 0o f(p).uo + O f(p).ur + 02 f (p).u2 = 0,

pois p é ponto singular de f. De modo analogo temos a derivada parcial de F' com
respeito a 3 em (1,0) é zero. Portanto [1 : 0] é ponto singular de F), logo é um zero de

I e podemos escrever
k
F(a, 5) mOHba—alﬁ i com m,; > 1.
=1

Suponhamos que mg =1 e que Hle(bi& — a;8)™ nao é divisivel por 5. Agora

k k

OpF = — H(b,—a —a;3)™ + (=)0 H(bia —a;p)™

i=1 i=1

i1 0" = 0. O que & um absurdo. Portanto

F(a,p) = (=)™ Hk [ (i — a;8)™, com mg > 2. Mostrando que (I,C'), > 2. |

Aplicando no ponto (1,0) obtemos que — [*

Definigdo A.3 Seja C = Z(f) C P? uma curva e p € C um ponto naio singular.
Diremos que o ponto p € um ponto de inflexio de C, se (T,C,C), > 3. Caso
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(T,C,C), =d, onde d = grau(f), diremos que p € ponto de inflexio total.

Observagao A.1 Seja C' = Z(f) uma curva ndao singular com f de grau 2. Entdo
C' nao possui pontos de inflexao total. Com efeito dado p € C, parametrizando T,C
pelos parametros [a : (], obtemos que F(a, ) € um polinomio nulo ou de grau 2. Caso
F seja nao nulo entao a multiplicidade mdxima de suas raizes é 2. No caso em que
F =0, resulta que T,C C C. Escrevendo T,C = Z(L), onde L é um polinomio de grau
1. A condi¢ao anterior implica que f = L.H, onde grau(H) = 1. Seque assim que f
¢ redutivel e consequentemente C' € singular. O que é um absurdo. Portanto C nao

possui pontos de inflexao.

Exemplo A.2 Vamos calcular os pontos de inflexiao de Cy = Z(z3 — x3xq) C P2

Seja | = x3—x3x9 € Clxg, 11, T2]. Nolemos que f € um polinémio irredulivel e assim
C1 = Z(f) é uma curva irredutivel. Calculando as derivadas parciais de f encontramos
Oof = 3x%,01f = —2x179, € Oof = —a%. Dai se p € P? é tal que 0;f(p) =0, 0 <1< 2.
Entao p = [0 : 0 : 1]. Assim Sing(Cy) = {[0 : 0 : 1]}. Seja p = [po : p1 : po
um ponto de Cy nao singular, entio py # 0 ou py # 0. Se for py # 0, podemos
assumir que p = [1 : py = po]. Como f(p) = 0 seque que pips = 1. Assim py = pi%
podemos assumir que p = [p? : p} : 1]. A reta tangente a Cy em p = [p? : p} : 1]

e

-

T,C, = Z(Bp‘llwo — 2p‘;’x1 — p‘fxg). Nesse caso temos uma parametrizacao dada por

2 p2 )

Tpcl = —X + —fEQ T1 @ Tof ¢ [Il Z$2] elP .
3p1 3

Assim para encontrar os pontos de interse¢cao de Cy com T,Cy bem como a sua

multiplicidade devemos calcular os zeros do polindmio F(xy,x9) = f(gplxl +

2
%xg,xl,:l:g). Fazendo os cilculos encontramos que

23 7 2p s
(1) F(xy,29) = T 3x:f 323:1 9+ 72 = 2_*_3; 3

Temos que F # 0 e como o ponto p = [p} : p} : 1] € C; NT,C1, seque que o polindémio
F admite uma fatoracdo da forma F(xy,35) = (v1 — pixe)(Bx1 — axs)(yry — 019),
onde [a : B],[6 : v] € PL. Para que o ponto p seja um ponto de inflexdo devemos ter
F(xy,m9) = Mxy — pixo)3, com X € C\ {0}, ou seja

(2) F(z1,29) = /\( 3p1m1x2 + 3P1$1$2 pﬁg)

Iqualando as expressoes (1) e (2) obtemos as sequintes relagoes para o coeficiente de x

e 131y de F encontramos

%)



A. Hessiana de uma curva plana e resultados afins

(3) A= 2o (1) —3r= =
3p? 32
De (4) seque que A\ = ﬁ. Igualando esse resultado a (3) obtemos % = 33—7]313 O que
nos leva ao absurdo 8 = 7. Concluimos assim que p = [1 : py : p3] nao € ponto de

inflexao de C.

Suponhamos agora que py # 0. Podemos assumir que po = 0, pois o caso py # 0 jd
analisamos acima. Neste caso o pontop é p=10:1:0]. A reta tangente a Cy em p é
dada por T,Cy = Z(—x2), que possui parametrizacio T,Cy = {[xo : 21 : 0] : [xo: 2] €
P'}. E assim temos que F(xg,x1) = f(x0,21,0) = x3. Logo (T,C1,C1), = 3 € assim
p=1[0:1:0] € o tnico ponto de inflezio de C}.

Exemplo A.3 Vamos também calcular agora os pontos de inflexio de C' = Z(xo(z2 —
T179)) C P2 Seja f = xo(x2 — x112). Calculemos inicialmente as singularidades de C.

As derivadas parciais de f sao

(1) a()f = 3[L‘3 — X1T9,
(2) O1f = —mwoxs,
(3) (92f = —XoT1-

Os pontos singulares p = [xg : x1 : x9| de C satisfazem 0;f(p) = 0, para i =
0,1,2. Assim por (3) devemos ter xo = 0 ou x; = 0. Caso xy = x; = 0, entdo
p =10:0: 1], e como tal ponto satisfazem as equagdes acima temos assim que

p=1[0:0:1] € Sing(C). Se xg = 0 e x1 # 0, entao por (1) devemos ter x5 = 0.
Dessa forma p = [0 : 1 : 0] € Sing(C). Observemos que a equacio (1) igual a zero,
395(2) — x129 = 0, nao admite uma solugcio com xq # 0 e x1 = 0. Portanto concluimos
que Sing(C) = {[0 : 0 : 1],[0 : 1 : 0]}. Seja p = [po : p1 : p2] € C um ponto nao
singular. Mas f(p) =0 < py = 0 ou p3 — pips = 0.

Se for po = 0, entao p = [0 : py : p2]. Como estamos tomando p ¢ Sing(C) seque
que p1 # 0 e pa # 0. Notemos também que o ponto p = 1[0 : py : po] €l = Z(z9) C C.
Logo pelo Lema temos que T,C = Z(xy). Logo como T,C C C, temos que
(T,C,C), = co. Mostrando que todo ponto p = [0 : x1 : 3], com x1z2 # 0, € ponto de
winflexao de C.

Suponhamos que py # 0, entao podemos assumir que o ponto p tem coordenadas
homogéneas p = [1 : p1 : po|. Além disso, como 1 = pips, e logo py = p%' Temos

que Oof(p) = 2,0, f(p) = —p%,@gf(p) = —py. Portanto a reta tangente a C' em p tem
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equagio T,C = Z(2zx — pilxl — p1x2). Consideremos agora a paramentrizag¢io de T,C

1
']I‘pC: {|:2—mx1+%1'2:x1:x2:| :[xl ZZEQ] G}P’l}.

Novamente para encontrar as raizes bem como a multiplicidade de T,C' com C

devemos calcular as raizes de F(xy,x9) = f(%xl + By, 11, 12). Fazendo os cdlculos

encontramos que

3 1 D1 pi
(4) F(x1,x9) = 8_]%’ — 8—plx3x2 — gxlxg + glxg

Observemos que F # 0. Como p = [1:p, : L] € T,C NC, entdo [p; : pil] é raiz de

p1
F. Para que o ponto p seja ponto de inflexdo devemos ter F(xy,xo) = )\(pilxl — p122)3,

para algum A € C — {0}, ou seja,

A o 3A .
(5) F(x1,29) = ]?x‘f - Emf@ + 3A\p1z125 — Apias.
1
Igualando os coeficientes de xi nas expressoes (4) e (5) encontramos X = . Mas
1

igualando os coeficientes de x2xy encontramos X = O que nos conduz a um absurdo.

24
Portanto o ponto p nao é ponto de inflexao de C.

A.2 A curva Hessiana de uma curva C e Alguns

resultados

Observemos que se f € Clxg,x1, 23] ¢ um polinémio homogéneo de grau d entdo
0if, 1,5 =0,1,2, é também um polinémio homogéneo e no caso nao nulo possui grau
d—2.

Definicao A.4 Seja C C P? wma curva algébrica projetiva definida pelo polinémio
homogéneo f € Clxg, x1,xs], de grau d > 3 . A matriz simétrica, 3 por 3, Hess(f) =
(055 f) é chamada matriz Hessiana de f . No caso em que det(Hess(f)) € um polindomio

nao nulo entdo a curva Hessiana de C é Ho = Z(Hy), onde

Hy = det(Hess(f)) = det ((91»3»]“)@].:07172 .
Note que se f ¢ um polinémio de grau d, entao H; ¢ um polinémio homogéneo e se
H; # 0, entao Hy tem grau 3(d — 2). Em particular, se d = 2 entao Hy é sempre um

polinoémio constante. A matriz Hessiana Hess(f) = (0;;f) de f é bastante utilizada
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em anéalise para descobrir quando um ponto critico de f é um ponto de maximo ou de

minimo. O fato dessa matriz ser simétrica decorre do teorema de Schwarz.

Exemplos A.1 1. Seja f = 23 + 23 + 25 € Clzg, 21, x2]. Entao

Hf = det

o o W
o v o
N O O
Il
o0

Assim Ho = Z(Hy) = 0.

2. Seja f = xoxi(xo + 1) € Clzg, 21, 22]. Entdo

2£L'1 2(£L'0 + $1) 0
Hy =det | 2(xo+ 21) 27 0| =0.
0 0 0

Logo Ho = Z(Hy) = P2

3. Seja f = TgT1T2 € (C[Io, xq, 1’2]. FEntao

0 To T1
Hf = det o 0 xg = 2w01122.

ry 29 O
Logo He = C, onde C = Z(f) C P2
4. Seja C' = Z(f), onde f = x3 — 22xy € Clxg, 21, 22). Temos que H; = —24zo23.
Entao,

CNHg = Z(x) — 2973, —24x071) = {[0:1:0],[0:0: 1]}

No exemplo mostramos que [0 : 0 : 1] € o dnico ponto ponto singular de C' e
que [0 : 1: 0] € seu unico ponto de inflexdo. O fato de C N He consistir de tais
pontos nao € uma coincidéncia. Mais adiante estudaremos um pouco mais sobre

1550.

Uma propriedade interessante da curva Hessiana He de uma curva C = Z(f) é

descrita no lema abaixo.
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Lema A.2 Se T' ¢ uma mudanga de coordenada projetivas, entao ToH; e Hr,; sao
maultiplos um do outro por uma constante nao nula, ou seja, Ho € invariante por

mudancas de coordenadas projetivas.

Demonstracao: Para encontrarmos Hr, s temos que calcular as derivadas parciais de
Tof (w0, 21, 22) = f(T (20,21, 22)). Escrevendo [T71] = (a;;), com 0 <4, j < 2, temos

que

Tof(wo, x1,20) = f (Z Qoili, Z a1iTi, Z a2ixi> = f(p), comp =T~ (o, x1,22).
Dessa forma, para todo 0 < j < 2, segue que
0;(Tuf)(wo, w1, 22) = Do f(p)agj + Orf (p)ay; + Dof (p)az; = > 0if (p)aij.

Derivando a igualdade mais uma vez com respeito a x; obtem-se

2 2 2
ki (To f) (2o, 21, 2) = ag; Z Oio.f (P)aik + a1 Z O f(p)aik + az; Z Oz f (p)ain-
1=0 =0 1=0

Notemos agora que o termo calculado acima é o elemento by; da multiplicacao das
matrizes [T'|'Hess(f(p))[T~']. Mais explicitamente,

Qoo Q10 Ag0 aoof (P) amf (p) aozf (p) Qoo Qo1 aop2
apr a11 G921 . 810f(P) o f(p) amf(p) . ayp Q11 G12 = Hess(T.f).
Qo2 Q12 Q22 O f (p) O f (P) O f (P) Qgp G21 Q22

Logo,

Hr,¢(T(p)) = det[T~"*Hy(p) = det[T™" T H; (T (p)),

e portanto Z(Hy, ) = Z(TJHy). n

Estamos com o intuito de provar que a curva hessiana H¢ tem a propriedade de que
a intersecao desta com a curva C' consiste de pontos de inflexao e dos pontos singulares
da curva C. Mas antes disso precisamos de mais alguns resultados.

O lema abaixo mostra algumas outras formas alternativas de se calcular o polinémio
Hy.

Lema A.3 Seja f € Clxg, 1, 2], homogéneo e grau(f) = d. FEscrevendo f; =
82‘]6, fz‘j = 8”f Entdo
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A. Hessiana de uma curva plana e resultados afins

B fo fi fe q— nf fi [
Hy = det | fo fu fa = 72 det | (n—=1)fi fu fa
for fiz [ " (n— 1)f2 fiz f

Demonstracao: Aplicando a formula de Euler para o polinémio f; temos que

2 2
(d=1)f; = fiiwj =) fiz;.
=0 =0
Agora multiplicando a primeira linha de Hess(f) por zy obtemos

xofoo $0f01 xofoz

OCOH(?SS(F) = fio fn fi2
f20 fa1 fa2
Somando a primeira linha com a segunda linha vezes x; mais a terceira linha vezes
obtemos:
Moo foiti i futi Yoy faii (d=1)fo (d=1)fi (d—1)f
ﬂUon = f10 f11 f12 = flO f11 f12

f20 f21 f22 f20 f21 f22

Mostrando a primeira igualdade. Para mostrar a segunda igualdade procedemos de
modo andlogo, usando as colunas em lugar das linhas . Ou seja, multiplicamos a
primeira coluna por zy e depois somamos com a multiplicacao da segunda coluna vezes
21 mais a terceira coluna multiplicada por x,. Usando novamente a formula de Euler
obtemos o resultado desejado.

Corolario A.3 Todo ponto singular p de C = Z(f) é um ponto de Ho = Z(Hy), ou
seja, Sing(C) C He.

Demonstragao: Seja p = [py : p1 : p2] um ponto singular de C. Caso py # 0 entao
usando a formula obtida no Lema segue que a primeira linha da matriz Hess(f) no
ponto p é nula e portanto Hy(p) = 0. Caso py = 0, entdo aplicando uma mudanga de
coordenadas projetivas, T : P? — P2, de modo que a = T'(p) = [ag : a1 : as] € tal que
ag # 0. Desde que mudanca de coordenadas projetivas preserva pontos singulares, segue

que a ¢ ponto singular de T(C) = Z(T,f). Assim podemos usar o mesmo raciocinio
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anterior para obter que Hr, ¢(a) = 0. Mas, pelo Lema , temos que
T(Hc) =T(Z(Hy)) = Z(T.Hy) = Z(Hr,p).
Portanto a € T(H¢). Logo Hf(p) = 0. Portanto Sing(C) C He. n

Lema A.4 Sejap = [po : p1 : po] € C = Z(f) C P? um ponto nao singular, onde
f € Clxg,x1,220). Seja L = Z(L,) a reta tengente de C' em p. Entdo existe uma
mudanca de coordenadas projetivas my : P> — P? com mp(p) = [1 : 0 : 0] e
ToL, = 5.

Demonstragao: SejaT; : C2 — C? um automorfismo tal que T3 (po, p1, p2) = (1,0,0).
Assim a mudanca de coordenadas projetivas my, satisfaz mq, (p) = [1 : 0 : 0]. Seja
L' = apxo + a1 + asxs, onde L' = T1,L,. Comop' =[1:0:0] € Z(L') concluimos
que ag = 0. Logo L' = a1z + asxs, onde a; # 0 ou ap # 0. Se a; = 0 segue o resultado
desejado. Suponhamos que a; # 0. Dai os polinémios L', xg € x5 sdo linearmente

independentes. Dessa forma existe 75 : C> — C? automorfismo tal que

Thewg = 2o
Thewy = 13
TQ.L/ = T9.
Observemos que mr,([1:0:0]) = [1:0: 0] se, e somente se, mz—1([1:0: 0]) =

[1:0:0]. Escrevendo [Ty '] = (a;;), onde 0 < i,j < 2. Temos que Th,7 = 7, implica
que Y agr; = To, € assim agy = 1,a190 = agp = 0. De modo analogo de Th,zo = 7,
decorre que as; = 1 e agy = age = 0. Agora da terceira equacao do sistema acima

Too(a1m1 + asxs) = o, resulta que

aiayo + QAo209) — 0
a1a11 + aga9; = 0

a1a12 + A2Q929 — 1.

Usando que asy = 0 e a; # 0, pelas equacgoes acima, vemos que a;g = 0. Logo

1 0 0
[Tzil] = 0 ann ar , COMl Q21 7é 0.
0 1 0

Assim mp,([1 : 0 : 0]) = [1 : 0 : 0]. Definindo 7" = Ty o T}. Temos que T é um
automorfismo de C3. Além disso, pelo que fizemos acima, vemos que a mudanca de

coordenadas projetivas my satisfaz as propriedades desejadas.
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Lema A.5 Seja C' = Z(f) C P2, com f € Clxg, 11, 22] homogéneo de grau d > 3, uma
curva tal que p=[1:0:0] € C — Sing(C). Suponhamos que C' ndao contém retas e que
a reta tangente de C em p é T,C = Z(x3). Entio 2 < k = (T,C,C), < 0o, e podemos
escrever

f = 229(z0, 21, T2) + 2¥h(21, 22), com g(p) # 0 e h(p) # 0.

Demonstracao: Comop =[1:0:0] € C = Z(f), entdo f € Z(p) = (x1,x2). Assim
dividindo f por z obtemos f = zog(zg, 21, 22) + h(o, 21). Notemos que h(zg, z1) ¢ um
polinémio néo nulo, pois T,C' = Z(z3) nao estd contida em C, ja que C nao contém
retas. Temos que h € (1, z2)\ (x2), e segue disso que podemos escrever h = zh(xo, 1),
com xy { h(xg,x1). Notemos que x1 1 h < h(1,0) # 0. Dessa forma f pode ser escrito

como

f = mag(xg, 1, 29) + 7 h(x0, 1), € h(p) # 0.

Assim para encontrar os pontos de interse¢ao de C' com T,C temos que calcular os zeros
de F(zg,21) = ah(xg,x1), € como o ponto p’ = [1 : 0] ndo é um zero de h(zg, ).

Segue que n = k = (T,C, C). Logo obtemos a escrita
f = 229(x0, 71, 29) + 2¥h (70, 21), k = (T,C,C) e h(p) # 0.
Calculando as derivadas parciais de f encontramos as equagoes

Oof = 2009 + ¥,
alf = 272819 + kl’lfilh + x’f(?lh,
Oof = g+ 220a9.

Temos que k > 1 ( ver corolario|A.2)), e como 0, f(p) = 0, pois T,C = Z(z2), segue que
k > 2. Novamente como T,C = Z(x3) segue que 0y f(p) = g(p) # 0. Como queriamos
mostrar.

Proposi¢ido A.4 Seja C = Z(f) C P?* uma curva de grau d > 3. Entio C C H¢ se,

e somente se, C' € a uniao de retas. Mais precisamente:
1. Se C contém uma reta l, entao | C He.
2. Seja I' C C' uma componente irredutivel. Se I' C He, entao I' € uma reta.

Demonstracgao:
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Para mostrar a veracidade do item 1, suponhamos que a curva C' = Z(f) contém
uma reta L. Entao aplicando uma mudanca de coordenadas projetivas, podemos
assumir que L = Z(x). Como L C C, entao f = xog. Dai, f; = z0g; € fi; = 0gij, para
i,j = 1,2, onde f; = 0;f,9; = Oig, fij = Oi5f e gij = Oig. Dai, pelo Lema [A.3] segue
que

df i fa dzog Togr  Zog2

xgHF =(d-1) (d=Dfi fu fa |= (d—1) (d—=1)zog1 Togi1 Togar | = JUSA,
(d=1f2 fiz foo (d—=1)z092 Tog12 Togoe

onde A é o determinante cujas entradas sao g, g;, eg;;, com 7,7 = 1,2. Portanto

L C He.

Para provar 2, suponhamos por absurdo que I' ¢ uma componente irredutivel de C
que nao é uma reta com I' C He. Seja p € I' um ponto nao singular de C. Aplicando
uma mudanca de coordenadas projetivas podemos assumir que p =[1:0: 0] e que a
reta tangente a C' nesse ponto ¢ T,C = Z(x2). Dessa forma temos que f € (z1,23). Se
T,C C C, entao f = xag, com g € Clxg, 1, x2] homogéneo de grau maior ou igual a 2.
Dai C' = Z(x3) U Z(g). Intersectando ambos os lados dessa igualdade com I' obtemos
'=TNZ(x))U(I'NZ(g)). Como I' é irredutivel segue que I' = Z(z5) ou I' C Z(g).
Como estamos assumindo que I ndo é uma reta, entdao devemos ter I' C Z(g). Mas
p=1[1:0:0] € I'nNZ(xs), 0 que nos da p € Z(g) N Z(x2) C Sing(C). O que é um
absurdo. Agora se T,C nao esta contida em C, entdo, usando o Lema [A.5], podemos

escrever

[ = w29(x0, 1, 22) + xlfh(xbﬂfz)a com g(p) # 0 e h(p) # 0.

Fazendo vérios célculos, com auxilio computacional, encontramos que
Hy =det Hess(f) = x2g(xo, 1, 22) + x’fﬂ%(xo, x1), com %(p) # 0.

Seja C =T UCiU...UCp e Ho = I'U Hy U...U H; a escrita em componentes
irredutiveis de C' e Hc, respectivamente. Como p € C'—Sing(C) e p € Ho— Sing(He),
ep e, entdop ¢ C; e p ¢ Hj, para todo 1 < i < k, 1 < j < [. Entao as
propriedades da multiplicidade de intersegdo, entdo vale que (7,C,C), = (17,C,I'),
e (1,C, He), = (1,C,T),. Logo k = (1,,C,C), = (1,C,He)py =k — 2 < k. O que é um
absurdo.

Teorema A.1 Seja C = Z(f) C P? uma curva de grav d > 3 que ndo contém retas.
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Entao um ponto p € C' € um ponto de inflexdo, se e somente se, p € He.

Demonstracao: Seja p € C' = Z(f) um ponto nao singular. Sabemos que aplicando
uma mudanca de coordenadas projetivas adequada (ver o Lema podemos assumir
que p=[1:0:0] e que a reta tangente a C nesse ponto ¢ T,C = Z(z3). Como C nao
contém retas segue que T,C ndo esta contida em C, ou seja, que x5 1 f. Entdo usando
o Lema podemos escrever

f = 229(20, 71, 29) + 2Vh(21, 23), com g(p) #0, h(p) #0e 2 < k= (T,C,C) < cc.

Escrevamos g = bxgl_l + (bixy + b2x2)x§‘2 +...,eh= agxg_k + alxg_k_lxl + ...

Como ¢g(p) # 0 e h(p) # 0, entdo vale que b # 0 e ag # 0. Calculando as derivadas

parciais 0;; f necessarias para o calculo de Hy; obtemos:

(

doo.f = 220009 + x}O00h,

Oorf = 120019 + k¥ Oph + 28001 h,

Oo2.f = Oog + 120029,

Onf = 290119 + k(k — )2t 2h + 2ka* 201 h 4 2¥0y, h,
O] = O1g + 220129,

Oga | = 2029 + 90229.

\
Observemos que se k = 2, entdo 011 f(p) = 2h(1,0) = 2a9 # 0, e se k > 3 tem-se
011 f(p) = 0. Logo,

0 0 (d—1)b
Hy(p) = Hy(1,0,0) = det 0 duflp) @ = —(d = 1)’0*011 f (p)-
(d — 1)b aq 2b2

Lembremos que b = ¢(1,0,0) # 0 e que d > 3. Portanto, H;(p) = 0 se, e somente se,
k > 3 se, e somente se, p é ponto de inflexao de C.

Corolario A.4 Seja C C P? uma curva de grau d > 3 que nao contém retas. Entdo

C' possui no mdzrimo 3n(n — 2) pontos de inflexao.
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Apéndice B
A resultante de dois polindmios

Consideremos dois polinémios f e g no anel de polinomios K[z], onde K é um

corpo, de grau n e m, respectivamente,

f= iaixi, g = ible
i=0 i=0

Uma pergunta natural nesse contexto seria: existe xy € K tal que f(zo) = g(xo) =
07

A pergunta acima é equivalente a decidir se f e g possuem um fator comum da
forma x — x¢, ou seja, se (x —x e(r—ux . Essa nao é uma pergunta simples

0 3 0 0

j& que para polinémios f ou g de graus maiores ou iguais a 5 nao ha uma férmula que
nos permita calcular explicitamente as raizes destes.

Vamos analisar inicialmente o caso em que n = m = 1, ou seja, dados os polindémios

f =ap+a1x e g =by+biz com coeficientes em K, procuramos x satisfazendo o sistema

ap + a1x = 0
bo + b1$ = 0.
. . ~ o bo .
O sistema acima tem solucao se, e somente se, — = b que pode ser escrito como
ai 1

det [ do @ ] = (Zobl — albo.

by by
Podemos ver o sistema anterior da forma matricial como
ap a 2 |0
b() bl Il B 0 .
Dessa forma o sistema possui uma solugao nao trivial se o determinante da matriz dos
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coeficientes dos polinomios f e g for nulo. De modo mais geral se z é uma raiz comum
de f=>"" jaix’ e g=>1"  bia'. Consideremos mais (m—1)+ (n—1) equacoes dadas

por:

Fazendo uma mudanca de variavel y; = z°, obtemos um sistema com m + n equagoes

e m + n incognitas

AnYmtn—1+ e +a0Ym—1 =0,
GnYn~+ s +aopYo =0,
binYm+n—1+ e +boYn—1 =0,

Entao o sistema acima tem solugao nao trivial quando o determinante dos coeficientes
da matriz acima é zero. A matriz transposta dos coeficientes do sistema acima é
chamada Matriz de Sylvester associadas aos polindmios f e ¢g. Essas ideias foram
introduzidas inicialmente pelo matematico Inglés James Joseph Sylvester (1814-1897).

Motivados pelo que fizemos acima temos a seguinte defini¢ao:

Definicdo B.1 Seja A um anel (comutativo com unidade) e f = Y I  ja;x’, g =

Yoo bixt € Alz]. Definimos a resultante de f e g por

Ap  Qp—1 e (on)
Qp e Qo
Qa .a
Ry, = det ne o
bm bm—l bO
bm bO
b, .. bo

determinante da matriz (n+m) x (n+m) com m linhas de a's e n linhas de b's, onde

0s espacos em branco sao preenchidos com zero.

A seguir iremos calcular alguns exemplos simples de resultantes de dois polinémios.

Exemplo B.1 Sejam f=x—1eg=2*>—1 em R[z]. Temos que f tem grau 1 e g
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tem grau 2. Sequindo a definicao acima devemos repetir os coeficientes do polindomio
f duas vezes e do polinomio g apenas uma unica vez. Dessa forma a resultante de f e

g € o determinante da matriz 3 X 3

Y
—
&

|

]

—_

|

—_

I

e}

Como iremos mostrar mais adiante nao € uma surpresa que a resultante de f e g

seja nula, pois os polindmios [ e g possuem 1 como raiz comum.

Temos um interesse especial quando A = K|z, ..., xg], onde K é um corpo. Dado
um polinoémio f € Klxy,...,zx], podemos ver f como um polinémio em uma unica

varidvel de diversas formas, ou seja,

f e (K[xy,..,xpa])|aw] = ... = (Klxg, ..., z5_1])[z1].

Na situagdo acima é util escrever Ry (x;) para denotar a resultante de f e g como
polindmios na variavel x; com coeficientes em K|xy, ..., 2;—1, Tit1, ..., Tg). Assim, neste

caso, a resultante entre dois polinémios é novamente um polinémio.

Exemplo B.2 Sejam f=y—2* g=y*+2>—1 € Alyl], onde A = C|z]. Temos que
o polinémio f tem grau 1 em y e o polindmio g tem grau 2 em y. Dessa forma temos

que a resultante de f e g é:

1 22 0
Rig=Rp,(y)=10 1 22 =2t 2% -1
1 0 22-1

Algo interessante a se observar nesse momento € que se tentdssemos resolver o sistema

y — 2 = 0
y+22—-1 = 0,

podemos substituir y = 22 na sequnda igualdade, obtendo assim a equacdo v*+2%—1 =
0. Que € justamente a resultante de f e g. Ou seja, as raizes da resultante nos dao
as abscissas x dos pontos (x,y) que sao as intersegoes do circulo 2> +y? =1 com a

pardbola y = x2.

Como dissemos inicialmente iremos mostrar que a resultante é uma ferramenta
importante para verificar se dois polinémios tem alguma raiz comum. Mas antes

consideremos o seguinte lema:
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Lema B.1 Sejam f = >0 jaix’,g = Y i bz’ € Alz] polinomios nao constantes,
onde A € um dominio de fatoragdo unica. Entao mde(f,g) # 1, ou seja, os polindmios
f e g admitem um fator comum ndao constante se, e somente se, existem p,q € Alx]

com grau(p) <n —1 e grau(q) < m — 1 tais que

qf = pg.

Demonstragdo: Seja h € Alx] um fator comum nao constante de f e g. Entao
podemos escrever f = ph e g = qh, com p,q € Alz] e grau(p) < n—1e grau(q) < m—1
. Logo

af = gph = p(gh) = pyg.
Reciprocamente, se qf = pg onde grau(p) <n —1 e grau(q) < m — 1. Entao, usando
fatoracao tnica, temos que algum fator irredutivel de g é também fator de f, pois

grau(q) < grau(g). Dessa forma mdc(f, g) # 1. u

Teorema B.1 Sejam [ =Y ja;x’,g =Y 1o bz’ € Alz] polindmios, onde A é um
dominio de fatoracao inica. Entao Ry, = 0 se, e somente se, a, = by, =0 ou f e g

tém um fator comum nao constante em Alx].

Demonstracgao: Suponhamos que a, # 0. Entao pelo lema anterior, se f e g possuem

um fator comum nao constante se, e somente se, tivermos

qf = pg,

com grau(p) <n —1e grau(q) < m — 1. Escrevendo
D
q

(Uol’m_l + ...+ Um—l)- (Z ai$i> = (UOZL‘n_l + ...+ un—l)- <Z bZZL‘Z) ’
=0

=0

U™ 4 Uy

vox™ 4 Vi,

a igualdade

nos conduz, usando igualdade de polindmios, ao sistema de equagoes nas variaveis u;, v;

(

anVy - bmuO
Ap_1Vo+ apv1 = bp_1ug+ b uq
aoUm—1 = botp—1.
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Obtemos dessa forma um sistema linear nas variaveis vy, ..., Um_1,Ug, - .., Up_1. Tal
sistema admite solugcao nao trivial se, e somente se, o determinante da matriz dos
coeficientes é nulo. Mas tal determinante coincide com R, a menos de sinal. Portanto

o sistema acima tem solucao nao trivial se, e somente se, Ry, = 0. [

Corolario B.1 Sejam f,g € Clxy,...,x1]. Escrevendo f e g na varidvel xy,

f= aup+...+axp+ag
g= by’ + ...+ by + by,

Rpg(c) = Ryg(zp)(c) =0 ou

fle,zr),g9(c,xx)  admitem fator comum nao constante.

Demonstracao: Note que Ry 4(c) = Ryczp),9(car)- LOgo pelo teorema anterior segue
que Ry ,(c) = Ry4(ca, ..., cp—1) = 0 se, e somente se, a,(c1, ..., Ck—1) = b (C1, ..., Ch1) =
0 ou f(c,zx) e g(c, ) tem um fator comum nao constante em Clzy], isto é, existe

cr € Ctal que f(cq,...,cr) = glcy,..,cx) =0
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Apéndice C
Blow up

Seja X C P" um conjunto algébrico. Consideremos a colecao F = {f1,..., fx} de
polinémios homogéneos nao nulos de mesmo grau de C[zg,...,z,] . Suponhamos que
oideal (fi,..., fr) é radical e que Y = Z(f1,..., fx) é tal que o aberto U = X — Y de

X é nao vazio. A aplicacao

r: U — P!
p — [filp):. .. fu(p)],

estd bem definida e define um morfismo do aberto U = X — Y em P*~1. A imagem
de T, que denotaremos por I'p, ¢ um subconjunto de U x P¥~! que por sua vez é um

subconjunto de P* x P*~1 Explicitamente

Lr={(p.[i(p): .- filp)) eUx P ipeU=X-Y}.

Definicao C.1 Seja X C P™ um conjunto algébrico e ' = {f1,..., fu} C Clzo, ..., x,]
nas condigoes citadas acima. Definimos o blow up de X em F = {f1,..., fx} por

BlpX =T, onde esse fecho € tomado em P" x P,

Observemos que X x P*~1 & fechado em P" x P*~!, e assim que BlpX C X x PF1,
Podemos considerar a projecdo na primeira coordenada 7 : P" x P¥=! — P" restrita
a BlpX, m: BlpX — X, com m(z,b) = z. Notemos que 7 restrita a I'r define uma
bijecdo com imagem X — Y e inversa ['. Como 7 e I' sao morfismos entao segue que
I'r e X —Y sdo isomorfos. A imagem inversa 7 '(z) com z € X —Y & simplesmente
7 Hz) = (z,[fi(x) : ... fu(x)]). Quando o contexto estiver claro usaremos apenas a

notacao X para denotar BlpX.

Definigao C.2 Seja BlpX o blowup de X em F = {fi,..., fu} em : PPxPk1 — P

a proje¢io na primeira coordenada. O conjunto = YY) = 7Y Z(f1,..., fr)) €
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chamado de conjunto excepcional (ou superficie excepcional) e 7 '(X) € chamado

transformado total.

Em geral nao é facil calcular o fecho de um conjunto em um espaco topologico. De
modo particular para calcular o fecho de X C P" x P*~!, deveriamos encontrar um
conjunto dos zeros de polindomios bihomogéneos contendo X e contido em qualquer
outro fechado contendo X. Visto que essa tarefa em geral nao é simples, iremos nos
proximos resultados tentar encontrar algumas técnicas que nos ajudem a descobrir o

blow up de um conjunto algébrico X.

Lema C.1 Nas notacoes estabelecidas acima temos que
Cp={(z,[by:...:0]) €P" x P o€ X —Yebfi(x)=bfi(x),V1<ij<k}.

Demonstracao: Denotemos o conjunto da direita por Z. Dado (x,[fi(z) : ... :

fe(@)]) € Tp, como fi(x)f;(x) = fj(x)fi(z), entdo (z,[fi(z) : ... : fe(x)]) € 2.
Reciprocamente, seja (x,[by : ... : b)) € Z. Como [by : ... : b] € P*71 entdo b; # 0,
para algum ¢ = 1,... k. Suponhamos sem perda de generalidade que b; # 0. Temos

que by fi(z) = bifi(x), V1 < i < k. O que nos da fi(z) = z—lfl(x) Observemos que

nesse caso f1(z) é diferente de zero, pois z € X — Y. Dai

(ful@) .. fula)] = %fl(x) Lo Z—’Ifl(g;)] = by by,

Logo (z,[by : ... : bg]) € ['r. O que mostra a igualdade acima. [

Pelo que mostramos acima temos que BlpX = Z.

Seja ¥ = Z({yif; — yjfiti<ij<r), onde yif; — y;fi € Clzo, ..., 20,91, .., Y] sdo
polinémios bihomogéneos. Segue que ¥ é um fechado de P* x P¥~!. Pelo que fizemos

acima segue que I'r C X. Assim BlpX C X.

Teorema C.1 Seja X C P" uma variedade projetiva. Suponhamos que fi,..., fr €
Clxo, ..., x| € tal que X =Y # 0, onde Y = Z(f1,...,fr). Se fi,...,fx € uma

sequéncia reqular no anel de coordenadas de X, entao

Blp X = Z({yif; — y; fiti<ij<k), onde F = {f1,..., fu}.

Demonstracao: Ver o Lema da se¢do 2.4 bem como a observagao (iii) da se¢ao 2.5
de [7]. u

Mostraremos a seguir que o blow up de uma variedade projetiva ¢ também um

conjunto irredutivel.
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Proposicao C.1 Seja X C P" uma variedade projetiva, isto €, um conjunto algébrico
irredutivel. Suponhamos que F = {fi,..., fr} € tal que Y = Z(f1,..., fr) C X e
U=X-Y ¢ nao vazio. Entao BlpX € irredutivel.

Demonstracao: Observemos que se X é irredutivel em P" e Y é um subconjunto
fechado de X, entao X — Y é irrediativel. Com efeito, seja X — Y = F; U Fy, onde
F\,F, C X —Y sdo fechados. Temos que F; = F;N (X —Y),i = 1,2, onde F; é o
fecho de Fj em X. Dai X —Y C F} U F,. Temos assim que X = F; U (F, UY). Como
F, e F, UY sdo fechados de X e X é irredutivel, entdo X = F; ou X = F, UY. No
primeiro caso Fj = FFN(X —Y) =X N(X -Y) = X —Y. Caso seja X = F, UY,
entdio X Y = (X -YNKR)UX-YNY)=X-YNF,=F, Portanto X —Y &

irredutivel. Temos que U = X — Y e I'r sao isomorfos, onde

Te={(p,[fi(p):...: fa(p)]) EUXxP*" 1 :pcU=X-Y)}

Como U ¢ irredutivel segue que I'r é irredutivel e portanto seu fecho Blp X = Trpé

também irredutivel. m

Exemplo C.1 Vamos calcular o blow up de P? sobre o ponto p = [1 : 0 : 0] € P2
Nesse caso temos que Z(p) = (xq,x9). Observemos que x1,xo € sequéncia regular em
Clxo, x1, 12). Assim BlgP? = {([wo : 21 : o], [b1 @ bs]) € P2 x P! : byag = boxy}, onde

G = {x1,x2}. Analisando agora a projecio m : BlgP* — P? obtemos que

) = { (v, [or s @a]), sew = [wo: v i @] # .
{p} x P}, sex = p.

Observagao C.1 SejaY = Z(f1,..., fr) C P" uma variedade linear, com f1,..., fi €
Clxo, - - ., xp) polinémios homogéneos de grau 1 linearmente independentes (dessa forma

k <n+1). Sob essas condi¢oes a sequéncia f1,. .., fr € reqular em Clxy, ..., z,]|. Assim
pelo teorema seque que

BlpP" = Z({yif; — yifiti<ije<r) = {(@, [br o 2 bg]) 2 € P"eb; fi(w) — b; fi(w) = 0},

onde F' = {f1,..., fx}. Se trocarmos os geradores do ideal Z(Y") por uma outra colegdo
Ggi,...,0s de polindmios de grau 1 linearmente independentes, entao os subespacos
[fi, -, fx] € [g1,-..,9s] do espaco vetorial dos polindomios de grau 1 Clxg, -, )

sao 1guats. Dai, como essas colegoes sao linearmente independentes, seque que s = k.
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Novamente como a sequéncia ¢y, ..., gy € reqular em Clx, ..., z,| temos que
BleP" = {(z,[a1 : ...t ai]) : © € P" ea;gj(x) — a;g:(x) = 0},
com G ={g1,...,9x}. Seja T : P — P" uma mudanca de coordenadas projetivas tal

que Tof; =g, Vi=1,... k. Definamos

¢: BlgP" —s BIpP"
(z,0)  +— (T7}(2),b).

Observemos que ¢ estd bem definida, pois se b= [by : ... : by] entao

bif5(T~H () = b fi( T~ (2)) = bTo f3(x) — b Ts fi(x) = big;(x) — bjgi(x) = 0.

Além disso, 1 é um morfimo com inversa ¥ (x,b) = (T(x),b). Portanto BlpP" =
BlgP™. Por tudo que fizemos acima concluimos que o blow up de P em uma variedade
linear Y independe da escolha minima de geradores para o ideal Z(Y'). Por essa razio

escreveremos simplesmente BlyP™.

Exemplo C.2 Seja C = Z(f) C P? onde f = z3 — z120 € Clwg, 71, 72). Vamos
calcular o blow up de C no ponto p = [1 : 0 : 0], ou seja, na colegao F = {1, xs}.
Notemos que x1,x9 nao € sequéncia regular no anel de coordenadas de C'. Com efeito,

o anel de coordenadas de C ¢é

(C[x(b Z1, xQ]

<56‘§ - I1$0> '

S(C) =

Nao ¢ dificil verificar que x1 nao € divisor de zero em S(C). Mas x4 € divisor de zero

em S(C)/(x1), pois 5(C) ., S(0)

(x1) — (23)
Logo nao podemos aplicar o teorema[C.1. Temos, pelo Lema que

FF = {(33', [bl . bz]) € ]P)Q X ]P)l L= [ZL’O L X .1’2] e (C — {p} € bll'Q = bel}-

Assim devemos calcular o fecho C = Tr. Usando a aplicacio m calculada no exemplo
anterior para o blow up de P2 em p, podemos notar que T'rp = 7=1(C — {p}) e assim
C = 7 1(C —{p}). Observemos também que 7(C) = {([zo : =1 : @], [b1 : by]) :
g © 1 @ @] € Cebyzy = byxy1}. Como C = (C — {p}) U {p} € uma unidio

disjunta, aplicando =1, seque 7= 1(C) = 7= (C — {p}) Un~L(p) € também uma unido
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disjunta. Tomando o fecho na igualdade anterior e usando que pre-imagem de um
fechado por w é fechado, jd que ™ é morfismo, obtemos 71 (C) = Cu 7 t({p}). Como
7L (p) = {p} x P, entio 7 *(C) = C U ({p} x PY). Para encontrar C, lembremos que
P2 x P! = (P? x Up) U(P? x Uy), onde Uy e Uy sdo os abertos bdsicos de P'. Seque disso
que C = (P2 x Uy C)U (P2 x U; N C). Mas temos que

(O NP2 x Uy = (CU{p} x PYNP2 x Uy = (C NP2 x Uy) U ({p} x Up),
T C)NP2x Uy = (CU{p} x PHYNP2 x U; = (C NP2 x Uy) U ({p} x Uy).

Agora se ([zo: @1 1 o], [0y : ba]]) € 7 H(C) NP2 x Uy, entio by #0 e
13 — 1110 = 0,
bll’Q — bQQL’l =0.
Entao xzo = Z—f:cl, e substituindo mna primeira equacao seque que Iéx% — T1xg =
1
xl(Z—gxl —x9) = 0. Se 1 = 0, temos que x5 = 0, e assim x = p, Com [by : by] € Up.
1
Ou seja, acabamos de encontrar {p} x U. Agora se x1 # 0, entdo xy = Z—%azl. Logo
1
2 N ~
[l’o Y I Z'Q] = [Z—%xl Y I Z—?Il] = [b% . b% . blbz]. Entao CHPQ X U() = {([b% . b% .
biba], [b1 @ ba]) : [by : bao] € Up}. Procedendo de modo andlogo para n=(C) NP? x U,

encontramos que CNP2x U, = {([b2 : b2 : biby], [by : bo]) 1 [by : by] € Ui}, Portanto
C = {([b3: 6% < buba], by : ba) : [bn < bo] € P}

A curva para a qual calculamos o blow up no ponto p no exemplo anterior é
irredutivel. O lema a seguir nos d& uma ferramenta importante para calcularmos o

blow up em uma variedade X redutivel.

Lema C.2 Seja X C P" uma variedade projetiva com decomposicao em componentes
irredutiveis X = XqU.. .UXg e ' = {f1,..., fx} uma colecio de polinémios homogéneos
nao nulos de mesmo grau de Clxg,...,x,] e U = X —Y wum aberto nao vazio de X,
ondeY = Z(f1,..., fr)- EntdoX:BlFX:)zU...UE.

Demonstracao: Em nosso caso temos que I'r = {(z, [fi(z) : ... : fe(2)]) : x € U}.
Escrevendo I', = {(z, [fi(x) : ... : fa(2)]) : # € UNX;}, segue que ['p = TLU.. . UTk.
Tomando o fecho na igualdade acima encontramos X = BlpX = )A(/l U...U )A(; Como

queriamos mostrar. ]
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