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Paracompactos

por

Ronaldo César Duarte1

sob a orientação do

Prof. Dr. Daniel Marinho Pellegrino

João Pessoa – PB
Março de 2014

1Esta dissertação contou com o apoio financeiro do CNPq



 

 

                                                                      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

       
  
    D812u      Duarte, Ronaldo César. 
                           Um estudo sobre espaços paracompactos / Ronaldo César 

Duarte.- João Pessoa, 2014. 
                           146f.   
                           Orientador: Daniel Marinho Pellegrino                                   
                           Dissertação (Mestrado) - UFPB/CCEN 
                           1. Matemática. 2. Espaços topológicos.                                    

3. Paracompacidade. 4. Caracterização. 5. Seleção contínua. 
 
 
 
 
 
    UFPB/BC                                                                      CDU: 51(043) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 





“...Conhecereis a verdade e a ver-

dade vos libertará.”(João. 8:32)
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Resumo

Neste trabalho faremos uma introdução a uma classe especial de espaços topológicos, a sa-

ber, os espaços topológicos paracompactos. A prinćıpio, veremos alguns teoremas clássicos

de caracterização de espaços paracompactos. Caracterizaremos também os espaços to-

pológicos localmente compactos e Hausdorff que são paracompactos. Por fim, mostra-

remos o celebrado Teorema de Seleção Convexo-Valuada, que garante que um espaço

topológico X que é T1 é paracompacto se, e somente se, para todo espaço de Banach Y ,

toda função semicont́ınua inferiormente

φ : X −→ 2Y

x 7−→ φ(x),

com φ(x) não vazio, convexo e fechado para todo x ∈ X, admite uma seleção cont́ınua.

Palavras-chave: Paracompacidade, Caracterização, Seleção Cont́ınua.
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Abstract

In this paper we will introduce a special class of Topological Spaces, namely the paracom-

pact topological spaces. At first, we look at some classical characteriztion theorems of

paracompact spaces. We also characterize the locally compact Hausdorff spaces which are

paracompact. Finally, we prove the celebrated Convex-Valued Selection Theorem, which

ensures that a topological space X which is T1 is paracompact if and only if for every

Banach space Y , every lower semi-continuous function

φ : X −→ 2Y

x 7−→ φ(x),

with φ(x) non-empty, closed and convex for all x ∈ X, admits a continuous selection.

Keywords: Paracompactness, Characterization, Continuous Selection.
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Introdução

Nesta dissertação, faremos uma breve introdução ao estudo de uma classe especial

de espaços topológicos, a saber, os espaços topológicos paracompactos. Este conceito foi

apresentado pela primeira vez em [3] no ano de 1944, como uma generalização de com-

pacidade, sendo publicados, após isto, vários outros resultados em matemática sobre esse

tema, notavelmente nas áreas de Topologia e Análise Funcional. Um espaço topológico de

Hausdorff é paracompacto se possui a seguinte propriedade: Toda cobertura aberta deste

espaço possui um refinamento aberto localmente finito. Apresentaremos alguns resultados

em torno deste conceito.

Nosso trabalho está dividido da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1 estudamos alguns resultados topológicos, que o leitor poderá encontrar

em livros básicos de Topologia. Se o leitor for familiarizado com Topologia, então poderá

começar o estudo deste trabalho pelo segundo caṕıtulo, sem grandes perdas. Para o leitor

que não tem familiaridade com Topologia, recomendamos fortemente o estudo do primeiro

caṕıtulo como pré-requisito para os caṕıtulos seguintes. Neste caṕıtulo, apresentamos

também uma introdução à Aritmética Cardinal, que nos dará condições para mostrar que

a classe dos espaços localmente compactos e Hausdorff não está contida na classe dos

espaços topológicos paracompactos.

No Caṕıtulo 2, introduziremos o estudo dos espaços topológicos paracompactos.

Neste caṕıtulo, apresentaremos algumas caracterizações para esta propriedade topológica

e exemplos de espaços topológicos paracompactos, em particular, mostraremos que todo

espaço métrico é paracompacto. Veremos neste caṕıtulo que o produto de espaços to-
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pológicos paracompactos nem sempre é paracompacto e daremos uma condição suficiente

para que o produto de dois espaços topológicos paracompactos possa vir a ser paracom-

pacto.

No Caṕıtulo 3, apresentaremos uma condição necessária e suficiente para que um

espaço topológico localmente compacto e Hausdorff seja um espaço topológico paracom-

pacto. Ainda neste caṕıtulo, daremos um exemplo de um espaço topológico localmente

compacto e Hausdorff que não é paracompacto.

No Caṕıtulo 4, estudaremos um pouco da Teoria de Seleção Cont́ınua, introduzida na

matemática por Ernest Michael na década de 50. Apresentaremos, neste caṕıtulo, como

principal resultado o Teorema de Seleção Convexo-Valuada, publicado por Ernest Michael

em 1956 e que nos dá por um lado mais uma caracterização para os espaços topológicos

paracompactos e, por outro lado, a existência de seleções cont́ınuas para funções semi-

cont́ınuas inferiormente com certas propriedades, definidas em espaços paracompactos.

Veremos algumas consequências deste teorema, como uma generalização do Teorema de

Bartle-Graves.

Finalmente, o Apêndice A é dedicado a apresentar alguns resultados necessários para

o que pretendemos fazer nos caṕıtulos 2,3 e 4. Os apêndices A.1, A.2 e A.3 são destinados

para introduzir módulos projetivos e mostrar que um módulo é projetivo se, e somente

se, este módulo possui uma base projetiva. Nos apêndices A.4 e A.5, enunciamos alguns

resultados básicos de Análise Funcional e conjuntos convexos, respectivamente, usados

durante o texto. O Apêndice A.6 é destinado ao estudo de séries em espaços normados,

que nos dará condições para demonstrarmos o Teorema de Seleção Convexo-Valuada.



Caṕıtulo 1

Resultados Iniciais

1.1 Topologia Geral

Nesta seção apresentaremos uma coletânea de definições básicas de topologia que

serão utilizadas durante o texto.

Definição 1.1. Seja X um conjunto não vazio. Uma topologia em X é um subconjunto

τ do conjunto das partes de X, que satisfaz:

• ∅, X ∈ τ .

• Se {Uλ}λ∈I é uma coleção de conjuntos em τ , então
⋃
i∈I Ui ∈ τ .

• Se U1, U2, ..., Un são conjuntos em τ , então
⋂n
i=1 Ui ∈ τ .

Um conjunto X munido de uma topologia τ é chamado de espaço topológico. Indi-

caremos o espaço topológico formado por X e τ por (X, τ). Quando não houver dúvida,

indicaremos um espaço topológico (X, τ) simplesmente por X. Se X é um conjunto não

vazio, são exemplos de espaços topológicos, (X, {∅, X}) e (X,P (X)), onde P (X) é o

conjunto das partes de X. Os elementos de τ são chamados de abertos. Um conjunto

A ⊂ X é uma vizinhança de x ∈ X se existe um aberto Ax tal que, x ∈ Ax ⊂ A; neste

caso, dizemos também que x é um ponto interior a A. Indicaremos o conjunto dos pontos
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interiores a A por int(A). O leitor não terá dificuldade em verificar que A é aberto em

um espaço topológico X se, e somente se, A = int(A).

Sejam (X, τ) um espaço topológico e Y ⊂ X um subconjunto não vazio de X. O

conjunto abaixo define uma topologia em Y :

R(τ) := {A ∩ Y ;A ∈ τ} .

Chamaremos esta topologia de topologia relativa de Y induzida pela topologia de X.

Definição 1.2. Seja (X, τ) um espaço topológico. Um subconjunto B de X é dito fechado

se X −B é aberto.

Definição 1.3. Seja (X; τ) um espaço topológico e seja A ⊂ X um subconjunto de X.

Dizemos que x ∈ X é um ponto aderente a A se todo aberto que contém x intercepta A.

O conjunto dos pontos aderentes a A será chamado de fecho de A e será denotado por A.

Proposição 1.1. Sejam (X, τ) um espaço topológico e E ⊂ X. Então E é fechado se, e

somente se, E = E.

Demonstração: Suponha que E é fechado e considere x /∈ E. Neste caso X − E é uma

vizinhança aberta de x que não intercepta E, consequentemente x /∈ E. Portanto E = E.

Suponha agora que E = E. Então para cada x ∈ X−E temos x /∈ E. Logo, por definição

existe uma vizinhança aberta de x que não intercepta E e portanto X −E é aberto. Isto

completa a prova.

Definição 1.4. Seja X um espaço topológico. Um subconjunto A ⊂ X é denso em X se,

para todo aberto não vazio C ⊂ X tem-se A ∩ C 6= ∅.

O leitor não terá dificuldade em perceber que A é denso em X se, e somente se,

X = A.

Definição 1.5. Seja (X, τ) um espaço topológico. Um conjunto β de abertos de X é

chamado de base para a topologia τ se todo conjunto aberto é a união de conjuntos em β.

Neste caso, diremos que β gera a topologia τ e chamaremos os elementos de β por abertos

básicos.
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Definição 1.6. Sejam (X, τ) e (Y, δ) dois espaços topológicos. A topologia produto no

produto cartesiano X × Y é a topologia que tem como base o conjunto

{U × V ⊂ X × Y ;U ∈ τ e V ∈ δ} .

Exemplo 1.1. Seja S o conjunto dos números reais não negativos e considere β :=

{[a, b); a, b ∈ S}. O conjunto abaixo é uma topologia em S:

η :=

{⋃
λ∈I

Vλ; I é um conjunto e Vλ ∈ β ∀λ ∈ I

}
.

É fácil verificar que η é fechado para uniões arbitrárias e que S e ∅ são elementos de

η. Sejam V1, ...., Vn elementos de η. Suponha que Vj :=
⋃
λ∈Ij [aλ, bλ), para todo j ∈

{1, 2, ..., n} e defina I :=
∏n

j=1 Ij. Então,

n⋂
j=1

Vj =
n⋂
j=1

⋃
λ∈Ij

[aλ, bλ)


=

⋃
(λ1,...,λn)∈I

[
n⋂
p=1

[aλp , bλp)

]

=
⋃

(λ1,...,λn)∈I

[max {aλ1 , ..., aλn} ,min {bλ1 , ..., bλn}).

Portanto, η é uma topologia em S que tem como base a coleção β.

Seja X um espaço topológico. Uma cobertura de um conjunto A ⊂ X é uma famı́lia

{Uλ}λ∈I de subconjuntos de X tais que A ⊂
⋃
λ∈I Uλ. A cobertura é dita aberta (fechada)

se cada Uλ é um conjunto aberto (fechado) e é finita se o conjunto {Uλ;λ ∈ I} é finito.

Um refinamento de {Uλ}λ∈I é uma cobertura {Vλ}λ∈J de A tal que para cada λ ∈ J

existe λ0 ∈ I satisfazendo Vλ ⊂ Uλ0 . Um refinamento é dito aberto (fechado) se for uma

cobertura aberta (fechada). Uma subcobertura de {Uλ}λ∈I é uma cobertura {Wλ}λ∈J de

A tal que {Wλ}λ∈J ⊂ {Uλ}λ∈I . Uma subcobertura é dita finita se for uma cobertura

finita.
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Definição 1.7. Seja (X; τ) um espaço topológico. Um subconjunto B de X é compacto se

toda cobertura aberta de B possui uma subcobertura finita. Se X for compacto em (X; τ),

então diremos que X é um espaço topológico compacto.

Definição 1.8. Seja (X, τ) um espaço topológico. Uma famı́lia {Aλ}λ∈I de subconjuntos

de X é localmente finita se para cada x ∈ X, existe uma vizinhança de x que intercepta

apenas uma quantidade finita de conjuntos da famı́lia, ou seja, existe uma vizinhança Vx

de x tal que o conjunto {λ ∈ I;Aλ ∩ Vx 6= ∅} é finito.

Proposição 1.2. Seja X um espaço topológico e {Vλ}λ∈I uma coleção localmente finita.

Então para cada compacto K ⊂ X, o conjunto

{λ ∈ I;Vλ ∩K 6= ∅}

é finito, ou seja, K intercepta apenas uma quantidade finita de conjuntos desta coleção.

Demonstração: Sejam K um compacto e {Vλ}λ∈I uma coleção localmente finita em X.

Para cada x ∈ K existe uma vizinhança aberta V (x) de x tal que o conjunto

{λ ∈ I;Vλ ∩ V (x) 6= ∅}

é finito.

A coleção {V (x)}x∈K é uma cobertura aberta de K que por sua vez é compacto.

Logo, existe uma subcobertura finita de {V (x)}x∈K . Seja {V (x1), V (x2), ..., V (xn)} esta

subcobertura finita. Então

{λ ∈ I;K ∩ Vλ 6= ∅}

⊂

{
λ ∈ I;

n⋃
i=1

V (xi) ∩ Vλ 6= ∅

}

=
n⋃
i=1

{λ ∈ I;V (xi) ∩ Vλ 6= ∅} .

Como vimos acima, este último conjunto é finito. Portanto K intercepta somente uma

quantidade finita de elementos da coleção {Vλ}λ∈I .
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Proposição 1.3. Sejam X um espaço topológico e {Vi}i∈N uma cobertura aberta de X.

Então existe um refinamento localmente finito {Ai}i∈N de {Vi}i∈N tal que Ai ⊂ Vi, para

todo i ∈ N.

Demonstração: Para cada j ∈ N, defina

Wj :=

j⋃
i=1

Vi.

É claro que {Wi}i∈N é uma cobertura aberta de X. Ponha W0 = ∅ e defina para cada

i ∈ N,

Ai := Wi −Wi−1.

Note que a famı́lia {Ai}i∈N cobre X. De fato, se x ∈ X então o conjunto

{n ∈ N;x ∈ Wn}

é não vazio, pois {Wi}i∈N cobre X. Seja nx o menor elemento desse conjunto. É fácil ver

que x ∈ Anx .

Para cada i ∈ N,

Ai = Wi −Wi−1 =
i⋃

j=1

Vj −
i−1⋃
j=1

Vj ⊂ Vi,

ou seja, {Ai}i∈N é um refinamento de {Vi}i∈N com Ai ⊂ Vi, para todo i ∈ N.

Resta-nos provar que {Ai}i∈N é uma famı́lia localmente finita. Para isto, seja x ∈ X

e considere nx um natural tal que x ∈ Wnx . Veja que Wnx é uma vizinhança aberta de

x e ainda, para todo i > nx, temos pela definição de Ai que Wnx não intercepta Ai. Isto

mostra que esta famı́lia é localmente finita.

Definição 1.9. Seja X um conjunto. Uma ordem parcial ≤ em X é uma relação (ver

definição em [5]) tal que, para todos x, y, z ∈ X

1. x ≤ x;
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2. Se x ≤ y e y ≤ x então x = y;

3. Se x ≤ y e y ≤ z então x ≤ z.

Se a, b ∈ X, então escreveremos a < b para indicar que a ≤ b e a 6= b.

Definição 1.10. Seja X um conjunto. Uma ordem total em X é uma ordem parcial ≤

em X tal que, para todos x, y ∈ X temos x ≤ y ou y ≤ x.

Definição 1.11. Seja (X, τ) um espaço topológico. Uma coleção {Aλ}λ∈I ⊂ X é ordem

localmente finita se existe uma ordem total ≤ no conjunto I tal que, para cada λ ∈ I a

famı́lia {Aδ; δ ≤ λ} é localmente finita.

Definição 1.12. Seja X um conjunto não vazio. Uma métrica em X é uma aplicação d,

definida em X ×X e tomando valores reais não negativos, que satisfaz:

• d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y;

• d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), para todos x, y, z ∈ X;

• d(x, y) = d(y, x), para todos x, y ∈ X.

Sejam x ∈ X, d uma métrica em X e denote para cada r ∈ R,

B(x, r) = {y ∈ X; d(x, y) < r} .

Então, {B(x, r);x ∈ X, r ∈ R} gera uma topologia em X. Diremos que esta topologia

foi induzida pela métrica d. Um conjunto munido de uma métrica é chamado de espaço

métrico. Durante o texto, consideraremos em um espaço métrico, a topologia induzida

pela métrica deste espaço.

Considere o espaço vetorial Rn. A aplicação

d : Rn × Rn −→ R

((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) 7−→
(
(x1 − y1)2 + ...+ (xn − yn)2) 1

2
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define uma métrica em Rn, que na literatura matemática é conhecida como métrica eu-

clidiana. Esta métrica induz uma topologia em Rn, que chamaremos ao longo do texto

de topologia em Rn induzida pela métrica euclidiana.

Durante o texto, denotaremos também o conjunto {x ∈ X; d(x, y) ≤ ε} simplesmente

por B(y, ε).

Definição 1.13. Seja (X, τ) um espaço topológico. Uma sequência em X é uma função

f : N→ X. Indicaremos uma sequência f : N→ X em X por {xn}n∈N, onde xn = f(n)

para todo n ∈ N.

Definição 1.14. Seja (X, τ) um espaço topológico. Uma sequência {xn}n∈N em X con-

verge para a ∈ X se para toda vizinhança U de a existir n0 ∈ N tal que, para todo n > n0

temos xn ∈ U . Neste caso, indicaremos xn → a.

Definição 1.15. Seja X um espaço com uma métrica d. Uma sequência {xn}n∈N é de

Cauchy com relação a d se para todo ε > 0 existir n0 ∈ N tal que, se n,m > n0 então

d(xn, xm) < ε.

Definição 1.16. Seja X um espaço com uma métrica d. Um subconjunto B de X é

completo com relação a métrica d se toda sequência de Cauchy em B converge para um

ponto de B.

Definição 1.17. Um conjunto I é dito ser dirigido se existe uma relação ≤ em I que

satisfaz, para todos λ1, λ2, λ3 ∈ I,

1. λ1 ≤ λ1;

2. Se λ1 ≤ λ2 e λ2 ≤ λ3, então λ1 ≤ λ3;

3. Se λ1, λ2 ∈ I então existe λ4 ∈ I tal que λ1 ≤ λ4 e λ2 ≤ λ4.

Definição 1.18. Seja X um espaço topológico. Uma rede em X é uma função P : I → X,

onde I é um conjunto dirigido. Indicaremos uma rede P : I → X simplesmente por

{xn}n∈I , onde P (n) = xn para todo n ∈ I.
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Definição 1.19. Seja (X, τ) um espaço topológico. Uma rede {xn}n∈I em X converge

para a ∈ X se para toda vizinhança U de a existir n0 ∈ I tal que, para todo n0 ≤ n temos

xn ∈ U . Neste caso, indicaremos xn → a.

Proposição 1.4. Seja (X, τ) um espaço topológico e E ⊂ X. Então, x ∈ E se, e somente

se, existe uma rede em E que converge para x.

Demonstração: Se x ∈ E, então para cada vizinhança aberta B de x escolha xB ∈ B∩E.

Seja K := {B ∈ τ ;B é vizinhança de x}. Defina ≤ como segue. Para todos A,B ∈ K,

A ≤ B ⇔ B ⊂ A.

O conjunto K com ≤ é dirigido. Logo {xB}B∈K é uma rede e vê-se facilmente que

esta rede em E converge para x. A outra implicação é imediata.

Lema 1.1. Sejam (X, τ) um espaço topológico e x ∈ X tal que, {x} /∈ τ . Então, existe

uma rede {xn}n∈I em X, com xn → x e xn 6= x para todo n ∈ I.

Demonstração: Por hipótese X − {x} não é fechado. Logo X − {x} = X. Pela Pro-

posição 1.4, existe uma rede {xλ}λ∈I em X − {x} que converge para x. Isto completa a

prova.

Exemplo 1.2. Seja S = {x ∈ R;x ≥ 0} e considere a topologia em S que tem como base

o conjunto

{[a, b); a, b ≥ 0}

Considere em S × S a topologia produto. Então, S × S satisfaz as hipóteses do Lema 1.1

para todo x ∈ S × S.

Definição 1.20. Sejam (X; τ1) e (Y, τ2) dois espaços topológicos e x ∈ X. Uma aplicação

f : (X, τ1) → (Y, τ2) é cont́ınua em x se para todo A ∈ τ2, com f(x) ∈ A, existe B ∈ τ1

com x ∈ B e tal que f(B) ⊂ A. Dizemos também que f é cont́ınua se f é cont́ınua para

cada x ∈ X.
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Proposição 1.5. Sejam X e Y dois espaços topológicos. Uma aplicação f : X → Y é

cont́ınua em x ∈ X se, e somente se, para toda rede {xn}n∈I em X que converge para x,

a rede {f(xn)}n∈I converge para f(x).

Demonstração: Suponha que f é cont́ınua em x ∈ X e seja uma rede {xn}n∈I em X

que converge para x. Considere Vf(x) uma vizinhança aberta de f(x). Então f−1(Vf(x)) é

uma vizinhança de x e portanto existe p ∈ I tal que, para todo n ∈ I com p < n, temos

xn ∈ f−1(Vf(x)). Consequentemente, para todo n ∈ I com p < n, temos f(xn) ∈ Vf(x), ou

seja, a rede {f(xn)}n∈I converge para f(x).

Provaremos agora a rećıproca. Para isto suponha que f não é cont́ınua em x ∈ X.

Isto nos dá uma vizinhança aberta Vf(x) de f(x) com a seguinte propriedade: para toda

vizinhança aberta Vx de x, f(Vx) não está contido em Vf(x). Assim para cada vizinhança

aberta A de x escolha xA ∈ A tal que f(xA) ∈ f(A) − Vf(x). Seja B o conjunto das

vizinhanças abertas de x e considere ≤ definida da seguinte forma. Para todos A,D ∈ B,

A ≤ D ⇔ D ⊂ A.

A rede {xA}A∈B converge para x, porém {f(xA)}A∈B não converge para f(x). Portanto

f é cont́ınua em x.

Definição 1.21. Sejam (X; τ) e (X; δ) dois espaços topológicos. As topologias τ e δ são

equivalentes se as seguintes funções são cont́ınuas i1 : (X; τ) → (X; δ), com i1(x) = x e

i2 : (X; δ)→ (X; τ) com i2(x) = x.

Definição 1.22. Um espaço topológico (X; τ) é metrizável se existe uma topologia, indu-

zida por uma métrica, que seja equivalente a topologia τ .

Definição 1.23. Um espaço topológico X é dito ser de Hausdorff se para quaisquer dois

pontos x, y ∈ X existem abertos disjuntos Ax e Ay, com x ∈ Ax e y ∈ Ay.

É fácil ver que todo espaço métrico é um espaço de Hausdorff e que (X; {X, ∅}) não

é um espaço de Hausdorff. O leitor não terá dificuldade em verificar que se X e Y são
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espaços topológicos de Hausdorff então o produto X × Y , como a topologia produto, é

um espaço topológico de Hausdorff.

Definição 1.24. Um espaço topológico (X, τ) é regular se para todo fechado A e para

todo x ∈ X − A exitem abertos disjuntos U e V tais que, x ∈ U e A ⊂ V .

Lema 1.2. Seja X um espaço topológico. O espaço X é regular se, e somente se, para cada

x ∈ X e para cada vizinhança aberta U de x, existe um aberto V tal que x ∈ V ⊂ V ⊂ U .

Demonstração: Suponha que X é regular. Sejam x ∈ X e U uma vizinhança aberta de

x. Então X − U é um fechado que não contém x. Logo, existem abertos disjuntos V e

W tais que x ∈ V e X − U ⊂ W . Note que do fato de V e W serem disjuntos obtemos

V ∩W = ∅. Assim x ∈ V ⊂ V ⊂ X −W ⊂ U .

Agora suponha que para cada x ∈ X e para cada vizinhança aberta U de x existe

um aberto V tal que x ∈ V ⊂ V ⊂ U . Considere x ∈ X e F um fechado em X, com

x /∈ F . Por hipótese, existe um aberto V de X tal que, x ∈ V ⊂ V ⊂ X − F . Logo, V e

X − V são abertos disjuntos com x ∈ V e F ⊂ X − V . Portanto X é regular.

Proposição 1.6. Se X e Y são espaços topológicos regulares então o produto X × Y ,

com a topologia produto, também é regular.

Demonstração: Sejam (x, y) ∈ X × Y e U uma vizinhança aberta de (x, y). Então,

podemos escrever U =
⋃
λ∈I Vλ ×Wλ, onde Vλ é um aberto de X e Wλ é um aberto de

Y para todo λ ∈ I. Com isso, existe λ0 ∈ I tal que (x, y) ∈ Vλ0 × Wλ0 . Pelo Lema

1.2, existem abetos Ux e Uy em X e Y respectivamente, tais que x ∈ Ux ⊂ Ux ⊂ Vλ0 e

y ∈ Uy ⊂ Uy ⊂ Wλ0 . Logo,

(x, y) ∈ Ux × Uy

⊂ Ux × Uy

= Ux × Uy

⊂ Vλ0 ×Wλ0 ⊂ U.

Pelo Lema 1.2 segue que X×Y , com a topologia produto, é um espaço topológico regular.
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Exemplo 1.3. Todo espaço topológico compacto e de Hausdorff é regular. De fato, se-

jam X um espaço topológico compacto e de Hausdorff, x ∈ X e F ⊂ X um fechado que

não contém x. De F ser fechado e X ser compacto, conclúımos que F também é com-

pacto. Para cada y ∈ F , tome abertos disjuntos U(x, y) e V (x, y) tais que y ∈ U(x, y)

e x ∈ V (x, y). A coleção {U(x, y)}y∈F cobre F . Seja {U(x, yi)}ni=1 uma subcobertura da

cobertura {U(x, y)}y∈F . Então,

U :=
n⋃
i=1

U(x, yi),

V :=
n⋂
i=1

V (x, yi)

são abertos disjuntos e ainda, x ∈ V e F ⊂ U . Portanto X é regular.

Definição 1.25. Um espaço topológico (X, τ) é um espaço T1 se para quaisquer pontos

distintos x, y existe uma vizinhança de cada um dos pontos que não contém o outro.

Lema 1.3. Um espaço topológico X é um espaço T1 se, e somente se, para todo x ∈ X,

{x} é fechado em X.

Demonstração: Se X é um espaço topológico T1, então para cada y ∈ X − {x} existe

uma vizinhança aberta de y que não contém x, ou seja, y ∈ int(X − {x}). Portanto {x}

é fechado.

Provemos a rećıproca. Sejam x, y ∈ X com x 6= y. Note que y ∈ X − {x} e este

último conjunto é aberto. Portanto, X −{x} é vizinhança aberta de y que não contém x.

Analogamente existe uma vizinhança aberta de x que não contém y. Portanto X é um

espaço topológico T1.

Corolário 1.1. Se X e Y são espaços topológicos T1, então o produto X × Y , com a

topologia produto, também é T1.

Demonstração: Basta notar que, para todo (x, y) ∈ X × Y o conjunto (X × Y ) −

{(x, y)} = [X × (Y − {y})] ∪ [(X − {x})× Y ] é aberto e usar o Lema 1.3.
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1.2 Teorema da Categoria de Baire

Segundo Petersen (veja [16]) o Teorema da Categoria de Baire foi provado inicial-

mente em 1890 por Baire em [1] e também por Osgood em [15]. Nesta seção daremos

uma demonstração para este Teorema. O Teorema da Categoria de Baire será útil para o

que pretendemos mostrar nos caṕıtulos seguintes.

Definição 1.26. Seja X um espaço topológico. Um subconjunto A ⊂ X é raro em X se

int(A) = ∅.

É fácil ver que o conjunto dos números naturais é raro em R com a topologia que

provém da métrica euclidiana, e também que se M é um espaço métrico, x ∈ M e {x}

não é aberto, então {x} é raro. Mais geralmente, se (X, τ) é um espaço topológico T1 e

x ∈ X é tal que {x} /∈ τ , então {x} é raro.

Definição 1.27. Seja (X, τ) um espaço topológico. Um conjunto A ⊂ X é de primeira

categoria em (X, τ) se existe uma famı́lia enumerável de conjuntos raros {An}n∈N em X

tal que,

A =
⋃
n∈N

An.

Dizemos também que A é de primeira categoria se A é de primeira categoria em

(A,R(τ)), onde R(τ) é a topologia relativa induzida pela topologia τ .

Note que se M é um espaço métrico ou mais geralmente, se (M, τ) é um espaço

topológico T1 com {x} /∈ τ para todo x ∈ X, então todo conjunto enumerável é de

primeira categoria em (M, τ). Em particular, Q é de primeira categoria em R com a

métrica euclidiana.

Definição 1.28. Seja (X, τ) um espaço topológico. Um conjunto A ⊂ X é de segunda

categoria em (X, τ) se ele não é de primeira categoria em (X, τ). Dizemos também que

A é de segunda categoria se A é de segunda categoria em (A,R(τ)).

Seja (X,P (X)) um espaço topológico, onde P (X) é o conjunto das partes de X.
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Então todo subconjunto não vazio de X é de segunda categoria em X, já que todo

subconjunto não vazio de X possui interior não vazio.

Provaremos agora o Teorema da Categoria de Baire.

Teorema 1.1. Se X é um espaço com uma métrica d, e se A é um subconjunto completo

de X com interior não vazio, então A é de segunda categoria em X.

Demonstração: Suponha, por absurdo, que A seja de primeira categoria em X. Neste

caso, existe uma sequência {Fn}n∈N de conjuntos raros em X tal que

A =
⋃
n∈N

Fn.

Por hipótese, int(A) é não vazio e como F1 é raro, então int(A) − F1 é um aberto não

vazio de X. Considere 1 > p1 > 0 e x1 ∈ A tais que B(x1, p1) ⊂
[
int(A)− F1

]
.

Note que B(x1, p1)−F2, é um aberto não vazio, pois F2 é raro. Sendo assim, escolha

1
2
> p2 > 0 e x2 ∈ B(x1, p1) tais que B(x2, p2) ⊂

[
B(x1, p1)− F2

]
.

Recursivamente, para a n-ésima etapa, selecione B(xn, pn) com 2−n > pn > 0 e

B(xn, pn) ⊂
[
B(xn−1, pn−1)− Fn

]
.

Isto é posśıvel pois Fn é raro para todo n ∈ N. Com isso, conseguimos uma sequência

{xn}n∈N que satisfaz

A ⊃ B(x1, p1) ⊃ ... ⊃ B(xn, pn) ⊃ ...

A sequência {xn}n∈N é de Cauchy em A e como por hipótese A é completo, existe x0 ∈ A

com xn → x0. Porém, x0 ∈ B(xn, pn) para todo n ∈ N, o que implica em x0 /∈ Fn, para

todo n ∈ N. Consequentemente x0 /∈ A o que é uma contradição.

Portanto A é de segunda categoria em X.

Corolário 1.2. Todo espaço métrico completo é de segunda categoria.

Corolário 1.3. Se X é um espaço métrico completo e A ⊂ X é um conjunto de primeira
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categoria em X, então X − A é de segunda categoria em X.

Demonstração: Basta notar que se X − A fosse de primeira categoria em X, como

A por hipótese é de primeira categoria em X, então podeŕıamos escrever X como uma

união enumerável de conjuntos raros em X. Logo, X seria de primeira categoria, o que

contradiz o Teorema da Categoria de Baire.

Corolário 1.4. Seja X um espaço métrico completo tal que {x} não é aberto para todo

x ∈ X e A um subconjunto enumerável de X. Então X − A é de segunda categoria em

X.

Corolário 1.5. O conjunto dos números irracionais é de segunda categoria em R, com a

topologia induzida pela métrica euclidiana.

Exemplo 1.4. O conjunto

P := {(x, y);x, y ≥ 0 e x+ y = 1}

é completo com a topologia induzida pela métrica euclidiana de R2.

Agora, note que o conjunto H :=
{

(x, y) ∈ P ; [(x− 1)2 + y2]
1
2 ∈ Q

}
é enumerável.

De fato, basta provar que aplicação

f : H −→ Q

(x, y) 7−→ [(x− 1)2 + y2]
1
2

é injetiva. Se f(x, y) = f(z, w), então (x−1)2 +y2 = (z−1)2 +w2. Mas (x, y), (z, w) ∈ P ,

o que implica em 2y2 = 2w2 e consequentemente y = w, já que y e w são não negativos.

De (x, y), (z, w) ∈ P segue que (x, y) = (z, w).

Portanto pelo Corolário 1.4,

K :=
{

(x, y) ∈ P ; [(x− 1)2 + y2]
1
2 é irracional

}
é de segunda categoria em P .
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1.3 Lema de Urysohn

Nesta seção demonstraremos o Lema de Urysohn para espaços normais.

Definição 1.29. Um espaço topológico é dito normal se para quaisquer dois conjuntos

fechados disjuntos A e B existem abertos disjuntos C e D tais que A ⊂ C e B ⊂ D.

Provaremos no caṕıtulo 2 que todo espaço topológico paracompacto é normal. Como

consequência imediata, obteremos que todo espaço compacto e de Hausdorff é normal e

também que todo espaço métrico é normal.

Lema 1.4. Sejam (X, τ) um espaço topológico normal e dois subconjuntos fechados e

disjuntos M e N de X. Então existe um conjunto aberto L tal que M ⊂ L ⊂ L ⊂ X−N .

Demonstração: Por hipótese, existem abertos disjuntos L e W tais que M ⊂ L e

N ⊂ W . Como L e W são abertos disjuntos segue que L ∩W = ∅. Consequentemente

L ⊂ X −N . Logo M ⊂ L ⊂ L ⊂ X −N .

A seguir provaremos uma versão mais geral deste lema.

Lema 1.5. Seja (X, τ) um espaço topológico normal. Sejam M e N dois subconjuntos

fechados e disjuntos de X. Então, para todo n ∈ N, existe uma famı́lia de conjuntos abertos

Cn =
{
D(j,2n); j ∈ N, 1 ≤ j < 2n

}
tal que

1. D(j,2n) ⊂ D(j+1,2n), para todo j ∈ {1, 2, ..., 2n − 2}

2. M ⊂ D(1,2n) e D(2n−1,2n) ⊂ X −N

Demonstração: Provemos este Lema por indução sobre n. Pelo Lema 1.4, existe um

aberto D(1,2) tal que

M ⊂ D(1,2) ⊂ D(1,2) ⊂ X −N.

Seja n ∈ N e suponha que existe uma famı́lia Cn =
{
A(j,2n); j ∈ N, 1 ≤ j < 2n

}
tal que

A(j,2n) ⊂ A(j+1,2n), para todo j ∈ {1, 2, ..., 2n − 2}, M ⊂ A(1,2n) e A(2n−1,2n) ⊂ X − N .

Defina para cada j ∈ {1, 2, ..., 2n − 1},

D(2j,2n+1) := A(j,2n).
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Como M e X −D(2,2n+1) são disjuntos e fechados, assim como D(2n+1−2,2n+1) e N , temos

novamente pelo Lema 1.4 que existem conjuntos abertos D(1,2n+1) e D(2n+1−1,2n+1) tais que

M ⊂ D(1,2n+1) ⊂ D(1,2n+1) ⊂ D(2,2n+1); (1.1)

D(2n+1−2,2n+1) ⊂ D(2n+1−1,2n+1) ⊂ D(2n+1−1,2n+1) ⊂ X −N. (1.2)

Note que, para todo j ∈ {1, 2, ..., 2n − 2}, os conjuntos D(2j,2n+1) e X − D(2j+2,2n+1) são

fechados e disjuntos, novamente pelo Lema 1.4, existe um aberto D(2j+1,2n+1) tal que,

D(2j,2n+1) ⊂ D(2j+1,2n+1) ⊂ D(2j+1,2n+1) ⊂ D(2j+2,2n+1). (1.3)

Constrúımos uma famı́lia de conjuntos abertos Cn+1 :=
{
D(j,2n+1); 1 ≤ j < 2n

}
que

por (1.1), (1.2) e (1.3) satisfazem as condições impostas em 1 e 2 no lema acima. Isto

conclui a demonstração do lema.

Lema 1.6. (Lema de Urysohn) Seja X um espaço topológico normal. Sejam A e B

dois subconjuntos fechados e disjuntos de X. Então existe uma função cont́ınua f : X −→

[0, 1] tal que f(A) = {0} e f(B) = {1}.

Demonstração: Para cada n ∈ N, considere a famı́lia Cn :=
{
D(j,2n); 1 ≤ j < 2n

}
que

constrúımos no Lema 1.5. Esta famı́lia satisfaz

1. D(j,2n) ⊂ D(j+1,2n), para todo j ∈ {1, 2, ..., 2n − 2}

2. A ⊂ D(1,2n) e D2n−1,2n ⊂ X −B

A famı́lia que constrúımos no Lema 1.5, além das condições acima, também satisfaz

D(j,2n) = D(2j,2n+1), para todo j ∈ {1, 2, ..., 2n − 1} e para todo n ∈ N. De 1 e 2, podemos

escrever

A ⊂ D(1,2n) ⊂ ... ⊂ D(j,2n) ⊂ D(j,2n) ⊂ D(j+1,2n)... ⊂ D(2n−1,2n) ⊂ X −B. (1.4)



33

Seja n ∈ N. Denote A por D(0,2n) e defina

fn : X −→ [0, 1]

x 7−→


1 se x ∈ A

0 se x /∈ D(2n−1,2n)

1− j
2n

se x ∈ D(j,2n) −D(j−1,2n), j ∈ {1, ..., 2n − 1}

A cadeia (1.4) garante que fn está bem definida. De fato, por (1.4) conclúımos que

a famı́lia
{
D(j,2n) −D(j−1,2n); 1 ≤ j < 2n

}
∪
{
A,X −D(2n−1,2n)

}
é uma famı́lia disjunta,

cuja união é X. Com isso definimos uma sequência de funções definidas em X e tomando

valores em [0, 1], a saber {fn}n∈N.

Sejam x ∈ X e n ∈ N. Suponha que x ∈ D(j,2n) − D(j−1,2n) para algum j ∈

{1, 2, ..., 2n − 1}. Então, x ∈ D(2j,2n+1) e x /∈ D(2j−2,2n+1). Consequentemente

fn+1(x) ∈
{

1− j

2n
, 1− 2j − 1

2n+1

}
(1.5)

o que implica em fn+1(x) ≥ fn(x). Se x ∈ A ou x /∈ D(2n−1,2n) é fácil ver que fn(x) ≤

fn+1(x). Logo, para todo x ∈ X a sequência {fn(x)}n∈N é monótona crescente e limitada

por 1. Portanto, para cada x ∈ X, a sequência {fn(x)}n∈N é convergente em R.

Defina

f : X −→ [0, 1]

x 7−→ lim
n→∞

fn(x).

Segue trivialmente da definição de f que f(A) = {1} e f(B) = {0}. Nos resta, agora,

provar a continuidade de f . Seja n ∈ N. Através de (1.5), para todo x ∈ X obtemos

|fn(x)− f(x)| = lim
m→∞

|fn(x)− fn+m(x)|

≤ lim
m→∞

m∑
j=1

|fn+j−1(x)− fn+j(x)|

≤ lim
m→∞

m∑
j=1

1

2n+j

(1.6)
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=
∑
j∈N

1

2n+j
=

1

2n
.

Note que, novamente por (1.4), a famı́lia

{
D(k,2n) −D(k−1,2n); k ∈ {1, 2, ...2n − 1}

}
∪
{
A,X −D(2n−1,2n)

}
é uma cobertura de X. Veja que D(k,2n) − D(k−1,2n) ⊂ D(k+1,2n) − D(k−1,2n), para todo

k ∈ {1, 2, ..., 2n − 2} eD(2n−1,2n)−D(2n−2,2n) ⊂ X−D(2n−2,2n). Além disso, X−D(2n−1,2n) ⊂

X −D(2n−2,2n) e A ⊂ D(1,2n). Logo a coleção

αn :=
{
D(j+1,2n) −D(j−1,2n); j ∈ {1, 2, ..., 2n − 2}

}
∪
{
D(1,2n), X −D(2n−2,2n)

}
é uma coleção de abertos, cuja união é X e ainda, dado Z ∈ αn, para todos x, y ∈ Z,

|fn(x)− fn(y)| ≤ 1

2n−1
. (1.7)

Seja x ∈ X. Dado ε > 0 tome n0 ∈ N tal que 1
2n0

< ε
4
. Seja K ∈ αn0 tal que x ∈ K.

O conjunto K é uma vizinhança aberta de x e ainda, por (1.6) e por (1.7) temos para

todo y ∈ K,

|f(y)− f(x)| ≤ |f(y)− fn0(y)|+ |fn0(x)− fn0(y)|+ |f(x)− fn0(x)|

≤ 1

2n0
+

1

2n0−1
+

1

2n0
=

4

2n0
< ε.

Portanto f é cont́ınua e isto completa a prova do lema.

1.4 Espaços Localmente Compactos e Hausdorff

Nesta seção apresentaremos como principal resultado, uma versão do Lema de Ury-

sohn para espaços localmente compactos e Hausdorff.

Definição 1.30. Um espaço topológico X é dito localmente compacto se todo x ∈ X
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admite uma vizinhança compacta.

Todo espaço topológico compacto é localmente compacto. Todo espaço vetorial nor-

mado de dimensão finita é localmente compacto, já que B(x, 1) é compacta, para todo

x ∈ X (Veja Teorema 1.54 de [2]).

Lema 1.7. Seja X um espaço localmente compacto e Hausdorff. Sejam K ⊂ X um

subconjunto compacto de X e D um aberto tal que K ⊂ D. Então existe um aberto E,

com E compacto e K ⊂ E ⊂ E ⊂ D.

Demonstração: Provaremos inicialmente o caso em que K = {x} para algum x ∈ X.

Sejam N uma vizinhança compacta de x e D um aberto que contém x. Pelo Exemplo 1.3,

N com a topologia induzida pela topologia de X é um espaço regular. Com isso existem

abertos relativos disjuntos U e V em N tais que,

{x} ⊂ U e N −D ⊂ V. (1.8)

Sejam U0 e V0 abertos em X tais que U = U0 ∩N e V = V0 ∩N . Defina

E = int(U).

O conjunto E é uma vizinhança aberta de x em X, já que N e U0 são vizinhanças de x

em X. Como E ⊂ N e o espaço X é de Hausdorff, segue que

E ⊂ N = N. (1.9)

Esta inclusão implica que E é compacto.

Note que E ⊂ X − V0. De fato,

E ∩ V0 = int(U) ∩ V0

⊂ U ∩ V0

= N ∩ U0 ∩ V0
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= U ∩ V = ∅.

Como X − V0 é fechado, temos E ⊂ X − V0. Logo, de (1.9) e de (1.8)

E ⊂ N ∩ (X − V0)

⊂ N ∩ (X − V )

⊂ N ∩ [X − (N −D)]

= N ∩D

⊂ D.

Com isso provamos que

{x} ⊂ E ⊂ E ⊂ D,

com E compacto.

Para o caso geral, seja K um subconjunto compacto de X e D um aberto que contém

K. Para cada x ∈ K vimos que existe um aberto E(x) que satisfaz

{x} ⊂ E(x) ⊂ E(x) ⊂ D,

com E(x) compacto para todo x ∈ X.

A coleção {E(x)}x∈K é uma cobertura aberta de K. Logo, esta cobertura possui

uma subcobertura finita {E(x1), E(x2)..., E(xn)}. Cada E(xi) é compacto, para todo

i ∈ {1, 2, ..., n} e com isso,
⋃n
i=1E(xi) =

⋃n
i=1E(xi) é compacto. Note que,

K ⊂
n⋃
i=1

E(xi)

⊂
n⋃
i=1

E(xi)

=
n⋃
i=1

E(xi) ⊂ D.
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Portanto E :=
⋃n
i=1 E(xi) é o aberto procurado.

Proposição 1.7. (Lema de Urysohn para Espaços Localmente Compactos e

Hausdorff) Seja X um espaço topológico localmente compacto e Hausdorff. Sejam K e

F dois subconjuntos disjuntos tais que K é compacto e F é fechado. Então existe uma

função cont́ınua f : X → [0, 1] tal que f(K) = {1} e f(F ) = {0}.

Demonstração: Usando o Lema 1.7 para os conjuntos K e X −F , existe um aberto E,

com E compacto, satisfazendo

K ⊂ E ⊂ E ⊂ X − F.

Aplicando novamente o Lema 1.7 para os conjuntos K e E, obtemos um aberto G satis-

fazendo

K ⊂ G ⊂ G ⊂ E.

O conjunto E é compacto com a topologia relativa induzida pela topologia de X. O

espaço topológico E é de Hausdorff, já que, por hipótese, X é Hausdorff. Logo, E com

a topologia relativa é um espaço normal. É claro que K também é fechado em E, pois

K fechado em X (X é Hausdorff) e K ⊂ E. Além disso, G é um aberto neste espaço,

pois G é aberto em X e G ⊂ E. Pelo Lema de Urysohn para espaço normais (Lema 1.6),

existe uma função cont́ınua g : E −→ [0, 1] tal que g(K) = {1} e g(E −G) = {0}.

Defina a função

f : X −→ [0, 1]

x 7−→

 g(x) se x ∈ E

0 se x ∈ X − E.

Observe que f(K) = {1} e f(F ) = {0}. Mostraremos que f é cont́ınua. Para isto,

note que a restrição de f ao aberto E de X coincide com a restrição de g a este aberto,

simbolicamente f |E = g |E . Logo, f |E é cont́ınua. Por outro lado, f restrita ao aberto

X −G é constante. Assim f
∣∣
X−G também é cont́ınua. Com isso, temos dois abertos E e
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X −G cuja restrição de f a cada um deles é cont́ınua e E ∪ (X −G) = X. Segue que f

é cont́ınua.

1.5 Aritmética Cardinal

Nesta seção, faremos uma breve introdução à aritmética cardinal. Mostraremos algu-

mas propriedades básicas dos cardinais. Admitiremos que existe uma classe de conjuntos

∆, cujos elementos chamaremos de cardinais e que satisfaz a seguinte condição: para todo

conjunto A existe um único cardinal |A| tal que existe uma função bijetiva definida em

A e tomando valores em |A|, diremos que |A| é o cardinal associado ao conjunto A. Para

a construção desta classe, veja [5]. A grosso modo, os cardinais medem o tamanho de

um conjunto. Nesta seção, admitiremos que 0 ∈ N. Aqui, não nos preocuparemos em

qual axioma do modelo axiomático de Zermelo-Fraenkel estaremos utilizando em cada

implicação lógica.

Definição 1.31. Dois conjuntos A e B são equipolentes se existe uma função g : A→ B

bijetiva.

Note que se A e B são conjuntos equipolentes, então |A| = |B|.

Se β e γ são dois cardinais distintos, então somente um dos dois conjuntos, digamos

β, é equipolente a um subconjunto próprio do outro, no nosso caso, γ (Veja [5], Teorema

14.4). Neste caso, diremos que β é menor cardinal que γ e escreveremos β < γ. Dados

dois cardinais α e β, escreveremos α ≤ β para indicar que α < β ou α = β. Se α, β e γ

são cardinais então,

1. α ≤ α.

2. Se α ≤ β e β ≤ α então α = β (Teorema de Cantor-Bernstein. Veja Teorema 14.6

de [5]).

3. Se α ≤ β e β ≤ γ então α ≤ γ.
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Um cardinal é finito se ele é o conjunto vazio ou se existe k ∈ N − {0} tal que este

cardinal é equipolente a Ik := {n ∈ N;n < k}. Se isto não ocorre, então dizemos que este

cardinal é infinito. Denotaremos |Ik| simplesmente por k.

Exemplo 1.5. Sabemos que todo subconjunto dos naturais é enumerável. Logo, se α é

um cardinal infinito, então |N| ≤ α.

Definição 1.32. Sejam α e β dois cardinais. Se A e B são dois conjuntos disjuntos

equipolentes a α e β, respectivamente, definimos a soma de α e β e indicamos por α+ β

como o único cardinal associado a A ∪B.

A soma de cardinais está bem definida. De fato; sejam dois conjuntos A e C equi-

polentes a α e dois conjuntos B e D equipolentes β. Suponha que A e B são disjuntos e

também que C e D são disjuntos. Por definição, existem funções bijetivas f : A → C e

g : B → D. Como A e B são disjuntos, assim como C e D, a função

h : A ∪B −→ C ∪D

x 7−→

 f(x) se x ∈ A

g(x) se x ∈ B

é uma bijeção. Isto implica que |A ∪ B| = |C ∪ D|. Observe que dados dois cardinais

α e β é sempre posśıvel escolher conjuntos disjuntos C e D que sejam equipolentes a

α e β respectivamente. Já que existem conjuntos A e B que são equipolentes a α e β

respectivamente, basta tomar C := A× {1} e D := B × {0}.

Proposição 1.8. Sejam α, β, γ e χ cardinais. Então

1. α + β = β + α;

2. α + (β + γ) = (α + β) + γ;

3. se α ≤ β e γ ≤ χ então α + γ ≤ β + χ.

Demonstração: As demonstrações das igualdades 1 e 2 são triviais e não faremos neste

texto. Provaremos 3; para isto sejam A1, ..., A4 conjuntos dois a dois disjuntos e equipo-
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lentes a α, β, γ e χ respectivamente. Note que, por definição, existem um subconjunto C

de A2, um subconjunto D de A4 e funções bijetivas f : A1 → C e g : A3 → D. A função

h : A1 ∪ A3 −→ C ∪D

x 7−→

 f(x) se x ∈ A1

g(x) se x ∈ A3

é uma bijeção. Com isso

α + γ = |A1 ∪ A3|

≤ |A2 ∪ A4|

= β + χ.

Definição 1.33. Sejam α e β dois cardinais. Se A e B são dois conjuntos equipolentes a

α e β respectivamente, definimos o produto de α e β e indicamos por α · β como o único

cardinal associado a A×B.

O produto de dois cardinais está bem definido. De fato; sejam α e β dois cardinais e

suponha que os conjuntos A e C são equipolentes a α e os conjuntos B e D são equipolentes

a β. Então, existem funções bijetivas f : A→ C e g : B → D. A função

h : A×B −→ C ×D

(x, y) 7−→ (f(x), g(y))

é uma bijeção e dáı |C × D| = |A × B|. Logo o produto de dois cardinais está bem

definido.

Exemplo 1.6. Seja I2 = {0, 1}. Observe que a função

f : N× I2 −→ N

(x, y) 7−→

 2x se y = 1

2x+ 1 se y = 0
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é bijetiva. Por definição,

|N| · |I2| = |N× I2| = |N|.

Proposição 1.9. Para todos cardinais α, β, γ e χ temos:

1. α · β = β · α;

2. α · (β · γ) = (α · β) · γ;

3. α · (β + γ) = α · β + α · γ;

4. Se α < β e γ < χ então α + γ < β · χ.

Demonstração: Sejam A, B, C e D conjuntos dois a dois disjuntos e equipolentes a α,

β, γ e χ respectivamente. Provemos 1,2,3 e 4.

1. Basta notar que a aplicação

h : A×B −→ B × A

(x, y) 7−→ (y, x)

é uma bijeção.

2. Vejamos,

α · (β · γ) = α · |B × C|

= |A× (B × C) |

= | (A×B)× C|

= |A×B| · |C|

= |A×B| · γ

= (α · β) · γ.

3. Basta ver que A×B e A× C são disjuntos. Logo,

α · (β + γ) = α · |B ∪ C|

= |A× (B ∪ C)|
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= | (A×B) ∪ (A× C) |

= |A×B|+ |A× C|

= α · β + α · γ

4. Existem um subconjunto próprio JB de B e um subconjunto próprio JD de D e

funções bijetivas f : A → JB e g : B → JD. Sejam xb ∈ B − JB e xd ∈ D − JD. A

função

h : A ∪ C −→ B ×D

x 7−→

 (f(x), xd) se x ∈ A

(xb, g(x)) se x ∈ C.

é injetiva e desse modo, |A ∪ C| ≤ |B ×D|.

Seja f : A ∪ C → B ×D uma função. Mostraremos que esta função não pode ser

sobrejetiva. Sejam PB : B × D → B tal que PB(x, y) = x e PD : B × D → D

tal que PD(x, y) = y. A função fA : A → B tal que fA(x) = [PB ◦ f ](x) não

é sobrejetiva, pois se fosse existiria uma função injetiva definida em B e tomando

valores em A, mas isto contradiz a hipótese. Analogamente a função fC : C → D tal

que fC(x) = [PD ◦f ](x) não é sobrejetiva. Sejam eB ∈ B−fA(A) e eD ∈ D−fC(C).

O par (eB, eD) não pertence a imagem de f . De fato; suponha que (eB, eD) = f(x)

para algum x ∈ A∪C. Se x ∈ A então fA(x) = [PB ◦f ](x) = PB(eB, eD) = eB. Mas

isto não pode ocorrer, pois eB ∈ B − fA(A). Logo, x /∈ A. Certamente deveremos

ter x ∈ C. Mas com isso, fC(x) = [PD ◦ f ](x) = PD(eB, eD) = eD. Isto implica que

eD ∈ fC(C), o que é um absurdo.

Logo, f não pode ser sobrejetiva e portanto, |A ∪ C| < |B ×D|. Portanto

α + γ = |A ∪ C| < |B ×D| = β · χ.

Definição 1.34. Sejam α e β dois cardinais, A um conjunto equipolente a α e B um
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conjunto equipolente a β. Definimos

αβ := |AB|

onde AB é o conjunto de todas as funções definidas em B e tomando valores em A.

É fácil ver que a operação acima está bem definida.

Exemplo 1.7. Neste exemplo verificaremos a igualdade

2|N| = |R|.

Mostraremos primeiro que |R| ≤ 2|N|. Para isso, defina a função

h : R −→ 2Q

x 7−→


hx : Q −→ {0, 1}

y 7−→

 0 se y < x

1 se x ≤ y.

Sejam x, y ∈ R com x 6= y, os quais podemos supor sem perda de generalidade

satisfazendo x < y. Existe r ∈ Q tal que x < r < y. Com isso,

hx(r) = 1 6= 0 = hy(r).

Logo h(x) 6= h(y), ou seja, h é injetiva. Pelo que acabamos de provar e de |Q| = |N|

temos

|R| ≤ |2Q| = 2|Q| = 2|N|. (1.10)

Para provar que 2|N| ≤ R defina

g : 2N −→ R

f 7−→
∑

i∈N f(i) · 10−i.
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A função g está bem definida. De fato, basta notar que 0 ≤ f(i) · 10−i ≤ 10−i e

consequentemente a série que define a função acima é convergente para toda função f

definida nos naturais e tomando valores em I2.

Sejam f, h ∈ 2N com f 6= h. Então, para algum i ∈ N, temos f(i) 6= g(i). Seja i0 o

menor número natural tal que f(i0) 6= h(i0). Podemos supor sem perda de generalidade

que f(i0) = 1 e h(i0) = 0. Logo

j=i0∑
j=0

f(j) · 10−j+i0 −
j=i0∑
j=0

h(j) · 10−j+i0 = 1.

Isto implica que

j=i0∑
j=0

f(j) · 10−j+i0 +
∞∑

j=i0+1

f(j) · 10−j+i0 6=
j=i0∑
j=0

h(j) · 10−j+i0 +
∞∑

j=i0+1

h(j) · 10−j+i0

e consequentemente ∑
n∈N

f(j) · 10−j 6=
∑
n∈N

h(j) · 10−j

ou seja, g(f) 6= g(h).

Portanto g é injetiva. Esta afirmação implica que

2|N| ≤ |R|. (1.11)

Combinando as equações (1.10) e (1.11) e o Teorema de Cantor-Bernstein obtemos

o resultado desejado.

Exemplo 1.8. Se X é um conjunto então 2|X| = |P (X)|, onde P (X) é o conjunto das

partes de X.

Exemplo 1.9. (Teorema de Cantor) Se Y é um conjunto então |Y | < |2Y |. De fato,

o caso em que Y é vazio é trivial. Se Y é não vazio, então a aplicação

g : Y −→ P (Y )

x 7−→ {x} .
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é claramente injetiva. Logo, |Y | ≤ 2|Y |.

Suponha por absurdo que exista uma bijeção f : Y → P (Y ). Considere o conjunto

S := {x ∈ Y ;x /∈ f(x)}. Deve existir e ∈ Y tal que f(e) = S. Suponha primeiro que

e ∈ S. Segue da definição de S que e /∈ f(e); mas isto não pode ocorrer, pois f(e) = S.

Portanto, certamente teremos e /∈ S. Segue que e /∈ f(e) = S e desse modo, pela definição

de S temos e ∈ S, o que não pode ocorrer.

Logo não pode ocorrer que e ∈ S nem que e /∈ S e isto é um absurdo. Portanto

|Y | < |2Y |.

Proposição 1.10. Sejam α, β e γ cardinais. Então

1. αβ+γ = αβ · αγ;

2. (α · γ)β = αβ · γβ;

3. αβ·γ = (αβ)γ.

Demonstração: Sejam A um conjunto equipolente a α, B um conjunto equipolente a β

e C um conjunto equipolente a γ tais que A, B e C são disjuntos dois a dois.

1. Basta notar que a função

h : AB × AC −→ AB∪C

(f, g) 7−→


h(f,g) : B ∪ C −→ A

x 7−→

 f(x) se x ∈ B

g(x) se x ∈ C

é uma bijeção. Logo,

αβ+γ = |AB∪C |

= |AB × AC |

= |AB| · |AC |

= αβ · αγ.
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2. A função

h : AB × CB −→ (A× C)B

(f, g) 7−→

 h(f,g) : B −→ A× C

x 7−→ (f(x), g(x))

é uma bijeção. Com isso,

(α · γ)β =|(A× C)B|

= |AB × CB|

= |AB| · |CB|

= αβ · γβ.

3. Para esta última igualdade, perceba que a função

h : (AB)C −→ AB×C

f 7−→

 hf : B × C −→ A

(x, y) 7−→ f(y)(x)

é uma bijeção. Sendo assim,

αβ·γ = |AB×C |

= |(AB)C |

= |AB||C|

= (αβ)γ.

Proposição 1.11. Se α e β são dois cardinais tais que α é finito e β infinito, então

α + β = β.

Demonstração: Se α é o conjunto vazio então não há o que fazer. Suponha que existe

um k ∈ N tal que Ik seja equipolente a α. Considere A um conjunto disjunto de Ik e
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equipolente a β.

Pelo Exemplo 1.5, existe p : N→ A uma função injetiva. Com isso, defina

h : A ∪ Ik −→ A

x 7−→


p(x) se x ∈ Ik

p(ix + k) se x = p(ix) ∈ p(N)

x se x ∈ A− P (N).

A aplicação definida acima é uma bijeção. Com isso

α + β = |Ik ∪ A|

= |A| = β.

Para a próxima proposição precisamos do Lema de Zorn. Não demonstraremos este

lema neste texto. Para a prova deste lema veja [5].

Lema 1.8. (Lema de Zorn) Sejam X um conjunto e ≤ uma ordem parcial em X.

Suponha que, para todo subconjunto B de X, que seja totalmente ordenado com a ordem

≤, exista um a ∈ X tal que b ≤ a, para todo b ∈ B. Nessas condições, existe um elemento

maximal em X, ou seja, existe c ∈ X tal que se x ∈ X com c ≤ x então x = c.

Proposição 1.12. Seja α um cardinal infinito. Então,

α + α = α.

Demonstração: Sejam A um conjunto equipolente a α e Υ o conjunto de todas as funções

bijetivas f definidas em Xf × I2 e tomando valores em Xf , para algum subconjunto Xf

de A.

Defina a relação em Υ como segue: se f, g ∈ Υ então,
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f ≤ g ⇔

 Xf ⊂ Xg

f(x, y) = g(x, y), para todo (x, y) ∈ Xf × I2.

O leitor não terá dificuldade em verificar que a relação definida acima é uma ordem

parcial em Υ. Note também que Υ é não vazio, pois pelo Exemplo 1.5 existe um subcon-

junto Z ⊂ A que é equipolente ao conjunto N. Usando o Exemplo 1.6 conseguimos uma

função bijetiva fp : Z × I2 → Z.

Usaremos o Lema de Zorn para garantir a existência de um elemento maximal neste

conjunto. Seja F := {fλ}λ∈I um subconjunto de Υ que seja totalmente ordenado pela

ordem ≤. Defina a função

f :
⋃
λ∈I Xfλ × I2 −→

⋃
λ∈I Xfλ

(x, y) 7−→ fλ(x, y) se x ∈ Xfλ .

A função acima está bem definida, pois se (x, y) ∈
⋃
λ∈I Xfλ × I, com x ∈ Xfλ0

e

x ∈ Xfλ1
, então acontece fλ1 ≤ fλ0 ou fλ0 ≤ fλ0 . Em qualquer caso, temos fλ0(x, y) =

fλ1(x, y).

A função f é uma bijeção. De fato, se (x, y), (z, w) ∈
⋃
λ∈I Xfλ × I2 com f(x, y) =

f(z, w), então existem λ1, λ2 ∈ I tais que x ∈ Xfλ1
e z ∈ Xfλ2

. Como o conjunto

f é totalmente ordenado, podemos supor sem perda de generalidade que fλ1 ≤ fλ2 .

Consequentemente fλ2(x, y) = fλ2(z, w) e isto implica que (x, y) = (z, w). Mostremos que

f é sobrejetiva. Seja x ∈
⋃
λ∈I Xfλ . Então existe λ0 ∈ I tal que x ∈ Xfλ0

. Como fλ0 é

sobrejetiva, existe (z, w) ∈ Xfλ0
× I2 tal que f(z, w) = fλ0(z, w) = x.

Observe que para cada g ∈ F temos g ≤ f . Desse modo, o conjunto Υ satisfaz as

hipóteses do Lema de Zorn.

Pelo Lema de Zorn (Lema 1.8), F possui um elemento maximal. Seja h : X×I2 → X

o elemento maximal de F . Da bijetividade de h temos
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|X| = |X × I2|

= |X × {0} ∪X × {1} |

= |X × {1} |+ |X × {2} |

= |X|+ |X|.

(1.12)

Afirmamos que |A−X| é um cardinal finito. Suponha que isto não ocorra, ou seja,

que |A − X| é infinito. Então, pelos Exemplos 1.5 e 1.6, existem um subconjunto B de

A−X e uma bijeção t : B × I2 → B. Neste caso a função

ht : (X ∪B)× I2 −→ X ∪B

(x, y) 7−→

 h(x, y) se x ∈ X

t(x, y) se x ∈ B

seria uma bijeção e desse modo ht seria um elemento do conjunto F com h < ht. Isto

contradiz a maximalidade de h. Logo, |A−X| é um cardinal finito.

Note que |N| ≤ |X|, pois |A| é infinito e |A − X| é finito. Assim, pela Proposição

1.11 e pela Equação (1.12) temos

α = |A|

= |X ∪ (A−X)|

= |X|+ |A−X|

= |X|

= |X|+ |X|

= |X|+ |A−X|+ |X|+ |A−X|

= |X ∪ (A−X)|+ |X ∪ (A−X)|

= |A|+ |A|

= α + α.
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Corolário 1.6. Se α e β são dois cardinais tais que α é finito não vazio e β infinito,

então

α · β = β.

Demonstração: Basta mostrar que para todo k ∈ N temos |Ik| ·β = β. O leitor não terá

dificuldade em mostrar este fato utilizando a Proposição 1.12 e o prinćıpio de indução

matemática (veja [5]).

Proposição 1.13. Se α é um cardinal infinito então

α · α = α.

Demonstração: Para a demonstração desta proposição, usaremos sem provar que

|N× N| = |N|. (1.13)

Seja A um conjunto equipolente a α. Seja Υ o conjunto de todas as funções bijetivas

f definidas em Xf ×Xf e tomando valores em Xf , para algum Xf ⊂ A.

Por (1.13) e pelo Exemplo 1.5, o leitor não terá dificuldade em perceber que Υ é não

vazio.

Defina a seguinte relação em Υ:

f ≤ g ⇔

 Xf ⊂ Xg

f(x, y) = g(x, y) para todo (x, y) ∈ Xf ×Xf .

Esta relação é uma ordem parcial em Υ. Seja F ⊂ Υ e suponha que F seja totalmente

ordenado pela relação definida acima. Defina a função,

T :
(⋃

f∈F Xf

)
×
(⋃

f∈F Xf

)
−→

⋃
f∈F Xf

(x, y) 7−→ f(x, y) se (x, y) ∈ Xf ×Xf .

A função T está bem definida. De fato, se (x, y) ∈
(⋃

f∈F Xf

)
×
(⋃

f∈F Xf

)
então existem
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fx e fy ∈ F tais que x ∈ Xfx e y ∈ Xfy . Como F com ≤ é totalmente ordenado, acontece

fx ≤ fy ou fy ≤ fx. No primeiro caso, (x, y) ∈ Xfy × Xfy e no segundo caso, (x, y) ∈

Xfx×Xfx . Em resumo, provamos que para todo (x, y) ∈
(⋃

f∈F Xf

)
×
(⋃

f∈F Xf

)
, existe

f ∈ F tal que (x, y) ∈ Xf ×Xf . Agora, seja (x, y) ∈
(⋃

f∈F Xf

)
×
(⋃

f∈F Xf

)
e suponha

que (x, y) ∈ Xf × Xf e (x, y) ∈ Xg × Xg, para f, g ∈ F . Devemos ter necessariamente

que f ≤ g ou g ≤ f . Em ambos os casos teremos f(x, y) = g(x, y). Isto completa a prova

de que T está bem definida.

O leitor não terá dificuldade em mostrar que a função T é também bijetiva e que

para todo g ∈ F temos g ≤ T .

Vimos acima que Υ com ≤, satisfaz as hipóteses do Lema de Zorn. Pelo Lema de

Zorn, Υ possui um elemento maximal. Seja h : X ×X → X um elemento maximal de Υ.

Segue que,

|X| · |X| = |X|. (1.14)

Nosso objetivo agora, é provar que |A| = |X|. Temos X ⊂ A, logo |X| ≤ |A|.

Suponha que |X| < |A|. Assim deveremos ter |A| = |A−X|, pois |A| = |X|+ |A−X| =

max {|X|, |A−X|}. Isto nos fornece a igualdade |A| = |A−X|. Desta igualdade temos

|X| < |A − X|. Por definição, existe um subconjunto próprio Y de A − X tal que Y é

equipolente a X. A equação (1.14) também nos garante que |X| é um cardinal infinito.

Agora, por (1.14)

|X × Y | = |X| · |Y | = |X| · |X| = |X| = |Y |.

Analogamente, |Y × Y | = |Y × X| = |Y |. Como X × Y, Y × X e Y × Y são disjuntos

e equipolentes ao cardinal infinito |Y |, então, pela Proposição 1.12, o conjunto D :=

(X × Y )∪ (Y ×X)∪ (Y × Y ) é equipolente a Y . Seja M : D → Y uma função bijetiva e

defina,

T : (X ×X) ∪D −→ X ∪ Y

x 7−→

 M(x) se x ∈ D

h(x) se x ∈ X ×X.

O leitor não terá dificuldade em mostrar que T está bem definida e é bijetiva. Além
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disso, de D ∪ (X × X) = (X ∪ Y ) × (X ∪ Y ), é fácil ver que T ∈ Υ e h < T . Mas isto

contradiz a maximalidade de h.

Portanto, deveremos ter |A| = |X| e consequentemente por (1.14) temos o resultado.

Corolário 1.7. Se β é um cardinal infinito então,

|N| · β = β.

Demonstração: De fato, se B é um conjunto equipolente a β não é dif́ıcil verificar,

usando o Exemplo 1.5, que |B| ≤ |N×B| ≤ |B×B|. Por isso, e pela Proposição anterior

temos,

β = |B| ≤ |N ×B| =

= |N| · β

≤ |B ×B| = |B| · |B| = |B| = β.

O Teorema de Cantor - Bernstein completa a prova do corolário.



Caṕıtulo 2

Espaços Paracompactos: Definições e

Exemplos

Neste caṕıtulo estudaremos certos tipos de espaços topológicos, a saber, os espaços

paracompactos. Na primeira seção, demonstraremos o Teorema de Stone (ver [19]), que

nos dará uma grande quantidade de exemplos de espaços paracompactos. Na seção se-

guinte, mostraremos que nem sempre o produto de espaços paracompactos é paracom-

pacto. Apresentaremos ainda nesta seção um teorema sobre o produto de espaços para-

compactos. Na última seção, daremos uma caracterização para os espaços paracompactos,

mostrando que um espaço topológico T1 é paracompacto se, e somente se, toda cobertura

aberta deste espaço possui uma partição de unidade subordinada a ela.

2.1 Espaços Topológicos Paracompactos

Definição 2.1. Um espaço topológico X é paracompacto se é um espaço de Hausdorff e

toda cobertura aberta de X admite um refinamento aberto localmente finito.

Segue trivialmente da definição que todo espaço topológico compacto e de Hausdorff

é paracompacto.
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Proposição 2.1. Seja (X, τ) um espaço topológico paracompacto. Então, para todo sub-

conjunto fechado e não vazio Y ⊂ X, o espaço topológico (Y,R(τ)) é paracompacto.

Demonstração:

É claro que (Y,R(τ)) é um espaço de Hausdorff.

Seja {Vλ}λ∈I uma cobertura aberta de Y . Então existe uma coleção de abertos

{Wn}n∈I de X tal que, Vn = Y ∩Wn para todo n ∈ I.

A famı́lia {Wn}n∈I ∪ {X − Y } é uma cobertura aberta de X. Como X é para-

compacto, existe um refinamento aberto localmente finito desta cobertura. Seja γ este

refinamento e considere

ε = {A ∩ Y ;A ∈ γ} .

Note que ε é uma cobertura aberta de Y , e cada elemento não vazio de ε está contido em

algum conjunto de γ que, por sua vez, está contido em Wn para algum n ∈ I (já que este

conjunto não pode estar contido em X − Y ). Logo, cada elemento de ε está contido em

algum Vn = Wn ∩ Y , com n ∈ I . Assim, ε é um refinamento aberto de {Vλ}λ∈I .

Para concluir a demonstração, basta mostrar que ε é uma cobertura localmente finita.

Seja x ∈ Y . Existe um aberto Vx em X, tal que {B ∈ γ;B ∩ Vx 6= ∅} é finito. Logo Vx∩Y

é uma vizinhança aberta de x em Y , e ainda, o conjunto {D ∈ ε;D ∩ Vx ∩ Y 6= ∅} é finito.

Isto conclui a demonstração.

A seguir provaremos o Teorema de Stone, que nos dará mais exemplos de espaços

topológicos paracompactos. Segundo A. Zumpano [20], este teorema foi conjecturado em

1944 por J. Dieudonné em [3]. Neste mesmo artigo, J. Dieudonné mostrou que todo

espaço métrico separável é paracompacto. A. H. Stone [19] provou que esta conjectura

era verdadeira em 1948. Stone, na verdade, provou que todo espaço Fully Normal (Veja

definição em [19]) e T1 era paracompacto. Para provar o Teorema de Stone, usaremos o

Prinćıpio da Boa Ordem (veja Teorema 13.2 em [5]), que nos garante que todo conjunto

pode ser bem ordenado, ou seja, se X é um conjunto então é posśıvel definir em X uma

ordem total ≤ tal que, para todo conjunto não vazio J ⊂ X, existe a ∈ J tal que, para

todo b ∈ J temos a ≤ b.
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A demonstração apresentada para o Teorema de Stone foi dada por Antônio Zumpano

em [20].

Teorema 2.1. (Teorema de Stone) Todo espaço métrico é paracompacto.

Demonstração: Seja X um espaço métrico e d a métrica definida em X. É claro que

todo espaço métrico é de Hausdorff.

Seja {Uλ}λ∈I uma cobertura aberta de X. Construiremos uma nova cobertura

{Eλ,n}λ∈I, n∈N de X tal que, para cada n ∈ N, a coleção {Eλ,n}λ∈I seja localmente fi-

nita e que Eλ,n ⊂ Uλ, para todos λ ∈ I e n ∈ N.

Seja ≤ uma boa ordem em I e defina para todos n ∈ N e α ∈ I,

Aa,n =

{
x ∈ X;B

(
x,

1

n

)
⊂ Ua e x /∈ Uλ se λ ≤ a, λ 6= a

}
.

A famı́lia {Aa,n}a∈I,n∈N é uma cobertura de X. De fato, para x ∈ X o conjunto D :=

{λ ∈ I;x ∈ Uλ} é não vazio e desse modo, existe λ0 ∈ D tal que, para todo λ ∈ D tem-se

λ0 ≤ λ. Seja n ∈ N tal que B
(
x, 1

n

)
⊂ Uλ0 . Segue que x ∈ Aλ0,n.

Outra propriedade interessante da famı́lia {Aa,n}a∈I,n∈N é que se tomarmos a, b ∈ I

com a 6= b (podemos supor sem perda de generalidade que a < b) e considerarmos x ∈ Aa,n
e y ∈ Ab,n então, por definição, teremos que y /∈ Ua e B(x, 1

n
) ⊂ Ua. Consequentemente

d(x, y) ≥ 1
n
.

Defina, para todo n ∈ N e a ∈ I,

Ea,n =
⋃

x∈Aa,n

B

(
x,

1

3n

)
.

A famı́lia {Ea,n}a∈I,n∈N é uma cobertura aberta deX, já que {Aa,n}a∈I,n∈N é uma cobertura

de X. Mais ainda,

Ea,n ⊂
⋃

x∈Aa,n

B

(
x,

1

n

)
⊂ Ua,

ou seja, a famı́lia {Ea,n}a∈I,n∈N é um refinamento de {Uλ}λ∈I .

Provaremos agora que para todo n ∈ N, a famı́lia {Ea,n}a∈I é localmente finita.
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Sejam n ∈ N e a, b ∈ I, com a 6= b e considere x ∈ Ea,n e y ∈ Eb,n. Então existem

z ∈ Aa,n e w ∈ Ab,n tais que d(x, z) < 1
3n

e d(y, w) < 1
3n

. Pelo que discutimos acima,

temos também d(z, w) ≥ 1
n
. Assim

d(x, y) ≥ d(z, w)− d(x, z)− d(y, w) >
1

3n
.

Logo, dado x ∈ X, o conjunto
{
λ ∈ I;B(x, 1

6n
) ∩ Eλ,n 6= ∅

}
possui no máximo um ele-

mento. Por conseguinte, a famı́lia {Ea,n}a∈I é localmente finita para todo n ∈ N.

Constrúımos, portanto, uma famı́lia {Ea,n}a∈I,n∈N que é um refinamento aberto de

{Uλ}λ∈I e que, para todo n ∈ N, a coleção {Ea,n}a∈I é localmente finita. A partir desta

famı́lia, construiremos um refinamento aberto de {Uλ}λ∈I localmente finito. Para isto,

defina Vn :=
⋃
a∈I Ea,n para cada n ∈ N e note que a famı́lia {Vn}n∈N é uma cobertura

aberta de X. Segue, como consequência da Proposição 1.3, que existe um refinamento

localmente finito {Wn}n∈N da cobertura {Vn}n∈N, satisfazendo Wn ⊂ Vn, para todo n ∈ N.

A cobertura {Wn}n∈N não é necessariamente aberta. Para contornar este problema,

defina

Zn =
⋃
x∈Wn

B

(
x,

1

n

)
.

A famı́lia {Zn}n∈N é claramente uma cobertura aberta de X, já que {Wn}n∈N é uma

cobertura de X. Provaremos que esta cobertura também é localmente finita. Para isto,

considere x ∈ X e use o fato de que a cobertura {Wn}n∈N é localmente finita para garantir

a existência de s > 0 e n1 ∈ N tais que

{j ∈ N;Wj ∩B(x, s) 6= ∅} ⊂ {1, 2, ..., n1} .

Tome n0 ∈ N satisfazendo

n0 > n1 e r := s− 1

n0

> 0.

Basta mostrar que B (x, r) ∩ Zm = ∅ para todo m > n0. Seja m > n0 e tome y ∈ Zm.

Então, existe z ∈ Wm tal que

d(y, z) <
1

m
.
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De m > n0, obtemos também que Wm ∩B(x, s) = ∅ e isto implica que d(x, z) ≥ s. Assim

d(x, y) ≥ d(x, z)− d(z, y) > s− 1

m
> s− 1

n0

= r,

ou seja, y /∈ B(x, r). Isto mostra que B (x, r) ∩ Zm = ∅, para todo m > n0. Consequen-

temente, a famı́lia {Zn}n∈N é localmente finita.

Portanto, constrúımos uma cobertura aberta {Zn}n∈N de X que é localmente finita,

mas que não necessariamente é um refinamento para a famı́lia {Uλ}λ∈I . Por isso, defina

para cada a ∈ I e n ∈ N,

Ra,n := Zn ∩ Ea,n.

A famı́lia {Ra,n}a∈I,n∈N é uma cobertura aberta de X. De fato, note que

⋃
α∈I e n∈N

Ra,n =
⋃
n∈N

[⋃
α∈I

Zn ∩ Ea,n

]

=
⋃
n∈N

[(⋃
α∈I

Ea,n

)
∩ Zn

]
=
⋃
n∈N

[Vn ∩ Zn] .

De Wn ⊂ Vn e Wn ⊂ Zn e de {Wn}n∈N cobrir X, conclúımos que {Ra,n}a∈I,n∈N cobre X.

Note também que Ra,n ⊂ Ea,n ⊂ Ua, para todos a ∈ I e n ∈ N, ou seja, {Ra,n}a∈I,n∈N é

um refinamento aberto da cobertura aberta {Ua}a∈I .

Mostremos que a famı́lia {Ra,n}a∈I,n∈N é localmente finita. Considere x ∈ X. Vimos

acima que a famı́lia {Zn}n∈N é localmente finita. Com isso, existe uma vizinhança Vx de

x e n0 ∈ N tais que,

{λ ∈ N;Vx ∩ Zn 6= ∅} ⊂ {1, 2, ..., n0} .

Provamos acima que para cada n ∈ N a famı́lia {Ea,n}a∈I é localmente finita. Desse modo,

para cada n ∈ N com n ≤ n0 existe uma vizinhança Vn,x de x, tal que o conjunto

{λ ∈ I;Vn,x ∩ Eλ,n 6= ∅}
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é finito. Seja

V = Vx ∩
n0⋂
i=1

Vi,x.

O conjunto V é uma vizinhança de x, e ainda, o conjunto

{(λ, n) ∈ I × N;V ∩Rλ,n 6= ∅} ⊂

[
n0⋃
i=1

{α ∈ I;Vi,x ∩ Eα,i 6= ∅}

]
× {1, 2, ..., n0}

é finito. Logo, a famı́lia {Ra,n}a∈I,n∈N é localmente finita.

Portanto constrúımos uma famı́lia, a saber {Ra,n}a∈I,n∈N, que é um refinamento

aberto e localmente finito da cobertura {Ua}a∈I , ou seja, X é paracompacto.

Proposição 2.2. Sejam X e Y dois espaços topológicos. Suponha que existe f : X → Y

tal que f é um homeomorfismo, ou seja, f é cont́ınua, bijetiva e possui inversa cont́ınua.

Então X é paracompacto se, e somente se, Y é paracompacto.

Demonstração: Suponha que X é paracompacto. Segue de f ser um homeomorfismo e

X ser Hausdorff que Y é um espaço de Hausdorff. Para concluir que Y é paracompacto,

considere {Uλ}λ∈I uma cobertura aberta de Y . Então, como f é cont́ınua, {f−1(Uλ)}λ∈I
é uma cobertura aberta de X. Como X é paracompacto, existe um refinamento aberto

localmente finito {Vλ}λ∈J da cobertura {f−1(Uλ)}λ∈I . É claro que {f(Vλ)}λ∈J é uma co-

bertura aberta de Y , pois f possui inversa cont́ınua e é bijetiva. Mostraremos que esta

cobertura é um refinamento localmente finito da cobertura {Uλ}λ∈I . Se λ ∈ J , então

existe ε ∈ I tal que Vλ ⊂ f−1(Uε) e isto implica que f(Vλ) ⊂ Uε, ou seja, {f(Vλ)}λ∈J
é um refinamento aberto de {Uλ}λ∈I . Para mostrar que {f(Vλ)}λ∈J é uma coleção lo-

calmente finita, considere y ∈ Y . Então, existe uma vizinhança Vf−1(y) de f−1(y) tal

que, o conjunto
{
λ ∈ J ;Vλ ∩ Vf−1(y) 6= ∅

}
é finito. Mas, f(Vf−1(y)) ∩ f(Vλ) é vazio se, e

somente se, Vλ ∩ Vf−1(y) é vazio. Assim, f(Vf−1(y)) é uma vizinhança de y tal que o con-

junto
{
λ ∈ J ; f(Vλ) ∩ f(Vf−1(y)) 6= ∅

}
é finito. Logo, {f(Vλ)}λ∈J é um refinamento aberto

e localmente finito de {Uλ}λ∈I . Portanto Y é paracompacto.

Lembremos que se f : X → Y é uma função cont́ınua e sobrejetiva e X é compacto
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então Y é compacto. Um fato interessante que podemos destacar é que se f : X →

Y é apenas cont́ınua e sobrejetiva, com X paracompacto, então não necessariamente

Y é paracompacto. De fato, R, com a topologia induzida pela métrica euclidiana é

paracompacto pelo Teorema de Stone (Teorema 2.1) e a função i : R→ (R, {∅,R}), com

i(x) = x, é cont́ınua, porém (R, {∅,R}) não é paracompacto, pois este espaço topológico

não é de Hausdorff.

Corolário 2.1. Todo espaço metrizável é paracompacto.

Demonstração: Basta notar que se (X, τ) é metrizável então existe uma topologia τ1

em X, induzida por uma métrica, que é equivalente a τ , ou seja, a aplicação identidade

i : (X, τ1)→ (X, τ) é um homeomorfismo. Pelo Teorema de Stone (teorema 2.1), (X, τ1)

é paracompacto e pela Proposição 2.2, (X, τ) é paracompacto.

2.2 Produtos de Espaços Topológicos Paracompactos

Sabemos que se (A, τ) e (B, τ2) são espaços topológicos compactos de Hausdorff,

então o espaço topológico A×B, munido da topologia produto, também é compacto e de

Hausdorff (Teorema de Tychonoff, pag.232 de [14]). Veremos nesta seção que se trocarmos

a hipótese dos espaços serem compactos e Hausdorff e exigirmos apenas que os espaços

sejam paracompactos, então o produto geralmente não é paracompacto. Encerraremos a

seção mostrando um teorema sobre o produto de espaços topológicos paracompactos.

Seja S o conjunto dos números reais não-negativos, S = {x ∈ R;x ≥ 0} e considere

a famı́lia ξ de todos os intervalos semi-abertos da forma [a, b) = {x ∈ R; a ≤ x < b} com

a, b ≥ 0. Considere τξ a topologia em S que tem como base ξ (Veja Exemplo 1.1).

Proposição 2.3. Com a notação adotada acima, (S, τξ) é um espaço topológico paracom-

pacto.

Demonstração: É fácil ver que este espaço é de Hausdorff. Mostraremos que toda cober-

tura aberta de S possui um refinamento aberto localmente finito. Seja α uma cobertura
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aberta de S. Para cada x ∈ S, existe Ax ∈ α, com x ∈ Ax. Evidentemente, existe um

aberto da forma [ax, bx) tal que, x ∈ [ax, bx) ⊂ Ax. Seja

β = {[ax, bx)}x∈S .

Note que β é um refinamento aberto de α, formado por elementos de ξ. Encontraremos

um refinamento aberto de β, que seja localmente finito. Defina

E = {x ∈ S; não existe [a, b) ∈ β, com a < x < b} .

Se x pertence a S − E, então existe [a, b) ∈ β, com a < x < b. Observe que x ∈

(a, b) ⊂ (S − E) e isto implica que S − E é aberto em R, com a topologia induzida pela

métrica euclidiana. Sendo assim, existe uma coleção enumerável de intervalos abertos (na

topologia induzida pela métrica euclidiana) disjuntos dois a dois e não vazios {In}n∈N em

R (estamos supondo que esta quantidade é infinita, o caso em que está é quantidade é

finita é análogo), satisfazendo

S − E =
⋃
n∈N

In, (2.1)

onde In = (an, bn), para alguns an ∈ S e bn ∈ S ∪ {+∞}.

Seja n ∈ N. Então, an /∈ S − E, pois caso contrário, existiria j ∈ N − {n} com

an ∈ Ij e, consequentemente, teŕıamos In ∩ Ij 6= ∅, o que é um absurdo. Por outro lado,

seja x ∈ E e tome [z, w) ∈ β, com x ∈ [z, w). O intervalo aberto (z, w) está contido em

S − E. Isto implica em x = z. Além disso, usando o fato que (z, w) é conexo em R,

com a topologia induzida pela métrica euclidiana, os elementos da famı́lia {In}n∈N são

disjuntos dois a dois e a equação (2.1), garantimos a existência de n ∈ N satisfazendo

(z, w) ⊂ In = (an, bn). De x = z, x ∈ E e da última inclusão, obtemos que x = an. Com

isso, acabamos de provar que

E = {an}n∈N .

Para cada an ∈ E, existe um aberto [z, qn) ∈ β, com an ∈ [z, qn). Pela definição

de E, tem-se z = an. Note (an, qn) ⊂ S − E e ainda (an, qn) 6= ∅. Novamente por um
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argumento de conexidade, (an, qn) ⊂ In e isto implica que qn ≤ bn. Seja

Dn := [an, qn)

e defina

Yn := {(a, b) ∩ [qn, bn); [a, b) ∈ β e [a, b) ⊂ [an, bn)} .

A coleção Yn cobre [qn, bn). De fato, se este conjunto é vazio não há nada para demonstrar.

Caso contrário, para x ∈ [qn, bn) ⊂ S − E, existe [c, d) ∈ β com x ∈ (c, d). Mas como

(c, d) ⊂ (S − E) é conexo e intercepta (an, bn) temos, novamente por um argumento

de conexidade, que (c, d) ⊂ (an, bn) (consequentemente [c, d) ⊂ [an, bn)). O intervalo

(c, d) ∩ [qn, bn) pertence a Yn e contém x.

O espaço [qn, bn) é paracompacto, com a topologia relativa induzida pela topologia

euclidiana de R, pois é métrico, e ainda Yn é uma cobertura aberta de [qn, bn). Então,

existe um refinamento aberto localmente finito εn de Yn.

Mostraremos que todo elemento de εn é um aberto da topologia que definimos em S.

Seja A ∈ εn. Existe um aberto G de R, com a topologia induzida pela métrica euclidiana,

tal que A = G∩ [qn, bn). Note que existe uma coleção enumerável e disjunta de intervalos

abertos {Pj} tais que, G =
⋃
j∈N Pj. Se Pn = (ln,mn), então podemos escrever,

A =

[
∞⋃
i=1

∞⋃
j=1

[li +
li
j
,mi)

]
∩ [qn, bn).

Isto implica que A é aberto na topologia que definimos em S. Note também que, pela

definição de Yn, A está contido em algum aberto de β e consequentemente A está contido

em algum aberto de α.

Em resumo, para cada n ∈ N, conseguimos uma coleção εn de subconjuntos de

[qn, bn), cujos elementos desta famı́lia são abertos em S e cada elemento desta famı́lia está

contido em algum elemento de α. Além disso, se considerarmos [qn, bn) com a topologia

induzida pela métrica euclidiana, então a coleção εn é uma cobertura aberta localmente

finita deste espaço.
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Sejam

ηn = {Dn} ∪ εn e ω =
⋃
n∈N

ηn.

Como vimos acima, ω é uma famı́lia de conjuntos abertos em S e cada elemento de ω está

contido em algum elemento de α. Mais ainda,

⋃
j∈N

⋃
A∈ηj

A =
⋃
n∈N

⋃
A∈εn

[A ∪Dn]

=
⋃
n∈N

[[qn, bn) ∪ [an, qn)]

=
⋃
n∈N

(In ∪ {an})

=
⋃
n∈N

In ∪
⋃
n∈N

{an}

= E ∪ Ec

= S.

Assim, ω é um refinamento aberto de α. Basta mostrar que este refinamento é

localmente finito. Primeiro, observe que se A ∈ ηp e B ∈ ηn com n 6= p, então

A ∩B ⊂ (Ip ∪ {ap}) ∩ (In ∪ {an}) = ∅.

Finalizada a observação, passaremos a demonstrar que a coleção ω é localmente finita.

Seja x ∈ S e considere n ∈ N tal que x ∈ In ∪ {an}. Se x ∈ [an, qn) então pela observação

acima

{A ∈ ω;A ∩ [an, qn) 6= ∅} = {[an, qn)} .

Porém, se x ∈ [qn, bn), então existe um aberto B em [qn, bn), com a topologia induzida

pela métrica euclidiana, tal que o conjunto {A ∈ εn;A ∩B 6= ∅} é finito. Como fizemos

acima, facilmente prova-se que B é um aberto na topologia de S que definimos. Assim,

B ⊂ [qn, bn) ⊂ (In ∪ {an}) é uma vizinhança de x em S, e ainda pela observação acima

{A ∈ ω;A ∩ [qn, bn) ∩B 6= ∅} = {A ∈ ηn;A ∩ [qn, bn) ∩B 6= ∅} .
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Mas, veja que Dn não intercepta [qn, bn) ∩B. Logo, o conjunto

{A ∈ ω;A ∩ [qn, bn) ∩B 6= ∅} = {A ∈ εn;A ∩ [qn, bn) ∩B 6= ∅} ⊂ {A ∈ εn;A ∩B 6= ∅}

é finito. Por conseguinte, ω é uma coleção localmente finita.

Em resumo, mostramos que ω é um refinamento aberto e localmente finito da cober-

tura α, tomada inicialmente. Portanto S é um espaço topológico paracompacto.

Agora, nosso objetivo é provar que S × S, com a topologia produto, não é para-

compacto. Mas para provar isto, mostraremos primeiro que todo espaço paracompacto é

normal.

Proposição 2.4. Todo espaço paracompacto é normal.

Demonstração: Seja X um espaço topológico paracompacto. Sejam A e B dois subcon-

juntos disjuntos e fechados de X. Para todo a ∈ A, construiremos dois abertos disjuntos

U(a) e V (a) tais que a ∈ U(a) e B ⊂ V (a).

Fixe a ∈ A e considere b ∈ B. Como X é um espaço topológico de Hausdorff, existem

abertos disjuntos U(a, b) e V (a, b), com a ∈ U(a, b) e b ∈ V (a, b). A famı́lia {V (a, b)}b∈B∪

{X −B} é uma cobertura aberta de X. Seja ω um refinamento aberto localmente finito

dessa cobertura. Considere ε := {D ∈ ω; existe b ∈ B, com D ⊂ V (a, b)} e defina

V (a) :=
⋃
D∈ε

D.

Note que V (a) é aberto e B ⊂ V (a). Como o refinamento é localmente finito, existe uma

vizinhança aberta Ga de a que intercepta apenas uma quantidade finita de elementos de

ε. Se nenhum elemento de ε intercepta Ga, então defina,

U(a) := Ga.

Senão, seja {G1, ..., Gn} = {A ∈ ε;A ∩Ga 6= ∅}. Para cada p ∈ {1, 2, ..., n}, considere
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bp ∈ B com Gp ⊂ V (a, bp) e defina

U(a) := Ga ∩
n⋂
p=1

U(a, bp).

Note que U(a) é uma vizinhança aberta de a e ainda

U(a) ∩ V (a) =

[
n⋂
p=1

U(a, bp) ∩Ga

]
∩

[⋃
D∈ε

D

]

=

[
n⋂
p=1

U(a, bp)

]
∩

[⋃
D∈ε

(D ∩Ga)

]

=

[
n⋂
p=1

U(a, bp)

]
∩

[
n⋃
p=1

(Gp ∩Ga)

]

⊂

[
n⋂
p=1

U(a, bp)

]
∩

[
n⋃
p=1

(V (a, bp) ∩Ga)

]

=
n⋃
p=1

[
Ga ∩ V (a, bp) ∩

n⋂
j=1

U(a, bj)

]
= ∅.

Em resumo, constrúımos dois abertos disjuntos U(a) e V (a) tais que a ∈ U(a) e B ⊂ V (a).

Observe que a, tomado inicialmente, foi qualquer em A. Desse modo, para todo a ∈ A,

podemos construir abertos disjuntos U(a) e V (a) tais que a ∈ U(a) e B ⊂ V (a).

Agora, {U(a)}a∈A ∪ {X − A} é uma cobertura aberta de X. Como X é paracom-

pacto, existe um refinamento aberto localmente finito ν desta cobertura. Seja δ :=

{R ∈ ν; existe a ∈ A, com R ⊂ U(a)} e defina

U =
⋃
A∈δ

A.

Observe que U é aberto e ainda A ⊂ U .

Para todo b ∈ B, encontraremos uma vizinhança aberta de b que não intercepta U .

Seja b ∈ B. O refinamento ν é localmente finito, por isso, existe uma vizinhança aberta

Tb de b que intercepta apenas uma quantidade finita de conjuntos deste refinamento. Se
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nenhum elemento de δ intercepta Tb, então defina,

Vb := Tb.

Senão, seja {S1, ..., Sk} = {A ∈ δ;Tb ∩ A 6= ∅}. Para todo n ∈ {1, 2, ..., k}, escolha an ∈ A

tal que Sn ⊂ U(an) e defina

Vb = Tb ∩
k⋂

n=1

V (an).

Observe que Vb é uma vizinhança de b e ainda

Vb ∩ U =

[
Tb ∩

k⋂
n=1

V (an)

]
∩

[⋃
A∈δ

A

]

=

[
k⋂

n=1

V (an)

]
∩

[⋃
A∈δ

(A ∩ Tb)

]

=

[
k⋂

n=1

V (an)

]
∩

[
k⋃
i=1

(Si ∩ Tb)

]

⊂

[
k⋂

n=1

V (an)

]
∩

[
k⋃
i=1

(U(ai) ∩ Tb)

]

=
k⋃
i=1

[
Tb ∩ U(ai)

k⋂
n=1

V (an)

]
= ∅.

Defina

V =
⋃
b∈B

Vb.

É claro que V é aberto, B ⊂ V e pelo que vimos acima, U e V são disjuntos.

Portanto, constrúımos dois abertos disjuntos U e V com A ⊂ U e B ⊂ V . Como A

e B são fechados disjuntos quaisquer de X, segue que X é normal.

Combinando o Lema de Urysohn para Espaços Normais (Lema 1.6) e a Proposição

2.4, obtemos como consequência imediata o seguinte resultado.

Corolário 2.2. Seja (X, τ) um espaço topológico paracompacto. Sejam A e B dois sub-
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conjuntos fechados e disjuntos de X então existe uma função cont́ınua f : X −→ [0, 1] tal

que f(A) = {0} e f(B) = {1}.

Proposição 2.5. Com a notação adotada no ińıcio desta seção, S × S, com a topologia

produto, não é normal.

Demonstração: Defina

H =
{

(x, y) ∈ S × S;x+ y = 1 e [(x− 1)2 + y2]
1
2 é racional

}
,

K =
{

(x, y) ∈ S × S;x+ y = 1 e [(x− 1)2 + y2]
1
2 é irracional

}
.

É claro que H e K são subconjuntos disjuntos de S × S. Provaremos que eles são

fechados em S×S. Seja (x, y) ∈ (S × S)−H. Se x+y = p 6= 1, então ou p > 1 ou p < 1.

Se p > 1, então [x, x+ 1)× [y, y+ 1) é uma vizinhança aberta de (x, y) em S×S e ainda,

para todo (z, w) ∈ [x, x+ 1)× [y, y + 1) temos z + w ≥ x+ y = p > 1, ou seja,

(x, y) ∈ [x, x+ 1)× [y, y + 1) ⊂ (S × S)−H.

Porém, se p < 1, então o conjunto [x, x+ 1−p
2

)× [y, y + 1−p
2

) é uma vizinhança de (x, y) e

ainda, para todo (z, w) ∈ [x, x+ 1−p
2

)× [y, y+ 1−p
2

) temos z +w < x+ 1−p
2

+ y+ 1−p
2

= 1.

Sendo assim,

(x, y) ∈
[
x, x+

1− p
2

)
×
[
y, y +

1− p
2

)
⊂ (S × S)−H.

Agora se (x, y) ∈ S × S − H com x + y = 1, então [(x − 1)2 + y2]
1
2 é irracional. O

conjunto [x, x + 1) × [y, y + 1) é uma vizinhança de (x, y) e ainda, para todo (z, w) ∈

[x, x+1)×[y, y+1)−{(x, y)}, temos z+w > x+y = 1. Isto significa que (z, w) ∈ S×S−H.

Logo,

(x, y) ∈ [x, x+ 1)× [y, y + 1) ⊂ (S × S)−H.

Em qualquer caso, para todo (x, y) ∈ (S × S) − H, existe uma vizinhança aberta de

(x, y) em S × S contida em (S × S) − H. Portanto (S × S) − H é aberto em S × S
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e consequentemente H é fechado em S × S. Analogamente prova-se que K também é

fechado em S × S.

Considere V um aberto que contenha K. Para todo (z, w) ∈ K fixe d(z,w) > 0 tal

que o aberto N(z, w) := [z, z + d(z,w))× [w,w + d(z,w)) esteja contido em V e defina para

cada n ∈ N,

Kn =

{
(x, y) ∈ K; d(x,y) >

1

n

}
.

Note que

K =
⋃
n∈N

Kn.

Mas, pelo Exemplo 1.4, K é de segunda categoria em P := {(x, y) ∈ S × S;x+ y = 1},

onde em P estamos considerando a topologia induzida pela métrica euclidiana restrita a

P . Sendo assim, existe n0 ∈ N tal que int(Kn0) 6= ∅.

Sejam s0 = (s, 1 − s) e t0 = (t, 1 − t) pontos de P , com s < t, tais que L =

{ms0 + (1−m)t0;m ∈ (0, 1)} ⊂ Kn0 .

Seja R o conjunto de pontos em S×S que satisfazem o sistema de inequações abaixo:

(∗)



x+ y > 1;

x+ y < 1 + 1
n0

;

x− y < 2t− 1;

x− y > 2s− 1.

Simbolicamente, R = {(x, y) ∈ S × S; (x, y) satisfaz o sistema (*)}.

Observe que (x, y) ∈ L se, e somente se, (x, y) ∈ P e (x, y) satisfaz as duas últimas

inequações do sistema acima. Deixaremos isto como exerćıcio para o leitor. Para provar

a implicação mais dif́ıcil, ou seja, que se (x, y) ∈ P e (x, y) satisfaz as duas últimas

inequações do sistema acima então (x, y) ∈ L, mostre que x ∈ (s, t) e use que a função

f : R → R com f(m) = ms + (1 −m)t, é cont́ınua e o Teorema do Valor Intermediário

para encontrar m ∈ (0, 1) tal que f(m) = x.

Nosso objetivo agora, é mostrar que R ⊂ V . Seja (x, y) ∈ R. Note que pela equação
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1 do sistema (*) podemos escrever x + y = 1 + 1
m

com m > 0. Segue que m > n0. Note

que b := (x − 1
2m
, y − 1

2m
) ∈ L. De fato, basta ver que b ∈ P e que b satisfaz as duas

últimas inequações do sistema (∗). Como Kn0 é denso em L, existe (z, w) ∈ Kn0 com∣∣∣∣x− 1

2m
− z
∣∣∣∣ < 1

2m
e

∣∣∣∣y − 1

2m
− w

∣∣∣∣ < 1

2m
. (2.2)

De (z, w) ∈ Kn0 ⊂ P e (x, y) ∈ R conclúımos que z < x ou w < y. Suponha z < x. Pela

inequação (2.2)

y − w = 1 +
1

m
− x− 1 + z = z − x+

1

m
> − 1

2m
− 1

2m
+

1

m
= 0.

Analogamente, se w < y então z < x. Segue que z < x e w < y e ainda, novamente pela

inequação (2.2), x− z < 1
m
< 1

n0
e y − w < 1

n0
. Consequentemente

(x, y) ∈
[
z, z +

1

n0

)
×
[
w,w +

1

n0

)
⊂ [z, z + d(z,w))× [w,w + d(z,w)) = N(z, w) ⊂ V.

Em resumo, mostramos que R ⊂ V .

Observe que H ∩ L 6= ∅. De fato, L é conexo em R2, com a topologia induzida pela

métrica euclidiana e a aplicação

f : (R2, ||.||) −→ (R, |.|)

(x, y) 7−→
√

(x− 1)2 + y2.

é cont́ınua. Logo, f(L) é um ponto ou um intervalo. Use que f(s0) =
√

2(1 − s) 6=
√

2(1− t) = f(t0) e a continuidade de f para garantir que f(L) não pode ser um ponto.

Logo, deve existir (x, y) ∈ L tal que f(x, y) é racional.

Tome x0 = (x, y) ∈ H ∩ L. Pelo Lema 1.1, existe uma rede {xn}n∈I tal que xn → x0

na topologia produto e xn 6= x0 para todo n ∈ I.

Defina
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R2 :=

[
x, x+min

{
2t− 1− (x− y)

2
,

1

2n0

})
×
[
y, y +min

{
x− y − (2s− 1)

2
,

1

2n0

})
.

Usando que (x, y) ∈ L, prova-se facilmente que R2 − {(x, y)} ⊂ R ⊂ V . Consequen-

temente, como R2 é aberto, existe p ∈ I tal que, para todo n > p tem-se xn ∈ R2 ⊂ R.

Pela Proposição 1.4, (x, y) ∈ V . Logo, todo aberto que contém H, em particular é uma

vizinhança aberta de (x, y), e desse modo intercepta V .

Portanto S × S não é normal.

Corolário 2.3. Com a notação adotada no ińıcio desta seção, S×S não é paracompacto.

Demonstração: Segue diretamente da proposição 2.4.

Vimos acima que nem sempre o produto de espaços paracompactos é paracompacto.

Porém, se colocarmos mais alguma hipótese sobre o espaço, então o produto poderá vir

a ser paracompacto. A seguir, apresentaremos um teorema que comprova esta afirmação.

O espaço S×S, com a topologia produto, também é um exemplo de um espaço topológico

que é Hausdorff, mas não é paracompacto.

Teorema 2.2. Seja X um espaço topológico T1 e regular. Suponha que existem duas

coberturas {Cλ}λ∈I e {Uλ}λ∈I de X que satisfazem:

1. Cλ é compacto, Uλ é aberto e Cλ ⊂ Uλ, para todo λ ∈ I;

2. {Uλ}λ∈I é ordem localmente finita.

Então, para cada espaço topológico paracompacto Y , o produto cartesiano X × Y , com a

topologia produto, é um espaço topológico paracompacto.

Provaremos este teorema mais tarde. Primeiro, obteremos como preliminar alguns

lemas.

Lema 2.1. As seguintes afirmações sobre um espaço topológico X, que é regular e T1,

são equivalentes.
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1. X é paracompacto;

2. Toda cobertura aberta de X possui um refinamento localmente finito;

3. Toda cobertura aberta de X possui um refinamento fechado localmente finito.

Demonstração:

(1)⇒ (2).

Trivial.

(2)⇒ (3).

Seja {Uλ}λ∈I uma cobertura aberta de X. Para cada x ∈ X, existe λ ∈ I tal que x ∈

Uλ. Como X é regular, existe uma vizinhança aberta Ex de x tal que x ∈ Ex ⊂ Ex ⊂ Uλ.

Com isso, constrúımos uma cobertura aberta {Ex}x∈X de X tal que a famı́lia
{
Ex
}
x∈X é

um refinamento de {Uλ}λ∈I .

Por hipótese, existe um refinamento localmente finito β de {Ex}x∈X . Então, α :={
A;A ∈ β

}
é o refinamento fechado localmente finito de {Uλ}λ∈I que procurávamos. Para

verificar que o último refinamento é localmente finito, note que se {Uλ}λ∈I é uma coleção

localmente finita, então a coleção
{
Uλ
}
λ∈I também é localmente finita.

(3)⇒ (1).

Como X é regular e T1 então X é de Hausdorff (veja Lema 1.3). Seja α uma cobertura

aberta de X. Por hipótese, existe um refinamento localmente finito β desta cobertura.

Para cada x ∈ X, existe um aberto Ex que intercepta somente uma quantidade finita de

elementos da coleção β. A coleção {Ex}x∈X é uma cobertura aberta de X. Logo, por

hipótese, existe um refinamento fechado localmente finito γ de {Ex}x∈X .

Para cada A ∈ β considere RA = {W ∈ γ;W ∩ A = ∅} e defina

A∗ := X −
⋃

W∈RA

W.

Observe que A∗ é aberto, para todo A ∈ β. De fato, seja x ∈ A∗. Então, existe uma

vizinhança aberta Vx de x que intercepta somente uma quantidade finita de elementos
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de γ. Sejam W1,W2, ...,Wn os elementos de γ que interceptam Vx. Note que Wi ∈ RA

implica em x /∈ Wi. Seja I := {i ∈ {1, 2, ..., n} ;Wi ∈ RA} e defina

V := Vx −
⋃
i∈I

Wi.

É claro que V é uma vizinhança aberta de x e ainda

V = Vx −
⋃
i∈I

Wi = Vx −
⋃

W∈RA

W ⊂ A∗.

Vimos acima que A∗ é aberto. Além disso, temos A ⊂ A∗, para todo A ∈ β e

consequentemente a coleção {A∗}A∈β cobre X. Também é fácil ver, a partir da definição

de A∗, que

se W ∈ γ intercepta A∗ então W intercepta A. (2.3)

Para cada A ∈ β, escolha SA ∈ α tal que A ⊂ SA e defina

ε := {A∗ ∩ SA;A ∈ β} .

A coleção ε é uma cobertura aberta de X. De fato, basta notar que a famı́lia β cobre X e

⋃
A∈β

A ⊂
⋃
A∈β

A∗ ∩ SA.

Mostraremos que ε é uma coleção localmente finita. Seja x ∈ X. Como γ é uma

coleção localmente finita, existe uma vizinhança aberta Vx de x que intercepta somente

uma quantidade finita de elementos de γ. Se W1, ...,Wn são os elementos de γ que inter-

ceptam Vx, então

Vx ⊂
n⋃
i=1

Wi. (2.4)

Porém, cada elemento de γ intercepta somente uma quantidade finita de elementos de

β, pois γ é um refinamento de {Ex}x∈X . Com isso, para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, existem
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n(i) ∈ N e Ai,1, ..., Ai,n(i) ∈ β tais que

{A ∈ β;A ∩Wi 6= ∅} =
{
Ai,1, ..., Ai,n(i)

}
.

Por (2.3)

{A ∈ β;A∗ ∩Wi 6= ∅} ⊂
{
Ai,1, ..., Ai,n(i)

}
.

Desta inclusão e por (2.4)

{A ∈ β;A∗ ∩ SA ∩ Vx 6= ∅} ⊂ {A ∈ β;A∗ ∩ Vx 6= ∅}

⊂
n⋃
j=1

{A ∈ β;A∗ ∩Wj 6= ∅}

⊂
n⋃
j=1

{
Aj,1, ..., Aj,n(j)

}
.

Logo, a famı́lia ε é um refinamento aberto localmente finito de α. Portanto X é um espaço

topológico paracompacto. Isto completa a demonstração do lema.

Lema 2.2. Sejam (X, τ) um espaço topológico e {Aλ}λ∈I uma coleção ordem localmente

finita de subconjuntos de X. Para cada λ ∈ I, seja {Bδ; δ ∈ Jλ} uma coleção localmente

finita de subconjuntos de Aλ e ainda, Jλ ∩ Jε = ∅ se λ 6= ε. Então a coleção {Bλ}λ∈J é

ordem localmente finita, onde J é a união disjunta dos Jλ, J :=
⋃
λ∈I Jλ.

Demonstração: Por definição, existe uma ordem total ≤ em I tal que, para cada λ ∈ I,

a coleção {Aε; ε ≤ λ} é localmente finita.

Para cada λ ∈ I, escolha uma ordem total ≤λ em Jλ e defina a relação ≺ em J do

seguinte modo. Sejam x, y ∈ J com x ∈ Jε e y ∈ Jδ. Então,

x ≺ y ⇔


δ 6= ε e ε ≤ δ

ou

δ = ε e x ≤δ y.

Deixaremos para o leitor verificar que ≺ é uma ordem total em J .
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Seja ε ∈ Jλ. Mostraremos que a coleção
{
Bλ ∈ {Bλ}λ∈J ;λ ≺ ε

}
é localmente finita.

Para isto, considere x ∈ X. Existe uma vizinhança U(x) de x que intercepta somente

uma quantidade finita de elementos do conjunto {Aδ; δ ≤ λ}. Sejam Aδ1 , ..., Aδn os ele-

mentos de {Aδ; δ ≤ λ} que interceptam U(x). Por hipótese, para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, a

famı́lia {Bk; k ∈ Jδi} é localmente finita. Sendo assim, existe uma vizinhança Vi(x) de x

que intercepta somente uma quantidade finita de elementos da famı́lia {Bk; k ∈ Jδi}. O

conjunto

V (x) := U(x) ∩
n⋂
i=1

Vi(x)

é uma vizinhança de x tal que a coleção
⋃n
i=1 {k ∈ Jδi ;V (x) ∩Bk 6= ∅; } é finita. Agora,

note que η ≺ ε, com η ∈ Jp para algum p ∈ I, implica que p ≤ λ. Logo,

{η ∈ J ; η ≺ ε e Bη ∩ V (x) 6= ∅} ⊂
⋃

ρ∈I, ρ≤λ

{η ∈ Jρ;Bη ∩ V (x) 6= ∅} . (2.5)

Observe que, se p ∈ I com p ≤ λ e η ∈ Jp é tal que Bη ∩ V (x) 6= ∅, então por hipótese

temos Bη ⊂ Ap. Consequentemente Ap ∩ V (x) 6= ∅ e isto implica que p ∈ {δ1, ..., δn}.

Desta observação conclúımos que

⋃
ρ∈I, ρ≤λ

{η ∈ Jρ;Bη ∩ V (x) 6= ∅} ⊂
n⋃
i=1

{η ∈ Jδi ;Bη ∩ V (x) 6= ∅} . (2.6)

Por (2.5) e (2.6) conclúımos o que pretend́ıamos demonstrar. Portanto a cobertura

{Bλ}λ∈J é ordem localmente finita.

Lema 2.3. Um espaço topológico X regular e T1 é paracompacto se, e somente se, toda

cobertura aberta de X tem um refinamento aberto que é ordem localmente finito.

Demonstração: Se X é paracompacto, então toda cobertura aberta de X possui um

refinamento aberto localmente finito. Em particular, este refinamento aberto é ordem

localmente finito.

Suponha que X é um espaço topológico regular e T1, tal que toda cobertura aberta

de X possui um refinamento aberto que é ordem localmente finito. Como X é regular e
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T1, então X é Hausdorff.

Sejam ε uma cobertura aberta de X e δ = {Uλ}λ∈I um refinamento aberto ordem

localmente finito de ε. Seja ≤ uma ordem total em I tal que, para todo λ ∈ I, a famı́lia

{Uγ; γ ≤ λ} é localmente finita. Para cada λ ∈ I, defina

Vλ := Uλ −
⋃

δ≤λ e δ 6=λ

Uδ.

Considere a famı́lia β := {Vλ}λ∈I . Sejam x ∈ X e Uλ0 ∈ δ com x ∈ Uλ0 . Usando que

δ é ordem localmente finita, encontramos uma vizinhança de x que intercepta somente

uma quantidade finita de elementos da famı́lia {Uε; ε ≤ λ0}. Isto implica que x pertence

a somente uma quantidade finita de elementos desta coleção. Sejam Uλ0 , Uλ1 , ..., Uλn os

conjuntos desta famı́lia para os quais x faz parte. Tome ρ o menor elemento do conjunto

{λ0, λ1..., λn}. Então, é claro que x ∈ Vρ e consequentemente β cobre X. Mais ainda,

vê-se facilmente β é um refinamento de δ.

Resta-nos mostrar que β é localmente finita. Sejam x ∈ X e λ0 ∈ I tal que x ∈

Uλ0 . Seja W (x) uma vizinhança de x que intercepta somente uma quantidade finita de

conjuntos da famı́lia {Uλ;λ ≤ λ0}. Logo, W (x) ∩ Uλ0 é uma vizinhança de x e ainda

{λ ∈ I;W (x) ∩ Uλ0 ∩ Vλ 6= ∅} = {λ ∈ I;W (x) ∩ Uλ0 ∩ Vλ 6= ∅ e λ ≤ λ0}

⊂ {λ ∈ I;W (x) ∩ Uλ0 ∩ Uλ 6= ∅ e λ ≤ λ0}

⊂ {λ ∈ I;W (x) ∩ Uλ 6= ∅ e λ ≤ λ0} .

Pelo que vimos acima, este último conjunto é finito e desse modo o refinamento β é

localmente finito. Pelo Lema 2.1, X é um espaço topológico paracompacto.

Enfim, temos o que precisamos para demonstrar o Teorema 2.2. A seguir enunciare-

mos e provaremos este teorema, que nos dá uma condição suficiente para que o produto

de espaços paracompactos seja um espaço paracompacto.

Teorema 2.3. Seja X um espaço topológico T1 e regular. Suponha que existem duas

coberturas {Cλ}λ∈I e {Uλ}λ∈I de X que satisfazem:
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1. Cλ é compacto, Uλ é aberto e Cλ ⊂ Uλ, para todo λ ∈ I.

2. {Uλ}λ∈I é ordem localmente finita.

Então, para cada espaço topológico paracompacto Y , o produto cartesiano X × Y , com a

topologia produto, é um espaço topológico paracompacto.

Demonstração:

Seja α uma cobertura aberta de X × Y . Encontraremos um refinamento aberto e

ordem localmente finito de α. Fixe y ∈ Y e λ ∈ I. Para cada x ∈ Cλ, o ponto (x, y) ∈ K

para algum K ∈ α. Com isso, para cada x ∈ Cλ, existem vizinhanças abertas V(x,y) e

W(x,y) de x em X e de y em Y respectivamente, tais que (x, y) ∈ V(x,y)×W(x,y) ⊂ K, para

algum K ∈ α.

A coleção
{
V(x,y) ∩ Uλ

}
x∈Cλ

é uma cobertura aberta de Cλ, que é compacto. Logo,

esta cobertura possui uma subcobertura finita. Seja
{
V(x1,y) ∩ Uλ, ..., V(xn(y,λ),y) ∩ Uλ

}
esta

subcobertura finita, onde n(y, λ) ∈ N. Defina

V (y, λ) :=

n(y,λ)⋂
i=1

W(xi,y).

O conjunto V (y, λ) é uma vizinhança aberta de y e ainda,

(
V(xi,y) ∩ Uλ

)
× V (y, λ) ⊂ V(xi,y) ×W(xi,y) ⊂ Ki, (2.7)

com Ki ∈ α, para todo i ∈ {1, 2, ..., n(y, λ)}. Observe que

Cλ ⊂
n(y,λ)⋃
i=1

(
V(xi,y) ∩ Uλ

)
⊂ Uλ. (2.8)

Observe também que λ ∈ I e y ∈ Y foram tomados quaisquer. Logo, para todo λ ∈ I

e y ∈ Y podemos encontrar uma cobertura aberta
{
V(xi,y) ∩ Uλ

}n(y,λ)

i=1
de Cλ e definir

V (y, λ), satisfazendo (2.7) e (2.8).

Para cada λ ∈ I, a famı́lia {V (y, λ)}y∈Y é uma cobertura aberta de Y , que por
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sua vez é um espaço paracompacto. Sendo assim, esta cobertura possui um refinamento

aberto localmente finito βλ = {Vε; ε ∈ Iλ}.

Para cada Vε ∈ Bλ existe y ∈ Y tal que Vε ⊂ V (y, λ). Logo, pela Equação (2.7),

existe {Ki}n(y,λ)
i=1 ⊂ α tal que, para todo i ∈ {1, 2, ..., n(y, λ)}

(
V(xi,y) ∩ Uλ

)
× Vε ⊂

(
V(xi,y) ∩ Uλ

)
× V (y, λ) ⊂ Ki. (2.9)

Seja λ ∈ I. Para cada ε ∈ Iλ, escolha yε ∈ Y tal que Vε ⊂ V (yε, λ) e defina

Hλ :=
{(
V(xi,yε) ∩ Uλ

)
× Vε; ε ∈ Iλ e i ∈ {1, ..., n(yε, λ)}

}
.

A coleção Hλ é localmente finita. De fato, se (x, y) ∈ X×Y , então existe uma vizinhança

aberta Qy de y que intercepta somente uma quantidade finita de elementos de βλ. Então

X × Qy é uma vizinhança de (x, y) que intercepta somente uma quantidade finita de

elementos de Hλ.

A coleção {Uλ × Y ;λ ∈ I} é uma cobertura aberta de X×Y que é ordem localmente

finita, já que, por hipótese, {Uλ}λ∈I é ordem localmente finita. Além disso, Hλ é uma

coleção localmente finita de subconjuntos de Uλ × Y . Pelo Lema 2.2, a coleção H :=⋃
λ∈I Hλ é ordem localmente finita. Além disso, por (2.8)

⋃
A∈Hλ

A =
⋃
ε∈Iλ

n(yε,λ)⋃
i=1

(V (xi, yε) ∩ Uλ)× Vε


=
⋃
ε∈Iλ


n(yε,λ)⋃

i=1

(V (xi, yε) ∩ Uλ)

× Vε


⊃
⋃
ε∈Iλ

(Cλ × Vε)

= Cλ ×

(⋃
ε∈Iλ

Vε

)

= Cλ × Y.
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Logo, ⋃
A∈H

A =
⋃
λ∈I

⋃
A∈Hλ

A ⊃
⋃
λ∈I

(Cλ × Y ) = X × Y,

ou seja, H também cobre X × Y .

Por (2.9), H é um refinamento de α. Logo, H é um refinamento aberto de α que é

ordem localmente finito.

O espaço Y é de Hausdorff, em particular, é T1 e por hipótese X é T1. Pelo Corolário

1.1, X × Y é T1. A Proposição 2.4 garante que Y é normal. Logo Y é regular (pois

também é Hausdorff) e consequentemente pela Proposição 1.6, X × Y é regular. Pelo

Lema 2.3, obtemos que X × Y é um espaço topológico paracompacto.

O resultado seguinte foi provado em [13] por K. Morita. Em [8], I. Katuta apresenta

o resultado seguinte como um corolário do teorema que acabamos de provar.

Corolário 2.4. Seja X um espaço topológico paracompacto que é uma união enumerável

de subconjuntos fechados, localmente compactos e Y um espaço topológico paracompacto.

Então o produto X × Y , com a topologia produto, é um espaço topológico paracompacto.

2.3 Partição de Unidade Subordinada

Nesta seção apresentaremos uma caracterização para os espaços topológicos T1 que

são paracompactos. Mostraremos que um espaço topológico T1 é paracompacto se, e so-

mente se, toda cobertura aberta desse espaço possui uma partição de unidade subordinada

a ela.

Definição 2.2. Seja X um espaço topológico. Uma famı́lia {tλ}λ∈I de funções cont́ınuas

tλ : X −→ [0, 1] é chamada de partição de unidade se

1. Para todo x ∈ X, existe uma vizinhança aberta V (x) de x, tal que o conjunto

{λ ∈ I; suppX(tλ) ∩ V (x) 6= ∅} é finito, onde suppX(tλ) := {x ∈ X; tλ(x) 6= 0}. O

conjunto suppx(tλ) será chamado de suporte da função tλ;
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2. para todo x ∈ X, ∑
λ∈I

tλ(x) = 1.

Se X é um espaço topológico, então segue trivialmente da definição que a famı́lia

formada apenas pela função constante que a todo ponto de X associa 1 é uma partição

de unidade.

Observe que se X é um espaço topológico e {tλ}λ∈I é uma partição de unidade, então

a condição 1 garante que a famı́lia {suppX(tλ)}λ∈I é localmente finita.

Definição 2.3. Seja (X, τ) um espaço topológico e µ = {Uλ;λ ∈ J} uma cobertura aberta

de X. Uma partição de unidade subordinada a µ é uma partição de unidade {tλ;λ ∈ I}

que satisfaz a seguinte propriedade: para todo i ∈ I existe j ∈ J tal que suppX(ti) ⊂ Uj.

Seja X um espaço topológico. Segue trivialmente da definição que a partição de

unidade apresentada anteriormente no texto é uma partição de unidade subordinada a

cobertura {X}.

Nosso objetivo agora, é provar que um espaço topológico T1 é paracompacto se, e

somente se, toda cobertura aberta deste espaço, admite uma partição de unidade subor-

dinada a ela. Para isso, precisamos do seguinte lema.

Lema 2.4. Seja (X, τ) um espaço topológico paracompacto e {Uλ}λ∈I uma cobertura

aberta de X. Então existe uma cobertura aberta {Vλ}λ∈I de X tal que Vλ ⊂ Uλ para

todo λ ∈ I.

Demonstração:

Sejam α = {Uλ}λ∈I uma cobertura aberta de X e x ∈ X. Tome λ ∈ I tal que

x ∈ Uλ. Pela Proposição 2.4 e pelo Lema 1.4 existe um aberto Yx tal que x ∈ Yx ⊂

Yx ⊂ Uλ. Observe que γ := {Yx}x∈X é uma cobertura aberta de X que, por hipótese, é

paracompacto. Seja β = {Wλ}λ∈J um refinamento aberto localmente finito de γ. Defina

para cada λ ∈ I, Bλ =:
{
Z ∈ β;Z ⊂ Uλ

}
e

Vλ :=
⋃
Z∈Bλ

Z.
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A coleção {Vλ}λ∈I cobre X. De fato, se x ∈ X, então existem λ0 ∈ J , x ∈ X e

λ1 ∈ I tais que x ∈ Wλ0 ⊂ Yx ⊂ Yx ⊂ Uλ1 . Segue que x ∈ Wλ0 e Wλ0 ⊂ Yx ⊂ Uλ1 e

consequentemente x ∈ Vλ1 .

Mostraremos que Vλ ⊂ Uλ, para todo λ ∈ I. Seja λ ∈ I e tome x ∈ Vλ. Existe

uma vizinhança Vx de x que intercepta somente uma quantidade finita de elementos de

β. Sejam Wa1 , ...,Wan os elementos de β que interceptam Vx. De x ∈ Vλ e Vx ser uma

vizinhança de x segue que Vλ ∩ Vx 6= ∅. Assim sendo, deve existir i ∈ {1, 2, ..., n} tal que

Wai ⊂ Uλ. Defina

K :=
{
i ∈ N; 1 ≤ i ≤ n e Wai ⊂ Uλ

}
.

Temos x ∈
⋃
i∈KWai , pois, caso contrário, Vx −

⋃
i∈KWai seria uma vizinhança de x que

não interceptaria nenhum W ∈ β cujo fecho estivesse contido em Uλ. Consequentemente,

esta vizinhança de x não interceptaria Vλ. Isto contradiz o fato de que x está no fecho de

Vλ. Logo,

x ∈
⋃
i∈K

Wai =
⋃
i∈K

Wai ⊂ Uλ.

Com isso, provamos que Vλ ⊂ Uλ. Portanto {Vλ}λ∈I é a cobertura aberta procurada.

Teorema 2.4. Um espaço topológico T1 é paracompacto se, e somente se, toda cobertura

aberta deste espaço possui uma partição de unidade subordinada a ela.

Demonstração:

Suponha que (X, τ) é um espaço topológico T1 tal que toda cobertura aberta de

X possui uma partição de unidade subordinada a ela e tome x, y ∈ X. Existem uma

vizinhança aberta Ax de x que não contém y e também uma vizinhança aberta Ay de y

que não contém x. Para cada z ∈ X − {x, y} tome uma vizinhança aberta Az de z que

não contém x.

A coleção {Az}z∈X−{x,y} ∪{Ax, Ay} é uma cobertura aberta de X. Seja {fλ}λ∈I uma

partição de unidade subordinada a esta cobertura. Por definição, existe λ0 ∈ I tal que

fλ0(x) 6= 0. Existe também um conjunto da cobertura que contém suppX(fλ0). Logo, fλ0

se anula fora deste conjunto. Porém, o único conjunto que contém x desta cobertura é
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Ax. Consequentemente

suppX(fλ0) ⊂ Ax.

Como y /∈ Ax então fλ0(y) = 0. Logo, os conjuntos f−1
λ0

[
0,

fλ0 (x)

2

)
e f−1

λ0

(
fλ0 (x)

2
, 1
]

são

vizinhanças abertas e disjuntas de y e x respectivamente. Isto mostra que X é um espaço

de Hausdorff.

Seja α = {Uλ}λ∈I uma cobertura aberta de X e considere {tλ}λ∈J uma partição de

unidade subordinada a α. Considere a coleção

β = {Vλ;λ ∈ J} , onde Vλ := {x ∈ X; tλ(x) 6= 0} .

Temos
∑

λ∈J tλ(x) = 1, para todo x ∈ X. Isto implica que a coleção β cobre X. Pela

continuidade de tλ conclúımos que Vλ é aberto. Segue da definição de partição de uni-

dade que a famı́lia {suppX(tλ)}λ∈J é localmente finita e para todo λ ∈ J existe ε ∈ I

tal que suppX(tλ) ⊂ Uε. Como Vλ ⊂ suppX(tλ) para todo λ ∈ J , segue que β é um

refinamento aberto localmente finito da cobertura α. Portanto X é um espaço topológico

paracompacto.

Suponha que X é um espaço topológico paracompacto. Seja α = {Uλ}λ∈I uma

cobertura aberta de X e considere β = {Wλ}λ∈J um refinamento aberto localmente finito

de α. Pelo Lema 2.4, existem coberturas abertas {Vλ}λ∈J e {Pλ}λ∈J de X satisfazendo

Pλ ⊂ Vλ ⊂ Vλ ⊂ Wλ, para todo λ ∈ J. (2.10)

Pelo Corolário 2.2, para cada λ ∈ J existe uma função cont́ınua fλ : X → [0, 1] tal que

fλ(Pλ) = {1} e fλ(X − Vλ) = {0}. A última igualdade implica que {x ∈ X; fλ(x) 6= 0} ⊂

Vλ. Consequentemente, por (2.10)

suppX(fλ) ⊂ Vλ ⊂ Wλ. (2.11)

Podemos definir



81

f : X −→ (0,+∞)

x 7−→
∑

λ∈J fλ(x).

Mostraremos que f está bem definida e é cont́ınua. Seja x ∈ X e considere uma vizinhança

aberta Vx de x tal que o conjunto

{λ ∈ I; suppX(fλ) ∩ Vx 6= ∅}

é finito. Sejam λ1, ..., λn os elementos deste conjunto. Então, para cada y ∈ Vx

f(y) =
∑
λ∈J

fλ(y) =
n∑
k=1

fλk(y).

Logo, f é em Vx uma soma finita de funções cont́ınuas. Segue que f está bem definida.

Além disso, esta igualdade mostra que f é cont́ınua em x. Como {Pλ}λ∈J cobre X então

f(x) > 0 para todo x ∈ X.

Para cada λ ∈ J defina a função

gλ : X −→ [0, 1]

x 7−→ fλ(x)
f(x)

.

Perceba que suppX(gλ) = suppX(fλ). Consequentemente a coleção {gλ}λ∈I satisfaz a

condição 1 da definição de partição de unidade. É fácil ver que
∑

λ∈J gλ(x) = 1 para todo

x ∈ X e que cada gλ é cont́ınua. Logo, a coleção {gλ}λ∈J é uma partição de unidade.

Através de (2.11), conclúımos que esta coleção é uma partição de unidade subordinada a

cobertura β. Mas, como β é um refinamento de α, segue que esta coleção é uma partição

de unidade subordinada a α.

Portanto, toda cobertura aberta de X possui uma partição de unidade subordinada

a ela.

Ernest Michael em [10] mostrou que para que um espaço topológico T1 seja paracom-

pacto é suficiente apenas que exista para cada cobertura aberta α de X uma famı́lia de
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funções cont́ınuas {tλ}λ∈I , onde tλ : X → [0, 1], que satisfaz:

1.
∑

λ∈I tλ(x) = 1 para cada x ∈ X (Veja apêndice A.6);

2. Para todo λ ∈ I existe Aλ ∈ α tal que se x /∈ Aλ então tλ(x) = 0.

Mostraremos o resultado enunciado anteriormente, mas primeiro provaremos o se-

guinte lema.

Lema 2.5. Seja X um espaço topológico regular e T1. Suponha que toda cobertura aberta

de X tem um refinamento aberto V =
⋃∞
i=1 Vi, onde cada Vi é uma coleção localmente

finita de X. Nessas condições, X é paracompacto.

Demonstração: Seja R uma cobertura aberta de X. Por hipótese, existe um refinamento

V =
⋃∞
i=1 Vi, onde cada Vi é uma coleção localmente finita de X. Defina para cada i ∈ N,

Wi :=
⋃
A∈Vi

A.

A coleção {Wi}i∈N é uma cobertura aberta de X. Pela Proposição 1.3, existe um refi-

namento {Ai}i∈N de {Wi}i∈N que é localmente finito e ainda Ai ⊂ Wi, para todo i ∈ N.

Com isso, defina

Ω :=
⋃
i∈N

{K ∩ Ai;K ∈ Vi} .

A coleção Ω também cobre X. De fato, usando que Ai ⊂ Wi e que {Ai}i∈N cobre X

⋃
A∈Ω

A =
⋃
i∈N

⋃
K∈Vi

(K ∩ Ai)

=
⋃
i∈N

[( ⋃
K∈Vi

K

)
∩ Ai

]

=
⋃
i∈N

(Wi ∩ Ai)

=
⋃
i∈N

Ai = X.
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Se x ∈ X, então existe uma vizinhança Sx de x que intercepta apenas uma quantidade

finita de elementos de famı́lia {Ai}i∈N. Suponha que {Ai1 , ..., Ain} sejam esses elementos.

Para cada j ∈ {1, 2, ..., n} a famı́lia Vij é localmente finita. Sendo assim, existe uma

vizinhança Pij de x que intercepta apenas uma quantidade finita de elementos desta

famı́lia. Logo,

S := Sx ∩
n⋂
j=1

Pij

é uma vizinhança de x que intercepta apenas uma quantidade finita de elementos do

conjunto Ω. Consequentemente, a famı́lia Ω é localmente finita.

Segue, de V ser um refinamento de R, que Ω também é um refinamento de R.

Portanto, constrúımos um refinamento Ω de R que é localmente finito. Pelo Lema

2.1, X é um espaço topológico paracompacto.

Teorema 2.5. Seja X um espaço topológico T1. Suponha que para toda cobertura aberta α

de X, exista uma famı́lia de funções cont́ınuas {tλ}λ∈I , onde tλ : X → [0, 1], que satisfaz

1.
∑

λ∈I tλ(x) = 1 para cada x ∈ X;

2. Para todo λ ∈ I, existe Aλ ∈ α tal que se x /∈ Aλ então tλ(x) = 0.

Nessas condições, X é um espaço topológico paracompacto.

Demonstração: Mostraremos que X é regular. Para isto, seja F ⊂ X um fechado e

x ∈ X −F . Seja Vx ⊂ X −F uma vizinhança aberta de x e para cada y ∈ X −{x} tome

uma vizinhança aberta Zy de y que não contém x. Isto é posśıvel porque o espaço é T1.

A famı́lia γ := {Vx}∪{Zy}y∈X−{x} é uma cobertura aberta de X. Por hipótese, existe

uma famı́lia de funções {tλ}λ∈I , onde tλ : X → [0, 1], satisfazendo 1 e 2. Por 1, existe

λ0 ∈ I tal que

tλ0(x) 6= 0.

Como Vx é o único aberto da cobertura γ que contém x, então segue por 2 que tλ0 se

anula fora de Vx. Logo tλ0(F ) = {0}.
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Os abertos t−1
λ0

(
tλ0 (x)

2
, 1
]

e t−1
λ0

[
0,

tλ0 (x)

2

)
são vizinhanças abertas e disjuntas de x e

F respectivamente. Isto completa a prova de que X é regular.

Sejam R uma cobertura aberta de X e {tλ}λ∈I uma famı́lia de funções cont́ınuas,

tλ : X → [0, 1], tal que

1.
∑

i∈I tλ(x) = 1, para todo x ∈ X;

2. para cada λ ∈ I existe Aλ ∈ R tal que, se x /∈ Aλ então tλ(x) = 0.

Defina para cada i ∈ N e λ ∈ I

Ai,λ := t−1
λ

(
1

i
, 1

]
.

Cada Ai,λ é aberto, já que tλ é uma função cont́ınua. Para cada i ∈ N defina

Vi := {Ai,λ}λ∈I

e

V :=
⋃
i∈N

Vi.

Seja x ∈ X. Por 1, existe λ ∈ I tal que tλ(x) 6= 0. Para i ∈ N com 1
i
< tλ(x) temos

x ∈ Ai,λ. Logo V é uma cobertura aberta de X. Mais que isso, a condição 2 garante que

V é um refinamento da cobertura R.

Provaremos que para cada i ∈ N, a coleção Vi é localmente finita. Sejam i ∈ N e

x ∈ X. Por 1, existe um subconjunto finito F de I tal que∣∣∣∣∣∑
λ∈F

tλ(x)− 1

∣∣∣∣∣ < 1

2i
.

Segue disto que ∑
λ∈F

tλ(x) > 1− 1

2i
. (2.12)

A função t :=
∑

λ∈F tλ é cont́ınua, pois é soma finita de funções cont́ınuas. A ine-
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quação (2.12) implica que o aberto
(
1− 1

i
, 1 ] é uma vizinhança de t(x). Pela continuidade

de t, existe uma vizinhança Wx de x tal que

t(Wx) ⊂
(

1− 1

i
, 1

]
. (2.13)

Agora, se λ0 /∈ F e y ∈ Wx, então, por (2.13)

tλ0(y) = tλ0(y) + t(y)− t(y) ≤
∑
λ∈I

tλ(y)− t(y) = 1− t(y) < 1−
(

1− 1

i

)
=

1

i
.

Segue que y /∈ Ai,λ0 . Consequentemente, Wx ∩ Ai,λ0 = ∅. Logo,

{λ ∈ I;Ai,λ ∩Wx 6= ∅} ⊂ F.

Portanto, Vi é uma coleção localmente finita para todo i ∈ N.

Em resumo, provamos que para toda cobertura aberta R de X existe um refinamento

aberto V =
⋃
i∈N Vi de R tal que Vi é localmente finita para todo i ∈ N. Pelo Lema 2.5,

X é um espaço topológico paracompacto.

Corolário 2.5. Seja X um espaço topológico T1. Então, X é paracompacto se, e somente

se, para toda cobertura aberta α de X, existe uma famı́lia de funções cont́ınuas {tλ}λ∈I ,

onde tλ : X → [0, 1], que satisfaz

1.
∑

λ∈I tλ(x) = 1 para cada x ∈ X.

2. Para todo λ ∈ I existe Aλ ∈ α tal que se x /∈ Aλ então tλ(x) = 0.

Demonstração: Combine os Teoremas 2.4 e 2.5.



86



Caṕıtulo 3

Paracompacidade de Espaços

Localmente Compactos e Hausdorff

Os espaços topológicos localmente compactos e de Hausdorff desempenham papel

importante na matemática. Neste caṕıtulo, estudaremos uma caracterização para os

espaços topológicos localmente compactos e Hausdorff que são paracompactos. Iniciare-

mos o caṕıtulo mostrando que a classe dos espaços localmente compactos e Hausdorff não

está contida na classe dos espaços paracompactos. Durante o caṕıtulo, usaremos alguns

resultados algébricos que serão devidamente enunciados e provados no apêndice deste

texto. Se X é um conjunto, então denotaremos, neste caṕıtulo, o conjunto das partes de

X por P (X) ou 2X .

3.1 Exemplo de um Espaço Topológico Localmente

Compacto e Hausdorff que não é Paracompacto

Definiremos uma topologia em R que o torna um espaço topológico localmente com-

pacto e Hausdorff, porém não paracompacto. Para cada y ∈ R−Q, escolha uma sequência

de racionais {xyn}n∈N que converge para y (Na topologia de R induzida pela métrica eu-
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clidiana). Para cada irracional y e para n ∈ N, defina

Un(y) := {xyi }
∞
i=n ∪ {y} .

Agora, defina

K :=
⋃

y∈R−Q

{Un(y);n ∈ N} ∪
⋃
x∈Q

{{x}} .

Observe que a intercessão de dois elementos deK só pode ser vazia ou uma quantidade

finita de racionais ou algum Un(y), ou seja, a intercessão finita de elementos de K é uma

união finita de elementos de K. Use esta observação para garantir a existência de uma

topologia em R com base K. Seja ρQ a topologia que tem como base o conjunto K.

Proposição 3.1. Com a notação adotada acima, (R, ρQ) é um espaço de Hausdorff.

Demonstração: Basta notar que, para todo aberto A de R, com a topologia induzida

pela métrica euclidiana, e para todo x ∈ A, existe um aberto B de (R, ρQ) tal que

x ∈ B ⊂ A. Logo, todo aberto de R é também um aberto de (R, ρQ). Como R, com a

topologia induzida pela métrica euclidiana, é de Hausdorff, segue que (R, ρQ) também é

um espaço de Hausdorff.

Proposição 3.2. Com a notação adotada acima, (R, ρQ) é um espaço topológico local-

mente compacto.

Demonstração:

Se x ∈ R é racional então {x} é uma vizinhança compacta de x.

Se y é irracional, então U1(y) é uma vizinhança aberta de y. Mostraremos que U1(y)

é compacto em (R, ρQ). Sejam {Uλ}λ∈I uma cobertura aberta de U1(y) e λ0 ∈ I tal que

y ∈ Uλ0 . Existe um aberto básico A tal que y ∈ A ⊂ Uλ0 . Mas, os únicos abertos básicos

que contém y são os Un(y) com n ∈ N. Com isso, existe n0 ∈ N tal que Un0(y) ⊂ Uλ0 .

Para cada n ∈ N com n < n0 escolha Uλn com xyn ∈ Uλn . Então,

{Uλi}
n0−1
i=0
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é uma subcobertura finita da cobertura {Uλ}λ∈I . Consequentemente U1(y) é compacto.

Portanto, (R, ρQ) é um espaço topológico localmente compacto.

Em breve, mostraremos que (R, ρQ) não é paracompacto. Antes de demonstrar esta

afirmação, mostraremos como preliminar o Lema de Jones.

Lema 3.1. (Lema de Jones) Seja (X, τ) um espaço topológico normal. Suponha que

existam dois subconjuntos A e B de X tais que A é infinito e denso em X e todo subcon-

junto de B é fechado em X. Nessas condições, temos

2|B| ≤ 2|A|.

Demonstração: Denote o conjunto de todos os subconjuntos de A e de B respectiva-

mente por P (A) e P (B). Seja C ⊂ B. Por hipótese, C e B − C são fechados em X.

Pelo Lema de Urysohn (Lema 1.6), existe uma função cont́ınua fC : X → [0, 1] tal que

fC(C) = {0} e fC(B − C) = {1}.

Sejam C(X,R) o conjunto de todas as funções cont́ınuas definidas em X e tomando

valores em R e f(A,R) o conjunto de todas as funções de A em R. Para cada C ⊂ B,

escolha uma função cont́ınua fC : X → R que satisfaz, fC(C) = {0} e fC(B − C) = {1}

e defina a função

f : P (B) −→ C(X,R)

C 7−→ fC .

A função f é injetiva. De fato, se A,C ∈ P (B) com A 6= C (podemos supor sem perda

de generalidade que A − C 6= ∅), então para x ∈ A − C temos fA(x) = 0 e fC(x) = 1.

Logo, fA 6= fC . Isto mostra que 2|B| ≤ |C(X,R)|. Mas, a aplicação

h : C(X,R) −→ f(A,R)

f 7−→

 Hf : A −→ R

x 7−→ f(x).

é injetiva, pois suponha que Hf = Hg e tome x ∈ X. Como A é denso em X, existe uma

rede {yn}n∈I em A que converge para x. Logo f(xn) = g(xn), para todo n ∈ I. Pela
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Proposição 1.5 e do fato de R ser um espaço de Hausdorff temos f(x) = g(x). Portanto

f = g. Da injetividade de f , obtemos |C(X,R)| ≤ |R||A| e consequentemente 2|B| ≤ |R||A|.

Pelo Exemplo 1.7 e item 3 da Proposição 1.10, temos

2|B| ≤ |R||A|

=
(
2|N|
)|A|

= 2|N|·|A|.

Como A é infinito, pelo Corolário 1.7,

2|B| ≤ 2|N|·|A| = 2|A|.

De posse deste lema, demonstraremos a proposição anterior.

Proposição 3.3. Com a notação adotada anteriormente, (R, ρQ) não é um espaço to-

pológico paracompacto.

Demonstração: Suponha que o espaço topológico (R, ρQ) é normal. Afirmamos que Q

é denso em (R, ρQ). De fato, se V é um aberto não vazio, então existe um aberto básico

K tal que K ⊂ V . Mas, todo aberto básico intercepta Q e desse modo, Q intercepta V .

Agora se A ⊂ R−Q então

R− A =
⋃
x∈Q

{x} ∪
⋃

y∈(R−Q)−A

U1(y).

Esta igualdade mostra que R − A é aberto em (R, ρQ) e consequentemente A é fechado

em (R, ρQ). Logo, todo subconjunto de R−Q é fechado em (R, ρQ).

Assim, pelo Lema de Jones temos

2|R−Q| ≤ 2|Q|.
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Logo,

2|R| = 2|R−Q| ≤ 2|Q| = 2|N| = |R|.

Isto é um absurdo, pois contradiz o Teorema de Cantor (exemplo 1.8). Portanto o espaço

topológico (R, ρQ) não é normal e isto implica que (R, ρQ) não é paracompacto pela

Proposição 2.4.

3.2 Uma Caracterização para os Espaços Topológico

Localmente Compactos e Hausdorff que são Pa-

racompactos

Começaremos a seção enunciando um resultado fundamental sobre R-módulos pro-

jetivos, que precisamos para apresentar uma caracterização para a classe dos espaços

topológicos localmente compactos e Hausdorff que são paracompactos. Todos os resulta-

dos apresentados sem demonstração serão devidamente demonstrados no apêndice deste

texto. Encerramos a seção mostrando que um espaço topológico localmente compacto

e Hausdorff X é paracompacto se, e somente se, o conjunto das funções cont́ınuas com

suporte compacto, definidas em X e tomando valores em R é um C(X)-módulo projetivo.

Recordemos das seguintes definições e resultados sobre R-módulos projetivos.

Definição 3.1. Se R é um anel comutativo com unidade, então um R-módulo M é um

grupo abeliano com uma função h : R × M → M satisfazendo para todos s, r ∈ R e

m,n ∈M , onde h(s, x) indicaremos como sx:

1. r(sm) = (rs)m;

2. r(m+ n) = rm+ rn;

3. (r + s)m = rm+ sm;

4. 1m = m.
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Exemplo 3.1. Seja X um espaço topológico de Hausdorff. Sabemos que o conjunto das

funções cont́ınuas definidas em X e tomando valores em R, com a adição e multiplicação

usuais de funções, é um anel comutativo e com unidade. O conjunto de todas as funções

cont́ınuas definidas em X e tomando valores em R que possuem suporte compacto, com a

aplicação m abaixo e com a adição natural de funções, é um C(X)-módulo. Durante este

caṕıtulo, indicaremos este conjunto por J(X).

m : C(X)× J(X) −→ J(X)

(f, g) 7−→ f · g

onde · é o produto usual de funções. Note que a aplicação acima está bem definida, pois

se f ∈ C(X) e g ∈ J(X) então

suppX(f · g) ⊂ suppX(g).

Como suppX(f ·g) é fechado e suppX(g) é compacto segue que suppX(f ·g) também é

compacto. Deixaremos para o leitor, as demonstrações das afirmações feitas neste exem-

plo.

Teorema 3.1. Um R-módulo P é projetivo se, e somente se, P possui uma base projetiva,

isto é, se, e somente se, existe uma famı́lia {vλ}λ∈I de elementos de P e uma famı́lia de

R-homomorfismos {ϕλ}λ∈I , onde ϕλ : P → R para cada λ ∈ I, que satisfazem para todo

x ∈ P :

1. O conjunto {λ ∈ I;ϕλ(x) 6= 0} é finito;

2.
∑

λ∈I ϕλ(x) · vλ = x.

O teorema que será apresentado a seguir nos dá uma caracterização para os espaços

topológicos localmente compactos e de Hausdorff que são paracompactos. Mostraremos

o teorema apresentado por Finney e Rotman em [6].

Teorema 3.2. Seja X um espaço topológico localmente compacto de Hausdorff. Então

X é paracompacto se, e somente se, J(X) é um C(X)-módulo projetivo.
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Demonstração: Seja X um espaço topológico localmente compacto e de Hausdorff.

Suponha que X é paracompacto. Mostraremos que J(X) possui uma base projetiva.

Seja x ∈ X. Por hipótese, existe uma vizinhança compacta Ex de x. Seja Vx ⊂ Ex

uma vizinhança aberta de x. Como X é Hausdorff então Vx ⊂ Ex = Ex. Isto implica

que Vx é compacto. Logo, constrúımos uma cobertura aberta {Vx}x∈X de X cujo fecho

de cada conjunto da cobertura é um conjunto compacto.

Como o espaço em questão é paracompacto, existe um refinamento aberto localmente

finito α = {Wλ}λ∈J da cobertura {Vx}x∈X .

Para cada λ ∈ J , existe um x ∈ X tal que

Wλ ⊂ Vx.

Logo,

Wλ ⊂ Vx.

Consequentemente, cada Wλ é compacto.

Considere {fλ}λ∈K uma partição de unidade subordinada a cobertura α. Isto é

posśıvel pelo Teorema 2.4. Por definição, para cada k ∈ K existe j ∈ J tal que

suppX(fk) ⊂ Wj ⊂ Wj.

O conjunto Wλ é compacto e como suppX(fk) é fechado, então suppX(fk) é compacto.

Logo, fk ∈ J(X) para todo k ∈ K.

Para cada β ∈ K, escolha kβ ∈ J tal que

suppX(fβ) ⊂ Wkβ .

Pela Proposição 1.7, existe uma função cont́ınua sβ : X → [0, 1] tal que sβ(suppX(fβ)) =

{1} e sβ(X −Wkβ) = {0}.
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Para cada β ∈ K defina

φβ : J(X) −→ C(X)

g 7−→

 gsβ : X −→ R

x 7−→ g(x) · sβ(x).

Sabemos que o produto de duas funções cont́ınuas definidas em X e que tomam

valores na reta é ainda uma função cont́ınua (de fato, basta notar que o produto em

R é uma função cont́ınua e usar a Proposição 1.5). Logo, a função acima está bem

definida. Mais ainda, o leitor não terá dificuldade em perceber que cada φβ é um C(X)-

homomorfismo.

Afirmamos que as famı́lias {fk}k∈K e {φk}k∈K formam uma base projetiva para J(X).

Para provar a afirmação feita, considere g ∈ J(X). Como suppX(g) é compacto, pela

Proposição 1.2, este conjunto intercepta apenas uma quantidade finita de elementos da

famı́lia α. Seja

{
β ∈ K; suppX(g) ∩Wkβ 6= ∅

}
=
{
β1, β2, ..., βn(g)

}
.

Tome λ ∈ K, com λ /∈
{
β1, β2, ..., βn(g)

}
. Consequentemente suppX(g) ∩Wkλ = ∅. Segue

que g(x) = 0 para todo x ∈ Wkλ . Por outro lado, se x /∈ Wkλ então sλ(x) = 0. Logo, para

todo x ∈ X temos

φλ(g)(x) = (g · sλ)(x)

= g(x) · sλ(x) = 0.

Desse modo

{β ∈ K;φβ(g) 6= 0} ⊂
{
β1, β2, ..., βn(g)

}
. (3.1)

Observe que, para todo β ∈ K, temos fβ = fβ · sβ. De fato, se fβ(x) = 0, então

a igualdade segue trivialmente. Suponha que fβ(x) 6= 0. Então, x ∈ suppX(fβ) e pela

definição de sβ temos sβ(x) = 1. Neste caso, também é verdade que fβ = fβ · sβ.

Seja g ∈ J(X). Pela observação acima, para todo x ∈ X
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g(x) = g(x) ·
∑
β∈K

fβ(x)

=
∑
β∈K

g(x) · fβ(x)

=
∑
β∈K

g(x) · sβ(x) · fβ(x)

=
∑
β∈K

(g · sβ)(x) · fβ(x)

=
∑
β∈K

(φβ(g) · fβ)(x).

(3.2)

Note que em (3.2), usamos o fato de que {fβ}β∈K é uma partição de unidade. Por

(3.1) e (3.2), deduzimos que as famı́lias {fk}k∈K e {φk}k∈K formam uma base projetiva

para J(X). O Teorema 3.1 garante que J(X) é um C(X)-módulo projetivo.

Provaremos a rećıproca. Para isso, suponha que X é um espaço topológico localmente

compacto e de Hausdorff. Suponha também que J(X) é um C(X)-módulo projetivo.

Provaremos que, neste caso, X possui uma cobertura aberta localmente finita {Vλ}λ∈I tal

que Vλ é compacto, para todo λ ∈ I.

Pelo Teorema 3.1, o módulo J(X) possui uma base projetiva. Sejam {fβ}β∈J ⊂

J(X) e {φβ}β∈J uma base projetiva para J(X), onde φβ : J(X) → C(X) é um C(X)-

homomorfismo.

Defina para cada β ∈ J ,

Vβ := int (suppX (φβ(fβ))) .

Mostraremos a seguir que a coleção {Vβ}β∈J é uma cobertura aberta de X. Seja

x ∈ X. Existe uma vizinhança compacta Zx de x. Usando a Proposição 1.7 para os

conjuntos {x} eX−int(Zx), garantimos a existência de uma função cont́ınua s : X → [0, 1]

tal que s(x) = 1 e s(X − int(Zx)) = {0}. Como o espaço é Hausdorff temos

suppX(s) ⊂ int(Zx) ⊂ Zx = Zx.
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Mas suppX(s) é fechado e Zx é compacto. Isto implica que suppX(s) é compacto, ou seja,

s ∈ J(X). De cada φβ ser um C(X)-homomorfismo, temos φβ(s) · fβ = φβ(fβ) · s, para

todo β ∈ J . Com isso,

1 = s(x)

=
∑
β∈J

[φβ(s) · fβ](x)

=
∑
β∈J

[φβ(fβ) · s](x)

=
∑
β∈J

φβ(fβ)(x) · s(x)

=
∑
β∈J

φβ(fβ)(x).

Assim, existe β ∈ J tal que φβ(fβ)(x) 6= 0. Como φβ(fβ) é cont́ınua, segue que o conjunto

{x ∈ X;φβ(fβ)(x) 6= 0} é aberto. Sendo assim,

x ∈ {x ∈ X;φβ(fβ)(x) 6= 0}

⊂ int(suppX(φβ(fβ)))

= Vβ.

Isto completa a prova de que a famı́lia {Vβ}β∈J é uma cobertura aberta de X.

Mostremos que, para cada β ∈ J , o conjunto Vβ é compacto. Para isto considere

β ∈ J . Pelo que vimos acima,

suppXφβ(fβ) = {x ∈ X;φβ(fβ)(x) 6= 0}

⊂ int(suppX(φβ(fβ)))

= Vβ.

Porém, temos Vβ ⊂ suppXφβ(fβ). Consequentemente

Vβ ⊂ suppXφβ(fβ)

= suppXφβ(fβ).
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Logo, suppXφβ(fβ) = Vβ. Como suppX(fβ) é compacto, então existe um conjunto

compacto U tal que suppX(fβ) ⊂ int(U). Usando a Proposição 1.7 para os conjun-

tos suppX(fβ) e X − int(U), encontramos uma função cont́ınua g : X → [0, 1] tal que

g(suppX(fβ)) = {1} e g(X − int(U)) = {0}. Por hipótese, X é de Hausdorff e ainda U é

compacto. Segue que U = U . Mais ainda,

suppX(g) ⊂ int(U)

⊂ U

= U.

Logo, suppX(g) é compacto, ou seja, g ∈ J(X).

Observe que g ·fβ = fβ. De fato, se fβ(x) = 0 a igualdade segue trivialmente. Porém,

se fβ(x) 6= 0 então x ∈ suppX(fβ) e desse modo g(x) = 1, segue que a igualdade também

é verdadeira neste caso.

Finalmente,

Vβ = suppX(φβ(fβ))

= suppX(φβ(g · fβ))

= suppX(g · φβ(fβ))

⊂ suppX(g).

Este último conjunto é compacto. Portanto Vβ é compacto, como queŕıamos provar.

Agora, nosso objetivo é provar que a famı́lia {Vβ}β∈J é localmente finita. Sejam

x ∈ X, Zx uma vizinhança compacta de x e s : X → [0, 1] uma função cont́ınua tal que

s(x) = 1 e s(X − int(Zx)) = {0}. Como anteriormente, é fácil provar que s ∈ J(X). Por

definição, o conjunto

B := {λ ∈ J ;φλ(s) 6= 0}

é finito. Seja Υ := s−1 (0, 1]. Como s é cont́ınua e s(x) = 1, então o conjunto Υ é uma

vizinhança aberta de x. Se β /∈ B e y ∈ Υ, então
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φβ(fβ)(y) · s(y) = φβ(fβ · s)(y)

= φβ(s)(y) · fβ(y) = 0.

Mas s(y) 6= 0, então φβ(fβ)(y) = 0. Logo, φβ(fβ)(Υ) = {0}. Por conseguinte, usando

que Υ é aberto, obtemos que Υ não pode interceptar o conjunto suppX(φβ(fβ)) =

{x ∈ X;φβ(fβ)(x) 6= 0}. Consequentemente

β /∈ {λ ∈ J ; Υ ∩ Vλ 6= ∅} .

Logo

{λ ∈ J ; Υ ∩ Vλ 6= ∅} ⊂ B.

Portanto, a famı́lia {Vλ}λ∈J é localmente finita.

Em resumo, constrúımos uma cobertura aberta {Vλ}λ∈J de X que é localmente finita

e ainda Vλ é compacto, para todo λ ∈ J .

Seja α = {Uλ}λ∈I uma cobertura aberta de X. Para cada β ∈ J , a famı́lia α também

é uma cobertura de Vβ, que por sua vez é compacto, sendo assim, para cada β ∈ J , existe

uma cobertura finita
{
Uβ1 , Uβ2 , ..., Uβn(β)

}
⊂ α de Vβ. Defina a famı́lia

γ :=
⋃
β∈J

n(β)⋃
i=1

{Uβi ∩ Vβ} .

A coleção γ cobre X. De fato,

⋃
A∈γ

A =
⋃
β∈J

n(β)⋃
i=1

(Vβ ∩ Uβi)

=
⋃
β∈J

Vβ ∩ n(β)⋃
i=1

Uβi


=
⋃
β∈J

Vβ = X.
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Note que o conjunto I :=
⋃
λ∈J
⋃n(λ)
i=1 {(λ, λi)} indexa a coleção γ.

Por fim, para cada x ∈ X existe uma vizinhança aberta Px tal que o conjunto

Cx := {λ ∈ J ;Vλ ∩ Px 6= ∅}

é finito. Consequentemente,

{(λ, λi) ∈ I;Px ∩ Vλ ∩ Uλi 6= ∅} ⊂ {(λ, λi) ∈ I;Px ∩ Vλ 6= ∅}

⊂
⋃
λ∈Cx

{(λ, λi);λi ∈ {1, 2, ..., n(λ)}} .

Este último conjunto é finito. Logo a famı́lia γ é localmente finita. Portanto, mostramos

que toda cobertura aberta de X possui um refinamento aberto localmente finito, ou seja,

X é um espaço topológico paracompacto.
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Caṕıtulo 4

Introdução à Teoria da Seleção

Cont́ınua

Neste caṕıtulo, apresentaremos um resultado da teoria da seleção cont́ınua, a saber,

o Teorema de Seleção Convexo-Valuada. Esta teoria foi introduzida na matemática por

Ernest Michael em 1956 com a publicação de um artigo intitulado Continuous Selection

I [11]. O principal resultado apresentado em [11] é o Teorema de Seleção de Valorização

Convexa. A teoria de seleção cont́ınua possui aplicações em Topologia, Análise Funcional,

Teoria da Aproximação, entre outras áreas. Para uma visão mais ampla da teoria de

seleção cont́ınua, recomendamos ao leitor, que veja [4]. Neste caṕıtulo, todos os espaços

de Banach considerados serão reais. Se X é um conjunto, então denotaremos, neste

caṕıtulo, o conjunto das partes de X por P (X) ou 2X .

4.1 Seleção Cont́ınua

Definição 4.1. Sejam X e Y espaços topológicos e φ : X → P (Y ) uma função. Uma

função f : X → Y é uma seleção de φ se para todo x ∈ X temos

f(x) ∈ φ(x).
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Se, além disso, f for cont́ınua, dizemos que f é uma seleção cont́ınua de φ.

Exemplo 4.1. Sejam X e Y espaços topológicos e f : X → Y uma função cont́ınua.

Então, f é uma seleção cont́ınua para a função

f : X −→ P (Y )

x 7−→ {f(x)} .

Exemplo 4.2. Seja X um espaço vetorial normado e G ⊂ X um subespaço. Se f : G→ R

é um funcional linear cont́ınuo, então pelo Teorema de Hahn-Banach (veja Teorema 3.11

em [2]) existe uma seleção cont́ınua f para a função

ϕ : X −→ P (Y )

x 7−→

 {f(x)} se x ∈ G

R se x /∈ G.

4.2 Funções Semicont́ınuas Inferiormente

Definição 4.2. Sejam X e Y espaços topológicos. Uma função φ : X → P (Y ) é semi-

cont́ınua inferiormente se para todo aberto V de Y , o conjunto

{x ∈ X;φ(x) ∩ V 6= ∅}

é um aberto em X.

No Exemplo 4.1, se V ⊂ Y é um aberto, então

{
x ∈ X; f(x) ∩ V 6= ∅

}
= f−1(V ).

Segue que f é semicont́ınua inferiormente.

No Exemplo 4.2, se G é fechado em X, então ϕ é semicont́ınua inferiormente . De

fato, se V é um aberto de R então
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{x ∈ X;ϕ(x) ∩ V 6= ∅} =

 f−1(V ) ∪ (X −G) se V 6= ∅

∅ se V = ∅.

Proposição 4.1. Sejam X e Y espaços topológicos e φ : X → 2Y uma função semi-

cont́ınua inferiormente. Seja ψ : X → 2Y uma função e suponha que φ(x) = ψ(x), para

todo x ∈ X. Então ψ é semicont́ınua inferiormente.

Demonstração: Se V ⊂ Y é um aberto e x ∈ X é tal que ψ(x) ∩ V 6= ∅, então, por

hipótese, V intercepta φ(x). De V ser aberto, temos φ(x) ∩ V 6= ∅. Analogamente se

x ∈ X é tal que φ(x) ∩ V 6= ∅, então ψ(x) ∩ V 6= ∅. Logo,

{x ∈ X;ψ(x) ∩ V 6= ∅} = {x ∈ X;φ(x) ∩ V 6= ∅} .

De φ ser semicont́ınua inferiormente, conclúımos que o conjunto {x ∈ X;ψ(x) ∩ V 6= ∅}

é aberto. Consequentemente ψ é semicont́ınua inferiormente.

A próxima proposição nos dá outra alternativa para a definição de função semi-

cont́ınua inferiormente.

Proposição 4.2. Sejam X e Y espaços topológicos e φ : X → P (Y ) uma função. Então

φ é semicont́ınua inferiormente se, e somente se, para todos x0 ∈ X, y ∈ φ(x0) e V uma

vizinhança de y, o conjunto {x ∈ X;φ(x) ∩ V 6= ∅} é uma vizinhança de x0 em X.

Demonstração: Sejam X e Y espaços topológicos. Suponha que φ : X → P (Y ) seja

uma função semicont́ınua inferiormente e considere x0 ∈ X. Sejam y ∈ φ(x0) e V uma

vizinhança de y.

Por definição, o conjunto

Ux0 := {x ∈ X;φ(x) ∩ int(V ) 6= ∅}

é um aberto em X. Além disso, x0 ∈ Ux0 e Ux0 ⊂ {x ∈ X;φ(x) ∩ V 6= ∅}. Isto mostra

que este último conjunto é uma vizinhança de x0 em X.



104

Para a rećıproca, seja V um aberto em Y . Se o conjunto {x ∈ X;φ(x) ∩ V 6= ∅} for

vazio, não há nada para fazer. Porém, se existir x0 ∈ {x ∈ X;φ(x) ∩ V 6= ∅}, então tome

y ∈ φ(x0) ∩ V . Segue que V é uma vizinhança de y e y ∈ φ(x0). Por hipótese, garanti-

mos que o conjunto {x ∈ X;φ(x) ∩ V 6= ∅} é uma vizinhança de x0. Consequentemente

{x ∈ X;φ(x) ∩ V 6= ∅} é aberto e φ é semicont́ınua inferiormente.

Proposição 4.3. Sejam X e Y espaços topológicos e φ : X → 2Y uma função semi-

cont́ınua inferiormente. Seja U ⊂ Y um aberto. Então, a função ψ : X → 2Y tal que,

ψ(x) = φ(x) ∩ U é semicont́ınua inferiormente.

Demonstração: Se V ⊂ Y é um aberto então

{x ∈ X;ψ(x) ∩ V 6= ∅} = {x ∈ X;φ(x) ∩ (U ∩ V ) 6= ∅} .

Segue de U ∩ V ser aberto e φ ser semicont́ınua inferiormente que este conjunto é aberto.

Portanto, ψ é semicont́ınua inferiormente.

Seja X um espaço topológico. Mostraremos a seguir, que a restrição a um subcon-

junto de X de uma função semicont́ınua inferiormente definida em X, também é uma

função semicont́ınua inferiormente.

Proposição 4.4. Sejam X e Y espaços topológicos e φ : X → 2Y uma função semi-

cont́ınua inferiormente. Então, para cada A ⊂ X não vazio, a função φ |A : A → 2Y

tal que φ |A (x) = φ(x), para todo x ∈ X, é semicont́ınua inferiormente. Em A, estamos

considerando a topologia relativa induzida pela topologia de X.

Demonstração: Basta notar que se U é um aberto em Y , então

{x ∈ A;φ |A (x) ∩ U 6= ∅} = A ∩ {x ∈ X;φ(x) ∩ U 6= ∅} .

Proposição 4.5. Sejam X, Y e Z espaços topológicos e suponha que as funções φ : X →

2Y e ψ : X → 2Z são semicont́ınuas inferiormente. Então a função φ×ψ : X → 2Y×Z, tal
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que φ× ψ(x) = φ(x)× ψ(x), é semicont́ınua inferiormente. Aqui, estamos considerando

Y × Z com a topologia produto.

Demonstração: Seja U um aberto de Y × Z. Suponha que {x ∈ X;φ× ψ(x) ∩ U 6= ∅}

é não vazio. Neste caso, seja x0 ∈ {x ∈ X;φ× ψ(x) ∩ U 6= ∅} e (z, w) ∈ φ × ψ(x0) ∩ U .

Existem abertos U0 ⊂ Y em Y e U1 ⊂ Z em Z tais que

(z, w) ∈ U0 × U1 ⊂ U.

Note que

{x ∈ X;φ× ψ(x) ∩ (U0 × U1) 6= ∅} = {x ∈ X;φ(x) ∩ U0 6= ∅} ∩ {x ∈ X;ψ(x) ∩ U1 6= ∅} .

Desta igualdade e de ψ e φ serem semicont́ınuas inferiormente, conclúımos que o conjunto

{x ∈ X;φ× ψ(x) ∩ (U0 × U1) 6= ∅} é aberto e consequentemente de

x0 ∈ {x ∈ X;φ× ψ(x) ∩ (U0 × U1) 6= ∅} ⊂ {x ∈ X;φ× ψ(x) ∩ U 6= ∅} ,

conclúımos que {x ∈ X;φ× ψ(x) ∩ U 6= ∅} é aberto. Portanto φ × ψ é semicont́ınua

inferiormente.

O lema apresentado a seguir será útil para a próxima seção, na qual demonstraremos

o Teorema de Seleção Convexo-Valuada. Se Y é um espaço topológico, então indicaremos

o conjunto de todos os subconjuntos convexos e não vazios de Y por Pc(Y ).

Lema 4.1. Sejam X um espaço topológico paracompacto, (Y, ||.||) um espaço vetorial nor-

mado e ψ : X → Pc(Y ) uma função semicont́ınua inferiormente. Se V é uma vizinhança

convexa do vetor nulo em Y então existe uma função cont́ınua f : X → Y tal que, para

todo x ∈ X

f(x) ∈ ψ(x) + V.

Demonstração: Podemos supor, sem perda de generalidade, que V é uma vizinhança

aberta e convexa de 0, já que podemos tomar um aberto convexo B, com 0 ∈ B e tal que
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ψ(x) +B ⊂ ψ(x) + V . Neste caso, defina para cada y ∈ Y ,

Uy := {x ∈ X;ψ(x) ∩ ({y}+ (−V )) 6= ∅} .

O conjunto {y}+ (−V ) é uma vizinhança aberta de y, para todo y ∈ Y . Por hipótese, ψ

é semicont́ınua inferiormente e com isso, Uy é aberto para todo y ∈ Y .

Seja x ∈ X e tome y ∈ ψ(x). Segue facilmente da definição de Uy que x ∈ Uy. Logo,

a famı́lia U := {Uy}y∈Y é uma cobertura aberta de X. Como X é paracompacto, pelo

Teorema 2.4, existe uma partição de unidade {Pλ}λ∈I subordinada a U . Para cada λ ∈ I

escolha y(λ) ∈ Y tal que

suppX (Pλ) ⊂ Uy(λ).

Defina

f : X −→ Y

x 7−→
∑

λ∈I Pλ(x)y(λ).

A função f está bem definida, pois o conjunto {λ ∈ I;Pλ(x) 6= 0} é finito para todo x ∈ X.

Seja x ∈ X. Existe uma vizinhança aberta W de x tal que o conjunto Ix :=

{λ ∈ I;W ∩ suppX(Pλ) 6= ∅} é finito. Segue que

f(x) =
∑
λ∈Ix

Pλ(x)y(λ),

para todo x ∈ W . Assim f |W é uma soma finita de funções cont́ınuas, segue que f |W é

cont́ınua. Consequentemente f é cont́ınua em x.

Tome x0 ∈ X. Então, como {Pλ}λ∈I é uma partição de unidade, o conjunto

{λ ∈ I;Pλ(x0) 6= 0}

é finito. Seja
{
λ1, ..., λn(x0)

}
este conjunto. Para cada i ∈ {1, 2, ..., n(x0)} temos,

x0 ∈ suppX(Pλi) ⊂ Uy(λi).
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Logo, pela definição de Uy(λi), existe yx,i ∈ ψ(x0)∩ ({y(λi)}+ (−V )). Consequentemente,

existe vx,i ∈ V tal que

y(λi) = yx,i + vx,i.

Desta última igualdade e da definição de f ,

f(x0) =
∑
λ∈I

Pλ(x0)y(λ)

=

n(x0)∑
i=1

Pλi(x0)y(λi)

=

n(x0)∑
i=1

Pλi(x0)(yx,i + vx,i)

=

n(x0)∑
i=1

Pλi(x0)yx,i +

n(x)∑
i=1

Pλi(x0)vx,i.

Como ψ(x0) e V são convexos e
∑n(x0)

i=1 Pλi(x0) = 1, segue que
∑n(x0)

i=1 Pλi(x0)yx,i ∈

ψ(x0) e
∑n(x0)

i=1 Pλi(x0)vx,i ∈ V . Portanto f(x0) ∈ ψ(x0) + V .

4.3 Teorema de Seleção Convexo-Valuada

Nesta seção demonstraremos o Teorema de Seleção Convexo-Valuada. Se Y é um

espaço topológico, então indicaremos o conjunto de todos os subconjuntos não vazios,

fechados e convexos de Y por P F
c (Y ).

Teorema 4.1. (Teorema de Seleção Convexo-Valuada). Seja X um espaço to-

pológico T1. Então, X é paracompacto se, e somente se, para cada espaço de Banach Y ,

toda função semicont́ınua inferiormente φ : X → P F
c (Y ) admite uma seleção cont́ınua.

Demonstração: Suponha que X é paracompacto. Sejam Y um espaço de Banach e

φ : X → P F
c (Y ) uma função semicont́ınua inferiormente. Defina para cada i ∈ N, Vi ⊂ Y

da seguinte forma:

Vi := B

(
0,

1

2i2

)
.
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Perceba que {Vi}i∈N é uma famı́lia de vizinhanças de 0 ∈ Y formada por conjuntos

convexos e simétricos (se x ∈ Vi então − x ∈ Vi). Além do mais, para cada i ∈ N

Vi+1 ⊂
1

2i
Vi.

Construiremos, indutivamente, uma sequência {fk}k∈N de funções cont́ınuas fk : X →

Y que satisfaz:

1. fi(x) ∈ φ(x) + Vi, para todo i ∈ N.

2. fi(x) ∈ {fi−1(x)}+ 2Vi−1, para todo i ∈ N com i ≥ 2.

Pelo Lema 4.1, existe uma função cont́ınua f1 : X → Y tal que, para todo x ∈ X

f1(x) ∈ φ(x) + V1.

Suponha que tenhamos definido f1, ..., fk satisfazendo as condições impostas. Defina

φk+1 : X −→ Pc(Y )

x 7−→ φ(x) ∩ ({fk(x)}+ Vk) .

Seja x ∈ X. Pela hipótese de indução, fk(x) ∈ φ(x) +Vk. Sejam yx ∈ φ(x) e wx ∈ Vk
tais que fk(x) = yx + wx. Como Vk é simétrico, então −wx ∈ Vk. Consequentemente

yx = fk(x) + (−wx), ou seja, yx ∈ φ(x) ∩ ({fk(x)}+ Vk). Logo φk+1(x) é não vazio para

todo x ∈ X. Além do mais, para cada x ∈ X os conjuntos φ(x) e {fk(x)} + Vk são

convexos. Isto implica que φk+1(x) é convexo.

Mostraremos que φk+1 é semicont́ınua inferiormente. Para isso, seja V um aberto de

Y . Pela Proposição 4.5 a função

ψ : X −→ 2Y×Y

x 7−→ φ(x)× {fk(x)}

é semicont́ınua inferiormente. Seja K =: {(x, y) ∈ Y × Y ;x− y ∈ Vk}. O conjunto K é
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aberto em Y × Y e ainda

{x ∈ X;ψ(x) ∩ [K ∩ (V × Y )] 6= ∅} = {x ∈ X;φk+1(x) ∩ V 6= ∅} .

Segue, de ψ ser semicont́ınua inferiormente, que o conjunto {x ∈ X;φk+1(x) ∩ V 6= ∅} é

aberto em X. Portanto φk+1 é semicont́ınua inferiormente.

Pelo Lema 4.1, existe uma função cont́ınua fk+1 : X → Y tal que, para todo x ∈ X

fk+1(x) ∈ φk+1(x) + Vk+1. Segue que

fk+1(x) ∈ {fk(x)}+ Vk + Vk+1 ⊂ {fk(x)}+ 2Vk.

Além disso,

fk+1(x) ∈ φk+1(x) + Vk+1 ⊂ φ(x) + Vk+1.

Em resumo, constrúımos uma famı́lia de funções cont́ınuas {fk}k∈N que satisfaz 1 e

2.

Por 2, para todo x ∈ X e para todo i ≥ 3, temos

||fi(x)− fi−1(x)|| ≤ 1

2i
. (4.1)

Pela inequação (4.1), conclúımos que para cada x ∈ X a sequência {fn(x)}n∈N é de

Cauchy em Y . Como Y é um espaço de Banach, então esta sequência converge em Y .

Podemos definir f : X → Y tal que f(x) = lim
n∈N

fn(x). Segue novamente da equação (4.1),

que a sequência de funções cont́ınuas {fn}n∈N converge uniformemente para f , ou seja,

para cada ε > 0, existe n0 ∈ N tal que, para todo n > n0 tem-se ||fn(x)− f(x)|| < ε, para

todo x ∈ X. Consequentemente f é cont́ınua.

Considere x ∈ X. A condição 1 garante que para todo i ∈ N existe wi ∈ Vi tal que

fi(x)− wi ∈ φ(x).
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A sequência {fi(x)− wi}i∈N converge em Y . Mais ainda, como φ(x) é fechado e está

sequência está em φ(x), então ela converge para um ponto de φ(x). De wi → 0 e fi(x)→

f(x) conclúımos que

f(x) ∈ φ(x).

Portanto f é uma seleção cont́ınua para φ.

Provaremos agora a rećıproca. Para isto suponha que X é um espaço topológico

T1. Mostraremos que para toda cobertura aberta α de X existe uma famı́lia de funções

cont́ınuas {tλ}λ∈I , tλ : X → [0, 1] e tal que
∑

i∈I ti(x) = 1 para todo x ∈ X. Além disso,

para cada λ ∈ I provaremos que existe Uλ ∈ α tal que fλ se anula fora de Uλ.

Seja Υ uma cobertura aberta de X e considere o espaço de Banach (l1(Υ), ||.||) (veja

definição em A.6). Defina

C := {f ∈ l1(Υ); f(U) ≥ 0 para todo U ∈ Υ e ||f || = 1} .

Sejam {fn}n∈N uma sequência em C que converge para f ∈ l1(Υ) e U ∈ Υ. Pelo Lema

A.1

|fn(U)− f(U)| ≤ ||fn − f ||, para todo n ∈ N.

Com isso, a sequência {fn(U)}n∈N converge para f(U) em R. Segue que f(U) ≥ 0, já

que fn(U) ≥ 0 para todo n ∈ N. Note também que pela continuidade da norma de l1(Υ)

conclúımos que ||f || = 1. Logo f ∈ C e isto mostra que C é fechado (Proposição 1.1).

Se f, g ∈ C e t ∈ [0, 1] então é claro que para todo U ∈ Υ,

tf(U) + (1− t)g(U) ≥ 0.

Mais que isso, pela Proposição A.8

||tf + (1− t)g|| =
∑
U∈Υ

|tf(U) + (1− t)g(U)|
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=
∑
U∈Υ

[tf(U) + (1− t)g(U)]

=
∑
U∈Υ

tf(U) +
∑
U∈Υ

(1− t)g(U)

= t
∑
U∈Υ

f(U) + (1− t)
∑
U∈Υ

g(U)

= t+ (1− t)

= 1.

Logo, tf + (1− t)g ∈ C. Por isso, o conjunto C também é convexo.

Defina a função

φ : X −→ P F
c (l1(Υ))

x 7−→ C ∩ {f ∈ l1(Υ); f(U) = 0 para todo U ∈ Υ tal que x /∈ U} .

O leitor não terá dificuldade em provar que para cada x ∈ X, o conjunto

{f ∈ l1(Υ); f(U) = 0 para todo U ∈ Υ tal que x /∈ U}

é fechado e convexo. Logo, φ(x) é convexo e fechado, para cada x ∈ X, já que C também

é fechado e convexo. Além disso, seja x0 ∈ X e escolha U0 ∈ Υ, tal que x0 ∈ U0. A função

f : Υ → R tal que f(U0) = 1 e f(Z) = 0 se Z 6= U0, pertence a φ(x0). Logo, φ(x) é não

vazio, para todo x ∈ X.

Mostraremos que φ é semicont́ınua inferiormente. Para isso, provaremos que para

cada f ∈ C e para cada ε > 0 existe f ∈ C e um conjunto não vazio e finito F ⊂ Υ tais

que

1. f(U) > 0, para todo U ∈ F ;

2. f(U) = 0, para todo U /∈ F ;

3. ||f − f || < ε.



112

Seja f ∈ C e ε > 0. Com isso, ||f || = 1, ou seja,

∑
U∈Υ

f(U) = 1.

Por definição, existe um subconjunto não vazio e finito F =
{
U1, ..., Un(ε,f)

}
de Υ tal que,

para todo G ⊂ Υ com F ⊂ G, ∣∣∣∣∣∑
U∈G

f(U)− 1

∣∣∣∣∣ < ε

2
.

Podemos supor sem perda de generalidade f(Ui) > 0 para todo i ∈ {1, 2, ..., n(ε, f)}. Em

particular, desta última desigualdade obtemos

δ :=

n(ε,f)∑
i=1

f(Ui) > 1− ε

2
. (4.2)

Defina

f : Υ −→ R

U 7−→


0 se U /∈ F

1−
∑n(ε,f)

i=2 f(Ui) se U = U1

f(Ui) se U = Ui, para algum i ∈ {2, 3, ..., n(ε, f)} .

É fácil ver que f(U) ≥ 0 para todo U ∈ Υ e ainda
∑

U∈Υ |f(U)| = 1, ou seja, f ∈ C.

Agora, pela equação (4.2)

||f − f || =
∑
U∈Υ

|f(U)− f(U)|

=
∑

U∈Υ−F

|f(U)|+
n(ε,f)∑
i=1

|f(Ui)− f(Ui)|

=
∑

U∈Υ−F

|f(U)|+ |f(U1)− f(U1)|

=
∑

U∈Υ−F

|f(U)|+ (1−
∑
U∈F

f(U))
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= (1− δ) + (1− δ) < ε.

Portanto, para cada f ∈ C e ε > 0 constrúımos um conjunto finito e não vazio F ⊂ Υ

e uma função f ∈ C que satisfaz 1,2 e 3.

Seja V um aberto de l1(Υ). Mostraremos que o conjunto {x ∈ X;φ(x) ∩ V 6= ∅} é

aberto em X. Seja x0 ∈ {x ∈ X;φ(x) ∩ V 6= ∅}. Tome f ∈ φ(x0) ∩ V e ε > 0 tal que

B(f, ε) ⊂ V . Como f ∈ φ(x0), em particular f ∈ C. Pelo que provamos acima, existe

f ∈ C e um conjunto não vazio e finito F =
{
U1, U2, ..., U(nε,f)

}
satisfazendo 1, 2 e 3.

Defina

U :=

n(ε,f)⋂
i=1

Ui.

De 1, para cada i ∈
{

1, 2, ..., n(ε,f)

}
temos f(Ui) > 0. Mas, pela definição de φ,

f ∈ {f ∈ l1(Υ); f(U) = 0 para todo U ∈ Υ com x0 /∈ U}. Isto implica que x0 ∈ Ui para

cada i ∈
{

1, 2, ..., n(ε,f)

}
. Logo, U é uma vizinhança aberta de x0.

Agora, seja y ∈ U . Note que se W ∈ Υ e y /∈ W , então W /∈ F . Consequentemente

por 2, f(W ) = 0. Como f ∈ C, pela definição de φ temos

f ∈ φ(y).

Porém, por 3, f ∈ B(f, ε) ⊂ V . Logo,

f ∈ φ(y) ∩ V,

ou seja, y ∈ {x ∈ X;φ(x) ∩ V 6= ∅}. Portanto

x0 ∈ U ⊂ {x ∈ X;φ(x) ∩ V 6= ∅} .

Isto mostra que este último conjunto é aberto em X. Assim, φ é semicont́ınua inferior-

mente.
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Por hipótese, existe uma seleção cont́ınua para φ. Seja g : X → l1(S) uma seleção

cont́ınua de φ.

Para cada U ∈ Υ defina

gU : X −→ [0, 1]

x 7−→ [g(x)](U).

Por definição, para cada x ∈ X temos g(x) ∈ φ(x). Em particular, g(x) ∈ C.

Consequentemente [g(x)](U) ≥ 0, para todo U ∈ Υ e ||g|| = 1. Esta última igualdade

implica que [g(x)](U) ≤ 1 para todo U ∈ Υ. Portanto, a aplicação gU está bem definida

para todo U ∈ Υ.

Seja U ∈ Υ. Mostraremos que gU é cont́ınua. Para isto sejam x ∈ X e uma rede

{xn}n∈I em X que converge para x. Como g é cont́ınua, então pela Proposição 1.5,

{g(xn)}n∈I converge para g(x). Seja ε > 0 e tome n0 ∈ I tais que, para todo p > n0

||g(xp)− g(x)|| < ε.

Segue do Lema A.1 que, para todo p > n0,

|[g(xp)](U)− [g(x)](U)| < ε.

Logo, a rede {gU(xn)}n∈I converge para gU(x). Novamente pela Proposição 1.5 conclúımos

que gU é cont́ınua em x. Portanto gU é cont́ınua, para cada U ∈ Υ.

Para cada x ∈ X temos g(x) ∈ φ(x) ⊂ C. Consequentemente, para cada x ∈ X,

∑
U∈Υ

gU(x) =
∑
U∈Υ

[g(x)] (U) = 1.

Além disso, se y /∈ U então gU(y) = [g(y)] (U) = 0, pois

g(y) ∈ φ(y) ⊂ {f ∈ l1(Υ); f(U) = 0 para todo U ∈ Υ tal que y /∈ U} .
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Segue do Teorema 2.5 que X é um espaço topológico paracompacto.

Em [12], E. Michael demonstrou outro teorema de seleção cont́ınua para funções

semicont́ınuas inferiormente com domı́nio paracompacto. Estes dois teoremas foram os

principais resultados publicados em 1956 na teoria de seleção cont́ınua e foram fundamen-

tais para o desenvolvimento desta área.

4.4 Aplicações do Teorema de Seleção Convexo-Valuada

Nesta seção veremos algumas consequências do Teorema de Seleção Convexo-Valuada.

Proposição 4.6. (Bartle-Graves) Se Y e X são espaços de Banach, e se T : X → Y

é uma transformação linear sobrejetiva e cont́ınua, então existe uma função cont́ınua

f : Y → X tal que f(y) ∈ T−1 ({y}), para todo y ∈ Y .

Demonstração: Defina a função

φ : Y −→ 2X

y 7−→ T−1 ({y})

Pela continuidade de T , φ(x) é fechado para todo x ∈ Y e pela linearidade de T

conclúımos que φ(x) é convexo para todo x ∈ Y . Além disso, pela sobrejetividade de T ,

temos φ(x) não vazio, para todo, x ∈ Y . Seja V um aberto. Então

{y ∈ Y ;φ(y) ∩ V 6= ∅} =
{
y ∈ Y ;T−1 ({y}) ∩ V 6= ∅

}
= T (V )

Pelo Teorema da Aplicação Aberta (Teorema A.3) T (V ) é aberto. Portanto φ é se-

micont́ınua inferiormente. Pelo Teorema de Seleção Convexo-Valuada, existe uma função

cont́ınua f : Y → X tal que f(y) ∈ φ(y) = T−1 ({y}) para todo y ∈ Y .

Lema 4.2. Sejam X um espaço topológico paracompacto, Y um espaço de Banach e

φ : X → P F
c (Y ) uma função semicont́ınua inferiormente. Seja m(x) = infy∈φ(x)||y|| e
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suponha que p : X → R é uma função cont́ınua com p(x) ≥ 0, para todo x ∈ X. Suponha

também que p(x) > m(x) sempre que m(x) > 0. Nessas condições, existe uma seleção

cont́ınua f para φ tal que

||f(x)|| ≤ p(x),

para todo x ∈ X.

Demonstração: Defina a seguinte função,

ψ : X −→ 2Y

x 7−→

 φ(x) ∩ {y ∈ Y ; ||y|| < p(x)} se p(x) > 0

{0} se p(x) = 0

Provaremos que esta função é semicont́ınua inferiormente. De fato, seja U um aberto

de E. Provaremos que o conjunto

A∗ = {x ∈ X;ψ(x) ∩ U 6= ∅}

é aberto em X. Se A∗ for vazio, não há nada para demonstrar. Caso contrário, considere

x0 ∈ A∗. Suponha que p(x0) > 0. Como x ∈ A∗, existe y ∈ φ(x0) ∩ U e tal que

||y|| < p(x0). Seja ε > 0 tal que ||y|| < ε < p(x0). Como p é cont́ınua, existe uma

vizinhança aberta Vx0 de x tal que

p (Vx0) ⊂ (ε,∞) . (4.3)

Seja

c := inf {p(x);x ∈ Vx0} .

Segue que

c ≥ ε > ||y|| ≥ 0. (4.4)

Defina
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ψ
∣∣
Vx0

: Vx0 −→ E

x 7−→ φ(x) ∩ {y ∈ E; ||y|| < c} ,

onde em Vx0 estamos considerando a topologia relativa induzida pela topologia de X.

Pela Proposição 4.4, φ
∣∣
Vx0

: Vx0 → E com φ
∣∣
Vx0

(x) = φ(x) é semicont́ınua inferiormente.

Segue da Proposição 4.3 que ψ
∣∣
Vx0

é semicont́ınua inferiormente. Por definição, o conjunto

B∗ :=
{
x ∈ Vx0 ;ψ

∣∣
Vx0

(x) ∩ U 6= ∅
}

é aberto em Vx0 , com a topologia relativa. Como Vx0 é aberto em X, segue que B∗ também

é aberto em X. Mas, y ∈ φ(x0) ∩ U . Consequentemente, pela equação (4.4), temos

y ∈ ψ
∣∣
Vx0

(x0) ∩ U.

Logo, x0 ∈ B∗, ou seja, B∗ é uma vizinhança aberta de x0. Agora, pela equação (4.3)

B∗ =
{
x ∈ Vx0 ;ψ

∣∣
Vx0

(x) ∩ U 6= ∅
}

= {x ∈ Vx0 ;φ(x) ∩ U ∩ {y ∈ E; ||y|| < c} 6= ∅}

⊂ {x ∈ Vx0 ;φ(x) ∩ U ∩ {y ∈ E; ||y|| < p(x)} 6= ∅}

= {x ∈ Vx0 ;ψ(x) ∩ U 6= ∅}

⊂ A∗.

Agora, se p(x0) = 0, então 0 ∈ U . Tome ε > 0 tal que B(0, ε) ⊂ U . Da continuidade

de p, encontramos uma vizinhança aberta Vx0 de x0 tal que

p(Vx0) ⊂ [0, ε). (4.5)

Mostraremos que Vx0 ⊂ A∗. Seja y ∈ Vx0 . Se p(y) = 0, então como 0 ∈ U , segue

imediatamente que y ∈ A∗. Caso contrário, se p(y) > 0, usando que m(y) > 0 implica que

m(y) < p(y), conclúımos que m(y) < p(y). Segue da definição de m que existe y ∈ φ(y)
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tal que

||y|| < p(y).

Pela equação (4.5), também temos ||y|| < p(y) < ε, ou seja, y ∈ U . Logo,

y ∈ φ(y) ∩ {x ∈ E; ||x|| < p(y)} ∩ U.

Consequentemente y ∈ A∗. Portanto, Vx0 ⊂ A∗.

Em resumo, mostramos que para todo x ∈ A∗, existe uma vizinhança aberta Vx de

x tal que Vx ⊂ A∗. Isto implica que A∗ é aberto.

Portanto ψ é semicont́ınua inferiormente.

Note que ψ(x) é convexo para todo x ∈ X, já que a intercessão de dois convexos

é ainda um convexo e ainda {0} é um conjunto convexo. Mais ainda, para todo x ∈ X

temos ψ(x) 6= ∅. De fato, se p(x) = 0 não há o que fazer, porém se p(x) > 0 então

por hipótese, temos m(x) < p(x). Assim, pela definição de m, existe y ∈ φ(x) tal que

||y|| < p(x). Isto implica que y ∈ ψ(x). Portanto, em qualquer caso, ψ(x) 6= ∅.

Defina

µ : X −→ P F
c (Y )

x 7−→ ψ(x)

É claro que µ(x) é fechado ,para todo x ∈ X. De ψ(x) ser um convexo não vazio, para

todo x ∈ X, conclúımos que µ(x) é um convexo não vazio. Logo, µ está bem definida.

Pela Proposição 4.1, µ é semicont́ınua inferiormente. Logo, pelo Teorema de Seleção

Convexo-Valuada, existe uma seleção cont́ınua f : X → Y para a função µ.

Provaremos que f é uma seleção cont́ınua para φ. Seja x ∈ X. Se p(x) = 0 então,

por hipótese, m(x) = 0. Como φ(x) é fechado, segue que 0 ∈ φ(x). Neste caso,

f(x) ∈ µ(x) = ψ(x)

= {0}

= {0} ⊂ φ(x).
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Porém, se p(x) > 0 então,

f(x) ∈ µ(x) = ψ(x)

= φ(x) ∩ {y ∈ E; ||y|| < p(x)}

⊂ φ(x) ∩ {y ∈ E; ||y|| < p(x)}

= φ(x) ∩ {y ∈ E; ||y|| ≤ p(x)} .

Portanto, em qualquer caso, temos f(x) ∈ φ(x), ou seja, f é uma seleção para φ. Note

também que esta inclusão implica que ||f(x)|| ≤ p(x) para todo x ∈ X. Isto completa a

prova do lema.

Este lema será útil para provar um resultado mais geral que o Teorema de Bartle-

Graves, enunciado anteriormente.

Teorema 4.2. Sejam E e F espaços de Banach e seja f : E → F uma transformação

linear cont́ınua e sobrejetiva. Então, para cada λ > 1, existe uma função cont́ınua t :

F → E tal que, para cada x ∈ F , temos

1. t(x) ∈ f−1(x);

2. ||t(x)|| ≤ λ · inf {||y||; y ∈ f−1(x)} ;

3. t(a · x) = a · t(x), para todo a ∈ R.

Demonstração: Seja X := {x ∈ F ; ||x|| = 1}. Considere em X a topologia relativa

induzida pela topologia de F . Defina

φ : X −→ P F
c (E)

x 7−→ f−1 ({x}) .

Pela continuidade de f , o conjunto f−1(x) é fechado para todo x ∈ X e pela linearidade

de f , o conjunto f−1(x) é convexo para todo x ∈ X. Por isso e pela sobrejetividade de f ,

a função φ está bem definida.
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Pelo Teorema da Aplicação Aberta (Teorema A.3), para todo aberto A de E, f(A)

é aberto em F . Consequentemente, o conjunto

{x ∈ X;φ(x) ∩ A 6= ∅} = X ∩ f(A).

é um aberto em X, para todo aberto A de E. Logo, φ é semicont́ınua inferiormente.

A função M : F → R com M(x) = inf {||y||; y ∈ φ(x)} é cont́ınua. De fato, sejam

x, y ∈ F . Considere ε > 0. Então, pela definição de M , existem zx ∈ f−1(x) e zy ∈ f−1(y)

tais que,

||zx|| < M(x) +
ε

2

e

||zy|| < M(y) +
ε

2
.

Logo, de zx + zy ∈ f−1(x+ y) temos

M(x+ y) ≤ ||zx + zy|| ≤ ||zx||+ ||zy|| < M(x) +M(y) + ε.

Portanto, para todos x, y ∈ F temos

M(x+ y) ≤M(x) +M(y). (4.6)

Da equação (4.6) obtemos facilmente que

|M(x)−M(y)| ≤M(x− y). (4.7)

Pela equação (4.7), para concluir que M é cont́ınua, basta mostrar que M é cont́ınua

em 0, já que M(0) = 0. Para isto, seja {xn}n∈I uma rede em F tal que xn → 0. Pela

Proposição 4.6, existe uma função cont́ınua f : F → E tal que f(y) ∈ f−1(y), para todo

y ∈ F . Pela Proposição 1.5, a rede
{
f(xn)

}
n∈I converge para 0. Mas, note que

M(xn) ≤ ||f(xn)||.



121

Logo, {M(xn)}n∈I converge para 0 = M(0).

Usando a Proposição 1.5, conclúımos que M é cont́ınua em 0 e pela equação (4.7)

segue que M é cont́ınua.

Defina p : X → R por p(x) = λM(x) para todo x ∈ X. A função p é cont́ınua e

p(x) ≥ 0 para todo x ∈ X. Mais ainda, se M(x) > 0 então, como λ > 1, p(x) > M(x).

Note que, pelo Teorema de Stone, F é paracompacto. Como X ⊂ F é fechado, então

pela Proposição 2.1, X, com a topologia relativa, é paracompacto. Assim, pelo Lema 4.2,

existe uma seleção cont́ınua g : X → E para φ tal que

||g(x)|| ≤ p(x) = λM(x),

para todo x ∈ X.

Defina

h : F −→ E

x 7−→

 ||x||g
(

x
||x||

)
se x 6= 0

0 se x = 0.

Veja que se x 6= 0 então

||h(x)|| = ||x|| ·
∣∣∣∣∣∣∣∣g(x)

||x||

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ λ · ||x|| · inf
{
||y||; y ∈ f−1

(
x

||x||

)}
= λ · inf

{
||y||; y ∈ f−1(x)

}
= λ ·M(x).

E também, h(0) = 0 ∈ f−1(0). Consequentemente,

||h(x)|| ≤ λ ·M(x), para todo x ∈ F. (4.8)

É fácil ver que h é cont́ınua em todo x 6= 0. Para mostrar que h é cont́ınua em 0, use

a inequação (4.8), a continuidade de M em 0, que M(0) = 0 e a Proposição 1.5.
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Para todo a > 0 e para todo x 6= 0 temos

h(ax) = ||ax||g
(

ax

||ax||

)
= a · ||x|| · g

(
x

||x||

)
= a · h(x)

e

h(a · 0) = h(0) = 0 = a · h(0).

(4.9)

Defina

t : F −→ E

x 7−→ 1
2
h(x)− 1

2
h(−x).

Note que t é cont́ınua e t(x) ∈ φ(x) para todo x ∈ F , ou seja, t é uma seleção cont́ınua para

φ. Mais ainda, pela inequação (4.8), ||t(x)|| ≤ λ · inf {||y||; y ∈ φ(x)}. Pelas equações em

(4.9) temos t(ax) = at(x), para todo a ∈ R e x ∈ F . Isto completa a prova do Teorema.



Apêndice A

Resultados Extras

Aqui demonstraremos alguns resultados utilizados ao longo deste trabalho.

A.1 R-Módulos

Definição A.1. Sejam G um conjunto não vazio e + uma aplicação + : G×G→ G. O

par (G,+) é um grupo abeliano se satisfaz as seguintes condições:

• (a+ b) + c = a+ (b+ c), para todos a, b, c ∈ G;

• Existe 0 ∈ G tal que a+ 0 = 0 + a = a, para todo a ∈ G;

• Para todo a ∈ G, existe b ∈ G tal que a+ b = b+ a = 0;

• a+ b = b+ a, para todos a, b ∈ G.

Definição A.2. Um conjunto (R,+, ·) munido com duas operações + : R × R → R e

· : R×R→ R é um anel se:

• (R,+) é um grupo abeliano;

• (a · b) · c = a · (b · c), para todos a, b, c ∈ R;

• a · (b+ c) = a · b+ a · c e (b+ c) · a = b · a+ c · a, para todos a, b, c ∈ R.
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Dizemos que o anel R tem unidade se existe 1 ∈ R tal que, para todo a ∈ R

1 · a = a · 1 = a.

Dizemos também que o anel R é comutativo se para todos a, b ∈ R,

a · b = b · a.

Quando não houver dúvida, indicaremos um anel (R,+, ·) por R.

Definição A.3. Seja (R,+, ·) é um anel comutativo e com unidade. Um R-módulo M é

um grupo abeliano com uma função h : R ×M → M , satisfazendo para todos s, r ∈ R e

m,n ∈M , onde h(s, x) indicaremos como sx:

1. r(sm) = (rs)m;

2. r(m+ n) = rm+ rn;

3. (r + s)m = rm+ sm.

4. 1m = m

Exemplo A.1. Seja (R,+, ·) um anel comutativo e com unidade. O conjunto

⊕
b∈B

Rb :=
{
f ∈ RB; {x ∈ B; f(x) 6= 0} é finito

}
é um R-módulo com as operações

� :
⊕

b∈B Rb ×
⊕

b∈B Rb −→
⊕

b∈B Rb

(φ, ψ) 7−→

 φ� ψ : B −→ R

x 7−→ φ(x) + ψ(x)

� : R×
⊕

b∈B Rb −→
⊕

b∈B Rb

(λ, ψ) 7−→

 λ� ψ : B −→ R

x 7−→ λ · ψ(x).
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Definição A.4. Sejam M e N dois R-módulos. Uma função f : M → N é um R-

homomorfismo se para todos x, y ∈M e λ ∈ R

f(x+ y) = f(x) + f(y);

λf(x) = f(λx).

Diremos que f é um isomorfismo se f for um R-homomorfismo e f for bijetiva.

É fácil ver que se f : M → N e g : N → H são R-homomorfismos, então g◦f também

é um R-homomorfismo e que se f é um isomorfismo então sua inversa f−1 também é um

R-homomorfismo.

A.2 R-Módulos Livres

Definição A.5. Um R-módulo F é dito livre se existe um conjunto B tal que F é isomorfo

a
⊕

b∈B Rb. Neste caso, diremos que B é uma base de F .

Exemplo A.2. Seja B um conjunto não vazio. Então
⊕

b∈B Rb é um R-módulo livre

com base B.

Seja F um R-módulo livre com base B. Defina, para cada b ∈ B, a aplicação

µb : B −→ R

x 7−→

 1 se x = b

0 se x 6= b.

e suponha que i :
⊕

b∈B Rb → F seja um isomorfismo. Seja y ∈ F . Existem gy ∈
⊕

b∈B Rb

e uma famı́lia {ax}x∈B em R tais que

i(gy) = y
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e

gy =
∑
x∈B

ax · µx.

O leitor não terá dificuldade em perceber que ax = gy(x) para todo x ∈ B. Assim,

i(gy) =
∑
x∈B

ax · i(µx).

Logo, existe uma famı́lia {ax}x∈X ⊂ R tal que

y =
∑
x∈B

ax · i(µx),

onde apenas uma quantidade finita de elementos da famı́lia {ax}x∈B é não nulo. Essa

famı́lia é única com essa propriedade. De fato, se {bx}x∈X é uma famı́lia que possui

apenas uma quantidade finita de elementos não nulos e ainda

y =
∑
x∈B

bx · i(µx),

então usando o fato de i ser um isomorfismo, obtemos

0 =
∑
x∈B

(bx − ax) · µx.

Isto implica que ax = bx, para todo x ∈ B.

Proposição A.1. Sejam F um R-módulo livre com base X, i :
⊕

b∈X Rb → F um

isomorfismo e µb : X → R, com µb(x) = 1 se x = b e 0, caso contrário. Se M é um R-

módulo e f : X →M é uma função, então existe um único R-homomorfismo f : F →M

tal que

f ◦ µ = f,

onde µ : X → F com µ(y) = i(µy) para todo y ∈ X.

Demonstração: Para todo y ∈ F , vimos que existe uma única famı́lia {a(y)x}x∈X em R

tal que
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1. y =
∑

x∈X a(y)x · i(µx);

2. o conjunto {x ∈ X; a(y)x 6= 0} é finito.

Defina f : F → M , dada por f(y) =
∑

x∈X a(y)x · f(x). A unicidade da famı́lia

{a(y)x}x∈X , satisfazendo 1 e 2 acima, garante que a aplicação f está bem definida.

Se v, w ∈ F e s ∈ R então veja que os conjuntos {a(v)x + a(w)x}x∈X e {s · a(v)x}x∈X
possuem apenas uma quantidade finita de elementos não nulos e ainda v+w =

∑
x∈X [a(v)x+

a(w)x]·i(µx) e s·v =
∑

x∈X s·a(v)x. A definição de f garante que f é um R-homomorfismo.

Agora, para todo x ∈ X,

f ◦ µ(x) = f(i(µx)) = f(x).

Suponha que g : F →M seja outro R-homomorfismo tal que g ◦ µ = f . Seja y ∈ F .

Então

y =
∑
x∈X

a(y)x · i(µx).

Como esta soma é finita e g é R-linear temos

g(y) = g

(∑
x∈X

a(y)x · i(µx)

)
=
∑
x∈X

a(y)x · g(i(µx))

=
∑
x∈X

a(y)x · g ◦ µ(x)

=
∑
x∈X

a(y)x · f(x)

= f(y).

Portanto, provamos a unicidade de f .

Proposição A.2. Seja M um R-módulo. Existe um R-módulo livre F e um R-homomorfismo

sobrejetor f : F →M .
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Demonstração: Sejam X = M , F um R-módulo livre com base X, g : X → M a

aplicação identidade e i:
⊕

b∈X Rb → F , um isomorfismo. Pela Proposição A.1, existe um

R-homomorfismo f : F →M tal que

f ◦ µ(x) = x, (A.1)

para todo x ∈ X e onde µ : X → F , com µ(x) = i(µx), µx(x) = 1 e µx(y) = 0 se x 6= y.

A igualdade (A.1) garante que f é um R-homomorfismo sobrejetor.

A.3 R-Módulos Projetivos

Nesta seção, provaremos que um R-módulo é projetivo se, e somente se, existe uma

base projetiva para este R-módulo.

Definição A.6. Um R-módulo P é projetivo se para quaisquer dois R-módulos M,N,

um R-homomorfismo β : P → N e um R-homomorfismo sobrejetor α : M → N existe

um R-homomorfismo γ : P →M tal que β = α ◦ γ.

Proposição A.3. Todo R-módulo livre é projetivo.

Demonstração: Sejam F um R-módulo livre com base X e i :
⊕

x∈X Rx → F um iso-

morfismo. Vimos anteriormente que, para cada y ∈ F existe uma única famı́lia {a(y)x}x∈X
tal que

y =
∑
x∈X

a(y)xi(µx)

e o conjunto de todos os elementos não nulos desta famı́lia é finito. A função µx : X → F ,

como definimos anteriormente, é tal que µx(y) = 1 se x = y e 0 caso contrário.

Sejam B e C dois R-módulos, g : F → C um R-homomorfismo e h : B → C um R-

homomorfismo sobrejetor. Para cada x ∈ X, escolha um kx ∈ B tal que h(kx) = g(i(µx))

e defina

f : X −→ B

x 7−→ kx.
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A aplicação acima está bem definida graças a sobrejetividade de h.

Pela Proposição A.1, existe um R-homomorfismo f : F → B tal que,

f ◦ µ = f, (A.2)

onde µ : X → F com µ(y) = i(µy), para todo y ∈ X.

Seja y =
∑

x∈X a(y)x · i(µx) ∈ F . Então, pela equação (A.2)

h ◦ f(y) = h ◦ f

[∑
x∈X

a(y)x · i(µx)

]
=
∑
x∈X

a(y)x · h[f [i(µx)]]

=
∑
x∈X

a(y)x · h[f(µ(x))]

=
∑
x∈X

a(y)x · h[f(x)]

=
∑
x∈X

a(y)x · h(kx)

=
∑
x∈X

a(y)x · g(i(µx))

= g

[∑
x∈X

a(y)x · i(µx)

]
= g(y).

Logo, h ◦ f = g e portanto F é projetivo.

Proposição A.4. Um R-módulo P é projetivo se, e somente se, para todos R-módulo M

e um R-homomorfismo sobrejetor f : M → P existe um R-homomorfismo g : P →M tal

que f ◦ g = iP , onde iP é a identidade em P .

Demonstração: Suponha que P é um R-módulo projetivo. Sejam M um R-módulo

e f : M → P um R-homomorfismo sobrejetor. Considere a aplicação identidade iP
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em P . Como f é sobrejetiva, segue de P ser um R-módulo projetivo, que existe um

R-homomorfismo g : P →M tal que

f ◦ g = iP .

Para a rećıproca, seja P um R-módulo tal que, para todo R-módulo M e um ho-

momorfismo sobrejetor f : M → P existe g : P → M tal que f ◦ g = ip. Sejam B e C

dois R-módulos, f : P → C um R-homomorfismo e m : B → C um R-homomorfismo

sobrejetor.

Pela Proposição A.2, existe um R-módulo livre F e um R-homomorfismo sobrejetor

h : F → P .

Por hipótese, existe um R-homomorfismo j : P → F tal que

h ◦ j = ip. (A.3)

Como F é livre, em particular projetivo, existe um R-homomorfismo g0 : F → B tal

que

m ◦ g0 = f ◦ h. (A.4)

Defina

g := g0 ◦ j. (A.5)

A função g : P → B é um R-homomorfismo, pois é composição de R-homomorfismos

e ainda, pelas equações (A.3), (A.4) e (A.5)

m ◦ g = m ◦ (g0 ◦ j)

= (m ◦ g0) ◦ j

= (f ◦ h) ◦ j

= f ◦ (h ◦ j)
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= f ◦ ip

= f.

Portanto, P é um R-módulo projetivo.

Teorema A.1. Um R-módulo A é projetivo se, e somente se, este R-módulo possui uma

base projetiva, ou seja, se, e somente se, existem uma famı́lia {ai}i∈I em A e uma famı́lia

de R-homomorfismos definidos em A e tomando valores em R, {ϕi}i∈I tal que, para cada

x ∈ A

1. ϕi(x) = 0, a menos de uma quantidade finita de ı́ndices;

2. x =
∑

i∈I ϕi(x)ai.

Demonstração: Suponha que A é um R-módulo projetivo. Pela Proposição A.2, existe

um R-módulo livre F e um R-homomorfismo sobrejetor ψ : F → A. Pela Proposição A.4,

existe um R-homomorfismo ϕ : A→ F com

ψ ◦ ϕ = iA, (A.6)

onde iA é a identidade em A.

Seja X uma base de F e i :
⊕

x∈X Rx → F um isomorfismo. Considere µx : X → R,

com µx(y) = 1 se x = y e 0, caso contrário, para cada x ∈ X. Defina

ax := ψ[i(µx)].

Note que para cada y ∈ Y, ϕ(y) ∈ F e F é livre. Logo, existe uma única famı́lia

{a(y)x}x∈X ⊂ R tal que

ϕ(y) =
∑
x∈X

a(y)xi(µx)

e ainda o conjunto {x ∈ X; a(y)x 6= 0} é finito.
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Defina, para cada x ∈ X

φx : A −→ R

y 7−→ a(y)x.

Pela unicidade da famı́lia {a(y)x}x∈X (ou seja, se existe uma famı́lia {b(y)x}x∈X , com

ϕ(y) =
∑

x∈X b(y)xi(µx) e o conjunto {x ∈ X; b(y)x 6= 0} é finito, então b(y)x = a(y)x,

para todo x ∈ X) a função φx está bem definida.

Seja x ∈ X. Mostraremos que φx é um R-homomorfismo. Sejam z, y ∈ F e λ ∈ R.

Note que

ϕ(λz + y) = λϕ(z) + ϕ(y)

= λ
∑
x∈X

a(z)xi(µx) +
∑
x∈X

a(y)xi(µx)

=
∑
x∈X

[λa(y)x + a(z)x]i(µx).

Observe também que a famı́lia {λa(y)x + a(z)x}x∈X possui apenas uma quantidade finita

de elementos não nulos. Logo,

φx(λz + y) = a(λy + z)x = λa(y)x + a(z)x

= λφx(z) + φx(y),

ou seja, φx é um R-homomorfismo.

Seja y ∈ A. Então, o conjunto

{x ∈ X;φx(y) 6= 0} = {x ∈ X; a(y)x 6= 0} (A.7)

é finito.

Pela Equação (A.6)

y = ψ ◦ ϕ(y) = ψ

(∑
x∈X

a(y)xi(µx)

)
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=
∑
x∈X

a(y)xψ(i(µx))

=
∑
x∈X

φx(y)ψ(i(µx))

=
∑
x∈X

φx(y)ax.

(A.8)

Portanto, por (A.7) e (A.8), as famı́lia {φx}x∈X e {ax}x∈X formam uma base projetiva

para A.

Suponha agora que A é um R-módulo e existe uma base projetiva para A. Considere

uma base projetiva para A formanda pelas famı́lias {ai}i∈I ⊂ A e {ϕi}i∈I , onde ϕi : A→ R

é um R-homomorfismo para todo i ∈ I e ainda, essas famı́lias satisfazem:

1. ϕi(x) = 0, a menos de uma quantidade finita de ı́ndices;

2. x =
∑

i∈I ϕi(x)ai.

Seja P um R-módulo e ψ : P → A um R-homomorfismo sobrejetor. Pela Proposição

A.4, é suficiente mostrarmos que existe um R-homomorfismo φ : A→ P com ψ ◦ φ = iA,

onde iA é a identidade de A.

Para cada i ∈ I, escolha bi ∈ P com ψ(bi) = ai e defina

φ : A −→ P

x 7−→
∑

i∈I ϕi(x)bi.

A condição 1 garante que a soma que define φ é sempre finita, ou seja, φ está bem

definida. Se x, y ∈ A e λ ∈ R então, novamente pela condição 1 e usando o fato de que

cada ϕi é um R-homomorfismo, temos

φ(λx+ y) =
∑
i∈I

ϕi(λx+ y)bi

=
∑
i∈I

[λϕi(x) + ϕi(y)] bi
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= λ
∑
i∈I

ϕi(x)bi +
∑
i∈I

ϕi(y)bi

= λφ(x) + φ(y).

Pela condição 2, temos para todo x ∈ A

ψ ◦ φ(x) = ψ

(∑
i∈I

ϕi(x)bi

)
=
∑
i∈I

ϕi(x)ψ(bi)

=
∑
i∈I

ϕi(x)ai

= x.

Portanto, pela Proposição A.4, A é um R-módulo projetivo.

A.4 Resultados e Definições Básicas de Análise Fun-

cional

Nesta seção, o leitor encontrará algumas definições e resultados básicos de Análise

Funcional. Não provaremos os resultados enunciados, as demonstrações dos resultados

enunciados estão em [2].

Definição A.7. Um espaço normado (X, ||.||) é dito um espaço de Banach se ele for

completo com relação a topologia induzida pela norma ||.||.

Proposição A.5. Sejam (X, ||.||) e (Y, ||.||0), espaços vetoriais normados. Uma trans-

formação linear f : X → Y é cont́ınua se, e somente se, existe C > 0 tal que, para todo

x ∈ X

||f(x)||0 ≤ C||x||.

Teorema A.2. (Hahn - Banach). Sejam E um espaço vetorial e p : E → R um função

satisfazendo
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1. p(λx) = λp(x), para todos x ∈ E e λ > 0,

2. p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), para todos x, y ∈ E.

Seja G ⊂ E um subespaço e seja g : G→ R um funcional linear tal que

g(x) ≤ p(x),

para todo x ∈ G.

Então, existe f : E → R um funcional linear cont́ınuo tal que f(x) = g(x), para todo

x ∈ G e ainda

f(x) ≤ p(x),

para todo x ∈ E.

Corolário A.1. Sejam G um subespaço de um espaço vetorial normado E e g : G → R

um funcional linear cont́ınuo. Nessas condições existe um funcional linear cont́ınuo f :

E → R tal que f(x) = g(x) para todo x ∈ G.

Teorema A.3. (Teorema da Aplicação Aberta) Sejam E e F espaços de Banach e T :

E → F uma transformação linear, cont́ınua e sobrejetiva. Então, para todo aberto V de

E, T (V ) é um aberto de F .

A.5 Conjuntos Convexos

Definição A.8. Seja E um espaço vetorial. Um subconjunto A de E é convexo se para

todos x, y ∈ A e t ∈ [0, 1] tem-se

tx+ (1− t)y ∈ A.

Proposição A.6. Sejam A e B conjuntos convexos. Então também são convexos A+B

e A ∩B.
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Proposição A.7. Seja E um espaço vetorial. Um conjunto não vazio A ⊂ E é convexo se,

e somente se,
∑n

i=1 λixi ∈ A sempre que x1, x2, ..., xn ∈ A e λ1, λ2, ..., λn ≥ 0 satisfazem∑n
i=1 λi = 1.

A.6 O Espaço l1(S)

Nesta seção, estaremos considerando espaços vetoriais sobre o corpo dos números

reais.

Definição A.9. Seja E um espaço vetorial normado. Uma famı́lia {xλ}λ∈I em E é

somável se existir x ∈ E tal que, para todo ε > 0, existe um conjunto finito Fε ⊂ I tal

que, para todo conjunto finito G com Fε ⊂ G ⊂ I, temos∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
i∈G

xi − x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < ε.

Neste caso, escreveremos
∑

i∈I xi = x e diremos que
∑

i∈I xi é uma série convergente e

que converge para x. Escreveremos também
∑

i∈I xi < ∞ para indicar que esta série é

convergente.

Note que se
∑

i∈I xi = x e
∑

i∈I xi = y então x = y. De fato, para todo ε > 0 existe

Fε e Gε tais que, ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣x−∑

i∈H

xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
,

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣y −∑

i∈M

xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
,

para todos H,M ⊂ I com Fε ⊂ H e Gε ⊂M . Dessas duas desigualdades, temos

||x− y|| ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣x− ∑

i∈Gε∪Fε

xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣y − ∑

i∈Gε∪Fε

xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ ε.

Isto mostra que x = y.
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Proposição A.8. Seja E um espaço vetorial normado. Suponha que {xα}α∈I , {xα}α∈J
e {zj}j∈I são famı́lias somáveis, com

∑
i∈I xi = x,

∑
j∈J xj = y e

∑
i∈I zi = z, onde I e

J são disjuntos. Então,

1. A famı́lia {xα}α∈I∪J é somável e
∑

k∈I∪J xk =
∑

k∈I xk +
∑

k∈J xk = x+ y;

2. A famı́lia {xj + zj}j∈I é somável e
∑

k∈I(xk + zk) =
∑

k∈I xk +
∑

k∈I zk = x+ z;

3. Para cada λ ∈ R a famı́lia {λxα}α∈I é somável e
∑

i∈I λxi = λ
∑

i∈I xi = λ · x.

Demonstração: Para o item 1, basta notar que para todo G ⊂ I ∪ J finito temos∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
k∈G

xk − x− y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑
k∈I∩G

xk − x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑
k∈J∩G

xk − y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Para o item 2, note que se G ⊂ I é um conjunto finito, então∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
k∈G

xk + zk − x− z

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
k∈G

xk − x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
k∈G

zk − z

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Para demonstrar o item 3, basta notar que para todo subconjunto G finito de I temos∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
i∈G

λxi − λx

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = |λ|

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
i∈G

xi − x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Veremos na próxima proposição, que uma famı́lia {xn}n∈N de números reais não

negativos é somável se, e somente se, a série
∑∞

i=1 xi, converge no sentido usual. Quando

escrevermos
∑∞

i=1 xi = x é para significar que a série
∑∞

i=1 xi converge para x no sentido

usual. Se {xi}i∈G é uma famı́lia finita, ou seja, G é finto, então esta famı́lia é somável no

sentido usual e é somável na definição que demos. Nesse caso, escreveremos
∑

i∈G xi = x,

tanto para significar que esta série é convergente no sentido usual, quanto segundo nossa

definição.
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Proposição A.9. Seja {xλ}λ∈N uma famı́lia enumerável de números não negativos em

R. Então {xλ}λ∈N é somável e
∑

λ∈N xλ = x, com x ∈ R, se, e somente se, para cada

ε > 0, existe n0 ∈ N tal que, para todo n > n0∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xi − x

∣∣∣∣∣ < ε,

ou seja,
∑∞

i=1 xi = x.

Demonstração: Suponha que {xλ}λ∈N seja uma famı́lia enumerável em R e somável,

com
∑

λ∈N xλ = x. Seja ε > 0. Por definição, existe um subconjunto finito Jε ⊂ N tal

que, para todo conjunto finito G, com Jε ⊂ G ⊂ N, temos∣∣∣∣∣∑
i∈G

xi − x

∣∣∣∣∣ < ε.

Seja n0 o maior elemento de Jε. Para todo n > n0, o conjunto In := {1, 2, ..., n}

contém Jε e com isso, ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xi − x

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
i∈In

xi − x

∣∣∣∣∣ < ε.

Para a rećıproca, seja ε > 0 e tome n0 ∈ N tal que, para todo n ≥ n0∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xi − x

∣∣∣∣∣ < ε.

Usando que cada número da famı́lia é positivo,

∞∑
i=n

xi =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=n

xi

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xi −
∞∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xi − x

∣∣∣∣∣ < ε.

Seja Jε := {n ∈ N;n ≤ n0}. Então, para todo subconjunto finito G dos naturais tal que

Jε ⊂ G, temos∣∣∣∣∣∑
j∈G

xj − x

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
j∈G

xj −
∞∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣ =
∞∑
i=1

xi −
∑
j∈G

xj ≤
∞∑
i=1

xi −
∑
j∈Jε

xj =
∞∑

i=n0+1

xi < ε.
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Isto mostra que {xi}i∈N é somável e
∑

i∈N xi = x.

Proposição A.10. Seja {xλ}λ∈I uma famı́lia somável de números reais não negativos,

com
∑

i∈I xi = x. Então, o conjunto {λ ∈ I;xλ 6= 0} é enumerável.

Demonstração: Suponha que este conjunto seja não enumerável. Defina,

Cn :=

{
λ ∈ I;xλ >

1

n

}
.

Note que {λ ∈ I;xλ 6= 0} =
⋃
n∈NCn. Logo, deve existir n0 ∈ N tal que Cn0 é não

enumerável. Seja {xin}n∈N ⊂ Cn0 , com {in;n ∈ N} ⊂ I. Então,

∞∑
n=1

xin =∞.

Tome n0 ∈ N tal que
n0∑
n=1

xin > x+ ε. (A.9)

Seja ε > 0 e Fε ⊂ I tais que, para todo conjunto finito G, com Fε ⊂ G ⊂ I,∣∣∣∣∣∑
i∈G

xi − x

∣∣∣∣∣ < ε. (A.10)

Então, definindo P := {in}n0

n=1, encontramos um conjunto finito, a saber P ∪ Fε, tal

que ∣∣∣∣∣ ∑
i∈P∪Fε

xi − x

∣∣∣∣∣ =
∑

i∈P∪Fε

xi − x >
n0∑
n=1

xin − x > ε.

Note que usamos a equação (A.9), para garantir a primeira igualdade e a última desigual-

dade acima. Isso contradiz (A.10).

Seja S um conjunto e F (S,R) o conjunto de todas as funções definidas em S e

tomando valores em R. Defina

l1(S) :=

{
f ∈ F (S,R);

∑
x∈S

|f(x)| <∞

}
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Podemos definir em l1(S) as seguintes operações

+ : l1(S)× l1(S) −→ l1(S)

(f, g) 7−→

 f + g : S −→ R

x 7−→ f(x) + g(x),

· : R× l1(S) −→ l1(S)

(λ, g) 7−→

 λg : S −→ R

x 7−→ f(x) · g(x).

O conjunto l1(S), com as operações acima, é um espaço vetorial. Provaremos que se

f, g ∈ l1(S), então f + g ∈ l1(S). Por definição, as famı́lias {|f(x)|}x∈S e {|g(y)|}y∈S são

somáveis. Pela Proposição anterior, o conjunto {x ∈ S; |f(x)| 6= 0}∪{x ∈ S; |g(x)| 6= 0} é

enumerável. Suponha que {x ∈ S; |f(x)| 6= 0} ∪ {x ∈ S; |g(x)| 6= 0} = {xi}i∈N. Note que,

pela Proposição A.9

∞∑
i=1

|f(xi) + g(xi)| ≤
∞∑
i=1

(|f(xi)|+ |g(xi)|) =
∞∑
i=1

|f(xi)|+
∞∑
i=1

|g(xi)| <∞.

Novamente pela Proposição A.9, a famı́lia {|f(xi) + g(xi)|}i∈N é somável e conse-

quentemente a famı́lia {|f(x) + g(x)|}x∈S é somável. Isto implica que f + g ∈ l1(S).

Deixaremos como exerćıcio para o leitor, a conclusão da prova que l1(S) é um espaço

vetorial.

Também podemos definir

||.|| : l1(S) −→ R

f 7−→ ||f || =
∑

x∈S |f(x)|.

Lema A.1. Para todo f ∈ l1(S) temos

||f || = sup

{∑
x∈F

|f(x)|;F ⊂ S e F é finito

}
.
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Demonstração: Seja F ⊂ S um subconjunto finito e suponha, por absurdo, que

∑
x∈F

|f(x)| > ||f ||.

Existe um conjunto finito G ⊂ S tal que

∑
G∪F

|f(x)| − ||f || =

∣∣∣∣∣∑
G∪F

|f(x)| − ||f ||

∣∣∣∣∣ <
∑

x∈F |f(x)| − ||f ||
2

.

Isto implica em ∑
x∈(G∪F )−F

|f(x)|+ 1

2

(∑
x∈F

|f(x)| − ||f ||

)
< 0.

Isto é uma contradição, pois
∑

x∈F |f(x)| − ||f || > 0 e
∑

x∈G−F |f(x)| ≥ 0.

Em resumo, mostramos que se F ⊂ S é finito então

||f || ≥
∑
x∈F

|f(x)|. (A.11)

Por definição, para todo ε > 0 existe um conjunto finito Gε ⊂ S tal que

||f || −
∑
x∈Gε

|f(x)| =

∣∣∣∣∣||f || −∑
x∈Gε

|f(x)|

∣∣∣∣∣ ≤ ε. (A.12)

As equações (A.11) e (A.12) concluem a demonstração deste lema.

Proposição A.11. ||.|| é uma norma em l1(S).

Demonstração: Use o lema anterior.

Proposição A.12. (l1(S), ||.||) é um espaço de Banach.

Demonstração: Seja (fn)n∈N uma sequência de Cauchy em l1(S). Para cada ε > 0,

existe nε ∈ N tal que

||fn − fm|| ≤ ε, para todos m,n > n0.



142

Pelo Lema A.1, para cada x ∈ S

|fn(x)− fm(x)| ≤ ε,

sempre que n,m > n0. Logo a sequência {fn(x)}n∈N é de Cauchy em R e consequente-

mente esta sequência converge em R.

Defina

f : S −→ R

x 7−→ lim
n→∞

fn(x).

Seja ε > 0. Existe n0 ∈ N tal que se n,m > n0 então

||fn − fm|| ≤ ε. (A.13)

Logo, se F é um subconjunto finito de S então∣∣∣∣∣∑
x∈F

|fn(x)− fm(x)|

∣∣∣∣∣ ≤ ε, para todos m,n > n0.

Fazendo m→∞, obtemos∣∣∣∣∣∑
x∈F

|fn(x)− f(x)|

∣∣∣∣∣ ≤ ε, para todos m,n > n0.

Como F foi um subconjunto finito qualquer de S, pelo Lema A.1

||fn − f || ≤ ε, (A.14)

para todo n > n0.

Pela Equação (A.14), fn0+1 − f ∈ l1(S). Consequentemente f ∈ l1(S). E Ainda, por

(A.14),

lim
n→∞

fn = f.
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Portanto (l1(S), ||.||) é um espaço de Banach.
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