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Resumo

Neste trabalho faremos uma introducao a uma classe especial de espagos topoldgicos, a sa-
ber, os espagos topoldgicos paracompactos. A principio, veremos alguns teoremas classicos
de caracterizagao de espacgos paracompactos. Caracterizaremos também os espagos to-
poldgicos localmente compactos e Hausdorff que sao paracompactos. Por fim, mostra-
remos o celebrado Teorema de Selecao Convexo-Valuada, que garante que um espaco
topoldgico X que é T é paracompacto se, e somente se, para todo espago de Banach Y,

toda funcao semicontinua inferiormente

bp: X — 2V

r — ¢(x),

com ¢(x) nao vazio, convexo e fechado para todo x € X, admite uma selegdo continua.

Palavras-chave: Paracompacidade, Caracterizacao, Selecao Continua.
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Abstract

In this paper we will introduce a special class of Topological Spaces, namely the paracom-
pact topological spaces. At first, we look at some classical characteriztion theorems of
paracompact spaces. We also characterize the locally compact Hausdorff spaces which are
paracompact. Finally, we prove the celebrated Convex-Valued Selection Theorem, which
ensures that a topological space X which is T} is paracompact if and only if for every

Banach space Y, every lower semi-continuous function

p: X — 2V

z — ola),

with ¢(x) non-empty, closed and convex for all x € X, admits a continuous selection.

Keywords: Paracompactness, Characterization, Continuous Selection.
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Introducao

Nesta dissertacao, faremos uma breve introducao ao estudo de uma classe especial
de espacos topoldgicos, a saber, os espacos topoldgicos paracompactos. Este conceito foi
apresentado pela primeira vez em [3] no ano de 1944, como uma generalizagdo de com-
pacidade, sendo publicados, apds isto, varios outros resultados em matematica sobre esse
tema, notavelmente nas areas de Topologia e Andlise Funcional. Um espago topoldgico de
Hausdorff é paracompacto se possui a seguinte propriedade: Toda cobertura aberta deste
espago possui um refinamento aberto localmente finito. Apresentaremos alguns resultados

em torno deste conceito.
Nosso trabalho esta dividido da seguinte forma:

No Capitulo 1 estudamos alguns resultados topoldgicos, que o leitor podera encontrar
em livros bésicos de Topologia. Se o leitor for familiarizado com Topologia, entao podera
comecar o estudo deste trabalho pelo segundo capitulo, sem grandes perdas. Para o leitor
que nao tem familiaridade com Topologia, recomendamos fortemente o estudo do primeiro
capitulo como pré-requisito para os capitulos seguintes. Neste capitulo, apresentamos
também uma introducao a Aritmética Cardinal, que nos dara condi¢oes para mostrar que
a classe dos espagos localmente compactos e Hausdorff nao esta contida na classe dos

espagos topoldgicos paracompactos.

No Capitulo 2, introduziremos o estudo dos espacos topolégicos paracompactos.
Neste capitulo, apresentaremos algumas caracterizacoes para esta propriedade topoldgica
e exemplos de espacos topoldgicos paracompactos, em particular, mostraremos que todo

espaco métrico é paracompacto. Veremos neste capitulo que o produto de espagos to-

15
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polégicos paracompactos nem sempre é paracompacto e daremos uma condi¢ao suficiente
para que o produto de dois espacos topoldgicos paracompactos possa vir a ser paracom-

pacto.

No Capitulo 3, apresentaremos uma condicao necesséaria e suficiente para que um
espaco topologico localmente compacto e Hausdorff seja um espaco topolégico paracom-
pacto. Ainda neste capitulo, daremos um exemplo de um espaco topoldgico localmente

compacto e Hausdorff que nao é paracompacto.

No Capitulo 4, estudaremos um pouco da Teoria de Selecao Continua, introduzida na
matematica por Ernest Michael na década de 50. Apresentaremos, neste capitulo, como
principal resultado o Teorema de Selecao Convexo-Valuada, publicado por Ernest Michael
em 1956 e que nos da por um lado mais uma caracterizacao para os espacos topoldgicos
paracompactos e, por outro lado, a existéncia de selecoes continuas para funcoes semi-
continuas inferiormente com certas propriedades, definidas em espagos paracompactos.
Veremos algumas consequéncias deste teorema, como uma generalizacao do Teorema de

Bartle-Graves.

Finalmente, o Apéndice A é dedicado a apresentar alguns resultados necessarios para
o que pretendemos fazer nos capitulos 2,3 e 4. Os apéndices A.1, A.2 e A.3 sao destinados
para introduzir moédulos projetivos e mostrar que um modulo é projetivo se, e somente
se, este médulo possui uma base projetiva. Nos apéndices A.4 e A.5, enunciamos alguns
resultados basicos de Andlise Funcional e conjuntos convexos, respectivamente, usados
durante o texto. O Apéndice A.6 é destinado ao estudo de séries em espagos normados,

que nos dara condigoes para demonstrarmos o Teorema de Selegao Convexo-Valuada.



Capitulo 1

Resultados Iniciais

1.1 Topologia Geral

Nesta secao apresentaremos uma coletanea de definigoes bésicas de topologia que

serao utilizadas durante o texto.

Definicao 1.1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma topologia em X é um subconjunto

T do conjunto das partes de X, que satisfaz:

e )X er.
o Se{Uy},c; € uma colegao de conjuntos em 7, entdo |J,.;U; € 7.

o Se Uy, Us,...,U, sio conjuntos em T, entio (., U; € T.

Um conjunto X munido de uma topologia 7 é chamado de espaco topoldgico. Indi-
caremos o espago topolégico formado por X e 7 por (X, 7). Quando nao houver divida,
indicaremos um espago topoldgico (X, 7) simplesmente por X. Se X é um conjunto nao
vazio, sao exemplos de espagos topoldgicos, (X,{0,X}) e (X, P(X)), onde P(X) é o
conjunto das partes de X. Os elementos de 7 sao chamados de abertos. Um conjunto
A C X é uma vizinhanca de z € X se existe um aberto A, tal que, x € A, C A; neste

caso, dizemos também que z é um ponto interior a A. Indicaremos o conjunto dos pontos
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interiores a A por int(A). O leitor nao terd dificuldade em verificar que A é aberto em

um espago topolégico X se, e somente se, A = int(A).

Sejam (X, 7) um espago topolégico e Y C X um subconjunto nao vazio de X. O

conjunto abaixo define uma topologia em Y':
R(t):={ANnY;Aer}.

Chamaremos esta topologia de topologia relativa de Y induzida pela topologia de X.

Definigao 1.2. Seja (X, 1) um espago topoldgico. Um subconjunto B de X € dito fechado
se X — B ¢ aberto.

Definigao 1.3. Seja (X;7) um espago topolégico e seja A C X um subconjunto de X.
Dizemos que v € X € um ponto aderente a A se todo aberto que contém x intercepta A.

O conjunto dos pontos aderentes a A serd chamado de fecho de A e serd denotado por A.

Proposicao 1.1. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e E C X. Entao E ¢é fechado se, e

somente se, = F.

Demonstragao: Suponha que E ¢ fechado e considere = ¢ E. Neste caso X — F é uma
vizinhanga aberta de z que ndo intercepta E, consequentemente x ¢ E. Portanto E = E.
Suponha agora que F = E. Entdo para cada x € X — E temos x ¢ E. Logo, por definicio
existe uma vizinhanga aberta de x que nao intercepta E e portanto X — F é aberto. Isto

completa a prova. [ ]

Definicao 1.4. Seja X um espaco topologico. Um subconjunto A C X € denso em X se,
para todo aberto nao vazio C C X tem-se ANC # ().

O leitor nao tera dificuldade em perceber que A é denso em X se, e somente se,

X =A

Defini¢ao 1.5. Seja (X, 7) um espago topolégico. Um conjunto B de abertos de X é
chamado de base para a topologia T se todo conjunto aberto € a unidao de conjuntos em (3.
Neste caso, diremos que [ gera a topologia T e chamaremos os elementos de 3 por abertos

basicos.
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Defini¢ao 1.6. Sejam (X, 7) e (Y,0) dois espagos topoldgicos. A topologia produto no

produto cartesiano X XY € a topologia que tem como base o conjunto
{UxVCcXxY;UeTeVed}.

Exemplo 1.1. Seja S o conjunto dos numeros reais nao negativos e considere  :=

{la,b);a,b € S}. O conjunto abaizo é uma topologia em S:

n::{UVA; IéumconjuntoeVA€6VA€[}.

A€l

E facil verificar que n € fechado para unioes arbitrdrias e que S e () sdo elementos de
n. Sejam Vi,....,V, elementos de 1. Suponha que V; := U/\Elj[cu,b,\), para todo j €
{1,2,...,n} e defina I :=[];_, 1. Entdo,

(V=] Ulexb)

= U Lﬂ [a)\p7 b)\p)]
()\1,...,)\n)61 =1

= U [max{ay,,...,ax,},min{by,...,bx,}).
My An)€l

Portanto, n é uma topologia em S que tem como base a cole¢ao (3.

Seja X um espaco topologico. Uma cobertura de um conjunto A C X é uma familia
{Ux},¢; de subconjuntos de X tais que A C |J,o; Ux. A cobertura é dita aberta (fechada)
se cada Uy é um conjunto aberto (fechado) e é finita se o conjunto {Uy; A € I} é finito.
Um refinamento de {Ux},.; ¢ uma cobertura {Vi}, ., de A tal que para cada A € J
existe \g € I satisfazendo V) C U,,. Um refinamento ¢ dito aberto (fechado) se for uma
cobertura aberta (fechada). Uma subcobertura de {Uy},.; é uma cobertura {W,},_, de
A tal que {W,},o;, C {Us},o;- Uma subcobertura é dita finita se for uma cobertura

finita.
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Definicao 1.7. Seja (X;7) um espago topoldgico. Um subconjunto B de X é compacto se
toda cobertura aberta de B possui uma subcobertura finita. Se X for compacto em (X;7),

entao diremos que X € um espacgo topologico compacto.

Definigao 1.8. Seja (X, 7) um espago topologico. Uma familia {A\}, ., de subconjuntos
de X ¢€ localmente finita se para cada v € X, existe uma vizinhanga de x que intercepta
apenas uma quantidade finita de conjuntos da familia, ou seja, existe uma vizinhanca V,

de x tal que o conjunto {\ € I; A\ NV, # 0} € finito.

Proposigao 1.2. Seja X um espago topologico e {Vi},o, uma colegdo localmente finita.

Entao para cada compacto K C X, o conjunto
{Ne LV,NK # 0}

€ finito, ou seja, K intercepta apenas uma quantidade finita de conjuntos desta cole¢ao.

Demonstragao: Sejam K um compacto e {Vj},.; uma colegao localmente finita em X.

Para cada z € K existe uma vizinhanga aberta V(x) de z tal que o conjunto
NeL,VnV(z)#0}

é finito.

A colecao {V(z)},cx ¢ uma cobertura aberta de K que por sua vez é compacto.
Logo, existe uma subcobertura finita de {V(z)},cx- Seja {V (1), V(x2),...,V(xn)} esta

subcobertura finita. Entao

(Ae L KNV, # 0}

C {)\GI;OV(:@)HVA#@}

C =

(Ne,V(z)NVy 0}

1

-
Il

Como vimos acima, este tltimo conjunto é finito. Portanto K intercepta somente uma

quantidade finita de elementos da colecao {Vi},.;- n
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Proposigao 1.3. Sejam X um espago topoldgico e {V;},.y wma cobertura aberta de X.
Entao existe um refinamento localmente finito {A;},oy de {Vi},en tal que A; C'V;, para

todo i € N.

Demonstracao: Para cada j € N, defina

E claro que {W:},cn € uma cobertura aberta de X. Ponha W, = 0 e defina para cada
1 e N,
Az’ = Wz — Wifl.

Note que a familia {A;}, . cobre X. De fato, se z € X entao o conjunto
{neN;z e W,}

¢ nao vazio, pois {W;},.y cobre X. Seja n, o menor elemento desse conjunto. E facil ver

que T € A,,.
Para cada ¢ € N,
i—1

&zm—m4=0w—Uwcw

j=1 =1

ou seja, {A;},cy ¢ um refinamento de {V;},.y com A; C V;, para todo i € N.

Resta-nos provar que {A;}, .y ¢ uma familia localmente finita. Para isto, seja x € X
e considere n, um natural tal que x € W,,_. Veja que W,,, é uma vizinhanca aberta de
x e ainda, para todo ¢ > n,, temos pela definicao de A; que W,,, nao intercepta A;. Isto

mostra que esta familia é localmente finita. [

Defini¢ao 1.9. Seja X um conjunto. Uma ordem parcial < em X é uma rela¢ao (ver

defini¢ao em [5]) tal que, para todos x,y,z € X

1. z <z
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2. Sex<yey<zxentioxr=1y;

3. Sex<yey<zentiox <z

Se a,b € X, entao escreveremos a < b para indicar que a < b e a # b.

Definicao 1.10. Seja X um conjunto. Uma ordem total em X é uma ordem parcial <

em X tal que, para todos x,y € X temosx <y ouy < x.

Definigao 1.11. Seja (X, 7) um espago topologico. Uma colegao {Ax},.; C X € ordem
localmente finita se existe uma ordem total < no conjunto I tal que, para cada N € I a

familia {As; 8§ < A} € localmente finita.

Definicao 1.12. Seja X um conjunto nao vazio. Uma métrica em X € uma aplicagao d,

definida em X x X e tomando valores reais nao negativos, que satisfaz:

e d(z,y) =0 se, e somente se, T =y;
o d(x,z) <d(x,y) +d(y, z), para todos x,y,z € X;

e d(x,y) =d(y,x), para todos z,y € X.

Sejam x € X, d uma métrica em X e denote para cada r € R,
B(z,r) ={y € X;d(z,y) <r}.

Entao, {B(z,r);x € X, r € R} gera uma topologia em X. Diremos que esta topologia
foi induzida pela métrica d. Um conjunto munido de uma métrica é chamado de espaco
métrico. Durante o texto, consideraremos em um espaco métrico, a topologia induzida

pela métrica deste espaco.

Considere o espaco vetorial R™. A aplicacao

d: R"™ x R" — R

((wla---axn)v(y1>~-->yn)) — ((xl_y1)2+-“+(xn_yn)2)

NI
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define uma métrica em R", que na literatura matematica é conhecida como métrica eu-
clidiana. Esta métrica induz uma topologia em R", que chamaremos ao longo do texto

de topologia em R" induzida pela métrica euclidiana.

Durante o texto, denotaremos também o conjunto {x € X;d(x,y) < €} simplesmente

por B(y, ).

Defini¢ao 1.13. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Uma sequéncia em X € uma fun¢ao

f N = X. Indicaremos uma sequéncia f: N — X em X por {z,} onde x, = f(n)

neN’

para todo n € N.

Definicao 1.14. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Uma sequéncia {xy}, . em X con-
verge para a € X se para toda vizinhanga U de a existir ng € N tal que, para todo n > nyg

temos x, € U. Neste caso, indicaremos x,, — a.

Definigao 1.15. Seja X um espago com uma métrica d. Uma sequéncia {x,}, .y € de
Cauchy com relagao a d se para todo € > 0 existir ng € N tal que, se n,m > ng entao

d(xp, Tm) < €.

Definicao 1.16. Seja X um espago com uma métrica d. Um subconjunto B de X é
completo com relacao a métrica d se toda sequéncia de Cauchy em B converge para um

ponto de B.

Definicao 1.17. Um conjunto I ¢ dito ser dirigido se existe uma relacio < em I que

satisfaz, para todos A1, Ao, A3 € I,

1. )\1 S )\17'
2. Se )\1 S )\2 € )\2 S )\3, entao )\1 S )\3,’
3. Se M\, Ay € I entao existe \y € I tal que A\ < Mg e Ay < A4

Definicao 1.18. Seja X um espaco topologico. Uma rede em X é uma funcio P : I — X,
onde I € um conjunto dirigido. Indicaremos uma rede P : I — X simplesmente por

{@n},er, onde P(n) = x, para todon € 1.
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Definicao 1.19. Seja (X, 7) um espago topologico. Uma rede {,},.;, em X converge
para a € X se para toda vizinhanca U de a existir ng € I tal que, para todo ng < n temos

x, € U. Neste caso, indicaremos x, — a.

Proposicao 1.4. Seja (X, T) um espaco topoldgico e E C X. Entdo, v € E se, e somente

se, existe uma rede em E que converge para x.

Demonstracao: Se x € E, entdo para cada vizinhanca aberta B de x escolha zp € BNE.

Seja K := {B € 7; B é vizinhanca de x}. Defina < como segue. Para todos A, B € K,

A<B& BCA.

O conjunto K com < é dirigido. Logo {zp}zcx ¢ uma rede e vé-se facilmente que

esta rede em E converge para x. A outra implicacao é imediata. [

Lema 1.1. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e x € X tal que, {x} ¢ 7. Entdo, existe

uma rede {x,}, ., em X, com x, = T e x, # v para todo n € I.

Demonstragao: Por hipétese X — {z} nao é fechado. Logo X — {2} = X. Pela Pro-
posigao 1.4, existe uma rede {x)},.; em X — {z} que converge para x. Isto completa a

prova. [

Exemplo 1.2. Seja S = {x € R;z > 0} e considere a topologia em S que tem como base
o conjunto

{[a,b);a,b > 0}

Considere em S x S a topologia produto. Entao, S x S satisfaz as hipoteses do Lema 1.1

para todo x € S X S.

Definig¢ao 1.20. Sejam (X; 1) e (Y, 72) dois espagos topoldgicos e x € X. Uma aplicagdo
f:(X,m) = (Y, ) € continua em = se para todo A € 1o, com f(x) € A, existe B € 7
com x € B e tal que f(B) C A. Dizemos também que f é continua se f € continua para

cada v € X.
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Proposicao 1.5. Sejam X e Y dois espacos topologicos. Uma aplicagcao f : X —Y é

continua em x € X se, e somente se, para toda rede {x,},., em X que converge para x,

a rede { f(xn)},e; converge para f(x).

Demonstragao: Suponha que f ¢ continua em x € X e seja uma rede {z,}, ., em X
que converge para . Considere Vj(,) uma vizinhanca aberta de f(x). Entao f~1(Vy(,)) é
uma vizinhanca de x e portanto existe p € I tal que, para todo n € I com p < n, temos
Ty, € [T (Vi@m). Consequentemente, para todo n € I com p < n, temos f(z,) € Vi), ou

seja, a rede {f(zn)},; converge para f(x).

Provaremos agora a reciproca. Para isto suponha que f nao é continua em z € X.
Isto nos d4 uma vizinhanca aberta Vj(,) de f(x) com a seguinte propriedade: para toda
vizinhanca aberta V, de z, f(V,) nao estd contido em Vj,). Assim para cada vizinhanca
aberta A de x escolha x4 € A tal que f(za) € f(A) — V). Seja B o conjunto das

vizinhancas abertas de x e considere < definida da seguinte forma. Para todos A, D € B,
A< D& D CA.

A rede {w4} . converge para x, porém {f(x4)},.p nao converge para f(z). Portanto

f é continua em x. m

Definigao 1.21. Sejam (X;7) e (X;6) dois espacos topoldgicos. As topologias T e 0 sdo
equivalentes se as sequintes fungoes sao continuas i1 : (X;7) — (X;9), comiy(z) =z e

io: (X;0) = (X;7) comig(z) = .

Defini¢ao 1.22. Um espago topoldgico (X;T) é metrizdvel se existe uma topologia, indu-

zida por uma métrica, que seja equivalente a topologia 7.

Definicao 1.23. Um espago topologico X € dito ser de Hausdorff se para quaisquer dois

pontos x,y € X existem abertos disjuntos A, e A,, comx € A, ey € A,,.

E fcil ver que todo espaco métrico é um espago de Hausdorff e que (X;{X,0}) nao

é um espaco de Hausdorff. O leitor nao tera dificuldade em verificar que se X e Y sao
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espacos topoldgicos de Hausdorff entao o produto X x Y, como a topologia produto, é

um espago topoldgico de Hausdorft.

Definigao 1.24. Um espago topoldgico (X, T) € regular se para todo fechado A e para

todo x € X — A exitem abertos disjuntos U eV tais que, x € U e AC V.

Lema 1.2. Seja X um espaco topolégico. O espaco X € reqular se, e somente se, para cada

z € X e para cada vizinhanca aberta U de x, existe um aberto V tal quex € V. CV C U.

Demonstragao: Suponha que X é regular. Sejam x € X e U uma vizinhanca aberta de
z. Entao X — U é um fechado que nao contém z. Logo, existem abertos disjuntos V' e
W taisque x € Ve X —U C W. Note que do fato de Ve W serem disjuntos obtemos
VNW=0. AssimzeVCcVCcX-WcU.

Agora suponha que para cada x € X e para cada vizinhanga aberta U de x existe
um aberto V tal que z € V. C V C U. Considere € X e F um fechado em X, com
x ¢ F. Por hipétese, existe um aberto V de X tal que,z € V CV C X — F. Logo, V e

X —V sdo abertos disjuntos com x € Ve F C X — V. Portanto X é regular. [ ]

Proposicao 1.6. Se X e Y sao espacos topologicos requlares entdo o produto X XY,

com a topologia produto, também é reqular.

Demonstracao: Sejam (z,y) € X x Y e U uma vizinhanga aberta de (z,y). Entao,
podemos escrever U = U/\e ; Va x Wy, onde V) é um aberto de X e W, ¢ um aberto de
Y para todo A € I. Com isso, existe Ay € I tal que (z,y) € V), x W),. Pelo Lema
1.2, existem abetos U, e U, em X e Y respectivamente, tais que x € U, C U, CVy, e
y € U, C U, C W,,. Logo,
(xz,y) € Uy x U,

cU, xU,

=U, x U,

C V), x Wy, CU.

Pelo Lema 1.2 segue que X x Y, com a topologia produto, é um espaco topoldgico regular.
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Exemplo 1.3. Todo espaco topolégico compacto e de Hausdorff € reqular. De fato, se-
jam X um espago topoldgico compacto e de Hausdorff, x € X e F' C X um fechado que
nao contém x. De F' ser fechado e X ser compacto, concluimos que F também é com-
pacto. Para cada y € F, tome abertos disjuntos U(x,y) e V(x,y) tais que y € U(x,y)
ex € V(z,y). A colecio {U(z,y)},cp cobre F. Seja {U(x,y:)};_, uma subcobertura da

cobertura {U(z,y)} FEntao,

yeF-

Vo= ﬂ V(z,y)

=1

sao abertos disjuntos e ainda, x € V e F C U. Portanto X € regular.

Definigao 1.25. Um espago topoldgico (X, T) € um espago T se para quaisquer pontos

distintos x,y existe uma vizinhanca de cada um dos pontos que ndao contém o outro.

Lema 1.3. Um espago topolégico X é um espaco T se, e somente se, para todo v € X,

{z} € fechado em X.

Demonstracao: Se X é um espaco topoldgico 17, entdao para cada y € X — {x} existe
uma vizinhanga aberta de y que nao contém x, ou seja, y € int(X — {z}). Portanto {z}

é fechado.

Provemos a reciproca. Sejam z,y € X com x # y. Note que y € X — {z} e este
ultimo conjunto é aberto. Portanto, X — {z} é vizinhanga aberta de y que ndo contém x.
Analogamente existe uma vizinhanca aberta de z que nao contém y. Portanto X é um

espago topoldgico T7. ]

Corolario 1.1. Se X e Y sao espacos topoldgicos Ty, entdo o produto X XY, com a

topologia produto, também ¢é T.

Demonstragao: Basta notar que, para todo (z,y) € X x Y o conjunto (X xY) —

{(z,9)} = [X x (Y = {y})]U[(X — {z}) x Y] é aberto e usar o Lema 1.3. n
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1.2 Teorema da Categoria de Baire

Segundo Petersen (veja [16]) o Teorema da Categoria de Baire foi provado inicial-
mente em 1890 por Baire em [1] e também por Osgood em [15]. Nesta se¢do daremos
uma demonstragao para este Teorema. O Teorema da Categoria de Baire sera ttil para o

que pretendemos mostrar nos capitulos seguintes.

Definigao 1.26. Seja X um espaco topologico. Um subconjunto A C X € raro em X se

int(A) = 0.

E facil ver que o conjunto dos niimeros naturais é raro em R com a topologia que
provém da métrica euclidiana, e também que se M é um espago métrico, z € M e {z}
nao é aberto, entao {z} é raro. Mais geralmente, se (X, 7) é um espago topolégico T} e

r € X étal que {z} ¢ 7, entao {x} é raro.

Definigao 1.27. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Um conjunto A C X € de primeira
categoria em (X, T) se existe uma familia enumerdvel de conjuntos raros {A,}, .y em X

tal que,

A:UA,L.

neN

Dizemos também que A € de primeira categoria se A € de primeira categoria em

(A, R(T)), onde R(T) € a topologia relativa induzida pela topologia T.

Note que se M é um espa¢o métrico ou mais geralmente, se (M,7) é um espago
topolégico Ty com {z} ¢ 7 para todo z € X, entdo todo conjunto enumeravel é de
primeira categoria em (M, 7). Em particular, Q é de primeira categoria em R com a

métrica euclidiana.

Definigao 1.28. Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Um conjunto A C X € de sequnda
categoria em (X, T) se ele nao é de primeira categoria em (X, 7). Dizemos também que

A € de sequnda categoria se A € de sequnda categoria em (A, R(T)).

Seja (X, P(X)) um espago topolégico, onde P(X) é o conjunto das partes de X.
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Entao todo subconjunto nao vazio de X é de segunda categoria em X, ja que todo

subconjunto nao vazio de X possui interior nao vazio.

Provaremos agora o Teorema da Categoria de Baire.

Teorema 1.1. Se X é um espaco com uma métrica d, e se A é um subconjunto completo

de X com interior nao vazio, entao A é de sequnda categoria em X.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que A seja de primeira categoria em X. Neste

caso, existe uma sequéncia {F}, de conjuntos raros em X tal que
’ neN

A:UFH.

neN
Por hipétese, int(A) é nio vazio e como F, é raro, entdo int(A) — Fy é um aberto nao
vazio de X. Considere 1 > p; > 0 e z; € A tais que B(zy1,p;) C [int(A) — Fi].

Note que B(x1,p1) — F3, é um aberto nao vazio, pois F» é raro. Sendo assim, escolha

% > py >0 e xy € B(wy,py) tais que B(xg, py) C [B(xl,pl) —E]

Recursivamente, para a n-ésima etapa, selecione F(:vn, pn) com 27" >p,>0e
§<xnapn) C [B(xn—lapn—l) - m .

Isto é possivel pois F;, é raro para todo n € N. Com isso, conseguimos uma sequéncia

{2 },en que satisfaz

AD B(x1,p1) D ... D B(xp,pn) D ...

A sequéncia {2y}, .y ¢ de Cauchy em A e como por hipétese A é completo, existe zo € A
com x, — xo. Porém, xyg € B(z,,p,) para todo n € N, o que implica em o ¢ F),, para

todo n € N. Consequentemente zg ¢ A o que é uma contradigao.

Portanto A é de segunda categoria em X. [
Corolario 1.2. Todo espaco métrico completo é de sequnda categoria.

Corolario 1.3. Se X ¢ um espagco métrico completo e A C X é um conjunto de primeira
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categoria em X, entao X — A € de sequnda categoria em X.

Demonstragao: Basta notar que se X — A fosse de primeira categoria em X, como
A por hipétese é de primeira categoria em X, entao poderiamos escrever X como uma
uniao enumeravel de conjuntos raros em X. Logo, X seria de primeira categoria, o que

contradiz o Teorema da Categoria de Baire. [ ]

Coroldrio 1.4. Seja X um espa¢o métrico completo tal que {x} nao € aberto para todo

x € X e A um subconjunto enumerdvel de X. Entdo X — A € de sequnda categoria em

X.

Corolario 1.5. O conjunto dos nimeros irracionais € de seqgunda categoria em R, com a

topologia induzida pela métrica euclidiana.

Exemplo 1.4. O conjunto
P={(z,y)iz,y =20 ex+y=1}

é completo com a topologia induzida pela métrica euclidiana de R2.

Agora, note que o conjunto H := {(x,y) ePil(x—1)2+y%: € @} ¢ enumerdvel.

De fato, basta provar que aplicagao

f+ H — Q
(z,y) — [(z—12+y%2

¢ injetiva. Se f(z,y) = f(z,w), entdo (r—1)*+y*> = (2 —1)*+w?*. Mas (z,y),(z,w) € P,
o que implica em 2y* = 2w? e consequentemente y = w, jd que y e w sdo ndao negativos.

De (z,y), (z,w) € P seque que (z,y) = (,w).

Portanto pelo Coroldrio 1.4,
K = {(a:, y) € P;[(z — 1)+ yQ]% é z'rmcz'onal}

¢ de sequnda categoria em P.
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1.3 Lema de Urysohn

Nesta se¢ao demonstraremos o Lema de Urysohn para espacos normais.

Definicao 1.29. Um espaco topologico € dito normal se para quaisquer dois conjuntos

fechados disjuntos A e B existem abertos disjuntos C' e D tais que AC C e B C D.

Provaremos no capitulo 2 que todo espago topoldgico paracompacto é normal. Como
consequeéncia imediata, obteremos que todo espaco compacto e de Hausdorff é normal e

também que todo espago métrico é normal.

Lema 1.4. Sejam (X,7) um espaco topoldgico normal e dois subconjuntos fechados e

disjuntos M e N de X. Entdo existe um conjunto aberto L tal que M C L C L C X — N.

Demonstragao: Por hipdtese, existem abertos disjuntos L e W tais que M C L e
N Cc W. Como L e W sdo abertos disjuntos segue que L N W = ). Consequentemente
LCcCX—-N.LogoMcLCLCX~—N. m

A seguir provaremos uma versao mais geral deste lema.

Lema 1.5. Seja (X, 7) um espago topolégico normal. Sejam M e N dois subconjuntos
fechados e disjuntos de X. Entao, para todon € N, existe uma familia de conjuntos abertos

C,= {D(jm);j eN1< )< 2"} tal que

1. D(jany C Dgjs1,0m), para todo j € {1,2,...,2" — 2}

2. M C D(LQH) e D(27L,172n) C X - N

Demonstragao: Provemos este Lema por inducao sobre n. Pelo Lema 1.4, existe um
aberto D(; o) tal que

M C D(Lg) - D(l’g) CcX—N.

Seja n € N e suponha que existe uma familia C,, = {A(mn);j eN1<g5< 2"} tal que
A(j,?”) C A(j+172n), para todo ] S {1,2,...,2” — 2}, M C A(Lgn) e A(Qn,l,Qn) c X —N.
Defina para cada j € {1,2,...,2" — 1},

D(2j72n+1) = A(]’Qn) .
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Como M e X — D(32n+1) sao disjuntos e fechados, assim como Dan+1_59n+1y € IV, temos

novamente pelo Lema 1.4 que existem conjuntos abertos D gn+1y € Dign+1_1 gn+1y tais que
M C D gn+1y C Dy gn+1y C Dgon+1y; (1.1)

D(2n+1,2,2n+1) C D(2n+1,1’2n+1) C D(2n+1,172n+1) C X - N (12)
Note que, para todo j € {1,2,...,2" — 2}, os conjuntos D g;ont1y € X — Dgj499nt1) 580

fechados e disjuntos, novamente pelo Lema 1.4, existe um aberto D(y;;1n+1) tal que,

Dgjont1y C Dgjp1n+1y C Digjqront1)y C Digjpoontty. (1.3)

Construimos uma familia de conjuntos abertos C, ;1 := {D(j72n+l); 1<75< 2”} que
por (1.1), (1.2) e (1.3) satisfazem as condigbes impostas em 1 e 2 no lema acima. Isto

conclui a demonstragao do lema. ]

Lema 1.6. (Lema de Urysohn) Seja X um espaco topoldgico normal. Sejam A e B

dois subconjuntos fechados e disjuntos de X. Entao existe uma funcao continua f: X —

[0,1] tal que f(A) = {0} e f(B) ={1}.

Demonstracao: Para cada n € N, considere a familia C,, := {D(jgn); 1<5< 2”} que
construimos no Lema 1.5. Esta familia satisfaz
1. D(jany C Dyj41,2n), para todo j € {1,2,...,2" — 2}
2. AC Dggnye Dyn_10n C X — B
A familia que construimos no Lema 1.5, além das condic¢bes acima, também satisfaz

Djany = Dgjan+1y, para todo j € {1,2,...,2" — 1} e para todo n € N. De 1 e 2, podemos

escrever

AC D(LQn) C ...C D(j’Qn) C D(j’Qn) C D(j_}_LQn)... C D(zn_LQn) c X - B. (1.4)
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Seja n € N. Denote A por D n) e defina

fo: X — [0,1]
1 se reA
T 0 se & & Dign_qom)

1— 2J_n se T & D(]”Qn) — D(j7172n), ] S {17 72n - 1}

A cadeia (1.4) garante que f, estd bem definida. De fato, por (1.4) concluimos que
a familia {D(jgn) —Dgj_12n);1 <5 < 2"} U {A, X — D(Qn_mn)} ¢ uma familia disjunta,
cuja uniao é X. Com isso definimos uma sequéncia de funcoes definidas em X e tomando

valores em [0,1], a saber {f,},cx-

Sejam x € X e n € N. Suponha que x € Djon) — Dj_12n) para algum j €

{1,2,...,2" — 1}. Entao, x € Djaon+1y € & & D(9j_99n+1). Consequentemente

frate)e {1- 20 -2 (15)

o que implica em f,41(x) > fo(x). Se x € A ou x ¢ Dn_19n) é facil ver que f,(z) <
fnt1(x). Logo, para todo € X a sequeéncia {f,(x)}, .y ¢ mondtona crescente e limitada
por 1. Portanto, para cada x € X, a sequéncia { f,,(z)}, oy ¢ convergente em R.
Defina
fi X — [0,1]

r > lim f,(z).

n—00
Segue trivialmente da definigdo de f que f(A) = {1} e f(B) = {0}. Nos resta, agora,

provar a continuidade de f. Seja n € N. Através de (1.5), para todo z € X obtemos

[fal@) = f(@)] = lim | f(2) = fupm ()]
< nll_I};oZ | farj—1(z) = fors(2)] (1.6)

m

_ 1
< Jm > 5w

J=1
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1 1
:ZQnJrj :2_n'

jEN

Note que, novamente por (1.4), a familia

{D,27) — D12y k € {1,2,..2" =1} } U{A, X — Dign_1.2n) }

¢ uma cobertura de X. Veja que D ony — Dg—127) C Dg12n) — Dg—1,2n), para todo

k < {1, 2, ceny 2" — 2} (S D(2n7172n)_D(2n7272n) C X—D(2n7272n). Além diSSO7 X—D(2n7172n) C
X — Dgn_gony e A C D 9n). Logo a colecao

Qp 1= {D(j+1,2") - D(jf1,2");j S {17 27 i3] 2" — 2}} U {D(LZ")’ X = D(2n72’2n)}

é uma colecao de abertos, cuja uniao é X e ainda, dado Z € «,,, para todos x,y € Z,

1

Inl@) = Fal)] < 5

(1.7)

Seja x € X. Dado € > 0 tome ng € N tal que 2%) < - Seja K € ay, tal que z € K.
O conjunto K é uma vizinhanga aberta de z e ainda, por (1.6) e por (1.7) temos para

todoy € K,

|f(W) = F@)] < |f(Y) = fao @]+ [fro(2) = fro )] + [f(2) = fro ()]
1 1 1 _ 4 _,

= gm0 Tom 1 T T

Portanto f é continua e isto completa a prova do lema. [ ]

1.4 Espacos Localmente Compactos e Hausdorff

Nesta secao apresentaremos como principal resultado, uma versao do Lema de Ury-

sohn para espagcos localmente compactos e Hausdorff.

Definicao 1.30. Um espago topologico X ¢é dito localmente compacto se todo x € X
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admite uma vizinhanca compacta.

Todo espago topoldgico compacto é localmente compacto. Todo espago vetorial nor-
mado de dimensdo finita é localmente compacto, ja que B(x,1) é compacta, para todo

zr € X (Veja Teorema 1.54 de [2]).

Lema 1.7. Seja X um espacgo localmente compacto e Hausdorff. Sejam K C X um
subconjunto compacto de X e D um aberto tal que K C D. FEntao existe um aberto E,

com E compacto e K C EC E C D.

Demonstracao: Provaremos inicialmente o caso em que K = {z} para algum z € X.
Sejam N uma vizinhanga compacta de x e D um aberto que contém x. Pelo Exemplo 1.3,
N com a topologia induzida pela topologia de X é um espaco regular. Com isso existem

abertos relativos disjuntos U e V' em N tais que,

{z}cUeN-DCVW. (1.8)

Sejam Uy e V) abertos em X tais que U =UyN N e V =V, N N. Defina
E =int(U).

O conjunto £ é uma vizinhanca aberta de x em X, ja que N e Uy sao vizinhancas de z

em X. Como E C N e o espago X é de Hausdorff, segue que
ECN=N. (1.9)

Esta inclusdo implica que E é compacto.

Note que F C X — Vj. De fato,

ENnVy=int(U) NV
cUnV
=NNU,NVy
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=UnV=0.
Como X — Vp é fechado, temos E C X — V;. Logo, de (1.9) e de (1.8)

ECNN(X—-VW)
CNN(X-=-V)
CNN[X —(N—-D)]
=NND

CD.

Com isso provamos que

{r}cECECD,

com FE compacto.

Para o caso geral, seja K um subconjunto compacto de X e D um aberto que contém

K. Para cada x € K vimos que existe um aberto E(z) que satisfaz

{z} C E(x) C E(z) C D,

com E(x) compacto para todo z € X.

A colecao {E(z)},cx ¢ uma cobertura aberta de K. Logo, esta cobertura possui

uma subcobertura finita {E(x1), E(x2)..., E(z,)}. Cada E(z;) é compacto, para todo

ie€{1,2,...,n} e com isso, | J_, E(z;) = U;_, E(x;) é compacto. Note que,

K C OE(%)

_JE@c D,
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Portanto E := J;_, E(x;) é o aberto procurado. n

Proposicao 1.7. (Lema de Urysohn para Espacos Localmente Compactos e
Hausdorff) Seja X um espago topolégico localmente compacto e Hausdorff. Sejam K e
F' dois subconjuntos disjuntos tais que K é compacto e F' € fechado. Entao existe uma

fungao continua f: X — [0,1] tal que f(K) = {1} e f(F)={0}.

Demonstragao: Usando o Lema 1.7 para os conjuntos K e X — F', existe um aberto F,

com E compacto, satisfazendo
KCECECX-F

Aplicando novamente o Lema 1.7 para os conjuntos K e F, obtemos um aberto G satis-
fazendo

KcGcGCE.

O conjunto E é compacto com a topologia relativa induzida pela topologia de X. O
espaco topolégico E é de Hausdorff, j4 que, por hipétese, X é Hausdorff. Logo, E com
a topologia relativa é um espago normal. E claro que K também é fechado em E, pois
K fechado em X (X é Hausdorff) e K C E. Além disso, G é um aberto neste espaco,
pois G é aberto em X e G C E. Pelo Lema de Urysohn para espaco normais (Lema 1.6),

existe uma funcdo continua g : £ — [0, 1] tal que g(K) = {1} e g(E — G) = {0}.

Defina a funcao

frX — 0]
g(x) se v€F

0 se re€X—E.

—
r

Observe que f(K) = {1} e f(F) = {0}. Mostraremos que f é continua. Para isto,
note que a restricao de f ao aberto E de X coincide com a restricao de g a este aberto,
simbolicamente f|g = ¢g|g. Logo, f|g é continua. Por outro lado, f restrita ao aberto

X — G é constante. Assim f ‘ v_g também é continua. Com isso, temos dois abertos E e
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X — @ cuja restricao de f a cada um deles é continua e EU (X — G) = X. Segue que f

é continua. -

1.5 Aritmética Cardinal

Nesta secao, faremos uma breve introducao a aritmética cardinal. Mostraremos algu-
mas propriedades basicas dos cardinais. Admitiremos que existe uma classe de conjuntos
A, cujos elementos chamaremos de cardinais e que satisfaz a seguinte condi¢ao: para todo
conjunto A existe um tunico cardinal |A| tal que existe uma funcdo bijetiva definida em
A e tomando valores em |A|, diremos que |A| é o cardinal associado ao conjunto A. Para
a construcao desta classe, veja [5]. A grosso modo, os cardinais medem o tamanho de
um conjunto. Nesta secao, admitiremos que 0 € N. Aqui, ndo nos preocuparemos em
qual axioma do modelo axiomatico de Zermelo-Fraenkel estaremos utilizando em cada

implicagao légica.

Definicao 1.31. Dois conjuntos A e B sao equipolentes se existe uma func¢ao g : A — B

bijetiva.

Note que se A e B sao conjuntos equipolentes, entao |A| = |B].

Se (3 e v sao dois cardinais distintos, entao somente um dos dois conjuntos, digamos
B, é equipolente a um subconjunto préprio do outro, no nosso caso, v (Veja [5], Teorema
14.4). Neste caso, diremos que  é menor cardinal que 7 e escreveremos [ < . Dados
dois cardinais « e 3, escreveremos o < 3 para indicar que o < foua = . Se o, f ey

sao cardinais entao,

1. a<a.

2. Sea < fef<aentao a = (Teorema de Cantor-Bernstein. Veja Teorema 14.6
de [5]).

3. Sea<fepf <~vyentao a <.



39

Um cardinal ¢ finito se ele é o conjunto vazio ou se existe k € N — {0} tal que este
cardinal é equipolente a I} := {n € N;n < k}. Se isto ndo ocorre, entao dizemos que este

cardinal é infinito. Denotaremos |Ij| simplesmente por k.

Exemplo 1.5. Sabemos que todo subconjunto dos naturais € enumerdvel. Logo, se a €

um cardinal infinito, entao |N| < a.

Definigao 1.32. Sejam « e [ dois cardinais. Se A e B sdo dois conjuntos disjuntos
equipolentes a « e 3, respectivamente, definimos a soma de a e 3 e indicamos por o + (3

como o unico cardinal associado a AU B.

A soma de cardinais esta bem definida. De fato; sejam dois conjuntos A e C equi-
polentes a « e dois conjuntos B e D equipolentes S. Suponha que A e B sao disjuntos e
também que C' e D sao disjuntos. Por definicao, existem funcgoes bijetivas f: A — C e

g: B — D. Como A e B sao disjuntos, assim como C' e D, a fungao

h: AuB — CUD

flz) se z€A
T —

gx) se r€B

¢ uma bijecao. Isto implica que |A U B| = |C' U D|. Observe que dados dois cardinais
a e [ é sempre possivel escolher conjuntos disjuntos C' e D que sejam equipolentes a
« e [ respectivamente. Ja que existem conjuntos A e B que sao equipolentes a a e (8

respectivamente, basta tomar C':= A x {1} e D := B x {0}.
Proposicao 1.8. Sejam «, 3, v e x cardinais. Entao

1. a+8=0+q

2. a+ (B+7) = (a+B)+;

3 sea<fevy<xentaoa+y<p[+x.

Demonstracao: As demonstragoes das igualdades 1 e 2 sao triviais e nao faremos neste

texto. Provaremos 3; para isto sejam Ay, ..., A4 conjuntos dois a dois disjuntos e equipo-
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lentes a «, B, v e x respectivamente. Note que, por defini¢ao, existem um subconjunto C'

de A,, um subconjunto D de Ay e fungoes bijetivas f: Ay — C e g: A3 — D. A fungao

h: A1UA3 — CUD
flz) se xe€ A
g(x) se x€ As

Zz —

é uma bijecao. Com isso
o+ Y= ’Al U Ag‘

< Ay U Ay

=B+ x.

Definigao 1.33. Sejam « e 3 dois cardinais. Se A e B sao dois conjuntos equipolentes a
a e [ respectivamente, definimos o produto de o e B e indicamos por « - 3 como o Uunico

cardinal associado a A X B.

O produto de dois cardinais estd bem definido. De fato; sejam « e 8 dois cardinais e
suponha que os conjuntos A e C' sdo equipolentes a « e os conjuntos B e D sao equipolentes

a (. Entao, existem funcgoes bijetivas f: A —- Ceg: B— D. A funcao

h: AxB — (CxD
(z,y) — (f(2),9(y)

é uma bijecao e dai |C' x D| = |A x B|. Logo o produto de dois cardinais estd bem

definido.

Exemplo 1.6. Seja I = {0,1}. Observe que a fungao

f: NxI, — N

(.y) 2z se y=1
’ 20 +1 se y=0
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¢ bijetiva. Por definicao,
IN| - [Io] = [N x I| = |N].

Proposicao 1.9. Para todos cardinais o, B, v e x temos:

1. a- =0
2. a- ()= (a-B)
S.a-(B+vy)=a-B+a-

4. Sea<fey<yxentioa+y<f-x.

Demonstracgao: Sejam A, B, C' e D conjuntos dois a dois disjuntos e equipolentes a «,

B, v e x respectivamente. Provemos 1,2,3 e 4.

1. Basta notar que a aplicacao

h: AxB — BxA
(r,y) — (y,7)
¢ uma bijecao.
2. Vejamos,

a-(B-y)=a-[BxC]
=|Ax (BxC(C)|
=[(Ax B) x|

=[Ax B[ -|C]

= |Ax B[~y

= (- 8) 7.

3. Basta ver que A x B e A x C sao disjuntos. Logo,

a-(B+7)=a-[BUC]
=|Ax (BUC)|
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—|[(Ax B)U(AxC)|
= |Ax B|+|AxC]

4. Existem um subconjunto proprio Jg de B e um subconjunto proprio Jp de D e
funcgoes bijetivas f: A - Jgeg: B — Jp. Sejam x, € B—Jgexg € D — Jp. A

funcao
h: AuC — BxD

(f(x),zq) se z€A
(xp,g9(z)) se x€C.

¢ injetiva e desse modo, |AUC| < |B x D|.

Seja f : AUC — B x D uma funcao. Mostraremos que esta fungao nao pode ser
sobrejetiva. Sejam Pp : B x D — B tal que Pg(z,y) =z e Pp : Bx D — D
tal que Pp(z,y) = y. A funcao f4 : A — B tal que fa(z) = [P o f|(z) ndo
é sobrejetiva, pois se fosse existiria uma func¢ao injetiva definida em B e tomando
valores em A, mas isto contradiz a hipétese. Analogamente a funcao fo : C' — D tal

que fo(z) = [Ppo f](x) nao é sobrejetiva. Sejam ep € B— fa(A) eep € D— fo(C).

O par (ep,ep) nao pertence a imagem de f. De fato; suponha que (eg,ep) = f(z)
para algum x € AUC. Se z € A entdao fa(z) = [Pgo f|(x) = Pg(ep,ep) = ep. Mas
isto ndo pode ocorrer, pois eg € B — fa(A). Logo, x ¢ A. Certamente deveremos
ter z € C. Mas com isso, fo(z) = [Pp o f](z) = Pp(ep,ep) = ep. Isto implica que

ep € fo(C), o que é um absurdo.

Logo, f nao pode ser sobrejetiva e portanto, |A U C| < |B x D|. Portanto

a+v7=]AUC|<|BxD|=p"x.

Definicao 1.34. Sejam a e § dois cardinais, A um conjunto equipolente a o e B um
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conjunto equipolente a . Definimos
P = |AP|
onde AP ¢ o conjunto de todas as funcées definidas em B e tomando valores em A.

E facil ver que a operacao acima estd bem definida.

Exemplo 1.7. Neste exemplo verificaremos a igualdade

2Nl = |R].

Mostraremos primeiro que |R| < 2N Para isso, defina a funcdo

h: R — 20
hz: @ — {071}
r 0 se y<u

y =
1 se <.

Sejam x,y € R com x # y, 0s quais podemos supor sem perda de generalidade

satisfazendo x < y. Eziste r € Q tal que v < r <y. Com isso,

Logo h(x) # h(y), ou seja, h € injetiva. Pelo que acabamos de provar e de |Q| = |N|
temos

IR| < |29 = 21U = oI, (1.10)
Para provar que 2N < R defina

g: 2V — R
f — ZieNf(i)-lo_i.
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A fungao g estd bem definida. De fato, basta notar que 0 < f(i) - 107 < 107 ¢
consequentemente a série que define a func¢do acima € convergente para toda funcdo f

definida nos naturais e tomando valores em I5.
Sejam f,h € 2N com f # h. Entao, para algum i € N, temos f(i) # g(i). Seja i o
menor numero natural tal que f(ig) # h(ig). Podemos supor sem perda de generalidade

que f(ig) =1 e h(ig) = 0. Logo

Jj=to J=t0
D FG) 1077 =N Th(j) 1077 = 1
§=0 j=0
Isto implica que
Z () - 10~ 9+ 4 Z ) - 10~J+io £ Zh(]) L1077t 4 Z h(j) - 10~J+io
Jj=0 Jj=io+1 Jj=0 Jj=to+1
e consequentemente
D FG) 107 £y h(j) 107
neN neN
ou seja, g(f) # g(h).
Portanto g € injetiva. Esta afirmacgao implica que
2Nl < [R|. (1.11)

Combinando as equagoes (1.10) e (1.11) e o Teorema de Cantor-Bernstein obtemos

o resultado desejado.

Exemplo 1.8. Se X ¢ um conjunto entio 2% = |P(X)|, onde P(X) € o conjunto das
partes de X.

Exemplo 1.9. (Teorema de Cantor) SeY ¢é um conjunto entio |Y| < |2Y]. De fato,

o caso em que Y € vazio € trivial. Se Y € nao vazio, entao a aplicag¢ao

g: Y — P(Y)
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é claramente injetiva. Logo, |Y| < 2V,

Suponha por absurdo que ezista uma bijecao f Y — P(Y). Considere o conjunto
S :={xeY;x ¢ f(x)}. Deve existir e € Y tal que f(e) = S. Suponha primeiro que
e € S. Seque da defini¢ao de S que e ¢ f(e); mas isto nao pode ocorrer, pois f(e) = S.
Portanto, certamente teremos e ¢ S. Seque que e ¢ f(e) = S e desse modo, pela defini¢io

de S temos e € S, o que nao pode ocorrer.
Logo nao pode ocorrer que e € S nem que e ¢ S e isto € um absurdo. Portanto
Y] <2V
Proposicao 1.10. Sejam «, 8 e v cardinais. Entao
1. o =af a7
2 (a-7)? = a5,

8. o7 = (o),

Demonstracgao: Sejam A um conjunto equipolente a a, B um conjunto equipolente a 3

e C' um conjunto equipolente a v tais que A, B e C sao disjuntos dois a dois.

1. Basta notar que a funcao

h: ABx AC — ABWC
h(ﬁg): BuUuC — A
(f,9) +— f(z) se z€B

X —
g(x) se zel

¢ uma bijecao. Logo,
a6+7 — |ABUC|
= |AP x A%
= |AP| 1A

=a® a.
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2. A funcao
h: ABPxCB — (AxC)B

(fr9)

¢ uma bijecao. Com isso,

(@9 (A x PP
= |A® x CP
= |A"]-|C7]

=a”-9".

3. Para esta ultima igualdade, perceba que a funcao

h: (AB)C — ABxC
hf: Bx(C — A
(z,y) — fly)(=)

f —

¢ uma bijecao. Sendo assim,
046'7 _ |AB><C|

— |(4%)°]
— 4%

= (o).

Proposicao 1.11. Se a e 8 sao dois cardinais tais que o € finito e B infinito, entao
a+ B =p.

Demonstracao: Se a é o conjunto vazio entao nao ha o que fazer. Suponha que existe

um k € N tal que I, seja equipolente a «. Considere A um conjunto disjunto de I e
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equipolente a f3.

Pelo Exemplo 1.5, existe p : N — A uma fungao injetiva. Com isso, defina

h: Aul, — A
p(z) se x €l
x> § plist+k) se x=p(i) € p(N)
x se veA— P(N).

A aplicacao definida acima é uma bijecao. Com isso

a+ B = |1, UA|
= |4]=5
]
Para a préxima proposicao precisamos do Lema de Zorn. Nao demonstraremos este

lema neste texto. Para a prova deste lema veja [5].

Lema 1.8. (Lema de Zorn) Sejam X um conjunto e < uma ordem parcial em X.
Suponha que, para todo subconjunto B de X, que seja totalmente ordenado com a ordem
<, emista um a € X tal que b < a, para todo b € B. Nessas condicoes, existe um elemento

mazimal em X, ou seja, existe ¢ € X tal que se x € X com ¢ < x entdo x = c.

Proposicao 1.12. Seja o um cardinal infinito. Entao,

a4+ a=qa.

Demonstracao: Sejam A um conjunto equipolente a o e T o conjunto de todas as fungoes

bijetivas f definidas em Xy x I e tomando valores em X, para algum subconjunto Xy

de A.

Defina a relacao em T como segue: se f,g € T entao,
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Xf C Xg
f<ge
f(z,y) = g(x,y), para todo (z,y) € X x Is.
O leitor nao tera dificuldade em verificar que a relagao definida acima é uma ordem
parcial em Y. Note também que T é nao vazio, pois pelo Exemplo 1.5 existe um subcon-

junto Z C A que é equipolente ao conjunto N. Usando o Exemplo 1.6 conseguimos uma

funcao bijetiva f,: Z x Iy = Z.

Usaremos o Lema de Zorn para garantir a existéncia de um elemento maximal neste
conjunto. Seja F' := {fy},o; um subconjunto de T que seja totalmente ordenado pela

ordem <. Defina a funcao

f U)\GIXfA X Iy — U/\GIXf/\
(z,y) — falz,y) se € Xy,.

A funcao acima estd bem definida, pois se (z,y) € Jye; Xy, X I, com x € Xy, €
z € Xy, , entdo acontece fy, < fy, ou fo, < fi,. Em qualquer caso, temos fi,(z,y) =
fu(z,y).

A funcao f é uma bijecao. De fato, se (z,y), (z,w) € U,e; X5, % 2 com f(z,y) =
f(z,w), entao existem A, Ay € [ tais que = € Xy, €z € Xy . Como o conjunto
f é totalmente ordenado, podemos supor sem perda de generalidade que fy, < fi,.
Consequentemente fy,(x,y) = fi,(z,w) e isto implica que (z,y) = (z,w). Mostremos que
f é sobrejetiva. Seja @ € (Jye; Xy, Entdo existe Ay € I tal que z € Xy, . Como fy, é

sobrejetiva, existe (z,w) € Xy, x I tal que f(z,w) = f),(z,w) = z.

Observe que para cada g € F temos g < f. Desse modo, o conjunto T satisfaz as

hipdteses do Lema de Zorn.

Pelo Lema de Zorn (Lema 1.8), F possui um elemento maximal. Sejah : X x [y — X

o elemento maximal de F. Da bijetividade de h temos
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| X| =X x L
= |X x {0} UX x {1}| (1.12)
= X x {1} + X x {2}

= [X]+[X].

Afirmamos que |A — X| é um cardinal finito. Suponha que isto ndo ocorra, ou seja,
que |A — X| é infinito. Entao, pelos Exemplos 1.5 e 1.6, existem um subconjunto B de

A — X e uma bijecao t : B x I — B. Neste caso a funcao

ht: (XUB)xIl, — XUB
hz,y) se ze€X
(zy)
t(z,y) se ze€B

seria uma bijecao e desse modo ht seria um elemento do conjunto F' com h < ht. Isto

contradiz a maximalidade de h. Logo, |A — X| é um cardinal finito.

Note que |N| < |X|, pois |A| é infinito e |A — X| é finito. Assim, pela Proposic¢ao
1.11 e pela Equagao (1.12) temos

a= |4
= X U(A-X)|
= X[ +]A-X]
= |X]
= |X]+[X]

= |X|+|A-X|+|X|+]|4—-X|
=|XUA-X)|+|XUA-X)|
= |Al + |A|

= o+ .
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Corolario 1.6. Se a e [ sao dois cardinais tais que o € finito nao vazio e B infinito,

entao

a-f=p.

Demonstragao: Basta mostrar que para todo k € N temos |I;.|- 8 = 8. O leitor nao tera
dificuldade em mostrar este fato utilizando a Proposicao 1.12 e o principio de inducao

matemadtica (veja [5]). n

Proposicao 1.13. Se a € um cardinal infinito entao

Demonstragao: Para a demonstragao desta proposi¢cao, usaremos sem provar que

IN x N| = |N|. (1.13)

Seja A um conjunto equipolente a a. Seja T o conjunto de todas as funcoes bijetivas

f definidas em Xy x Xy e tomando valores em Xy, para algum X; C A.

Por (1.13) e pelo Exemplo 1.5, o leitor nao terd dificuldade em perceber que T é néao

vazio.

Defina a seguinte relacao em Y:

Xf C Xg
f<g&
f(z,y) = g(z,y) para todo (z,y) € Xy x Xj.

Esta relagao é uma ordem parcial em Y. Seja F' C T e suponha que F' seja totalmente

ordenado pela relacao definida acima. Defina a funcao,

T: (UserXr) % (Uper ) — Ujer X5
(z,9) — f(z,y) se (2,y) € Xp x X

A fungao T estd bem definida. De fato, se (z,y) € (UfeF Xf) X (UfeF Xf) entao existem
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Jre fy € Ftaisquexr € Xy, ey € Xy,. Como F com < ¢ totalmente ordenado, acontece
fo < fyou f, < fi. No primeiro caso, (x,y) € Xy, x Xy, e no segundo caso, (z,y) €
X, x X¢,. Em resumo, provamos que para todo (z,y) € (UfeF Xf> X <Uf6F Xf), existe
f € Ftal que (z,y) € Xy x X;. Agora, seja (z,y) € <UfeF Xf> X <UfeF Xf> e suponha
que (z,y) € Xy x Xy e (z,y) € Xy x Xy, para f,g € F. Devemos ter necessariamente
que f < goug < f. Em ambos os casos teremos f(x,y) = g(z,y). Isto completa a prova

de que T esta bem definida.

O leitor nao tera dificuldade em mostrar que a fungao 7' é também bijetiva e que

para todo g € F' temos g < T

Vimos acima que T com <, satisfaz as hipéteses do Lema de Zorn. Pelo Lema de
Zorn, T possui um elemento maximal. Seja h: X x X — X um elemento maximal de 7.
Segue que,

[ X - 1X] = [X]. (1.14)

Nosso objetivo agora, é provar que |A| = |X|. Temos X C A, logo |X]| < |A].
Suponha que |X| < |A|. Assim deveremos ter |A| = |A — X]|, pois |A| = | X|+|A— X| =
max {|X|,|A — X|}. Isto nos fornece a igualdade |A| = |A — X|. Desta igualdade temos
|X| < |A — X|. Por definigao, existe um subconjunto préprio ¥ de A — X tal que Y é
equipolente a X. A equacao (1.14) também nos garante que |X| é um cardinal infinito.
Agora, por (1.14)

X X Y| = |X]-[V] = [X]|X] = |X| = |V].

Analogamente, |Y x Y| =Y x X| = |Y]. Como X xY, ¥ x X e Y x Y sao disjuntos
e equipolentes ao cardinal infinito |Y|, entdo, pela Proposicao 1.12, o conjunto D :=
(X xY)U(Y x X)U(Y xY) é equipolente a Y. Seja M : D — Y uma fungao bijetiva e

defina,
T: XxX)UuD — XUY

M(xz) se ze€D
h(z) se ze X x X.

T —

O leitor nao terd dificuldade em mostrar que 7' estd bem definida e é bijetiva. Além
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disso, de DU (X x X) = (X UY) x (X UY), é facil ver que T € T e h < T. Mas isto

contradiz a maximalidade de h.

Portanto, deveremos ter |A| = | X| e consequentemente por (1.14) temos o resultado.

Corolario 1.7. Se 8 € um cardinal infinito entao,

IN[- 8 = 5.

Demonstragao: De fato, se B é um conjunto equipolente a # nao ¢é dificil verificar,
usando o Exemplo 1.5, que |B| < [N x B| < |B x B|. Por isso, e pela Proposicao anterior

temos,
B=|B|<|NxB|=

=IN|- 5
<[BxB|=|B|-|B|=[B]= 5.

O Teorema de Cantor - Bernstein completa a prova do corolério. [



Capitulo 2

Espacos Paracompactos: Definicoes e

Exemplos

Neste capitulo estudaremos certos tipos de espacos topoldgicos, a saber, os espagos
paracompactos. Na primeira segdo, demonstraremos o Teorema de Stone (ver [19]), que
nos dard uma grande quantidade de exemplos de espagos paracompactos. Na secao se-
guinte, mostraremos que nem sempre o produto de espacgos paracompactos é paracom-
pacto. Apresentaremos ainda nesta secao um teorema sobre o produto de espacos para-
compactos. Na tltima se¢ao, daremos uma caracterizacao para os espagos paracompactos,
mostrando que um espago topoldgico T é paracompacto se, e somente se, toda cobertura

aberta deste espaco possui uma particao de unidade subordinada a ela.

2.1 Espacos Topolégicos Paracompactos

Definicao 2.1. Um espago topoldgico X € paracompacto se é um espago de Hausdorff e

toda cobertura aberta de X admite um refinamento aberto localmente finito.

Segue trivialmente da defini¢cao que todo espaco topoldégico compacto e de Hausdorft

é paracompacto.
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Proposicao 2.1. Seja (X, 7) um espago topoldgico paracompacto. Entao, para todo sub-

conjunto fechado e ndo vazio Y C X, o espago topolégico (Y, R(T)) € paracompacto.

Demonstragao:
E claro que (Y, R(7)) é um espaco de Hausdorff.

Seja {Vi},c; uma cobertura aberta de Y. Entao existe uma colegao de abertos

{Wht,er de X tal que, V,, = Y N W, para todo n € I.

A familia {W,}, ., U{X =Y} é uma cobertura aberta de X. Como X ¢é para-
compacto, existe um refinamento aberto localmente finito desta cobertura. Seja ~ este

refinamento e considere

e={ANY;Aen~}.

Note que € é uma cobertura aberta de Y, e cada elemento nao vazio de € estd contido em
algum conjunto de 7 que, por sua vez, estda contido em W, para algum n € I (ja que este
conjunto nao pode estar contido em X — Y'). Logo, cada elemento de e estd contido em

algum V,, = W, NY, com n € I . Assim, € é um refinamento aberto de {Vi},.;.

Para concluir a demonstracao, basta mostrar que € é uma cobertura localmente finita.
Seja x € Y. Existe um aberto V, em X, tal que {B € v; BNV, # (} é finito. Logo V,NY
é uma vizinhanga aberta de z em Y, e ainda, o conjunto {D € ¢; DNV, NY # ()} é finito.

Isto conclui a demonstracao. ]

A seguir provaremos o Teorema de Stone, que nos dara mais exemplos de espagos
topolégicos paracompactos. Segundo A. Zumpano [20], este teorema foi conjecturado em
1944 por J. Dieudonné em [3]. Neste mesmo artigo, J. Dieudonné mostrou que todo
espago métrico separavel é paracompacto. A. H. Stone [19] provou que esta conjectura
era verdadeira em 1948. Stone, na verdade, provou que todo espago Fully Normal (Veja
defini¢ao em [19]) e T} era paracompacto. Para provar o Teorema de Stone, usaremos o
Principio da Boa Ordem (veja Teorema 13.2 em [5]), que nos garante que todo conjunto
pode ser bem ordenado, ou seja, se X é um conjunto entao é possivel definir em X uma
ordem total < tal que, para todo conjunto nao vazio J C X, existe a € J tal que, para

todo b € J temos a < b.
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A demonstracao apresentada para o Teorema de Stone foi dada por Antonio Zumpano

em [20].

Teorema 2.1. (Teorema de Stone) Todo espag¢o métrico € paracompacto.

Demonstragao: Seja X um espago métrico e d a métrica definida em X. E claro que

todo espaco métrico é de Hausdorff.

Seja {Ux},¢; uma cobertura aberta de X. Construiremos uma nova cobertura
{Exn}yes neny de X tal que, para cada n € N, a colegao {E),},., seja localmente fi-

nita e que £, C U,, para todos A € I en € N.

Seja < uma boa ordem em [ e defina para todos n € Ne a € I,

1
Aam:{xEX;B(x,g) CUaezvgéUAse)\ga,)\#a}.

A familia {Aam}ael,neN ¢ uma cobertura de X. De fato, para x € X o conjunto D :=
{\ € I;x € Uy} é nado vazio e desse modo, existe Ay € D tal que, para todo A € D tem-se
Ao < A Sejan € N tal que B (x, %) C Uy,. Segue que x € Ay, p.

Outra propriedade interessante da familia {4, } y ¢ que se tomarmos a,b € 1

a€l,ne
com a # b (podemos supor sem perda de generalidade que a < b) e considerarmos x € A, ,
ey € Ay, entdo, por definigdo, teremos que y ¢ U, e B(z, %) C U,. Consequentemente

d(z,y) > ;.
Defina, para todon € Ne a € I,

E..= |J B (x %) .

IeAa,n

A familia {Ey 5} ) e € Wma cobertura aberta de X, jd que {Agn},e; ey € tma cobertura

de X. Mais ainda,

E..nC |J B (:c, %) c U,

IeAa,n

ou seja, a familia {Eyn},c; oy € um refinamento de {Ux},.;-

Provaremos agora que para todo n € N, a familia {E,,},., é localmente finita.
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Sejam n € N e a,b € I, com a # b e considere x € E,,, e y € E},. Entao existem

2z € Aun e w € Ay, tais que d(z,2) < % e d(y,w) < ﬁ Pelo que discutimos acima,

temos também d(z,w) > . Assim

d(z,y) > d(z,w) —d(x, z) — d(y,w) > 3i

n

Logo, dado x € X, o conjunto {/\ € I;B(z, )N E\, # Q)} possui no maximo um ele-

7 6n

mento. Por conseguinte, a familia { £, ,},., ¢ localmente finita para todo n € N.

Construimos, portanto, uma familia {E,,} y que ¢ um refinamento aberto de

a€lne
{Ux},er € que, para todo n € N, a colecao {FE,n},.; ¢ localmente finita. A partir desta
familia, construiremos um refinamento aberto de {U},.; localmente finito. Para isto,
defina V,, := U,c; Fan para cada n € N e note que a familia {V,}, _y é uma cobertura
aberta de X. Segue, como consequéncia da Proposi¢ao 1.3, que existe um refinamento
da cobertura {V,,}

localmente finito {WV,,} satisfazendo W,, C V,,, para todon € N.

neN neN’
A cobertura {W,}, .y nao é necessariamente aberta. Para contornar este problema,

defina

A familia {Z,}, .y ¢ claramente uma cobertura aberta de X, ja que {W,}, ¢ uma
cobertura de X. Provaremos que esta cobertura também é localmente finita. Para isto,
considere x € X e use o fato de que a cobertura {W,,}, . ¢ localmente finita para garantir

a existéncia de s > 0 e n; € N tais que
{j e N;W; N B(z,s) # 0} € {1,2,....,m}.

Tome ny € N satisfazendo

ng>nier:=s——>0.
No

Basta mostrar que B (z,7) N Z,, = () para todo m > ng. Seja m > ng e tome y € Z,,.
Entao, existe z € W, tal que

1
d -
(y,2) < -
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De m > nyg, obtemos também que W, N B(x, s) = () e isto implica que d(z,z) > s. Assim

1 1
d >d —d - — - =
(x,y) > d(z,2) (z,y) > s - > 5 ~ T,

ou seja, y ¢ B(x,r). Isto mostra que B (z,7) N Z,, = 0, para todo m > ny. Consequen-

temente, a familia {Z,}, . é localmente finita.

Portanto, construimos uma cobertura aberta {Z,}, .y de X que é localmente finita,
mas que nao necessariamente é um refinamento para a familia {Uy},.;. Por isso, defina
paracadaa € [ e n € N,

Ryn =2, N Eqn.

A familia {Ron},c; ey ¢ Uma cobertura aberta de X. De fato, note que

U Ra,n = U U Zn N Ea,n

a€cl e neN neN Lael

Ul

neN acl

=JWwnz).

neN

De W, C V,, e W,, C Z,, e de {W,},, oy cobrir X, concluimos que {R,,} y cobre X.

a€l,ne

Note também que R,, C E,, C U,, para todos a € I e n € N, ou seja, {Ran},cs ey €

um refinamento aberto da cobertura aberta {Us,},;
Mostremos que a familia {Ra,n}ae I.neN é localmente finita. Considere z € X. Vimos
acima que a familia {Z,},.y ¢ localmente finita. Com isso, existe uma vizinhanca V, de

x e ng € N tais que,

INeN;V,NnZ, A0} c{1,2,....,n0}.

Provamos acima que para cada n € N a familia { F, , },; ¢ localmente finita. Desse modo,

para cada n € N com n < ng existe uma vizinhanga V,, , de z, tal que o conjunto

{Ne LV,.NE,, #0}
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é finito. Seja

V:%ﬂﬁnw
=1

O conjunto V' é uma vizinhanca de z, e ainda, o conjunto

no

{(An) € IxN;VN Ry, # 0} C (| J{o € LVie N Eoy # 0} x {1,2,...,n0}

i=1
é finito. Logo, a familia { R4y} ,c; ey € localmente finita.

Portanto construimos uma familia, a saber {Ra,},. Inens que € um refinamento

aberto e localmente finito da cobertura {U,} ou seja, X é paracompacto.

a€l’

Proposicao 2.2. Sejam X e Y dois espagos topologicos. Suponha que existe f: X —Y
tal que f € um homeomorfismo, ou seja, f € continua, bijetiva e possui inversa continua.

Entao X € paracompacto se, e somente se, Y € paracompacto.

Demonstracao: Suponha que X ¢ paracompacto. Segue de f ser um homeomorfismo e
X ser Hausdorff que Y é um espaco de Hausdorff. Para concluir que Y é paracompacto,
considere {Uy},.; uma cobertura aberta de Y. Entéo, como f ¢ continua, {f~*(U)},.;
¢ uma cobertura aberta de X. Como X é paracompacto, existe um refinamento aberto
localmente finito {Vj},.; da cobertura {f~(Ux)},;- E claro que {f(Va)} e, € uma co-
bertura aberta de Y, pois f possui inversa continua e é bijetiva. Mostraremos que esta
cobertura é um refinamento localmente finito da cobertura {Ux},.,. Se A € J, entao
existe € € I tal que Vy C f~1(U.) e isto implica que f(Vi) C U, ou seja, {f(VA)},es
¢ um refinamento aberto de {Uy},.;. Para mostrar que {f(V\)},, é uma colegao lo-
calmente finita, considere y € Y. Entdo, existe uma vizinhanca V-1, de f~'(y) tal
que, o conjunto {)\ € J;ViN Vi # (D} ¢ finito. Mas, f(Vi-1(y)) N f(VA) é vazio se, e
somente se, Vi N Vy-1(,) é vazio. Assim, f(Vj-1(,) é uma vizinhanca de y tal que o con-
junto {X € J; f(Va) N f(Vy-1) # 0} é finito. Logo, {f(Va)},c, ¢ um refinamento aberto

e localmente finito de {Uy},.,;. Portanto Y é paracompacto. n

Lembremos que se f : X — Y é uma fungao continua e sobrejetiva e X é compacto
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entao Y é compacto. Um fato interessante que podemos destacar é que se f : X —
Y ¢ apenas continua e sobrejetiva, com X paracompacto, entao nao necessariamente
Y é paracompacto. De fato, R, com a topologia induzida pela métrica euclidiana é
paracompacto pelo Teorema de Stone (Teorema 2.1) e a funcao i : R — (R, {0, R}), com
i(x) = z, é continua, porém (R, {0, R}) ndo é paracompacto, pois este espago topolégico

nao é de Hausdorff.

Corolario 2.1. Todo espaco metrizdvel € paracompacto.

Demonstragao: Basta notar que se (X, 7) é metrizdvel entdao existe uma topologia 7
em X, induzida por uma métrica, que é equivalente a 7, ou seja, a aplicacao identidade
i:(X,m)— (X,7) é um homeomorfismo. Pelo Teorema de Stone (teorema 2.1), (X, 1)

é paracompacto e pela Proposicao 2.2, (X, 7) é paracompacto. [

2.2 Produtos de Espacos Topoldgicos Paracompactos

Sabemos que se (A,7) e (B, 7y) sdo espagos topoldgicos compactos de Hausdorff,
entao o espago topoldgico A x B, munido da topologia produto, também é compacto e de
Hausdorff (Teorema de Tychonoff, pag.232 de [14]). Veremos nesta se¢ao que se trocarmos
a hipdtese dos espacos serem compactos e Hausdorff e exigirmos apenas que os espagos
sejam paracompactos, entao o produto geralmente nao é paracompacto. Encerraremos a

secao mostrando um teorema sobre o produto de espacos topoldgicos paracompactos.

Seja S o conjunto dos nimeros reais nao-negativos, S = {x € R;x > 0} e considere
a familia £ de todos os intervalos semi-abertos da forma [a,b) = {x € R;a < 2 < b} com

a,b > 0. Considere 7¢ a topologia em S que tem como base ¢ (Veja Exemplo 1.1).

Proposicao 2.3. Com a notagio adotada acima, (S, 7¢) € um espago topoldgico paracom-

pacto.

Demonstragao: E facil ver que este espaco é de Hausdorff. Mostraremos que toda cober-

tura aberta de S possui um refinamento aberto localmente finito. Seja a uma cobertura
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aberta de S. Para cada z € S, existe A, € a, com x € A,. Evidentemente, existe um

aberto da forma [a,, b, ) tal que, = € [a,,b,) C A,. Seja

B = {[ax, bac)}mes .

Note que 8 é um refinamento aberto de «, formado por elementos de &. Encontraremos

um refinamento aberto de 3, que seja localmente finito. Defina
E = {x € S;nao existe [a,b) € f,com a < x < b} .

Se z pertence a S — F, entao existe [a,b) € 5, com a < x < b. Observe que = €
(a,b) C (S — E) e isto implica que S — F é aberto em R, com a topologia induzida pela
métrica euclidiana. Sendo assim, existe uma colegdo enumeravel de intervalos abertos (na
topologia induzida pela métrica euclidiana) disjuntos dois a dois e nao vazios {1}, . em
R (estamos supondo que esta quantidade é infinita, o caso em que estd é quantidade é

finita é andlogo), satisfazendo

S—E=|]J1, (2.1)

neN

onde I,, = (ay,by,), para alguns a,, € S e b, € SU {+0o0}.

Seja n € N. Entao, a, ¢ S — E, pois caso contrario, existiria j € N — {n} com
an € I; e, consequentemente, terfamos I,, N I; # (), o que é um absurdo. Por outro lado,
seja x € E e tome [z,w) € f, com x € [z,w). O intervalo aberto (z,w) estd contido em
S — E. Isto implica em x = z. Além disso, usando o fato que (z,w) é conexo em R,
com a topologia induzida pela métrica euclidiana, os elementos da familia {1}, sdo
disjuntos dois a dois e a equacdo (2.1), garantimos a existéncia de n € N satisfazendo
(z,w) C I, = (an,b,). De x = z, x € E e da tltima inclusao, obtemos que x = a,,. Com

isso, acabamos de provar que

E = {an}neN'

Para cada a, € F, existe um aberto [z,q,) € 8, com a, € [z,q,). Pela defini¢ao

de FE, tem-se z = a,. Note (an,q,) C S — E e ainda (a,,q,) # (. Novamente por um
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argumento de conexidade, (a,,q,) C I, e isto implica que ¢, < b,. Seja
Dn = [ana Qn)

e defina

Y, = {(a,b) N [gn,bn);[a,b) € B e [a,b) C lan,by)}.

A colegao Y, cobre [g,, b,). De fato, se este conjunto é vazio nao hé nada para demonstrar.
Caso contrario, para = € [g,,b,) C S — E, existe [¢,d) € f com z € (¢,d). Mas como
(¢,d) C (S —E) é conexo e intercepta (an,b,) temos, novamente por um argumento
de conexidade, que (¢,d) C (an,b,) (consequentemente [c,d) C [an,b,)). O intervalo

(¢,d) N [qn, bn) pertence a Y, e contém z.

O espaco [qn, b,) é paracompacto, com a topologia relativa induzida pela topologia
euclidiana de R, pois é métrico, e ainda Y,, é uma cobertura aberta de [g,,b,). Entao,

existe um refinamento aberto localmente finito ¢, de Y,,.

Mostraremos que todo elemento de €, é um aberto da topologia que definimos em S.
Seja A € €,. Existe um aberto G de R, com a topologia induzida pela métrica euclidiana,
tal que A = G'N[gn,b,). Note que existe uma colegdo enumeravel e disjunta de intervalos

abertos {P;} tais que, G' = UjeN P;. Se P, = (l,,m,), entdo podemos escrever,

A:

i=1j=1 J
Isto implica que A é aberto na topologia que definimos em S. Note também que, pela

definicao de Y,,, A esta contido em algum aberto de 8 e consequentemente A esta contido

em algum aberto de a.

Em resumo, para cada n € N, conseguimos uma colecao ¢, de subconjuntos de
[qn, bn), cujos elementos desta familia sdo abertos em S e cada elemento desta familia esta
contido em algum elemento de . Além disso, se considerarmos [g,,b,) com a topologia
induzida pela métrica euclidiana, entao a colegao ¢, é uma cobertura aberta localmente

finita deste espaco.
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Sejam

nn:{Dn}Uenew:Unn.

neN
Como vimos acima, w é uma familia de conjuntos abertos em S e cada elemento de w esta

contido em algum elemento de . Mais ainda,

JU4=U Uuun,

JeEN Aen; neN Acep

= J [0 bn) U [, 0)]

neN

= U (In U{an})

neN

= J Lol {a}

neN neN

=FUE"
=5.

Assim, w é um refinamento aberto de a. Basta mostrar que este refinamento é

localmente finito. Primeiro, observe que se A € 1, e B € 1, com n # p, entao
ANBc (I,u{a,})N (I, U{a,}) =0.

Finalizada a observacao, passaremos a demonstrar que a colegao w ¢é localmente finita.
Seja x € S e considere n € N tal que z € I,, U{a,}. Se x € [a,, ¢,) entao pela observagao

acima

{Acw; AN(an, qn) # 0} = {lan, qn)} -

Porém, se = € [gn,b,), entao existe um aberto B em [g,,b,), com a topologia induzida
pela métrica euclidiana, tal que o conjunto {A € €,; AN B # ()} é finito. Como fizemos
acima, facilmente prova-se que B é um aberto na topologia de S que definimos. Assim,

B C [gn,bn) C (I, U{a,}) é uma vizinhanga de z em S, e ainda pela observacao acima

{A€w; AN gn, bn) N B # 0} ={A € nw; AN [gn, by) N B # 0}
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Mas, veja que D,, ndo intercepta [g,, b,) N B. Logo, o conjunto
{A€w;ANgn b)) NB# 0t ={A€ € AN[gn,bn) N B # 0} C{A € en; AN B # 0}

é finito. Por conseguinte, w é uma colecao localmente finita.

Em resumo, mostramos que w é um refinamento aberto e localmente finito da cober-

tura «, tomada inicialmente. Portanto S é um espaco topoldgico paracompacto. [

Agora, nosso objetivo é provar que S x S, com a topologia produto, nao é para-
compacto. Mas para provar isto, mostraremos primeiro que todo espago paracompacto é

normal.

Proposicao 2.4. Todo espaco paracompacto € normal.

Demonstracgao: Seja X um espaco topoldgico paracompacto. Sejam A e B dois subcon-

juntos disjuntos e fechados de X. Para todo a € A, construiremos dois abertos disjuntos

U(a) e V(a) tais que a € U(a) e B C V(a).

Fixe a € A e considere b € B. Como X é um espago topologico de Hausdorff, existem
abertos disjuntos U(a,b) e V(a,b), com a € U(a,b) e b € V(a,b). A familia {V (a,b)},.zU
{X — B} é uma cobertura aberta de X. Seja w um refinamento aberto localmente finito

dessa cobertura. Considere € := {D € w;existe b € B, com D C V(a,b)} e defina

V(a) := U D.

Dece

Note que V(a) é aberto e B C V(a). Como o refinamento ¢ localmente finito, existe uma
vizinhanga aberta GG, de a que intercepta apenas uma quantidade finita de elementos de

€. Se nenhum elemento de € intercepta G, entao defina,
U(a) = G,.

Sendo, seja {G1,....G,} = {A€e ANG, # 0}. Para cada p € {1,2,...,n}, considere
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b, € B com G, C V(a,b,) e defina

Ua) :=G,N ﬁ Ula,by).

p=1

Note que U(a) é uma vizinhanga aberta de a e ainda

WWﬂMﬁ;ﬂU@@ﬂ@r4UD]
- :ﬁ U(a,bp)_ N U (DN Ga)]
- ﬁ U(a,bp): N :o (GpNGa)
C :fﬁlma,@):rw:(j(vxa,@)rwGai
— O G, N V(_a, by) N ﬁ Ula, bj)] = 0.

Em resumo, construimos dois abertos disjuntos U(a) e V' (a) tais que a € U(a) e B C V(a).
Observe que a, tomado inicialmente, foi qualquer em A. Desse modo, para todo a € A,

podemos construir abertos disjuntos U(a) e V (a) tais que a € U(a) e B C V(a).

Agora, {U(a)},c4 U{X — A} é uma cobertura aberta de X. Como X ¢é paracom-
pacto, existe um refinamento aberto localmente finito v desta cobertura. Seja § :=

{R € v;existe a € A, com R C U(a)} e defina
U=|JA
Aes

Observe que U é aberto e ainda A C U.

Para todo b € B, encontraremos uma vizinhanca aberta de b que nao intercepta U.
Seja b € B. O refinamento v é localmente finito, por isso, existe uma vizinhanga aberta

T, de b que intercepta apenas uma quantidade finita de conjuntos deste refinamento. Se
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nenhum elemento de ¢§ intercepta Tj, entao defina,
% = Tb-

Sendo, seja {S1,...,5x} = {A € 0;T,NA#0}. Paratodon € {1,2,...,k}, escolha a, € A
tal que S, C U(ay,) e defina

k
Vi=T,N [ V(an).

n=1

Observe que V, é uma vizinhanca de b e ainda

i k
VinU=|Tyn V()| n||JA
L n=1 Aed
. - _
= [ V()| N (ANTy)

1T
3
Il
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b
m
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Defina

vV=_JV.

beB

E claro que V é aberto, B C V e pelo que vimos acima, U e V' sao disjuntos.

Portanto, construimos dois abertos disjuntos U e V. com A C U e B C V. Como A

e B sao fechados disjuntos quaisquer de X, segue que X ¢é normal. [

Combinando o Lema de Urysohn para Espagos Normais (Lema 1.6) e a Proposicao

2.4, obtemos como consequéncia imediata o seguinte resultado.

Corolario 2.2. Seja (X, 7) um espago topoldgico paracompacto. Sejam A e B dois sub-
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conjuntos fechados e disjuntos de X entdo eziste uma fun¢ao continua f: X — [0, 1] tal
que f(A) = {0} e f(B) = {1}.

Proposicao 2.5. Com a notacdao adotada no inicio desta secao, S X S, com a topologia

produto, nao € normal.

Demonstracao: Defina
H = {(:z:,y) eSxSiz+y=1le [(:c—l)z—l—yQ]% é racional },
K = {(x,y) €SxSz+y=1el[(x—1)%+y%? éirracional }

E claro que H e K sao subconjuntos disjuntos de S x S. Provaremos que eles sao
fechados em S x S. Seja (z,y) € (S x S)—H. Sex+y=p+# 1,entdooup > 1loup < 1.
Se p > 1, entdo [x,z+1) X [y,y+ 1) é uma vizinhanga aberta de (z,y) em S x S e ainda,

para todo (z,w) € [x,x + 1) X [y,y + 1) temos z +w > x +y = p > 1, ou seja,

Porém, se p < 1, entdo o conjunto [z, z + 52) X [y,y + 152) é uma vizinhanca de (z,y) e
ainda, para todo (z,w) € [z, 2+ 152) x [y, y + 52) temos z +w < x4+ 5L +y+ 152 = 1.

Sendo assim,
1—p l—p
(xay)€|:$7I+T>x|:y7y+T)C(SXS)_H

Agora se (z,y) € Sx S —H com +y = 1, entdo [(x — 1)2 + y%2 ¢ irracional. O
conjunto [x,x + 1) X [y,y + 1) é uma vizinhanga de (x,y) e ainda, para todo (z,w) €
[z, z+1)x [y, y+1)—{(x,y)}, temos z+w > z+y = 1. Isto significa que (z,w) € SxS—H.
Logo,

(x,y) € [r,z+1) x [y,y+1) C (S xS)—H.

Em qualquer caso, para todo (z,y) € (S x S) — H, existe uma vizinhanca aberta de

(z,y) em S x S contida em (S x S) — H. Portanto (S x S) — H é aberto em S x S



67

e consequentemente H é fechado em S x S. Analogamente prova-se que K também é

fechado em S x S.

Considere V' um aberto que contenha K. Para todo (z,w) € K fixe d(. ., > 0 tal
que o aberto N(z,w) 1= [z, 2+ d(w)) X [w,w + d(..) esteja contido em V' e defina para

cadan € N,

1
K, = {(:B,y) € K;d(Ly) > E}

Note que

K:UKn.

neN
Mas, pelo Exemplo 1.4, K é de segunda categoria em P := {(z,y) € S x S;x +y = 1},
onde em P estamos considerando a topologia induzida pela métrica euclidiana restrita a
P. Sendo assim, existe ng € N tal que int(K,,) # 0.
Sejam sy = (s,1 —s) e tg = (t,1 — t) pontos de P, com s < t, tais que L =
{mso + (1 —m)to;m € (0,1)} C K,,.
Seja R o conjunto de pontos em S x S que satisfazem o sistema de inequacoes abaixo:

;

T +y>1;
r+y<1+-L;
(g T T
r—y<2t—-1;
\x—y>2s—1.

Simbolicamente, R = {(z,y) € S x S5; (z,y) satisfaz o sistema (*)}.

Observe que (z,y) € L se, e somente se, (z,y) € P e (x,y) satisfaz as duas tltimas
inequacoes do sistema acima. Deixaremos isto como exercicio para o leitor. Para provar
a implicacao mais dificil, ou seja, que se (x,y) € P e (x,y) satisfaz as duas ultimas
inequagdes do sistema acima entao (z,y) € L, mostre que = € (s,t) e use que a fungao
f:R —= Rcom f(m) =ms+ (1 —m)t, é continua e o Teorema do Valor Intermediario

para encontrar m € (0, 1) tal que f(m) = x.

Nosso objetivo agora, é mostrar que R C V. Seja (z,y) € R. Note que pela equagao
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1 do sistema (*) podemos escrever x +y = 1+ % com m > 0. Segue que m > ny. Note

que b := (x — ﬁ,y — QL) € L. De fato, basta ver que b € P e que b satisfaz as duas

m

ultimas inequagoes do sistema (x). Como K,, é denso em L, existe (z,w) € K,, com

! < (2.2)
- — —w| < —. :
y 2m 2m

De (z,w) € K,, C P e (z,y) € R concluimos que z < z ou w < y. Suponha z < z. Pela

inequagao (2.2)

1 1 1 1 1
y—-w=1+——-z—-1+z=2—-2024+—>— — — + —

=0.
m m 2m 2m  m

Analogamente, se w < y entdao z < x. Segue que z < r e w < y e ainda, novamente pela

inequacao (2.2), z — z < % < nlo ey —w< nio Consequentemente

1 1
(x,y) € [z,z—i— n_0> X {w,w—i— n_0> Clz,z+diw) X [w,w+diw) = N(z,w) C V.

Em resumo, mostramos que R C V.

Observe que H N L # (. De fato, L é conexo em R?, com a topologia induzida pela

métrica euclidiana e a aplicacao

fo (R — (R]])
(x,y) +— (x —1)% + 92

é continua. Logo, f(L) é um ponto ou um intervalo. Use que f(sq) = v2(1 — s) #
V2(1 —t) = f(to) e a continuidade de f para garantir que f(L) ndo pode ser um ponto.

Logo, deve existir (z,y) € L tal que f(x,y) é racional.

Tome x¢ = (z,y) € HN L. Pelo Lema 1.1, existe uma rede {x,}, _; tal que x, — xg

nel

na topologia produto e x,, # o para todo n € I.

Defina
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2t — 1 — (x — 1 —y—(2s—1) 1
Ry = |z, 2 + nmun (v y)’_ X |y, y + min roy— (2 ),— )
2 2710 2 2710

Usando que (z,y) € L, prova-se facilmente que Ry — {(z,y)} C R C V. Consequen-
temente, como Ry é aberto, existe p € I tal que, para todo n > p tem-se x,, € Ry C R.
Pela Proposicao 1.4, (x,y) € V. Logo, todo aberto que contém H, em particular é uma

vizinhanga aberta de (z,y), e desse modo intercepta V.

Portanto S x S nao é normal. ]

Corolario 2.3. Com a notagao adotada no inicio desta secdo, S X .S nao € paracompacto.

Demonstragao: Segue diretamente da proposigao 2.4. [

Vimos acima que nem sempre o produto de espacos paracompactos é paracompacto.
Porém, se colocarmos mais alguma hipdtese sobre o espaco, entao o produto podera vir
a ser paracompacto. A seguir, apresentaremos um teorema que comprova esta afirmacao.
O espaco S x S, com a topologia produto, também é um exemplo de um espago topolégico

que é Hausdorff, mas nao é paracompacto.

Teorema 2.2. Seja X um espago topologico Ty e regqular. Suponha que existem duas

coberturas {Cy},c; e {Un} o, de X que satisfazem:

1. Cy é compacto, Uy € aberto e Cy C Uy, para todo X € I;

2. {Ux},¢; € ordem localmente finita.

Entao, para cada espago topoldgico paracompacto Y, o produto cartesiano X XY, com a

topologia produto, é um espago topologico paracompacto.

Provaremos este teorema mais tarde. Primeiro, obteremos como preliminar alguns

lemas.

Lema 2.1. As sequintes afirmacoes sobre um espaco topologico X, que € reqular e Ti,

sao equivalentes.
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1. X € paracompacto;
2. Toda cobertura aberta de X possui um refinamento localmente finito;

3. Toda cobertura aberta de X possui um refinamento fechado localmente finito.

Demonstragao:
(1) = (2).
Trivial.

(2) = (3).

Seja {Ux},c; uma cobertura aberta de X. Para cada z € X, existe A € I tal que = €
Uy. Como X é regular, existe uma vizinhanca aberta E, de x tal que x € E, C E, C Uy.
Com isso, construimos uma cobertura aberta {£,}, . de X tal que a familia {E_x}xE ¥ €

um refinamento de {Ux},.;-

Por hipétese, existe um refinamento localmente finito 5 de {£,}, . Entdo, o :=
{Z; Ae ﬂ} ¢ o refinamento fechado localmente finito de {Uy},.; que procurdvamos. Para
verificar que o tltimo refinamento ¢ localmente finito, note que se {Uy},o; ¢ uma colegao

localmente finita, entao a colecao {E} el também é localmente finita.
(3) = (1).

Como X éregular e T} entdo X é de Hausdorff (veja Lema 1.3). Seja o uma cobertura
aberta de X. Por hipdtese, existe um refinamento localmente finito 5 desta cobertura.
Para cada x € X, existe um aberto F, que intercepta somente uma quantidade finita de
elementos da colegao . A colecao {E,},.y ¢ uma cobertura aberta de X. Logo, por

hipétese, existe um refinamento fechado localmente finito v de {£,},. .

Para cada A € 8 considere Ry = {W € v, W N A = 0} e defina

A" =X — U w.

WeRA

Observe que A* é aberto, para todo A € . De fato, seja x € A*. Entao, existe uma

vizinhanca aberta V, de x que intercepta somente uma quantidade finita de elementos
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de . Sejam Wy, Ws, ..., W,, os elementos de v que interceptam V,. Note que W; € R4
implica em = ¢ W;. Seja I :={i € {1,2,...,n};W; € R4} e defina

V=V, - JW.

il

E claro que V ¢ uma vizinhanca aberta de x e ainda

V=V, - Jwi=v,- |J wca

el WeR4

Vimos acima que A* é aberto. Além disso, temos A C A*, para todo A € [ e
consequentemente a colecao {A*},. 5 cobre X. Também ¢ facil ver, a partir da defini¢ao
de A*, que

se W € ~ intercepta A* entao W intercepta A. (2.3)

Para cada A € (3, escolha S4 € « tal que A C S4 e defina
e:={A"NSy A€ p}.

A colecao € é uma cobertura aberta de X. De fato, basta notar que a familia 5 cobre X e

Jaclansa

Aep Aep

Mostraremos que € é uma colecao localmente finita. Seja x € X. Como v é uma
colecao localmente finita, existe uma vizinhanca aberta V, de x que intercepta somente
uma quantidade finita de elementos de v. Se W1, ..., W,, sao os elementos de v que inter-

ceptam V., entao
n

v, c | Jwi (2:4)
i=1
Porém, cada elemento de 7 intercepta somente uma quantidade finita de elementos de

B, pois v é um refinamento de {E,} Com isso, para cada i € {1,2,...,n}, existem

zeX "
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n(i) € Ne A1, ..., Ainu) € B tais que
{Ae B ANW,; # 0} = {41, ..., Ain) } -
Por (2.3)

{Ae B A nW; #0} C {Ai,la ---vAi,n(i)} .

Desta inclusao e por (2.4)

{AeB; A NSANV, A0} Cc{Ae B; A" NV, #0}

clJ{Aaepanw; #0}
7=1

C U {A'J, '-'>Aj,n(j)} .
j=1

Logo, a familia ¢ é um refinamento aberto localmente finito de a. Portanto X é um espaco

topoldgico paracompacto. Isto completa a demonstracao do lema. [

Lema 2.2. Sejam (X, 7) um espago topologico e {Ax},.; uma colegio ordem localmente
finita de subconjuntos de X. Para cada \ € I, seja {Bs;d € J\} uma colecao localmente

finita de subconjuntos de Ay e ainda, Jy N J, =0 se X\ # €. Entdo a colegao {B,\}/\EJ é

ordem localmente finita, onde J € a unido disjunta dos Jx, J :=Jyc; Ja-

Demonstracgao: Por defini¢ao, existe uma ordem total < em [ tal que, para cada A € I,

a colegao {A.; e < A} é localmente finita.

Para cada A € I, escolha uma ordem total <, em J, e defina a relacao < em J do

seguinte modo. Sejam x,y € J com x € J. e y € Js. Entao,

r<y & ou

d=¢ e x<;5v.

Deixaremos para o leitor verificar que < é uma ordem total em J.
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Seja € € Jy. Mostraremos que a cole¢ao {B,\ € {Br} eyiA < e} é localmente finita.
Para isto, considere x € X. Existe uma vizinhanga U(z) de = que intercepta somente
uma quantidade finita de elementos do conjunto {As;6 < A}. Sejam As,, ..., As, os ele-
mentos de {As; 0 < A} que interceptam U(x). Por hipdtese, para cada i € {1,2,...,n}, a
familia {By; k € Js,} é localmente finita. Sendo assim, existe uma vizinhanca V;(x) de z
que intercepta somente uma quantidade finita de elementos da familia {By; k € J5.}. O

conjunto

é uma vizinhanga de z tal que a colecao |J;_, {k € J5,; V(x) N By # 0; } ¢ finita. Agora,

note que 7 < €, com 7 € J, para algum p € I, implica que p < A. Logo,

edin<ee B,nV@) £0)c ) e B0V A0},  (25)

pel, p<A
Observe que, se p € [ com p < Aen € J, é tal que B, NV (x) # 0, entdo por hipdtese
temos B, C A,. Consequentemente A, NV (z) # 0 e isto implica que p € {1, ...,0,}.

Desta observacao concluimos que

U fmeliB,nV(x)#£0}C U {neJs;B,NV(x)#0}. (2.6)

pel, p<A

Por (2.5) e (2.6) concluimos o que pretendiamos demonstrar. Portanto a cobertura

{B)},c, ¢ ordem localmente finita. n

Lema 2.3. Um espaco topologico X reqular e T € paracompacto se, e somente se, toda

cobertura aberta de X tem um refinamento aberto que é ordem localmente finito.

Demonstracao: Se X ¢ paracompacto, entao toda cobertura aberta de X possui um
refinamento aberto localmente finito. Em particular, este refinamento aberto é ordem

localmente finito.

Suponha que X é um espaco topologico regular e T, tal que toda cobertura aberta

de X possui um refinamento aberto que é ordem localmente finito. Como X é regular e
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Ti, entao X é Hausdorff.

Sejam e uma cobertura aberta de X e 0 = {U,},.; um refinamento aberto ordem
localmente finito de €. Seja < uma ordem total em [ tal que, para todo A € I, a familia

{U,;v < A} é localmente finita. Para cada A € I, defina

V)\ = U)\ — U Ug.
O<X e 0#A

Considere a familia 8 := {V3},c;. Sejam z € X e Uy, € 0 com = € U,,. Usando que
0 é ordem localmente finita, encontramos uma vizinhanca de = que intercepta somente
uma quantidade finita de elementos da familia {U;e < A\g}. Isto implica que z pertence
a somente uma quantidade finita de elementos desta colegao. Sejam Uy,,U,,, ..., Uy, 0s
conjuntos desta familia para os quais = faz parte. Tome p o menor elemento do conjunto
{Ao, A\1..., A\n}. Entao, é claro que x € V, e consequentemente [ cobre X. Mais ainda,

ve-se facilmente § é um refinamento de 9.

Resta-nos mostrar que  é localmente finita. Sejam x € X e A\g € [ tal que z €
Uy,- Seja W (x) uma vizinhanga de = que intercepta somente uma quantidade finita de

conjuntos da familia {Ux; A < A\g}. Logo, W(z) NU,, é uma vizinhanca de x e ainda

NeL,W@)NUy, NV\£0={ e ;W(@)NUy, NVy #0e X< N}
c{NeW)NnUy, NUyx#De X< N}
ciNeL,W@NnUy#be X< \}.

Pelo que vimos acima, este tltimo conjunto é finito e desse modo o refinamento S é

localmente finito. Pelo Lema 2.1, X é um espago topoldgico paracompacto. ]

Enfim, temos o que precisamos para demonstrar o Teorema 2.2. A seguir enunciare-
mos e provaremos este teorema, que nos da uma condicao suficiente para que o produto

de espacos paracompactos seja um espago paracompacto.

Teorema 2.3. Seja X um espago topologico Ty e regular. Suponha que existem duas

coberturas {Cy},c; e {Un}, e, de X que satisfazem:
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1. Cy € compacto, Uy € aberto e Cy C Uy, para todo \ € I.

2. {Ux},¢; € ordem localmente finita.

Entao, para cada espago topoldgico paracompacto Y, o produto cartesiano X XY, com a

topologia produto, é um espaco topologico paracompacto.

Demonstragao:

Seja v uma cobertura aberta de X x Y. Encontraremos um refinamento aberto e
ordem localmente finito de a. Fixe y € Y e A € I. Para cada = € Cy, o ponto (z,y) € K
para algum K € a. Com isso, para cada x € C), existem vizinhancas abertas Vi, ) e
Wiy de x em X e de y em Y respectivamente, tais que (z,y) € Vg, X Wiay) C K, para

algum K € a.

A colegao {V(I,y) N U’\}me(/& ¢ uma cobertura aberta de C'\, que é compacto. Logo,

esta cobertura possui uma subcobertura finita. Seja {V(Zl,y) AU - Vizngoys N UA} esta
subcobertura finita, onde n(y, \) € N. Defina
n(y,A)
V(y,A) =[] W
i=1
O conjunto V' (y, \) é uma vizinhanga aberta de y e ainda,
(V(wi,y) A UA) X V(yv A)C V(xi,y) 8 W(xi,y) CK; (2'7)
com K; € «, para todo i € {1,2,...,n(y,\)}. Observe que
n(y,\)
C\ C U (‘/(mi’y) N UA) c U,. (28)
i=1

Observe também que A € [ e y € Y foram tomados quaisquer. Logo, para todo A € [
e y € Y podemos encontrar uma cobertura aberta {V(xi,y) NU, ,\}n(yl’)‘) de C) e definir

V(y, A), satisfazendo (2.7) e (2.8).

Para cada A € I, a familia {V(y,)\)}yey ¢ uma cobertura aberta de Y, que por
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sua vez é um espago paracompacto. Sendo assim, esta cobertura possui um refinamento

aberto localmente finito 5y = {V;e € I,}.

Para cada V. € B, existe y € Y tal que V. C V(y,A). Logo, pela Equacao (2.7),
existe {K} ) € a tal que, para todo i € {1,2,...,n(y, \)}

(Viwiwy NUN) x Ve C (Vo) NUN) x V(y,\) C K;. (2.9)

Seja A € I. Para cada € € I, escolha y. € Y tal que V. C V(y., A) e defina
H, = {(V(xi,ye) N U,\) x Vieelyeiedl, ...,n(yE,A)}} )

A colecao H) é localmente finita. De fato, se (x,y) € X XY, entdo existe uma vizinhanga
aberta (), de y que intercepta somente uma quantidade finita de elementos de 3. Entao
X X @, é uma vizinhanca de (x,y) que intercepta somente uma quantidade finita de

elementos de H,.

A colegao {U, x Y; A € I} é uma cobertura aberta de X x Y que é ordem localmente
finita, ja que, por hipdtese, {Ur},.; ¢ ordem localmente finita. Além disso, Hy é uma
colecao localmente finita de subconjuntos de Uy x Y. Pelo Lema 2.2, a colecao H :=

U,es Hx é ordem localmente finita. Além disso, por (2.8)

n(Yye,\)
U A= | U Vziy)nUy) x Ve
AEHA EE[A =1
n(Ye;A)
U xza ?/5 ﬂ U/\) X ‘/5
56]) i=1
(C)\ x Ve)
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Logo,

Ua=UJ U 4o xy)=XxY,

AcH Ael AeH)y Ael

ou seja, H também cobre X x Y.

Por (2.9), H é um refinamento de . Logo, H é um refinamento aberto de o que é

ordem localmente finito.

O espaco Y é de Hausdorff, em particular, é 77 e por hipotese X é T;. Pelo Corolario
1.1, X xY é Ti. A Proposicao 2.4 garante que Y é normal. Logo Y é regular (pois
também é Hausdorff) e consequentemente pela Proposicao 1.6, X x Y é regular. Pelo

Lema 2.3, obtemos que X X Y é um espago topologico paracompacto. [

O resultado seguinte foi provado em [13] por K. Morita. Em [8], I. Katuta apresenta

o resultado seguinte como um corolario do teorema que acabamos de provar.

Corolario 2.4. Seja X um espaco topologico paracompacto que € uma uniao enumerdvel
de subconjuntos fechados, localmente compactos e Y um espaco topologico paracompacto.

Entao o produto X XY, com a topologia produto, é um espaco topologico paracompacto.

2.3 Particao de Unidade Subordinada

Nesta secao apresentaremos uma caracterizacao para os espacos topologicos 17 que
sao paracompactos. Mostraremos que um espaco topoldgico 17 é paracompacto se, e so-
mente se, toda cobertura aberta desse espaco possui uma particao de unidade subordinada

a ela.

Definigao 2.2. Seja X um espago topologico. Uma familia {t\},.; de fungoes continuas

ty: X — [0,1] é chamada de particio de unidade se

1. Para todo © € X, existe uma vizinhan¢a aberta V(x) de x, tal que o conjunto
{\ € I; suppx (ty) NV (x) # 0} € finito, onde suppx(ty) = {x € X;t\(z) #0}. O

conjunto supp.(t\) serd chamado de suporte da funcao ty;




78

2. para todo x € X,

D ta(x) =1.

Se X é um espago topoldgico, entao segue trivialmente da definicao que a familia
formada apenas pela funcao constante que a todo ponto de X associa 1 é uma particao

de unidade.

Observe que se X é um espaco topoldgico e {tx},.; ¢ uma particao de unidade, entao

a condigao 1 garante que a familia {suppx(t\)},c; ¢ localmente finita.

Definigao 2.3. Seja (X, 7) um espaco topoldgico e u = {Ux; A € J} uma cobertura aberta
de X. Uma particao de unidade subordinada a p é uma particio de unidade {ty; A € I}

que satisfaz a sequinte propriedade: para todo i € I existe j € J tal que suppx(t;) C Uj.

Seja X um espaco topoldgico. Segue trivialmente da definicao que a partigao de
unidade apresentada anteriormente no texto é uma particao de unidade subordinada a

cobertura {X}.

Nosso objetivo agora, é provar que um espaco topoldgico T7 é paracompacto se, e
somente se, toda cobertura aberta deste espaco, admite uma particao de unidade subor-

dinada a ela. Para isso, precisamos do seguinte lema.

Lema 2.4. Seja (X,7) um espago topoldgico paracompacto e {Ux},.; uma cobertura

aberta de X. Entao existe uma cobertura aberta {V,\}/\g de X tal que V\ C Uy para

todo \ € 1.

Demonstragao:

Sejam « = {U,},c; uma cobertura aberta de X e » € X. Tome A\ € [ tal que
x € U,. Pela Proposicao 2.4 e pelo Lema 1.4 existe um aberto Y, tal que x € Y, C
Y, C Uy. Observe que v := {Y2},cx € uma cobertura aberta de X que, por hipétese, é
paracompacto. Seja 3 = {Wy},., um refinamento aberto localmente finito de ~. Defina

para cada A € I, B) =: {ZGﬁ;?C U,\} e

Vy = U Z.

Z€B)
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A colecao {Vi},o; cobre X. De fato, se € X, entdo existem \g € J, T € X ¢
A1 € I tais que x € W, CYECECUM. Segue que x € Wy, e W), CVECU,\1 e

consequentemente x € Vj,.

Mostraremos que V\ C Uy, para todo A € I. Seja A € I e tome z € V,. Existe
uma vizinhanca V, de x que intercepta somente uma quantidade finita de elementos de
B. Sejam W,,,...,W, os elementos de 3 que interceptam V,. De x € Vj e V, ser uma
vizinhanga de = segue que V) NV, # (. Assim sendo, deve existir i € {1,2,...,n} tal que
W,, C Uy. Defina

K= {ieN;lSigneW_aiCU,\}.

Temos = € m, pois, caso contrario, V, — UZGK—VVa seria uma vizinhanca de x que
nao interceptaria nenhum W € 3 cujo fecho estivesse contido em U,. Consequentemente,
esta vizinhanca de x nao interceptaria V). Isto contradiz o fato de que z estd no fecho de
V. Logo,

ve | W, =W CUn

ieK 134

Com isso, provamos que Vy C U,. Portanto {V)\}/\E[ é a cobertura aberta procurada. m

Teorema 2.4. Um espago topologico T € paracompacto se, e somente se, toda cobertura

aberta deste espaco possut uma particao de unidade subordinada a ela.

Demonstragao:

Suponha que (X, 7) é um espago topoldgico T} tal que toda cobertura aberta de
X possui uma particao de unidade subordinada a ela e tome x,y € X. Existem uma
vizinhanga aberta A, de x que nao contém y e também uma vizinhanca aberta A, de y
que nao contém z. Para cada z € X — {x,y} tome uma vizinhanga aberta A, de z que

nao contém x.

A colegao {A.} yU{As, Ay} € uma cobertura aberta de X. Seja {f\},c; uma

z€X—{z,y
particao de unidade subordinada a esta cobertura. Por definicao, existe Ay € I tal que
fro(z) # 0. Existe também um conjunto da cobertura que contém suppx (fy,). Logo, fi,

se anula fora deste conjunto. Porém, o tinico conjunto que contém x desta cobertura é
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A,. Consequentemente

suppx (fr,) C Aq.

Como y ¢ A, entdao fy,(y) = 0. Logo, os conjuntos f/\_o1 [O, f*OT(x)> e f)\_o1 (hOT(x), 1} sa0
vizinhangas abertas e disjuntas de y e x respectivamente. Isto mostra que X ¢ um espaco

de Hausdorft.

Seja a = {Ux},.; uma cobertura aberta de X e considere {¢,}, ., uma particao de

unidade subordinada a a. Considere a colecao
B={Vs;A € J}, onde V) :={z € X;t)\(x) #0}.

Temos ), ,tx(z) = 1, para todo z € X. Isto implica que a colegao 3 cobre X. Pela
continuidade de ¢, concluimos que V) é aberto. Segue da definicao de particao de uni-
dade que a familia {suppx(tx)},c,; ¢ localmente finita e para todo A\ € J existe € € [
tal que suppx(ty) C U.. Como V) C suppx(ty) para todo A € J, segue que 5 é um
refinamento aberto localmente finito da cobertura a. Portanto X é um espaco topologico

paracompacto.

Suponha que X ¢é um espago topolégico paracompacto. Seja a = {Ux},; uma
cobertura aberta de X e considere § = {W,},., um refinamento aberto localmente finito

de a. Pelo Lema 2.4, existem coberturas abertas {V\},., e {P\},., de X satisfazendo
P, C V, CV, CW,, paratodo \ € J. (2.10)

Pelo Corolario 2.2, para cada A € J existe uma fungao continua f, : X — [0,1] tal que
fr(Py) = {1} e fA(X —V3) = {0}. A dltima igualdade implica que {z € X; fy(z) # 0} C
Vy. Consequentemente, por (2.10)

suppx (fr) C Va C W, (2.11)

Podemos definir
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f: X — (0,400)
T o Y oy Na().

Mostraremos que f esta bem definida e é continua. Seja x € X e considere uma vizinhanca

aberta V, de x tal que o conjunto

{\ € I; suppx (fr) NV, # 0}

é finito. Sejam \q, ..., A, os elementos deste conjunto. Entao, para cada y € V,

n

F) =YL =>_ ).

AeJ k=1

Logo, f é em V, uma soma finita de funcoes continuas. Segue que [ estd bem definida.
Além disso, esta igualdade mostra que f ¢ continua em z. Como {Py},.,; cobre X entao

f(z) > 0 para todo z € X.

Para cada A € J defina a funcao

Perceba que suppx(gx) = suppx(fr). Consequentemente a colecao {gx},., satisfaz a
condicao 1 da defini¢ao de particdo de unidade. E facil ver que S ves 9a(x) = 1 para todo
r € X e que cada g, é continua. Logo, a cole¢ao {gx},., ¢ uma particio de unidade.
Através de (2.11), concluimos que esta cole¢ao é uma partigdo de unidade subordinada a
cobertura . Mas, como [ é um refinamento de «a, segue que esta colegao é uma particao

de unidade subordinada a «.

Portanto, toda cobertura aberta de X possui uma particao de unidade subordinada

a ela. ]

Ernest Michael em [10] mostrou que para que um espago topoldgico T; seja paracom-

pacto é suficiente apenas que exista para cada cobertura aberta o de X uma familia de
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fungoes continuas {£\},.;, onde t5 : X — [0, 1], que satisfaz:

L. > erta(x) = 1 para cada x € X (Veja apéndice A.6);

2. Para todo A € [ existe Ay € « tal que se z ¢ A, entédo t)(x) = 0.

Mostraremos o resultado enunciado anteriormente, mas primeiro provaremos o se-

guinte lema.

Lema 2.5. Seja X um espaco topologico reqular e Ty. Suponha que toda cobertura aberta
de X tem um refinamento aberto V = |J2, Vi, onde cada V; é uma cole¢io localmente

finita de X. Nessas condicoes, X € paracompacto.

Demonstragao: Seja R uma cobertura aberta de X. Por hipdtese, existe um refinamento

V =2, Vi, onde cada V; é uma colegao localmente finita de X. Defina para cada i € N,

W, = UA.

AeV;

A colegao {W;},.y ¢ uma cobertura aberta de X. Pela Proposicao 1.3, existe um refi-
namento {A;},. de {W;},. que é localmente finito e ainda A; C W;, para todo i € N.
Com isso, defina

Q:=|J{ENA; K eVi}.

ieN
A colecao €2 também cobre X. De fato, usando que A; C W; e que {4;},.y cobre X

Ua=UJ U xn4a

AeQ) 1€EN KeV;

()

1€N KeV;

= Jwina)

1€EN

= J4a=x
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Se x € X, entao existe uma vizinhanca S, de x que intercepta apenas uma quantidade

finita de elementos de familia {A;} Suponha que {4;,, ..., 4;, } sejam esses elementos.

ieN"
Para cada j € {1,2,...,n} a familia V;, é localmente finita. Sendo assim, existe uma
vizinhanga F;; de z que intercepta apenas uma quantidade finita de elementos desta
familia. Logo,

S::Sgcﬂﬁpij

j=1
¢ uma vizinhanca de x que intercepta apenas uma quantidade finita de elementos do

conjunto 2. Consequentemente, a familia {2 é localmente finita.
Segue, de V' ser um refinamento de R, que 2 também é um refinamento de R.
Portanto, construimos um refinamento €2 de R que é localmente finito. Pelo Lema

2.1, X é um espaco topoldgico paracompacto. [ ]

Teorema 2.5. Seja X um espaco topoldgico Ty. Suponha que para toda cobertura aberta o

de X, exista uma familia de fungoes continuas {ty},o;, onde ty : X — [0,1], que satisfaz

1. Y erta(®) =1 para cada x € X;

2. Para todo X € I, existe Ay € a tal que se x ¢ Ay entao ty(z) = 0.
Nessas condicoes, X é um espago topologico paracompacto.

Demonstragao: Mostraremos que X é regular. Para isto, seja F' C X um fechado e
r € X —F. Seja V, C X — F uma vizinhanca aberta de x e para cada y € X — {x} tome

uma vizinhanca aberta Z, de y que nao contém z. Isto é possivel porque o espacgo é T;.

A familia v := {V,}U{Zy} (., ¢ uma cobertura aberta de X. Por hipétese, existe
uma familia de funcgées {tx},.;, onde ¢\ : X — [0,1], satisfazendo 1 e 2. Por 1, existe

Ao € I tal que
t)\o(x) 7é 0.

Como V, é o tnico aberto da cobertura vy que contém =z, entao segue por 2 que t), se

anula fora de V,. Logo ty,(F') = {0}.
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Os abertos t;ol (tkoz(x), 1} e t;ol [O, w> sao vizinhancas abertas e disjuntas de x e

F respectivamente. Isto completa a prova de que X é regular.

Sejam R uma cobertura aberta de X e {t)},.;, uma familia de funcoes continuas,

ty: X —[0,1], tal que
L. > . ta(z) =1, para todo x € X;

2. para cada A € I existe Ay € R tal que, se x ¢ A, entdo ty(z) = 0.
Defina para cadai € Ne A € [
1
Ai,/\ = t)_\l (—, ,1:| .
i
Cada A; » ¢ aberto, ja que t) é uma fungao continua. Para cada i € N defina

‘/i = {Ai,)\})\ej

v::Uw.

1€EN

Seja v € X. Por 1, existe A € I tal que t5(z) # 0. Para i € N com -

x € A; x. Logo V' é uma cobertura aberta de X. Mais que isso, a condi¢ao 2 garante que

1 < ty(z) temos

V' é um refinamento da cobertura R.

Provaremos que para cada i € N, a colecao V; é localmente finita. Sejam i € N e

x € X. Por 1, existe um subconjunto finito F' de I tal que

1
t -1 < =.
Shte) 1| < 2
AEF
Segue disto que
1
D tala)>1- o7 (2.12)
AEF !

A funcdo t := ), ptx é continua, pois é soma finita de funcdes continuas. A ine-
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quagao (2.12) implica que o aberto (1 — %, 1 ] é uma vizinhanga de t(x). Pela continuidade

de t, existe uma vizinhanca W, de x tal que
1
t(W,) C (1——,,1} . (2.13)

Agora, se \g ¢ F e y € W,, entao, por (2.13)

7

1 1
tao(y) = ta () +ty) —ty) <> ta(y) —ty) =1—t(y) <1- (1 - —.) =-.
Segue que y ¢ A; ,. Consequentemente, W, N A; \, = 0. Logo,

{)\G];Ai7>\ﬂW;c7é®}CF.

Portanto, V; é uma colecao localmente finita para todo ¢ € N.

Em resumo, provamos que para toda cobertura aberta R de X existe um refinamento
aberto V' = (J,cy Vi de R tal que V; ¢ localmente finita para todo i € N. Pelo Lema 2.5,

X é um espaco topologico paracompacto.

Corolario 2.5. Seja X um espaco topologico Ty. Entao, X € paracompacto se, e somente
se, para toda cobertura aberta o de X, existe uma familia de fungoes continuas {tx},c;,

onde ty : X — [0,1], que satisfaz

1. Y erta(x) =1 para cada x € X.

2. Para todo X € I existe Ay € a tal que se x ¢ Ay entdo t\(xz) = 0.

Demonstragao: Combine os Teoremas 2.4 e 2.5. [
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Capitulo 3

Paracompacidade de Espacos

Localmente Compactos e Hausdorff

Os espacos topologicos localmente compactos e de Hausdorff desempenham papel
importante na matematica. Neste capitulo, estudaremos uma caracterizacao para os
espacos topologicos localmente compactos e Hausdorff que sao paracompactos. Iniciare-
mos o capitulo mostrando que a classe dos espacos localmente compactos e Hausdorff nao
esta contida na classe dos espacgos paracompactos. Durante o capitulo, usaremos alguns
resultados algébricos que serao devidamente enunciados e provados no apéndice deste
texto. Se X é um conjunto, entao denotaremos, neste capitulo, o conjunto das partes de

X por P(X) ou 2%.

3.1 Exemplo de um Espaco Topolégico Localmente

Compacto e Hausdorff que nao é Paracompacto

Definiremos uma topologia em R que o torna um espago topoldgico localmente com-
pacto e Hausdorff, porém nao paracompacto. Para cada y € R—Q, escolha uma sequéncia

de racionais {z¥}, .y que converge para y (Na topologia de R induzida pela métrica eu-
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clidiana). Para cada irracional y e para n € N, defina

Un(y) == {={}2, U{y}

Agora, defina

K:= |J {Uuly)ineNU [ {{=}}.

yeR—-Q zeQ

Observe que a intercessao de dois elementos de K sé pode ser vazia ou uma quantidade
finita de racionais ou algum U, (y), ou seja, a intercessao finita de elementos de K é uma
uniao finita de elementos de K. Use esta observacao para garantir a existéncia de uma

topologia em R com base K. Seja pg a topologia que tem como base o conjunto K.

Proposigao 3.1. Com a notagdo adotada acima, (R, pg) é um espago de Hausdorff.

Demonstracao: Basta notar que, para todo aberto A de R, com a topologia induzida
pela métrica euclidiana, e para todo z € A, existe um aberto B de (R, pg) tal que
r € B C A. Logo, todo aberto de R é também um aberto de (R, pp). Como R, com a
topologia induzida pela métrica euclidiana, é de Hausdorff, segue que (R, pg) também é

um espaco de Hausdorff. [

Proposigao 3.2. Com a notagdo adotada acima, (R, pg) € um espago topoldgico local-

mente compacto.

Demonstragao:
Se x € R é racional entao {z} é uma vizinhanca compacta de z.

Se y é irracional, entdo U;(y) é uma vizinhanga aberta de y. Mostraremos que U (y)
¢ compacto em (R, pg). Sejam {U,},., uma cobertura aberta de U;(y) e Ay € I tal que
y € U,,. Existe um aberto basico A tal que y € A C U,,. Mas, os tnicos abertos basicos
que contém y sao os U,(y) com n € N. Com isso, existe ng € N tal que U,,(y) C U,,.

Para cada n € N com n < ng escolha Uy, com z¥ € U,,. Entao,

{U/\i }?:0(;1
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¢ uma subcobertura finita da cobertura {Uy},.;. Consequentemente U;(y) é compacto.

Portanto, (R, pg) é um espago topolégico localmente compacto. [

Em breve, mostraremos que (R, pg) nao é paracompacto. Antes de demonstrar esta

afirmacao, mostraremos como preliminar o Lema de Jones.

Lema 3.1. (Lema de Jones) Seja (X, T) um espago topoldgico normal. Suponha que
existam dois subconjuntos A e B de X tais que A € infinito e denso em X e todo subcon-

junto de B ¢ fechado em X. Nessas condi¢coes, temos

9!Bl < 9lAl

Demonstracao: Denote o conjunto de todos os subconjuntos de A e de B respectiva-
mente por P(A) e P(B). Seja C C B. Por hipétese, C' e B — C sao fechados em X.
Pelo Lema de Urysohn (Lema 1.6), existe uma fungao continua fo : X — [0, 1] tal que
fe(C) ={0} e fo(B - C) ={1}.

Sejam C(X,R) o conjunto de todas as fung¢oes continuas definidas em X e tomando
valores em R e f(A,R) o conjunto de todas as fun¢oes de A em R. Para cada C' C B,
escolha uma funcao continua fo : X — R que satisfaz, fo(C) = {0} e fo(B —C) = {1}
e defina a funcao

f: P(B) — C(X,R)

C — fc.

A fungao f é injetiva. De fato, se A,C' € P(B) com A # C' (podemos supor sem perda
de generalidade que A — C' # (), entdo para € A — C temos fa(z) =0 e fo(z) = 1.
Logo, fa # fc. Isto mostra que 2181 < |C(X,R)|. Mas, a aplicacio

h: C(X,R) — f(AR)
Hf A — R
f —
¢ injetiva, pois suponha que Hy = H, e tome x € X. Como A é denso em X, existe uma

rede {yn},c; em A que converge para x. Logo f(x,) = g(z,), para todo n € I. Pela
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Proposi¢ao 1.5 e do fato de R ser um espago de Hausdorff temos f(x) = g(x). Portanto
f = g. Da injetividade de f, obtemos |C(X,R)| < |R|! e consequentemente 25 < |R|!4.

Pelo Exemplo 1.7 e item 3 da Proposicao 1.10, temos

2lBl < |R||A|

_ (2\N|)|A|

_ oINHA]
Como A é infinito, pelo Corolario 1.7,

9lBl < oINHAl _ olAl

De posse deste lema, demonstraremos a proposicao anterior.

Proposigao 3.3. Com a notagdo adotada anteriormente, (R, pg) ndo é um espago to-

poldgico paracompacto.

Demonstracao: Suponha que o espago topolégico (R, pg) é normal. Afirmamos que Q
¢ denso em (R, pg). De fato, se V' é um aberto nao vazio, entao existe um aberto bésico

K tal que K C V. Mas, todo aberto basico intercepta QQ e desse modo, Q intercepta V.

Agora se A C R —Q entao

R-A=J{ztu |J U

zeQ ye(R—Q)—A

Esta igualdade mostra que R — A é aberto em (R, pg) e consequentemente A é fechado

em (R, pg). Logo, todo subconjunto de R — Q é fechado em (R, pg).

Assim, pelo Lema de Jones temos

2IR=Q < 9lQl
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Logo,

2Rl — 2R-Ql < 9l — oINI IR|.

Isto é um absurdo, pois contradiz o Teorema de Cantor (exemplo 1.8). Portanto o espago
topoldgico (R, pg) nao ¢ normal e isto implica que (R, pg) nao é paracompacto pela

Proposicao 2.4. [

3.2 Uma Caracterizacao para os Espacos Topoldgico
Localmente Compactos e Hausdorff que sao Pa-

racompactos

Comecaremos a secao enunciando um resultado fundamental sobre R-moédulos pro-
jetivos, que precisamos para apresentar uma caracterizacao para a classe dos espagos
topologicos localmente compactos e Hausdorff que sao paracompactos. Todos os resulta-
dos apresentados sem demonstracao serao devidamente demonstrados no apéndice deste
texto. Encerramos a se¢ao mostrando que um espaco topoldgico localmente compacto
e Hausdorft X é paracompacto se, e somente se, o conjunto das fungoes continuas com

suporte compacto, definidas em X e tomando valores em R é um C'(X)-mddulo projetivo.

Recordemos das seguintes definicoes e resultados sobre R-mddulos projetivos.

Definicao 3.1. Se R ¢ um anel comutativo com unidade, entdo um R-mddulo M € um
grupo abeliano com uma funcao h : R x M — M satisfazendo para todos s,r € R e

m,n € M, onde h(s,z) indicaremos como sx:

1. r(sm) = (rs)m;
2. r(m+n) =rm+rn;
3. (r+s)m =rm+ sm;

4. Im =m.
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Exemplo 3.1. Seja X um espaco topolégico de Hausdorff. Sabemos que o conjunto das
funcgoes continuas definidas em X e tomando valores em R, com a adi¢ao e multiplicagao
usuais de funcoes, € um anel comutativo e com unidade. O conjunto de todas as fungoes
continuas definidas em X e tomando valores em R que possuem suporte compacto, com a
aplicagao m abaizo e com a adi¢ao natural de funcoes, é um C(X)-mddulo. Durante este

capitulo, indicaremos este conjunto por J(X).

m: CX)x J(X) — J(X)

onde - ¢ o produto usual de funcoes. Note que a aplicacao acima estd bem definida, pois

se feC(X) ege J(X) entao

suppx (f - g) C suppx(g).

Como suppx(f-g) € fechado e suppx(g) é compacto seque que suppx (f-g) também é
compacto. Deizaremos para o leitor, as demonstracoes das afirmagoes feitas neste exem-

plo.

Teorema 3.1. Um R-mddulo P ¢é projetivo se, e somente se, P possui uma base projetiva,
isto €, se, e somente se, existe uma familia {v\},.; de elementos de P e uma familia de
R-homomorfismos {pr},c;, onde @y : P — R para cada X € I, que satisfazem para todo

x e P:
1. O congunto {\ € I, px(z) # 0} € finito;
2 Sy ale) vy = .

O teorema que sera apresentado a seguir nos da uma caracterizagao para os espagos
topoldgicos localmente compactos e de Hausdorff que sao paracompactos. Mostraremos

o teorema apresentado por Finney e Rotman em [6].

Teorema 3.2. Seja X um espacgo topologico localmente compacto de Hausdorff. Entao

X € paracompacto se, e somente se, J(X) é um C(X)-mddulo projetivo.
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Demonstragao: Seja X um espaco topoldgico localmente compacto e de Hausdorff.

Suponha que X é paracompacto. Mostraremos que J(X) possui uma base projetiva.

Seja x € X. Por hipdtese, existe uma vizinhanca compacta F, de z. Seja V, C E,
uma vizinhanca aberta de . Como X é Hausdorff entdao V, C E, = E,. Isto implica

que V, é compacto. Logo, construfmos uma cobertura aberta {V} de X cujo fecho

zeX

de cada conjunto da cobertura é um conjunto compacto.

Como o espaco em questao é paracompacto, existe um refinamento aberto localmente

finito o« = {Wi},o, da cobertura {V,} ..

Para cada A € J, existe um x € X tal que
Wy C V,.

Logo,
Wy C V.

Consequentemente, cada W) é compacto.

Considere {f\},. uma particio de unidade subordinada a cobertura a. Isto é

possivel pelo Teorema 2.4. Por definicao, para cada k € K existe j € J tal que
suppx (fr) € W; C W

O conjunto W) é compacto e como suppx(fiz) é fechado, entdo suppx(fi) é compacto.

Logo, f € J(X) para todo k € K.

Para cada 8 € K, escolha kg € J tal que

suppx (fg) C Wh,.

Pela Proposicao 1.7, existe uma fungao continua sg : X — [0, 1] tal que sg(suppx(fsz)) =

{1} e s3(X — Wh,) = {0}.
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Para cada 8 € K defina

op: J(X) — CX)
gsg: X — R
g —
x> g(x)-sp(x).

Sabemos que o produto de duas fungoes continuas definidas em X e que tomam
valores na reta ¢ ainda uma fungdo continua (de fato, basta notar que o produto em
R é uma fungao continua e usar a Proposicao 1.5). Logo, a fungao acima estd bem
definida. Mais ainda, o leitor nao tera dificuldade em perceber que cada ¢z ¢ um C(X)-

homomorfismo.

Afirmamos que as familias { fi } .o x € {#% }ycx formam uma base projetiva para J(X).
Para provar a afirmacao feita, considere g € J(X). Como suppx(g) é compacto, pela
Proposicao 1.2, este conjunto intercepta apenas uma quantidade finita de elementos da

familia a. Seja

{ﬁ € K7 Supr(g) N Wkﬁ 7é ®} = {517627 76n(g)} .

Tome A € K, com \ ¢ {51, Ba, ...,Bn(g)}. Consequentemente suppx(g) N Wy, = 0. Segue
que g(x) = 0 para todo x € Wy, . Por outro lado, se x ¢ Wy, entdo sy(x) = 0. Logo, para
todo z € X temos
OA(9)(x) = (g 52)(x)
= g(x) - sa(z) = 0.
Desse modo

Observe que, para todo § € K, temos fz = fg-sz. De fato, se fz(z) = 0, entao
a igualdade segue trivialmente. Suponha que fz(x) # 0. Entdo, z € suppx(fsz) e pela

defini¢ao de sz temos sg(x) = 1. Neste caso, também ¢é verdade que fz = fz - s3.

Seja g € J(X). Pela observagao acima, para todo x € X
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g(@) = g(x)- Y folw)

et
= 3 o(a)- o)

= 3 0(a) - sp(a)- (o) (3.2)
- (o)) fo)

- Y esla)- o)

Note que em (3.2), usamos o fato de que {fﬂ}BeK ¢ uma particao de unidade. Por
(3.1) e (3.2), deduzimos que as familias {fi},cxx € {@r}rex formam uma base projetiva

para J(X). O Teorema 3.1 garante que J(X) é um C(X)-mddulo projetivo.

Provaremos a reciproca. Para isso, suponha que X é um espaco topoldgico localmente
compacto e de Hausdorff. Suponha também que J(X) é um C(X)-médulo projetivo.
Provaremos que, neste caso, X possui uma cobertura aberta localmente finita {Vy},,; tal

que Vy é compacto, para todo \ € 1.

Pelo Teorema 3.1, o médulo J(X) possui uma base projetiva. Sejam {fg}z ., C
J(X) e {¢p} 4o, uma base projetiva para J(X), onde ¢ : J(X) = C(X) é um C(X)-

homomorfismo.

Defina para cada g € J,
Vi := int (suppx (95(f3))) -

Mostraremos a seguir que a colegao {Vj3} sed ¢ uma cobertura aberta de X. Seja
r € X. Existe uma vizinhanca compacta Z, de x. Usando a Proposicao 1.7 para os
conjuntos {z} e X —int(Z,), garantimos a existéncia de uma fun¢ao continua s : X — [0, 1]

tal que s(z) =1 e s(X —int(Z,)) = {0}. Como o espaco é Hausdorff temos

suppx () C int(Z,) C Zy = Z,.
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Mas suppx(s) é fechado e Z,, é compacto. Isto implica que suppx(s) é compacto, ou seja,
s € J(X). De cada ¢z ser um C(X)-homomorfismo, temos ¢g(s) - fs = ¢p(fs) - s, para
todo B € J. Com isso,

1 = s(z)

= [6s(s) - fol()

BeJ

= [os(fs) - sl()

BeJ

= 0s(fs)(@) - s(x)

BeJ

= 6s(f5)(x).

BeJ
Assim, existe § € J tal que ¢(f5)(z) # 0. Como ¢g(fs) é continua, segue que o conjunto
{z € X;¢5(fs)(x) # 0} é aberto. Sendo assim,

v € {r € X;¢s(fs)(x) # 0}
C int(suppx(¢s(fs)))

= V.

Isto completa a prova de que a familia {Vj3} sed é uma cobertura aberta de X.

Mostremos que, para cada 8 € J, o conjunto Vg ¢ compacto. Para isto considere

£ € J. Pelo que vimos acima,

suppx dp(fs) = {x € X; ¢p(fs)(x) # 0}

C ant(suppx (ds(fs)))
7

Porém, temos Vs C suppx¢p(fz). Consequentemente

Vi C suppxds(f3)

= suppxPs(fa)-
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Logo, suppx¢s(fs) = Vs Como suppx(fs) é compacto, entdo existe um conjunto
compacto U tal que suppx(fs) C int(U). Usando a Proposi¢do 1.7 para os conjun-
tos suppx(fs) e X — int(U), encontramos uma func¢ao continua g : X — [0, 1] tal que
g(suppx(fs)) = {1} e g(X —int(U)) = {0}. Por hipétese, X é de Hausdorff e ainda U é

compacto. Segue que U = U. Mais ainda,

suppx(g) C int(U)
cU
=U.

Logo, suppx(g) é compacto, ou seja, g € J(X).

Observe que g- fs = f5. De fato, se fz(z) = 0 a igualdade segue trivialmente. Porém,
se fa(x) # 0 entao = € suppx(fs) e desse modo g(z) = 1, segue que a igualdade também

¢é verdadeira neste caso.

Finalmente,

Vs = suppx (5(/5))

= suppx (ds(g - fs))
= suppx (g - d5(fs))
C suppx(9)-
Este tltimo conjunto é compacto. Portanto V3 é compacto, como querfamos provar.

Agora, nosso objetivo é provar que a familia {Vs};_, é localmente finita. Sejam
r € X, Z, uma vizinhanca compacta de x e s : X — [0, 1] uma funcao continua tal que
s(x) =1e s(X —int(Z,)) = {0}. Como anteriormente, é ficil provar que s € J(X). Por
defini¢ao, o conjunto
B = {X € J;¢a(s) # 0}

é finito. Seja T := s~ (0,1]. Como s é continua e s(x) = 1, entdao o conjunto T é uma

vizinhanga aberta de . Se f ¢ B ey € T, entdo
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05(f5) (W) - s(y) = ds(f5 - 5)(y)
= ds(s)(y) - fa(y) = 0.
Mas s(y) # 0, entao ¢g(fs)(y) = 0. Logo, ¢s(fs)(T) = {0}. Por conseguinte, usando

que Y ¢é aberto, obtemos que Y nao pode interceptar o conjunto suppx(¢s(fs)) =

{z € X;¢5(fs)(z) # 0}. Consequentemente

BE{NeE J; TNV, #D}.

Logo
{Ae ;TNVy#0} C B.
Portanto, a familia {V)},.; ¢ localmente finita.

Em resumo, construimos uma cobertura aberta {V)},.; de X que é localmente finita

e ainda V), é compacto, para todo \ € J.

Seja oo = {U,},; uma cobertura aberta de X. Para cada § € J, a familia a também
¢ uma cobertura de 75, que por sua vez é compacto, sendo assim, para cada 3 € J, existe

uma cobertura finita {Ugl, Usgy, -y Ugn(5>} C a de V3. Defina a familia

n(8)
Y= U U {Uﬁimvﬂ}‘

BeJ i=1
A colegao v cobre X. De fato,
n(B)
Ua= (Ve N Us,)
Aey Bed i=1
n(8)
= |vnlJUs
seJ i=1
= | Vs=X
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Note que o conjunto I := J,., U:L:(’}) {(A\, A} indexa a colecdo 7.

Por fim, para cada x € X existe uma vizinhanca aberta P, tal que o conjunto
C,={ e J;V\nP, #0}

é finito. Consequentemente,

{AN) e LR NVINU #0F C{(AN) € P, N VY # 0}
c U {nshefr,2, . n(N}}

AeC,
Este ultimo conjunto é finito. Logo a familia v é localmente finita. Portanto, mostramos
que toda cobertura aberta de X possui um refinamento aberto localmente finito, ou seja,

X é um espago topologico paracompacto. [
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Capitulo 4

Introducao a Teoria da Selecao

Continua

Neste capitulo, apresentaremos um resultado da teoria da selecao continua, a saber,
o Teorema de Selecao Convexo-Valuada. Esta teoria foi introduzida na matematica por
Ernest Michael em 1956 com a publicacao de um artigo intitulado Continuous Selection
I [11]. O principal resultado apresentado em [11] é o Teorema de Selegao de Valorizacao
Convexa. A teoria de sele¢ao continua possui aplicagoes em Topologia, Analise Funcional,
Teoria da Aproximacao, entre outras areas. Para uma visao mais ampla da teoria de
selecao continua, recomendamos ao leitor, que veja [4]. Neste capitulo, todos os espagos
de Banach considerados serao reais. Se X é um conjunto, entao denotaremos, neste

capitulo, o conjunto das partes de X por P(X) ou 2%,

4.1 Selecao Continua

Defini¢ao 4.1. Sejam X e Y espagos topoldgicos e ¢ : X — P(Y) uma fun¢ao. Uma

fungao f: X —Y é uma selecao de ¢ se para todo x € X temos

f(x) € ¢(x).
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Se, além disso, f for continua, dizemos que [ € uma selecao continua de ¢.

Exemplo 4.1. Sejam X e Y espacos topolégicos e f : X — Y uma funcgao continua.

Entao, f € uma selecao continua para a funcdo

f: X — P)
z — {f(x)}.

Exemplo 4.2. Seja X um espaco vetorial normado e G C X um subespaco. Se f : G — R
¢ um funcional linear continuo, entao pelo Teorema de Hahn-Banach (veja Teorema 3.11

em [2]) existe uma selegio continua f para a fun¢do

p: X — P(Y)
{f(z)} se z€qG
R se z¢G.

—

4.2 Funcoes Semicontinuas Inferiormente

Defini¢ao 4.2. Sejam X e Y espagos topolégicos. Uma funcio ¢ : X — P(Y') € semi-

continua inferiormente se para todo aberto V de 'Y, o conjunto
{z e X;o(x) NV # 0}
€ um aberto em X.

No Exemplo 4.1, se V C Y é um aberto, entao

{zeX;flx)nV #£0} = f1(V).

Segue que f é semicontinua inferiormente.

No Exemplo 4.2, se G é fechado em X, entao ¢ é semicontinua inferiormente . De

fato, se V' é um aberto de R entao
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[FTAVYU(X —=G) se V£

{reX;o(x)NV £0} =
0 se V =1.
Proposicao 4.1. Sejam X e Y espacos topoldgicos e ¢ : X — 2¥ uma funcio semi-

continua inferiormente. Seja v : X — 2¥ uma fungdo e suponha que ¢(x) = (x), para

todo x € X. Entao ¢ é semicontinua inferiormente.

Demonstracao: Se V C Y é um aberto e x € X é tal que ¢(x) NV # (), entdo, por

hipdtese, V intercepta ¢(z). De V ser aberto, temos ¢(x) NV # (. Analogamente se
r € X étal que ¢p(x) NV #£ (), entao ¥(z) NV # . Logo,

{re X;Y@)NV £0} ={z € X;¢(x)NV # 0}.

De ¢ ser semicontinua inferiormente, concluimos que o conjunto {z € X;¢(x) NV # (I}

é aberto. Consequentemente 1) é semicontinua inferiormente. [ ]
A préxima proposicao nos da outra alternativa para a definicao de funcao semi-

continua inferiormente.

Proposicao 4.2. Sejam X e Y espacos topoldgicos e ¢ : X — P(Y') uma fungao. Entdo
¢ € semicontinua inferiormente se, e somente se, para todos xg € X, y € ¢(xg) e V uma

vizinhanga de y, o conjunto {x € X;¢(x) NV # (0} € uma vizinhanga de xg em X.

Demonstragao: Sejam X e Y espacos topoldgicos. Suponha que ¢ : X — P(Y) seja
uma func¢ao semicontinua inferiormente e considere o € X. Sejam y € ¢(zg) e V uma

vizinhanga de y.

Por defini¢ao, o conjunto

Uy = {2 € X;9(2) Nint(V) # 0}

¢ um aberto em X. Além disso, xy € U,, e U,, C {x € X;¢(x) NV # 0}. Isto mostra

que este ultimo conjunto é uma vizinhanca de xg em X.
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Para a reciproca, seja V um aberto em Y. Se o conjunto {x € X;¢(x) NV # 0} for
vazio, nado ha nada para fazer. Porém, se existir zg € {x € X;¢(x) NV # 0}, entdao tome
y € ¢(xg) NV. Segue que V' é uma vizinhanga de y e y € ¢(zg). Por hipdtese, garanti-
mos que o conjunto {z € X;¢(z) NV # (0} é uma vizinhanca de zy. Consequentemente

{z € X;¢(x) NV #£ ()} é aberto e ¢ é semicontinua inferiormente. u

Proposicao 4.3. Sejam X e Y espacos topoldgicos e ¢ : X — 2¥ uma funcio semi-
continua inferiormente. Seja U C'Y wm aberto. Entdo, a funcdo v : X — 2Y tal que,

Y(z) = ¢(x) NU € semicontinua inferiormente.

Demonstragao: Se V C Y é um aberto entao

{re X;v@)NV #£0}={ze€ X;9(x)N({UNV)#£0}.

Segue de U NV ser aberto e ¢ ser semicontinua inferiormente que este conjunto ¢ aberto.

Portanto, 1 é semicontinua inferiormente. [ ]

Seja X um espaco topoldgico. Mostraremos a seguir, que a restrigao a um subcon-
junto de X de uma funcao semicontinua inferiormente definida em X, também é uma

funcao semicontinua inferiormente.

Proposicao 4.4. Sejam X e Y espagos topoldgicos e ¢ : X — 2¥ uma funcio semi-
continua inferiormente. Entdo, para cada A C X ndo vazio, a fungdo ¢ls : A — 2Y
tal que ¢ |4 (z) = ¢(x), para todo x € X, € semicontinua inferiormente. Em A, estamos

considerando a topologia relativa induzida pela topologia de X .

Demonstragao: Basta notar que se U é um aberto em Y, entao

{r e A;d|la(x)NU £} =ANn{z e X;o(x)NU #£0}.

Proposicao 4.5. Sejam X,Y e Z espacos topologicos e suponha que as funcoes ¢ : X —

2Y e1p 1 X — 2% sao semicontinuas inferiormente. Entdo a funcao ¢ x : X — 2Y*Z tal
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que ¢ X P(x) = ¢(x) X Y(x), é semicontinua inferiormente. Aqui, estamos considerando

Y x Z com a topologia produto.

Demonstragao: Seja U um aberto de Y x Z. Suponha que {z € X;¢ x ¢(x) N U # (}
é nao vazio. Neste caso, seja xg € {x € X;0 X ¥(x) NU # 0} e (z,w) € ¢ X P(xo) NU.
Existem abertos Uy CY em Y e Uy C Z em Z tais que

(Z,ZU) S Uo XU1 cU.

Note que

{z € X;o xap(x) N (Uo x Uy) # 0} = {x € X;9(z) N Uy # 0} N {z € X;0(x) N UL # 0}

Desta igualdade e de 1 e ¢ serem semicontinuas inferiormente, concluimos que o conjunto

{z € X;0 x(z) N (Uy x Uy) # 0} é aberto e consequentemente de

zg €{z € X;¢ x ¢(z) N (Uo x Uh) # 0} C{z € X;¢ x ¢(x) NU # 0},

concluimos que {z € X;¢ x () NU # (0} é aberto. Portanto ¢ x ¢ é semicontinua

inferiormente. ]

O lema apresentado a seguir sera 1til para a préxima secao, na qual demonstraremos
o Teorema de Selegao Convexo-Valuada. Se Y é um espago topolégico, entao indicaremos

o conjunto de todos os subconjuntos convexos e nao vazios de Y por P.(Y).

Lema 4.1. Sejam X um espago topolégico paracompacto, (Y, ||.||) um espago vetorial nor-
mado e Y : X — P.(Y') uma fun¢ao semicontinua inferiormente. Se V € uma vizinhanga
conveza do vetor nulo em Y entao existe uma fungao continua f : X — Y tal que, para

todo r € X
f(x) € Y(x) + V.

Demonstragao: Podemos supor, sem perda de generalidade, que V' é uma vizinhanca

aberta e convexa de 0, j4 que podemos tomar um aberto convexo B, com 0 € B e tal que
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Y(x) + B C ¢(x) + V. Neste caso, defina para cada y € Y,

Uy :=A{z € X;¢(x) 0 ({y} + (=V)) # 0}

O conjunto {y} + (—V) é uma vizinhanga aberta de y, para todo y € Y. Por hipédtese, 9

¢ semicontinua inferiormente e com isso, U, é aberto para todo y € Y.

Seja x € X e tome y € ¢(z). Segue facilmente da definicdo de U, que z € U,. Logo,
a familia U = {Uy}yEY é uma cobertura aberta de X. Como X é paracompacto, pelo
Teorema 2.4, existe uma particao de unidade {Py},.; subordinada a U. Para cada A € I
escolha y(A) € Y tal que
suppx (Py) C Uypny.

Defina
f: X — Y

v o Y o Pa@)y(N).
A fungao f estd bem definida, pois o conjunto {\ € I; Py(x) # 0} é finito para todo z € X.

Seja x € X. Existe uma vizinhanca aberta W de x tal que o conjunto I, :=

{N e I; W N suppx (Py) # 0} é finito. Segue que

@) = 37 @y,

Ael,

para todo € W. Assim f|,, é uma soma finita de fun¢des continuas, segue que f|,, é

continua. Consequentemente f é continua em .

Tome zy € X. Entao, como {Py},.; é uma particao de unidade, o conjunto
{A € I; Pa(wo) # 0}
é finito. Seja {)\1, s )\n(:go)} este conjunto. Para cada i € {1,2,...,n(xy)} temos,

Ty € suppx (Py,) C Uy
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Logo, pela definicao de Uyy,), existe y,; € 1 (zo) N ({y(X:)} + (=V)). Consequentemente,
existe v,; € V tal que

y(/\z) = Yzx,i + Vgyi-

Desta tultima igualdade e da defini¢ao de f,

f(xo) = Z Py(zo)y(A)

el

n(zo)
= Z Py (o)y(\i)
=1

n(zo)
= Z P>\i ($0)<y:c,i + Ux,i)

=1

(o) n(z
= Z Py (%0)Ya,i +
i=1

)
P)\i (xo)vm.
i=1

i

P(xg) e Zn:(ﬁ‘)) P, (zg)v,; € V. Portanto f(xg) € ¥(xg) + V. ]

2

Como (o) e V sdo convexos e 327" Py (z4) = 1, segue que S Py (20)yai €

4.3 'Teorema de Selecao Convexo-Valuada

Nesta secao demonstraremos o Teorema de Selecao Convexo-Valuada. Se Y é um
espaco topologico, entao indicaremos o conjunto de todos os subconjuntos nao vazios,

fechados e convexos de Y por PF(Y).

Teorema 4.1. (Teorema de Selecao Convero-Valuada). Seja X um espago to-
pologico Ty. Entao, X ¢é paracompacto se, e somente se, para cada espago de Banach'Y,

toda fungdo semicontinua inferiormente ¢ : X — PY(Y') admite uma sele¢io continua.

Demonstragao: Suponha que X é paracompacto. Sejam Y um espaco de Banach e

¢ : X — PF(Y) uma funcio semicontinua inferiormente. Defina para cadai € N, V; C Y

1

da seguinte forma:
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Perceba que {V;},.y ¢ uma familia de vizinhancas de 0 € Y formada por conjuntos

convexos e simétricos (se z € V; entdo — x € V;). Além do mais, para cada i € N

1

Viqn C 9i

V.

Construiremos, indutivamente, uma sequéncia { f }, oy de fungdes continuas f; : X —

Y que satisfaz:
L. fi(x) € ¢(x) + Vi, para todo i € N.
2. fi(x) € {fi_i(x)} +2V;_4, para todo i € N com i > 2.

Pelo Lema 4.1, existe uma funcao continua f; : X — Y tal que, para todo x € X

fi(z) € ¢(z) + V4.
Suponha que tenhamos definido fi, ..., fr satisfazendo as condigoes impostas. Defina

dpi: X — PJY)
z o ¢(@) N {fe(@)} + Vi)

Seja € X. Pela hip6tese de indugao, fi(z) € ¢(x)+ Vi. Sejam y, € ¢(z) e w, € Vi
tais que fi(x) = y, + w,. Como Vj é simétrico, entdo —w, € Vi. Consequentemente
Yr = fe(x) + (—wy), ou seja, y, € ¢(x) N ({fe(x)} + Vi). Logo ¢ri1(z) é ndo vazio para
todo x € X. Além do mais, para cada = € X os conjuntos ¢(z) e {fr(z)} + Vi sao

convexos. Isto implica que ¢y11(z) é convexo.

Mostraremos que ¢y, 1 é semicontinua inferiormente. Para isso, seja V' um aberto de

Y. Pela Proposicao 4.5 a funcao

P X — 2VXY

o ¢(x) x {fu(x)}

é semicontinua inferiormente. Seja K =: {(x,y) € Y xY;z —y € Vi}. O conjunto K é
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aberto em Y x Y e ainda
fo € X;h(@) N K N (V x V)] £ 0} = {2 € X galw) NV £ 0}

Segue, de ¢ ser semicontinua inferiormente, que o conjunto {x € X; ¢pr1(z) NV #£ 0} é

aberto em X. Portanto ¢, é semicontinua inferiormente.

Pelo Lema 4.1, existe uma funcao continua f,,; : X — Y tal que, para todo z € X

fer1(2) € drya(z) + Vigr. Segue que
Jrer(x) € {fu(@)} + Vi + Vi C {fu(2)} + 2V5.

Além disso,

fer1(2) € Opp1(x) + Vigr C () + Vg

Em resumo, construimos uma familia de fungoes continuas {fi},.y que satisfaz 1 e

Por 2, para todo = € X e para todo 7 > 3, temos

1fi@) = fir(@)]] < = (4.1)

20
Pela inequacao (4.1), concluimos que para cada x € X a sequéncia { f,(x)}, oy ¢ de
Cauchy em Y. Como Y é um espaco de Banach, entao esta sequéncia converge em Y.
Podemos definir f : X — Y tal que f(z) = }llé% fu(x). Segue novamente da equagao (4.1),
que a sequéncia de funcoes continuas {f,},cy converge uniformemente para f, ou seja,
para cada € > 0, existe ng € N tal que, para todo n > ng tem-se || f.(x) — f(z)|| < €, para

todo x € X. Consequentemente f é continua.

Considere x € X. A condicao 1 garante que para todo ¢ € N existe w; € V; tal que

fi(x) —w; € ¢(x).
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A sequéncia {f;(z) — w;};.y converge em Y. Mais ainda, como ¢(x) é fechado e esta
sequéncia estd em ¢(x), entao ela converge para um ponto de ¢(x). De w; — 0 e f;(x) —

f(z) concluimos que

f(z) € ¢(x).

Portanto f é uma selecao continua para ¢.

Provaremos agora a reciproca. Para isto suponha que X é um espaco topoldgico
Ti. Mostraremos que para toda cobertura aberta o de X existe uma familia de fungoes
continuas {tx},.;, ta: X — [0,1] e tal que >, t;(x) = 1 para todo x € X. Além disso,

para cada A € [ provaremos que existe Uy € a tal que fy se anula fora de U,.

Seja T uma cobertura aberta de X e considere o espago de Banach (1,(Y), ||.]|) (veja

definigdo em A.6). Defina
C:={feli(Y);f(U)>0paratodoU €T ellf|]|]=1}.

Sejam { fn}, ey uma sequéncia em C' que converge para f € [;(T) e U € T. Pelo Lema

Al
|fo(U) = f(OU)| < ||fn — fl|, para todo n € N.

Com isso, a sequéncia {f,(U)},cy converge para f(U) em R. Segue que f(U) > 0, ja
que f,(U) > 0 para todo n € N. Note também que pela continuidade da norma de [;(Y)

concluimos que ||f|| = 1. Logo f € C e isto mostra que C' é fechado (Proposigao 1.1).

Se f,g € C et €]0,1] entao é claro que para todo U € T,
tf(U)+ (1 —=t)g(U) > 0.

Mais que isso, pela Proposicao A.8

1tf + (@ =t)gll =Y |t (U) + (1 = t)g(U)]

veY
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=) [tf(U) + (1= t)g(U)]

UeY
=Y tfU)+ ) (1 -1)g(U)
UveY UeY
=3 FU)+ (-3 gU)
— 4+ (1—1)
=1.

Logo, tf + (1 —t)g € C. Por isso, o conjunto C' também é convexo.

Defina a funcao

¢ X — PI(L(Y))
r +— CN{feli(T);f(U)=0paratodoU €T tal que z ¢ U}.

O leitor nao tera dificuldade em provar que para cada x € X, o conjunto
{f €li(T); f(U) =0 para todo U € T tal que = ¢ U}

é fechado e convexo. Logo, ¢(x) é convexo e fechado, para cada x € X, ja que C' também
é fechado e convexo. Além disso, seja o € X e escolha Uy € T, tal que xo € Uy. A funcao
f: T —=Rtal que f(Uy) =1e f(Z) =0se Z # U, pertence a ¢(zo). Logo, ¢(x) é ndo

vazio, para todo r € X.

Mostraremos que ¢ é semicontinua inferiormente. Para isso, provaremos que para
cada f € C e para cada € > 0 existe f € C' e um conjunto nao vazio e finito F' C T tais

que
1. f(U) >0, para todo U € F;
2. f(U) =0, para todo U ¢ F;

3. = Fll <e
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Seja f € C'e e > 0. Com isso, ||f|| =1, ou seja,

d =1

ver

Por definicao, existe um subconjunto nao vazio e finito F' = {Ul, e Un(e,f)} de T tal que,

para todo G C Y com F C G,

d o) -1

veG

Podemos supor sem perda de generalidade f(U;) > 0 para todo i € {1,2,...,n(¢, f)}. Em

particular, desta ultima desigualdade obtemos

n(e,f)
€
0= i) >1-3. 4.2
> fU)>1-3 (4.2)
Defina
f: T — R
0 se U¢F
U —> 1—2?:(52’f)f(Ui) se U=U;
1y se U =U;, para algum i € {2,3,...,n(e, f)} .

E fécil ver que f(U) > 0 para todo U € T e ainda Sper [F(U)] =1, ou seja, f € C.
Agora, pela equacao (4.2)

1f=F11=>_1fW) = FO)

n(e.f)
= > IfU)+ Z |f(U:) = F(U)]
= > f W)+ If(h) = F(h)

= Y IO+ =D fU)

UeY—-F UeF
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—(1-8)+(1—6) <«

Portanto, para cada f € C' e € > 0 construimos um conjunto finito e nao vazio ' C T

e uma funcao f € C que satisfaz 1,2 e 3.

Seja V um aberto de I;(Y). Mostraremos que o conjunto {x € X;¢(x) NV #£ O} é
aberto em X. Seja zg € {z € X;¢(x)NV #0}. Tome f € ¢p(xg) NV e e > 0 tal que
B(f,e) C V. Como f € ¢(xg), em particular f € C. Pelo que provamos acima, existe

f € C e um conjunto nao vazio e finito F' = {Ul, U, ..., U(ne’f)} satisfazendo 1,2 e 3.

Defina
e, f)

i=1

De 1, para cada i € {1,2,...,n(67f)} temos f(U;) > 0. Mas, pela definigao de ¢,
fe{feli(Y);f({U)=0paratodo U € T com xy ¢ U}. Isto implica que zq € U; para

cada i € {1, 2,..., n(e,f)}. Logo, U é uma vizinhanca aberta de x;.

Agora, sejay € U. Note que se W € T ey ¢ W, entao W ¢ F. Consequentemente
por 2, f(W) = 0. Como f € C, pela definicio de ¢ temos

f e oy).

Porém, por 3, f € B(f,e) C V. Logo,

fesw)ny,
ou seja, y € {x € X;¢(x) NV # 0}. Portanto

roeUC{reX;p(x)NV #£0}.

Isto mostra que este tltimo conjunto é aberto em X. Assim, ¢ é semicontinua inferior-

mente.
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Por hipétese, existe uma selegdo continua para ¢. Seja g : X — [4(S) uma selecao

continua de ¢.

Para cada U € T defina

Por definigdo, para cada x € X temos g(x) € ¢(z). Em particular, g(x) € C.
Consequentemente [g(x)](U) > 0, para todo U € T e ||g|| = 1. Esta tultima igualdade
implica que [g(x)](U) < 1 para todo U € Y. Portanto, a aplicacdo gy estd bem definida
para todo U € T.

Seja U € Y. Mostraremos que gy ¢ continua. Para isto sejam xz € X e uma rede
{xn}nef em X que converge para xr. Como ¢ é continua, entao pela Proposicao 1.5,

{9()},.c; converge para g(x). Seja € > 0 e tome ng € I tais que, para todo p > ng

g(zp) — g(2)|] <.

Segue do Lema A.1 que, para todo p > ny,

g(2p)I(U) = [g(@)](U)] < e.

Logo, arede {gu(xn)},; converge para gy (). Novamente pela Proposigao 1.5 concluimos

que gy ¢ continua em z. Portanto gy é continua, para cada U € T.

Para cada € X temos g(z) € ¢(x) C C. Consequentemente, para cada = € X,

S go(@) = 3 (o) (U) = 1.

veY UeY

Além disso, se y ¢ U entao gy(y) = [g(y)] (U) = 0, pois

g(y) € oly) C{f € l4(Y); f(U) =0 para todo U € T tal que y ¢ U} .
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Segue do Teorema 2.5 que X é um espaco topologico paracompacto. [

Em [12], E. Michael demonstrou outro teorema de selecao continua para fungoes
semicontinuas inferiormente com dominio paracompacto. Estes dois teoremas foram os
principais resultados publicados em 1956 na teoria de selecao continua e foram fundamen-

tais para o desenvolvimento desta area.

4.4 Aplicacoes do Teorema de Selecao Convexo-Valuada

Nesta se¢ao veremos algumas consequéncias do Teorema de Selegao Convexo-Valuada.

Proposicao 4.6. (Bartle-Graves) Se Y e X sdo espagos de Banach, e se T : X — 'Y

¢ uma transformacdao linear sobrejetiva e continua, entdo existe uma funcao continua

[:Y — X tal que f(y) € T~ ({y}), para todo y € Y.
Demonstragao: Defina a funcao

¢p: Y — 2%
y — T ({y})

Pela continuidade de T, ¢(x) é fechado para todo z € Y e pela linearidade de T
concluimos que ¢(z) é convexo para todo z € Y. Além disso, pela sobrejetividade de T,

temos ¢(x) nao vazio, para todo, x € Y. Seja V um aberto. Entao

{yeYio(y) NV £0t={yeYV;T ' ({yh)nV #£0}
— T(V)

Pelo Teorema da Aplicagdo Aberta (Teorema A.3) T(V') é aberto. Portanto ¢ é se-
micontinua inferiormente. Pelo Teorema de Selecao Convexo-Valuada, existe uma funcao

continua f:Y — X tal que f(y) € ¢(y) = T ({y}) para todo y € Y. u

Lema 4.2. Sejam X um espaco topolégico paracompacto, Y um espaco de Banach e

¢ : X = PE(Y) uma funcio semicontinua inferiormente. Seja m(x) = infyepw)||yll €
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suponha que p : X — R € uma funcdo continua com p(x) > 0, para todo x € X. Suponha
também que p(x) > m(x) sempre que m(x) > 0. Nessas condigoes, existe uma sele¢ao

continua | para ¢ tal que

1f(@)]] < p(),

para todo x € X.
Demonstracgao: Defina a seguinte funcao,

v X — 2V
o(z) N{y € Yillyll <plx)} se p(z) >0
T —
{0} se p(r) =0

Provaremos que esta fungao é semicontinua inferiormente. De fato, seja U um aberto

de E. Provaremos que o conjunto
A ={x e X;¥(x)nU # 0}

é aberto em X. Se A* for vazio, nao ha nada para demonstrar. Caso contrario, considere
xrg € A*. Suponha que p(zp) > 0. Como x € A* existe y € ¢(xg) NU e tal que
llyl| < p(zo). Seja € > 0 tal que ||y|| < € < p(zp). Como p é continua, existe uma

vizinhanca aberta V,,, de x tal que
P (V) C (€,00). (4.3)

Seja
c:=inf{p(x);z € Vi, }.

Segue que

c>e>|ly|| >0. (4.4)

Defina
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(8

Vl‘o: V:EO — K

v — ¢(x)N{y € E;|lyl| <c},

onde em V,, estamos considerando a topologia relativa induzida pela topologia de X.

Pela Proposicao 4.4, ¢ |v, : Vi, — E com ¢ |y, (z) = ¢(r) é semicontinua inferiormente.

Segue da Proposi¢ao 4.3 que ¢ |y, € semicontinua inferiormente. Por definigao, o conjunto

B* = {z € V0

Vo (1) NU # 0}

é aberto em V,,, com a topologia relativa. Como V,,, é aberto em X, segue que B* também

é aberto em X. Mas, y € ¢(z9) N U. Consequentemente, pela equagao (4.4), temos

Y €V |y, (o) NU.

Logo, xy € B*, ou seja, B* é uma vizinhanga aberta de zy. Agora, pela equagao (4.3)

B* = {x € V0

v, (@) NU # 0}

= {z € Viy; (@) NUN{y € B; |lyl| < ¢} # 0}

C {z € Viy; d(x) NUN{y € E; ||yl < p(x)} # 0}
= {z € Vyyi () NU # 0}

C A*.

Agora, se p(zg) = 0, entdo 0 € U. Tome € > 0 tal que B(0,¢) C U. Da continuidade

de p, encontramos uma vizinhanca aberta V,, de z( tal que

p(Vi) C [0, €). (4.5)

Mostraremos que V,, C A*. Sejay € V,,. Se p(y) = 0, entdo como 0 € U, segue
imediatamente que y € A*. Caso contrario, se p(y) > 0, usando que m(y) > 0 implica que

m(y) < p(y), concluimos que m(y) < p(y). Segue da definigao de m que existe § € ¢(y)
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tal que

191l < p(y).

Pela equagao (4.5), também temos |[7|| < p(y) < ¢, ou seja, y € U. Logo,

y € d(y) N{r € E;|lz|| <p(y)} NU.

Consequentemente y € A*. Portanto, V,, C A*.

Em resumo, mostramos que para todo x € A*, existe uma vizinhanga aberta V, de

x tal que V, C A*. Isto implica que A* é aberto.
Portanto ¢ ¢ semicontinua inferiormente.

Note que t(z) é convexo para todo = € X, jd que a intercessao de dois convexos
¢ ainda um convexo e ainda {0} é um conjunto convexo. Mais ainda, para todo z € X
temos ¥ (z) # (. De fato, se p(z) = 0 ndo ha o que fazer, porém se p(x) > 0 entao
por hipdtese, temos m(z) < p(x). Assim, pela definigdo de m, existe y € ¢(x) tal que
lly|| < p(z). Isto implica que y € ¥(z). Portanto, em qualquer caso, 1(x) # ().

Defina
pw: X — PEY)
E claro que p(x) é fechado ,para todo x € X. De 1(x) ser um convexo nao vazio, para

todo = € X, concluimos que p(z) é um convexo nao vazio. Logo, i estd bem definida.

Pela Proposicao 4.1, i é semicontinua inferiormente. Logo, pelo Teorema de Selegao

Convexo-Valuada, existe uma sele¢ao continua f : X — Y para a funcao pu.

Provaremos que f é uma sele¢ao continua para ¢. Seja x € X. Se p(x) = 0 entao,

por hipétese, m(xz) = 0. Como ¢(z) é fechado, segue que 0 € ¢(z). Neste caso,
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Porém, se p(z) > 0 entao,

f(@) € p(z) = ¥(x)

¢(x) N{y € E|lyl| < p(x)}
¢(z) N {y € E;|lyll < p(x)}
¢(x)

z) N {y € E;|lyl| < p(x)}.

N

Portanto, em qualquer caso, temos f(z) € ¢(z), ou seja, f é uma sele¢ao para ¢. Note
também que esta inclusao implica que ||f(x)|| < p(z) para todo z € X. Isto completa a

prova do lema. [

Este lema sera tutil para provar um resultado mais geral que o Teorema de Bartle-

Graves, enunciado anteriormente.

Teorema 4.2. Sejam E e F espacos de Banach e seja f : E — F uma transformagao
linear continua e sobrejetiva. Entdo, para cada A\ > 1, existe uma fun¢ao continua t :

F — FE tal que, para cada x € F', temos

t(x) € f~H(x);
2. [t@)] < A-inf{llylliy € f7H(2)};

3. tla-x) =a-t(x), para todo a € R.

Demonstracao: Seja X := {z € F;||z|| =1}. Considere em X a topologia relativa

induzida pela topologia de F'. Defina

¢: X — PF(E)
o [T ({}).
Pela continuidade de f, o conjunto f~!(z) é fechado para todo x € X e pela linearidade

de f, o conjunto f~!(z) é convexo para todo x € X. Por isso e pela sobrejetividade de f,

a funcao ¢ estd bem definida.
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Pelo Teorema da Aplicagdo Aberta (Teorema A.3), para todo aberto A de E, f(A)

é aberto em F'. Consequentemente, o conjunto
{xeX;p(x)NA#0}=XnNf(A).

é um aberto em X, para todo aberto A de E. Logo, ¢ é semicontinua inferiormente.

A fungdo M : F — R com M(z) = inf {||y||;y € ¢(x)} é continua. De fato, sejam
z,y € F. Considere € > 0. Entao, pela definigao de M, existem z, € f~(x) e z, € f(y)
tais que,

2| < M(x) + 5

€
I/l < M(y) + 5.

Logo, de z, + z, € f~!(z + y) temos
M(z +y) <[z + 2/l <[zl + |2yl < M(z) + M(y) + e
Portanto, para todos x,y € F' temos
M(z +y) < M(z) + M(y). (4.6)
Da equagao (4.6) obtemos facilmente que
|M(z) = M(y)| < M(z —y). (4.7)

Pela equagao (4.7), para concluir que M ¢é continua, basta mostrar que M é continua
em 0, jd que M(0) = 0. Para isto, seja {z,}, ., uma rede em F tal que z,, — 0. Pela
Proposicio 4.6, existe uma funcio continua f : ' — E tal que f(y) € f~'(y), para todo

y € F. Pela Proposicao 1.5, a rede {f(xn)}nel converge para 0. Mas, note que
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Logo, {M(xy)},; converge para 0 = M(0).

Usando a Proposicao 1.5, concluimos que M é continua em 0 e pela equacao (4.7)

segue que M é continua.

Defina p : X — R por p(x) = AM(x) para todo z € X. A funcdo p é continua e
p(z) > 0 para todo z € X. Mais ainda, se M(z) > 0 entdo, como A > 1, p(x) > M (x).

Note que, pelo Teorema de Stone, F' é paracompacto. Como X C F' ¢ fechado, entao
pela Proposicao 2.1, X, com a topologia relativa, é paracompacto. Assim, pelo Lema 4.2,

existe uma selecao continua g : X — E para ¢ tal que
lg(@)[| < p(x) = AM (z),

para todo x € X.

Defina

Veja que se x # 0 entao

It = el |20 <t ins ot € 572 (75

|||
= A-inf {llyll;y € fH(x)}
=\ M(x).

E também, h(0) =0 € f1(0). Consequentemente,

[|h(z)|| < A M(z), para todo z € F. (4.8)

E facil ver que h é continua em todo x # 0. Para mostrar que h é continua em 0, use

a inequagao (4.8), a continuidade de M em 0, que M (0) = 0 e a Proposigao 1.5.
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Para todo a > 0 e para todo = # 0 temos

blae) = laallg (i) =l o (75 ) =a-hte)

h(a-0) =h(0) =0 = a-h(0).

Defina
t: F — FE

r — sh(z) — sh(—z).

Note que t é continua e t(z) € ¢(x) para todo x € F, ou seja, t é uma selegdo continua para
¢. Mais ainda, pela inequagao (4.8), ||[t(x)|| < X-inf {||y||;v € #(x)}. Pelas equacoes em

(4.9) temos t(ax) = at(z), para todo a € R e x € F. Isto completa a prova do Teorema.



Apeéendice A

Resultados Extras

Aqui demonstraremos alguns resultados utilizados ao longo deste trabalho.

A.1 R-Modbdulos

Definicao A.1. Sejam G um conjunto nao vazio e + uma aplicacio +: G x G = G. O

par (G,+) € um grupo abeliano se satisfaz as sequintes condigioes:

e (a+b)+c=a+ (b+c), para todos a,b,c € G;

o Frxiste 0 € G tal que a+0 =0+ a = a, para todo a € G;
e Para todo a € G, existe b€ G tal que a+b=0b+a =0;
e a+b=>b+ a, para todos a,b € G.

Definicao A.2. Um conjunto (R,+,-) munido com duas opera¢oes + : R X R — R e

-t RX R— R € um anel se:
o (R,+) é um grupo abeliano;
e (a-b)-c=a-(b-c), para todos a,b,c € R;

ea-(b+c)=a-b+a-ce(b+c)-a=b-a+c-a, para todos a,b,c € R.
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Dizemos que o anel R tem unidade se existe 1 € R tal que, para todo a € R

Dizemos também que o anel R é comutativo se para todos a,b € R,

a-b=">b-a.

Quando nao houver divida, indicaremos um anel (R,+,-) por R.

Definigao A.3. Seja (R, +,-) € um anel comutativo e com unidade. Um R-mddulo M é
um grupo abeliano com uma fungao h : R x M — M, satisfazendo para todos s,7 € R e

m,n € M, onde h(s,z) indicaremos como sx:
1. r(sm) = (rs)m;
2. r(m+mn) =rm+rn;
3. (r+s)m=rm+ sm.

4. Im=m

Exemplo A.1. Seja (R,+,) um anel comutativo e com unidade. O conjunto

DR, :={f € R”;{x € B; f(x) # 0} ¢ finito}

beB
¢ um R-modulo com as operacoes

O : @beBbe@beBRb — @beBRb
poYv: B — R

v o(x) +¢(x)

(¢, 9)

©: Rx@beBRb — @beBRb
AOY: B — R
r — A-y(z).

(A )



125

Definicao A.4. Sejam M e N dois R-modulos. Uma funcio f : M — N ¢ um R-

homomorfismo se para todos v,y € M e A € R

flx+y) = f@)+ f(y);

M (x) = f(Az).

Diremos que f € um isomorfismo se f for um R-homomorfismo e f for bijetiva.

E facil ver quese f: M — N eg: N — H sao R-homomorfismos, entao go f também
¢ um R-homomorfismo e que se f é um isomorfismo entao sua inversa f~! também é um

R-homomorfismo.

A.2 R-Mobdulos Livres

Definigao A.5. Um R-mddulo F' é dito livre se existe um conjunto B tal que F' é isomorfo

a @,cp Ro. Neste caso, diremos que B ¢ uma base de F.

Exemplo A.2. Seja B um conjunto nao vazio. Entio @, .z Ry € um R-mddulo livre

com base B.
Seja F' um R-modulo livre com base B. Defina, para cada b € B, a aplicacao

w: B — R
1 se z=0b

0 se x#b.

r +—

e suponha que i : @, .5 R — F seja um isomorfismo. Seja y € F. Existem g, € @, R

e uma familia {a,} .5 em R tais que

Z.(gy) =Y
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gy:Zax-ux.

zeB

O leitor nao terd dificuldade em perceber que a, = g,(z) para todo = € B. Assim,

i(gy) =Y g i)

reB

Logo, existe uma familia {a,},.y C R tal que

y= Zar : i(ﬂm>7

zeB

onde apenas uma quantidade finita de elementos da familia {a,} .z ¢ nao nulo. Essa
familia é tnica com essa propriedade. De fato, se {b,},.y ¢ uma familia que possui

apenas uma quantidade finita de elementos nao nulos e ainda
Y= by i),
zeb
entao usando o fato de 7 ser um isomorfismo, obtemos
0= Z(bx — ay) -
r€EB

Isto implica que a, = b,, para todo x € B.

Proposigao A.l. Sejam F um R-mddulo livre com base X, i : @,cx Ry — F um
isomorfismo e p, : X — R, com pup(x) =1 sex =b e 0, caso contrdrio. Se M é um R-
mddulo e f: X — M é uma funcdo, entio existe um tinico R-homomorfismo f : F — M

tal que

onde j1: X — F com p(y) = i(py) para todo y € X.

Demonstragao: Para todo y € F, vimos que existe uma tinica familia {a(y),},.x em R

tal que
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Loy=3cxa(¥)ei(tta);

2. o conjunto {z € X;a(y), # 0} ¢é finito.

Defina f : F — M, dada por f(y) = Y wex @(Y)z - f(x). A unicidade da familia

{a(y).},cx- satisfazendo 1 e 2 acima, garante que a aplicacdo f estd bem definida.

Sev,w € F e s € R entdo veja que os conjuntos {a(v), + a(w)z},cx € {5-a(v)z},ex
possuem apenas uma quantidade finita de elementos nao nulos e ainda v+w = > _ v [a(v),+

a(w)]-i(ps) e sv =3, s:a(v),. A definigio de f garante que f ¢ um R-homomorfismo.

Agora, para todo x € X,
Fou(x) = fli(p)) = f().

Suponha que g : F — M seja outro R-homomorfismo tal que go = f. Sejay € F.

Entao

y=> a(y). i)

zeX

Como esta soma é finita e g é R-linear temos

9y) =g (Z ay)s - i(%))

reX

zeX

= a(y).-gop()

zeX

=D aly)e - f(z)

8

|

(y)-

Portanto, provamos a unicidade de f. [

Proposicao A.2. Seja M um R-mddulo. Fxiste um R-mddulo livre F' e um R-homomorfismo

sobrejetor f : F — M.
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Demonstracao: Sejam X = M, F' um R-médulo livre com base X, g : X — M a
aplicacao identidade e i: @,y Ry — F, um isomorfismo. Pela Proposicao A.1, existe um

R-homomorfismo f : F — M tal que

foul@) =z, (A1)

para todo z € X e onde pn: X — F, com pu(z) = i(ps), po(x) =1 e puy(y) = 0se z # y.

A igualdade (A.1) garante que f é um R-homomorfismo sobrejetor. [ ]

A.3 R-Mobdulos Projetivos

Nesta secao, provaremos que um R-mddulo é projetivo se, e somente se, existe uma

base projetiva para este R-médulo.

Definicao A.6. Um R-mddulo P € projetivo se para quaisquer dois R-modulos M, N,
um R-homomorfismo  : P — N e um R-homomorfismo sobrejetor o : M — N existe

um R-homomorfismo v : P — M tal que f = ao~.

Proposicao A.3. Todo R-mddulo livre € projetivo.

Demonstragao: Sejam F' um R-médulo livre com base X e i : @, .y R, — F um iso-
morfismo. Vimos anteriormente que, para cada y € F existe uma tnica familia {a(y), },c ¢

tal que

Yy = Z a(y)xi(/v%)

rzeX
e o conjunto de todos os elementos nao nulos desta familia é finito. A funcao u, : X — F,

como definimos anteriormente, é tal que u,(y) = 1 se = y e 0 caso contrério.

Sejam B e C' dois R-moddulos, g : FF — C' um R-homomorfismo e h : B — C' um R-
homomorfismo sobrejetor. Para cada x € X, escolha um k, € B tal que h(k,) = g(i(xy))

e defina
f: X — B

z — k.
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A aplicacao acima estd bem definida gracas a sobrejetividade de h.

Pela Proposicao A.1, existe um R-homomorfismo f : ' — B tal que,

onde p: X — F com p(y) = i(yuy,), para todo y € X.

Sejay =3 .cxa(y). - i(ue) € F. Entdo, pela equacao (A.2)

hof(y)=hof [Z a(y)e - i(pa)

zeX

= > a(y)e - hfi(p)]]

Logo, ho f = g e portanto F' é projetivo.

Proposicao A.4. Um R-mddulo P € projetivo se, e somente se, para todos R-mddulo M
e um R-homomorfismo sobrejetor f : M — P existe um R-homomorfismo g : P — M tal

que fog=1p, onde ip € a identidade em P.

Demonstracao: Suponha que P é um R-médulo projetivo. Sejam M um R-médulo

e f: M — P um R-homomorfismo sobrejetor. Considere a aplicacao identidade ip
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em P. Como f é sobrejetiva, segue de P ser um R-modulo projetivo, que existe um

R-homomorfismo g : P — M tal que

fog:ip.

Para a reciproca, seja P um R-moédulo tal que, para todo R-médulo M e um ho-
momorfismo sobrejetor f : M — P existe g : P — M tal que fog =14, Sejam B e C
dois R-moédulos, f : P — C um R-homomorfismo e m : B — C' um R-homomorfismo

sobrejetor.

Pela Proposicao A.2, existe um R-mdédulo livre F' e um R-homomorfismo sobrejetor

h:F— P.

Por hipotese, existe um R-homomorfismo j : P — F' tal que

Como F ¢ livre, em particular projetivo, existe um R-homomorfismo g, : F' — B tal

que

mogy=foh. (A.4)

Defina
g:=gopoJ. (A.5)

A funcao g : P — B é um R-homomorfismo, pois é composi¢cao de R-homomorfismos

e ainda, pelas equagoes (A.3), (A.4) e (A.5)

mog=mo (goj)
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= foip,

Portanto, P ¢ um R-médulo projetivo. [

Teorema A.1. Um R-mddulo A € projetivo se, e somente se, este R-maodulo possui uma
base projetiva, ou seja, se, e somente se, existem uma familia {a;},., em A e uma familia
de R-homomorfismos definidos em A e tomando valores em R, {@;},.; tal que, para cada

re€ A

1. pi(z) =0, a menos de uma quantidade finita de indices;
2. v =7 pi(r)a;.

Demonstracgao: Suponha que A é um R-mddulo projetivo. Pela Proposicao A.2, existe
um R-moédulo livre F' e um R-homomorfismo sobrejetor ¢ : F' — A. Pela Proposicao A .4,

existe um R-homomorfismo ¢ : A — F' com

@Z’ oCp= iA) (AG)

onde i4 é a identidade em A.

Seja X uma base de F e i: @, ¢ R, — F um isomorfismo. Considere p, : X — R,

com fi,(y) = 1 se x =y e 0, caso contrério, para cada x € X. Defina
az = Y[i(ps)].

Note que para cada y € Y, p(y) € F e F é livre. Logo, existe uma unica familia

{a(y)s}sex C R tal que

o(y) = a(y)ei(ps)

zeX

e ainda o conjunto {z € X;a(y), # 0} ¢ finito.
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Defina, para cada x € X

O A — R

y — a(y)..

Pela unicidade da familia {a(y). },cy (ou seja, se existe uma familia {b(y). } com

zeX)
(1) = Toex by)uilps) € o conjunto {z € X;b(y), # 0} é finito, entdo b(y), = a(y)s.

para todo x € X)) a funcdo ¢, estd bem definida.

Seja x € X. Mostraremos que ¢, é um R-homomorfismo. Sejam z,y € F'e A € R.

Note que
oAz +y) = Xp(2) + ¢(y)

=AY al2)ai() + ) aly)ai(p)

= 3" Daly). + al=)lilm).

Observe também que a familia {Aa(y), + a(2).},cx Possui apenas uma quantidade finita

de elementos nao nulos. Logo,

= /\gbx(Z) + Qba:(y)a
ou seja, ¢, é um R-homomorfismo.
Seja y € A. Entao, o conjunto
{r € X;9.(y) # 0} = {2 € X;a(y). # 0} (A.7)

é finito.

Pela Equacao (A.6)

y=1op(y) =1 (Z a(y)xi(ux))

zeX
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Portanto, por (A.7) e (A.8), as familia {¢,} .y € {as},c x formam uma base projetiva

para A.

Suponha agora que A é um R-mdédulo e existe uma base projetiva para A. Considere

uma base projetiva para A formanda pelas familias {a;},.; C Ae {p;},.;,ondep; : A = R

el

é um R-homomorfismo para todo i € I e ainda, essas familias satisfazem:

1. ¢;(x) = 0, a menos de uma quantidade finita de indices;
2. 2= ierpil)a;

Seja P um R-moédulo e ¥ : P — A um R-homomorfismo sobrejetor. Pela Proposicao
A .4, é suficiente mostrarmos que existe um R-homomorfismo ¢ : A — P com @ o ¢ = iy,

onde i4 é a identidade de A.

Para cada ¢ € I, escolha b; € P com ¢ (b;) = a; e defina

¢o: A — P
T —> Ziel%‘(w)bi-

A condicao 1 garante que a soma que define ¢ é sempre finita, ou seja, ¢ estd bem
definida. Se z,y € A e A € R entao, novamente pela condi¢ao 1 e usando o fato de que

cada ¢; é um R-homomorfismo, temos

o(Ar +y) = Z(pz AT+ y)b;

el

—Z Api() + @i(y)] bi

el
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Portanto, pela Proposicao A.4, A é um R-mdédulo projetivo. [

A.4 Resultados e Definicoes Basicas de Analise Fun-

cional

Nesta secao, o leitor encontrard algumas defini¢oes e resultados basicos de Analise
Funcional. Nao provaremos os resultados enunciados, as demonstragoes dos resultados

enunciados estao em [2].

Definicao A.7. Um espaco normado (X,||.||) € dito um espaco de Banach se ele for

completo com relagdo a topologia induzida pela norma ||.||.

Proposicao A.5. Sejam (X, ||.||) e (Y,||-|lo), espacos vetoriais normados. Uma trans-
formacgao linear f : X — Y € continua se, e somente se, existe C > 0 tal que, para todo
reX

1f(@)[lo < Cll=]].

Teorema A.2. (Hahn - Banach). Sejam E um espago vetorial e p : E— R um fung¢do

satisfazendo
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1. p(Ax) = A\p(x), para todos x € E e A > 0,

2. ple +y) < ple) + p(y), para todos z,y € E.

Seja G C E um subespaco e seja g : G — R um funcional linear tal que

g(x) < p(x),

para todo x € G.

Entao, eziste f : E — R um funcional linear continuo tal que f(x) = g(x), para todo

z € G e ainda

f(z) < plx),
para todo x € E.

Corolario A.1. Sejam G um subespaco de um espaco vetorial normado E e g : G — R
um funcional linear continuo. Nessas condigoes existe um funcional linear continuo f :

E — R tal que f(x) = g(x) para todo x € G.

Teorema A.3. (Teorema da Aplicagao Aberta) Sejam E e F espagos de Banach e T :
E — F uma transformacgao linear, continua e sobrejetiva. Entao, para todo aberto V de
E, T(V) é um aberto de F.

A.5 Conjuntos Convexos

Definicao A.8. Seja E um espago vetorial. Um subconjunto A de E € convexo se para

todos T,y € A et € [0,1] tem-se
tr+ (1 —t)y € A.

Proposigao A.6. Sejam A e B conjuntos convexos. Entdo também sao convexos A+ B

e ANB.



136

Proposicao A.7. Seja E um espaco vetorial. Um conjunto nao vazio A C E € convezo se,

e somente se, » . Nx; € A sempre que x1,Ta,....,Ty € A € A, Aa, .., Ay > 0 satisfazem

Yo =1

A.6 O Espacgo [1(5)

Nesta secao, estaremos considerando espacos vetoriais sobre o corpo dos numeros

reais.

Definigao A.9. Seja E um espago vetorial normado. Uma familia {x\},., em E ¢
somdvel se existir v € E tal que, para todo € > 0, existe um conjunto finito F, C I tal

que, para todo conjunto finito G com F, C G C I, temos

< €.

E Ty — X

i€G

Neste caso, escreveremos Y ., x; = x e diremos que ) .., x; € uma série convergente e
que converge para x. Escreveremos também ) ., x; < oo para indicar que esta série é

convergente.

Note que se ), ., o, =z e Y .., x; = y entdao x = y. De fato, para todo € > 0 existe

F,. e G, tais que,

€

x—}:% S5
i€H

€
€M

para todos H, M C I com F, C H e G. C M. Dessas duas desigualdades, temos

+

i€GUFe

y—zﬂii

1€GUFe

||z —y[| < <e.

Isto mostra que x = y.
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Proposicao A.8. Seja I/ um espaco vetorial normado. Suponha que {To},cr {Tatacs
e {2j},¢; sao familias somdveis, com Y, ;v =2, > ;05 =Y €D % =2, onde I e

J sao disjuntos. Entao,
1. A familia {za} e, € SOmavel € Y, o1 T = Y per Tk + D pey Tk = T+ Y5

2. A familia {x; + z;},c; € somdvel € 3y (T + 2) = 3 oper T+ Dopes 26 = T+ 25

8. Para cada X € R a familia {\vy}, ., € somdvel €Y, Axy =AY, 0= A- .

Demonstragao: Para o item 1, basta notar que para todo G C I U J finito temos

Zl’k_l'_y < Zxk—l‘ + Zxk—y

keG kelInG keJNG

Para o item 2, note que se G C I é um conjunto finito, entao

Zxk+zk—x—z < Zxk—x + sz—z

keG keG keG

Para demonstrar o item 3, basta notar que para todo subconjunto G finito de I temos

Z)\:ci—)\a: = |} in—x

ieG ieG
|

Veremos na préxima proposicao, que uma familia {x,}, .y de nimeros reais nao

negativos ¢ somdvel se, e somente se, a série » .~ x;, converge no sentido usual. Quando
(o) ’ . . s_. o0 .

escrevermos y .-, x; = x é para significar que a série ) .~ x; converge para x no sentido

usual. Se {z;},., ¢ uma familia finita, ou seja, G ¢ finto, entao esta familia é somavel no

sentido usual e é somdvel na definicdo que demos. Nesse caso, escreveremos » ;. ; = ,

tanto para significar que esta série é convergente no sentido usual, quanto segundo nossa

definic¢ao.
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Proposicao A.9. Seja {w)},oy uma familia enumerdvel de mimeros nio negativos em
R. Entao {x)},cy € somdvel e Y, .yTx = x, com x € R, se, e somente se, para cada

e > 0, existe ng € N tal que, para todo n > ny

n
E T; — x| <€,
i=1

ou seja, Y oo, T; = .

Demonstragao: Suponha que {z)},.y seja uma familia enumeravel em R e somével,
com ) ,.nyTx = 2. Seja € > 0. Por definigao, existe um subconjunto finito J. C N tal

que, para todo conjunto finito G, com J, C G C N, temos

Zazi—x < e

i€G

Seja ng o maior elemento de J.. Para todo n > ng, o conjunto I, := {1,2,...,n}

contém J, e com isso,

Zazl—x = sz—x < €.

’Leln

Para a reciproca, seja € > 0 e tome ng € N tal que, para todo n > nyg

n
E T, — x| <E.
i=1

Usando que cada niumero da familia é positivo,

o0 n

00
i=n

=1 =1 i=1

Seja J. := {n € N;n <ng}. Entdo, para todo subconjunto finito G dos naturais tal que

J. C G, temos

ij—x = Zx] le Z:EZ Z$]<le Zx]— io: z; < €.

jeEG JEG jeG jE€Je i=ng+1
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Isto mostra que {z;},. é somavel e Y. z; = . n

Proposicao A.10. Seja {zx},.; uma familia somdvel de nimeros reais nao negativos,

com Y .., x; = x. Entdo, o conjunto {\ € I;x) # 0} € enumerdvel.

Demonstracgao: Suponha que este conjunto seja nao enumeravel. Defina,

1
C, = {)\Gl;x)\>—}.
n

Note que {\ € I;zy # 0} = [J, ey Cn- Logo, deve existir ng € N tal que C,, é nao

enumeravel. Seja {x;, }, oy C Cny, com {i,;n € N} C I. Entao,

0o
E Zi, = OQ.
n=1

Tome ng € N tal que
no
Z T, > T+e. (A.9)
n=1

Seja e > 0 e F, C I tais que, para todo conjunto finito G, com F, C G C I,

E r; — X

i€G

< €. (A.10)

Entao, definindo P := {i, }.2,, encontramos um conjunto finito, a saber P U F, tal

que

E T; — X

1€PUFe

no
=1

1€ PUF, n
Note que usamos a equagao (A.9), para garantir a primeira igualdade e a tltima desigual-

dade acima. Isso contradiz (A.10). |

Seja S um conjunto e F(S,R) o conjunto de todas as funcoes definidas em S e

tomando valores em R. Defina

h(S) = {f € F(S,R): Y. |f(x)] < oo}

€S
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Podemos definir em [1(S) as seguintes operagoes

+: ll(S)Xll(S) — l1<S>
f+g: S — R

(f,9) —
v — f(x)+g(z),

RXll(S) — ll(S>
Ag: S — R

(Ng)
r — f(z)-g(z).

O conjunto [4(S), com as operagoes acima, é um espago vetorial. Provaremos que se
fr9 € L(S), entdo f + g € l1(S). Por definicao, as familias {|f(2)[},cq € {l9(y)|},cs 580
soméaveis. Pela Proposigao anterior, o conjunto {z € S;|f(x)| # 0}U{z € S;|g(x)| # 0} ¢é
enumeravel. Suponha que {z € S;|f(z)| # 0} U {z € S;|g(z)| # 0} = {x;},oy- Note que,

pela Proposicao A.9
Z|fxz +9xz Zlfle+|gxz Z|fxz|+2|gxz’<oo

Novamente pela Proposicao A.9, a familia {|f(x;) + g(;)|},cy ¢ somavel e conse-
quentemente a familia {|f(z) + g(z)|},cg é somavel. Isto implica que f + g € [1(5).
Deixaremos como exercicio para o leitor, a conclusdo da prova que [;(S) é um espago

vetorial.

Também podemos definir

= h(S) — R
foo—= = 2ees 1f ()]

Lema A.1. Para todo f € 1,(S) temos

A1l = sup{2|f(x)|;F cSeF éﬁm’to}.
zeF



Demonstracao: Seja F' C S um subconjunto finito e suponha, por absurdo, que

S @) > 1.

zelF

Existe um conjunto finito G C S tal que

< Zecr A

S OIf@) = lIfll =

GUF

S If@) =11

GUF

Isto implica em

> @I+ (Z|f<x>| - ||f||) <0,

z€(GUF)—F zeF
Isto é uma contradicao, pois Y [f(x)] = |[f|| >0e > ,ca_r|f(x)] > 0.
Em resumo, mostramos que se F' C S ¢é finito entao

1A= 1 f ()]

zeF

Por defini¢ao, para todo € > 0 existe um conjunto finito G, C S tal que

<e.

1A= > 1f @)= ‘Ilfll = > 1f@)

J?EGe .Z’eGe

As equagdes (A.11) e (A.12) concluem a demonstracao deste lema.

Proposicao A.11. ||.|| € uma norma em [1(S).

Demonstracgao: Use o lema anterior.

Proposicao A.12. (1(5),]|.||) € um espaco de Banach.
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(A.11)

(A.12)

Demonstragao: Seja (f,),cy uma sequéncia de Cauchy em [;(S). Para cada ¢ > 0,

existe n. € N tal que

I|fn — fml] <€, para todos m,n > ng.
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Pelo Lema A.1, para cada x € S

|fn(x) - fm(x)’ <€

sempre que n,m > ng. Logo a sequéncia {f,(x)},cy ¢ de Cauchy em R e consequente-

mente esta sequéncia converge em R.

Defina
f+ 8§ — R
r — lim f,(z).
n—oo

Seja € > 0. Existe nyg € N tal que se n, m > ng entao

1fo = fll < e (A.13)

Logo, se F' é um subconjunto finito de S entao

< ¢, para todos m,n > nyg.

D 1 fal@) = fnl@)]

zeF

Fazendo m — oo, obtemos

> | falz) = f(2)]

zeF

< ¢, para todos m,n > ng.

Como F' foi um subconjunto finito qualquer de S, pelo Lema A.1

an_fH < (A14)

para todo n > ny.

Pela Equacao (A.14), fu,+1 — f € 11(S). Consequentemente f € [,(S). E Ainda, por
(A.14),

lim f, = f.

n—oo
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Portanto (I;(.5),||.||) é um espago de Banach. n
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