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Resumo

O principal objetivo desta dissertacao ¢ a apresentacao de conceitos, exemplos e
caracterizagoes — tanto classicas quanto recentes — a respeito da importante e influente
teoria dos chamados divisores livres no caso homogéneo padrao. Para esta finalidade,
iniciamos com um estudo basico sobre derivagoes e focalizamos no médulo denomi-
nado idealizador tangencial de um dado polinomio homogéneo, o que geometricamente
corresponde ao médulo dos campos vetoriais logaritmicos ao longo da hipersuperficie
projetiva dada (o divisor é dito livre quando tal médulo é livre sobre o anel graduado
de polinomios). Também discutiremos, em particular, resultados sobre divisores livres

no plano projetivo.

Palavras-chave: Derivacoes logaritmicas, médulo de Saito, divisores livres, ideal per-

feito de codimensiao dois.



Abstract

The main goal of this dissertation is the presentation of concepts, examples and
characterizations — both classical and recent — concerning the important and influential
theory of the so-called free divisors in the standard homogeneous case. To this end, we
begin with a basic study on derivations and we focus on the module dubbed tangential
idealizer of a given homogeneous polynomial, which geometrically corresponds to the
module of logarithmic vector fields along the given projective hypersurface (the divisor
is said to be free if such module is free over the graded polynomial ring). We will also

discuss, in particular, results about free divisors in the projective plane.

Keywords: Logarithmic derivations, Saito’s module, free divisors, codimension two

perfect ideal.
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Introducao

Neste trabalho assumiremos, desde ja, que qualquer anel sera sempre comutativo e
possui identidade, e que todos os moédulos serao finitamente gerados.

O estudo dos chamados divisores livres iniciou-se no comeco da década de 80,
através do matemadtico japonés Kyoji Saito, que introduziu e explorou o conceito em
[23], originalmente no contexto complexo analitico. Neste mesmo artigo, Saito forneceu
uma importante caracterizacao para divisores livres, que passou a ser reconhecida como
Critério de Saito. A partir dai, varios outros matematicos se dedicaram ao estudo do
tema e suas aplicagoes nos mais diversos ramos da Matematica, tais como Geometria
Algébrica, Teoria de Singularidades, Teoria de Algebras de Lie, Combinatéria Algébrica
e, mais recentemente, Algebra Comutativa.

Dentre os varios autores que se debrucaram sobre a teoria, destaca-se também
Hiroaki Terao, ex-aluno de Saito. Fora da escola matemética japonesa, A. Simis [24]
traduziu a Teoria de Saito para um contexto puramente algébrico. Uma questao dificil
e interessante, e que requer muito ainda a ser feito, diz respeito a existéncia e posterior
construcao explicita de familias bem estruturadas de divisores livres, principalmente
os irredutiveis. Em P2, Simis [25] construiu uma familia de divisores livres irredutiveis
homogéneos de grau 6, e a batizou familia de Cayley. Em seguida, Simis e Tohaneanu
[26] mostraram em particular que, em P? (sobre um corpo algebricamente fechado), nao
existem divisores livres irredutiveis de graus 2 e 3, sendo portanto as formas lineares
os tnicos tais divisores (vide Proposi¢ao[£.3)). Além disso, Tohaneanu [27] caracterizou
divisores livres em P? em termos da existéncia de uma sizigia regular (vide definicao na
pagina do ideal jacobiano. Miranda-Neto [16] usou divisores livres para explicitar
uma familia de médulos de tipo linear (médulos cujas édlgebras simétrica e de Rees
sao isomorfas), e mais recentemente em [18], forneceu duas novas caracteriza¢oes para
divisores livres, uma em termos do nimero minimo de geradores de um modulo de
derivagoes bastante peculiar (vide Teorema , e outra em termos da Teoria dos
mddulos de Ulrich (vide Teorema [5.3)).

Antes de iniciarmos a descricao do contetido desta dissertacao capitulo a capitulo,

vamos recordar algumas nogoes preliminares importantes. Se k é um anel e A é uma



k-algebra, define-se uma k-derivacdo de A como sendo uma aplicacao o : A — A tal
que d(a+0b) = d(a)+4d(b), 5(ab) = ad(b)+bé(a) e §(N) = 0, para todos a,b € Ae A € k.
O conjunto de todas as k-derivagoes de A, denotado por Derg(A), tem uma estrutura
natural de A-médulo (e também de Algebra de Lie, que nao abordaremos aqui). No

caso fundamental em que A = k[xy, ..., 2, é um anel de polinomios sobre k, o médulo
) )

Ox1’ """ Ozp

.. . ~ . . a _
i-ésima derivacao parcial usual, ou seja, dada formalmente por 8—9“( f) =

},ondeﬁ‘A%Aéa

iaf

O

f € A. Define-se o mddulo de Saito de f € A como sendo o A-submédulo de Dery(A)
dado por

Derj(A) é A-livre, a base mais simples sendo {

para cada

Te(f) = {6 € Dery(A) ; o(f) € ()},

ou seja, trata-se do idealizador tangencial do ideal principal (f), de acordo com a
terminologia introduzida por Miranda-Neto [17] (onde a teoria de tais médulos é apre-
sentada em maior generalidade). Geometricamente, este médulo coleta os campos
vetoriais globais que sao tangentes ao longo da parte nao-singular da hipersuperficie
algébrica definida por f (para uma demonstragao, valida ndo somente para hipersu-
perficies, vide por exemplo [16, Proposition 1.1]). Também, costuma-se dizer que cada
elemento deste médulo é um campo vetorial logaritmico da hipersuperficie dada. Fi-
nalmente, a definicao central explorada neste trabalho: diz-se que f é um divisor livre
quando o médulo Ti(f) é A-livre, necessariamente de posto igual a n (o nimero de
indeterminadas do anel de polinémios A).

Nosso principal objetivo é introduzir, exemplificar e caracterizar divisores livres
homogéneos de varias formas diferentes. Para tanto, a dissertacao foi dividida em

cinco capitulos, que passamos a descrever sucintamente.

O Capitulo 1 ¢ dedicado a alguns fatos e defini¢oes preliminares, tipicamente es-
tudados em um curso avancado de Algebra Comutativa. Dentre tais fatos e definigoes
estao as nogoes de profundidade, dimensao homoldgica, o Teorema de Auslander-
Buchsbaum e o Teorema de Hilbert-Burch; este tltimo descreve a estrutura de ide-
ais perfeitos de altura 2. Tais ferramentas algébricas serao bastante importantes para
os capitulos subsequentes. Alguns resultados auxiliares mais béasicos se encontram no

Apéndice desta dissertacgao.

No Capitulo 2, comegamos fazendo uma revisao sobre derivagoes e suas proprieda-
des bésicas. Em seguida, falamos brevemente sobre o médulo das diferenciais de Kahler
(que é o antecessor do médulo de derivagoes). Por fim, definimos o chamado ideali-
zador tangencial (Definigao e observamos algumas de suas propriedades basicas.
Salientamos a importancia do Lema [2.5] tanto do ponto de vista algébrico quanto

geométrico.



No Capitulo 3 consideramos idealizadores tangenciais de ideais principais, os quais
chamamos moddulos de Saito. Demonstramos uma série de resultados especificos sobre
tal médulo, principalmente certas sequéncias exatas, resultado estrutural em termos de
decomposi¢ao em soma direta de um moédulo de sizigias conveniente com um maodulo
livre de posto 1, conjunto explicito de geradores e a propriedade de reflexividade. Em
seguida, definimos os chamados divisores livres e apresentamos algumas caracterizacoes
cléssicas, dentre elas o conhecido Critério de Saito (Teorema e o notavel Teorema
segundo o qual um polinomio homogéneo suficientemente “nao-degenerado” é um
divisor livre se se somente se o seu ideal jacobiano é um ideal perfeito de codimensao

2 (isto é, admite um matriz de resolugao de Hilbert-Burch).

O Capitulo 4 ¢ destinado a uma investigagao de divisores livres particularmente
no plano projetivo P2. Sers dada uma caracterizacao para divisores livres em P? em
termos do Teorema 4.2 segundo o qual um polinomio homogéneo, com ideal jacobiano
admitindo uma sizigia regular, é necessariamente um divisor livre. Em seguida nos
concentramos em divisores livres irredutiveis em P?. Algumas familias de exemplos
explicitos sao apresentadas, em especial as chamadas sexticas de Cayley estudadas

originalmente em [25].

Finalmente, o Capitulo 5 é dedicado a duas novas caracterizacoes para divisores
livre, obtidas originalmente em [I8]. A primeira (Teorema é estabelecida em
termos do nimero minimo de geradores de um moddulo de derivagoes conveniente, e o
segundo (Teorema caracteriza especialmente divisores livres lineares (no sentido

de Buchweitz e Mond [9]) e faz uso da bela teoria dos mddulos (ideais) de Ulrich.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos ferramentas algébricas que serao usadas no decorrer
dos préximos capitulos. Alguns resultados auxiliares mais basicos encontram-se no

apendice.

1.1 Sequéncias regulares e profundidade

Sejam A um anel e M A-médulo. Entao z € A é dito um elemento M-regular ou

regular em M se x ¢ Z(M).

Definicao 1.1. Uma sequéncia de elementos de A x = xy,--- ,x, é dita uma M-
sequéncia regular ou uma sequéncia reqular em M se
(i) M #zM

(ii) = ¢ Z ((%m]\fxi_l)M), Vel n}

Quando uma sequéncia satisfaz apenas a condigao (ii), dizemos que a mesma é uma

M-sequéncia fraca. Uma situagao interessante é quando (A, m) é local e M # 0. Se

x C m entao a condigao (i) é sempre satisfeita pelo Lema de Nakayama. Se xy,--- , z,
é uma M-sequéncia, entao os ideais (1), (x1,22), -+ ,(x1, -+, x,) formam uma cadeia
ascendente prépria. De fato, suponha que existe ¢ € {1,--- ,n}, tal que (zq1, -+ ,2;) =
(x1, -+ ,x41). Entdo x4 € Z (ﬁ), absurdo.

Exemplo 1.1. Seja k anel e seja A = k[x, y, z]. Temos que z,y(1—x), z2(1—z) é uma M-
sequéncia. Mas y(1—x), 2(1—x), z ndo é M-sequéncia, pois 2(1 — z)-y =z-y(1 —x) =0

A
CI L=z

Agora, tome A anel e M um A-médulo finitamente gerado. Para qualquer M-

sequéncia z1, - - - ,x, contida em R4 (radical de Jacobson de A), temos que qualquer
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permutacao dos x;’s também é uma M-sequéncia. Além disso, temos uma reciproca

parcial desse fato. Para mais detalhes e uma demonstragao, vide [I3]. Seja I C A

um ideal. Dizemos que uma M-sequéncia = x1,--- ,x, C I é maximal em I se nao

existe x,41 € I\ {z} tal que zq, -+, 2,41 seja uma M-sequéncia em I. Temos que z é
M

M-sequéncia maximal em [ se, e somente se, I C Z <W) Com efeito, suponha que x

¢ maximal. Suponha que x,,; € I, tal que z,.1 ¢ Z (%) Entao zy, -+ ,xp1 € M-

sequencia em [, contradi¢ao. Por outro lado, suponha que I C Z (%) Assim, dado
Tni1 € I, temos que xy, - -+ , Ty, Tpe1 Nao é M-sequéncia em 1. Log(;7 x € M-sequéencia
maximal em /. Uma consequéncia deste fato é a seguinte: se A é um anel Noetheriano,
toda M-sequéncia z em I pode ser estendida a uma M-sequéncia maximal em I, pois
é finitamente gerado. Provaremos mais adiante que, se IM ¢ M entao duas quaisquer
M-sequéncias maximais em [ possuem o mesmo compriment(ﬂ

Ademais, I C Z(M) <= Hom(%, M) # 0. Com efeito, I C Z(M) = |JP, com
P € Ass(M). Pelo Lema da Esquiva, segue que I C P, para algum P € Ass(M).

Temos P = 0 : m, para algum m € M\{0}. Defina o monomorfismo ¢ : % — M,
dado por p(a) = am. Como I C P, temos o epimorfismo 7 : ? — Ié. Logo, pom €

Hom(#, M)\{0}. Portanto, Hom(%, M) # 0. Reciprocamente, suponha Hom(%, M) #

0. Sabe-se que Hom(4, M) = (0 :p I). Logo, existe m € (0 :p 1)\{0}, tal que
I €0:m. Assim, I C Z(M). Em particular,

A M
Ty, , %, € M-sequéncia maximal em [ <= Hom | —, — | # 0.
I xM
Na proposicao a seguir continuaremos com a notacao anterior.
Proposicao 1.1. Sejam M e N A-médulos e I =0:4 N.

(a) Se I contém um elemento regular em M, entao Hom(N, M) = 0.

(b) Se M e N sao finitamente gerados e Hom(N, M) = 0, entéo I contém um elemento

regular em M.
Para uma demonstragao, vide [§].

Lema 1.2. Sejam A anel, M e N A-mo6dulos e x = x4, ..., x, M-sequéncia fraca com

elementos em Ann(N) =0:4 N. Entao

M n
Hom (N, Q_M) =~ Ext’y (N, M).

1O comprimento de uma M-sequéncia ¢ definido naturalmente como sendo o nimero de elementos
da sequeéncia.
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Demonstragao: O processo se dara por indugao sobre n. Para n = 0, segue que
Ext (N, M) = Hom (N, M). Para n > 1, tome ' = z1,...,2,_; M-sequéncia fraca.
Suponha que Hom <N, ﬁ) =~ Ext’; (N, M). Como =, ¢ Z (ﬁ) exr, €0:4 N,

segue que Hom <N, %) = 0. Logo, Ext’y ' (N, M) = 0. Considere a sequéncia exata

z M

0— M M — — 0.
ZL‘lM
Assim, temos a sequéncia exata
0=Ext7'(N,M) — Ext7'(N ﬁ)
A ’ A ’ QflM

s Exti(N, M) AT Been (v, ).

Como x; € Ann(N), temos que Ext’(N,z;) = 0. Assim, Ext}(N,M) =

Ext’y (N, 247). Sendo xy,--- ,x, uma -*;-sequéncia fraca, temos da hipdtese de
inducdo que Ext (N, xliM) =~ Hom (N, g%) Portanto, Hom <N, %\4) =~ Exty (N, M).
0

Considere A anel, I C A ideal, M A-médulo finitamente gerado, com I'M # M

exr=ux,- - ,x, M-sequéncia maximal a elementos em I. Note que I contém elementos
m—regulams, para todo ¢ = 1,---.n. Dali, Exti(l(§ M) =
Hom %,m> =0, parai = 1,--- ,n. Dessa forma, EXtQ(?,M) = 0, para

j<n-—1eExt}(4,M)= Hom (?,%) # 0.

Fazendo isto, provamos o importante:

Teorema 1.3 (Rees). Considere A anel, I C A ideal, M A-mdédulo finitamente gerado,
com IM # M. Entao todas as M -sequéncias mazimais a elementos em I tem o mesmo

comprimento, digamos n, e o mesmo ¢ dado por

(A
n:inf{i; Ext’ (T’M) 7&0}

De posse deste teorema, podemos fazer a seguinte

Definigao 1.2. Considere A anel, I C A ideal e M A-mddulo finitamente gerado, com
IM # M. Entao o comprimento de qualquer M-sequéncia maximal com elementos em
I é chamado de profundidade de I em M, denotado por prof(I, M).

Quando (A, m) for anel local, denotaremos prof(m, M) por prof(M). Em particular,
o numero prof(m, A) serd denotado simplesmente por prof(A). Além disso, se [ C A é

ideal tal que IM = M, entao define-se prof(/, M) = oco. Observe que isto faz sentido,



1. Preliminares

pois

(A
prof(I, M) = oo <= Ext, <7,M) =0,V

Para A anel, I C A ideal e M A-modulo finitamente gerado, com I'M # M, temos
de imediato que I C Z(M) <= prof(/,M) = 0. Ademais, dado = € [ elemento
regular em M, tem-se prof(/, ZMM) = prof(I, M) — 1. De fato, tome z,zy, -+ ,x, M-
sequéncia maximal em I. Logo, prof(I, M) = n. Sendo m = 0 & m € xM, temos que
prof(I, 2y = n — 1 = prof(I, M) — 1.

Proposicao 1.4. Sejam A anel, I C A ideal e U, N e M A-modulos finitamente

gerados, tais que 0 — U — N — M — 0 é uma sequéncia exata curta. Entao
(a) prof(I, M) > min{prof(/,U) — 1, prof(I, N)}
(b) prof({/,U) > min{prof({, M) + 1, prof(I,N)}

(c) prof(I, N) > min{prof(Z,U), prof(I, M)}.

Demonstracao: Sendo 0 — U — N — M — 0 sequéncia exata, temos que a

)

, (A
—  Ext’, (—,M> — Exti™ <7,U) —

sequencia induzida

/A _
---—>Extf4(7,U) — Exti‘(

~Es o~

também ¢ exata. Seja t = min{prof(Z,U) — 1,prof(I, N)}. Logo, Ext’, (4, N)
=0e Extil+1 (%,U) = 0, para todo ¢ < t. Assim, ExtiA (%,M), para 1 < t, e por-
tanto, prof(I, M) >t. Os itens (b) e (c) seguem de forma anéloga.

0

Corolario 1.5. Se prof(I, N) > prof(I, M), entao prof(I,U) = prof({, M) + 1.

Para uma demonstracao, vide [1, Proposigao I1.6 (bis)]. Agora, considere A anel e

M A-médulo finitamente gerado.

Definicao 1.3. Dizemos que M é um A-médulo projetivo se M é somando direto de
um moédulo livre, isto é, se existe um A-modulo livre F, tal que FF = M & N, para

algum A-modulo N.
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Chamamos de uma resolugao projetiva de um moédulo M um CompleX(ﬂ
o — Py — - — Py —0

tal que
o Py —= P — M —0

é uma sequencia exata. Caso M admita uma resolucao projetiva finita, define-se a

dimensao projetiva de M por

n>0; HPn—>---—>P0—>M—>O}

proj. dim 4 (M) = inf
AlM) { resolucao projetiva de M

Caso contrério, define-se proj. dim 4 (M) = oco.
Em um contexto geral, todo médulo livre é claramente um moédulo projetivo. Mas

a reciproca nao é verdadeira em geral. Vejamos:

Exemplo 1.2. Tome o anel F' = Zg. Trivialmente, F' é um F-médulo livre. Todavia,
temos F' = Zg = (2) @ (3). Dessa forma, (2) e (3) sao F-mdédulos projetivos. Contudo,
(2) e (3) nao sdo F-médulos livres. Com efeito, suponha que (2) seja um F-mdédulo
livre. Entao (2) tem cardinalidad igual a 6™, para algum n € N, o que é um absurdo.

De forma analoga, mostra-se que (3) também nao é F-livre.

Entretanto, no caso em que (A, m) é local, temos que, dado M A-mddulo finitamente

gerado, vale:
Teorema 1.6. M ¢ projetivo se, e somente se, M ¢ livre.

Demonstragao: Suponha M projetivo. Logo, F' = M @& N, para F' A-mdédulo livre e
N A-médulo. Entao

F _M—l—mF@N—l—mF
mEF  wmF mEF

espaco vetorial. Dessa forma, tomeyy, -+ ,y, € M ey,y1, -+ ,Yn €

F = (1.1)

Temos que F é um %—
N, tais que {y; +mF, -y, + mF} seja base de F. Usando o Lema de Nakayama,
mostra-se que {y1,--- ,yn} é base para F. Para mais detalhes, vide [I1, Teorema 7.7].

O

2Um complexo M, de A-médulos é da forma
M. M djt+1 d;
e . =t —> j+14>Mj*>Mj—1*>"’

tal que dj odjy1 =0, Vj.
3A cardinalidade de um conjunto é o seu niimero de elementos.
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Definicao 1.4. Sejam A anel e M A-médulo finitamente gerado. Uma resolugao

projetiva de M
Fo: - —F, 2R 23 S M—0

¢ dita uma resolugao livre (sobre A) de M se cada médulo F; é A-livre.

Quando (A, m, k) é um anel local, diz-se que a resolugdo F, é uma resolu¢ao livre
minimal se p;(F;) C mF;_1, ¥V i. Note que, sendo F, uma resolugao livre minimal de
M, segue que p; @ m = 0, i > 1. Claramente, aqui tem-se proj. dim(M) = dh(M),
a dimensao homoldgica de M. Dado M um A-médulo finitamente gerado, defina
Bo = pn(M).

Agora, defina o epimorfismo ¢y : A% — M, dado por ¢y(e;) = m;, para i =
L,---, B, onde {my,--- ,mg,} é um conjunto minimal de geradores de M. Tome M; =
ker(pg) e 1 = u(Mi). Iterando o processo, encontramos A-moédulos M; = ker(y;_1)
e numeros naturais 3; = u(M;), com i > 1. Construimos assim uma resolucao livre

minimal de M,
i AP APt s AP s AP s M 0,

Os médulos M;’s sao chamados mddulos de sizigias de M, denotados por Syz; (M), e

os nimeros f3;’s sdo os numeros de Betti de M, que podem ser denotados por [;(M).

Proposicao 1.7. Sejam (A, m, k) anel local e M A-mdédulo finitamente gerado. Entao

Bi(M) = dim Tor (M, k), >0

proj. dim(M) = sup{ i > 0 ; Tor: (M, k) # 0}
Demonstragao: Considere a resolugao livre minimal
¥.: 0—F, —F,_;— - —F—M-—0.
Logo, ¢; @ m =0, ¢ > 1. Dessa forma, para i > 1, temos que
Bi(M) = posto(F;) =dimu (F; ® k)

. ker(¢; ® m) ) ,
= d — | =d H,(F,®k
e (hnmﬂ o) a2

= dimy Tor* (M, k).

10
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Agora, suponha que proj. dim(M) = n. Dada qualquer resolucao projetiva P, de M
com comprimento n, temos que Tor‘;‘(]w7 k) = H;(F, ® k) = 0, para i > n. Por outro

lado, tome a resolucao livre minimal de M

Fo: 0—F, 2 p 2920 S B —s M —0.

ker(yp; ® m)

Im(pi1 ® m)
que F, # 0, temos F,, ® k # 0, e assim, Tor” (M, k) # 0. Portanto, proj. dim(M) =

sup{ i > 0 ; Tor?(M,k) # 0}.

Entao p;®m = 0, parai = 1,--- ,n. Dal, Torf(M, k) = = F;®k. Desde

0

Como consequéncia imediata da proposicao anterior, temos que
proj. diim(M) = sup{ i > 0; [5;(M) # 0}.

Lema 1.8. Sejam (A, m, k) anel local e M A-mdédulo finitamente gerado. Se x € m é

A-regular e M-regular, entao

M
proj. dim 4 (M) = proj dlm(% (IBM)

Demonstragao: Seja F, uma resolugdao livre minimal de M. Assim, F, ® % é

—~

Bi
resolucao livre minimal de % Sendo A% ®,4 % o (%) , segue B;(M) = B (%),

para todo i > 0. Logo, proj. dim 4 (M) = proj. dim% (:EMM)

O

Teorema 1.9 (Auslander-Buchsbaum). Sejam (A, m, k) anel local e M A-mddulo fi-
nitamente gerado, com M # 0. Se dh(M) < oo, entdo

dh(M) + prof(M) = prof(A).

Demonstracao: Suponha prof(A) = 0, isto é, m € Ass(A). Desde que dh(M) =n <

0o, M possui uma resolucao livre minimal
¥F.: 0—F, —F,_— - —F—M-—0.
Se n =0, entdo M é livre, e por conseguinte, prof(M) = prof(A) = 0. Se n > 0, entao

F, C mF,_;. Como m C Ass(A), segue m C 0 :4 z, para algum = € A\{0}. Logo,

zF, C zmF,_; = (0). Sendo F, livre, temos que x = 0, 0 que é um absurdo.

11
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Agora, suponha prof(A4) > 0. Se prof(M) = 0, entdo tome a sequéncia exata
0 — Syz, (M) — Fy — M — 0.

Logo, 0 = prof(M) > min{prof(Fy), prof(Syz,(M)) — 1}, e assim, dh(Syz,(M)) = 1.
Ademais, dh(Syz,(M)) = dh(M) — 1. Suponha que a férmula vale para Syz, (M), ou
seja, dh(Syz,(M)) + prof(Syz,(M)) = prof(A). Entao prof(4) = dh(M) -1+1 =
dh(M), isto é, a férmula vale para M. Por fim, se prof(M) > 0, entdo m ¢ Z(A) e
m & Z(M). Assim, existe z € m, tal que € Z(A)NZ(M). Dessa maneira, temos que

— M M — A
dhy(M) = dh(% (IB_M) : prof(% <W> = prof,(M)—1e prof(% <m) = prof,(A)—1.
Portanto,

M M
dhA(M)—l—pI‘OfA(M) = dh% (m) +pI‘Ofi (—> +1

A
= prof% <®) +1
= prof,(A).

O
Considere A um anel nao nulo. Define-se a dimensdo (de Krull) de A, denotada

por dim(A), como sendo

neN / Elcadeiapogplg'--gpn}

dim(A) = su
(4) p{ com P; € Spec(A), Vi

Para um A-médulo M, pode-se definir dimensdo de M, denotada por dim(M),

como sendo a dimensao de Krull do anel quociente O,iM, isto é,

dim(M) := dim (OLM> .

Admitamos agora, (A,m) local. Um A-médulo M é chamado Cohen-Macaulay
se prof(M) = dim(M). Diz-se que M é Cohen-Macaulay mazimal quando prof(M) =
dim(A). O anel A ¢é dito Cohen-Macaulay se for Cohen-Macaulay como A-médulo. Por
fim, considere A um anel Cohen-Macaulay. Um ideal I C A é dito perfeito se dhs(A/I)
for igual a alt([) (altura de I), e portanto, da férmula de Auslander-Buchsbaum segue

que I é perfeito se e somente se dh(I) < oo e o anel quociente ? é Cohen-Macaulay.

12
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1.2 Teorema de Hilbert-Burch

Sejam A anel e M uma matriz m x n com entradas em A, com m < n. Para cada
t =1,---,m, denotamos por I;(M) o ideal gerado pelos menores t x t de M |7_f] Por
convengao, It(M) = A, parat <0 e [;(M) =0, parat > m. Dado ¢ : F; — F; um
homomorfismo de A-médulos livres de posto finito, temos que ¢ pode ser interpretado

como uma matriz M relativamente a bases fixadas de F} e Fy. Denotamos I;(M) por
().

Teorema 1.10 (Teorema de Hilbert-Burch). Sejam A anel local e I C A ideal. Se

existe um complexo exato de A-mdodulos
0—F 2 Fy—1T—0

com Fy = A", entao I} = A" ! e existe a € A nao-divisor-de-zero tal que I = al,,_1(p).

Para uma demonstracao, vide [10].

Na situacao do teorema, a matriz ¢ é chamada matriz de Hilbert-Burch do ideal
I. O caso de interesse é quando alt(l) > 2, pois I deverd satisfazer I = I,,_1(yp).
Com efeito, suponha que alt(I) > 2 e I = al,_1(¢), com a um nao-invertivel. Entéo

2 <alt(l) = alt(al,—1(p)) < alt(a) < 1, o que é um absurdo.

1.3 Graduacao de Anéis e Mdbdulos

Definigao 1.5. Seja A anel ndo nulo. Entao A é dito graduado (a rigor, N-graduado)

se existe uma familia {A,}, _ de subgrupos aditivos de A satisfazendo

(i) A= @nzo Ay

(ii) A;A; C Aiyj, para todos 4,7 € N.

neN

Temos que Ay é um subanel de A e cada A,, é um Ap-subméddulo. Dizemos que A,
é a componente homogénea de A de grau n e cada elemento de A,, é dito um elemento
homogéneo de grau n. Além disso, um ideal I C A é dito homogéneo (ou graduado)

se I é gerado por elementos homogeéneos.

Definicao 1.6. Sejam A = ®,>0A,, um anel graduado e M um A-médulo nao nulo.
Entao M ¢ dito graduado se existe uma familia {M,}, . de subgrupos aditivos de M,

satisfazendo

(i) M = @@0 M,

*Chamamos assim os determinantes das (

n

") submatrizes.

13
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(ii) A;M; C M;,;, para todos i,j € N.

Cada elemento de M, é dito um elemento homogéneo de M de grau n. Note é M,
¢ Ap-mddulo, para n > 0. Um A-submddulo N C M ¢é dito homogéneo (ou graduado)
se N = @nzo N,,, onde N,, = N N M,,.

1.4 Multiplicidade

Referéncias gerais para esta parte sao [8] e [14].
Seja A um anel graduado. Entao um A-médulo M é dito simples se os seus
unicos submodulos sao 0 e M. Dado um A-médulo M, tem-se que qualquer cadeia

de submodulos

tal que M;/M; 1 é A-médulo simples, para todo ¢ = 1,--- , 7, tem comprimento tnico.
O comprimento de uma cadeia como é chamado comprimento de M, e o denota-
mos por [(M).

Agora, tome A um anel graduado tal que Ay é Artiniano e A é uma Agp-algebra fini-
tamente gerada por elementos de grau 1, e seja M um A-mddulo graduado finitamente

gerado com dimensao de Krull d. Considere a seguinte funcao

H(M, —) . Z+ — Z+
(1.3)
n +— H(M,n)=I1(M,).
A fungao (1.3)) é a funcao de Hilbert de M. Mostra-se que, para n > 0, H(M,n)
¢ um polinomio de grau d — 1 com coeficientes racionais. O polinémio p(x) € Q[z] tal

que H(M,n) = p(n) é chamado polinémio de Hilbert de M e pode ser escrito na forma

Definicao 1.7. A multiplicidade de M é o niimero

e(M) _{ ;30 , se d1m(M) >0
(M) , se dim(M) =0

Em particular, pode-se também considerar e(A), a multiplicidade de A.
No lema abaixo (cuja demonstragao pode ser encontrada por exemplo em [28]), a

funcao p(—) denota nimero minimo de geradores.

14



1. Preliminares

Lema 1.11. Seja A anel graduado, finitamente gerado como k-algebra por elementos
de grau 1, onde Ay = k é um corpo infinito. Suponha que A é Cohen-Macaulay e
dim(A) > 0. Seja M um A-médulo graduado finitamente gerado Cohen-Macaulay,
com posto r (ou seja, se T' é o anel total de fragoes de A, entao M ®4 T = T" como
T-médulos). Entao u(M) <e(M)=-e(A)-r.

Definigao 1.8. Se, nas condigoes do lema (em particular, note que M é Cohen-
Macaulay maximal), valer a igualdade u(M) = e(M), entao diz-se que M é um mddulo
de Ulrich.

Tal definigao faz referéncia ao influente artigo [28] de B. Ulrich. Muitos autores tém
trabalhado em torno deste conceito, estabelecendo conexoes importantes com diversos

problemas em Algebra Comutativa e Geometria Algébrica.
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Capitulo 2
Idealizadores Tangenciais

Este capitulo é dedicado ao estudo de propriedades bésicas de derivagoes e diferen-
ciais de Kéhler, com énfase em modulos especiais chamados idealizadores tangenciais,

formados pelas derivacoes logaritmicas associadas a ideais fixados.

2.1 Derivacoes

Definicao 2.1. Seja A um anel e seja M um A-modulo. Uma aplicacao 6 : A — M é

dita uma derivagdo de A com valores em M se satisfaz as condicoes:
(i) d(a+b) =d(a)+ 4(b)

(i) d(ab) = ad(b) + bd(a)

para todos a,b € A.

A condigao do item (ii) é conhecida como regra de Leibniz. Ademais, o conjunto
de todas as derivagoes de A em M, denotado por Der(A, M), é um A-médulo, com as

operacoes:
(01 + d2)(a) = 01(a) + d2(a) e (ad1)(b) = aoq(b),

para todos 01,09 € Der(A, M) e a,b € A. Quando M = A, escrevemos simplesmente
Der(A). Note que, para todo anel A é possivel definir a derivacao d : A — A dada
por d(a) = 0, para todo a € A. Dizemos que d é a derivagdo nula ou trivial. Se A
¢ uma k-algebra, com k anel, podemos considerar o submédulo Dery(A, M) = {J €
Der(A, M) ; 6(z) = 0,V € k}. Cada elemento de Dery(A, M) é chamado de k-
derivacao. Observe que, se k = Z, entao Der(A, M) = Derz(A, M). De fato, dado
d € Der(A, M), temos que §(1) = 6(1-1) = 1-6(1) +1-4d(1), ou seja, 6(1) =0, e
consequentemente, 6 € Dery (A, M).
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Sejam k anel, A = k[xy,...,2,] ¢ M um A-mdédulo. Fixando arbitrariamente
elementos my,...,m, € M, temos que a aplicagdo 0 : A — M dada por §(f) =
Yoy g—imi ¢ uma derivacao de A em M. Quando M = A e m; = z;, para todo
i€ {l,...,n}, dizemos que § é a derivacdo de Fuler, geralmente denotada por €. Além

disso, a%i : A — A dada por a%i<f) = g—é ¢ k-derivacao de f, para cada i.

Exemplo 2.1. Seja k um corpo de caracteristica zero. Se f € A é homogéneo de grau

d > 0, tem-se que £(f) = df, ou seja,

f:ﬂ.ﬁ+...+ﬁ. @f

Basta notar que, sendo f homogéneo de grau d, temos f = > o .. Ay,
que ki, k, € Ne ky +---+ k. = d, e portanto f(Axy,..., \z,) = X f(21,...,2,),
para qualquer A € k\ {0}. Agora, derivamos ambos os membros dessa igualdade
formalmente com respeito a A e depois tomamos A = 1. A igualdade [2.1| é conhecida

como a Identidade de Euler.

Proposicao 2.1. Seja k anel e seja A = k[xy,...,z,] anel de polinémios. Entao
0 0

Oz’ ) Oxn

Deri(A) é um A-médulo livre de posto n e { } ¢ uma base para Dery(A).

Demonstragao: Dado § € Dery(A). Definad : A — A, dado por o(f) = >, 5(:@)3—3‘2.
Claramente, 0 € Dery(A). Além disso, d(x;) = §(z;), para todo j € {1,--- ,n}. Logo,
§ = 6. Agora, tome by, -+ ,b, € A, tais que >, bia%i =0. Assim, 0=>"", bi% =

bj, para todo j € {1,...,n}. Dai, segue o resultado.
[

Como consequéncia do resultado acima, temos que

~N 4 0
Der(A) = PHA-— = A"
ery(A) Qj Fo.

Agora, tomemos A e B k-dlgebras, com k anel, ¢ : A — B homomorfismo de k-algebras
e M um B-médulo. Se § € Derg(B, M), entao 6 o p € Derg(A, M). De forma andloga,
para N A-médulo, o € Homy (M, N) e 6 € Derg(A, M), temos que o 0§ € Derg(A, N).

Proposigao 2.2. Sejam k anel, A k-dlgebra e S C A conjunto multiplicativo, com
0 ¢ S. Entao, dados B um S~'A-mddulo e § € Dery(A, B), existe um tnico &' €
Dery(S™!A, B) que estende §. Além disso,

5 (f) _ yo(x) — 24(y)

Yy y?

)

para quaisquer z € Aey € S.
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Demonstragao: De antemao, suponha que exista ¢’ € Dery (S~ A, B) que estende 6.

Assim, para x € A e y € S segue

s = o (5)-(22)
(5) 5

= w0 (2)+ 2o,

Y Y

isto é, ¢’ (%) = W. Logo, ja temos a unicidade. Para a existéncia, defina

a aplicacao &' : S'A — B dada por ¢ <“"”) = W, para 5 € S7'A. Tome

v
-1 . . . .
o e S~HA, tais que A =2, Assim, existe s € S, tal que s(z1y2 — z2y1) = 0, isto

é, sx1ys — swoy; = 0. Note que,

0 =0d(s1y2 — S$2yl) = 5(337192) — d(sT291)
= [0(s71y2) — 0(s7291)] - (591%2)
= 5% [ (Wid(z1) — 210(11)) — U7 (120(22) — 220(12)) ] -

Como s% € S, segue

5 (ﬂ) _ y10(x1) — 216(y1) _ Y20(x2) — 220 (y2) Y (ﬂ) ‘

U1 y3 Y3 Yo

Além disso, temos que ¢’ (x—l + x—2> =0 (ﬂ) + (“"3—2>, o (ﬂ . f‘—2) = 2§ (x_l) +

Y1 Y2 Y1 Y2 Y1 Y2 Y2 Y1

Ly <ﬂ) e d (%) = 0, para todos %+, %2 ¢ S71A e a € k. Dessa maneira, & €
Y1 Y2 Y1’ y2

Derk(S_lA, B)
UJ

Como consequéncia imediata da Proposi¢ao acima, temos o

Corolario 2.3. Sejam k anel, A k-algebra que é um dominio de integridade e L um
corpo contendo A. Dado § € Derg(A, L), existe um unico ¢ € Dery(Fr(A), L) que

estende . Além disso,

9

5 (5) _ y5($)y—2x5(y)

para quaisquer x,y € A com y # 0.

Sejam k anel, A = k[zy, - ,z,] e I = (f1, -+, fm) C A ideal. Definimos a matriz

Jacobiana de I como sendo a matriz m x n © = O(I) = (%) E comum usar o
J

mesmo simbolo da matriz Jacobiana para o homomorfismo associado de A-médulos

livres A" — A™.
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Exemplo 2.2. Tome [ = (zy,yz) C R[z,y, z]. Entao

o [ y x 0 ]
0 2z y
2.1.1 Moddulo das Diferenciais de Kahler

Seja k anel e seja A uma k-algebra. Tome B = A ®; A. Temos que B é uma
k-algebra com o produto - : B x B — B, dado por (a1 ® by) - (ag ® by) = ajag ® bybs,

para a; ® by, as ® by € B. Considere o homomorfismo de k-dlgebras

w: B — A
(2.2)
a®b — pla®b)=ab.

Denote D = ker(u). Note que, (I1®a—a®1|ae A) C D. Por outro lado, dado
a®b e D, temos ab = pla ®b) = 0. Assim, ab® 1 = 0, e portanto, a ® b =
a®R®b—ab®1=(—a®1) - (b®1—-1®0b). Dessa forma, D=(1®a—a®1 | a € A),
o chamado ideal diagonal da k-algebra A.

Definigao 2.2. O maddulo das diferenciais de Kdhler de A sobre k, que serd denotado

por Q;(A) ou Qup, é 0o médulo conormal de D, isto é,

D

QU(4) = =

Da defini¢ao segue que x(A) é um médulo sobre %. Mas, sendo u sobrejetor,
segue que AE%A =~ A e portanto Qi (A) é também um A-médulo. De maneira imediata,

obtemos a sequéncia exata

A®A

D2 — A —0.

Defina a aplicagdo d : A — Qi(A) dada por d(a) = a®1—1®a. Temos d €
Dery (A, 2, (A)). Dizemos que dzx é a diferencial de z € A. Quando A = k[zy,- -+, x,],
temos que Qx(A) é um A-mdédulo livre, onde {dxy,--- ,dzr,} é uma base para {2;(A).
Adicionalmente, para um A-mdédulo M arbitrario e 0 € Derg(A, M), existe um tinico
¢ € Homy(%(A), M) tal que § = ¢ od. Devido a esta propriedade universal, a
aplicacao d é chamada derivacao universal da k-algebra A.

Assim, obtemos o isomorfismo de A-médulos

¢: Homu (Q(A),M) — Dery(A, M)
f — o(f)=fod
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Em particular, para M = A obtemos:
Deri(A) = Homa(Q2(A), A).

Sejam k anel, A k-dlgebra, I C A ideal e B = é. Tome o homomorfismo de A-
médulos ¢ : I — Qi (A) ®4 B dada por p(x) = dz® 1. Note que, dado ab um gerador
de I?, onde a, b € I, temos ¢(ab) = d(ab)®1 = ad(b)@1+bd(a)®1 = d(b)@a+d(a)®@b =
0, ou seja, p(I?) = 0. Dessa forma, fica bem definido o homomorfismo de B-mdédulos

1L — Q(A) ®4 B onde p(z + I?) = p().
Proposicao 2.4. Temos a sequéncia exata de B-moédulos

1

Para uma demonstracao, vide [10] ou [19].

2.2 Idealizador Tangencial

Defini¢ao 2.3. Sejam k corpo, A = k[xq,...,x,] e I C A ideal. Entao, o conjunto
Ti(I) = {0 € Dery(A) ; 6(I) C I}

¢ chamado idealizador tangencial de I.

De imediato, vemos que T(I) ¢ um A-submédulo de Dery(A), pois (ady +d2) (1) C
I, para todos d1,d2 € Ti(I) e a € A. Virios detalhes sobre a teoria geral de tais

modulos podem ser encontrados em [17].

Observacao 2.1. Uma justificativa para a escolha da terminologia tangencial é a
seguinte interpretagao geométrica do médulo Ti(I): se k é um corpo algebricamente
fechado e I C A = k[xy,...,x,] é um ideal radical definindo uma variedade algébrica
projetiva X C P! entao cada elemento do mdédulo Ty (I) (muitas vezes chamado uma
derivagdao logaritmica de I) pode ser realizado como um campo vetorial global — isto
é, definido em todo o ambiente P"~! — que ¢ tangente ao longo de X \ Sing(X) (uma
demonstragao desse fato simples pode ser vista por exemplo em [16, Proposition 1.1]).
Como seguira do Lema demonstrado abaixo, ocorre que todo campo vetorial definido
exatamente em X pode ser “levantado” a um campo vetorial global que é logaritmico

para X.

Exemplo 2.3. Sejam A = k[zy,---,z,] (k corpo) e I = (zy,yz) C A. Considere
§ € Tp(I) C Dery(A) = AL + A% + AZ. Entao, § = a2 + ba% + ¢Z. Note que,
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d(zy) = ay+bx € I e §(yz) = bz + cy € I. Logo, é imediato ver que a,c € (z,2) e
b € (y). Como claramente (z,z)Z + (y)a% + (z,2)Z C Ti(I), obtemos

Te(I) = (x, z)(% o (y)% ® (x,z)%.

Em particular, segue imediatamente que p(7x(I)) = 5.

Lema 2.5. Tem-se um isomorfismo

% ~ Der, (?) .

Demonstragao: Defina ¢ : T;(I) — Dery, (£) dada por ¢(6) = § + I, onde (§ +
I)(a) = §(a)+1, para todo a € A. Primeiramente, tome 01,09 € Ti(I), tais que d; = ds.
Entao d1(a) = d2(a), para todo a € A, e assim, d1(a) + I = d2(a) + I, para todo a € A.
Logo, ¥(d1) = 1(d2), isto é, ¥ estd bem definida. Agora, considere A € A e §1,9 €
Ti(I). Como (61 +Ad2)(a)+1 = (61(a)+Ada(a))+1 = (01(a)+ 1)+ A(02(a)+ 1), a € A
arbitrario, temos ¥ (1 +Adg) = 1 (d1)+A)(d2), e consequentemente, 1) é homomorfismo.
Dadod =", gi% € ker(¢), temos que ¢ () = 0. Entao, dado a € A, segue 0+1 = I,
ou seja, 6(a) € I. Em particular, g; = d(x;) € I, para todo j € 1,--- ,n. Logo,
d € IDery(A). Por outro lado, tome § € IDery(A). Entdo 6 € >, x;6;, para z; € I e
9; € Dery(A). Para f € A, temos §(f) =D, x:6;(f) € I, e portanto, 6 € ker(y)). Com
isso mostramos que ker(v)) = IDery(A). Pela Proposigao temos a sequéncia exata

(?)m - Z:: (?) dri — G) — 0 (2.4)

onde ¥ denota a transposta da matriz jacobiana do conjunto de geradores fi,--- , fn
de I, com entradas vistas em A/I. Dualizando (2.4) e lembrando que o A-dual do

modulo de diferenciais é o médulo de derivagoes, obtemos a sequéncia exata

A A\ Hom 19,? A m A
0 — Dery, (7) — Dery, (A, 7) L> ) Hom ((T) ,7> .

Logo, Dery (?) = ker (Hom (19, ?)) Dessa maneira, dado § = (g + 1) 8?“ €
Dery(4) C 3o, (4) o temos 3(f;) = >0, (g + I)g—g{i €I, paratodoj=1,--- ,m.

Tome § = Y1, gize € Te(I). Assim, ¥(6) = 6, e portanto, ¥ é sobrejetora.

0
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Como consequéncia imediata do Lema temos a sequéncia exata

— Ti(I) — Dery, (?) — 0. (2.5)

Dado um ideal polinomial I C A ideal, podemos escrever

{Zgz € Der(A) ; Zgi%EI, er[}.
i=1 ¢

Z

Ademais, definimos

{X:QZ € Dery,(A Z giﬂ_o Vi = ,-~~,m},

onde f = {fi, -+, fm} ¢ um conjunto de geradores de I. Temos que T(f)° é um A-
submoddulo de Ti(I). Agora, considere © a matriz Jacobiana de f. Assim, temos o
A-homomorfismo associado © : Derj(A) — A™. Tomemos © := 70 O : Dery(A) —
(%)m, onde 7 é o epimorfismo A™ —» (?)m Segue que Tr(f)° = ker(©) e Tp(I) =

ker(©).

Observagao 2.2. Seja I C A um ideal monomial e suponha que o corpo k tem
caracteristica zero. Brumatti e Simis [6] mostraram que
i 0

T() =P : (I : xi))am

i=1

e assim, pelo Lema [2.5] segue que

o (2) - (L0) 2 () 2

=1

Uma outra observagao interessante diz respeito a relagdo entre os médulos Ti(I) e
Tr(\/T) (para um ideal I geral, nio necessariamente monomial). Um resultado bem-

conhecido devido a Kaplansky, em caracteristica zero, garante que
Te(I) C To(VI),

mas em geral nao vale igualdade. Para exemplos, contra-exemplos e varios outros

resultados de comparacao entre idealizadores tangenciais, vide [17].
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Capitulo 3
Modulo de Saito e divisores livres

Seja k um corpo e seja A = k[zy,...,z,]. Para f € A\{0}, definamos o ideal

gradiente de f como sendo [y = <8%1, e ,%) e o ideal Jacobiano de f como sendo
Jp = (%,~-- ,%,f) = (Iy, f). Caso f € Iy, entao f é dito euleriano. Note que,

quando f € A é um polindbmio homogéneo de grau d > 0, temos que f é euleriano.

Com efeito, pela Identidade de Euler, temos

T=0 ou,

d .8$n

el
Definicao 3.1. Se I = (f) C A é um ideal principal, entao Tx(I) é chamado o mddulo
de Saito de f, denotado por Ti(f).

Neste caso, como f = {f}, Tx(f)? serd denotado por Ti(f)°.

Proposicao 3.1. Seja f = > ", hi% € Iy um polindmio eureliano, com h; € A.

Temos as sequéncias exatas

00— Tol£)° — Telf) — (f) — 0 (3.)
’ Ta(f)° + (f)Dery(4) A
0— (F)Ders(A) — Dery, ((f)) — (f) — 0. (3.2)

Demonstracao: Defina ¢ : Ti(f) — (f) dada por ¢(§) = 6(f). Dados 61,2 € Tr(f)
e a € A, temos p(d; + adz) = (01 + ado)(f) = 61(f) + ada(f) = @(01) + ap(ds),
isto é, ¢ é linear. Agora, tome g = af € (f). Sendo f = Y I, hig_:i’ segue que
af =>7", ahi%. Assim, tome § = ) | ahia%i € Ti(f). Entao p(d) = >, ahi% =
af = g, ou seja, ¢ é sobrejetiva. Por fim, seja 0 € ker(y). Temos ¢(d) = §(f) = 0.
Como Ti(f) C Deri(4) = P, %A, segue que existem ag,---,a, € A, tais que

=0(f) = >, aig—;:. Dai, 6 = >, aia%i € Ti(f)°. Por outro lado, tome § =
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3. Médulo de Saito e divisores livres

Sl € T(f)0, com - a, € A Entdo 9(3) = 6(f) = S, a2 =
Assim, § € ker(p). Para a segunda sequéncia, basta quocientar Tr(f)? + (f)Dery(A) e
Tr(f) pelo A-submédulo (f)Dery(A) e aplicar o Lema [2.5]

0

Para f = >0, hi% € Iy polinémio eureliano, tome ey = > | h’ia%i € Te(f)-
Agora, defina o homomorfismo v : (f) — Ti(f) dado por y(af) = acy, para a € A.
Pela Proposicao , temos a sequéncia exata 0 — Ti(f)? — Te(f) == (f) — 0.
Note que, dado a € A, temos (p o v)(af) = p(agy) = ags(f) = af, isto é, oy = Id]
Tome 0 € Tx(f). Entao ¢(d) € (f), e ainda, (6 — (y09)(0)) = ¢(6) — (poyop)(d) =
©(0)—p(d) =0, isto é, 0 —(yop)(9) € ker(p). Dessa forma, pela exatidao da sequéncia,
existe &' € Tp(f)°, tal que & = §—(yop)(d), ouseja, § = &'+ (vop)(d) € Te(f)°+Im(y).
Logo, Te(f) C Te(f)° +Im(v). Como, trivialmente, T (f)° +Im(y) C Te(f), segue que
Te(f) = Te(f)° + Im(y). Agora, dado § € Ti(f)? N Im(y), existe h € (f), tal que
0 = y(h). Assim, p(d) = 0 pela exatidao da sequéncia e ¢(6) = p(y(h)) = Id(h) = h.
Entao h = 0 e dai § = y(0) = 0. Logo Tx(f)° N Im(y) = {0}. Portanto, T.(f) =
Tie(f)? @ Im(y) = Te(f)° @ Aey. Provado isto, e observando a identificagdo natural

ﬁ(f)o = SYZ1<Jf)7

obtemos o seguinte resultado estrutural para o médulo de Saito:

Teorema 3.2. Sejam k corpo, A = klxy,...,z,] e f =1 hi% € Iy polinomio
eureliano, onde h; € A. Tome ey =3 ", hia%i € Te(f). Entao

Te(f) = Syn(Jy) ® Agy

Note que este resultado implica na seguinte expressao para o nuimero minimo de

geradores:

w(Te(f) = B + 1,

onde £y = p(Syz,(Jy)) é o primeiro nimero de Betti de J;. Além disso, posto(Ty(f)) =
n (ndmero de indeterminadas do anel A), pois posto(7x(f)) = posto(Syz,(Jy)) +1 =
(posto(A™) — 1) +1 =n.

Note, também, a seguinte consequéncia homoldgica:

Proposigao 3.3. Para cada i > 1, temos um isomorfismo de A-moédulos

Ext’y (Te(f),A) = BExt’? <J£,A).
!

!Quando existe um tal homomorfismo -, satisfazendo @ o~y = Id, dizemos que a sequéncia é cindida
e que 7y é uma cisdo para a sequéncia.
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3. Médulo de Saito e divisores livres

Demonstracao: Como evidentemente Aey é A-livre, o Teorema acima implica em
Extly (Te(f), A) = Ext}y(Syz (Jy), A),
mas por outro lado
Ext!y(Syz, (J), 4) = Exti(J;, A) = Exti?(A/J,A),

0 que prova o isomorfismo afirmado.
O
Como consequéncia imediata é interessante observar que, no caso alt(.JJ;) > 4, tem-
se Ext’ (Ti(f), A) = 0 sempre que i < alt(.J;) — 3.
Finalmente, quanto a profundidade do moédulo de Saito, derivamos a seguinte

férmula explicita:

Corolario 3.4. Seja f € A polinobmio homogéneo de grau d > 0, com ideal gradiente

proprio, nao nulo e nao principal. Entao
A
prof (7x(f)) = prof 7 + 2.
f

Em particular prof(7(f)) > 2, valendo igualdade se e somente se (x1,...,z,) €
ASSA(A/Jf).

Demonstracao: Tome as sequéncias exatas

0 — Syz,(Jy) — A" — Jy — 0

A
0—>Jf—>A—>J——>0.
f

Assim, temos que dh(J;) = dh(Syz,(Jf)) + 1 e dh <J4;> = dh(Jy) + 1. Entao, usando

o Teorema , dh (%) dh(7x(f)) + 2. Pelo Teorema , segue que dh(7.(f)) +
prof(Tx(f)) = prof(A) = n e dh (%) + prof (%) = prof(A) = n. Portanto,

prof(7x(f)) = n—dh(Tx(f))

A
= —dh | — 2
n—d (Jf)+

()
= n—n+prof | — | +2
I

f A +2
= prof [ — .
p T;
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3. Médulo de Saito e divisores livres

O
A seguir, obtemos geradores explicitos para o médulo de Saito, construidos a partir

de uma apresentacao livre conveniente do ideal jacobiano.

Proposicao 3.5. Considere a apresentacao livre A" — e A"Jr1 — Jy — 0 tomada
com relagao ao conjunto ordenado de geradores { Ba 8w . [} de Jg, com seus de-

vidos sinais. Escreva ® = (Q;;), 1 <i<n+1el<j <r. Entao
=24
=1

com §; = Z?leija%i’j =1,---,r
Demonstracao: Seja 6 € Ti(f) C Dergp(A). Existem py,---,p, € A, tais que 6 =
Z?:lpia%i' Uma vez que 0(f) = bf, para algum b € A, temos que Y ;" 1plax —bf =0,

isto é,

= (ph'" 7pn7_b) eSyzl Jf ZAU]a
onde v; = (Q1j, -+, Qnj, Qn+1);) corresponde ao j-ésimo vetor coluna de ®. Logo,
existem gi,- -+, g- € A, tais que v = )7, g;v;, e consequentemente, § = »"_, g;0; €

Z;Zl Aé;. Por outro lado, como as colunas de ® sao sizigias de J;, para cada j =

L,--+,r, temos que 0;(f) = D i, Qz’jg—i = —Qmt);f € (f), e portanto, 37, Ad; C
Tr(f), como queriamos.

O

Observagao 3.1. Se f é homogéneo (standard), entao o seu médulo de Saito possui
geradores homogéneos, ou seja, os geradores 0y, . ..,0, de Ti(f) fornecidos pelo resul-
tado acima podem ser tomados como derivacoes homogéneas. Em outras palavras,
T(f) é um médulo graduado. Primeiro, podemos graduar Dery(A) = D], Aa%j da

seguinte forma:
- 0
Derk(A) == @ Derk(A)d, Derk(A)d = @Adﬁ-l%,
d>0 j=1 J

de modo que Ti(f) herda uma estrutura de A-submdédulo graduado de Dery(A):

Te(f) = P Ta(f)a

d>0

onde

Te(f)a = Tl f) N Dery(A)g = Ti(f) 0 (@ Aai) .

=1
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3. Médulo de Saito e divisores livres

Proposicao 3.6. Dado f € A, temos a sequéncia exata

0 — Te(f) — Derg(A) — (JTf) — 0. (3.3)

Demonstragao: Tome o epimorfismo

¢: Derg(A) — I;
Zz:l 8% Zz:l axz
Considere @ := mo ¢, onde 7 : I} — (](fT)f) = % Agora, basta mostrar que ker(p) =

Ti(f). Com efeito, dado 6 = > ., hia%i € Tu(f), segue que B(0) = > 1", hig—i =0,
pois 6(f) € (f). Logo, Ti(f) C ker(®). Por outro lado, para § = Y, hia%i € ker(p),
segue que 0 = P(8) = F(X0, i) = Sy hill = (7). isto &, 8(f) € (f). Assim,
d € Tr(f). Portanto, ker(®) = Tx(f).

U

Proposicao 3.7. Ti(f) é um A-médulo reflexivo.
Demonstracgao: Pelo Teorema , obtemos que Tx(f) é reflexivo se e somente se o
moédulo Z = Syz,(Jf) também for reflexivo. Mas claramente temos a sequéncia exata

0—2—A"— A— A/J; — 0,

ou seja, Z = Syzy(A/Js), de modo que Z é um médulo de sizigias de ordem 2 sobre

um dominio normal (mais que isso: A é regular) e portanto Z é reflexivo.
O

Definicao 3.2. Um polinémio f € A = k[zy,...,x,] é dito um divisor livre se Tg(f)

¢ um A-moddulo livre (necessariamente de posto n).

Saito, em seu famoso artigo [23], deu um critério efetivo para divisores livres num

contexto analitico, cujo enunciado algébrico é o seguinte:

Teorema 3.8 (Critério de Saito). Se f € A = Clxy, - ,x,] € um polinémio reduzido

e homogéneo, e se
B 0
Tj = Elgi]’—axi, ]:1,...,7’L
1=

sao n deriwagoes em Tc(f) satisfazendo a propriedade de que o determinante da ma-
triz S = (gi;) € da forma X f, para algum X\ € C\ {0}, entdo f € um divisor livre,
e {m,..., T} € uma base para Tc(f). E reciprocamente: se f é um divisor livre e
{7T1,..., 7} € uma base para Tc(f), entdo det(S) = A f, para algum X\ € C\ {0}.
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3. Médulo de Saito e divisores livres

A matriz § é chamada matriz de Saito de f.

Exemplo 3.1. Tome f = zyz € A = Clz,y,z]. Defina as derivagoes 7 = x%,

Ty = ya% eT3 = z%. Note que 7;(f) = f para j = 1,2,3, e assim 7; € Tc(f). Nesta

situagao, obtemos

de modo que det(S) = 1 f, e assim pelo teorema de Saito obtemos que f é um divisor

livre e S é uma matriz de Saito. Além disso, obtemos:
%(f) = A’Tl D ATQ D ATg = A3.

O corolario abaixo é a versao algébrica para o fato particular, também observado
por Saito num contexto local analitico, de que todo germe (em torno da origem de C?)

de curva plana complexa é um divisor livre.
Corolério 3.9. Qualquer polinémio em A = k[z,y] (k corpo) é um divisor livre.

Demonstragao: Ja que 7(f) tem dimensdao homoldgica finita (pois A é regular),
podemos fazer uso da igualdade de Auslander-Buchsbaum (Teorema e obter

dh(7e(f)) + prof(Te(f)) = 2.

Mas a Proposigao nos diz que prof(7.(f)) > 2, de maneira que necessariamente
dh(7x(f)) = 0, isto é, Te(f) ¢ livre.

O

Antes de provarmos o proximo resultado, observamos o seguinte fato bem-conhecido

da dlgebra comutativa: se I C A é um ideal homogéneo de altura > 2, entdo dh(l) =1

(ou seja, I admite uma resolucao livre de Hilbert-Burch) se, e somente se, I é perfeito

de altura exatamente 2. De fato, suponha que I é perfeito de codimensao 2. Entao

A4
T

Buchsbaum (Teorema [1.9), dh (%) + prof (?) = prof(A) = n, ou seja, dh (?) =

n — prof (é) =n — (n—2) = 2. Assim, pelo diagrama

é¢ Cohen-Macaulay, isto é, dim (%) = prof (%) Segundo o Teorema de Auslander-

0 At A" A ?

\ (3.5)

I——0
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3. Médulo de Saito e divisores livres

obtemos que dh(I) = 1. Reciprocamente, suponha que dh(I) = 1. Dai, 2 = dh (é)
prof(A) — prof (4) = n — prof (#), e assim, n — 2 = prof (#) < dim(4) = n — alt(I) <
n — 2, e portanto alt(/) = 2 e prof (%) = dim(%), como queriamos.

Mostraremos agora uma importante caracterizacao para divisores livres.

Teorema 3.10. Seja f € A polinémio homogéneo, reduzido, de grau > 2. Entdo f é

um divisor livre se e somente se Jy € perfeito de codimensao 2 (isto €, dh(Jy) = 1).

Demonstracao: Com tais hipdteses em f, é claro que Jy tem altura > 2. Assim,
pela discussao imediatamente acima, queremos provar que f é divisor livre se e sé se

dh(Jy) = 1. Pelo Teorema 3.2, temos a sequéncia exata
0 — Syz,(Jy) — Ti(f) — Aey — 0.

Suponha f um divisor livre. Entao T;(f) ¢ livre e assim, pelo Teorema [3.2] Syz, (J;) ¢
um A-médulo projetivo (logo livre, pois estamos no contexto graduado). Portanto, a
sequencia exata

0 — Syz,(J;) — A" — J; — 0 (3.6)

é uma resolucao livre, o que significa dh(Jy) = 1.

Reciprocamente, suponha que dh(J;) = 1. Entao, da sequéncia , segue que
Syz,(Jy) ¢ livre. Assim, novamente, pelo Teorema , temos que Tx(f) é livre. Por-
tanto, f é divisor livre.

O

Exemplo 3.2. Seja f = zyz(x +y) € Clx,y, z]. Entao f é um divisor livre, uma vez

que J; é perfeito de altura 2, isto é, dh(J¢) = 1. De fato, a matriz

€T 0
Y ry + y?

-3z —xz—2yz
¢ uma matriz de Hilbert-Burch de Jy.

Uma questao pertinente é se o produto de divisores livres é um divisor livre. No

exemplo abaixo, primeiramente dado em [20], vemos que isto nao é verdade em geral.

Exemplo 3.3. Os polinémios f = zyz e g = v + y + 2z sao divisores livres em A =
Clz,y, 2], porém o produto h = fg = x?yz + xy*z + zy2* nao é divisor livre, uma vez
que dh(J,) = 2.
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3. Médulo de Saito e divisores livres

Observagao 3.2. Seja f € A um divisor livre homogéneo, reduzido, de grau > 2.

Em [I§], vérios resultados foram obtidos a respeito do médulo Dery ((‘%) Apenas

para mencionar um dos mais importantes, tem-se que Dery, (%) possui uma resolucao

A-livre graduada minimal do tipo:

0— A"(—(d—1)) — é}A(—(di — 1)) ® A — Dery, (%) — 0.

Como consequéncia, Dery <%> tem a seguinte funcao Hilbert:

oo () ) =S (00 (1) (01

(2
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Capitulo 4
Divisores livres em P?

Seja A = Clz,y, z] com a graduagao padrao e seja [ C A um ideal. Assuma que, [
tem codimensao 2 e que [ é gerado minimamente por trés polinomios homogéneos de
mesmo grau, digamos I = (f1, fo, f3). Dizemos que (a,b,c) € A% é uma sizigia reqular

de I se {a,b,c} é uma sequéncia regular e
afi+bfa+cfs =0.

Dizemos que I é localmente uma intersecao completa se o ideal Ip C Ap pode ser

gerado por dois elementos, para todo ideal primo minimal P de I.

Lema 4.1. Seja I = (f1, f2, f3) localmente uma intersegao completa, com alt(/) =2 e
f1, f2, f3 € A homogéneos de mesmo grau. Entao, I é um ideal perfeito se, e somente

se, I possui uma sizigia regular.

Demonstragao: Suponha que I possui uma sizigia regular, digamos (a,b,c) € A3.
Logo, afi + bfs + cfs = 0, isto é, af; = —bfs — cfs € (b,¢). Sendo A graduado, temos
b, ¢, a sequéncia regular. Assim, a ¢ (b, c) e entao fi € (b, c). Dessa forma, f; = bd+ce,
para alguns d,e € A. Entao, 0 = abd + ace + bfy + cfs = blad + f2) + c(ae + f3), ou
seja, —b(ad + f3) = c(ae + f3). Como b ¢ (c) e ¢ ¢ (b), segue que ad + fo = cg e
ae + f3 = —bg, para algum g € A. Isto é, —fy = ad — cg e f3 = —ae — bg. Entao fi,

f2 e f3 sdo os menores 2 x 2 da matriz

a g
b —e
c d

Pelo Teorema de Hilbert-Burch, segue que I é perfeito de codimensao 2.

Agora, suponha que I é perfeito de codimensao 2, isto é, % possui uma resolucao
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4. Divisores livres em P?

livre minimal

A
0—>A2i>A3—>A—>7—>O,

ap az
onde p = | b; by | . Tome f; = bico — bacy, fo = ajca — ascy e f3 = arby — aghy, os
C1 Co

menores 2 X 2 de ¢ que geram I minimamente. Se {ay, by, ¢1} é sequéncia regular, entao
(a1, —b1, c1) é uma sizigia regular de I, pois a f1+(—b1) fo+c1 f3 = 0. De forma andloga,
se {ag, by, 2} é sequéncia regular, entao (as, —by, c2) é uma sizigia regular de I. Dessa
maneira, suponha que {ay, by, 1} e {ag, by, c2} ndo sdo sequéncias regulares e suponha
que grau(a;) = grau(b;) = grau(c;) = d; e grau(ay) = grau(by) = grau(cy) = dy, com
dy > dy.

Fato 1: Z = V(ay,ag,b1,be,c1,¢0) = 0.

Com efeito, suponha que existe p € Z. Entao a;(p) = aa(p) = bi(p) = ba(p) = c1(p) =
ca(p) = 0. Assim, fi(p) = fa(p) = f3(p) =0, isto é, p € V(I). Seja P o ideal do ponto

p. Desde que I é localmente uma intersecao completa, localizando em P, temos que

0— A% — A% — Ip — 0

0— Ap — AL — Ip — 0

sao duas resolucoes livres de Ip. A primeira resolucao nao é minimal. Entao, apds
algumas operagoes-coluna, obtemos que a matriz ¢ tem uma entrada que é um elemento
invertivel em Ap. Entao alguma combinacao polinomial de aq, as, b1, ba, ¢1 € ¢3 nao se
anula em p, o que é uma contradicao. Portanto, Z = ().

Para cada f € Ag,_q,, defina o ideal

I(f):<a2—fa1,fb1—b2,02—f01).

Fato 2: V(I(f)) Cc V(I), para todo f € Ag,_q,-
Seja f € Agy—a,- Se V(I(f)) =0, entdao V(I(f)) C V(I). Se V(I(f)) # 0, entdo existe
py € V(). Da, (az — fan)(py) = 0, (fby — ba){pg) =0 ¢ (c2 — fer)(py) = 0. Dessa
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4. Divisores livres em P?

forma,

filpy) = (bica = bacy + fbicr — fbicr)(py)
= [bi(ca — fer) + aa(fbr — b2)] (py)
= bi(ps)(c2a = fer)(py) + er(py)(fbr — b2)(py)
= 0.

Analogamente, mostra-se que fo(pr) = f3(ps) = 0 e assim obtemos o fato afirmado.

Fato 3: Sep e V(I(f)) NV (I(g)), para f,g € Ag,_a,, entao f(p) = g(p).

Pelo Fato 1, sabemos que Z = (), ou seja, p nao anula algum polindmio do conjunto
{a1, as2,b1,bs, 1, co}. Entao, sem perda de generalidade, podemos supor que a;(p) # 0.
Desde que p € V(I(f)) NV (I(g)), temos

ou seja,

Como queriamos mostrar.
Agora, suponha que, para todo f € Ag,_g4,, temos V(I(f)) # (. Entdo, dado
f € Agy_q, existe py € V(I(f)). Podemos supor que f nao se anula em todo ponto de

V(I). Considere a sequéncia de polinémios distintos

£, 28, 3F, . kf.. ...

Usando a contrapositiva do Fato 3, temos que, se i # j, entao V(I(if))UV(I(jf)) = 0.
Ademais, pelo Fato 2, temos que V(I(if)) C V(I), para todo i« > 1. Entao V(I)
tem cardinalidade infinita. Mas isto é um absurdo pois alt(/) = 2, ou seja, A/I é o
anel de coordenadas homogéneas de um conjunto finito de pontos em P2. Portanto,
existe f € Ag,_q,, tal que V(I(f)) = 0. Logo, pela Proposicao [A.3] obtemos que

{as — fay, fby — by, co — fei} forma uma sequéncia regular. Além disso,

(az — far) fi + (fbr = b2) fa + (c2 — fer) f3
= (ag — fay)(bica — bacy) + (fby — ba)(arca — asey) + (c2 — fer)(arbs — asghy)
= agbicy — agbacy — arbicaf + arbacy [ — ajbace + asbocy + arbicaf —
—agbicr f + arbaca — asbica — arbacy f 4 ashicy f

= 0.
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4. Divisores livres em P?

Dessa maneira, (ay — faq, fby — by, co — fep) € sizigia regular de 1.
O

Observacao 4.1. Na realidade, como observado em [27, pg. 5], se o ideal (de altura
dois) I = (f1, fa, f3) € A = C[z,y, z] admite uma sizigia regular entdo automatica-
mente [ ja é localmente uma intersecao completa. Assim, o Lema acima pode ser

enunciado através da equivaléncia das duas seguintes afirmagoes:
e [ possui uma sizigia regular;
e [ ¢é perfeito e localmente uma intersecao completa.

Em particular, se o ideal I tem sizigia regular entao I é perfeito. Esse fato fornece
imediatamente (em conjunto com o Teorema [3.10)) o seguinte critério para divisores

livres no plano projetivo, provado em [27]:

Teorema 4.2. Seja f € A = Clz,y, z] um polinémio homogéneo, reduzido, de grau

> 2. Se Jy possui alguma sizigia reqular entao f € um divisor livre.

Exemplo 4.1. J& provamos anteriormente que o monémio f = zyz € A = Clx,y, 2| é
um divisor livre, usando o critério de Saito. Agora queremos usar o critério das sizigias

regulares apresentado acima. Temos J; = (yz, 2, zy), e
xoyz+y-xz+(=2z2) 2y =0.

Sendo {z,y,—2z} uma sequéncia regular, o Teorema fornece que f é um divisor

livre.

Exemplo 4.2. Considere a ciibica homogénea f = y(z?+yz) € A = C|x,y, 2]. Temos,

af _ o

oy, O o,
0z ’

2
= - )
. Yy, ” x°+2yz e

Como {—%, v, —22} é uma sequéncia regular e

(_g) (2zy) +y - (27 + 2y2) + (=22) -y =0,

segue do Teorema [4.2] que f é divisor livre.

4.1 Sobre divisores livres irredutiveis em P2

Sejam k corpo algebricamente fechado e A = k[z,y, z].
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4. Divisores livres em P?

Proposicao 4.3. Seja f € A homogéneo e irredutivel, com grau(f) < 3. Entao, f é

divisor livre se, e somente se, grau(f) = 1.

Demonstracao: Se grau(f) = 1, entéo f = ax+by+cz, a # 0. Como a = df /0x € Jy,
segue que J; = A e trivialmente f ¢ divisor livre.
Se grau(f) = 2, entdo pela Proposigao temos que V(f) é o conjunto vazio

ou o circulo unitdrio, isto é, f = 2% +y? + 2% ou f = 2% +y? — 2%

Observe que
f = 22 + y* + 2% é irredutivel. De fato, suponha que f seja redutivel. Entao f =

(a2 + bry + c12)(agx + boy + ¢22), para certos ay, as, by, be, c1,co € C. Logo,

24yt = (a1 + biy + c12)(agx + by + ¢22)
= a1a22” + a1baxy + a1c122 + asboxy + biboy® + ciboyz + aicox

+hicayz + 1z’

Por um lado, ajas = 1 e byby = 1, e assim, a; # 0 # by. Por outro lado, a1b5 = 0, o
que é uma contradicao. Analogamente, mostra-se que f = x2 + y? — 2% é irredutivel.
Utilizando o programa Macaulay [4], obtemos que dh(Jy,) = dh(Jy,) = 2, onde f; =
22 +y? + 22 e fo = 2% +y? — 22, e portanto, fi e fy nao sao divisores livres.

Se grau(f) = 3, entao da Proposigao segue que V(f) é uma curva nao singular,
uma curva com singularidade nodal ou uma cuspide, isto é, f € {f1, f2, f3}, onde
fi = B34+ dryz, fo = yP2z—a3—a%z e f3 = 2y —a3, respectivamente. Para o caso
da curva ser nao singular, temos que alt(Jy,) = alt(32%+ \yz, 3y* + Az z, 32+ \zy) = 3,
e assim, f; nao é divisor livre. E para o caso de a curva ter uma singularidade nodal
ou cuspidal, observe que zzm C Jy, e zym C Jp, mas vz ¢ Jy, e xy ¢ Jp,. Assim,

os conjuntos dos elementos %—regulares em m e f—regulares em m sao vazios. Logo,
2

3
prof <%> = prof (j%) = 0, mas dim (%) # 0 e dim (%}3) # 0, pois xz + Jy, # Jy,
e xy + Jy, # Jg,. Portanto, Jy, e Jy, nao sao Cohen-Macaulay, isto é, f nao ¢ divisor
livre.
O
Suponha agora que o polinémio irredutivel f tem grau 4. Neste caso, segundo Simis
e Tohaneanu em [20, pg. 12], f nao deveria, “moralmente”, ser um divisor livre. No
mesmo artigo, os autores construiram uma familia de divisores livres irredutiveis em
P? com grau d > 5,

Yy a4 agr?y® T+ aszy® Fagyt € A

com ag,as # 0. Depois, em 2014, Nanduri [21] generalizou a familia acima. Nanduri
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4. Divisores livres em P?

provou que, para d > 5,
F=x"7F (z,y) + yL%HaHFQ(x, y) + 2Pyl
¢ um divisor livre irredutivel, onde
e a,f>0e0<a+p3< 4] -3
e [Fi(x,y) é homogéneo de grau ov e x t Fy,y 1 Fy
e Fy(z,y) é homogeéneo de graud — 2| —a—1lex{ F,yt F.

Uma matriz de Saito de F' é

T $ﬁ+1y'y+2? H, + :Eﬂgﬂ“z@E
Y
_ OF, OF,
S=| y  —afyt? (22t (d— a)Fy Hy— 28yt (2L + (d— a)Fy
Ox Ox
z Gs — 2Py W Hs + Hgz — 2P Yy 22EW

Na sequeéncia, consideremos o seguinte critério de irredutibilidade:

Lema 4.4. Seja p(y, 2) = 2°+f1(y) f2(y) 2*+cf1(y)*2+df1(y)* € kly, 2], com fi(y), fa(y)
€ kly], grau(fi(y)) = grau(fa(y)) = 2 e ¢,d € k\{0}. Entao p(y, z) é irredutivel em

kly, z].

Demonstragao: Suponha que p(y, z) é redutivel. Entao
Py, z) = (2 + g(W))(2* + hi(y)z + ha(y)) (4.1)
onde g(y), h1(y), ha(y) € kly]. Logo,

p(y, 2) = 2% + (h(y) + 9)2" + (ha(y) + Mi(¥)9(y))z + ha(y)g(y).  (4.2)

Aparentemente, nao existe uma contradigdo em relagao aos graus. Note que existem
hi(y), hs(y) € Ky, tais que hi(y) = g(y)Pi(y) e ha(y) = g(y)hy(y). Substituindo em
(4.2), segue que

Py, 2) = 2° 4+ g(y) (M1 (y) + 12" + g(y) (s (y) + P (y)g(v)z + hy()g(y)*.  (4.3)

Temos f1(y) = g(y)d'(y), para ¢'(y) € k[y]. Comparando as equagoes, encontramos

g()*Ry(y) = g(y)ha(y) = dfi(y)* = dg(y)*g' (v)*,
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4. Divisores livres em P?

ou seja, hy(y) = dg(y)g'(y)®. Por um lado,

cg(v)’d'(y) = chily)?
(W) (g(W)hi(y) + ha(y))
= 9 (9(y)hi(y) +dg(y)g”)
= g(y)* (P (y) + dg'(y)*),

= g

e daf (cg'(y) — dg' (y)?)d'(y) = R (y), ou seja, ¢'(y) divide I/ (y). Por outro lado,

L) 9W)g'(y) = fi(y) f2(y) = 9(y) (1 + R (y)).

Entao, fa(y)d' (y) = (14 ki (y)), isto é, ¢'(y) divide 1 + R/ (y). Contradicao.
[
Faremos agora uma explanacao sobre uma familia de divisores livres irredutiveis
de grau 6, originalmente encontrada em [25]. Para tanto, seja B = klu,v,x,y, 2| e

considere a equagao cubica
h(T) = T° — pT + q € BI[T),

onde p = 22 + vy? + uzz e ¢ = u(2? + vy?)z. Temos que h(T) é um polindmio quase-

homogéneo de grau 6, onde estamos tomando os graus:

grau(u) = 1, grau(z) = 2
grau(v) = 2, grau(y) = 1
grau(T) = 2, grau(z) =1

Entao, o discriminanteﬂ de h(T') é o polinémio quase-homogéneo de grau 12
F(u,v,7,y,2) = 42 + vy® + uxz)® — 27 (2® + vy?)?2>.

Para cada (a,b) € A%, com ab # 0, a fibra f,;, = F(a,b,z,y,2) € k[r,y,2] é

chamada sextica de Cayley e o conjunto
I'={fup € klz,y,2] ;(a,b) € A*,ab # 0}

¢ chamado familia de Cayley, onde aqui redefinimos a graduagao das varidveis para

grau(z) = grau(y) = grau(z) = 1.

'Dada uma cibica az® + bx? + cx + d, com a # 0, o seu discriminante é dado por A = 18abed —
4b3d + b2 — dac® — 27a3d>.
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4. Divisores livres em P?

Teorema 4.5. Seja f € I uma sextica de Cayley. Entao f é um divisor livre irredutivel

de grau 6.

Demonstracgao: E suficiente mostrar a irredutibilidade de f na parte afim z = 1.

Note que

far(Ly,2) = 4(1+by* +az)® — 27a*(1 + by*)*2*
= 44+ 120%y* — 15a2% + 12by* + 12az + 24aby?z + 4b*y° — 42a*by* 2>
+12ab*y 2 + 4a32® — 27a*V?y* 2>
= 4a*2® — (150 + 42a°by* + 27a*b*y*) 2% + (12a + 24aby® + 12ab*y*) =
+(4 + 126%™ + 12by* + 4b%°)

b 1 b 1\° b 1\*
= z3—§(9by2—|—5) (—y2+—) 22+3(—y2+—> z+<—y2+—> :
4 a a a a a a

b 1
De acordo com o Lema , Jan(1,y,2) é irredutivel, tomando fi(y) = —y*> + — e

a a
foly) = —%(Qby2 +5). Além disso, usando o programa Macaulay, temos que Jy, , é

ideal perfeito de codimensao 2, com matriz de Hilbert-Burch

8b 2
—5—y2 —rz+ gzz —2%y — by® + azyz — %
a
8b b b
axy — gyz % + bry? — gﬁz + %yQZ
% + by? + 3axz — a®2? h(a)yz?

onde h(a) € Cla]. Portanto, a sextica de Cayley f é um divisor livre irredutivel de
grau 6.
O
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Capitulo 5

Novas caracterizacoes para

divisores livres

Neste capitulo, sejam k um corpo de caracteristica zero e A = k[zy,...,x,] com a
graduacao padrao. Antes de apresentarmos dois novos critérios para divisores livres,
ambos obtidos originalmente em [I8], provaremos o seguinte fato auxiliar (obtido no

mesmo artigo), que também desperta interesse préprio:

Lema 5.1. Seja [ ; A um ideal radical e homogéneo. Para cada ¢ > 2, temos que

(@) T (1) =Te (1)

(b) 1 (Derk (?)) — (T (1))

Demonstracao: (a) Dados 6 € T; (1) e fi, f2,- -+, f; € I, podemos escrever
q q
0 <H fi) => (H fi) 3(f;) € I
i=1 j=1 \i#j

isto é, Tx (I) C Ti (19). Agora, segundo Kaplansky [12, pdgina 12], tem-se Ty (L) C
Tk <\/E>, para todo ideal L C A. Assim, fazendo L = I? e como [ é radical, segue que
T (1) C Ti (1)

(b) Note que,
I“Dery,(A) C I’Dery(A) C ITi(I) C mTk(I),

onde m = (z1,...,x,) C A. Logo, temos o epimorfismo

T T

"0 TiDerg(A)  m(D) ) @ak
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5. Novas caracterizacoes para divisores livres

Dessa forma, usando o item (a) e o Lema [2.5] obtemos o epimorfismo

AN o Te(19) .
Dery (ﬁ) ~ I4Dery(A) Tl ek

e portanto,
u (D (%)) 2 n R © k) = w0, (5.1)

Por outro lado, novamente pelo item (a) e pelo Lema , temos o epimorfismo

Toll) = To(17) —> % ~ Der, (%) |

Logo,

A
W (T(D) > 1 (D (7)) | (5.2)
De (5.1 e (5.2)), chegamos a igualdade desejada.

Até o final do capitulo, f € A denota um polindmio homogéneo, reduzido, de grau
> 2.

Teorema 5.2. f € divisor livre se, e somente se,

(o ()

Demonstragao: Suponha que f é divisor livre. Assim, Ti(f) é A-livre, ou seja,
Te(f) =2 A™. Pelo Lema , temos que

" (D (%)) — W () = .

Reciprocamente, suponha que p <Derk <ﬁ>) = n. Novamente, pelo Lema ,
segue que u(Te(f)) = 1 (Derk <%)> =n . Como Ti(f) tem posto n, temos que
Ti(f) é A-livre, e assim f é divisor livre.

O

Daqui em diante, assumiremos que p(.Jf) = n, o que certamente é a situacao de real
interesse uma vez que esta condicao simplesmente significa que as derivadas parciais
de f sao k-linearmente independentes. Em um contexto quase-homogéneo mais geral

isto nao seria tao natural, mas lembramos que estamos adotando em A a graduacgao

standard.

40



5. Novas caracterizacoes para divisores livres

Proposicao 5.3. Se f € A é divisor livre, entao

grau(f) > n.

Demonstragao: Este fato possui uma justificativa simples através do teorema de
Hilbert-Burch, mas vamos apresentar uma outra demonstracao, que nada tem a ver
com a estrutura determinantal de Jy.

Do Lema e do Lema [3.6] temos o seguinte diagrama:

0
T Tf) @4 & —— (&) —0
FDery(A) i) Ay
AT T Derk((f)) !

Dery(A) - Jy

Isto é,
fDerk(A) ~ Derk(A) ~ ﬁ

fT(f) Tl ()

Assim, % é isomorfo ao primeiro médulo de sizigias de Dery, (ﬁ) Dessa forma, %

um A-modulo Cohen-Macaulay maximal, pois Dery, (%) é Cohen-Macaulay maximal

é

(j& que sua dimensao homoldgica sobre A é igual a 1, de onde concluimos que sua
profundidade é n — 1). Logo, pelo Lema e pela identidade de Euler, temos que

w=ntap = () e () vosto (22) = wrantr) 1
]

Definig¢ao 5.1. De acordo com Buchweitz and Mond [9], diz-se que o polinémio f € A
é um diwvisor livre linear se f é um divisor livre e as entradas de qualquer matriz de
Hilbert-Burch minimal de J; sdo todas lineares (ou seja, Jy é um ideal linearmente

apresentado), ou ainda, todas as sizigias minimais de J; s@o lineares.

Segue facilmente que qualquer divisor livre linear possui grau exatamente n (ou
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5. Novas caracterizacoes para divisores livres

seja, satisfaz a igualdade na Proposi¢ao acima), e reciprocamente, um divisor livre
homogéneo de grau n é necessariamente linear no sentido de Buchweitz e Mond.
A seguir, apresentamos uma caracterizagdo de divisores livres lineares usando a

teoria dos médulos (ideais) de Ulrich (vide Defini¢ao [1.8)).
Teorema 5.4. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) f € um divisor livre linear;

(b) J¢/(f) C A/(f) é um ideal de Ulrich.

Demonstragao: Suponha que f é divisor livre linear. Entao grau(f) = n. Pela

demonstracao da Proposi¢ao |5.3| e pelo Lema temos que

w=ntip = (%) < (%) = mmin 1=n

isto é, i ({%) =e <(‘77f)> e portanto, Jr ¢ um ideal de Ulrich.

)
Reciprocamente, suponha que (JTf) ¢ ideal de Ulrich. Entao u (%) =e (%) No-
vamente, pela demonstragao da Proposigao , segue que pu(Jy) = p <(JTf)) = grau(f)
e assim grau(f) = m. Resta-nos provar que f é divisor livre. Como (‘% ¢ Cohen-

Macaulay maximal, temos prof ((%) =n — 1, ou seja, dh ({%) = 1, e consequente-

mente dh(J;) = 1. Pelo Teorema [3.10] obtemos que f é divisor livre.
0]

Exemplo 5.1. Considere a quartica irredutivel
f = y*2% —daz® — 4w + 18zyzw — 272°w? € A =Clr,y, z,w].

Entao p(Jf) =4 e, portanto, f é um divisor livre linear e J¢/(f) é um ideal de Ulrich.

42



Apeéendice A
Alguns resultados auxiliares

Proposicao A.1 (Lema de Nakayama). Sejam A anel, M um A-mdédulo finitamente
gerado e I C R4 um ideal. Se IM = M, entao M = 0.

Para uma demonstracao, vide [10].

Proposicao A.2 (Lema da esquiva). Sejam A anel, I, Py, -, P, C A ideais, P; €
Spec(A),i=1,---,n. Se I C |J._, P;, entao I C P;, para algum j € 1,--- ,n.

Para uma demonstragao, vide [3].

Proposicao A.3. Um conjunto de trés polinomios {a,b,c} em A = k[z,y, z| forma
uma sequéncia regular se, e somente se, V(a,b,c) = () (como um subconjunto de P?),

isto é, alt(a,b,c) = 3.
Para uma demonstragao, vide [10, corolario 17.7].

Proposicao A.4. Qualquer curva de grau 2 no plano projetivo complexo pode ser

transformada em uma das seguintes curvas:
(a) V(z?), uma reta dupla;
(b) V(2?4 y?), dois pontos;
(c) V(2 — y?), duas retas;
(d) V(2? + y* + 2?%), o conjunto vazio;
(e) V(z*+ y* — 2?), o circulo unitdrio.
Para uma demonstracao, vide [, Teorema 5.1].

Proposicao A.5. Qualquer curva de grau 3 no plano projetivo complexo pode ser

transformada em uma das seguintes curvas:
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A. Alguns resultados auxiliares

(a) V(23 + 14>+ 2% + Azyz) com X\ € C, uma curva nao singular;
(b) V(y*z — 23 — 2?2), uma curva nodal;
(c) V(zy? — 23), uma curva cuspidal.

Para uma demonstragao, vide [2, Proposigao B.5 e Lema B.8].
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