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Resumo

Consideramos a equagao da onda semilinear uy — Au + f(u) + a(z)u; = 0 em um
dominio limitado Q C R™™!, com fronteira suficientemente regular X, sujeita & condicao
de contorno u = 0. Investigamos a existéncia, unicidade e comportamento assintotico,
quando ¢ — oo, da solugdo, considerando a € LP(S2) e f sob algumas condicoes

adequadas.

Palavras-chave: Equacao da onda, existéncia, comportamento assintotico.



Abstract

We consider the semilinear wave equation u; — Au+ f(u)+a(x)u, = 0 in a bounded
domain Q C R"", with sufficiently regular boundary ¥, subject the boundary condi-
tion u = 0. We investigate the existence, uniqueness and asymptotic behavior, when

t — o0, of solution, considering a € LY (§2) and f under some adequate conditions.

Keywords: Wave equation, existence, asymptotic behavior.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e () denota o cilindro 2 x (0,7);

e X denota a fronteira lateral do cilindro Q x (0,7, ¥ x (0,7);

- denota o produto interno em R";

||ul|Lr (@) denota a norma de u em LP(2);

— denota a convergéncia forte em um espago;

— denota a convergéncia fraca em um espaco;

* ~ .
— denota a convergéncia fraca estrela em um espago;

— denota a imersao continua;

C . ~
— denota a imersao compacta;

q.s abrevia a frase: quase sempre;

e v(z) denota o vetor normal exterior a x;

0qz .
oxy’

e div ¢ = divergente de ¢ = )
° % denota a derivada normal de x;

o LX(Q) = {f € L=(Q) : f(x) >0,Vx € Q};



Introducao

O objetivo deste trabalho é, tendo como base o artigo do autor E. Zuazua [15],
estudar a existéncia e unicidade de solucao fraca, bem como o comportamento da
energia associada a solucao fraca da seguinte equagao da onda semilinear com dissipagao

localmente distribuida

ug — Au+ f(u) +a(x)u, =0  em Q2 x(0,00),
u=>0 sobre T x (0,00), (1)

u(0) = u°, u(0) = ut em

onde 2 é um subconjunto limitado, aberto e conexo em R™ (n > 1), cuja fronteira

[ = 00 é de classe C?, a fungao nao linear f ¢ tal que f € C'(R) satisfaz
f(s)s >0, VseR
e a condicao de crescimento
[f(2) = f()] < CQA+ [P~ + [y[P~h)]e — y|, Yo,y € R,
para algum C' > 0ep > 1 com (n —2)p < n, a funcdo a = a(z) € L>(Q) é tal que
a>ay>0 qsem w,

para algum subconjunto aberto, nao vazio w de Q.
Veremos que, sob essas condicoes, o problema estd bem posto no espaco
H}(Q) x L?(Q), isto ¢, para qualquer dado inicial {u® u'} € H}(Q) x L*(2) existe

uma unica solucao fraca de na classe

u € C([0,00); Hy(Q2)) N C* ([0, 00); L*(2)) .



Consideremos a energia

1
B0) = 5 (Il + [V ulan) + [ Fluta,)dz, ¢20 )
onde F(s) = fos f(2)dz. Veremos que, para cada soluc¢ao de a seguinte identidade

ocorre

to
Elty) — E(ty) = — / / o(2) [ Pdzdt, Vs >t > 0. (3)
t1 Q

Donde a energia é uma funcao nao crescente na variavel temporal t.
Daremos condigoes suficientes a funcao f e sobre o subconjunto w de modo a as-
segurar o decaimento exponencial e uniforme da energia, isto é, assegurar a existéncia

das constantes C' > 1 e v > 0 tais que
E(t) < Ce ™E(0), Vt > 0.

O caso linear (f(s) = as, paratodos € R e a > 0) ja é bem conhecido. Por
um lado, resultados devido a C. Dafermos [4] e A. Haraux [5], baseados no principio
de invariancia de LaSalle, mostram que a energia de qualquer solucao vai para zero
quando t vai ao infinito. Por outro lado, resultados devido a C. Bardos, G. Lebeau e
J. Rauch [2], mostram que, quando 2 e a sao de classe C*°, o decaimento exponencial
da energia ocorre se, e somente se, uma especial condi¢ao geométrica é satisfeita.

E importante também mencionarmos os resultados devido a J.L. Lions [6], cédp.VII,
que mostram como as técnicas de multiplicadores podem ser usadas de modo a obter
estimativas a priori lidando com resultados de controlabilidade exata para a equacao da
onda linear na auséncia de dissipagao, com controles sobre uma vizinhanca da fronteira.
Essas estimativas, combinadas com um resultado devido a A.Haraux [5] permitem-nos
provar o decaimento exponencial para quando f = 0 e w é uma vizinhanca da
fronteira, assumindo apenas uma regularidade C? para a fronteira de €.

Quanto ao problema semilinear , o decaimento exponencial havia sido provado
apenas quando w = (2, isto é, quando a dissipacao ocorria em todo 2. Este é um
resultado classico que pode ser provado, por exemplo, construindo a perturbacao da

energia

E.(t) = B(t) + ¢ /Q w(w, (o, 1),

para o qual, as desigualdades diferenciais nos levam, facilmente, ao decaimento expo-

nencial quando € > 0 é suficientemente pequeno.



A meta deste trabalho é lidar com o problema semilinear no caso em que a dissipac¢ao
nao ¢é localizada em todo o €2 de modo a estender os resultados acima mencionados.

Nao é possivel adaptarmos o problema (/1) ao método acima, baseado na construcao
de funcionais de energia perturbada adequada. Contudo, inspirados no trabalho de J.

Rauch e M. Taylor [12] procuraremos estimativas de energia do tipo

<c// ©)|ue(w, t)2dudt, (4)

a qual combinada com e propriedades de semigrupo, nos permitirao concluir o
decaimento exponencial uniforme.
Distinguiremos duas situagoes diferentes: A primeira remete ao caso onde f é glo-

balmente Lipschitz. Trataremos este caso como uma perturbacao do problema linear

0 —Ap =0 em € x (0,00),
=0 sobre I' x (0, 00), (5)
p(0) =¢" @(0) =" em Q.

Contudo, de modo a obtermos as estimativas de energia desejadas, necessitaremos

absorver os termos menores. Para tanto, consideraremos as seguintes proposicoes:

Proposigao 0.1. Seja €2 um dominio limitado de R”, n > 1, com fronteira I" de classe
C?. Sejam também zy € R", w vizinhanga de 'y = {x € T': (x — x¢) - v(x) > 0} em Q

e T > diam(Q)) qualquer. Entao existe umas constante C' > 0 tal que a solugao de ()

T
11y + e < O [ [ lontotPdads +llpliag b
0 w

para todo {¢", o'} € HJ () x L?().

satisfaz

Prova: Ver Lions [6]. W

Proposigao 0.2. (Continuagao tinica) Sejam b € L>(Q), w € HY(Q) e T > diam(Q)

tais que w satisfaz

wy — Aw + b(z, t)w =0 em Q,
w=20 sobre X,
w=0 q.s. em wx(0,7).

Entao w =0 em Q.

Prova: Ver A. Ruiz [13]. W



Todavia, de modo a lidar com o termo nao linear necessitaremos da existéncia dos
seguintes limites

lim f'(s) = f'(—00) e lim f'(s) = f'(c0).

§——00 5§—00

Consequentemente, generalizaremos os resultados que sao bem conhecidos no contexto
linear.

A segunda situagao concerne ao caso em que f é superlinear, ou seja,
30 >0: f(s)s > (24 0)F(s), VseR. (6)

Nao poderemos tratar essa situacao como uma perturbacao do caso linear. Focaremos
entao, nossa atencao no caso particular onde w é uma vizinhanca da fronteira I". Po-
demos adaptar a técnica dos multiplicadores desenvolvida em J.L.Lions [6] de modo a
obter estimativas de energia apropriadas do tipo (ED Usaremos o seguinte resultado

de continuagao Unica de modo a absorver os termos menores

Proposicao 0.3. (Continuagao tnica) Suponha que u € L*(Q) e seja uma solucgao
fraca de Ou + v(z,t)u = 0 em @ (onde OJ é o operador D’Alembertiano), tal que
T > diam(Q2) e v € L*>®(0,T; L™(2)) com 2 aberto de R". Entao se u = 0 em algum

conjunto w x (0,7, temos u = 0.

Prova: Ver A. Ruiz [13]. W

Novamente um argumento de compacidade-unicidade sera necessario de modo a ab-
sorver os termos menores. neste caso, (@ serd suficiente para estabelecer o decaimento
exponencial e uniforme.

O trabalho é organizado como segue: No Capitulo 1 definiremos os espagos funci-
onais e apresentaremos alguns resultados 1teis para a continuidade do trabalho. No
Capitulo 2 faremos um resumo da teoria de semigrupo de operadores lineares e usare-
mos tal teoria para mostrar que o problema (1)) é bem posto no espago Hj(Q) x L*(2).
Nos Capitulos 3 e 4 estudaremos o decaimento exponencial da solucao do problema
(1) nos casos em que a fungdo nao linear f é globalmente Lipschitz e superlinear,

respectivamente.



Capitulo 1

Espacos funcionais e alguns

resultados utilizados

Neste capitulo fixaremos algumas notagoes e daremos defini¢oes e resultados essen-

ciais a continuidade do trabalho.

1.1 Espacos funcionais

Dados 2 C R™ um aberto e uma funcao continua f : 2 — R, define-se suporte
de f, e denota-se por supp(f), o fecho em 2 do conjunto {z € Q; f(x) # 0}. Assim,
supp(f) é um subconjunto fechado de .

Uma n-upla de inteiros ndo negativos a = (ay, ..., a;,) é denominada de multi-indice
e sua ordem é definida por |a| = ag + ... + ay,.

Representa-se por D® o operador de derivagao de ordem |a|, isto é,

olel

DY = —.
o "
Ox*...0x%

Para a = (0,0, ...,0), define-se D°u = u, para toda fungao u.
Por C§° (2) denota-se o espago vetorial, com as operagoes usuais, das fungoes infi-
nitamente diferenciaveis definidas, e com suporte compacto, em 2.

Um exemplo classico de uma fungao de Cg° (€2) é dado por

Exemplo 1.1. Seja Q@ C R™ um aberto tal que B; (0) = {z € R"; ||z|| < 1} compac-
tamente contido em 2. Consideremos f : {2 — R, tal que
S
f(z) = ellzI”=1 " se ||z]| <1 ’
0, se ||z]| > 1



1. Espacos funcionais e alguns resultados utilizados

n 2
onde x = (x1,T9,....,x,) € ||z|| = (Zx?) é a norma euclidiana de z. Temos que
i=1

f e C>®(Q) esupp(f) = By (0) é compacto, isto é f € C° ().

Definigao 1.1. Diz-se que uma sequéncia (@), em Cg° (€2) converge para ¢ em

Cee (2), quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:
(1) Existe um compacto K de € tal que supp(¢) C K e supp(p,) C K,V n €N,
(17) D*p, — Dy uniformemente em K, para todo multi-indice «.

Observacao 1.1. E possivel dotar C§° (€2) com uma topologia de forma que a nogao

de convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela Defini¢ao [I.1}

O espago C§° (2), munido da convergéncia acima definida, sera denotado por D (€2)
e denominado de Espaco das Funcgoes Testes sobre €.

Uma distribuigdo (escalar) sobre Q2 ¢ todo funcional linear continuo sobre D (£2).
Mais precisamente, uma distribui¢do sobre 2 é um funcional 7' : D (2) — R satisfa-

zendo as seguintes condigoes:
(i) T(ap+B) = aT (p) + BT (), Vo, BER Y o, ¥ € D(Q),

(i) T é continua, isto é, se (¢y), oy converge para ¢, em D (Q2), entao (T (¢n)),en

converge para T (¢) , em R.

E comum denotar o valor da distribuicdo T em ¢ por (T, o).

O conjunto de todas as distribuicoes sobre {2 com as operacoes usuais é um espaco
vetorial, o qual representa-se por D’ (2).

Os seguintes exemplos de distribuicoes escalares desempenham um papel funda-

mental na teoria.

Exemplo 1.2. Seja u € L. (). O funcional T, : D () — R, definido por

loc

(T o) = / u () o (x) da,

é uma distribuigao sobre 2 univocamente determinada por u (ver Medeiros-Miranda [§]) .
Por esta razao, identifica-se u & distribui¢ao T;, por ela definida e, desta forma, L] (Q)

serd identificado a uma parte (prépria) de D’ (2).

Exemplo 1.3. Consideremos 0 € €2 e o funcional d : D (2) — R, definido por

(60, ) = ¢ (0).

Em [§], vé-se que ¢y é uma distribuigdo sobre 2. Além disso, mostra-se que &y nao é

definido por uma fungao de L, ().



1. Espacos funcionais e alguns resultados utilizados

Definigao 1.2. Diz-se que uma sequéncia (7},),.y em D' (€2) converge para 1" em
D' (), quando a sequéncia numérica ((T,,,)), oy convergir para (T, ¢) em R, para
toda ¢ € D(Q).

Definigao 1.3. Sejam T uma distribuigao sobre 2 e @ um multi-indice. A derivada
D*T (no sentido das distribuigoes) de ordem |a| de T' é o funcional definido em D (£2)
por

(DT, ) = (=1) (T, D), VpeD(Q).

Observacao 1.2. Decorre da Definicao |1.3] que cada distribuicao 71" sobre 2 possui

derivadas de todas as ordens.

Observacao 1.3. DT é uma distribuigao sobre 2, onde 7' € D' (R2). De fato, vé-
se facilmente que DT ¢é linear. Agora, para a continuidade, consideremos (¢y,),,cx

convergindo para ¢ em D (). Assim, (DT, p,,) — (DT, p)| < (T, D%p,, — DYp)| —

0, quando n — oo.

Observagao 1.4. Vé-se em Medeiros-Rivera [9] que a aplicacao D* : D' (Q) — D' (2)

tal que T'— DT é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (£2) .

Dado um numero inteiro m > 0, por W™P(Q), 1 < p < oo, representa-se o
espago de Sobolev de ordem m, sobre (2, das (classes de) fungoes u € LP (£2) tais que
D%u € LP (Q), para todo multi-indice a, com || < m. W™P (€2) é um espago vetorial,
qualquer que seja 1 < p < 0.

Munido das normas

3=

[ullyym () = Z |D (x)[Pdx | , quando 1 < p < 0o

[wll oo () = Z sup gss | D% ()|, quando p = oo,
jal<m "€

os espagos de sobolev W™P (§2) sdo espagos de Banach (vide Medeiros-Rivera [9]).

Observagao 1.5. Quando p = 2, o espago W™? (2) é denotado por H™ (), o qual

munido do produto interno

(Us V) gy = Z /QDau (x) D% (x) dz

laj<m

é um espaco de Hilbert.



1. Espacos funcionais e alguns resultados utilizados

Consideremos no nosso trabalho o subespaco de H! (0, L) definido por
V={ueH"(0,L); u(0)=0}.

Em Medeiros-Miranda [8] demonstra-se que a norma do gradiente e a norma do
H' (0, L) sao equivalentes em V. Assim, consideraremos V munido do produto interno

e norma dados respectivamente por

(w,0)) = (uayve), ull® = fual”

onde (-,-) e || denotam, respectivamente, o produto interno e a norma em L? (0, L).
Dado um espago de Banach X, denotaremos por L? (0,7 X), 1 < p < 00, 0 espago

de Banach das (classes de) funcoes u, definidas em ]0,7[ com valores em X, que sdo

fortemente mensurdveis e ||u (¢)|% é integrével a Lebesgue em |0, T[, com a norma

T , H
P ( / ||u<t>||th)
0

Por L> (0, T; X) representa-se o espaco de Banach das (classes de) fungoes u, definidas
em )0, 7' com valores em X, que sao fortemente mensuraveis e ||u (t)||y possui supremo

essencial finito em |0, 7', com a norma

HUHLoo(o,T;X) =supess [[u(t)] -
t€)0,T]

Observagao 1.6. Quando p = 2 ¢ X ¢ um espago de Hilbert, o espago L? (0,T; X) é

um espago de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(0, 0) oo o) = / (ult) 0 (£)) x dt.

Consideremos o espago L? (0,7;X), 1 < p < oo, com X sendo Hilbert separdvel,

entao podemos fazer a seguinte identificacao
(L7 (0,7 X)) = L7(0,T; X)
onde (1/p) 4+ (1/q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificacao
(L (0,75 X)] ~ L (0, T; X').

Essas identificagoes encontram-se detalhadamente em Lions [7].



1. Espacos funcionais e alguns resultados utilizados

O espago vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D (0, 7)) em X é denominado

de Espaco das Distribui¢oes Vetoriais sobre |0, T[ com valores em X e denotado por

D' (0,T; X).

Definigao 1.4. Dada S € D' (0,T; X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuigao vetorial sobre ]0, T'[ com valores em X dada por
ars n d"p
1 D(0,T
(Goe) = (s 92) vpen).

Exemplo 1.4. Dadas v € LP(0,7;X), 1 < p < oo, e ¢ € D(0,T) a aplicacdo
T, :D(0,T) — X, definida por

integral de Bochner em X, ¢ linear e continua no sentido da convergeéncia de D (0, 7)),
logo uma distribuicao vetorial. A aplicacao u +— T, é injetiva, de modo que podemos
identificar u com T, e, neste sentido, temos L? (0,T; X) C D' (0,T; X).

Consideremos o espaco
WP (0,T;X) ={ue L (0,T;X); u¥ € LP (0, T; X), j=1,...,m},

onde uY) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuices vetoriais.

Equipado com a norma

||U||me 0,7:X) (ZH“(] HLP OTX)) ’

Wm™P (0,7; X) é um espago de Banach (vide Adams [I]).

Observacao 1.7. Quando p =2 e X é um espago de Hilbert, o espago W™? (0,T"; X)

seré denotado por H™ (0,T; X), o qual, munido do produto interno
m
(u'UHmOTX Z > L?OTX)’
5=0

¢ um espago de Hilbert. Denota-se por H{" (0,7;X) o fecho, em H™ (0,T;X), de
D(0,T;X) e por H™(0,T; X) o dual topoldgico de H" (0,7 X).



1. Espacos funcionais e alguns resultados utilizados

1.2 Alguns resultados utilizados

Lema 1.1 (Imersao de Sobolev). Seja 2 um aberto limitado do R™ com fronteira I’

regular.

2n
' 2 tao H™ (2 LP (Q d 1 :
(1) Se n > 2m, entdo (Q) — (),onepe[,n_Qm}
(i1) Se n = 2m, entao H™ () — LP(Q), onde p € [1, +o0].
(i7i) Sen=1em > 1, entao H™ () — L™ (Q).

Prova: Ver Brezis [3] .

Lema 1.2 (Rellich-Kondrachov). Seja €2 um aberto limitado do R™ com fronteira I'

regular.

c 2n
) S 2 tao H™ (2 LP (2 d 1 .
(1) Se n > 2m, entdo (Q) — (),onepe[,n_Qm{

(ii) Se n = 2m, entdao H™ (Q) < L? (), onde p € [1, 400 .

(iii) Se 2m > n entdao H™ (Q) < C* (Q), onde k é um inteiro ndo negativo tal que
kE<m—(n/2) <k-+1

Prova: Ver Brezis [3].

Teorema 1.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). O conjunto Bg = {f € E';||f|| < 1} €

compacto pela topologia fraca * o (E', E), onde E é um espago de Banach.
Prova: Ver Brezis [3]

Lema 1.4 (Du Bois Raymond). Seja u € L}, (). Entao

loc

/ﬂu(:c)go(a:)da: =0, V¢ eD),

se, e somente se, © = 0 quase sempre em ().
Prova: Ver Medeiros-Rivera [§].

Lema 1.5 (Desigualdade de Poincaré). Seja @ C R™ um aberto limitado. Se

u € H} (Q), entdo existe uma constante C' > 0, tal que
2 2
||U||L2(Q) <C ||VU||L2(Q) : (1.1)

Observagao 1.8. Para o caso unidimensional, ou seja, Q = (a,b), a constante da

desigualdade é¢C=b-—a.

10



1. Espacos funcionais e alguns resultados utilizados

Prova: Ver Brezis [3] .

Lema 1.6 (Desigualdade de Young). Sejam a,b constantes positivas, 1 < p < oo e

1 < g < o0, tais que — + — =1, entao
p q

al b
ab < —+ —.
p q

Prova: Ver Brezis [3] .

Lema 1.7 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q) e g € L9(2), com 1 < p < 00

1 1
e-+—-=1entao fge L' (Q) e
p q

10100 = / 19l < 1 Lo 1920y -

Prova: Ver Brezis [3].

Teorema 1.8 (Teorema do Traco). A aplicacao linear

o ( ) ( | ou omlu )

u Uy, V1Uy eooy Ym—1U) = | Uy T | 5oy P—

Tothn -1 7 0vy r ovyt r
m—1 .

de D (Q) em HWm_j_E’p ("), prolonga-se, por continuidade, a uma aplicag¢ao linear,
=0

m—1
continua e sobrejetiva de W™P (Q) em HWm_j_%’p ().
=0

Prova: Ver Lions [7] . W

Observacao 1.9. Note que para o caso unidimensional, isto é, Q = («,f), se
u € H™(a, ), entdo pelo Lema u € C™ 1 (Ja, B]). Logo faz sentido definir a

fungao u e suas derivadas suas derivadas na fronteira, que no caso sera I' = {«, 5}.

Proposicao 1.9. Seja (2 um aberto limitado do R", com fronteira I' bem regular.
Entao a aplicacao

V= HAUHLQ(Q)
define em H?(Q) N Hg () uma norma equivalente & norma em H?((2).
Prova: Ver Medeiros-Miranda [§] . W

Definicao 1.5. Uma forma bilinear b: H x H — R ¢ dita
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1. Espacos funcionais e alguns resultados utilizados

(i) Continua se existe uma constante C' tal que

1b(u,v)| < Clullv| Yu,v e H;

(ii) Coerciva se existe uma constante o > 0 tal que

b(v,v) > alv|* Vv € H.

Teorema 1.10 (Lax-Milgram). Seja H um espac¢o de Banach e a(u, v) uma forma

bilinear, continua e coerciva. Para toda p € H' existe um tunico uw € H tal que
a(u, v) = (p, v), YveH.

Além disso, se a é simétrica, u se caracteriza pela propriedade

1 1
H e = - — Min{ - - .
ue€H e jalu u)—{p v Ueg%{f(v, v) = (g, v>}
Prova: Ver Brezis [3] . W

Teorema 1.11. Sejam X e Y espacos de Hilbert tal que X — Y e p € LP(0,T,X),
W € LP(0,T;Y), 1 <p < oo, entao u € C°([0,T];Y).

Prova: Ver Brezis [3]. W

Teorema 1.12 (Compacidade Aubin-Lions). Suponha X C B C Y com imersdo
compacta X — B onde X,Y e B sao espacos de Banach e 1 < p < oo, 1 <r < oo.
Seja F limitado em LP(0, T, X)NW*"(0,T,Y), onde s > 0 ser > p e onde s > %—% se
r <p. Entao F € relativamente compacto em L*(0,T,B) (e em C(0,T,B) se p = ).

Prova: Ver Simon [14]. W

Teorema 1.13. Sejam E um espago de Banach, E' seu dual e (f,) uma sucessao de
E'. Se f,— [ fraco —x em o(E' E), entao || f.|| < C e ||f|| < lim || f.| -

Prova: Ver Brezis [3]. W

Teorema 1.14 (Banach-Steinhaus). Sejam E e F' dois espagos de Banach. Seja (T),)
uma sucessao de operadores lineares continuos de E em F' tais que para cada x € F,

T,x converge quando n — oo a um limite que denotamos por T,. Entao tem-se:

(2) sup | Toll z(p,r) < 00,
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1. Espacos funcionais e alguns resultados utilizados

(i) T e L(E,F),
(@22) [T g,y < M ([Tl 2o ey -
Prova: Ver Brezis [3]. W

Teorema 1.15 (Gauss-Green). Se u € C'(Q), entdo [ju,,dv = [jw/'dl, com

i=1,2,...n
Prova: Ver Brezis [3]. W

Teorema 1.16 (Férmulas de Green ). (i) Se v € H*(Q), entdo /Vy - Vudr =
Q

—/uA’ydw + /aluds, Vu € HY(Q).
Q Fal/

(i1) Se u,y € H*(2), entdo /uA'y — yAudzr = /u— — y—ds.
Q o9

Prova: Ver Brezis [3]. W

Lema 1.17. (Lema de Lions) Seja ) um aberto limitado de R™. Se {f,} ¢ uma
sequéncia de fungoes de L4(Q), 0 < g < oo, com f € LI(Q) tal que:
1) (fn) é limitada em L7(Q);

2) fo— fqs. em @
Entao, f, — f em L(Q).

Prova: Ver Lions [7]. W

Proposicao 1.18. (Regularidade de Problemas Elipticos) Seja © aberto limitado de
classe C? com fronteira I'. Considere f € L*(Q), u € H(Q) verificando

/Vquodt—l—/ug&dt:/fga, Y € Hy(Q).
0 0 0

Entdo u € H*(Q) e ||ul|n20) < C||f]|12(0), onde C' > 0 é uma constante que sé depende
de Q.
Prova: Ver Brezis [3]. B

Teorema 1.19. Para cada n € N, € possivel encontrar um nimero € = £(n), tal que

e <1 € tal que
H™¢(Q) — LY(Q)

desdeque1§q<%,n>2.

Prova: Ver Simon [14]. W
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Capitulo 2
Existéncia e unicidade de solucao

Neste capitulo estudaremos a existéncia e unicidade de solucao fraca para um sis-
tema associado a equacgao da onda semilinear com dissipacao localizada. Para tanto,

iniciaremos com uma breve introdugao da teoria de semigrupos de operadores lineares.

2.1 Teoria de semigrupos de operadores lineares

O objetivo desta secao é resumir a Teoria de Semigrupo e apresentar algumas

definicoes relevantes para este trabalho.

Definigao 2.1. Seja X um espago de Banach e L (X)) o espagos dos operadores lineares
e limitados de X. Uma aplicacao S : RT — L (X) é um semigrupo de operadores

lineares limitados de X se
(i) S(0) =1, onde I é o operador identidade de L(X);
(ii) S(t+s)=S5(t)S(s), Vt,s € RT.

Definigao 2.2. Dizemos que o semigrupo {S(t)}i>o é de classe C°; ou fortemente

continuo, se

lim [|(S (t) = 1)z =0, Vo € X.

t—0

Defini¢ao 2.3. Dizemos que {S()};>0 é continuo se

lim ||S (t) — I|| =0, V€ X.

t—0t

Teorema 2.1. Se {S(t)}i>0 € um semigrupo de classe Cy, entao existem constantes
w>0eM>1, tais que
| S(t) |< Me™, Vt>0

Prova: Ver Pazy [11]. W
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2. Existéncia e unicidade de solucao

Corolério 2.2. Seja {S(t)}+>0 um semigrupo de classe Cy. Entao, para cada z € X,

a aplicagao

fr Rt = X
t = folt)=S(t)x

é continua. Equivalentemente, para cada = € X,

lim S (t)x = S (s)x, Vt, s € RT.

t—s
Prova: Ver Pazy [11] . W

Definigao 2.4. Seja X um espaco de Banach e A um operador em X. Denominaremos

o conjunto resolvente de A, o conjunto
p(A)={reC; w— (N —-A) " 'we LX)},

onde
L(X)={L:X — X; ¢ linear e continuo} .

Definicao 2.5. Denominaremos de espectro de A o conjunto

o(A) = C\ p(A).

Definigao 2.6. Um semigrupo S(t) em X, onde 0 < t < oo, é dito Semigrupo de
Contracoes, se

|| S(t) ||< 1 para todo ¢t > 0.

Defini¢ao 2.7. O operador A : D (A) — X definido por

D(A) = {x € X: lim %x existe}

h—0t

Alx)= lim %x vz € D (A)

¢ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Observagao 2.1. Note que A é um operador linear e D(.A) é um subespaco de X.

Teorema 2.3. Seja {S(t) }+>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.

Entao,
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2. Existéncia e unicidade de solucao

(i) Para todo z € X,
1 t+h

1}%1 i S(s)xdx = S(t)z;

(ii) Para todo v € X, [} S(s)xdx € D(A) e

A (/Ot S(s)xdm) = S(t)x — z;

(iii) Para todo x € D(A), S(t)x € D(A) e

d
50 = AS(t)e = S(t) A(x);

(iv) Para todo x € D(A),
S(t)r — S(s)x :/ S(1)A(z)dr :/ AS(7)(z)dr

Prova: Ver Pazy [11]. W

Proposigcao 2.4. Um operador fechado com dominio denso é o gerador infinitesimal

de, no maximo, um semigrupo de classe C.
Prova: Ver Pazy [11] . H

Teorema 2.5. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, entdo A

¢ um operador linear fechado e D(A) = X.
Prova: Ver Pazy [11]. W

Teorema 2.6. Sejam {T(t)}i>0 e {S(t)}+>0 semigrupos de classe Cy com geradores
infinitesimais A e B, respectivamente. Entao A = B se, e somente se, T(t) = S(t)

para todo t > 0.
Prova: Ver Pazy [11] . W

Definicao 2.8. Seja {S(t) }+>0 um semigrupo de classe Cj e A seu gerador infinitesimal.

Colocando Ay = I, A; = A e supondo que Ay_; esteja definido, vamos definir A por
D (Ay) ={z € D(Ap1) : Araz € D (A)},

Az = A(Aprz), Vo € D (Ay).

Proposigao 2.7. Seja {S(t) }+>0 um semigrupo de classe C e A o gerador infinitesimal.
Se D (Ag) é o dominio do operador Ay, entao (D (Ay) é denso em X.
k
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2. Existéncia e unicidade de solucao

Prova: Ver Pazy [11]. W

Definigao 2.9. Seja X um espaco de Banach, X* o dual de X e (-, -) a dualidade entre
X e X*. Para cada x € X, definimos

J(@) = {z* € X" : a,a") = o] = [l2"]*}

Pelo Teorema de Hanh-Banach, J (z) # 0, Vx € X.
Definicao 2.10. Uma aplicacao dualidade é uma aplicacao j : X — X* tal que

j(x) € J(z), Vz € X, além disso

17 @)l = [l]]

Defini¢ao 2.11. Dizemos que o operador linear A : D(A) C X — X é dissipativo

se, para alguma aplicagao dualidade, j

Re (Az,j(x)) <0,Vz e D(A).
Se, além disso, existir A > 0, tal que Im(A — A) = X, entdo dizemos que A é
m-dissipativo.

Observacgao 2.2. Se X é um espacgo de Hilbert, entao dizemos que A : D(A) C XjX
é dissipativo se
Re (Az,z) <0,V € D(A).

Definicao 2.12. Dizemos que o operador A : D(A) € X — X ¢é maximal se
Im(I+ A) = X, isto é, para toda f € X, existe u € D(A) tal que (I + A)(u) = f.

Teorema 2.8 (Hille-Yosida). Um operador linear A, sobre um espa¢o de Banach X,
¢ um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contracoes se, e somente
se,

(i) A € fechado e D(A) = x;

it) O conjunto resolvente p(A) contém R e para todo A\ > 0, temos
(1) j p
1 1
JOEFIRIESS

Prova: Ver Pazy [11]. W

Teorema 2.9. [Lumer-Phillips] Seja X um espa¢o de Banach e A um operador linear

com dominio denso em X.
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2. Existéncia e unicidade de solucao

(i) A é dissipativo e existe um nimero real \g > 0 tal que Im(Xgl —A) = X. Entdo,
A € um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes sobre

X.

(ii) Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes sobre
X. Entao, Im(A — A) = X para todo X > 0 e A dissipativo.

Prova: Ver Pazy [11]. H

Corolario 2.10. Seja A um operador linear fechado, densamente definido tal que
D (A) e Im(A) estao ambos num espaco de Banach X. Se A e seu operador dual A*

sao ambos dissipativos, entao A gera um semigrupo de contracoes de classe Cj.

Prova: Ver Pazy [11]. W

Teorema 2.11. Seja A um operador linear dissipativo em X. Se D(A) = X entao,
A € fechado.

Prova: Ver Pazy [11]. W

Teorema 2.12. Seja A um operador linear dissipativo, tal que Im(I—A) = X. Entao,

se X € reflexivo, temos que D(A) = X

Prova: Ver Pazy [11] . W

Consideremos o seguinte problema semilinear de valor inicial

du (t) _
o —Au(t) = f(tu(t), t>to, (2.1)
u (to) = uo,

onde A é um gerador infinitesimal de um semigrupo {S(¢)}:>0, de classe Cj, com
dominio X, Banach, e f : [tg,T] x X — X é continua em t e satisfaz a condigao de

Lipschitz em u.

Definig¢ao 2.13. Uma funcao u : [0; +00))X é uma solugao cléssica de (2.1]) em [0; +00)
se u satisfaz (2.1) em [0;+00) e se v € C(R;D(A)) N C'(RT; X). A funcdo u €
C([0;T); X), dada por

u(t) = S(t —to)ug + /t S(t—s)f(s,u(s))ds

é chamada de mild solution ou solugao generalizada de (2.1)) em [0; T].
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2. Existéncia e unicidade de solucao

Note que se f =0, entao u(t) = S(t)ug, onde uy € X ¢é a mild solution de

du(t)
o =Au(t), t>0,
u (t()) = Ug,

Teorema 2.13. Seja f : [to,T] X X — X continua em t € [ty,T] e uniformemente
Lipschitz em X. Se A é um gerador infinitesimal de um semigrupo {S(t) }+>0 de classe
Co, em X, entao para todo uy € X o problema de valor inicial POSSUL uMa Unica
solugio u € C ([to, T]; X). Além disso, a fungdo uy — u € Lipschitz continua de X em
C ([to, T]; X).

Prova: Ver Pazy [11] . W

Corolario 2.14. Se A e f satisfazem as condigoes do Teorema [2.13] entao para toda

g € C([to, T];X) a equagao integral

possui uma unica solucao u € C ([ty, T]; X).

Prova: Ver Pazy [11]. W

A condicao uniformemente Lipschitz sobre a funcao f no Teorema [2.13| assegura a
existéncia de uma mild solution global (ou seja, definida em todo [t, T]) de (2.I). Se
assumirmos que f satisfaz apenas uma condicao Lipchitz local em u, uniformemente
em t em intervalos limitados, ou seja, para cada t' > 0 e ¢ > 0 constante existe uma

constante L(c,t') tal que

1F(t,u) = f(E0)]| < Lie, ) |lu—of

para todo u,v € X com [lu|| < ¢, ||v|| < ¢, entdo temos a seguinte versao local do
Teorema [2.13]

Teorema 2.15. Seja f : [to,00) x X — X continua em t para t > 0, localmente
Lipschitz em u e uniformemente continua em t em intervalos limitados. Se A € um
gerador infinitesimal de um semigrupo S (t), t > 0 de classe Cy, em X, entdo para todo
ug € X emiste tnax < o0 tal que o problema de valor inicial POSSUL uma Unica
solugdo u € [0, tmax). Além disso, se tpmax < 00 entdo

Jim [ (8l = oo.

Prova: Ver Pazy [11] . H
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2. Existéncia e unicidade de solucao

2.2 Existéncia e unicidade de solucao fraca

Seja € um conjunto limitado, aberto e conexo de R™ (n > 1), com fronteira I'
suficientemente regular. Para T" > 0, consideremos o cilindro () com fronteira lateral
>.. Estamos interessados em provar a existéncia e unicidade de solucao fraca para a

equacao da onda semilinear com dissipacao localmente distribuida

uy — Au+ f(u) +a(x)u, =0  em  Q x (0,00),
u=0 sobre T'x (0,00), (2.2)

u(0) = u°, u(0) = u! em ()
onde f € C*(R) é tal que
f(s)s >0, Vs e R (2.3)
e satisfaz a condicao de crescimento
[f(z) = f@)l < CA+ [P~ + [yl H)]e —yl, Yo,y €R, (2.4)
para algum C' > 0ep > 1com (n—2)p < n, e afungdo a = a(x) € L>(QQ) satisfaz
a>ay>0 qs em w, (2.5)

para algum subconjunto aberto w C €2 e para algum ag > 0.
Estudaremos a existéncia e unicidade da solugao de ([2.2) usando o método de

semigrupos de operadores lineares. Para isto, reescrevemos o sistema na forma

dUu

— + AU = F(U
U0) =0°,
em que
U 0 0 1 0
U= , com v=uwu, Uy= A= e F(U)=
v u! ~a(2) ()

Consideremos o espago de Banach X = H}(Q) x L*(Q) e o operador
A:D(A)C X — X,
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2. Existéncia e unicidade de solucao

com D(A) = (H} () N H2(2)) x H} ().
Afirmagao 2.1. A é um operador dissipativo e maximal.

Prova: Primeiro, mostremos que A é um operador dissipativo, ou seja, (AU, U) x < 0,
para todo U € D(A). De fato,

(AU U)x = <

= <U>U>H5(Q) + (Au — a(z)v, v) r2(q)
= <v,u)Hé(Q) + (A, v) r200) — (a(x)v, V) 12(0).-
Mas, pela férmula de Green,
ou
(Au,v)r2(0) = | Auwvder = — [ Vu.Vodr + | ——.vdl
Q Q r v
== —<VU, VU>L2(Q) = —<’LL, U>Hé(ﬂ)'
Segue dai que
(AU, U)x = —(a(x)v,v)12(0)

_ —/Qa(x)|v|2dx.

desde que a(z) > 0, temos (AU, U)x < 0 e, portanto A é um operador dissipativo.
231

g2
mostrar que existe uma unica U € D(A) tal que U — AU = G, ou seja

(oo n

v — Au+ a(z)v = go.

Agora mostremos que A é maximal. Com efeito, dado G = [ ] € X, devemos

Segue de ([2.7)) que
—Au+ (a+1u=(a+1)g1 + g2 (2.8)

Como g, € H}Q) C L*(Q) temos ag; € L*(Q) e (a + 1)g1 + g2 € L*(Q). Logo, pelo
Teorema existe u € H}(Q)N H?(Q) solugao de . Temos ainda que v = u — gy,
o que implica v € H}(Q), e A ser maximal. W

Sendo A dissipativo e maximal, o Teorema de Lumer-Phillips (Teorema garante
que este é um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C de contracoes sobre X.

Em virtude do Teorema para garantirmos a existéncia e unicidade de solugao para
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2. Existéncia e unicidade de solucao

o problema ([2.6)), é suficiente provarmos que a funcao F': [0,7] x X — X é continua
em t € [0, T] e localmente Lipschitz em X. De fato, como f € C*(R), temos claramente

que a fungao F' é continua na variavel ¢, para todo t € [0,7]. Mostremos, agora, que F
" _
é localmente Lipschitz em X, isto é, dados U = € Bx(0;r) devemos

v v

ter
|F(U) - FU)|lx <C)|U-U]x,

onde Bx(0;7) denota a bola de centro 0 e raio 7 > 0 no espago X. Com efeito, usando

a condigao de crescimento da fungao f dada em (2.4]) obtemos que

IF@) = FO)%x = I = fw)+ @)l

= [ 1#@) = s
< / (L[ ) )
Q
< C{/ |u—u|2das+/ a*P=Y g — uf’dz +
Q Q
+ /\u!Q(p_l).\u—u\zdx}.
Q

Aplicando a desigualdade de Holder para os conjugados e ]lj vem que

p
p—1

IFU) - PO < 0{/|u—u\ dx+[/(r \“““dx} [/|u \2pd:c] ¥
+ UQ (JufP= 1) 7= 1dx] U |u—u|2pdx} }

ou ainda,

|F@) - FO)IE < c{ |t e+ =l (1150 + Hsz(g)}
< ) {Ila - ullta + 1 =l }
< CW)lla—ulye
< C)v -0k

visto que

HL(Q) — L=(2)(Q) — L2(Q).

Logo, F' é localmente Lipschitz em X. Dessa forma, o Teorema/|2.15(garante a existéncia
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2. Existéncia e unicidade de solucao

de uma tnica solu¢ao do problema (2.6)) na classe
U € C ([0, tmas); X)),
ou seja,
u € C ([0, tmae); Hy(2)) N C* ([0, taz]; L*(2)) -

Queremos, no entanto, mostrar que esta é, na verdade, uma solucao global, ou seja
tmee = 00. Para isto, observemos, ainda pelo Teorema que é suficiente mostrar

uma limitagao para a norma ||u(t)||x, quando ¢ — t,,4,. De fato, multiplicando a
equacao (2.2)); por ug, obtemos

1d
ST {||ut\li2<m +[IVullZ2(o) +2/ F(u)dm} —~ —/a(az)|ut|2daz <0, V1 €0, tymaz)-
2 Q

onde denotamos aqui
F(s) = / f(2)dz.
0
Integrando a desigualdade acima de 0 a t, ¢ € [0, 4], Segue que

1 1 1 1
sl + 51Vullag + [ Fu®eds < gl lagy + 519 ey + [ Plio
< C,

com C' > 0 independente de t. Consequentemente ||u(t)||x < C, para todo t € [0, t,nasl,

0 que nos garante

u e C([0,00); Hy(22)) N C* ([0, 00); L*(2)) .

23



Capitulo 3

Decaimento exponencial: O caso

globalmente Lipschitz

O objetivo deste capitulo é mostrar que a energia associada a solucao do problema
semilinear (2.2)), dada por , tem um decaimento exponencial, a medida que o tempo

t tende ao infinito. Isto é, queremos encontrar constantes C' > 1 e v > 0 tais que
E(t) < Ce " E(0), Vt >0, (3.1)
quando a nao linearidade f satisfaz
feCYR), f€ L>™(Q), f(s)s>0, Vs €R. (3.2)

Além disso, como mencionamos na introdugao, necessitamos considerar a existéncia

dos seguintes limites:

lim f'(s) = f'(—o0) e lim f'(s) = f'(00). (3.3)

§——00 5—00

Em relagao a fungao a, vamos supor a € L>({) satisfazendo ([2.5)) em que o aberto
w C Q é construido da seguinte forma: Sejam xy € R™ — fixo e arbitrério, e v = v(x)

o vetor normal unitdrio a z € I'. Definamos

m(z) =2 —x0, V2 €Q, |m|e =maz{m(z):xeQ}

Fo={zx el :m(x) v()>0}, T1={zel:m(z) v(z) <0}
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3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

Dado € > 0, escrevamos

ﬁsz U B(x,e)g]R” € w€:ﬂ5ﬂQ’

xz€lg

onde B(z;¢) denota a bola de centro x e raio € em R”. Para ¢ > 0 fixo e suficientemente

pequeno, tomemos
W= W, (3.4)

como sendo o aberto de @ (vizinhanca do subconjunto da fronteira de €2) onde a

dissipacao ocorre (ver figura 3.1).

Figura 3.1: Dominio de dissipacao w

3.1 O decaimento exponencial

Estamos interessados em provar o decaimento exponencial da solucao associada ao

problema ([2.2). Para isto, é suficiente provarmos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Seja f uma funcao tal que € ocorrem. Assumamos que
a € LY(Q) verifica com w C Q dado em (3.4]). Entao, existem constantes
C > 1,7 > 0 tais que a estimativa ocorre para qualquer solug¢ao de com
dados inicias {u®,u'} € H} () x L*(Q).

Prova: Notemos, inicialmente, que

iE(t) = —/ a(x)|u*dz, ¥t >0, (3.5)
dt Q

o que nos diz que a energia do sistema ([2.2]) é ndo crescente. Integrando (3.5)) de
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3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

t1 aty (0 <t < tg), temos

Blty) — / / )|y 2t (3.6)

Notemos, agora, que para provarmos o teorema ¢ suficiente provarmos que a

/ / z)ug(z, t)|*dadt. (3.7)

seguinte estimativa ocorre:

De fato, por (3.6) e (3.7]) temos

E(T) / / @) |ug(, t)Pdodt < E(T),
Co

implicando em

E(T) < (Cooi 1) E(0). (3.8)

Agora, provemos, por inducao sobre k, que vale

E(kT)g( Co )kE(O).

Co+1

Com efeito, de modo andlogo a obtengao de (3.8)), conseguimos que

BeT) < ( G )E(T)

Co+1

(coci 1)2E(0).

Suponhamos valida a desigualdade

E(kT) < ( Coci 1)kE(0).

Entao para k + 1 temos




3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

Logo,

)k E(0), V k € N. (3.9)

Sabemos também que dado ¢t > 0, o algoritmo de Euclides garante que existe 6 € [0,7T)
tal que
t=kT + 9.

Dali,
ET < ET +6=t.

Como a energia é nao crescente, segue de (3.9)) que

Agora, desde que k = %

)

AN
VR
QQ
(=)
N~ N N
. . S
® |
&=
—
=

o que implica 1) com C' =1+ CLO ey = %log(l + CLO), como queriamos.
Nosso objetivo, agora, resume-se a provar a estimativa ((3.7)). Para isto escrevamos
a solucao u = u(z,t) de (2.2) como

U=+

onde ¢ = p(z,t) resolve (b)) com dados iniciais
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3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

e ¢ = (x,t) satisfaz

Yy =AY = —f(u) —a(x)uy; em  Qx(0,00)
Y =0 sobre  T' x (0, 00) (3.10)

¥(0) = 1(0) =0 em .

Como a energia é nao crescente temos
1
B(T) < BO) = 5 [ 1oy + 0 ] + [ Pl

Agora, desde que |F(s)| < C|s|?, para todo s € R e H}(Q2) < L*(Q) temos

1 1
5 101 + el + / F@)de < 5 |10 + [u' By | + Cllel B
< C Il + ey
Logo,
B(T) < C [0l + et By | = € (16 1By + 19 e ] - (311)

Combinando ([3.11}) com a proposigao e usando o fato de u = ¢ + ¢ obtemos

E(T) < {1y + 116 B |

T
< C{/ /’@t\zdxdtJr HSOH%%Qx(o,T))}

< of [ [awlepasat + )
= {/ / x)|uy — ¢t|2d$dt+||ut_¢t”%2(62)}
< {/ / )| dmdt+/ / ©)[the|* dwdt

+ ||U||%Q(Q)+||¢||%2(Q)}'

Tomando o supremo essencial na segunda parcela da iltima desigualdade, temos

/ | atatvi Pzt <l / | et = Clnli
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3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

Substituindo esse fato na estimativa anterior, obtemos

As estimativas de energia para o problema (3.10)) nos rendem

10130y < CIS(w) + alw)ue| 2o 1.2 (0

Dai e pela desigualdade de Holder obtemos

15 < C{Hf(“)”%l(O,T;L?(Q))"_Ha(x)utH%l(O,T;L?(Q))}

%ﬁ(zﬂﬂwﬁmﬁéﬁz AT(La%ﬂuﬁwgéﬁr
C{/ /!f !dxdt+/ / )| dxdt}

Sabendo que, |f(s)| < C|s|, para todo s € R e a € L>(2), obtemos na desigualdade

ol <€ [ [ atwloddre g 3.13)

onde a constante C' > 0 depende de || f'||f~®) de maneira limitada.

Combinando (3.12)) e (3.13)) segue que

<c{// )Pt + |[u] 2 g } (3.14)

Para finalizarmos a prova de (3.7)) e, consequentemente, a prova do teorema ,

+

IN

anterior que

provemos que vale a seguinte estimativa:

||uHL2 < C’/ / ) Jug [*dxdt (3.15)

De fato, Se tal estimativa nao é satisfeita, entao existe uma sequéncia de solugoes {u,, }

de (2.2)) verificando

mm

nmsoo fo fQ () dedt

(3.16)

Definamos
A = ||UN||L2(Q) (3.17)

29



3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

U (z, 1)
An

Notemos que, se multiplicarmos /\% em 1} associado a sequéncia {u,}, obtemos que
n

Up(2,t) = (3.18)

vy, satisfaz

(vn)u — Avy + fr(vn) +a(z)(v,), =0  em  Q x (0,00) (3.19)
v, =0 sobre I x (0,00) '
onde
1
ful(s) = )\—f(Ans), VseR, VneN. (3.20)
E claro que {f.} ainda é globalmente lipschitz para cada n e
|[on]lz2(q) = 1. (3.21)
Temos ainda, por (3.16)), que
- WMB)
n—00 fo Jo a(@)|(vn) |2dxdt
Logo, por (3.21)) e a igualdade acima, vem que
/ / |(vp)e|*dzdt — 0,  quando n — oc. (3.22)

Observemos que, por ([3.20)),
!/ ]' !/ /
fi(s) = )\—f (Ans)An = f(Ans).

Assim, tomando o supremo essencial na igualdade acima, vem que

1ol @ = [1F|oe -

Dividindo ambos os membros da desigualdade (3.14)) por A2 e denotando E,,(T) = E)

AZ
B < U [ [ a@loaba s ol
= C(IF ) {// (o) Pdads + 1l

o que nos diz que a estimativa (3.14)) é uniforme em n. Temos ainda por (3.21)), (3.22) e

teremos
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3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

a desigualdade acima que E,(T) < K, com K > 0. Isto nos permite provar o seguinte

fato:
{v,} é limitada em L>(0,T; Hy(Q)) N W>(0,T; L*()). (3.23)
Com efeito, de maneira andloga ao feito no sistema segue que
[1(0n)e(D 720y + [1VOR ()] |Z2i0) < En(t)-
Assim, se t > T e usando o fato de que a energia é nao crescente, obtemos que
1)) By + [[V0a (0220 < Eult) < E(T) < K

Se, no entanto, 0 < t < T, temos devido a ([3.6) que

T
E,.(0)=E,(T) +/ / a(x)|(v,)¢|*dxdt < M, com M > 0,
0o Jo

e, dai,
()] Z20) + [IVOa ()] [22() < Enlt) < E,(0) < M,

o que implica em (3.23)). Consequentemente
{v,} é limitado em H'(Q).

Assim, pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Boubarki (Teorema , existe uma sub-

sequéncia de {v,}, a qual ainda denotaremos por {v,}, tal que
v, —vem H'(Q). (3.24)

Temos ainda que H'(Q) < L2(Q), logo existe uma subsequéncia de {v,}, que ainda

denotaremos por {v,}, tal que,
v, — v em L*Q). (3.25)
A convergéncia em juntamente com nos fornece
[ol[r2) = 1. (3.26)

Notemos por 1} que a%(x)(vn)t — 0 em L*(Q). Por outro lado, temos por
(13.24) que (v,); — vy em L*(Q), o que nos diz, pela definicao de convergéncia fraca,
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3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

que

T T
/ /(vn)thxdt — / / vfdrdt, Y 6 € L*Q).
o Jo o Ja

Em particular, para 6 = a%(x)% V v € L*(Q), temos,

// % )(vn 7dxdt—>/ / 2 (x)vyydadt,

(x)v, em L*(Q).

-

o que implica

[NIES

a%(:c)(vn)t —aq

Segue entao pela unicidade do limite fraco que
a%(x)vt =0em L*(Q).
Multiplicando esta tltima igualdade por a: (x), obtemos
a(r)v; = 0 em L*(Q)

e, consequentemente,

=0 qs em wx(0,7). (3.27)
_ f(2)
Notemos agora que, chamando h(z) = = temos
n A7’L
fu(s) = J ES) § = hp(s).s = f()\ SS) 5= hn(Aps).s, VseR, VneN.

Notemos também que, pelo Teorema do Valor Médio, existe r € (0, z) tal que

£ (2)]

2|

[h(2)] = <|f'(rf <M, com M >0,

o que nos diz que h € L*(R) (h esta limitada pela constante de Lipschitz de f’). Assim

fn(vn> = hn(vn)vm

com {h,(v,)} uniformemente limitada em L>(Q), visto que (mais uma vez usando o

teorema do valor médio)

|Pn(vn)] =

< M. (3.28)
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3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

Portanto, pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Boubarki (Teorema [1.3)), temos que existe

uma subsequéncia de {h,(v,)}, que ainda denotaremos por {h,(v,)}, tal que
i (vn) = pem L>(Q), (3.29)

para algum p € L?(Q), visto que, pela condicao ([2.3), h > 0.

Queremos, agora, passar ao limite em (3.19)). Para isto, multipliquemos (3.19)); por
wl (w € H}(Q),0 € D(0,T)) e integremos em Q. Assim,

- /OT(("Un)taw)@/dt + /OT(an,Vw)th + /OT(hn(Un)vn,w)th

+ /0 (a(z)(vp)s, w)0dt = 0, (3.30)

visto que fp,(vy) = hy(vn)vp.
Das convergeéncias (3.22)), (3.24)) e (3.29), segue de ([3.30) que

T T T
—/ (v, w)0'dt + / (Vu, Vw)bdt + / (pv,w)6dt = 0,
0 0 0

para todo 6 € D(0,T) e todo w € Hy (), mostrando assim que

{ vy —Av+pv=0 em Q, (3.31)

v=20 sobre X,

no sentido de D'(Q).

Voltemos nossa atencao agora para mostrar que v = 0, o que ird contradizer .
Para isto, usaremos um resultado de continuagao tinica no intuito de obter que v = v(x).
Isto ird nos permitir provar o resultado desejado. Notemos, em principio, que p = p(z, t)
pode depender de t, o que nos impossibilita obter diretamente de e (3.31)) que
v = 0. Para transpor essa dificuldade, observemos que a sequéncia {\,} definida em
pode ser limitada ou nao. Se limitada, segue do Teorema de Bolzano-Weirstrass

que existe uma subsequéncia de {\,}, denotada ainda por {\,}, tal que
A —> A € [0,00).
Se, no entanto, {\,} é nado limitada, deve existir uma subsequéncia de {\,} tal que
A, — 00.

Estudaremos, entao, os trés possiveis casos:
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3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

Caso (a)- Suponhamos que A\, — X € (0, 00).
Assim, por (3.25), A\ v, — Av q.s em ). Notemos que

1 nvn) = FO0) 220y = /Qlf(Anvn) — f(w)[Pdxdt
< C/ | AnUn — Mv|Adadt
Q
= C’/ |AnUn — At + Av — v|*dadt
Q

< C/ |vn—v|2dxdt+])\n—)\|2/ (o2 dadt.
Q Q

Assim,
f(AnUn) — f(AU) em LQ(Q)
Agora,
Hf(knvn) [ Hf(Anvn) _fQw)  fOw)  fOw)
1 1
< Clw) = FO0)llg +C |5 - 5.
o que implica
AnUn A
M — M qs em Q. (3.32)
An A
Por outro lado, por (3.25)) e (3.29) temos
1
)\_f(AHUn) = hn(vn>vn — pv,
o que juntamente com (|3.32)) nos da
1
pv = XfO\U)' (3.33)

Agora, como vy — Avy + f'(Av)vy € D'(Q), segue que, para todo 6 € D(Q), vale
1
<Uttt — Avt + f/(/\U)Ut, 0>'D/,D = _<Utt — AU + Xf()\?]), 9/>'D/,'D = O

e, dai,
vt — Avg + ff(Av)y, =0 em  D'(Q).
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3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

Fazendo w = v; obtemos que
wy — Aw+ f(Aw)w=0 em Q (3.34)
com
w=0 qs em wx(0,7). (3.35)

Essa tltima devido a (3.27). Notemos ainda que f'(Av) € L*®(Q), visto que f é
globalmente Lipschitz.
Caso (b)- Suponhamos agora que A, — 0.

Temos que, para todo (z,t) € @, vale

ho(on(z,8) = 2@t

vp(, 1)
Ol ) = £(0)
An(z,t) =0

Notemos que, fazer n — 00, é equivalente a fazer \,v,(z,t) — 0. Assim,

hp(vp(z,t)) — f/(0)  qs em Q.

J& vimos também em (3.28) que {h,(v,)} é limitada em L*(Q). Logo, pelo Lema de
Lions (Lema|l.17)), segue que

hn(vy) — f'(0) em L*(Q).
esta ultima convergéncia e nos fornece
p(x,t)=f'(0) qs em Q. (3.36)
De modo andlogo ao feito no Caso (a), conseguimos que
wy — Aw+ f(0)w=0 em D(Q), (3.37)

em que (3.35) também ocorre. Temos ainda que f'(0) = p(z,t) € L*=(Q).
Caso (c)- Suponhamos que a subsequéncia {\,} é tal que A, — oo. Neste caso,
tomemos a derivada de (3.19) com respeito a t. Deduzimos, entao, que w, = (v,);

satisfaz
(wn)ee — Awy, + f'(Apvp)w, + a(z)(wy), =0 em Q. (3.38)
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3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

Por (3.24)) sabemos que
w, ~w=1v; em L*Q). (3.39)

A convergéncia (3.39) unida ao fato de que {f'(\,v,)} é uniformemente limitada em
L>(Q) (f é globalmente Lipschitz), mostram que

||f,()\nvn)wn||L2(Q) < ||f,(/\nvn)||00||wn||L2(Q) < K.

Dai, mais uma vez pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Boubarki (Teorema e o fato

de que L*(Q) é reflexivo, temos a existéncia de uma subsequéncia tal que
f'Opvp)w, — z(z,t) em  L*Q). (3.40)

Portanto, passando (3.38]) ao limite, quando n — oo, e observando as convergéncias
(3.22)), (3.39) e (3.40]), temos que

wy —Aw+2(z,t) =0 em Q. (3.41)

Identifiquemos, agora, o limite z(z,t). Para isto, dividamos o cilindro ¢ em dois

subconjuntos Q = Q1 U Qs com
Qr=A{(z,t) e Q:v(z,t) #0} e Qx={(z1) €Q:v(x,t) =0}
Escrevamos ainda Q; = Q7 U Q7 , em que
Qr ={(@.t) € Qu:v(z,t) <0} e QF ={(z,t) € Q1 :v(z,t) >0},
Notemos que, por e (3.:29),

f/<)\nvn) = f/(/\nvn)XCh = f/()‘nvn)XQl— + f/<)‘nvn)XQ{r
— fl(=o0)xgr + [(+0)xgr = q(z.t) as em Qi

em que, Y4 denota a funcao caracteristica de A. Notemos também que o fato de
'€ L>®(R) e @ ser limitado nos dao que

|f/()‘nvn)XQ1| < K?

o que nos diz que
lq(z,t)] < K.
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3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

Assim,
| [ (Anvn) — q(m,t)|2 < 2(}(2 + K2) — AK?

| f'Apvn) — q(2, )] — 0 em Q.

Logo, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, vem que

£ Ovn) = g, O)Pdedt — 0 em Qy
Q1

ou ainda,

Fwvn) — q(z,t)  em  L*(Q1). (3.42)
De e segue que

F'Onva)wa(,t) — gz, hw(z,t)  em  L*(Q).
Isto, unido a resulta que
z(z,t) = q(x,)w(x,t) qs em Q. (3.43)

Por outro lado, temos por 1, que

plr,t)v=—(vy —Av) em D'(Q).

Sabendo também que v € L?(Q) e p € L*°(Q), segue que vy — Av € L*(Q).

Afirmemos que
vy —Av=0 qs em Q. (3.44)

De fato, dado ¢ € D(Q2), temos

/ (v — Av)pdzdt = (vy — Av, p)

2

= (v, — Ap)
= / v(pn — Ap)drdt = 0,

2

pois v € Qs. Logo (3.44) segue do Lema de Du Bois Raymond (Lema [L.4)).
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3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

Em (3.41)), lembrando que w = v, obtemos que

z(x,t) = —%(vtt —Av) em D(Q).

Mostremos que
2(z,t) =0 qs em Q. (3.45)

Com efeito, dado ¢ € D(Q2), segue por (3.44) que

(z,0) = /z@d:z:dt,
d

= /2 _E@tt — Av)pdxdt

= /(Utt—Av)gotdxdt

2

= <Utt - AU7 @t)

como queriamos.
Combinando (3.41)), (3.43]) e (3.45)) concluimos que

wy —Aw+ gz, )w =0 em @Q,

onde ¢(z,t) € L>(Q) é tal que

_ o Q(Zlf,t) em Ql?
q<x7t> B { 0 emn QQ.

Temos também que (3.35)) ocorre.
Recapitulando, vimos que, em cada um dos trés casos, (a), (b) e (c), a fungao
w € L*(Q) satisfaz

wy —Aw+ bz, H)w =0 em Q,
w=0 em wx(0,7), (3.46)
w=0 sobre X,

para algum potencial b € L>(Q).
Afim de aplicarmos a proposicao precisamos garantir que w € H*(Q). Isto

pode ser feito provando (pelo argumento de perturbagdo que usamos anteriormente)

uma estimativa do tipo (3.14)) para o sistema ({3.46|).
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3. Decaimento exponencial: O caso globalmente Lipschitz

Aplicando, entao, a proposicao nés deduzimos que w = 0 e, portanto, v = v(x).
Logo vy = 0. Tomando, finalmente, esse fato em (3.31)); obtemos que

—Av+pv =0.
Multiplicando a igualdade acima por v e integrando em €2, temos

/—Av.vdm+/p|v|2d:p =0
Q Q

e, pelo teorema de Green,

/le\zd:C—i-/p]v\de:O.
0 0

Assim, desde que p(x,t) > 0, chegamos que v = 0. O que contraria (3.26)) e, conse-

quentemente, finaliza a demonstragao do Teorema |
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Capitulo 4

Decaimento exponencial: O caso

superlinear

O objetivo deste capitulo é provar o decaimento exponencial da energia associada
a solugao de (2.2)) no caso em que a nio linearidade f € C*(R) satisfaz (2.4)) e

30 >0: f(s)s > (24 0)F(s), Vs € R. (4.1)

Diferente do capitulo anterior, nao podemos tratar esse caso como uma perturbacao
do problema linear quando f = 0. Estudaremos entao, o caso onde a dissipacao é efetiva
numa vizinhanca de um subconjunto da fronteira de €2 do tipo I'y, definido no capitulo
3.

Para provarmos as estimativas de energia nos basearemos na técnica dos multipli-

cadores desenvolvidas em [[6], pag 409-419].

4.1 O decaimento exponencial

Para garantirmos o decaimento exponencial da energia associada a solugao de ([2.2)),

é suficiente provarmos o seguinte resultado:

Teorema 4.1. Seja Q C R™ um aberto limitado com fronteira de classe C*. Supo-
nhamos f € C'(R) satisfazendo e . Suponhamos também que a € L ()
satisfaz , onde w € dada em . Entao existem constantes C' > 1, v > 0 tais
que a estimativa ocorre para a energia associada a cada solugao de .

Prova: Assim como na demonstracao do Teorema [3.1] é suficiente provarmos uma
estimativa do tipo (3.7). Para isto, procederemos em 3 etapas. Porém, antes de
comecarmos, de fato, a provar tal estimativa, é conveniente que facamos algumas abre-

viacoes em nossas notagoes. Denotaremos entao
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

JJy=Jy Jpdrdt
J s = Ty Jp,drat

Procederemos agora de modo a mostrar a estimativa de energia :
Etapa 1- Aqui, usaremos a técnica de multiplicadores feita em [6] com o intuito de
obter estimativas de energia para solucao de . Para isto, multipliquemos a equacgao
1 por q(z) - Vu(z,t), onde g € (W1H(2))" é um campo de vetores, e integremos

de 0 a T. Obtemos assim

[ [ s0@-vo == [ [ 1@ vo- [ [a@uavo. @2

Por [[6], Lema 3.7, Cap. I], temos

[ = sw@-v = =5 [ @] —2+<ut,q~w>|§

) o4k ou ou
//dwq )(lwel® = [Vul?) //Zaxj&vkafj.

Combinando a igualdade acima com (4.2)) obtemos

- [ [ 1@ vo - [ [a@uta-v0 = =5 [ @) 9| (g V)l
+ 5 [ [t up -9

aqk ou Ou
o f / D, Ty 2, 3

Notemos que
//f (q-Vu) //dwq (4.4)

Com efeito, desde que

tem-se que
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

com 1sso

| [twava=[ [ovrw. (4.5)

Temos ainda pelo Lema de Gauss que

[ Jowrw==] Jumorws [ [avre

Substituindo (4.5)) na igualdade acima vem que

f frotasa-- | facarrs | [worn s

Mas u = 0 sobre I' x (0, 00), assim

u(z,t) 0
F(u(z,t)) = /0 f(2)dz = /0 f(2)dz=0, V(z,t) el x(0,00). (4.7)

Combinando com (4.7) obtemos (4.4), como querfamos.
Substituindo (4.4]) em (4.3]) chegamos que

([uta-v)[[+5 [ [ o = var)+ / [S st s
- fonnroe | faomazo-L ol2]

Apliquemos a identidade (4.8) com ¢(z) = x — xy = m(z), para algum x, fixo de

R™. Assim, sabendo que (neste caso) div ¢ = n, temos
9 xp — xo) Ou Ou
(/utm Vu)‘ += // lu|? — [Vul?) //Z o, axkaﬁj
—n//F // x)ug(m - Vu) = //ml/
ou ainda

(/ut(m-Vu)) ’0T+g//(|ut|2—|Vu|2)+//|Vu|2—n//F(u)
Y i3 fi

(4.9)
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

Agora, como

8u r oul? r oul?
/ /m V) dth:/O /Fl(m V) 3 dth—i—/O /Fo(m V) E» dl’dt,
segue que
T
//mu //my dthS//(my)audth.
0 To @l/
Substituindo essa desigualdade em obtemos
(/uthu)’—l— //|ut\2—]Vu| //\Vu\2_n//
4 / / a(x)uy(m. V) < = / / (mv) | 2 (4.10)
20 Jso)

Multipliquemos (2.2)); por &(z)u, com & € W1*°(Q), e integremos em () para ob-

termos
[ [ @~ [ [e@usus [ [e@usw
+ / / ¢ (x)ua(z)u; = 0. (4.11)

Vamos analisar cada integral em (4.11]). Segue do Teorema de Green (Teorema [1.16])

que
//Vu V(éu) = //Au§u+//fu—:—//Au§u. (4.12)

Agora, notemos que
//f[(utu)t — uguy| = //futtu. (4.13)

//%f(qf)t://afuut. (4.14)

Combinando, (4.12)), (4.13]) e (4.14]) em (4.11)), obtemos

//(ﬁutw—u) //§|ut|2 |Vul?) //uvu Ve - //guf

E, por fim
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

ou ainda,

(/fu(ut—l—%))‘j _ //f(]ut|2—|Vu|2)—//uVu-V/f
//ﬁuf(U)- (4.15)

Multiplicando (4.15) por a € R e fazendo £ = 1, segue que

(/au @#%)) ‘OT—a//(]utF—]Vu]z)—l—a//uf(u)zo. (4.16)

Agora, combinando (4.16)) com (4.10) deduzimos que

(/utm Vu)‘ 40 //|ut|2 Vul?) //|Vu|2—n//
+//a(m)ut(m-VU)+ (/au (ut+% >‘O—a//(|ut|2—|Vu|2)
+a//f(U)u§%//E(m)(m-V) Ouf

E, consequentemente

(/u,qn-Vu—&u(ut—l—%))

OT + (2-a) //lut]2+ 1+a—g)//\w2
N //f u—n// //a(m)ut(m-VU)

< // (m-v) (4.17)
(z0)
Afirmacao - Existe a € ("T’Z, g), n > 2, para o qual vale
n—+y
f(s)sz( )F(s), Vs € R ealgum v > 0.
o
Sen =1 temos a € (0, %) satisfazendo a mesma condigao acima.
De fato, por (4.1)) temos que
30 >0: f(s)s > (24 0)F(s),Vs € R. (4.18)

Sejam n > 1 e v > 0 tais que v < 2, entdo existe A € (0,1) tal que
Y<Y+A0+2) < —
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

Dali,
0+2
Y+ AG+2) <n(%—1).
Logo,
YA +2) < g(5+2) “n
ou ainda
n
ytn< <§—>\> (6 +2).
Portanto
Z+n<5+2
5—A
Tomando a = (g —

anQ’ %) . Substituindo o = (E _

A), segue que « € ( 5 )\) em ([4.18)
concluimos a afirmacao. se n = 1 procedemos de modo analogo. Com isso, as constan-
tes (5 —a) e (1 +a — %) sdo positivas. Agora, seja

O:wmn{(L+a—E),(l

2) \2 ™~ a).7f >0
Assim,

C’/OTE(t)dt < <1+a—g>//|Vu|2+(g—a)//|ut|2+'y//F(u)
= (1+a—g)//|Vu|2+< —a)//|ut|2
+ a(”y)//F(u)—n//F(u)

< (o 2) [ i () f [
+ a//f(u)u—n//F(u).
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

Aplicando (4.17) na desigualdade acima obtemos

T
C/ E(t)dt
0

IN

<

+

//z(zo) mv) 3”
//a(x)utm-Vu
//xo) ) o
‘ / / a(@)um - Vu
FI |
‘//a(:c)utm~Vu :

_ </ [utm.vU—au@ﬁ%)D ‘j

2 (- 9w (s + 5] |

T

([ [ v au (w+ 5)])

0

o que implica na seguinte estimativa:

[ P < o{ [ omnls:

com

Por outro lado,

‘//autm-Vu

U
ov

2+X+‘//a(x)utm-Vu

} , (4.19)

(4.20)

X_'</ um- Vu—ocu(ut—i-a;)})‘;r .

< //|a(x)utm-Vu]

< //a|ut|m|Vu|

- [ N

[ fe

< Wl L+ Sl [ frwul, a2

para algum e > 0. Substituindo (4.21]) em (4.19)) e tomando e suficientemente pequeno,

obtemos

J; =

tydt < C // (m-v)
3(zo)
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

Etapa 2- Nessa segunda etapa queremos encontrar uma estimativa para a quantidade

//Z(xo)(m )
//a|ut|2.

Para isto, além de usarmos a técnica de multiplicadores utilizada na etapa 1, necessi-

2

@
ov

em termos de

tamos também da existéncia do aberto @, vizinhanca de Ty, tal que
NN Cw

Cuja construcao pode ser encontrada em [[6], Lema 2.3, cap VII]. Necessitamos ainda

da construgao do campo vetorial h € (WH*(Q2))" tal que

h=v sobre Iy
(4.23)
h-v>0 qs em r
e
h=0 em Q-—0. (4.24)

A construgao do campo vetorial h pode ser vista em [[6], Observacao 3.2, Cap. IJ.
Fazendo ¢ = h na identidade (4.8), obtemos

%//E(h.y) i — (/uth-VU) ’:+%//(div R)(Jue® — |Vul?)
N //Zg_;”;%%_//(dw h)F ()
+ / / a(x)ush - Va. (4.25)

@
ov

Fagamos algumas observagoes com respeito as parcelas da identidade (4.25]). Note-

mos, inicialmente, que

47



4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

[t [ [y
8% Oxy Oz — Oz | |Oxy | | Ox;
<
- C//Z 8xk (():L‘]
2
<

< C//@\Vu\z. (4.26)

//auth-Vu < ||a‘|oo//Q|uth'VU’
C{//@|ut|2+//G|Vu|2}. (4.27)

Combinando (4.25)-(4.27) e lembrando que h € (W*°(2))", obtemos que

//E(h.u) Ou 2 <2 </uth‘Vu>‘0T+C//@(|ut]2—|—\vu\2+F(u))_ (4.28)

ov

Agora,

IN

Notemos que

//hu

o que implica, por (4.23), que

//FO%QS//EUW)@Q

Assim obtemos (pela desigualdade acima e por (4.28))) que existe C' > 0 tal que
T

//mo <C//@(\ut]2+\Vu|2+F(u))+2(/uth-Vu> .

Por [[6], Lema 2.4 Cap VII] podemos construir a funcao n € W*°(Q), satisfazendo:

//Flhy

//Fohy

ou

(4.29)

0<n<1l qs em O n=1 qs em (4.30)

n=0 qs em Q—uw; (4.31)
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

|Vn|?
n

e L®(w). (4.32)

Fazendo em (4.15) & =7, temos

([ (oo )= [ [t =19~ [ [owu-on= [ [

ou ainda,

// (IVul® + f(u) //Wu Vi = //”|“t|2—(/”“<“t+%>) ‘OTT
()]

Por (4.30) e (4.31]), segue da desigualdade acima que

// (Vuf* + £ //“V“ V”<C{//!ut\2+Y} (4.33)
| ()L
Por outro lado,

‘ [/ uw-w\ < [ [1vulva
= [ Jrvaen (")
o [ [, [ [
= o [k [ [T s

com ¢ > 0. combinando (4.33) com (4.35)), obtemos para e suficientemente pequeno

que

onde

(4.34)

// (IVul2 + f(u) <c{//|u|2 //w|ut|2—|—Y}. (4.36)
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

Sabendo que n =1 q.s em @ C (2, deduzimos por (4.1

// (|Vul|® + f(u) // (|Vul|® + F(u) //\vu|2+F . (4.37)

com C' = max{1l,(2+§)"'}. Por 4.36) e (4.37) segue que

//@(|VU|2+F(U))SC’{//w|ut|2—|—//|u|2+Y}_ (438)

Substituindo (4.38) em (4.29)) temos

L5l = e L ] fres (funvo) o)
c{//ayutm//mm‘(/uth.w> ) +Y}.(4.39)

Sabendo que a energia é nao crescente, obtemos por combinacao de (4.22)) e (4.39)) que

IN

IN

TE(T) < /T Bt)dt

{//a|ut| +//\u|2+X+Y+‘(/uth-Vu>

Observemos agora que

T
X—I—Y+‘(/uth-Vu)‘O

T

IN

} . (4.40)

0

(Jmenm(o ).
+ (/n T )‘ZJF‘(/uth-vu)E

[ut(T)m - Vu(T) — au(T) (ut(T) + ‘“‘(T)ﬂ '

2
mu(T) (ut(T) + @) ' +

/ u(T)h - Vu(T)‘
[ulm Yl — o (ul + %“0)] ’

0
Uuo(u1+%>’+‘/ulh-Vuo

_l’_
—_— — — —
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

Limitaremos os 3 dltimos termos da desigualdade anterior. Temos entao:

w0 w0
‘/{um Vu' — au (u +7>” < '/um V' au (u +7>‘
< /|u1||m||w0|+a/|u1||u0|+a/§|u°|2
m||so o
S || 2|| /[|u1|2+‘vu0|2]+§/[|u1‘2+|u0‘2}

ol f
= { e freae)
v {/|u|2+5/|w|2}

+ BO‘H;HOO/|VUO|27

onde 8 > 0 é a constante de Poincaré (Ju’] < 8|Vu°|). Assim temos

'/ [ulm.vuo_au (u +_)H<C{/W [ F} o

au’ N0 ||@]]s0
1Moo |40
< C{/\u1]2+/\Vu0\2}, (4.42)

‘/ulh-Vuo

IN

IN

Por fim

< /|u1||h||w0|

< %{/\ulfjt/\VuOF}. (4.43)

De (4.41)), (4.42) e (4.43) obtemos que

oot 2] « o o-5)
+ '/ulh.vuo
< C{/|u1|2+/|VUO|2} — CE(0).
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De modo analogo, mostramos que

‘ / {ut(T)m.Vu(T) — au(T) (ut(T) + @)H + ‘ / nu(T) <ut(T) + ““;T)> ’ +

+ ‘/ut(T)h-Vu(T)’ = CE(T).

E, com isso, concluimos que

X+Y+’</uth-Vu)‘j

Por outro lado, segue de (3.6) que

£0) - £@0) = [ [ alu

< C(E(0) + E(T)). (4.44)

ou seja,
E(0)+ E(T) = 2E(T) + // |ug 2.
Com essa informagao obtemos de (4.44)) que

X+Y+ ‘(/uth-VU) ’: < (J{QE(t) +//a|ut|2}. (4.45)

Combinando (4.40]) com (4.45)), deduzimos que

TE(T) §C’{//a|ut|2+//|u|2—l—E(T)}.

Assim, para T suficientemente grande, obtemos

E(T) < C{//a|ut|2+//\u|2} (4.46)

Etapa 3- Nessa etapa, assim como na prova do Teorema [3.1] estaremos interessados

em provar a seguinte estimativa

[ [ <c [ [au (4.47)

Para isto, usaremos novamente o argumento de contradigao. Suponhamos que (|4.47))

nao é valida para nenhum C' > 0, existe assim uma sequéncia {u,,} de solugoes de (2.2))

verificando (3.16)). Definamos {\,} e {v,} como em (3.17)) e , respectivamente.
As fungoes {v,} satisfazem ([3.19) com a nao linearidade f, tomada em (3.20]). Por
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

outro lado, a sequéncia {v,} também satisfaz e . Notemos que a constante
C > 0 na estimativa depende sobre a nao linearidade de f apenas em termos da
constante ¢ da hipdtese . Mas esta constante é uniforme com respeito a familia de
nao linearidades em e, portanto, a constante C' > 0 em é uniforme sobre
{fn}. Assim, por e nés deduzimos, de modo anédlogo ao feito no Teorema
que {v,} é limitada em H'(Q). Portanto, extraimos uma subsequéncia de {v,}
verificando e (3:25). O limite v € H(Q) satisfaz e (3:27). Analogamente
ao que fizemos no Teorema (3.1, usaremos um argumento de continuagao tinica que nos
levara a provar que v = 0, o que contradiz .

A questao agora é um pouco mais simples do que no Teorema [3.1] pois neste caso,
como veremos agora, a sequéncia {A,} estd limitada em R. De fato, suponhamos que
{An} é ilimitada em R. Deve, entao, existir uma subsequéncia de {)\,}, a qual ainda

denotaremos por {\,}, tal que

Ap — 00. (4.48)
Sendo
z 1
Fu(z) = /0 Fuls)ids = 3 F (), (4.49)
temos, por (4.46[), que
{F,(v,)} estd uniformemente limitado em L*(Q). (4.50)
Por outro lado, por segue que
F'(s)s > (24 0)F(s), (4.51)
o que implica que
F(s) > c|s|*™, V |s| > 1. (4.52)

onde ¢ = {F (1), F(—1)}.
Agora, de (4.50) temos

// F,(vy,) +// Fo(v,) < C.
{lonl>XA7 1} {lonl<An '}
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

Assim, por (4.49) e (4.52) obtemos que

F
o> (Anvn) N F(Anvn)
— 2 2
lnda>1} AR (Paval<} AR
C|Apv,|?+° F(\v,)
= —w T —z
flonda>1} AR (Paval<} AR

1
C’\)\n|5// |vn\2+‘s—|—)\—2// F(\vy).
{lvnAn|>1} n {|Anvn|<1}

Com isso conseguimos que

1
IAnI‘s// Ivn\2+5+—2// F(Av,) < C.
{lonAal>1} An <ty

Mas a segunda parcela do lado esquerdo da desigualdade acima é positiva, assim

[ ke
{lonAn|>1} P

Fazendo n — oo temos por (4.48)) que

//|Un’2+5 — 50
// |vn|2+5—>//|v|2+5,
{IAnvn|<1}

o que implica, pela unicidade do limite, que

f fs=n

Sabendo também que L?+°(Q) — L2(Q), segue que

v

E claro, ainda, que

l0llz2@) = 0,

contrariando (3.26). Portanto a sequéncia real {\,} nao pode ser ilimitada.

Sendo, entdo, {\, } limitada em R, consideraremos apenas os casos (a) e (b) tomados
na parte final da demonstracao do Teorema [3.1

No caso (a), onde temos que A, — A € (0, 00), procederemos como segue.

Como {v,} é limitada em L>(0,T; H}(Q2)) N WH=(0,T; L*(Q)), segue que {v,} é
relativamente compacto em L>(0,T; H'~#(Q)), para cada ¢ > 0. Sendo 1 < ¢ < 2%,

o4



4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

n > 2 e sabendo que p > 1, temos que

| <a< 2n - 2n
=4 p(n—2) n-—2

Assim, pelo Teorema [1.19] obtemos

H'"5(Q) = L"(Q), Vre {1, %) .

Com essa escolha de r acima, temos ainda que

2n
p<rp < ——.
n—2

Logo,
H'™5(Q) — L'"(9). (4.53)
Feitas essas imersoes, nosso objetivo agora ¢ provar que

Fu(on) —> % FOW) em L=(0,T: L'(Q)), (4.54)

para todo r € [1, %} (se n = 1,2 a convergéncia ocorre em L>*(0,T; L"(f2)) para

todo r > 1). De fato,

r

oy~ 100

T Hf(Anvn> W)
An A

L7 () Lm(Q)

r

[ £0u) — 2 0y + 500 - 62

Lr(Q)

C 1 1
< SO = 100 + €| - = 5 1700

Sabemos que a segunda parcela do lado direito da desigualdade acima converge para
zero quando n tende ao infinito. Assim, para provarmos (4.54)), basta garantirmos que
a primeira parcela também converge para zero, se n tende ao infinito. Com efeito,

usando a condi¢ao de crescimento da f dada em ([2.4]), obtemos que

[f(Anvn) = FQW)] = C(L+ [AvaP™ + M0 [Agvn — Avl.
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Dai

C™(1 4 M1+ M P Y Ao, — M|
< C(r)(Mvn — M|+ [Apvn|" PV N0, — Av|"
+ M| DI\ v, — Aol7).

[f (Anvn) = F(A0)["

Integrando em {2, conseguimos que

||f(/\nvn) — f(AU)HZT(Q) S C(T) {/ |)\nvn — )\U|rdl’ + / |)\nvn|T(P—1)|)\nvn _ )\U|rdCC
Q Q

+ /|)\v|r(p_1)|)\nvn —)\v|rdx} (4.55)
Q

Agora, usando a desigualdade de Holder para os conjugados 1% e i, obtemos que

p=1 1
/ ])\nvn’r(pfl)’)\nvn — \ollde < (/ U)\nvn’r(pfl)]% d:lz) ? (/ | At — )\U‘Tpd:v> P
Q Q Q
p-1 1
- ( |/\nvn|rpdx> (/ |/\nvn—/\v|Tpdac)
Q Q

r(p—1 r
= [IMnvnll 7 @) I Antn = Al[frm(e,

mas, pela imersao (4.53))
[Antn = Av[[Lrpiq) < Apllon = vl[Lrrq) + [An = Al"[0l| ) — 0.

De modo andlogo mostramos que as outras duas parcelas de (4.55) também convergem

r

@ 0 quando

para zero se n vai ao infinito. Deste modo, ||f(A\v,) — f(Av)

n — 00 e, consequentemente,
1
falva) — < f(hv) em L(0, T3 L7(92))-

Passando entao ao limite em (3.19)), obtemos que

vy —Av+3f(A) =0 em Q,
v=20 sobre X,

no sentido de D'(0, 7).

Assim como fizemos no caso (a) do capitulo anterior, conseguimos que w = v,
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

satisfaz
wy —Aw+ ff(A)w=0 em @,

w=20 sobre X,
w=0 gsem wx(0,7).

Notemos agora que f'(Av) € L*>(0,T;L"(2)). De fato, por (2.4), sabemos que se

x # y, entao

HOEF I

S O T ),

Tomando o limite quando x — y obtemos

[f) < CA+]y™)

ou ainda
1f' )" < O+ [y"*Y).

Logo,

17O ey = / PO
C

< / (14 |M["®V] dx
Q
< C+C(n, )\)/ lo|"P= Yz, (4.56)
0

Notemos que, de (n — 2)p < n, segue

2n
n—2

< M 1< p-1)<
p= n—2 P T n—2 P -
portanto, pelo Teorema [1.19
H'™(Q) — L"P=D(Q)
e, em (|4.56)), obtemos que
() € L>(0,T; L"()).

No caso (b), lembremos que

fn(vn) =
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dai f,,(v,) — f'(0)v. Passando ao limite em ({3.19)), obtemos

vy —Av+ f'(0)v=0 em @,
v=20 sobre X,

no sentido de D'(0,7).

Derivando o sistema acima em relagao a t e fazendo w = v;, temos que w satisfaz

wy —Aw+ f/(0)w=0  em Q,
w=70 sobre X,

w=20 gsem wx (0,7).

Vejamos que f/(0) € L>(0,T; L™(Q)). de fato, dado x € R™— {0} temos, pela condigao

de crescimento da f, que
— f(0
x—0
Logo,
£ (0" < Cm.
Portanto,
17 Olle = [ 7 OFde < C.

Em ambos os casos vimos que v satisfaz um sistema do tipo

vy —Av+pv=0 em @, (4.57)
v=10 sobre 3,
com p(x,t) € LL(0,T; L"(Q)) e w € L*(Q) resolve um sistema do tipo
wy — Aw + bz, t)w =0 em Q,
w=0 sobre X, (4.58)

w=70 em wx (0,7),

com b € L>(0,T; L"(Q2)). Aplicando, entao, a Proposi(;éoem 4.58]) deduzimos que
w = 0 e, portanto v = v(z). Tomando esse fato em (4.57)); obtemos que

—Av+pv =0.
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4. Decaimento exponencial: O caso superlinear

Multiplicando a igualdade acima por v e integrando em 2, temos

/—Av.vdm—k/p\vﬁdx =0
Q Q

e, pelo teorema de Green,

/lVU|2d:B—|—/p|v|2d:B:O.
Q0 0

Assim, desde que p(x,t) > 0, chegamos que v = 0. O que contraria (3.26)) e, conse-
quentemente, finaliza a demonstracao do Teorema n
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