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Resumo

Neste trabalho, estudamos a Transformada de Laplace e exploramos sua apli-
cacao na resolugao de algumas equacoes diferenciais ordinarias lineares, as quais
modelam varios fenémenos nas areas de Fisica, Engenharia, Automacao Industrial
e na propria Matemaética. Tais conhecimentos sao de suma importancia em cur-
sos superiores que abrangem tais areas. Apresentamos a defini¢ao, propriedades
e principais resultados envolvendo a Transformada de Laplace e abordamos vérios
problemas nas areas citadas anteriormente.

Palavras-chave: Transformada de Laplace. Equacoes Diferenciais Ordinarias.
Aplicagoes.
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Abstract

In this work, we study the Laplace Transform and explore its application in sol-
ving some linear ordinary differential equations, which model various phenomena in
the areas of Physics, Engineering, Industrial Automation and Mathematics itself.
Such knowledge is of great importance in higher education courses covering such
areas. We present the definition, properties and main results involving the Laplace
Transform and address several problems in the areas mentioned above.

Keywords: Laplace Transform. Linear Differential Equations. Applications.
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Introducao

Para desenvolvermos trabalhos em areas como Mateméatica, Engenharia, Indas-
tria, Economia entre outras, frequentemente, somos confrontados com problemas ou
fenomenos que, para serem estudados precisam ser descritos, ou modelados através
de ferramentas matematicas.

Segundo Biembengut em [I]:

"Um modelo ¢ um conjunto de simbolos os quais interagem entre si re-
presentando alguma coisa. Esta representagdo pode se dar por meio de um
desenho ou imagem, um projeto, um esquema, um grafico, uma lei matema-

) ? ? )
tica, dentre outras formas". Na matemaética, por exemplo, "um modelo é um
conjunto de simbolos e relacGes mateméticas que traduzem, de alguma forma,
um fendmeno em questao".

Percebemos entao, que modelar um problema nao é simples. Devemos conhecer
bem os fundamentos do problema estudado para chegarmos a uma representacao
matematica coerente. E importante destacarmos também que, para a obtencdo
do modelo, é preciso passar pelo processo de modelagem matemaética que, segundo
Biembengut em [I], esta dividido em trés etapas:

"a) Interagao com o assunto

Nesta etapa, a situagdo a ser estudada serd delineada e para torna-la mais
clara deverd ser feita uma pesquisa sobre o assunto escolhido através de livros
ou revistas especializadas.

b) Matematizagao

Esta é a fase mais complexa e desafiadora, pois € nesta que se dard a tra-
ducao da situagao problema para a linguagem matematica. Assim, a intuigio
e a criatividade sao elementos indispenséaveis.

c) Modelo matematico

O modelo concluido deverd corresponder & situacao-problema apresen-
tada".

Portanto, para fazermos essa modelagem, devemos considerar as varidveis que
influenciam o problema fazendo o sistema sofrer variagoes, como também o conjunto
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de hipoteses levantadas sobre as condicoes apresentadas inicialmente pelo sistema
analisado. A estrutura matemética apresentada nas hipoteses sao ferramentas es-
senciais para a construcao do modelo matematico, que sera a chave para solugao do
problema.

Em muitos casos, os modelos matematicos sao equagoes de diferencas ou equa-
coes diferenciais, ou mesmo um sistema de equacoes de diferencas ou de equacoes
diferenciais. As equacoes de diferencas sao modelos gerados quando trabalhamos
com problemas em Matematica Discreta, enquanto que as equacoes diferenciais sao
modelos gerados quando trabalhamos com problemas em Matemaética Continua.

E importante destacarmos aqui a diferenca entre Matematica Discreta e Con-
tinua. A Matematica Discreta estuda problemas desenvolvidos em conjuntos que
geralmente sao finitos e enumeraveis e a Mateméatica Continua estuda problemas
desenvolvidos em subconjuntos dos niimeros reais.

Para Scheinerman em [2], essa diferenca é dada como se segue:

"A Matemética Continua corresponde a relégios anal6gicos [...| do ponto
de vista de um relégio analégico, entre 12 : 02pm e 12 : 03pm ha um ndmero
infinito de diferentes tempos possiveis, na medida que o relégio percorre o
mostrador [...]. A Matemética Discreta é comparada a um relogio digital, em
que hé apenas um ntmero finito possivel de tempos diferentes entre 12 : 02pm
e 12 : 03pm. Um relogio digital ndo reconhece fun¢ao de segundos [...] a
transicao de um tempo para o proximo é bem definida e sem ambiguidade".

Para trabalhar com problemas em Matemaética Discreta, ou seja, problemas cujo
modelo é uma equacao de diferencas ou um sistema de equacgao de diferencas, usa-
se a Transformada Z para converter as equacoes geradas no modelo em equacoes
algébricas, o que torna mais simples sua andlise. Ja no caso dos problemas em
Matematica Continua, cujo modelo geralmente é uma equagao diferencial ou um
sistema e equacoes diferenciais, usa-se, geralmente a Transformada de Laplace para
transformar o modelo em uma equagao algébrica.

Segundo Venturi em [4], Hsu compara a Transformada Z e a Transformada de

Laplace da seguinte forma:

A Transformada Z é introduzida para representar sinais de tempo discreto
(ou sequéncias) no dominio z, onde z é uma variavel complexa. A Transfor-
mada de Laplace converte equacoes diferenciais em equagoes algébricas (mui-
tas vezes presente na modelagem de fen6menos mecanicos e elétricos). De um
modo semelhante, a Transformada Z converte equacoes de diferencas em equa-
¢oOes algébricas, simplificando assim a andlise de sistemas discretos no tempo
(presente em principio de controle, progressoes e sucessoes).

Vale salientar, que este trabalho visa usar a Transformada de Laplace como
método para resolugao de problemas, cujo modelo matemético gera equagoes dife-
renciais.
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Vejamos, a seguir, alguns problemas conhecidos, cujo modelo matematico gera
uma equagao diferencial. Estes problemas sao adaptados de |5} [6].

Problema 1:
Corpo em Queda Livre

Suponha que um objeto seja lancado do alto de um prédio de altura h, em queda
livre com velocidade inicial vg.

Figura 1: Corpo em Queda Livre

Sabemos que durante a queda o objeto possui acelera¢ao constante g (gravidade).
Lembrando que a aceleracao ¢ a derivada da velocidade, com relacao ao tempo, que
por sua vez é a derivada da posicao do objeto em relagao ao tempo ¢, entao sua
trajetoria é descrita por uma equacao diferencial de segunda ordem dada por

d?s
E:_g> 0<t0§t7

onde ty é o instante em que o objeto foi lancado, s descreve as posicoes do objeto
durante a queda, e o sinal negativo de g é porque o peso de um corpo é uma forca
direcionada para baixo, oposta ao sentido positivo da trajetoria.

Problema 2:
Circuito em Série

Seja um circuito elétrico simples contendo um indutor L, um capacitor C' e um
resistor R, como mostra a Figura 2, adaptada de [10]. Temos que, a diferenca de
potencial U em cada um dos elementos do circuito sao dadas por

Lds ) q
Uindutor = d_ta Uresistor =Rie Ucapacitor = 57

onde 7 é a intensidade da corrente elétrica e g é a carga elétrica.
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i(t) R L

Figura 2: Circuito RLC em Série

A Segunda Lei de Kircchoff afirma que a diferenga de potencial v(¢) em um
circuito fechado é a soma das voltagens no circuito. Portanto,

U(t) - Uindutar + Uresistor + Ucapacitor

di q
=L—+Ri+—.
7 + e+ C
o dg . di d’q o - N
Como i = —, entao — = —. Portanto, substituindo na dltima equacao, obtemos
dt dt  dt?
d’q  dg  q
t)=L— 4+ R— + =
v(t) TR TG

a qual é uma equagao diferencial de segunda ordem.

Problema 3:
Lei do Resfriamento de Newton

Seja T'(t) a temperatura de um corpo em um instante ¢. Se colocarmos o mesmo

em um ambiente em que a temperatura é T4 e considerarmos que % representa
a taxa de variacao de sua temperatura com respeito ao tempo, entao a Lei do

Resfriamento de Newton é descrita matematicamente pela equacao
drT
dt

que é uma equacao diferencial de primeira ordem. O parametro k que aparece na

equacao é uma constante de proporcionalidade. Como, por hipdtese, o corpo esta

= k(T - TA)7
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esfriando, entao T > T4, o que implica k < 0.

Problema 4:
Deflexao De Vigas

Considere uma viga uniforme, de comprimento L, com extremidade esquerda
fixa em um suporte e sua extremidade direita solta, como mostra a Figura 3. Sua

Figura 3: Viga com Deflexao

Deflexao Eléstica D(z) para suportar uma carga W (x), por unidade de comprimento,
¢ dada pela equacao diferencial de quarta ordem

d*D
El— =W(z),

dz?

onde F é o modulo da elasticidade de Young e I é o momento de inércia de uma
secao transversal da viga.

Problema 5:
Sistema de Controle

Um sistema de controle é representado por subsistemas ou plantas que sao cons-
truidos com o objetivo de conseguir uma saida desejada com um desempenho dese-
jado, para uma entrada especifica definida.

Na Figura 4, temos um sistema de controle em sua forma mais simples.
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Entrada; estimulo Saida; resposta

. —_—
Sistema de controle

Resposta desejada Resposta real

Figura 4: Sistema de Controle Simples

A equacao diferencial linear de enésima ordem,

d™r(t d™r(t
+ .t aee(t) = me) + byt r(t)

d"c(t) d"te(t)
dtm dtm—1

an An—1 dtn_ 1

o bor(D),
T + ...+ bor(t)

descreve muitos sistemas de controle, invariante no tempoﬁ] como representado na
Figura 4.

Nesta equagao temos c(t) a saida, r(t) a entrada, a; com ¢ = 0,1,2,...,n e b; com
1 =0,1,2,...,m, sao parametros do sistema.

Nos tltimos anos, apesar de estarmos passando por uma crise econémica, o Brasil
passou por uns momentos em que houve um desenvolvimento notavel nas areas da
Industria, Construcao Civil e Educacao. Houve uma expansao das universidades
Publicas e Institutos Federais de Ensino, dos sistemas de satde e diversos outros
setores. Com esse crescimento, surgiu a necessidade de mao de obra qualificada para
trabalhar nesses setores e as Universidades e Institutos Federais passaram a criar
Nnovos cursos nas areas técnicas e tecnologicas, como também na area de formacao
de professores, cujo objetivo é a qualificacao de pessoas para suprir as necessidades
exigidas pelo mercado de trabalho.

A exemplo disso, o Instituto Federal de Ciéncias e Tecnologia da Paraiba, Cam-
pus Cajazeiras, criou os cursos de Automacao Industrial, Analises de Sistemas, Ma-
teméatica e Engenharia Civil, além dos cursos técnicos de Eletromecéanica e Edifica-
coes. A maioria desses cursos trabalha em suas ementas com problemas advindos
da Matematica Continua. Como dito anteriormente, estes problemas sao modelados
por equacoes diferenciais. Neste contexto, o objetivo geral do trabalho é:

e compreender os conceitos da Transformada de Laplace utilizando-os como mé-
todo para resolucao de equacoes diferenciais que surgem na modelagem de
problemas em areas como a Matematica, Fisica Engenharia e Industria.

Os objetivos especificos sao:

T Um sistema de controle é invariante no tempo, quando a saida c(¢) ndo depende do instante em
que a entrada r(t) é aplicada.
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e Definir a Transformada de Laplace, descrevendo suas principais propriedades
e resultados;

e Aplicar a Transformada de Laplace como ferramenta para solucionar alguns
tipos de equacoes diferenciais ordinarias que surgem em modelagens de pro-
blemas na Engenharia e Industria;

e Obter solucoes de alguns problemas nas areas da Matematica e da Fisica, cujos
modelos sao equacoes diferenciais.

O trabalho foi desenvolvido com a seguinte estrutura: uma introdugao, dois
capitulos e dois apéndices.

Na Introdugao, apresentamos a diferenca entre Matemaética Discreta e Continua,
abordamos alguns modelos matematicos que geram equacgoes diferenciais e destaca-
mos os objetivos gerais e especificos do trabalho.

No primeiro capitulo, fizemos um estudo especifico da Transformada de Laplace,
abordando defini¢oes, propriedades, teoremas e resolucao de exemplos.

No segundo capitulo, trabalhamos com aplicacoes, abordando problemas das
areas de Matemaética, Engenharia, Fisica e Indtstria, em que podemos utilizar a
Transformada de Laplace para soluciona-los.

No Apéndice A, temos uma tabela das Transformadas de Laplace das principais
funcoes e suas respectivas Transformadas Inversas e no Apéndice B, apresentamos
a demonstracao do Teorema 1.2.
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Capitulo 1

A Transformada de Laplace:
Algumas Definicoes, Propriedades e
Principais Resultados

O desenvolvimento desse capitulo tem como base as referéncias 5], [7, [&].

1.1 Historico

A Transformada de Laplacer_f-] ¢ caracterizada pela aplicacao de um operador in-
tegral a uma funcao f que geralmente tem seu dominio variando no tempo.

Apesar do operador ser batizado com esse nome, seu desenvolvimento tem a
contribuicao de grandes mateméticos e fisicos.

O surgimento da transformada integral apareceu, primeiramente, em trabalhos
de Leonhard Euler, que considerava, principalmente, a Transformada Inversa para
resolver equacoes diferenciais ordinérias de segunda ordem. O proprio Laplace em
um de seus trabalhos intitulado de Théorie Analytique des Probabilites, publicado
em 1812, citou Fuler como o primeiro a introduzir o uso dessa transformada. Apenas
em 1878 é que o método integral é batizado com o nome "Transformada de Laplace".

Inicialmente, a definicao de Transformada de Laplace foi dada no conjunto dos
nimeros reais nao negativos. Mas no final do século XIX, Poincaré e Pincherle
definiram a transformada na forma complexa e ainda mais tarde foi estendida para
funcoes de duas variaveis por Picard.

Segundo Pacheco em [7], no trabalho de Bateman (1910) est& presente a primeira
aplicagao moderna da Transformada de Laplace, onde se transformam equacoes

t Pierre Simon Marquis de Laplace (1749 — 1827) Apesar ter nascido de uma familia francesa
de classe baixa, tornou-se um renomado matematico, fisico e astrénomo por ter escrito importantes
trabalhos nessas areas. Introduziu a transformada que levou seu nome em um trabalho sobre teoria das
probabilidades.



1.2. Definicao

oriundas do trabalho de Rutherford sobre decaimento radiativo, regido pela equacao
diferencial ordinaria

dP
0, _)\ZP7
dt

por meio de

P(s) = /000 e S'P(t)dt, (1.1)

chegando, assim, a equagao desejada. Em P(t), é a funcdo que descreve o nu-
mero de nicleos radioativos presente em uma amostra apos um determinado tempo.

Em [7], Pacheco cita o trabalho de Oliver Heaviside, desenvolvido na area de
Engenharia Elétrica, cujo titulo é Eletromagnetic Theory, onde sao apresentadas
técnicas usando a Transformada de Laplace para auxiliar engenheiros eletricistas na
resolucao de problemas desenvolvidos em suas pesquisas. Este trabalho completa
o método da Transformada de Laplace e esta dividido em trés volumes, que foram
publicados, respectivamente, nos anos 1894, 1899 e 1914. Hoje ha uma vasta aplica-
cao da Transformada de Laplace em trabalhos desenvolvidos em varias dreas como
a Engenharia, a Economia, a Indastria e na propria Matematica.

1.2 Definicao

A maior parte dos problemas que envolve o uso da Transformada de Laplace tem
como variacao principal o tempo. Assim, é conveniente defini-la com um dominio ¢
tal que t € [0, 00).

Definicao 1.1 Seja f :

[0,00) — R uma funcio. A Transformada de Laplace de f,
que denotaremos por L[f(

)] ou L(f), € a funcao

F(s) = /000 e "t f(t)dt, (1.2)

para todo s > 0 tal que que a integral convirja.

Assim, quando a integral impropria converge, o resultado é uma funcio de
s. Podemos considerar s € R ou s € C, isso dependerd da situagao problema em
que o resultado for aplicado.

Aqui, usamos as letras mintisculas para indicar a funcao a ser transformada e as
letras maitsculas para denotar a fungao transformada, ou seja, L[f(t)] = F(s).

Como a integral ¢ impropria, podemos escrevé-la da seguinte forma:

b
F(s)= lim [ e *f(t)dt

b—oo 0

desde que o limite exista e seja finito.



1.3. Condigoes Suficientes para a Existéncia de L[f(t)]

Exemplo 1.1 Encontre a Transformada de Laplace para a funcao f(t) = 1.

Solugao:
b

L(1) :/ e *tdt = lim [ e *dt.
0

b—o0 0

Fazendo u = —st, temos du = —sdt. Assim,

b
—d 1 b -1 1 1
L(1) = lim e <_u) = lim {——e“} ‘ = lim (—6_5b+ —> = -
b—oo 0 S b—oo S 0 b—oo S S S
desde que s > 0.

De acordo com a definicao, observe que

/ e laf(t) + Bo(D]dt = a / e F(1)dt + 3 / e g(t)dt.
0 0 0
Portanto, quando ambas a integrais convergem

Llaf(t) + Bg(t)] = aL[f ()] + BLI[g(t)] = aF(s) + SG(s).

Assim, podemos afirmar que L é linear.

1.3 Condigoes Suficientes para a Existéncia de L[f(t)]

A integral que define a Transformada de Laplace nao necessariamente converge.
Por exemplo, ¢ facil verificar que L(2) e L(e®”) ndo existem. As seguintes condicoes
garantem a existéncia da transformada (conforme resultado abaixo):

1#) f é continua por partes em [0, 00), ou seja, em todo intervalo 0 < a < t < b, ha
apenas um niumero finito de descontinuidades e toda descontinuidade é de primeira
espécie, isto é, existem os limites laterais.

2%) f é de ordem exponencial, conforme defini¢ao a seguir.

Definicao 1.2 (Ordem exzponencial). Dizemos que f : [0,00) — R € de ordem
ezponencial se existem ¢, M >0 e T > 0 tais que | f(t)| < Me® para todo t >T.

Se f é crescente, a definicdo acima simplesmente diz que o grafico de f no
intervalo [T, 00) esta abaixo do grafico da funcdo exponencial Me® com ¢ > 0.
Por exemplo, as fungoes f(t) = t, f(t) = e ' e f(t) = 2cost sao todas de ordem
exponencial para ¢t > 0. Para estes casos, temos, respectivamente, [t| < e, [e7!| < ¢!
e |2cost| < 2¢'.



1.3. Condigoes Suficientes para a Existéncia de L[f(t)]

Teorema 1.1 (Condigoes Suficientes para a Ezisténcia da Transformada de Laplace
de uma dada Fungio). Seja ¢ uma constante real. Se f(t) é uma fungio continua
por partes em [0,00) e de ordem exponencial para t > T, entdo, sua Transformada
de Laplace existe para s > c.

Demonstracao: Temos, por defini¢ao, que
F(s) :/ e S f(t)dt.
0
Como T > 0, podemos escrever
T 00
F(s) = / e St f(t)dt +/ e " f(t)dt.
0 T

Sejam [; = fOT et f(t)dt e I, = [, e ' f(t)dt. Note que I; existe, pois pode ser
escrita como uma soma de integrais em intervalos em que e * f(t) seja continua.

Por outro lado,
/ e_Stf(t)‘ dt < M/ e et dt = M/ e~ 5=t
T T T

b
= lim M [ e 9,

b—o0 T

|| <

Fazendo u = —(s — ¢)t, temos du = —(s — ¢)dt e, portanto,

b b —du
lim M e~ Mgt = lim M e ( )
b—00 T b—00 T S —cC
—-M
= lim [e_(s_c)t} ’
S — C b—oo T

M
_ lim [ef(sfc)b . ef(sfc)T}
S — Cb—=oo
M~
= e
S —C

s—c)T

Logo, I, converge para s > c¢. Portanto, a Transformada de Laplace existe para
s> c.
[ |

Exemplo 1.2 Determine a Transformada de Laplace das funcgoes:

a) [(t) =e™*
b) f(t) = sen2t



1.3. Condigoes Suficientes para a Existéncia de L[f(t)]

Solugao: a) Usando a defini¢ao,

9] b
L(e %) = / e ste™3dt = lim et gy,
0

b—o0 0

Fazendo u = —(s + 3)t, temos du = —(s + 3)dt e, portanto,

b
Le™) = lim [ e gt

b—oo 0

, bu(—du)
= lim e
b—co Jq s+ 3

_ —1 lim (e—(s+3)t) ‘ b
S+ 3 b—oo 0
= -1 lim (e_(5+3)b — 1)
S+ 3 b—oo
1
= , 8> —3.
s+ 3 §

b) Por definicao,

00 b
L(sen(2t)) = / e *'sen(2t)dt = lim [ e *"sen(2t)dt.
0

b—oo 0

Fazendo u = sen(2t) e dv = e *!dt, temos du = 2cos(2t)dt e v = [ e *dt = _e:t.
Portanto,

S

2 o0
L(sen(2t)) =0+ —/ e~ cos(2t)dt.
0

Fazendo novamente u = cos(2t) e dv = e *!dt, temos du = —2sen(2t)dt e v
st

[ e stdt = ==—. Dai,

S

2 4 [

Exemplo 1.3 Calcular a Transformada da sequinte funcao

0, se 0<t<5H
f(t)_{?), se t>5.



1.3. Condigoes Suficientes para a Existéncia de L[f(t)]

Solucao: Como a funcao é continua por partes, sua Transformada de Laplace é dada
pela soma de duas integrais, isto €,

L) = [ e
_/05 estf(t)dtJr/oo e " f(t)dt

5
=0 —1—3/ e Stdt
5

b
=3 lim [ e *f(t)dt

b—o00 5
—st
e b
= 3 lim ‘
b—00 S 5

_,—sb —5s
:3lim[ ‘ —l—e ]

b—o0 S S

6—55

=3 , s> 0.

S

A seguir apresentaremos a Transformada de Laplace para algumas fungoes:

Teorema 1.2 Transformada de algumas funcoes bdsicas

1
1. L1]=-=, s>0
S
1
N n!
3. L[t"] = sy s>0
k
4. L[Sen(kt)] = m, s>k
S
. L = =
5. L[cos(kt)] eIl >k
1
6. L[e"] = , s>a
s—a
S
7. L[COSh(k?t)] = m, s>k
k
8. L[senh(k;t)] = m, s> k.

A demonstracao de 1. ja foi feita. Os outros itens estao demonstrados no Apéndice
B.



1.4. A Transformada Inversa

Exemplo 1.4 Determinar a Transformada de f(t) = cost.

Solugdo: Sabemos que cos?t = $[1 + cos(2t)]. Entdo pela a linearidade

1 2t 1 1
Llcos®t] = L 1 cos(2!) = —L[1] + - Ljcos(2t)].
2 2 2
1
Agora, pelo Teorema 1.2, temos que L[1] = — e L[cos(2t)] = °. Logo,
s

L[cos*t] = =

1 s 1(252+4) s+ 2
S

1
s 2 244 2 \s(s2+4) s(s2+4)

N | —

s> 2.

1.4 A Transformada Inversa

Até o momento, trabalhamos com o seguinte problema: dada uma funcao f(¢),
0 nosso objetivo era transformar essa fun¢ao em outra funcao F'(s) por meio do
processo de integragao conhecido como Transformada de Laplace.

Agora, objetivamos trabalhar com o problema inverso, isto é, dada uma funcao
F(s), procuramos encontrar uma fun¢ao f(t) tal que sua Transformada de Laplace
seja F(s). Assim, definimos f(t) como a Transformada Inversa de Laplace de F(s),
que denotaremos por f(t) = L7'[F(s)].

Proposicao 1.1 A Transformada Inversa de Laplace tem a propriedade de lineari-
dade.

Demonstragdo: Para provarmos isso, consideremos a e b constantes e F'(s) e G(s)
funcoes transformadas de f e g. Entao, respectivamente.

L™ aF(s) +bG(s)] = L™ (aL[f ()] + bL[g(1)])
= L7 (L[af(t) + bg(t)])
= af(t) +bg(t)
= aL7'[F(s)] + bL'[G(s)].

Pode-se mostrar também que se f e g sdo fungées continuas por partes em [0, 00)
e de ordem exponencial, entdo se L[f(t)] = L[g(t)], f e g sdo essencialmente iguais,
ou seja, elas podem ser diferentes somente nos pontos de descontinuidades de f e
g. Isso garante que a Transformada Inversa de Laplace de uma funcdo F(s) nao é
necessariamente tnica.

A seguir apresentamos a Transformada Inversa de Laplace para algumas funcdes.



1.4. A Transformada Inversa

Teorema 1.3 Vale o sequinte:

~
—~
—_
N—
Il
t~
L
1
| —
| I

s
7. cosh(kt) = L™1 LQ — kQ} :

A demonstracao deste teorema serd omitida, pois demanda o uso de varidveis
complexas. O leitor interessado pode buscar em [I1].
Vejamos algumas aplicagoes deste resultado.

Exemplo 1.5 Determinar as Transformadas Inversas pedidas abaixo:
o)L~ [ 5]

b) L7 [225]

52449

Solugao: a) Usando o item 2. do Teorema 1.3, com n = 2, e se multiplicarmos e
dividirmos (a) por 2!, obtemos

1 1 2! 1 t?
L=l ==L1 2=t ==,
{53} 2l [53} 21" ~ 2
b) Primeiro, podemos escrever

) 1
L =5L7" .
{32—1—49] [52—1—49}

Agora, observe que se k% = 49 e multiplicarmos e dividirmos (b) por 7, e aplicarmos
o item 4. do Teorema 1.3, obtemos

5 1 7 5
L =5-L"" == t).
L? +49} 57 L? +49} 7 sen(Tt)

8




1.4. A Transformada Inversa

Existem casos que para obtermos a Transformada Inversa, precisamos recorrer a
técnica das fragoes parciais. Abordaremos alguns casos nos exemplos a seguir.

Exemplo 1.6 Se a Transformada de Laplace de uma func¢ao f(t) é

s+3

Fls)= -T2
(5) s2 —3s+2

determine f(t) = L7'[F(s)].

Solucao: Usando fracoes parciais, podemos escrever

F(s) = s+3 A N B A(s—2)+B(s—1)
Cs2-354+2 s—1 s—-2  (s—1)(s—2)
Da igualdade
s+3 A(s—=2)+ B(s—1)

(s—1)(s—2) (s—1)(s—2)
temos

s+3=A(s—2)+ B(s—1),
de onde obtemos A = —4 ¢ B = 5. Portanto,
—4 n 5
s—1 s—2
o LF(s)] = —AL " || s [
s—1 §s—2

= —4e' + 5e*,

F(s) =

onde usamos o item 3. do Teorema 1.3.

Exemplo 1.7 Encontre a Transformada Inversa f(t) para

1
F(s)= ———.
(s) s2(s+4)
Solucao: Usando fracoes parciais, temos que
1 A A 4 4 2
F(s):—:_+§+ c _ 5(5+)+B(5—|—)—|—Cs.
s?2(s+4) s 2 s+4 s2(s +4)
Da igualdade
1 _ As(s+4)+ B(s+4)+Cs”
s2(s+4) s2(s +4) ’



1.5. Teoremas Sobre Deslocamento e Derivada da Transformada de Laplace

segue que
1= As(s+4) + B(s+4) + Cs?,
de onde obtemos A = —7-, B =1 e C' = 1. Assim,
1 111
F(s) — _"16 , 4 16
(s) s2(s +4) s +82+S+4
e, portanto,
1 1 1 1 1 1
t)=LYF(s)]=——=L" |~ S+ =L
70 Fs) =~ [s] 4 { 2] 16~ |s+4
1 1 1
iyt
6 1 " 16°

1.5 Teoremas Sobre Deslocamento e Derivada da
Transformada de Laplace

Encontrar a Transformada de Laplace de uma func¢ao f(¢) usando apenas a De-
finicao 1.1 nem sempre é conveniente, pois na maioria dos casos, os calculos sao
bastantes trabalhosos. Para facilitar o processo, apresentamos a seguir alguns teo-
remas que possibilitarao construir uma lista bem mais completa de transformadas
sem necessitar usar diretamente a definicao.

Mesmo sendo possivel a construcao de tabelas extensivas de Transformadas de

Laplace é importante sabermos as Transformadas de Laplace de algumas funcoes
bésicas, tais como f(t) =t, f(t) =", f(t) =e™, f(t) =sen(kt) e f(t) = cos(kt).

Teorema 1.4 (Primeiro Teorema do Deslocamento). Seja a uma constante real.
Se a Transformada de Laplace da funcao f :[0,00) — R é F(s) para s > ¢, entdo a
Transformada de Laplace da funcao g(t) = e f(t) é G(s) = F(s—a) para s —a > c.

Demonstracao: Usando a definicao, obtemos
Lig(t)] = / e g(t)dt = / e e f(t)dt = / eI ()dt = F(s — a)
0 0 0

para s —a > c. [

1.5.1 Algumas Aplicagoes do Teorema 1.4

Exemplo 1.8 Sejam a e b constantes. Considere a func¢ao f : [0,00) — R dada

por g(t) = e® cos(at). Determine sua Transformada de Laplace.

10



1.5. Teoremas Sobre Deslocamento e Derivada da Transformada de Laplace

Solugao: Como para f(t) = cos(at), temos por definigio que F(s) = 7~ para
s > a. Entao, pelo Teorema 1.4, para g(t) = e’cos(at),
s—b
G(S):F(S_b):m, S > a.

Exemplo 1.9 Seja a uma constante. Considere a fun¢io f :[0,00) — R definida
por g(t) = cosh(at). Determine sua Transformada de Laplace.

Solugdo: Para f(t) =1, temos F(s) =%, s > 0. Logo, para

eat + efat eat efat

g(t) = cosh(at) = —s =3t
temos
G(s) = Fls —a) = 5+ 5 — S > a
s)=F(s—a)= = ara s > |al.
2(s—a) 2(s+a) s*2—a? P
Analogamente, para f(t) = senh(at) = eat_;fat temos
1 1 a
(s) o—a) Asta)  F_d para s > |al

1.5.2 Forma Inversa do Primeiro Teorema do Deslocamento

Podemos representar a forma inversa do Teorema 1.4 por f(t) = L7'[F(s)].

Para o caso em que

S
Fls) = ——>
(5) s24+4s4+5

temos
1 S
=1 {32—1-43—%5}
Desde que
S B 5 s +2-2
s2+4s+5  (s+2)2+1  (s+2)2+1
B s+2 2
T (s+2241 (s+22+1

obtemos
71 s I s+2 o 2
s24+4s+5] (s +2)2+1 (s +2)2+1

1
e S _9p2y -1
‘ s24+1 ‘ s2+1

= e %cost — 2 *tsent.

11



1.5. Teoremas Sobre Deslocamento e Derivada da Transformada de Laplace

1.5.3 Funcao Degrau Unitario ou Funcao de Heaviside

Em muitos problemas de areas como Fisica e Engenharia, ¢ comum encontrar-
mos funcgoes que podem representar dualidade, como a presenca ou a auséncia de
fenomenos de natureza elétrica ou mecanica por exemplo. Para casos como estes,
é conveniente definir uma funcao especial chamada de funcao Degrau Unitario ou

funcao de Heaviside.
Definicao 1.3 A funcdo H(t — a) definida por

0, se 0<t<a
1, se t>a

H(t—a):{

Y

é chamada funcao Degrau Unitdrio ou funcao de Heaviside.

Representacao grafica:

£(t)

Figura 1.1: Funcao Degrau Unitario

A fungdo Degrau Unitario pode ser usada para escrever fungoes f(t) definidas
por partes em uma forma compacta.

12



1.5. Teoremas Sobre Deslocamento e Derivada da Transformada de Laplace

Considere a funcao f : [0,00) — R definida por

b(t), se 0<t<a
f<t>={cgt§7 se tZa.<

Entao, podemos escrever
f(&) =0b(t) = b(t)H(t — a) 4 c(t)H(t — a),
pois pela Definicao 1.3

b(t) = b(t).04+c(t).0, se 0<t<a
1 (t) :{ b(t) — b(t).1 + c(t).1, se t>a.

0, se 0<t<a
ft)=<¢ b(t), se a<t<b
0, se t>0b

Exemplo 1.10 Determinar a Transformada de Laplace para a funcdo Degrau Uni-
tario

F(t) = H(t - a).

Solugao: Pela definicao, temos

F(s) = / e H(t —a)dt = / e " H(t —a)dt + / e *H(t — a)dt
0 0 a

= / e stdt

b

= lim e Stdt
b—00

13



1.5. Teoremas Sobre Deslocamento e Derivada da Transformada de Laplace

Exemplo 1.11 A wvoltagem de um circuito elétrico € modelada pela fung¢ao

10, se 0<t<2
V(t)—{ 0, se t>2.

a) Esboce o grdfico de V(t).
b) Use a fung¢ao Degrau Unitdrio para escrever uma expressio compacta de V(t).

Solucao:
a) Grafico da Figura 1.2

LY

V(t)

Figura 1.2: Grafico da Voltagem
b) V(t) = 10t — 10tH(t — 2)

Teorema 1.5 (Segundo Teorema do Deslocamento). Seja a uma constante posi-
tiva. Se a Transformada de Laplace da fungao f : [0,00) — R € F(s), entao a
Transformada de Laplace da funcao

g9(t) = f(t —a)H(t —a)
é G(s) =e*"F(s).

14



1.5. Teoremas Sobre Deslocamento e Derivada da Transformada de Laplace

Demonstragao: Pela Definicao 1.1, temos
Gl = [ et - H(E - a)a
= [t —at - [Tt - ad
0 a
_/ e f(t— a)H(t — a)dt

= /aoo e f(t —a)dt

pois em [a,00) temos H(t — a) = 1. Portanto, fazendo v = t — a temos dv = dt.
Assim,

G(s) = /000 et f () dv = /OOO e *.e " f(v)dv

=e /000 e f(v)dv

=e “F(s).

Vejamos um exemplo de como usar este resultado.
Exemplo 1.12 Calcular a Transformada de Laplace para a fungao f(t) definida
por
0, se 0<t<3
f(8) = { (t—3)2, se t>3.

Solucao: Podemos escrever a fungao na forma compacta como sendo

f(t) = (t—3)*H(t — 3).

Como a = 3, pelo Teorema 1.5, temos que F(s) = e *L[f(t)], onde f(t) = t>.
Portanto,

s g 21 2e7
F(s)=e*L[t*] =¢ 3?: 5

1.5.4 Forma Inversa do Segundo Teorema da Translagao

Vimos no Teorema 1.5 que L[f(t — a)H(t — a)] = e *F(s), onde F(s) é a
Transformada de f(t). Assim, a Transformada Inversa é dada por

L e ™ F(s)] = f(t —a)H(t — a).

15



1.5. Teoremas Sobre Deslocamento e Derivada da Transformada de Laplace

—7Ss

Exemplo 1.13 Calcular L™} [GT] .

s2+4

Solugdo: Temos que a = % e

Portanto,

e 3
52+ 4

-1

:lsen2<t—E>H<t—z>.
2 3 3

Teorema 1.6 Se n € N entao

LI (0] = (-1 ().

Demonstragao: Para n = 1, provemos que L[tf(t)] = —3-F(s). De fato,

F(s) = LIf(t)] = LF(s) = & / et (n)de

ds
/ a5l
—— [t
= - /0 h e St f(t)dt

= —Litf @)l

Suponha que a igualdade seja verdadeira para n = k£ > 1. Entao, devemos provar
que ela é verdadeira para n = k + 1. Por hipotese,

LA 7)) = (~1) LR (s)

Assim,
LIP (1) = LI (1) = — Ll p(r)

k
= (D)) (s)
= (),

pelo principio de inducao, o resultado segue.

16



1.6. Transformada de Laplace de Derivadas, Integrais e Fungoes Periodicas

Exemplo 1.14 FEncontre a Transformada de Laplace da fungio f(t) = te* sen(6t).

Solucao: Pelo Teorema 1.6, temos que

it 2w

- { —6.2(s — 2) }
(s —2)2 + 36)2
O 125—24

~ (s —2)2 1+ 36>

L[te* sen(6t)] = —%L[e% sen(6t)] = —

1.6 Transformada de Laplace de Derivadas, Inte-
grais e Funcoes Peridédicas

Nesta se¢ao, vamos usar a Transformada de Laplace para resolver alguns tipos
de equagoes diferenciais. Para isso, vamos precisar do seguinte resultado:

Teorema 1.7 (Transformada de uma Derivada). Se f(t), f'(t), ..., f*V(t) forem
continuas em [0,00), de ordem exzponencial, e se f™(t) for continua por partes em
[0,00), entdo

LIf™ ()] = s"F(s) = "' f(0) = 8" 2 f(0) — ... = f"1(0)
com F(s) = L[f(t)].
Demonstragao: Provemos por inducgao sobre n. Paran =1,
L) = [ e
0
Fazendo u = e*! e dv = f'(t)dt, temos du = —se *'dt e v = f(t). Assim,

Lif'(t)] = Jim [e™ F(¢)] |Z + s/oo e f(t)dt

= —J(0) + sL{f(?)]
= sF(s) = f(0).

Suponha que a expressao seja verdadeira para n = k > 1, ou seja que

L] = FF(s) = 57 7(0) = 52 7/(0) = 52 17(0) = .. — f#D(0).

17



1.6. Transformada de Laplace de Derivadas, Integrais e Fungoes Periodicas

Paran =k + 1, temos
L[f(k+1)(t)] _ / e—stf(k—i-l)(t)dt
0
= lim [ f®@)] |2 +s / e fR(t)dt
0

<0>+sL[ D(t)]
= s[ kF(s) <0> 72 F1(0 > S0 == O] - P0)
= s"T1F(s) - s’“f(0> S0 = $20) = = s fEI(0) = fP(0),

pelo principio de inducao, o resultado segue.

Vejamos um exemplo de como aplicar este resultado.

Exemplo 1.15 Determinar a Transformada de Laplace da funcao
f(t) = ktcos(kt) + sen(kt)
onde k é uma constante.

Solugdo: Observe que f(t) = % (tsen(kt)). Portanto,
Lif(t) =L {%(tsen(kt))} = sL [tsen(kt)] — f(0)

s (—%L[sen(kt)])
-~ (wm)

B 2k s?
N (82 + k2)2

Definigao 1.4 (Convolugao) Sejam f e g fungoes continuas por partes em [0, 00).
Entao,

o) = [ 10t
¢ chamada convolucao de f e g.

Lema 1.1 A convolugao de duas fungoes f e g € comutativa, ou seja, f*xg=gx* f.

18



1.6. Transformada de Laplace de Derivadas, Integrais e Fungoes Periodicas

Demonstragao: Pela Definicao 1.4,

so - [ Fp)glt = p)dp.

Fazendo u =t — p, entao du = —dp. Portanto
0 0
(f % g)(t) = / £t — u)g(u)(~du) = - / g(u) f(t — w)du

_ / g(u) F(t — u)du
= (g f)t), vVt >0,

donde fxg=gx f.
[

Teorema 1.8 (Teorema da Convolugio) Sejam f e g fungoes continuas por partes
em [0,00) e de ordem exponencial. Entao,

L{f * g] = LIf(#)].Llg(t)] = F(s)G(s).

Demonstragao: Temos que

L[f xg] = /OOO e Sf(t) x g(t)dt = /OOO e st [/Otf(z)g(t - z)dzdt] :

Essa integracao ocorre no plano tz como mostra a Figura 1.3. Logo pelo Teorema
de Fubini,

Lif xg] = /Ooo /Ot e f(2)g(t — 2)dzdt = /Ooo f(2) /:o e gt — 2)dtdz.

Se u =t — z, entao du = dt. Portanto,

Lif *g] = /OOO f(2) /OOO e+ g(u)dudz = /000 f(2) /000 e e " g(u)dudz.

Lpsgl= [ e fes [T et

L[f x g = LIf(2)] - Llg(w)] = F(s) - G(s).
B ]
OBSERVACAOQO: A forma inversa do Teorema da Convolu¢ao também é valida,
ou seja,

L [F(s) - G(s)] = (f  9)(t).
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1.6. Transformada de Laplace de Derivadas, Integrais e Fungoes Periodicas

Figura 1.3: Plano - tz

Exemplo 1.16 FEncontre a Transformada de Laplace da funcao

t
1(6)= [ e reos(oydp.
0
Solugao: Pela definicdo de convolucao, observe que f(t) = (g * h)(t), onde g(t) =
e tcos(t) e h(t) = 1. Logo, pelo Teorema da Convolucao segue que

L{f] = Llg * h] = L[g] - L[]
= Lle "cos(t)] - L[1]

B s+1 1
T (s+ 1241 s
B s+1
BT
Exemplo 1.17 Seja F(s) = m, a Transformada de Laplace de uma fung¢ao

f(t). Determine f(t).

Solucao: Temos que




1.6. Transformada de Laplace de Derivadas, Integrais e Fungoes Periodicas

Assim,
F(t) = (hx g)(t) = / (t — p)sen(p)dp.

Fazendo u =t — p e dv = sen(p)dp, obtemos du = —dp e v = [ sen(p)dp = — cos(p).
Portanto,

F(t) = (hx g)(t) = / (t - p)sen(p)dp
— (t— p) - (~cos(p))|" — / cos(p)dp

=t — sen(t).

1.6.1 Transformada de uma Funcao Peri6dica

Considere uma funcao f periodica com periodo T, T' > 0, isto &, f(t+7T) = f(¢),
para todo ¢t > 0. Assim, podemos obter sua Transformada de Laplace por uma
integracao no intervalo [0, 7.

Teorema 1.9 (Transformada de uma Fun¢io Periddica). Seja f(t) continua por
partes [0,00) e de ordem exponencial. Se f for periddica de periodo T, entdo

L) = == [ o

Demonstracao: Vamos usar a Definicao 1.1 e escrever a Transformada de Laplace
como duas integrais, isto é,

LIF(t)] = /0 e £ (£)dt + /T T et byt

Sejam [} = fOT e Stf(t)dt e I, = [7 et f(t)dt. Se fizermos ¢ = u + T, obtemos
dt = du. Agora, substituindo na integral I, obtemos

/ e f(t)dt = / e=*H D) f(u 4+ T)du
T 0
= / e e T f(u+t)du
0
= e_ST/ e flu+T)du
0

=7 /OOO e " f(u)du
= e TLIf(1)].
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1.6. Transformada de Laplace de Derivadas, Integrais e Fungoes Periodicas

Portanto, .
Lif®)=L+1,= | e*dt+e*TLIf(t)]
= LIf(t)]-[1—eT] = /0 e dt
= L[f(t)] = ﬁ/{) e "t f(t)dt.

Exemplo 1.18 Obter a Transformada de Laplace para a Func¢ao de Onda Dente de
Serra representada no Grdfico 1.4,

b 3b ap T

g b 2

f{t)
a

Figura 1.4: Funcao Dente de Serra

Solugio: Observe que f(t) =%, 0 <t <b e f(b+t) = f(t) para todo t > 0. Como a
funcao é periodica de periodo T' = b, podemos usar o Teorema 1.9 para concluirmos

que
1 b at a b

Fs) = ——— [ e Zar= | —2 | [ e="at.
0= o 5= [
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1.7. Funcgao Delta de Dirac

Fazendo u =t e dv = e *'dt, obtemos du = dt e v = [ e 'dt = %ﬁt Assim,

o] [ (5501 ()4

a —be 50 —e 5\
— - . + |
b(l—e)] | s 52 0

] a 1 [—be™®® —e=0 1
b1 — e | . s + 52 +§1
] a 1 [—be™®® 1 —e%
(1 — e ] ' s + 52 }
. —ae sb a
os(l—est)  bs?

—a a

1.7 Funcao Delta de Dirac

Os sistemas mecanicos frequentemente estao sujeitos a fenomenos impulsivos, ou
seja, forcas externas que tem modulo muito elevado e atuam sobre o sistema por um
periodo de tempo muito curto. Como exemplo, podemos citar uma bola de futebol
quando é chutada, uma bola de sinuca ao ser atingida pelo taco, etc.

A funcao

0, se 0<t<a—p
dp(t —a) = %p, se a—p<t<a+p
0, se t>a+p

com p > 0 e a > 0, pode servir como um modelo matematico de tais forcas. Para p
muito pequeno, 6,(t —a) ¢ essencialmente uma funcao constante com modulo muito
grande, que atua por um pequeno intervalo de tempo.

Essa funcao é chamada de Impulso Unitério, devido ter a propriedade

/ 5,(t — a)dt — 1.
0
Na pratica, definimos a funcao Impulso Unitério, da seguinte maneira:

§(t —a) = lim d,(t — a).

p—0
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1.7. Funcgao Delta de Dirac

A expressao anterior, que nao define de fato uma funcao, fica caracterizada pelas
seguintes propriedades:

oo, se t=a
1a)5(t—a):{ 0, se t#a;

2%) [T 0(t —a)dt = 1.
Chamamos de funcdo Delta de Dirac, a expressao 0(t — a).

Podemos obter a Transformada de Laplace da funcao Delta de Dirac, supondo
de maneira formal que

L{(6(t — a)] = im L[5,(t — a)].

p—0

Teorema 1.10 (Transformada da Func¢do Delta de Dirac). Se a > 0, entdo a
Transformada de Laplace para a funcao Delta de Dirac é dada por

Li6(t —a)] = e

Demonstracao: Podemos escrever a fungao Impulso Unitario 0,(t —a) em termos
da funcao Degrau Unitario em sua forma compacta. Assim,

Byt =) = 5-{H (= (a = p) = H(t = (a+ )]
Portanto, .
L[oy(t — a)] = 2—pL[H(t —(a—p)) — H(t = (a+p))]
1 [eslen mslei)
2 { 5 s }
1 ., |e?—e

e

= { 2sp ]
Dai,

p—0 2sp
e’ — e~ %P
= e % lim { }
p—0 2sp



1.7. Funcgao Delta de Dirac

Como este tltimo limite ¢ indeterminado, entao podemos utilizar a regra de L’Hoéspital.
Portanto,

sp __ ,—8p sp —Ssp
LIo(t — a)] = e~ Tim [_] e lim [+_} p—
p—0 2sp p—0 2s

o que conclui a prova.

OBSERVACAO: Note que se a = 0, entio
L[6(t —a)] = L[§(t)] = e *0 = 1.

Vejamos um exemplo de como aplicar a Transformada de Laplace para resolver uma
equacao diferencial ordinéria.

Exemplo 1.19 Resolva a equacao diferencial
y'(t) = 3y(t) = o(t - 2),
sujeito a condigao inicial y(0) = 0.
Solugao: Aplicando a Transformada de Laplace na equacdo acima, obtemos

Lly'(t)] = 3L[y(t)] = L[6(t — 2)]
< sY(s) —y(0) —3Y(s) = 6_25
S (s—3)Y(s)=e"

Y(

5) =

725

s—3

Agora, aplicando a Transformada Inversa, concluimos que

AR

= y(t)=SVH(E - 2).
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Capitulo 2

Algumas Aplicacoes da
Transformada de Laplace

Neste capitulo, trabalharemos com o método da Transformada de Laplace para
resolugao de problemas em areas como a Matematica, a Fisica, a Engenharia e a
Automacao Industrial, finalizando com uma proposta para os cursos técnicos de Ele-
tromecanica e Edificacoes do estudo introdutoério de equacoes diferenciais ordinarias,
usando a Transformada de Laplace como ferramenta.

2.1 Aplicacao na Resolucao de Equacoes Diferen-
ciais Ordinarias

O desenvolvimento dessa segao foi baseado nas referéncias |5, [7].

Na Matemaética, o método da Transformada de Laplace ¢ uma importante ferra-
menta para a resolucao de equacoes diferenciais lineares, particularmente, aquelas
que apresentam coeficientes constantes.

A equacao

any™ 4 an 1y ™Y + L ayy + agy = g(t), (2.1)

em que a;(i = 1,2,3,...,n) sdo nimeros reais quaisquer e a, # 0, é chamada de
equacao diferencial linear de ordem n.

Quando ¢(t) = 0, ou seja, g(t) é a funcao identicamente nula, dizemos que a
equagao (2.1) é homogénea; caso g(t) # 0, ela é chamada de equagao diferencial
linear nao homogénea.
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2.1.  Aplicagao na Resolugao de Equacoes Diferenciais Ordindrias

2.1.1 Solucoes de Equacoes Diferencias Lineares de Primeira
Ordem Homogéneas

Vamos utilizar o método da Transformada de Laplace para resolver a equacao
diferencial linear homogénea de primeira ordem

2/(t) + y(t) = 0.

Aplicando o método da Transformada, temos

L2y'(t)] + Lly(t)] = 0
& 2[sY(s) —y(0)]+Y(s) =0
< (2s+1)Y(s) = 2y(0)
ev(s) =20
S+ 5

Aplicando a Transformada Inversa, obtemos

Fazendo y(0) = ¢, entdo y(t) =c- e 2, que ¢ a solucao da equagio dada.
Considere, agora, a equacao diferencial linear de primeira ordem homogénea dada
por
ary'(t) + aoy(t) =0,
com a; # 0, y(0) = c e a; e ag constantes. Usando o método da Transformada de
Laplace e prosseguindo como no exemplo anterior, obtemos

1
LY (s)=c-L7!
R e
y(t) = ceat,
Chamando m = —Zil, entao y(t) = ce™. Observe que m é solugao da equa¢io

aym + ag = 0.
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2.1.  Aplicagao na Resolugao de Equacoes Diferenciais Ordindrias

Essa equacao é chamada de equacao caracteristica associada a equagao diferencial
linear de primeira ordem

a1y (t) + agy(t) = 0.

Portanto, podemos concluir, usando o método da Transformada de Laplace, que
toda equacao diferencial linear de primeira ordem homogénea tem solugao da forma

mt

y(t) = ce
onde m é a solugao da equacao caracteristica associada a equacao diferencial dada.

Exemplo 2.1 Dé a solucao geral das equacgoes diferenciais lineares homogéneas de
primeira ordem abaizo:

a) y'(t) +2y(t) =0

b) 4y'(t) — 5y(t) =0

Solugao: a) A equacdo caracteristica, neste caso, é m+2 = 0. Resolvendo, obtemos
m = —2. Portanto, a solugcao geral serd

y(t) = ke 2t

em que k € uma constante real.
b) A equagdo caracteristica, neste caso, é 4m — 5 = 0. Resolvendo, obtemos m =
Portanto, a solucao geral serd

5
1

y(t) = ke,

em que k € uma constante real.

2.1.2 Solucoes de Equacoes Diferencias Lineares de Primeira
Ordem nao Homogéneas

A equacao diferencial linear de primeira ordem nao homogénea

ary'(t) + aoy(t) = g(t),
pode ser resolvida seguindo o seguinte roteiro:
e Passo 1: Encontramos a solugao da equagao homogénea.

e Passo 2: Encontramos a Transformada de Laplace da func¢ao ¢g(¢) e dividimos
pela equacao caracteristica.

e Passo 3: Encontramos a Transformada Inversa do resultado do passo anterior
e denotamos de solugao particular y,.
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2.1.  Aplicagao na Resolugao de Equacoes Diferenciais Ordindrias

e Passo 4: A solucao geral serd y(t) = y. + y,, onde y. é a solugdo da equacao
diferencial linear homogénea.

Exemplo 2.2 Utilize 0s passos anteriores para encontrar a solucao geral da equacao

1
S/(0) + 4y(t) =
Solugao: Seguindo o roteiro dado, temos:
1°) Passo: Como a equacdo caracteristica é %m + 4 = 0, entao m = —8. Logo,
yo(t) = ke 8.
2°) Passo: g(t) = e*. Calculando sua Transformada de Laplace, temos
Llg(t)] = L[e"]
1
G(s) = .
(5)=——5

Dividindo G(s) pela equagdo caracteristica que é %s + 4 =0, obtemos

2 A B
Gp(s):(s—2)(s+8):s—2+8+8' (22)
De,
2 _ A(s+8)+ B(s—2)
(s—2)(s+8)  (s—2)(s+8)

2=A(s+8)+ B(s—2),
obtemos A = % e B= —%. Substituindo em , obtemos

3°) Passo: Aplicando a Transformada Inversa no resultado anterior, temos

L[GP(S)]Z%‘L[SiQ} _é'LLiS]
1
5

que é a solucao particular.
4°) Passo: Portanto a solugdo geral sera

y(t) = ye(t) + gp(1)
1 1
y(t) = ke ® + 56% - ge_gt,

em que k é uma constante real.
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2.1.  Aplicagao na Resolugao de Equacoes Diferenciais Ordindrias

2.1.3 Solucoes de Equacoes Diferencias Lineares de Segunda
Ordem Homogéneas

Nesta subsecao, considere a equacao diferencial linear homogénea de segunda
ordem
azy" (t) + a1y (t) + aoy(t) =0, (2.3)
com ay # 0, y(0) = ¢1 e y'(0) = ¢o. Aplicando o método da Transformada de Laplace
em ([2.3), temos
ax L[y"(t)] + a1 Lly'(t)] + ao L[y (t)] =

0
& az[s’Y (s) = sy(0) — ' (0)] + as[sY(s) — y(0)] + apY () = 0,

donde )
(ags” + a1s+ ag) - Y(s) = (ags + ay)er + as - ¢z

ass + ay)cy + ag - o
ass? +a;s+ag
Como ay # 0, podemos dividir o numerador e o denominador por as, obtendo

< Y(s) = (

sa+ oo te

2 4 a1, [
S +a2 s+a2

S) =

Podemos escrever o denominador como diferenca de dois quadrados, como se segue

2 2
32_}_ﬂ3+@232_}_23 ar + . (M _‘_@
as as 2&2 2@2 2&2 a9
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2.1.  Aplicagao na Resolugao de Equacoes Diferenciais Ordindrias
2
Fazendo o = - e 0 = 2L ) — 29 obtemos
2aso 2a9 a2
a a
P+ —s+—2=[s—(a—0)][s— (a+0)].
as Q2
Portanto,
sc1 + 2y 4 ¢
Y(s) = - .
[s = (= 0)][s = (a+ 0)]
2
Em relagao a 6§ = <2‘1712> — Z—g, ¢ necessario considerarmos trés casos:
2
Caso 1: a_12 > 90,
4a5  a,

Neste caso, a equacao polinomial s? + Z—; -S4+ Z_;) = 0 tem duas raizes reais e distintas
my; =a —60emy=a+ 6. Logo,

ay
sc1+ 01

Yis) = (s —my)(s —ma)

S

:Cl

(s —mi)(s —ms) (_ i > (s m1>1<s )

Aplicando a Transformada Inversa

LY (s)] = e L7}

e mQJ * (_ * ) L Ls - m1>1<s ~ma)

Usando fracoes parciais, podemos escrever

s A B A(s—mg)+ B(s —my)
(s —=mi)(s —m2) (s—mi) (s—ma) (s —=mi)(s —ma)
Dai, obtemos A = —# e B= m:i?ml. Assim,
S . —my mo
(s —=my)(s—mgq) (me—my)(s—my) (mg—mq)(s—my)
. mo _ my
(mg —mq)(s —mg) (Mg —my)(s—my)
. 1 mo _ ma
C me—my |S—ms S—my|
Portanto,
L 5 B e LT B O
(s —my)(s —ms) me — My 5 — Mo 5 —my
1
= — [mgemQt — mlemlt]
mo — My
_mae™ —mye™?
B mg — My
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2.1.  Aplicagao na Resolugao de Equacoes Diferenciais Ordindrias

Da mesma forma, segue que

1 A B A(s—my)+ B(s —mi)
(s—=my)(s—ma) (s—mq) (s—ma) (s —my)(s —my)
Dai, obtemos A = m;lml e B= m;ml. Logo,
1 1 1

(s —=mi)(s—mg) (Mo —mq)(s—my) (mg—my)(s—my)

1 1 1
C Mme—my |S—ms S—my|

Portanto,
-1 1 _ 1 -1 1 - 1
(s —mq)(s —ms) me — My S — My s —my
_ 1 [emzt emlt} _ emzt — emlt.
mg — My mg — My

Substituindo os resultados obtidos na igualdade

= e ]+ () 1 (e )

obtemos
m26m2t o mlemlt aq emzt _ emuﬁ
y(t) = ¢ tl—atoe)|———
My — My a9 mg — My
c1ma ai 1 e
_ €m2t + e + Co —emzt _ —em1t
Mo — My as Mo — My ma — My
a 1
—|—a+tc em!
as mg — My
cm 1 ay
— 2 —c +c et
mo — My Mo — My \ A2
—cm 1 ay
- - —cp+e || ™
Mo — My Mo — M1 \ Q2
Portanto,
y(t) = kpe™" + kye™,
B —am, 1 a o C1mMy 1 a1 ~
onde k’l = [mz—m& Fe— <a2C1 + CQ)} € k2 - [mz—ml + ma—mjy <a201 + CQ)} Sao

constantes reais e m; e my sao raizes da equacao

asm? + aym + ag = 0,
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2.1.  Aplicagao na Resolugao de Equacoes Diferenciais Ordindrias

chamada de equacao caracteristica da equacgao diferencial linear homogénea

azy” (t) + a1y’ (t) + agy(t) = 0.

(l% _ao

Caso 2: — =
CL2 CL2

Para este caso, a equacao polinomial s? 4 g—; -5+ % = 0 tem duas raizes reais e

iguais m; = mo = «. Logo,

Y(S) _ SCq1 + Z—;Cl + Co _ SCq + Z—;Cl + Co
(s —mq)(s —my) (s —mq)?
sc1 — mycy + myicy + Z—;cl + ¢

B (s —m)

a
B 01(3 — ml) +mic; + écl + Co

(s —mq)? (s —my)?

1 + + + aq 1
=c— o+ |m+—)| ——.
! (s —my) 2 ! ! as (s —my)?

Aplicando a Transformada Inversa, obtemos

LY (s)] = e L1 {m} + {CQ +c <m1 + Z—;)] L [m]

& y(t) = ce™ + [CQ + (m1 + ﬂ)} temt
a2

= klemlt + kztemlt,

onde k1 = ¢y e kg = [02 + ¢ <m1 + Z—;)} sao constantes reais e m, é a raiz dupla da

equacao caracteristica
asm?* + aym + ag = 0.

2

a Qo
Caso 3: —12 < —.
4a5 a,

Nesse caso, m; = a — 0i e my = « + 07 sao raizes complexas conjugadas da equagao
polinomial

ay Qg
s+ —-s5+—=0.
a2 az
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2.1.  Aplicagao na Resolugao de Equacoes Diferenciais Ordindrias

Assim,

sc1 + Z—;C1 +
[s — (a — 01)][s — (v + 601)]

scy + Z—;Cl + ¢

Y(s) =

(s —a))?+ 62
sc1 + acp — acy + Z—;cl + ¢
N (s —a))?+ 02

B N @—i- (s — )
= [C2 C1 0 (% C1 (S—O{)2—|—02.

)} <s—a1>2+92+

Aplicando a Transformada Inversa na equacao anterior, obtemos

ol = [ (Gre)] 2 [ o [
S y(t) = : n 92} tal” [%]

11
ata (Z_l“‘) g [<s—a>2

1
geatsen(Qt) + c1ecos(0t)

onde ks =cy ek = % [62 + ¢ <Z—; + ozﬂ sao constantes reais. Portanto, concluimos
que a equagao diferencial linear de segunda ordem homogénea

asy”(t) + ary'(t) + aoy = 0,
tem solucao geral:

o y(t) = ke + koe™?', se sua equagao caracteristica associada tem duas raizes
reais e distintas.

o y(t) = kie™ '+ kote™? se sua equagao caracteristica associada tem duas raizes
reais e iguais.

o y(t) = e*[kysen(0t) + kqocos(0t)], se sua equagao caracteristica associada tem
duas raizes complexas conjugadas m; = a — #i e my = a + 0.

Vejamos um exemplo do que foi visto.
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2.1.  Aplicagao na Resolugao de Equacoes Diferenciais Ordindrias

Exemplo 2.3 Resolver as equacoes diferenciais abaizo:
a) y'(t) —y'(t) — 6y(t) = 0;
b) y"(t) + 8y'(t) + 16y(t) = 0;

c) y"(t) —4y'(t) + 5y(t) = 0.

Solugao: a) A equagdo caracteristica, neste caso, ¢ m* — m — 6 = 0. Resolvendo,
obtemos m; = 3 e my = —2. Portanto, a solucao geral sera

2

y(t) = kre® + koe ™,

em que ki e ko s20 constantes reais.
b) Neste item, a equagao caracteristica fica m*+ 8m + 16 = 0. Resolvendo, obtemos
my = mo = —4. Portanto, a solugao geral sera

y(t) = kie ™ + kote ™,

com k; e ko sendo constantes reais.
¢) Neste item, a equagao caracteristica fica m? — 4m + 5 = 0. Resolvendo, obtemos
my =241 e mg = 2 — 1. Portanto, a solucao geral sera

y(t) = e* [k sent + kycost],

com ki e ko sendo constantes reais.

2.1.4 Solucgoes de Equagoes Diferenciais Lineares de Segunda
Ordem nao Homogéneas

Para a equacao diferencial linear nao homogénea de segunda ordem
azy”(t) + ary'(t) + aoy(t) = g(t),
podemos obter a solugao geral seguindo os passos:

e Passo 1: Encontramos a solucao da equacao homogénea, usando usando o
que foi mostrado anteriormente.

e Passo 2: Encontramos a Transformada de Laplace da fungao g(t) e dividimos
pela equacao caracteristica.

e Passo 3: Encontramos a Transformada Inversa do resultado do passo anterior,
obtendo assim uma solucao particular y,,.
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2.1.  Aplicagao na Resolugao de Equacoes Diferenciais Ordindrias

e Passo 4: A solucao geral serd y(t) = y. + y,, onde y. é a solugdo da equacao
diferencial linear homogénea.

Exemplo 2.4 Usando o roteiro acima, dé a solucao geral para as equacoes diferen-
ciais lineares nao homogéneas abaizo.

W) 4 (1) — 64/ (1) + 9y(1) = °¢*

b) y"(t) — 5y (t) + 6y(t) =2 + 1

Solugao: a) 1°) Passo: A equagao caracteristica ¢ m? — 6m + 9 = 0, que tem como
raizes m; = mo = 3. Portanto,

Ye(t) = kie™ + kote™

com ki e ko constantes reais.
2°) Passo: Calculando a Transformada de Laplace de g(t) = t*¢3, obtemos

Llg(t)] = L[t*e™]
2!
(s =3)%

G(s) =

Dividindo G(s) pela equagao caracteristica
s —6s+9=(s—3)
2

(s =3)°>
3°) Passo: Calculando a Transformada Inversa de G,(s), temos

obtemos G,(s) =

S R

1 4!
H=2.— . |—— _
=217 |
_ it4e3t
12 ‘

4°) Passo: Finalmente, temos a solu¢ao geral

y(t) = ye(t) + gp(2)

. 1
= kie® + kote® + Et4e3t,

em que ki e ky sao constantes reais.
b) 1°) Passo: A equagdo caracteristica é m?> — 5m + 6 = 0, que tem como raizes
mq = 2 e my = 3. Portanto,

Ye(t) = kre®* + kote™
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2.1.  Aplicagao na Resolugao de Equacoes Diferenciais Ordindrias

com ki e ko constantes reais.
2°) Passo: Calculando a Transformada de Laplace de g(t) = t* + 1, obtemos,

Llg(t)] = LI + 1

L[t*] + L[1]
2 1

G(s) =

3 s
2 + 52

53

Dividindo G(s) pela equagio caracteristica

s* —5s54+6 = (s—2)(s—3),

obtemos
2 + 52
) = G2 =3)
A B C D FE

B R

_ As*(s—2)(s —3)+ Bs(s —2)(s —3) + C(s — 2)(s — 3) + Ds*(s — 3) + Es*(s — 2)
B s3(s —2)(s — 3)

. _ 31 _ 5 _ 1 _ 3 _ 1
Dai, obtemos A= 7o, B=15, C=3,D=—%e L= .
Logo,

37 1 5 1 1 1 3 1 11 1

Gs)= 2t . 24 2~y - =2 - ‘
W)= st R e T3 S 1 =3 2 52

3°) Passo: Calculando a Transformada Inversa de G,(s), temos

37 (17 5 [17 1..,[1] 3 171 1
LG (s) = ~Lp |2 4 2t | e ip | S| =2 Sy
()] = 108 [s] T L?] T3 [33] i L - 3] o7 L— 2]
37 5 £ 3 11

t:_ —'t ___.3t _.Qt‘
W) =1ttt 1¢ ta e

4°) Passo: Finalmente, temos a solu¢ao geral
y(t) = ye(t) + gp(t)
37 5 3
=k 2t k,3t - =t o il
T I R 27

em que ki e ko sao constantes reais.

Para obtermos uma solu¢do com parametros y(0) e y'(0) definidos, podemos
aplicar diretamente o método da Transformada de Laplace. Vejamos um exemplo.
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Exemplo 2.5 Obter uma solugcao para

Y (t) — 4y (t) + 4y (t) = t2e*,
com as condigoes iniciais y(0) =0 e y'(0) = 0.
Solugao: Aplicando a Transformada de Laplace, obtemos

Lly"(t)] = ALY ()] + 4[y(t)] = L[t°e™]
3!

& 5 () = s/(0) = y/(0)] = 4[5Y () = y(0)] +4Y () = (-

Substituindo y(0) = 0 e ¥'(0) = 0, obtemos

[ s+ a)¥ () = - _64)4
6
YO = e 1)
6
C(s—2)%

Aplicando a Transformada Inversa na ultima equacao, concluimos que

0= 51 [

R

20

que é uma solucao particular para a referida equacao.

2.1.5 Solucgoes de Equacoes Diferenciais Lineares de Ordem
Superior

O método da Transformada de Laplace também ¢é util para resolver equacgoes
diferenciais lineares de ordem n, com n > 2. Para enfatizarmos isso, vamos resolver
a equacao de terceira ordem

2" (t) + 3y (t) — 3y'(1) — 2y(t) = ¢,

com as condigdes iniciais y(0) = 0, ¥'(0) = 0 e y”(0) = 1. Aplicando a Transformada
de Laplace, temos

2L[y" (t)] + 3L[y"(t)] = 3L[y'(t)] — 2L[y(t)] = L[e”"]
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1
s+ 1
Substituindo y(0) = 0, ¢’(0) = 0 e 3”(0) = 1, obtemos
1
25° +3s” — 35 — 2]V (s) —2 =
25° 4+ 3s s —2|Y(s) pog]
1
142
S Y(s)= =t
(5) 253 4352 — 35 — 2
25s+3

(283 +3s2 —3s —2)(s+ 1)
Observe que 1 ¢ solucao de 2s® + 3s*> — 3s — 2 = 0. Portanto,
1
25° +3s —3s—2=(s—1)(2s* +55s+2) = (s — 1)(s + 5)(s+2).
Dali,
2s+3 A B C D

Y S G- D6 D6+ s+l s—1 s+l Tsen

Da igualdade
25+ 3 A B C D

+ + + ,
(s+D(s—D(s+35)(s+2) s+1 s—1 s+35 s+2

-1 - 3 - _39 -1 i
obtemos A= 35, B= {5, C = —5z e D=3 Assim,

2s+3

Y(s) = (s+1)(s—1)(s+3)(s+2)
1

B L5 1 9 1 1 1
2 s+1 18 s—1 16 s+1 9 s+2

Aplicando a Transformada Inversa na ultima equacao, obtemos

1 1 5 1 9 1 1
LYY (s)] = =L71 — Lt — =Lt —L!
Y =3 L+J+18 L—J 6 |[s+1 79" |st2
1 5 16 .
Syt)=ce '+ —e' ——e 2+

1
2 18 9 9
Portanto, concluimos que

L, 5, 16 . 1
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¢ uma solucao particular para a referida equacao diferencial. Para a solucao geral,
basta seguir o roteiro mostrado para solugoes de equagoes lineares nao homogéneas
de primeira e segunda ordem.

Percebe-se que a Transformada de Laplace é uma ferramenta poderosa para a
resolucao de problemas de valor inicial, cuja modelagem é uma equacao diferencial
linear de ordem n com coeficientes constantes.

2.2 Aplicacao na Resolucao de Problemas em En-
genharia

O desenvolvimento dessa se¢ao teve como base as referéncias |5, [@].

O método da Transformada de Laplace é utilizado na resolucao de problemas
em diversas areas da Engenharia como, por exemplo, em resisténcia de materiais,
deflexao de vigas, circuitos elétricos e mecanica dos fluidos.

Daremos énfase aqui ao uso do método na resolucdo de problemas envolvendo
deflexao de vigas, contetdo que faz parte das ementas do curso de Engenharia Civil.
Nosso objetivo é tornar o trabalho uma fonte de pesquisa que auxilie no estudo do
tema.

Para isso, vamos considerar uma viga uniforme de comprimento L e y(z) o des-
locamento transversal medido para baixo para suportar uma carga W (z), quando
a mesma ¢é distribuida em pontos especificos, intervalos ou uniformimente em toda
viga.

O modelo matemético que descreve a situagao para qualquer um dos casos citados
acima ¢é a equacao diferencial linear de quarta ordem

4
ET % =Wi(x),

onde = é o intervalo da viga em que a carga esta concentrada, £ ¢ o modulo da
Elasticidade de Young e I é o momento de inércia de uma seccao transversal da
mesma. Desde que a viga tenha propriedades elasticas uniformes e uma seccao
transversal uniforme em todo seu comprimento, F e I sao considerados constantes.
Em ambos os casos, o método da Transformada de Laplace ¢ importante no calculo
da deflexao.

No caso em que a carga é distribuida uniformimente ao longo de todo o com-
primento da viga, W (z) é constante. Se a carga W (z) ¢é distribuida em intervalos
definidos da viga, a funcao de distribuicao de carga é determinada pela funcao De-
grau Unitério ou funcao de Heaviside e se a carga ¢ distribuida em pontos especificos
da viga, a fun¢ao de distribuicao de carga é determinada pela fungao Delta de Dirac
ou Impulso Unitario.
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Existem varias situacoes a serem analisadas para o calculo da deflexdo y(x).
Analisaremos, aqui, alguns casos.

1° Caso: Considere uma viga de comprimento L engastada, ou seja, fixa em am-
bos o0s extremos como mostra a Figura 2.1. Vamos determinar a deflexao da viga.

2

I
h
|

T

~

Figura 2.1: Viga Engastada nos Extremos

Quando W (z) = k for constante e estiver distribuida uniformimente ao longo de
todo o comprimento, consideramos as condigoes

y(0)=0,y(L) =0,y (0) =0ey'(L) =0.
O significado de cada uma das condigoes iniciais dadas sao:

e y(0) =0ey(L) =0 (A deflexdo da viga nas extremidades é nula);
e 4/ (0) =0e ¢y (L) =0 (A inclinagao da viga nas extremidades é nula).

Para o célculo da deflexao, aplicamos a Transformada de Laplace na equagao

dy
ElI—2 = )
T W (x)
Assim i
Yy

donde obtemos

EI[s*Y (s) — s*y(0) — s*y/(0) — sy (0) — y"(0) = kL[1]
& BI[S'Y (3) — $'0(0) — %9/ (0) — s/(0) — 4" (0)] = k-
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Substituindo y(0) = 0 e ¢'(0) = 0, obtemos

BI[s'Y (s) — sy//(0) ~ 4" (0)] = b~
V() = 59/(0) ~ 9"(0) = 5+
Y(s) = %515 + y"g@ A

5l
Fazendo y”(0) = k; e y"'(0) = ko na tltima equacdo, obtemos

E 1 ki ks
Yi(s) = — . —
) =51 5
Aplicando a Transformada Inversa, temos

LY (s)] = % L7 {8_15] ki L7 {3_13] ke L L_l“]

1 A1
= y(z) : L‘l{

s34

kr ]2 ke, [3!
- = L CIN o O
EI 4] 85:| * 2 {83:| * 3! s
“upr C TRt
Como y(L) =0 e y'(L) = 0, podemos obter k; e ko, usando a equagao
_ k i ko ke 3
Assim, para y(L) = 0, obtemos
k ky )
L 5 L 7 )
uEl v TP
Derivando ({2.4), temos
Y (x) =

k
opp TRty
Portanto, para y'(L) = 0, obtemos

k
BARE £ : 22—
GBI L? 4k L+2 L*=0.

Considere, agora, o sistema formado por (2.5)) e (2.7)), a saber,
ki ko K
PPl—=+—= L+—=-L%)=0
(2 * 6 * 24E171 )

ks K\
L(k1+7L+6E—[-L)_0
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k k
Resolvendo o sistema, obtemos k| = L? e ky = ——— - L. Portanto,

1267 Sy o)
ko, kI* ., kKL
“oumr Y Yupr Y T 1wEr "

k ot L,
S R 7 B
12EI<2+2 ’ I)

y(z)

2° Caso: Considere, agora, uma viga uniforme de comprimento L, fixada nas ex-
tremidades como mostra a Figura 2.2, suportando uma carga por unidade de com-
primento dada por
kE, se 0<z< %
W(z) =
0, se % <z <L,

onde k é uma constante. Vamos determinar a funcao que descreve a deflexao y(z)

0

L/2 2

]

I
|

I

yY

Figura 2.2: Viga Engastada nos Extremos

com as mesmas condicoes do caso anterior.

A carga esta distribuida na primeira metade da viga, ou seja, em um intervalo
da mesma. Para aplicar o método da Transformada de Laplace, precisamos escrever
a carga W (x) na forma de funcao compacta de Heaviside, isto é,

W(x)_k—k.H(x—§>.

Assim,

diy L
EI%Y —k—k-H(z—2).
dx? k=K (x 2)
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Aplicando a Transformada de Laplace, obtemos

EI[s'Y () ~ s*(0) ~ 5%9/(0) — sy/(0) — y"(O0)] = b~ — ke %~

Substituindo y(0) = 0 e ¢'(0) = 0 na equagao anterior, obtemos

1 s 1
EI[s"Y () = sy/(0) =y ()] = & - — ke’%g
—Ls

_k 1 e
 EI |s

s*Y (s)

N A OB
Y(S):E 8_5_ 85]+ .

Fazendo y”(0) = k1 e y"'(0) = ko na tultima equagdo, segue que

E 1 -k k
—-° ]+1+2

(S)IE

§° §° s3 st

Aplicando a Transformada Inversa, concluimos

k 1 e s k k
= — ||~ =L L2+t 2
y(@) EI [55} [ s° i L?’ * st
ka1 L\* L ki 5 ks
N _ - H _ w2 va 3
EI |24 24<I 2) <x 2) LR
ou seja,
kxt K k
242]+212+62I3’ se 0<z<Zi
y() kl’4 k ( L)4+l€1 2+I€23 L< < ( )
— (- = —xt 4+ =13, se =<z
24FE1  24F1 2 2 6 2 -
11kL?
Substituindo y(L) = 0 e (L) = 0 em 1} equagdo (2), obtemos k; = 199E] ©
13k L
9 = —@ Portanto,
kxt 11kL? &L I
. 2157 T asapr et s 0sw<s
y(z) =
ko k L., 11kL* , 13kL L
B _ Z<a<L
1Bl 2El T ) gt T ammrt 0 2 STS
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Figura 2.3: Viga Engastada & Esquerda e Livre & Direita

3° Caso: Consideremos, agora, uma viga uniforme de comprimento L, fixada na
extremidade esquerda e livre na extremidade direita como mostra a Figura 2.3.

Vamos obter a deflexdo y(x) para uma carga k, concentrada em x = % com a
seguintes condicoes iniciais:

e y(0) = 0 (Deflexao na extremidade presa é nula);
e 3/(0) =0 (Inclinacao na extremidade presa ¢ nula);
e (L) =0 (O momento fletor na extremidade livre ¢ nula);

e (L) =0 (O cisalhamento na extremidade livre é nula).

Como sabemos, a equacao diferencial que descreve a situacao é
dy
El— =W(x),
T (x)

onde a carga W(z) é dada pela fun¢do Delta de Dirac ou Impulso Unitéario, pois
temos uma carga concentrada em apenas um ponto da viga. Assim,

W(x)=k-5(m—§).

Aplicando a Transformada de Laplace, temos

sl (-8
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donde

sL

EI[s'Y (s) — s*y(0) — s°¢/(0) — s"(0) — y/"(0)] = ke™ 2.
Substituindo y(0) = 0 e ¢’(0) = 0 na tltima equagao, obtemos

k s
5"V (s) = sy/"(0) = y"(0)) = e %,
e dai "
s'Y(s) = Z7e %+ 5y"(0) +47(0)
ks 1 y"(0)  y"(0)
Yol =gre* st T

Fazendo y"(0) = k1 e y"'(0) = ko, segue que
L R L
Yol =gre? sitats

Aplicando a Transformada Inversa, obtemos

o) = g o et L e [B] o [B]

" FEI st 53 st
k L\’ L\ | ki ko
_ = H = w2 e 3.
6El<x 2> (m 2)+2x+6$
Portanto,
k
?12+—x3, se 0<ax<—
x) = \ (2.9)
k L N ki N ky o S
— |z — = —r° 4 —x°, se x
6F1 2 2 6 -

Usando as condicoes 3y’ (L) = 0 e y”(L) = 0 em (2.9), equagao
kL

ﬁ e ]{32 = _ﬁ Portanto,
KL , ko,
= 2 < =
1Bl 6EII , se 0<z<
y(r) = ,
k IN' KL, ko, L
— |z — = ——r® — ——1°, se T > —
6E1 2 4ET1 6ET -2’

ou equivalentemente,

y(z) =
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2.3 Aplicacao na Resolucao de Problemas em Au-
tomacao Industrial

O desenvolvimento dessa segao teve como referéncia [6].

Na area de Automacao, a Transformada de Laplace é utilizada frequentemente
em sistemas de controle para obtencao de sua Funcao de Transferéncia.

Como vimos na Introducao do trabalho, um sistema de controle é representado
por subsistemas ou plantas, que sao constituidos com o objetivo de conseguir uma
saida desejada com desempenho desejado, para uma entrada especifica desejada. Os
sistemas de controle sao importantes, pois com sua utilizacao podemos controlar os
movimentos de grandes equipamentos com uma precisao satisfatoria, que de outra
maneira seria impossivel. Para exemplificarmos isso, podemos citar o movimento de
um elevador, onde podemos controla-lo de forma a fazé-lo parar no andar desejado,
os controles remotos, o controle de satélites de grandes antenas usados para capturar
sinais de baixa intensidade, dentre outros.

Os sistemas de controles sao constituidos essencialmente por serem capazes de
auxiliar nos seguintes casos:

1. Amplificagao da Poténcia - Como exemplo dessa situacao, podemos citar
uma antena de radar, que pode ser posicionada pela rotacao com baixa poténcia na
alavanca de entrada, mas intensificar a poténcia para sua rotacao de saida. Neste
caso, o sistema de controle produz amplificacdo ou ganho necessario de poténcia.
2. Controle Remoto - Aqui, um exemplo simples seria os robo6s projetados para
compensar a falta de habilidade humana.

3. Conveniéncia na Forma de Entrada - Para este caso, temos, como exemplo,
o sistema de controle de temperatura em que uma indicacao conveniente na entrada
(termostato) permite uma saida térmica desejada.

4. Compensacao por Pertubacao - O sistema de controle deve ser capaz de
fornecer uma saida correta mesmo que o sistema sofra pertubacdes, sejam de origem
mecanica, térmica ou elétrica.

2.3.1 Modelagem de Sistemas de Controle

Os sistemas de controle podem ser representados por diagrama de blocos e podem
ser classificados em sistemas simples ou compostos. As Figuras 2.4 e 2.5 represen-
tam, respectivamente, estes dois tipos de sistemas.
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Entrad .
ntrada saida
Sistema —
r(t) clt)

a) Sistema de Controle Simples

Figura 2.4: Sistema de Controle Simples

Entrada Saida

Subsistema Subsistema Subsistema
r(t) cft)

b) Sistema de Controle Composto

Figura 2.5: Sistema de Controle Composto

E dificil modelar um sistema de controle representado por uma equacao diferen-
cial por meio de um diagrama de blocos. Assim, para diminuir essa dificuldade,
usa-se a Transformada de Laplace para representar a entrada, a saida e o sistema
como entidades separadas. Isso facilita pois as inter-relacoes de subsistemas serao
simplesmente algébricas.

Podemos agora deduzir a funcao que relaciona a saida de um sistema com sua
entrada. Essa funcao viabilizara a separacao da entrada do sistema e da saida em
trés partes separadas e distintas, diferente do que ocorre com a equacao diferencial,
como também permitird combinar algebricamente as representacoes dos modelos
matematicos dos subsistemas de forma que se obtenha uma representacao global do
mesmo. A funcao obtida é chamada Funcao de Transferéncia.

Para isso, consideremos a equacao diferencial linear de ordem n, que representa
o sistema de controle invariante no tempo, a saber,

dme(t) d"e(t) d™r(t) d™r(t)

. o age(t) = b, Yy
=i Hn1 =g e aoc(t) g UMl g

em que c(t) é a saida, r(t) é a entrada e os coeficientes a; e b; sdo parametros do
sistema. Aplicando a Transformada de Laplace na equagao (2.10)) e considerando as
condigbes iniciais em ¢(t) e r(t) nulas, obtemos
ans"C(8) + ap_18"1C(8) + ... + agC(8) = bps™R(S) + bp_18™ " R(8) + ... + by R(s)
C(8)[ans" + an_18"""+ ... + ag] = R(8)[bns™ + by_15™ "+ ... + b
C(s)  bps™+ bp_15™ L 4 ...+ by
R(8)  @ns" 4+ an_1s" 1+ ... +ag’

F . tbor(t) (2.10)
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em que C(s) é a Transformada de Saida e R(s) é a Transformada de Entrada.
A relacao
C(s)
R(s)
¢ chamada de Funcao de Transferéncia do sistema e é obtida com as condi¢oes iniciais
em c(t) e r(t) iguais a zero.
Em um diagrama de blocos, a Funcao de Transferéncia é representada como
mostra a Figura 2.6.

G(s) =

R(S) | (Bs™ + by 8™+ 4 ) c(s)
(a8t +a, 8" 1 +-+a,)

Figura 2.6: Representacao da Funcao de Transferéncia em um Digrama de Blocos

A saida C(s), ou resposta do sistema, pode ser obtida por

Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.6 Vamos encontrar a Fun¢ao de Transferéncia e a resposta c(t) para a
equacao diferencial

e de acordo com a equagao diferencial C(s) = 2s + 3 e R(s) = 2s? — 2s — 3, entao

2s+3

G =G93

Por outro lado, a resposta
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Como r(t) = H(t), entdo R(s) = . Portanto,

SEE T B VR T R
s §2—2s—3 s (s—3)(s+1)
B 25+3
Cos(s—3)(s+1)
A B C

s +s—3+3+1'
Da igualdade

25+ 3 —A+ B N C
s(s—3)(s+1) s s—3 s+1’
obtemos A =1, B:%eC’:}l. Entao,
1 3 1 1 1
O =St s T s

Aplicando a Transformada Inversa, concluimos que

O N HE Rl e e e

Sce(t) =1+ §e3t + 1e_t.
4 4

Como mostrado anteriormente, obtemos um modelo matematico chamado Fun-
cao de Transferéncia para sistemas de controle descritos por equacoes diferenciais
lineares. Assim, podemos encontrar a Funcao de Transferéncia para sistemas fisi-
cos, tais como elétricos, mecanicos e eletromagnéticos e outros sistemas do mundo
fisico como hidraulicos, térmicos, biologicos e até mesmo econoémicos, desde que eles
possam ser modelados por equacgoes diferenciais lineares ou nao lineares, que ad-
mitam ser linearizadas. Conhecida a Funcao de Transferéncia, pode-se obter uma
resposta para um entrada especifica, como ilustrado no Exemplo 2.3. A constru-
cao da Fungao de Transferéncia dos sistemas citados acima nao serao apresentadas,
pois o objetivo aqui, ¢ mostrar a aplicabilidade da Transformada de Laplace como
ferramenta utilizada para obté-las.

Apresentaremos, a seguir, a construcao da Funcao de Transferéncia para uma
situacao problema.

2.3.2 Construcao da Funcao de Transferéncia para um Cir-
cuito RLC

Vamos obter a Fun¢ao de Transferéncia que relaciona a tensao no capacitor V,(s)
com a tensao de entrada no circuito V' (s) para o circuito RLC representado na Figura
2.7 abaixo,
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ift) R L

vit)

Figura 2.7: Circuito RLC

Para o obtencao da Funcao de Transferéncia em qualquer problema, devemos
especificar quais serao as variaveis de entrada e as de saida. No caso analisado, ja
vem especificado que a variavel de entrada é a tensao de alimentacao do circuito e
a variavel de saida é tensao no capacitor.

Sabemos que a diferenca de potencial em cada elemento do circuito é dada como
segue:

Ldi(t . t
V<t)indutor - %7 V(t)resistor - RZ(t) € V<t)capacitor — %’

onde 7 é a intensidade da corrente elétrica e g é a carga elétrica do circuito.
Pela Segunda Lei de Kircchoff, a diferenca de potencial V' em um circuito fechado
¢ a soma das voltagens em cada elemento do circuito. Portanto,

V(t) - V<t>indutor + V( )reszstor + V(t)capacztor

di(t) a(t)
t)=L—= 2.11
&)=L+ Ritr) + 25 (2.11)
dq(t d
Como, por defini¢do, i(t) = %, entao Zd(t) = (2> Substituindo na equacao
(2.11), obtemos
Cqt) | pda®) | a(t)
V(t)=1L o +R o ol (2.12)

Como queremos a Fun¢ao de Transferéncia que relaciona a entrada V' (s) com a saida
Vo(s) e q(t) = C - Vo(t), substituindo na equacao (2.12]), obtemos

2
Velt) | podVel)

=1L
Vi) ¢ dt? dt

+ Ve (1) (2.13)
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Aplicando a Transformada de Laplace em ([2.13)), obtemos

d*Ve(t)
dt?

} +RC-L [dVst(t)} + L[Ve(t).

LV(t)] = LC - L {

Considerando as condi¢oes iniciais nulas

V(s) = LC - s*V(s) + RC - sV(s) + [Ve(s)]
& V(s) = (s°LC + sRC + 1)Ve(s)
cls)

N Vel(s) 1
V(s)  s2LC +sRC +1
Vo(s) ic

V(s) s+ Est %

Portanto,
1
Vo(s) o

Vis) s248s+ L

¢ a Funcao de Transferéncia que relaciona e entrada V'(s) do circuito com a saida
Ve(s) no capacitor.
A representacao da situacao em um diagrama de blocos é ilustrada pela Figura 2.8.

1
Vi(s) - ;_c T Vels)
2+ T s+ ic

Figura 2.8: Diagrama de Blocos de um Circuito RLC em Série

2.3.3 Resposta de um Sistema a Partir de sua Funcgao de
Transferéncia

Vimos que a Transformada de Laplace é um método eficaz para obter a Funcao
de Transferéncia de um sistema de controle modelado por uma equacao diferencial
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2.3. Aplicacao na Resolucao de Problemas em Automacao Industrial

ordinaria. Agora, mostraremos que a Transformada Inversa é importante para ob-
ter a resposta do sistema quando conhecemos sua Funcao de Transferéncia e uma
entrada especifica.

Mostraremos, aqui, as respostas para os sistemas de controle de primeira e se-
gunda ordem em que a entrada especifica é a Fungao Degrau Unitario.

Sistemas de Primeira Ordem

Para os sistemas de primeira ordem, a Funcao de Transferéncia pode ser dada
por G(s) =

1
g com entrada r(t) = H(t). Neste caso, R(s) = — e a resposta é
s+a s

a 1 1

C(s) = R(s)G(s) = Sra) =T iia (2.14)

Aplicando a Transformada Inversa em ([2.14)), obtemos
1 1
L'C(s)=L" H — L { ] :

S S+ a
Sct)=1—e ™.

Observe que c(t) = c¢(t) + ¢,(t) onde cf(t) = 1 é a resposta forgada, produzida
pela entrada r(t) = u(t) e ¢,(t) = —e~* ¢é resposta natural.
Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.7 Um sistema possui Fung¢dao de Transferéncia G(s) = sf_%o. Obtenha
a Func¢do Resposta para o sistema com entrada r(t) = H(t).
Solugdo: Temos a resposta forcada c;(t) = 1 e a resposta natural ¢, (t) = —e 30,

Portanto, a Funcao Resposta é dada por

c(t) = cs(t) + cu(t) =1 — e

Sistemas de Segunda Ordem

Para sistemas de segunda ordem, a Func¢ao de Transferéncia pode ser dada por

b

Gls) = s24+as+b’

1
com entrada r(t) = H(t). Neste caso, R(s) = — e a resposta é
s
b
s(s24+as+b)

Aplicando a Transformada Inversa em (2.15), podemos obter os seguintes tipos de
respostas para o sistema:

O(s) = R(s)G(s) = (2.15)
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2.3. Aplicacao na Resolucao de Problemas em Automacao Industrial

e Respostas Superamortecidas - E quando a equacdo s®> + as + b = 0 tem
duas raizes reais m; e mo distintas. A resposta para este caso serd

c(t) = ki + koe™" + kg™
onde cf(t) = k1 é a resposta forgada devido & entrada em Degrau Unitéario e
Cn(t) = koe™t + kze™?!
é a resposta natural.

e Respostas Criticamente Superamortecidas - E quando a equacéo
5?2 +as + b = 0 tem duas raizes reais iguais m; = my = m . A resposta para
este caso sera
c(t) = ki + koe™ + kste™,

onde cf(t) = ki é a resposta forgada devido & entrada em Degrau Unitéario e
Cn(t) = koe™ + kste™
é a resposta natural.

e Respostas Subamortecidas - E quando a equacao s®>+as+b = 0 tem duas
raizes complexas conjugadas da forma m; = a+ i e my = o — $i. A resposta
para este caso sera

c(t) = ki + e“[ky cos(Bt) + kssen(pt)],
onde cf(t) = k1 ¢ a resposta forgada devido & entrada em Degrau Unitario e
cn(t) = e*[ky cos(Bt) + kssen(St)]
é a resposta natural.

e Respostas ndo Amortecidas - E quando a equacdo s®> + as + b = 0 tem
duas raizes complexas conjugadas da forma m; = i e my = —[i. A resposta
para este caso sera

c(t) = ki + ko cos(Bt) + kssen(fSt),
onde cs(t) = k1 ¢ a resposta forcada devido & entrada em Degrau Unitario e
cn(t) = ko cos(Bt) + kssen(ft)

é a resposta natural.
Vejamos um exemplo.
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2.4. Obtencao das Solucoes de Equacoes Diferenciais Ordindrias que Modelam
Alguns Fenoémenos em Fisica e Matematica

Exemplo 2.8 Um sistema de controle possui Fun¢ao de Transferéncia dada por

900
Gls) = 27905 1 900"

Obtenha a forma geral da resposta para o sistema com entrada r(t) = H(t) e clas-
sifique o tipo de resposta.

Solug¢io: Como a equagio s? + 90s + 900 = 0 tem duas solugoes reais e distin-
tas my = —45 — 15v/5 e my = —45 + 15/5, o sistema possui resposta su-
peramortecida. A resposta forcada é c;(t) = k; e a resposta natural c,(t) =
fege(TA5=15VE)E 4 Lo o(—45+15V5)E Poranto, a resposta geral serd

C(t) = Cf(t) + Cn(t) = k,’l + k’ze(_45_15\/5)t + ]{336(_45+15\/g)t.

2.4 Obtencao das Solucoes de Equacoes Diferenciais
Ordinarias que Modelam Alguns Fendmenos em
Fisica e Matemaéatica

Usando a Transformada de Laplace, serdao apresentadas aqui, as solugoes de
equacoes diferenciais ordinarias que modelam alguns fenémenos fisicos. As solucoes
obtidas, sao funcoes que descrevem variacoes sofridas por estes fenomenos em funcao
do tempo.

2.4.1 Solucao da Equacao Diferencial Ordinaria que Modela
o Movimento de um Corpo em Queda Livre
Considere que um corpo seja lancado do alto de um edificio com velocidade vg

como mostrado na Figura 1 da Introducdo. A equacdo que descreve o fenémeno é
uma equacao diferencial linear de segunda ordem nao homogénea dada por:

d?s
P

onde g é a aceleracao da gravidade. Suponha que a altura do edificio seja h = s.
Assim, a descricao do movimento é o problema de valor inicial

d?s

=Y

com as restri¢oes s(0) = sg e '(0) = v.
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2.4. Obtencao das Solucoes de Equacoes Diferenciais Ordindrias que Modelam
Alguns Fenoémenos em Fisica e Matematica

Considerando que o movimento ocorra entre os intervalos t, (momento do lan-
¢amento) e t (instante em que o corpo atinge o solo) e aplicando a Transformada de

Laplace, obtemos
L&) - L[]
az| ~ Y

7Y (5) — sy(0) —/(0)] =~ ~

Substituindo as restri¢oes, temos

52Y(s)—s-so—voz—g
s
2 _ 9
<:>SY(5)——E+3-30+'00
So v
V() =L 00

3 s s2

Aplicando a Transformada Inversa, obtemos

LY (s)) = —gL™! H b [2] oo )

<:>y(t):—g~§+so+vot

t2
< y(t) = so + vot — 97,
que é a equacao que descreve a posicao do corpo em funcao do tempo, durante a
queda.
Observe que integrando duas vezes a equacao diferencial dada, encontramos a solu-

cao obtida, utilizando a Transformada de Laplace.

2.4.2 Solucao da Equacao Diferencial Ordinaria que Modela
o Movimento de um Sistema Massa Mola

Para o calculo do deslocamento vertical z(¢) de uma quantidade de massa presa
a uma mola, usamos as duas seguintes leis:

1*) A Segunda Lei de Newton, que é descrita pela expressao Fr = md onde Fp é
a forca resultante que atua sobre o corpo, m é massa e a é a aceleracao.

2*) A Lei de Hooke, afirma que a for¢a restauradora em uma mola esticada é
proporcional a b+ z, isto é F = k(b + z) em que k > 0 é constante e b é o
deslocamento quando um corpo de massa m é preso em sua extremidade e o
sistema atinge a posi¢cao de equilibrio.

o6
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Alguns Fenoémenos em Fisica e Matematica

(1] [2) (3]
L L

mola sem x[t)<0

alongmento
®=0
posicio de
ilibri
equilibrio x(t}0

Figura 2.9: Representacao do Sistema Massa Mola

A figura 2.9, ilustra a situagao.
Considere que nao haja forcas externas atuando sobre o sistema. Entao na
posicao de equilibrio

P=F
mg = kb
mg — kb= 0.

Quando a massa é deslocada de uma distancia x(¢) em relacdo a uma posi¢ao de
equilibrio e solta nesta posicao, a forca resultante que atua sobre ela ¢ de dinamica
e portanto dada pela Segunda Lei de Newton. Assim,

= d*x

Fr=mad=m—.

g de?
Considerando que nao haja forgas de retardamento agindo sobre o sistema e supondo
que a massa vibre sem influéncia de outras forcas externas, podemos escrever

Fr=—FyP

onde F' é a forca restauradora e P é peso do corpo de massa m. Dai,

—

Fr=—k(x+b)+mg

= —kx — kb+mg
donde P
T
e = —kx

2

T

que é a equacao diferencial que descreve o movimento do sistema. Ha duas condi¢oes
6bvias associada a equagao:
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e 2(0) = a (deslocamento inicial).
e 2/(0) = 0 (velocidade inicial).

Aplicando a Transformada de Laplace na equacao

2

x
mﬁ—l—kmzo,

obtemos )

mL [%f] 4 kL] =0
m[s?X (s) — sz(0) — 2/(0)] + kX (s) = 0.

Substituindo as condi¢oes, temos

(ms®* + k)X (s) = m(sa +6)

m(sa + 6
X(s) = 77582 ——:k:)
X(s) = %
Fazendo £ = w?, temos
sa+0 sa 0

X = = .
(5) s2 4+ w? 524 w? +52—|—w2

Aplicando a Transformada Inversa, segue que
-1 1 S 9 _1 w
L7 [X(s))=a-L +— L | ——

z(t) = a - cos(wt) + g -sen(wt),

onde x(t) descreve a distancia da massa em relacao a posi¢ao de equilibrio.

2.4.3 Solucao da Equacao Diferencial Ordinaria de um Cir-
cuito RLC

Considere um circuito RLC como representado na figura 2.10.
Temos que a queda de voltagem em cada um dos elementos dados no circuito é dada
como se segue.

Ldi(t)
dt

‘ ¢
) V(t)resistor - RZ(t) e V(t)capacitor = @

V (t)indutor = O 5
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i(t) R L

Figura 2.10: Circuito RLC

onde ¢(t) é a carga elétrica presente no circuito e i ¢ a intensidade da corrente
elétrica que percorre o mesmo. Pela Segunda Lei de Kircchoff, a soma das voltagens
em cada um dos elementos do circuito ¢ igual a voltagem V' (), isto é

V(t) = V(t)indutor + V(t)resistor + V(t)capacitor‘

di(t) q(t)

t)y=1L (T — 2.1
V(t) pras Ri(t) + - (2.16)
Como i = d(é—(tt), entao % = %. Substituindo em [2.16 obtemos
d’q(t) | da(t)  q(t)
t)y=1L 2.1
V(t) a2 + R L + ol (2.17)

que é a equacao diferencial linear nao homogénea de segunda ordem.
Considerando v(t) = 0 (vibragoes elétricas no circuito livres), ¢(0) = o, ¢(0) = g
e aplicando a Transformada de Laplace em [2.17], temos

L[s*Q(s) — 5q(0) — ¢'(0)] + R[sQ(s) — q(0)] + % -Q(s) =0

[Ls® + Rs + %]Q(s) — Lsq(0) — Lq'(0) — Rq(0) = 0.

Como ¢(0) = qo e i(0) = ip, entdo ¢'(0) = ip. Portanto,

o LSqO + LZ() + RQQ o (LS + R)qO + LZO

= = 2.18
Q) Ls*+ Rs+ & Ls*+ Rs+ & (2.18)
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Dali,
(LS + R)qo + LZ()

(s —mq)(s —my)

Q(s) = (2.19)

em que m; € my sao solucoes da equacao caracteristica

1
Lm?>+ Rm+ — =0.

C
Calculando o discriminante da equacao caracteristica, obtemos
4L
A=R——.
C

Assim, temos trés casos a analisar:

1°) Se o circuito é superamortecido, entao R?* — % > (0 e a equagao caracteristica

—R+y/R2—& —R—y/R2-°L
e — .

possui duas solugoes reais e distintas m; = Cemy = 5T
Portanto, substituindo m; e my em [2.19| e aplicando a Transformada Inversa
) ?

obtemos
—R+w/R2—4(§>t (—R—M)t
+ kQ e

2L 2L

q(t) =k - e<

onde kq e ky sao constantes reais.

I

2°) Se o circuito é amortecido, entao R? — % = 0 e a equagao caracteristica possui
duas solucgoes reais e iguais, ou seja m; = mq = —%. Portanto, substituindo

as raizes em [2.19) e aplicando a Transformada Inversa, obtemos
q(t) =k - e~3rt 4 ko - te_%t,

com ki e ko constantes reais.

3°) Se o circuito é subamortecido, entao R?* — % < 0. Neste caso, a equacao

caracteristica possui duas raizes complexas conjugadas m; = —% + =t
N/ R2-AL
e mo = _R _NVTT<C,
2L 2L

Portanto, substituindo as raizes em e aplicando a Transformada Inversa,
obtemos

2 _ 4L 2 _ 4L
Ry R c R C

L kl'COS T t+/€2~sen T t s

N

q(t) =e”

em que ki e kg sao constantes reais.

60



2.4. Obtencao das Solucoes de Equacoes Diferenciais Ordindrias que Modelam
Alguns Fenoémenos em Fisica e Matematica

Para o caso em que v(t) # 0, temos uma equagao diferencial linear de segunda ordem
nao homogénea. Para resolver, usamos os métodos apresentados na solucao desse
tipo de equagdo, obtendo assim, a expressao da carga ¢(t).

Neste caso,

q(t) = qe(t) + qp(1),

onde ¢.(t) é a solugdo para a equacdo homogénea e g,(¢) é uma solugdo particular.

2.4.4 Solucao da Equacao Diferencial Ordinaria que Modela
a Deflexao de uma Viga

Considere uma viga uniforme de comprimento L, suportando uma carga W (z) =
wp como mostra a figura 3 da Introducao.
A deflexao y(z) sofrida pela viga para sustentar a carga é dada pela equacado

diferencial de quarta ordem
dy

onde E é o moédulo da elasticidade de Young e I ¢ o momento de inércia.
Aplicando a transformada de Laplace em temos

d*y
BL i =wo
d*y
EI-L {@} - I[1]
BIS'Y(5) = £3(0) = %/ (0) - 597(0) — (0] = 2

Considere as condigoes iniciais:
e y(0) = k1( A deflexao no extremo engastado);
e ¢/(0) = k2 A inclinag¢do no extremo engastado);
e y"(0) = k3( O momento fletor no extremo engastado);
e y"(0) = k4( A forga de cisalhamento no extremo engastado).

Substituindo na ultima equacao, obtemos

wy 1
S4Y(s):E—3-E+s3k1+32k32+sk3+k4
1k k k k
Y(s)= o2 — 4242 B0

EI s s s2 3 g4
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Aplicando a Transformada Inversa, temos

LY (s)] = %'Lil Lls] +L7 { ] { } L?’} o {%}
y(z) =

que ¢é a solucao da equacao diferencial que modela o problema no caso em que a
carga W (z) = wy é distribuida uniformimente por toda a superficie da viga.

Wo ks 2

2.4.5 Solucao da Equacao Diferencial Ordinaria que Modela
o Problema da Capitalizacao Continua

Uma capitalizacao de juros é denominada continua quando é feita em intervalos
de tempo bem pequenos, isto é, a medida que o tempo ¢ varia dentro de um intervalo
considerado para a aplicacao, os juros sao capitalizados.

Quando juros sao capitalizados continuamente, a taxa de crescimento é propor-
cional ao capital ¢ investido, isto é,

de(t) .
a ic(t),

onde 7 é a taxa de juros c é o capital investido. Aplicando a Transformada de Laplace
em

de(t) .
i ic(t) =0,
temos
L {dz—ﬂ — i Lle(®)] =0

sC(s) —c(0) —iC(s) =
(s —1)C(s) = ¢(0).
Considerando ¢(0) = ¢o(capital inicial aplicado), temos

Co

C(s) =

s—1

Aplicando, agora, a Transformada Inversa, obtemos

Ll[C(s)]:coL_l[ ! }

S —1

c(t) = coe™.

Portanto, c(t) = cye’, nos informa o valor do capital em qualquer instante ¢ de
capitalizacao.
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2.4.6 Solucao da Equacao Diferencial que Modela a Lei do
Resfriamento de Newton
A Lei do Resfriamento de Newton afirma que a taxa de resfriamento de um corpo

é proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo e temperatura ambiente.
Para um corpo de temperatura inicial 7" que se encontra em um ambiente com

o ar x
temperatura T,,, a taxa de variagao de sua temperatura - ¢ dada pela equagao
diferencial T

— = k[T —T,,],
ikl ]

onde k£ é uma constante de proporcionalidade.

Como por hipoétese, o corpo esta esfriando, entao T° > T,,, consequentemente,
k < 0. Considerando que o equilibrio térmico ocorra quando o corpo atinja a
temperatura T,,, suposta constante, entao podemos escrever

d—T — kT = —KT,,.
dt

Aplicando a Transformada de Laplace, obtemos

I {%} _RL[T] = —KT,, - L[1]
ST (s) — T(0) — KT'(s) = —kTmé

(s —k)T'(s) = —k’Tmé +17(0).

Fazendo T'(0) = Tp, temos

kT, Ty
T(s)=— .
(5) 5(5—k)+5—/€
De
KT, A+ B A(s—k)+ Bs
s(s—k) s s—k  s(s—k)
obtemos
A+B=0
—Ak = —kT,,.
Resolvendo o sistema, temos A =1T,, e B = —T,,. Logo,

Tm Tm TO
T(s) = — — .
(5) s s—k+s—/€
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Aplicando a Transformada Inversa, obtemos

T(t) = Ty — Tppe™ + Tpek
T(t) =Ty, + (Ty — T),)eM.

Portanto, T'(t) = T, + (Ty — Trn)er" representa a temperatura do corpo em um
instante t considerado.

2.5 Consideracoes Finais

Este trabalho teve como principal objetivo fazer um estudo introdutoério sobre a
Transformada de Laplace e abordar algumas aplicagoes. No seu desenvolvimento,
falamos um pouco do seu campo de aplicacdo e também dissertamos, de forma
sucinta, sobre a historia do seu surgimento e destacamos os principais mateméaticos
envolvidos no desenvolvimento da teoria.

Apresentamos a definicao da Transformada de Laplace e a demonstracao de
alguns resultados, os quais foram considerados importantes para o desenvolvimento
do trabalho. Mostramos também a aplicagao da Transformada de Laplace em vérias
areas das ciéncias como também na propria Matemética, onde destacamos o uso
desta ferramenta na resolugao de equagoes diferenciais lineares. Em Engenharia,
mostramos o uso da técnica no estudo da deflexao de vigas, na Automacao Industrial,
abordamos a obtencao da funcao de transferéncia e a resposta em um sistema de
controle. Na Fisica, solucionamos determinadas equacoes diferenciais que modelam
alguns problemas.
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Apéndice A

A.1 Tabela de Transformadas de Laplace das Prin-
cipais Funcoes e suas Respectivas Inversas

Tabela A.1: Tabela de Transformadas de Laplace das

Principais Funcoes e suas Respectivas Inversas.

70 IO = () CFEI= 70
afi(t) + bfa(t) aFi(s) + bFy(s) afi(t) + bfa(t)
af(at) F(2) af(at)
1 : 1
t = t
" 2+,neN "
sen(kt) =i sen(kt)
cos(kt) T cos(kt)
sen?(kt) 5(522Tkj1k2) sen?(kt)
€at 1 eat
senh(kt) % senh(kt)
cosh(kt) e cosh(kt)
senh?(kt) S(S%’“L@) senh?(kt)
cosh?(kt) % cosh?(kt)
e . ot
t"et —(S_g”)!nﬂ et
e sen(kt) (s_a)% e sen(kt)
e cos(kt) s e cos(kt)
tsen(kt) (523[‘}:2)2 tsen(kt)
tcos(kt) % tcos(kt)
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Tabela de Transformadas de Laplace das Principais Func¢oes e suas
Respectivas Inversas

sen(kt) + ktcos(kt) % sen(kt) + ktcos(kt)
sen(kt) — ktcos(kt) % sen(kt) — ktcos(kt)
eatiebt 1 eatiebt
a—b (s—a)(s—b) a—b
ae® —pebt s ae® —pebt
a—b (s—a)gs—b) a—b
1 — cos(kt) m 1 — cos(kt)
kt — sen(kt) #ik?) kt — sen(kt)
asen(bt)—bsen(at) 1 asen(bt)—bsen(at)
ab(a?—b2) (s2+a?)(s2+02) ab(a?—b2)
cos(bt)—cos(at) s cos(bt)—cos(at)
ebt_eat s—a ebt_eat
t In (E) t

2(1—cos(kt))
t

In <32;;k2 )

2(1—cos(kt))
t

sen(at) arctan (£) sen(at)
—se”(atiws(bt) % arctan (£2) + %Sarctan ) —sen(aticos(bt)
50 T s 5()

St —a) e 5 St —a)
e f(t) F(s —a) e f(t)
f(t—a)u(t —a) e " F(s) ft —a)u(t —a)
u(t — a) L u(t —a)
/() s"F(s) =" f(0) — ... — f"(0) /()
70 1" F(s) 70
u(t — a) o u(t —a)
0 TR =T 0) = = P0) 0
t"f(t) (—D)"J=F(s) t"f(t)
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Apéndice B

B.1 Demonstracao do Teorema 1.2

Demonstracao: 1. Este item foi demonstrado no Capitulo 1.
2. Para este item, temos

[e's) b
L(t) = / e *tdt = lim [ e *'tdt.
0

b—oo 0

e—st

Fazendo u =t e dv = e™*dt, temos du = dt e v = [ e *'dt = —<—. Assim,

s

te\ b1 ’ 1 1 b
L(t) = lim (_ € ) ’ + — lim e Sldt =04 = lim |:——6_St:| ‘

b—o0 S 0 S b—oo 0 S b—oo S 0

11
s s
1
=5

desde que s > 0.

3. Provemos por inducao sobre n, com n € N.
1 0!

_ _ 40 _ _ - _
Para n =0, temos f(t) =t =1 e por (1), L(1) = L= o

Suponha que para n > 0, L[f(t")] = 2.
Paran=k+1,

LIF (1] = /0 T et gy,

Fazendo u = t"*! e dv = e~*!dt, temos du = (n+ 1)t"dt e v = [ e 5dt = —¢
Assim,

—st

S

tn—l—l —st b 1 b
L") = Tim (— ‘ ) ‘ e T
b—o0 S 0 S b—o0 0
n+1 n+1 n!
=0 L) = .
F e =
_ (n+1)!
- Sn+2 ’
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B.1. Demonstracao do Teorema 1.2

desde que s > 0.

4.
b

L(sen(kt)) :/ e *'sen(kt)dt = lim [ e *"sen(kt)dt.
0

b—oo 0

—st

Fazendo u = sen(kt) e dv = e *'dt, temos du = kcos(kt)dt e v = [ e *dt = =— e,
portanto,

k oo
L(sen(kt)) =0+ g/ e * cos(kt)dt.
0
Fazendo novamente u = cos(kt) e dv = e *'dt, temos du = —ksen(kt)dt e v =
[estdt = ==. Dai,
k k2 > —st
Lisen(kt)] = i e " sen(kt)dt
0
ko k
= ; — 8—2L[Sen(l€t)]
k
RN g

L(cos(kt)) :/ e *cos(kt)dt = lim [ e * cos(kt)dt.
0

b—o0 0

—st

Fazendo u = cos(kt) e dv = e™*'dt, temos du = —ksen(kt)dt e v = [ e *'dt = =<
e, portanto,

1 k[~
L(cos(kt)) = = — & / e~ sen(It) dt.
s s Jo
Fazendo novamente u = sen(kt) e dv = e *'dt, temos du = kcos(kt)dt e v =

[estdt = ’B;St. Dai,

- —/ e cos(kt)dt
0

52+ k2

e b
L(e™) :/ e~tedt = lim [ et
0

b—o0 0
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B.1. Demonstracao do Teorema 1.2

Fazendo u = (—s + a)t, temos du = (—s + a)dt e, portanto,

b
L(e™) = lim [ e=5t9tqt

b—o0 0

) b u( du )
= lim e
b—oo J —s—+a

1
_ : (—s+a)t
= radm )|
= ! lim (e(_8+a)b — 1)
—S + a b=
1
= , S > a.
s—a

b

0

00 b
L(cosh(kt)) = / e * cosh(kt)dt = lim [ e~ * cosh(kt)dt.
0

b—oo 0

st

Fazendo u = cosh(kt) e dv = e™*'dt, temos du = ksenh(kt)dt e v = [ e™*'dt = =

S
e, portanto,

1 k[~
L(cosh(kt)) = — + —/ e *'senh(kt)dt.
0

S S

Fazendo novamente u = senh(kt) e dv = e 'dt, temos du = kcosh(kt)dt e v =

[ e stdt = ==—. Dali,

S

1 k* [

Llcosh(kt)] = = + — e~ * cosh(kt)dt
s s2
1 k2
=3 + EL[cosh(kt)]
s
= m, s> k.

oo b
L(senh(kt)) :/ e S'senh(kt)dt = lim [ e *'senh(kt)dt.
0

b—o0 0

st

Fazendo u = senh(kt) e dv = e*'dt, temos du = kcosh(kt)dt e v = [ e 5'dt = ==

S
e, portanto,

L(sen(kt)) =0+ ﬁ/ e~ cosh(kt)dt.
s Jo
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B.1. Demonstracao do Teorema 1.2

Fazendo novamente v = cosh(kt) e dv = e *'dt, temos du = ksenh(kt)dt e v =

st

[ e stdt = ==—. Dali,

S

ko k> [
Llsneh(kt)] = — + — e *'senh(kt)dt
2 s?
ko k
=2 + ?L[senh(kt)]
k
= m, s> k.
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