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Resumo

A familia dos nimeros metéalicos foi introduzida pela matemética argentina Vera
de Spinadel, em 1994. Os Numeros Metalicos sao pouco conhecidos, com exce¢ao do
Nimero de Ouro. Porém, outros niimeros metéalicos também possuem propriedades
e aplicacoes importantes. As Fracoes Continuas possibilitam uma outra maneira de
representar esses nimeros, que sao irracionais.

Palavras-chave: Fracao Continua. Numero Metalico. Numero de Ouro.
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Abstract

The family of metallic means was introduced by the Argentine mathematics Vera
Spinadel, in 1994. The metallic means are unknown, except for the Golden Mean.
However, other metallic means also have properties and important applications. The
Continued Fractions enable another way to represent these numbers, which are ir-
rational.

Keywords: Continued Fraction. Metallic Mean. Golden Mean.
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Notacoes

Notacoes Gerais

e ¢ é o Nimero de Ouro.

e 0,, ¢ 0 ntimero metilico associado & equagao 2> — pr — ¢ = 0.
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Introducao

Apesar de suas propriedades serem objeto de pesquisa na atualidade, os Nimeros
Metéalicos sao pouco conhecidos, com excecao de seu membro famoso, o Nimero de
Ouro. Além dele, temos o Numero de Prata, o Numero de Bronze, além de outros
que trataremos neste trabalho.

A familia dos ntimeros metéalicos, introduzida pela matematica argentina Vera
de Spinadel, em 1994, é formada pelas raizes positivas das equacoes da forma 2% —
pr + g =0, onde p e ¢ sao niimeros positivos.

Por outro lado, as fracoes continuas, tema ainda muito pesquisado nos dias de
hoje, possibilitam uma outra maneira de representar niimeros reais, em particular, os
numeros irracionais. Por exemplo, o Numero de Ouro, que é um niimero irracional,
assim como a grande maioria dos niimeros metalicos também o sao, cujo valor é 1+2\/5,
na sua forma decimal, possui uma representacao com infinitas casas nao periodicas,
cujo valor aproximado é 1,618. No entanto, a sua expansao em fracao continua é,
simplesmente, [1]. Por esse motivo, optamos por utilizar as fra¢oes continuas nesse
estudo, onde podemos relacionar as duas teorias.

No 1° capitulo, faremos um resumo da teoria das Fracoes Continuas apresen-
tada no Capitulo 15 do livro Elementary Number Theory [2] e no livro Continued
Fractions [7].

No 2° capitulo, apresentaremos os Niumeros Metalicos, utilizando as ideias de
Vera Spinadel [8], explorando e aprofundando suas propriedades.

No 3° capitulo, traremos um pouco da histéria do Nimero de Ouro, desde o
Egito Antigo até a época do Renascimento.

Esperamos que esse trabalho tenha relevancia educacional, auxiliando professo-
res e estudantes que desejem conhecer e/ou se aprofundar no estudo dos Numeros
Metalicos, com suporte de uma metodologia de pesquisa cientifica.

Confiamos deixar um pequeno e significante contributo ao ensino da matema-
tica e nossa propria formacao, sobretudo quando confrontados nosso entendimento
intelecto ao inicio e final desta realizacao.

xii



Capitulo 1

Fracoes Continuas

1.1 Introducao

Um tema muito comum no ensino basico, a equacao quadratica sempre despertou
a curiosidade de muitos matematicos por varios séculos.
Vamos comecar este capitulo a partir da resolucao de uma equacao quadratica,

2 —r—-1=0 (1.1)

mas vamos resolvé-la de uma forma diferente da convencional.
E facil ver que zero nao é raiz dessa equacao, ou seja, x # 0.
Assim, podemos dividir ambos os membros da equacao por x, obtendo

1
r=14—
x
Agora, vamos substituir o valor de x na propria equacao, obtendo
14 !
x = —
1
I+ -
x
Estendendo este processo intimeras vezes, chegamos a seguinte relacgao:

1
r=1+ (1.2)

1+

1+

1+—1
I+..

A priori, essa nao parece ser a solucao de 1.1. Mas, analisando a sucessao de
fracoes obtidas ao final de cada repeticao, percebemos que surgem melhores aproxi-
macoes. Vejamos:



1.2. CONCEITOS BASICOS CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

1
1+1=2
1
I+ ——=15
L+
1
1+ ————=1,666...
L+ —
1+

Prosseguindo nessa analise, obtemos a sequéncia

(2:1,5;1,666...;1,6:1,625;1,615: 1,619; ...)

~—~
—
w

~—

S
IR

A solucao positiva da equacao 1.1 é o conhecido nimero de ouro ¢ = 1+2
1,618.
Diante do exposto, podem surgir alguns questionamentos:

e A sequéncia 1.3 converge para a solu¢ao da equacao 1.17
e Que tipo de fracao é esse que aparece em 1.27

Estes e outros questionamentos serao esclarecidos neste capitulo.

1.2 Conceitos basicos

Definicao 1.1 Toda expressio da forma

ap + (14)
a; +
as +

by
as + ...

¢ chamada de fracao continua, onde ay,as, as, ..., by, be, bz, ... sao nimeros complexos.

Nessa dissertacao, no entanto, vamos restringir nossa discussao nas fracoes con-
tinuas simples, que tém a forma

agp + (1.5)




1.3. NUMEROS RACIONAIS CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

onde ay € um inteiro qualquer e aq, as, as, ... sao inteiros positivos.
Com o intuito de simplificar a escrita, a expressao 1.5 também pode ser repre-
sentada como

lag; a1, az, as, .|

Dessa forma, a solucao positiva da equagao 1.1 pode ser representada por [1;1, 1,1, ...

ou, simplesmente, [1].

Os termos ag, ay, as, as, ... sao chamados de quocientes parciais da fracao conti-
nua.

Se a fracao continua possui uma quantidade finita de quociente parciais, ela é
chamada de fracao continua finita. Se a quantidade de quocientes parciais é infinita,
ela é chamada de fracao continua infinita.

A fracao continua que aparece no 2° membro da relacao 1.2 é um exemplo de
fracdo continua infinita. Além disso, ela possui a propriedade de ser periédica com
periodo igual a 1.

1.3 Numeros racionails

Um ntumero racional ¢ uma fracao da forma %, onde p e ¢ sao numeros inteiros

e q#0.
Efetuando a divisao de p por ¢, encontramos a representagao decimal de §.

Outra forma de representar um ntimero racional é através de uma fracao continua.
Para ilustrar, vamos tomar o nimero g—g.

Dividindo 67 por 29 encontramos 2 como quociente e 9 como resto. Assim,

67 o4 9

29 29

- 24—

29

9

Procedendo de forma andloga com %, encontramos,
67 ot 1

29 - 2
9

Esse processo é repetido até o surgimento de um resto nulo.
Logo, a representacao de g—g na forma de fracao continua é



1.3. NUMEROS RACIONAIS CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

67 1
29 1

= [2;3,4,2]

O proximo teorema garante que qualquer niimero racional pode ser escrito na
forma de fracao continua.

Teorema 1.1 Qualquer nimero racional pode ser expresso como uma fracao con-
tinua simples finita. Reciprocamente, qualquer fracao continua simples finita repre-
senta um numero racional.

Demonstracao: Seja § um ntmero racional qualquer.
Pelo algoritmo da divisao, obtemos:

p T'o
—=ap+ —, onde 0 <rg<q.
q q

Se ro = 0, entdo £ é um ntmero inteiro. Assim, o processo termina e a expansao
de 2 em fragao continua ¢ [ao).
Porém, se ry # 0, fazemos:

e repetimos o algoritmo da divisao, dividindo ¢ por r(, obtendo
q T
—=a;+—, onde 0 <r; <rg.
To To

Se r1 = 0, 0 processo termina e a expansao de § em fragao continua é [ag; a;].
Porém, se r; # 0, fazemos:

p
q



1.3. NUMEROS RACIONAIS CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

e repetimos o algoritmo da divisao, dividindo 2.

Note que o processo termina quando r, = 0 para algum n, o que sempre ocorre,
pois (q,79,71,72,...,7n) € uma sequéncia decrescente de inteiros positivos. Caso
contrario, terifamos uma sequéncia de nimeros naturais ¢ > ro > r; > ... que nao
possui menor elemento, o que nao é possivel pela Propriedade da Boa Ordenacao.

Assim, por divisoes sucessivas obtemos uma sequéncia de equacoes:

r
E:ao—l——o, O<ryg<gq
q q

r
g:Cl1‘{‘—1, O<T1<’I“0
To To
To T2
— =ag + —, 0<ry <y
(&1 1

rm —2) 0

Y —— =0

rm —1) rm—1)

que termina depois de um certo niimero finito de divisoes, com a equacao em que o
resto r é igual a 0.
Portanto, a expansao de § em fracao continua é finita e sua representacao é
[CLO; ai, ag, ..., an].
A demonstracao da reciproca é imediata, pois se a expansao é finita, sempre
podemos, fazendo o caminho inverso, obter uma fracao racional.
[ |

Uma forma pratica de encontrar a expansao de um ntmero racional em fracao
continua é utilizando o Algoritmo de Euclides de forma semelhante a determinacao
do mdec.

Para ilustrar, vamos retomar o numero g—g, cuja expansao ja sabemos que é
2;3,4,2].
2 13142
671291921
912|110

Os quocientes obtidos sao os quocientes parciais da fragao continua que repre-
senta %.
Agora, vamos simplificar a fracao continua [0;2,3,4,2]. Note que ag = 0.



1.3. NUMEROS RACIONAIS CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

1 1
0t 1 1
24 1 2+—2
3+—1 3+§
1+
1
24
29
29
T 67

Sslim, 7 [ NP/ N N }
67 29

Uma comparaciao da expansao s = [2;3,4,2] com & = [0;2,3,4,2] sugere o
seguinte teorema:

Teorema 1.2 Seja § um numero racitonal positivo tal que p > q.

p q
- =lag; ay, ..., a,] se, e somente se, — = [0;ag, ay, ..., ).
p

~ . D , . .- . - -
Demonstracao: Seja — um nimero racional positivo cuja expansao em fracao

continua é [ag; a, ..., a,|. Dai, fazendo algumas manipulagoes algébricas, temos:

= [Go;al, ...,an]

3

1
= a0—|—

a1+.'-—
an

Logo,invertendo ambos os membros,temos:
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ag +
a1+.'-_

n

= [0;a07a17"'aa'n]

De forma anéloga, demonstra-se a reciproca.
[ |

Agora, vamos analisar como obter a expansao de um ntimero racional negativo
—%. Mas, antes, vamos definir o que é a parte inteira de um ntmero real x.

Definicao 1.2 A parte inteira de um nimero real x € o maior inteiro |x| que nao é
maior que x. Definimos a parte fraciondria {x} de x por {x} = x — |z|.(exemplos:
13] =3,|3,5] =3 e |—4,7 =-5.)

Note que para § >0, ag = L%j. O mesmo acontece quando § < 0. Ou melhor,
para qualquer nimero real x, ag = |z].

Para encontrar a expansao de um niimero racional negativo —§ podemos também
utilizar o Algoritmo de Euclides. Nesse caso, como ay = L—%’j, ag < 0. Porém, os
demais quocientes parciais sao todos positivos.

Para ilustrar, vamos encontrar a expansao de —% e —%.

Exemplo: FExpandindo —% em fracao continua.

-1161(3
B3 144 171201
712110

Logo, —3¢ = [-1;6,3,2].
fod

44

5> em fra¢ao continua.

211141312
44137130 | 7121
301712 11]0

Exemplo: Expandindo —




1.4. NUMEROS IRRACIONAIS CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

Logo, —42 = [-2;1,4,3,2].
[

Note que, para o caso em que|p| < |g|, o primeiro quociente parcial é —1, para
quaisquer p, ¢ inteiros e § < 0. Ja para o caso em que |p| > |q|, o quociente
parcial é sempre negativo. Em ambos os casos, apenas o primeiro quociente parcial
é negativo.

1.4 Numeros irracionals

Um ntmero irracional ¢ um ntimero que nao pode ser representado como a razao
de dois inteiros, ou seja, na forma £, onde p e ¢ sao inteiros e ¢ # 0.
q
Os nimeros

3+7

V2, V3 1EV2 —

sao todos irracionais. Em particular, qualquer nimero da forma

P++D
Q )

onde P, D, () sao inteiros e D é um inteiro positivo que nao é um quadrado perfeito
é chamado de Irracional Quadrdtico.

Por outro lado, podemos expressar niimeros irracionais como fragdes continuas.

Para construir a expansao de um nimero irracional em fracao continua simples
utilizaremos substituicoes sucessivas, da forma que descreveremos a seguir.

Sejam x um namero irracional qualquer e ap = |z|.

Podemos escrever z como

1 1
r=ay+ — onde 0 < —< 1
T T

> 1 é um ndmero irracional.

Entao, x4 =
T — Qg

Da mesma forma, podemos escrever
1 1
T =a; + —, onde a; = |z1] > 1, 0<—x<1
T2 T2

1

Iy —ap
Repetindo-se esse processo, obtemos, sucessivamente, as equacoes:

e obtemos x, = > 1, que é, também, um ntmero irracional.
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r=ay+ —, Ty > 1
I
1
Ty =a; +—, To > 1, a; > 1
X2
1
Ty = Qp + , Tpi1 > 1, a, > 1
Ln+1

onde ag, aq, ..., ay,, ... SA0 inteiros e x1, T, ..., Ty, ... SA0 irracionais.

Notemos que este processo nao termina, pois isto s6 ocorreria se x, = a, para
algum n, o que é impossivel, pois x,, ¢ irracional para todo n.

Fazendo substituicoes apropriadas, obtemos a fracao continua simples infinita:

1
r = a+ —
Ty
N 1
= a
0 1
CL1+—
T2
1
= CLO+ 1
CL1+ 1
ag + —
T3
1
a; + 1
ag+ " ———
ap + -

que também denotamos por [ag; a1, as, ...
Para ilustrar, vamos expressar v/13 como uma fracao continua simples.
Note que [/13] = [3,605551...] = 3.
Logo, ag = 3.
Mas,
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= 3+ ]
V13 -3
1
IRV
4
Logo, a1 = 1, pois {@J =1

Mas,

VI3 +3 V13 +3
— 1+ 1

Logo, ay = 1, pois

{@J -

Continuando o processo, encontramos
az =1,a4 = 1,a5 =6,a6 = l,a7 = 1,as = 1,a9 = 1,a10 = 6,a11 = 1, ...

Logo,

10
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VI3 =3+ =[3:1,1,1,1,6,..]
1+

1+
I
1
1+ —
6 -

Por fim, vamos expressar m como uma fragao continua simples.

Note que |r] = |3, 1415926535897932...] = 3.

Logo, ag = 3.
Mas,
T = 340,1415926535897932...
= 3+ !
N 1
0, 1415926535897932...
] 1
= oF 7,06251331041...
Logo, a1 = T7.
Mas,
7,06251331041... = 7+ 0,06251331041...
= T+
1
0,06251331041...
; 1
= 0 15, 9965932606...
Logo, ay = 15.

Repetindo o processo, encontramos,

a3:1,a4:292,a5:1,a6: 1,a7:1,a8:2...

11



1.5. CONVERGENTES CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

Logo, m = [3;7,15,1,292,1,1,1,2...].

Nem todo niimero irracional tem expansao em fracao continua simples. Note,
nos exemplos abaixo, a presenca de alguns niimeros irracionais com expansao em
fracdao continua nao simples.

=2+ !
e= o ;
2+ !
1
1+
1+ —
4"
2
e—1=1+ 3 (Euler)
2+
3+ :
4+ °
6
5+
6+
! 1 v B k
—= + e (Brouncker)
2+ =
2+ 3
2+ 0
2+
24

1.5 Convergentes

. D ~ . . ~ ~ . . o,
Seja — uma fragao racional, cuja expansao em fracao continua simples finita é

dada por

p
gzao—{— = [ao;al,aQ,...,an]. (16)
ai +
as + o4 —



1.5. CONVERGENTES CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

Consideremos agora as fragoes continuas

Co = Qo

obtidas de 1.6, considerando-se, sucessivamente, o primeiro termo da expansao, o
primeiro e segundo termos da expansio e, assim, sucessivamente, até o (n+1)-ésimo
termo.

Definicao 1.3 Chamamos convergente de ordem i da fra¢ao continua 1.6, o nimero

1

c; = ag+ 0<1<n.

1 Y
ap+ -+ —

a;
Note que n-ésimo termo convergente de (1.6), ¢,, é a propria fragdo continua.
Vamos, agora, desenvolver uma forma pratica para calcular esses convergentes.
Mas antes, vamos definir os nimeros p; e ¢;.

. o~ . . Pi .
Definicao 1.4 Os numeros p; e q;, tais que ¢; = — sao chamados, respectivamente,
. . 4
numerador e denominador do i-ésimo convergente.

Definidos os ntimeros p; e ¢; e dada a fracao continua 1.6, podemos escrever

Do

qo0
= ao

Qo

13



1.5. CONVERGENTES CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

D2
q2

a2
asa; + 1
ag(asa; + 1) + ay
asa; + 1
201Go + Qg + a2
asaq + 1
as(ajag + 1) + ag
asa; + 1
azp1 + Po
a2q1 + qo

Procedendo de forma analoga, encontramos,

]E
qs
azp2 + p1
azqz + q

C3 =

Tais resultados sugerem uma expressao simples para encontrar o numerador p; e o
denominador ¢; do i-ésimo convergente ¢;. O teorema a seguir valida essa expressao.

14



1.5. CONVERGENTES CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

Teorema 1.3 O numerador p; e o denominador q; do i-ésimo convergente c; da
fragao continua |ag; ay, ag, ..., a,] satisfazem as equagoes

Di = Q;iPi—1 + Pi—2 ,
, 1=2,3,...,n, 1.7
{ Qi = Q;Qi—1 + Gi—2 (1.7)

com as condi¢oes niciais

Do = Qg . p1 = aiap +1
g =1 ¢ = '

Demonstragao: Para esta demonstracao vamos usar inducao.

Os calculos que fizemos para ¢y e ¢; mostram que as condicoes iniciais estao
satisfeitas.

O célculo feito para ¢, mostra que as equacoes 1.7 sao verdadeiras para ¢ = 2.

Suponhamos, entao, que as equagoes 1.7 sao verdadeiras para k, com 3 < k < n.
Isso significa que

o = Pr _ agPr—1 + Pr—2 (1.8)
Qr  OpQr—1 t+ Qrp—2

Sabemos que

1
Cp = ao + 1
aq + 1
as + o+ 1
Qp—1 + —
ag
e que
1
Ck+1 = Qo + 1
a + 1
as + o+ 1
ag—1 + 1
Qg —|—
Ak+1

Note que podemos obter ¢y a partir de ¢ simplesmente pela substituicao de
ay, por ay + aklﬂ. Mas isto quer dizer que se pudermos mostrar que os nimeros py_1,
Dr—2, Qk—1 € Qr—2 dependem somente dos nimeros ag, ai,..., ap_1, poderemos usar
1.8 para obter ci.1, pois estamos supondo, como hip6tese de inducgao, a validade de

1.8, para todo k, com 3 < k < n. De fato, como
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1.6. FRACOES PERIODICAS CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

Pk—1  Qk—1Pk—2 t Dr-3

Q-1 Qk—1Qk—2 + Q-3

segue que 0s nimeros px_1 € qx—1 dependem somente do niimero a;_1 e dos nimeros
Dr—2,Pk—3,k—2 € Jr_3, O quais, por sua vez, dependem de seus precedentes. Dessa
forma, pr_1,pr—1,9x—1 € qr—o dependem apenas dos ntmeros ag, ai,..., ag_1, sendo
independentes de aj. Logo, eles nao sao alterados com a substituicao de ay por

ai + ak1+1' Podemos, portanto, utilizar a expressao 1.8 para obter c;.1, bastando,

para isso, substituir a, por aj + ﬁ, ou seja,

Pk+1

Chet = qk
—+1

(ar + )Pk—1 + Pr—2

Ap41

(ak +

V-1 + Qr—2
Ak+1

(apgrar + 1)pr—1 + aip1pi—e
(argrar + 1)qr—1 + Gip1Gi—2
k+10kPk—1 + Pk—1 T Qk+1Pk—2
10k Gk—1 + Qk—1 + Ak 1GK—2
apr1(ArPr—1 + Pr—2) + Dr—1
a1 (rqr—1 + Qe—2) + Qr—1
Ak+1Pk T+ Dk—1

k19K + Qr—1

[ |
Os convergentes da fragao continua simples infinita
T = lag; ay, az, as, ...

sao calculados da mesma forma que no caso das fragoes continuas simples finitas.

1.6 Fracoes peridodicas
Certas fragoes continuas, como
V2 =11;2,2,2..] = [1;2]

sao periddicas a partir de um certo termo e outras como
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1.6. FRACOES PERIODICAS CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

V24+1=102;2,2,2,..]=[2]
sao periddicas desde o inicio.
Estas ultimas sao chamadas de fracoes continuas puramente periodicas.
Na secao 1.4, j& mencionamos sobre os irracionais quadraticos. Vamos, agora,

definir esses conceitos.

Definicao 1.5 Uma fracao continua simples é denominada fragao continua perio-
dica se a sequéncia dos valores a; apresenta repeticao (periodo), que denotamos por

[ao; a1,a42, ..., A1, Ak, Af+1, ...,akJrn,l],

onde a1, = ay e 0s valores ay, ari1,...,01n_1 formam o periodo que se repete.
Em particular, a fracao continua

[ao; ai, @g, ..., an—l]
€ chamada fracao continua puramente periddica.
Definicao 1.6 Chamamos irracional quadrdtico um nimero irracional x que é raiz

da equacdo quadrdtica ax® + bx + ¢ = 0, onde a, b, ¢ sdo inteiros e b*> — dac > 0 ndo
€ um quadrado perfeito.

H4 dois resultados fundamentais sobre fragoes continuas periddicas e nimeros
irracionais quadréticos, os teoremas de Euler e Lagrange.

Teorema 1.4 (Euler) Se x é uma fragao continua periddica, entao x € um irraci-
onal quadrdtico.

Demonstracao: De fato, seja © = [ag; a1, as, ..., k_1, Tk, Gkt 1, -y Chin_1] UMA
fracao continua periddica.
Vamos tomar = = [ag; a, ..., ar_1, 1], onde xp = [ag; agi1,...]. Assim

T = [ak; Ak+15 ---,ak+n71,$k]

e, entao,
S wep’ +p”
C T g +q”
ou seja,
q/ka + (q// . p/)xk - p// — 07 (19)

/! /
p . e s
onde — ¢ — sao os dois dltimos convergentes de [k, Qpi1y ooy Qpyn—1]. Mas,
q
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1.6. FRACOES PERIODICAS CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

TpPr—1 + Dk—2
ThQr—1 + Q2

Logo,
_ Pr—2— Gp—2¥
qk—1T — pk—l.

Substituindo-se o valor de z; dado acima em 1.9 e simplificando, obtemos

Ty

ax? +bxr +c=0,

onde
a = q/q2k—2 —(¢" = ¢ )@r—2qr—1 — p”q2k—1>
b=2(0"pk-1Gk—1 — ¢'Pr—2Gr—2) + (¢" — ') (Pr—2@r—1 — Qr—2Pk—1),
c= q/ka—z —(¢" — P )pr—2pk—1 — P"Pr-1

e, assim, a, b, ¢ s30 ntimeros inteiros. Como z é irracional, entao b*> — 4ac > 0.
Portanto, x ¢ um irracional quadratico.
[ ]

Teorema 1.5 (Lagrange) A fracdo continua que representa um irracional quadrd-
tico x € periodica.

Demonstracao: Sabemos que um nimero irracional quadratico satisfaz a uma
equacao quadratica com coeficientes inteiros, que pode ser escrita como

az® +bx +c=0 (1.10)
Se x = [ag; a, ag, ...ay, ..|, tomando-se x, = [ay; agy1,...], entao r = [ag; ay, ..., ap_1, Ty
Além disso,
_ TkPk-1t Dr—2
TpPh—1 + Dh—2

Substituindo-se o valor acima em 1.10, obtemos

Akak + Brxp + C, =0, (1.11)

onde
Ap = ap?_y + bpp_1qr—1 + cg®_,
By, = 2app_1pr—2 + b(Pr—1qr—2 + Pr—2qr—1) + 2cqrp—1qr—2, (1.12)
C = ap®i_y + bPr—2Gi—2 + ¢ _s-
Se Ax = 0, isto &, ap?,_; + bpr—1qk—1 + c¢*,_; = 0, obtemos
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1.6. FRACOES PERIODICAS CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

— bge—1 £ /(1? — dac)g?,_, B
2a N

— b+ Vb2 —4ac
qK—

2a

DPk—1 =

1-

— b+ Vb2 —dac  py

Logo, . Entao, a equacao 1.10 tem um ntmero racional
2a dk-1
Pr—1 . L . . . L . -
como raiz, o que é impossivel, pois x é irracional. Portanto, Ay # 0 e a equacao
dk—1
quadratica

Aky2 + Bky + Ck == 0,

tem xp como uma de suas raizes.
De 1.12, obtemos

B* —4A,Cy = [2app_1pk—2 + b(Ph_1Gr—2 + Pr_a2qs_1) + 20(]1@71(]1@72]2 —
4(ap2k71 + bpr—1qr—1 + Cq2k—l)(ap2k72 + bpr—2Qr—2 + CQQka)
= (52 - 4CLC) (pkfl(kaQ - pk72Qk71)2

= =b>—4dac
Logo,
B? — 4A,Cy = b* — 4ac. (1.13)
. 1
E possivel provar que xqy_1 — pr_1 > ——. Logo, existe um numero d;_;, com
dk
|0k_1] < 1, tal que
Ok—1
Dk—1 = TQk—1 + ——
dk—1

Portanto, da equacao acima e de 1.10, obtemos

2
5k71 (Skfl
A, = a (I%—l + —> + bqp—1 (l’Qk—l +— | + g’y

k-1 k-1
0%k—1
= (ax® +bx +c)¢*p_; + 20001 + i + bOj_1
k-1
0%
= 2axd,_1+a — + bo_1
Ly

Logo,
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1.6. FRACOES PERIODICAS CAPITULO 1. FRACOES CONTINUAS

|Ax| < 2|laz| + |a| + |b|.
Mas, como C}, = Ay_1,
|Ck| < 2|azx| + |a| + |b].
De 1.13, obtemos
B?, < a|ALCy| + [b? — dac| < 4(2|az| + |b] + |c])? + |b* — 4ac|.

Observe que os valores absolutos de Ay, B, e C) sao menores do que nimeros
que nao dependem de k. Como A, By e C) sao nimeros inteiros, existe apenas
um ntumero finito de triplas (Ag, By, Cy) diferentes entre si. Logo, podemos encon-
trar uma tripla (A, B,C) que ocorre pelo menos 3 vezes, digamos (Ag,, Bk, , Ck, ),
(Akys Bryy Cky) € (Agy, Bis, Cky). Portanto, de (1.11), x,, Tk, € xy, s@o raizes de

Ay* + By +C =0.
E claro que pelo menos duas delas sao iguais, por exemplo, xx, e zy,. Entao,
Ay = Qfyy Aot1 = Afy+15 Akg+2 = Q1425 ---

Portanto, a fracao continua é periddica.
[ |
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Capitulo 2

Numeros Metalicos

2.1 Introducao

S

1+v5

2

O nimero metalico mais conhecido é o nimero de ouro,¢p =
positiva da equacdo 22 —x — 1 = 0.

Os elementos desta familia gozam de propriedades matematicas comuns, notaveis
e de interesse indubitavel. Estao presentes na natureza e serviram de base para
construgoes que vao desde a civilizacao romana a atualidade.

, que é a raiz

2.2 Conceitos basicos

Definicao 2.1 A familia dos niimeros metdlicos é formada pelas raizes positivas
das equagoes da forma x* —pxr —q =0, onde p,q € N.

Essa definicao foi dada em 1994, pela argentina Dra. Vera W. Spinadel, Profes-
sora Titular Emérita da Universidade de Buenos Aires.

O teorema abaixo garante a existéncia de uma tnica raiz positiva para cada
combinagao p, q, com p,q € N.

Teorema 2.1 Quaisquer que sejam os valores de p,q € N, a equagio 22 —pr—q =0
tem apenas uma unica raiz positiva.

Demonstragio: Sejam as fungoes f e g definidas por f(x) = 2? e g(x) = px + ¢.
Note que a equacao 22 — pr — ¢ = 0 pode ser reescrita como z? = pz + ¢. Entao
as solucoes da equacao x2 — pr — ¢ = 0 sdo as abcissas dos pontos de interseccao
dos graficos f e g.
O grafico de f é uma pardbola com concavidade voltada para cima, vértice na
origem do sistema cartesiano e eixo de simetria igual ao eixo das ordenadas.
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2.2. CONCEITOS BASICOS CAPITULO 2. NUMEROS METALICOS

Figura 2.1: Teorema 2.1

O grafico de g ¢ uma reta com declive positivo igual a p, pois p € N, que intersecta
o eixo das ordenadas em ¢ € N.

Necessariamente, existe apenas um ponto de interseccao da reta com a parabola,
cuja abcissa é positiva.

As solucoes da equacgao 22 — pr — g = 0 sdo

pE/p?+4q
r=—"
2
Como p,q € N, entao
p? +4q > 0 e p? +4q > p?

De p? 4 4q > 0, segue que a equacio sempre tem solucao.
De p? + 4q > p?, segue que

VP2 +4q > /P2, ou seja, \/p? +4q > p.

Consequentemente,

p+/p?+4q
r=———"
2

é uma raiz positiva.
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2.3. METALICOS INTEIROS CAPITULO 2. NUMEROS METALICOS

p— P +4q

T=— ¢ uma raiz negativa.

Portanto, podemos afirmar que qualquer que seja o valor de p,q € N, a equacao
22 — pr — ¢ = 0 tem apenas uma raiz positiva.
[ |

Em outras palavras, podemos dizer que o Teorema 2.1 garante que a equacao
P+ VPP +4q
2

2?2 — pr — ¢ = 0 d4 origem a um tinico nimero metélico

, que repre-
sentaremos por gy 4.

Alguns desses nimeros metalicos tém nome de metais. Além do famoso Numero
de Ouro, ha o Numero de Prata, de Bronze, de Cobre, de Niquel e de Platina.

Na tabela abaixo encontram-se detalhes sobre cada um dos ntiimeros citados.

p | q | SIMBOLO NOME VALOR
1++5

1)1 b NUMERO DE OURO 5
21 0o NUMERO DE PRATA | 1++/2
. 3+ V13
301 031 NUMERO DE BRONZE T\/_
12 01 NUMERO DE COBRE 2

1++v13

1]3 o1 NUMERO DE NIQUEL 5
2|2 T2 NUMERO DE PLATINA | o+ /3

Note que existem ntimeros metalicos inteiros. Na proxima se¢ao, vamos analisar
quando eles aparecem.

2.3 Metalicos inteiros
_ pHy/p?H4q

Para que um ntimero metalico 0,, = —5—— seja um nimero inteiro, p? + 4q
deve ser um quadrado perfeito e p + \/p? + 4¢ um multiplo de 2.
O teorema a seguir garante que a segunda condicao é uma consequéncia imediata

da primeira, ou seja, se a primeira condicao for satisfeita, a segunda também sera.

Teorema 2.2 Sejam p, q dois nimeros naturais. Se p*+4q é um nimero quadrado
perfeito, entao p + /p? + 4q é maiiltiplo de 2.

Demonstragao: Suponhamos que p* + 4¢ seja um nimero quadrado perfeito.
Entao, existe r € N, tal que r? = p? + 4q. Dai,
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2.3. METALICOS INTEIROS CAPITULO 2. NUMEROS METALICOS

ou seja, r + p é multiplo de 2. Mas r +p = p + /p? + 4q.

Portanto, p + \/p? + 4¢q é mdltiplo de 2.
m

Vamos agora verificar para quais valores de p e ¢ a expressao p? + 4¢ é um
quadrado perfeito. Para isto, vamos fixar o valor de p em 1 e variar o valor de q.

p| q | p*+4q| OBSERVACAO

1] 1 )

1] 2 9 ¢ quadrado perfeito
13 13

1] 4 17

1|5 21

116 25 é quadrado perfeito
1|7 29

18 33

119 37

1110 41

1]11 45

1112 49 é quadrado perfeito
1]13 53

1] 14 57

1115 61

1]16 65

117 69

1] 18 73

1119 77

1120 81 é quadrado perfeito

Note que a sequéncia de valores de g para os quais p*+4¢ é um quadrado perfeito

2,6,12,20, ...
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2.3. METALICOS INTEIROS CAPITULO 2. NUMEROS METALICOS

e que o termo geral, ¢,, com n € N, é
¢ =n(n+1)
Procedendo de forma analoga, encontramos:
e parap =2, ¢, = n(n+2)
e parap =3, ¢, = n(n+3)

Tais resultados sugerem que o termo geral da sequéncia de valores de ¢ para os
quais p* + 4¢ é um quadrado perfeito ¢ ¢, = n(n + p), ou seja, que os niimeros
metalicos 0, n+p) Sa0 inteiros, quaisquer que sejam os valores de n,p € N. O
teorema a seguir garante isso.

Teorema 2.3 Todo nimero metdlico da forma o, y,m4p) € inteiro, quaisquer que
sejam n,p € N.

Demonstracao: De acordo com o Teorema 2.2, basta mostrar que p? + 4q =
p? + 4n(n + p) é um quadrado perfeito.
De fato,

p>+dn(n+p) = p®+4n®+4np
= 4n?® + 4np + p?
e
= 4(n® +np+ Z>
Do
— 92. £
n+)

- ()

= (2n+p)’

Até agora, vimos que ha nimeros metélicos irracionais e inteiros. Uma indagacao
surge nesse momento: existem ntmeros metalicos que sejam racionais nao inteiros?
O teorema a seguir garante que nao.

Teorema 2.4 Todo nimero metdlico é um irracional quadrdtico ou um inteiro maior
que 1.
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2.4. METALICOS DO TIPO (op;)  CAPITULO 2. NUMEROS METALICOS

Demonstracao: Seja p,q € N. Por conseguinte, p*> 4+ 4¢ € N e apenas uma das
condicoes abaixo pode acontecer:

(i) p* + 4¢ ndo ¢ um quadrado perfeito.
(i1) p* + 4q ¢ um quadrado perfeito.

Para o caso (i), p* + 4¢ nao é um quadrado perfeito. Assim, /p? + 4q é um
nimero irracional, consequentemente, p++/p? + 4¢ também é um nimero irracional,

p++/p%+4q

3 também é um ntmero irracional.

bem como

py/p?+4g , . ~ Lo . .
Como 0, , = —~—— ¢ raiz de uma equagao quadratica de coeficientes inteiros
e ¢ um nGmero irracional, segue que o, , ¢ um irracional quadratico.

Para o caso (ii), p* + 4¢q é um quadrado perfeito e, segundo o Teorema 3.2,

p++/p? + 4q é um maltiplo de 2, ou seja, 0, , = prvp i V§2+4q é um inteiro. Além disso,
é maior que 1, pois os menores valores de p e ¢ que satisfazem o caso (ii) sao p = 1
eq=2,deonde gy y=2.

Portanto, todo ntimero metalico é um irracional quadratico ou um inteiro maior
que 1.

A partir da proxima secao, vamos limitar o nosso estudo aos ntimeros metélicos
do tipo 0, 1. Entre eles estd incluido o famoso Numero de Ouro, além do Namero
de Prata e do Nimero de Bronze.

2.4 Metalicos do tipo (Up,1)

Vamos agora fixar o valor de ¢ em 1 e variar o valor de p.
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2.4. METALICOS DO TIPO (op;)  CAPITULO 2. NUMEROS METALICOS

p+vVp+4
P |14q 9
1|1 1,618...
2 |1 2,414...
311 3,302...
4 |1 4,236...
5 |1 5,192...
6 |1 6,162...
71 7,140...
8 |1 8,123...
9 |1 9,109...
10 | 1 10,099...
11 |1 11,090...
12 |1 12,082...
13 |1 13,076...
14 |1 14,071...
15 |1 15,066...
16 | 1 16,062...
17 |1 17,058...
18 |1 18,055...
19 |1 19,052...
20 | 1 20,049...
Percebe-se facilmente que a medida que p cresce, o valor de 0,; = u J“éﬁ

aproxima-se cada vez mais do valor atribuido a p. Tal observacao sugere o seguinte

teorema.

p+/p2+4
2

Teorema 2.5 Seja o nimero metdlico o = . Se p cresce indefinidamente,

op,1 tende a ser igual a p.

Demonstracao: Quero mostrar que a medida que p cresce, o valor de 0, tende
a ser igual ao valor atribuido a p, com p € N.
pHy/ P4

2

Mas isto ¢ equivalente a mostrar que a diferenca entre e p tende a zero

quando p cresce indefinidamente.

De fato,
P+ PPt4 P+ /PP+4-2p
lim (————p) = lim( )
p—00 2 p—00 2
1
= L (/P Ta-p)
2 p—oo
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2.4. METALICOS DO TIPO (op;)  CAPITULO 2. NUMEROS METALICOS

Aqui temos uma indeterminacao do tipo oo — co. Para continuar, vamos multi-
plicar e depois dividir pelo conjugado. Dai,

+v/pr+4 1 (VPP +4—p)(V/p*+4+4)
-p
2

. D .
lim (—————— = -1
pg(r)lo( ) 2pgrolo /p2_|_4+p

1 pP4+4-p

— lim ——
2 p—o0 /p2+4+4

1 4
— Zlim —
2p=oo /P2 44+ p
=0

Portanto, a medida que p cresce, o valor de o0y, ; tende a ser igual ao valor atribuido

a p.
[ |

Observando a tabela, podemos concluir que a parte inteira de 0,,; é p e 0 Teorema
2.5 garante que 0,1 = p quando p se torna grande.

Agora, vamos analisar a representacao de 0,; na forma de fragao continua.

Ja vimos no capitulo 1 que a expansao em fracao continua do Ntumero de Ouro,
011, € [1]. O proximo teorema garante que a expansao em fragao continua dos
nimeros metalicos da forma o,; sao fra¢oes continuas puramente perédicas cujo
periodo é p.

Teorema 2.6 Qualquer nimero metdlico da forma 0,1 possui expansao em fragdao
continua puramente periodica com periodo iqual a p.

Demonstracao: Seja 0,; um ntimero metalico. Entao, o, ¢ a raiz positiva da
equacao 22 — pr — 1 = 0. Dai,

?—pr—1 = 0
2

r° = pr+1
1
r = p+—
T
N 1
p+ -
T
N 1
b 1
Pt
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2.5. O NUMERO DE OURO CAPITULO 2. NUMEROS METALICOS

Se o processo for repetido continuamente, encontramos x = [p].
Portanto, 0,1 = [p].
]

Nas proximas segoes vamos apresentar os trés mais importantes niimeros meta-
licos da forma o, 1, entre eles, o mais famoso niimero metalico, o Nimero de Ouro,
alétm do Numero de Prata e do Namero de Bronze.

2.5 O Numero de Ouro

O Ntmero de Ouro, ¢, ¢ o nimero metélico oy, ou seja, é a raiz positiva da

1+v5

5, aproximadamente, 1,618. Sua expansao

equacao x? —x — 1 = 0. Seu valor é
em fracao continua é

¢ = 1]

Este niimero tem aplicagoes surpreendentes em varios ramos da matematica. En-
volto em muito mistério, o Nimero de Ouro chama a atencao de muitos matematicos
desde a antiguidade.

O Nuamero de Ouro também esta presente na Sequéncia de Fibonacci.

1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

E facil verificar que a sequéncia formada pelas razoes entre um termo e o termo
imediatamente anterior converge para o Nimero de Ouro.

Os nimeros de Fibonacci podem ser usados para caracterizar diversas proprie-
dades da natureza.

O Numero de Ouro também influenciou a arte através do retangulo aureo, que
é considerado perfeito, pois é o retangulo mais agradéavel a visao. Nesse retangulo,
a razao entre o lado maior e o lado menor é o Nimero de Ouro.

Pode-se encontrar retangulos de ouro associados a numerosas obras de arquite-
tura tal como o Pathernon, em Atenas, nas obras do arquiteto Lé Corbusier.

2.6 O Numero de Prata

O Numero de Prata, 044, ¢ 0 nimero metalico 091, ou seja, é a raiz positiva da
equacdo z?—2x—1 = 0. Seu valor é 1+/2, aproximadamente, 2,414. Sua expansio
em fracao continua é

oag = [2]

29



2.7. O NUMERO DE BRONZE CAPITULO 2. NUMEROS METALICOS

Apesar de nao ser muito conhecido, como o Numero de Ouro, também possui
muitas aplicacoes na Matemaética. Em particular, Donald e Carol Watts, um casal de
arquitetos norteamericanos, estudaram as ruinas das casas de Ostia, comprovando
que estavam organizadas por um sistema proporcional baseado no Numero de Prata.

E um nimero extremamente curioso, um campo vasto a ser explorado, bem como
os demais niimeros metalicos.

2.7 O Numero de Bronze

O Numero de Bronze é o ntimero metdlico 031, ou seja, é a raiz positiva da

3+ V13

equacao 22 — 3z — 1 = 0. Seu valor & B — aproximadamente, 3,302. Sua

expansao em fracao continua é

0'371 = [3]

Nao encontramos na literatura nenhum estudo sobre esse nimero, bem como
nenhuma aplicagao.

Portanto, temos um campo vasto para futuras pesquisas sobre o Nimero de
Bronze, bem como sobre os demais niimeros metalicos.
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Capitulo 3

O Numero de Ouro na Historia

A histéria desse enigméatico nimero perde-se na antiguidade. Buscando a histéria
da razao aurea observa-se algumas discordancias entre os estudiosos do assunto,
principalmente se os povos egipcios, babilonios ou outras civilizacoes antigas tinham
algum conhecimento sobre essa razao. Entre essas discussoes questiona-se se a razao
aurea foi ou ndo usada na construgdo da Grande Piramide de Quéops (ou Khufu)
e em construgoes gregas, como exemplo o Partenon - o lugar da virgem - em grego

[5].

3.1 Egito Antigo

Como canone arquitetonico, a Proporcio Aurea foi encontrada na tumba de
Khesi-Ra, que viveu por volta de 2700 a.C. E inacreditavel que este sabio ja conhe-
cesse a proporcao aurea e o Teorema de Pitagoras. O mais interessante é que, sendo
ele o chefe dos arquitetos, o chefe dos doutores, o escritor do Farao, tendo intimeros
titulos honorificos, era, tambhém, sacerdote de GOR, o deus egipcio da harmonia.

Figura 3.1: O canone de Khesi-Ra

Alguns textos [3] sugerem que o Numero de Ouro tenha sido usado, proposital-
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mente, na construgao das piramides de Gizé, no Egito. Se de fato isso aconteceu, o
Nimero de Ouro é conhecido h& mais de 4000 anos, visto que essas piramides datam
de aproximadamente 2500 a.C.

As piramides de Gizé, no Egito Antigo, foram erguidas tendo por base a razao
adurea: A razao entre a altura de uma face e a metade do lado da base da piramide
maior é igual ao termo de ouro. Cada bloco da piramide é, aproximadamente, 1,618
vezes maior que o bloco do nivel acima. As camaras no interior dessas piramides
foram projetadas de tal forma que seu comprimento fosse 1,618 vezes a sua largura.

Os egipcios consideravam o Numero de Ouro muito sagrado, sendo de uma im-
portancia extrema na religido, e o chamavam nao de Namero de Ouro, mas de
Numero Sagrado. Utilizavam-no para a construcao de templos e sepulcros para os
mortos, pois consideravam que caso isto nao acontecesse, a alma do falecido nao
conseguiria chegar ao seu destino. Além disso, os egipcios consideravam-no muito
agradavel esteticamente, usando-o também na decoracao dos seus templos.

O Papiro de Ahmes ou Papiro de Rhind mostra os planos para a construcao
da Grande Piramide de Gizé, com proporgoes de acordo com o numero sagrado.
Medidas feitas recentemente nesta piramide mostram que seus lados sao, aproxima-
damente, lados de triangulos de ouro.

Figura 3.2: Papiro de Ahmes ou Papiro de Rhind

O calculo da altura original da piramide de Quéops, durante muitos anos, foi
motivo de polémica entre diversos arquedlogos. Atualmente, o quociente entre a
altura de uma face pela metade do lado da base nao chega a 1,6. Acredita-se
que, originalmente, este quociente tenha sido ¢ = 1,618033989..., pois a altura da
piramide diminuiu com o passar dos séculos. Nesta, a camara mortuéria do farad
possui o formato de retangulo aureo, ou seja, o quociente entre os lados do retangulo
é o.

Os egipcios atribuiam valores misticos a este niimero. Esta razao ou segao durea
também aparece em muitas estatuas da antiguidade. O que é mais impressionante
é que a maioria delas sobrevive & agao do tempo e continuam até hoje expressando
a arte e a sintonia.

Muitos hieroglifos tém proporcoes baseadas no Numero de Ouro. Os egipcios
utilizavam o Nimero de Ouro com o intuito de que todos conseguissem escrever de
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acordo com as mesmas proporgoes.

o=

Figura 3.3: Hieroglifo (letra h)

3.2 Babilonia

Em se tratando dos Babilonios, Livio [5] afirma que estudos de tabuletas cu-
neiformes que datam do segundo milénio a.C. e que foram descobertas em 1936 em
Susa, no Ira, deixam pouca davida de que os babilonios da primeira dinastia sabiam,
pelo menos, de uma férmula aproximada da area de um pentagono. O interesse ba-
bilonico por essa figura pode ter se originado do simples fato de que ela era obtida
quando as pontas de todos os cincos dedos eram pressionadas sobre uma placa de
argila.

Figura 3.4: Tabuleta cuneiforme babilonica
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Diversos sao os trabalhos que relatam alguma relacao de objetos babilonicos com
a razao aurea, mas devemos tomar um pouco de cuidado, pois nao existe qualquer
documentacao que comprove que os artistas babilonicos utilizaram a razao aurea
inconscientemente.

3.3 Pitagoéricos

A escola grega de Pitagoras estudou e observou muitas relacoes e modelos numé-
ricos que apareciam na natureza, beleza, estética, harmonia musical e outros, mas,
provavelmente, a mais importante é a razao aurea, razao divina ou proporc¢ao divina.

Um fato familiar & escola de Pitagoras era de que ha cinco, e somente cinco,
solidos convexos regulares (conhecidos como solidos platonicos) que podem, cada
um, ser circunscritos por uma esfera: o tetraedro, o cubo, o octaedro, o dodecaedro
e o icosaedro.

Os antigos gregos associavam o cubo, o tetraedro, o octaedro e o icosaedro aos

elementos componentes da natureza, respectivamente, terra, fogo, ar e agua [4].

Pythagorean Cosmic Morphology

©Becker-Hagens 1984

Figura 3.5: So6lidos Platonicos

O 1ultimo so6lido convexo regular descoberto pelos pitagoéricos, o dodecaedro, é
constituido por 12 pentagonos regulares que se relacionam fortemente com a razao
aurea. Talvez por isto, os pitagoéricos o consideravam digno de respeito especial.
Platao, que viveu no século IV a.C., considerou-o como um simbolo do universo [1].

Tracando-se as diagonais de uma das faces pentagonais do dodecaedro obtém-se a
estrela de cinco pontas, também conhecida como pentagrama, que era utilizada como
simbolo e emblema da Sociedade Pitagorica. O pentagrama é uma das construcoes
geométricas que mais fascinou os pitagoricos. Nele ha muitas razoes aureas.
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Figura 3.6: Pentagrama

No pentagrama, as medidas das diagonais estao em razao durea com as medidas
dos lados do pentagono.

No inicio do século XX, o matemaético americano Mark Barr deu a razao durea o
nome de ¢ (Phi), a primeira letra grega do nome de Fidias, o grande escultor grego
que viveu entre 490 a.C. e 430 a.C. Barr decidiu homenagear o escultor, pois alguns
historiadores da arte sustentavam que Fidias fazia uso frequente e meticuloso da
Razdo Aurea nas suas esculturas [5].

3.4 Renascimento

Durante milénios, a arquitetura classica grega prevaleceu. O retangulo de ouro
era padrao, mas depois de muito tempo veio a construcao gotica com formas arre-
dondadas, que nao utilizavam retangulo de ouro grego. Apds Pappus, o estudo da
Razao Aurea ficou, por alguns anos, praticamente estagnado e sem nenhum resul-
tado importante. Ja nos séculos IX e X, mateméaticos arabes e indianos produziram
resultados aritméticos adicionais, mas sem grandes proporgoes, relativos ao Nimero
de Ouro.

Na Idade Média, juntamente com a queda do dominio drabe na Espanha, veio
o Renascimento. E este movimento trouxe de volta toda a sabedoria das escolas
gregas, da Biblioteca e da Casa da Sabedoria. Com Leonardo de Pisa (o famoso
Fibonacci), novos capitulos interessantes surgem na histéria do Namero de Ouro
[5].

O papel de Fibonacci na historia da Razdo Aurea é realmente fascinante. Por
um lado, nos problemas em que usava conscientemente a Razao Aurea, foi respon-
savel por um processo significativo mas nao espetacular. Por outro, simplesmente
formulando um problema que, em principio, nada tinha a ver com a Razdo Aurea,
ele expandiu drasticamente o escopo da Razdo Aurea e de suas aplicacdes [5].
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Figura 3.7: Leonardo Fibonacci (1175-1240)

Por volta de 1500, com o Renascentismo, a cultura classica voltou a moda.
Michelangelo e, principalmente, Leonardo da Vinci, grandes amantes da cultura
paga, colocaram esta proporc¢ao natural em suas obras.

Outro mateméatico que contribuiu para o estudo e divulgacao do Nimero de Ouro
foi Pacioli que publicou, em 1509, uma edi¢ao que teve pouco sucesso, com o titulo
de Divina Proportione. Este trabalho dizia respeito a poligonos regulares e solidos
e a razao de ouro.

Da Vinci foi ainda mais longe; como cientista, pegava cadaveres para medir a
proporc¢ao do seu corpo e descobriu que nenhuma outra coisa obedece tanto a Divina
propor¢ao quando o corpo humano... obra prima Divina.

A exceléncia dos desenhos de Leonardo Da Vinci revela os seus conhecimentos
matematicos bem como a utilizacao da razao aurea como garantia de uma perfeicao,
beleza e harmonia tnicas. E lembrado como matematico apesar da sua mente irre-
quieta nao se concentrar na aritmeética, algebra ou geometria o tempo suficiente para
fazer uma contribuicao significativa. Representa bem o homem tipo da renascenca
que fazia de tudo um pouco sem se fixar em nada.

Figura 3.8: Leonardo da Vinci (1452-1519)
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Leonardo era um génio de pensamento original que usou exaustivamente os seus
conhecimentos de matematica, nomeadamente o Nimero de Ouro, nas suas obras
de arte. Um exemplo é a tradicional representacao do homem em forma de estrela
de cinco pontas de Leonardo, que foi baseada nos pentégonos, estrelado e regular,
inscritos na circunferéncia. Da Vinci a chamava: Divina Proporcao e a usou em
muitos de seus trabalhos.

Figura 3.9: O Homem Vitruviano
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Apéndice

As Fracoes Continuas no Ensino Basico

O processo de ensino-aprendizagem esta em constante reestruturacao e aperfeico-
amento. A busca por um ensino mais eficiente, que proporcione maior aprendizagem
nao é uma tarefa facil. Muitos professores-pesquisadores tém buscado melhorias no
ensino da matematica.

A distin¢ao entre niimeros racionais e irracionais ainda é complicada para muitos
estudantes do ensino bésico. As diversas formas de representagao, além do excesso
de algoritmos, tém dificultado a compreensao de tais conceitos, que sao simples.

No decorrer da histéria, as diversas representagoes dos ntimeros fracionarios for-
maram o que atualmente chamamos de ntmeros racionais.

As fragoes continuas oferecem uma nova forma de representacao para os nime-
ros reais, além do que, a distin¢gao entre niimeros racionais e irracionais, quando
expandidos em fracao continua, é imediata.

Nao encontrei em minhas pesquisas uma forma operatoria para fracoes continuas.
Tal possibilidade, poderia simplificar as operagoes com os niimeros reais, abrindo
mais possibilidades que poderiam facilitar o entendimento do conceito de niimero
racional e irracional por estudantes do ensino béasico.

As fracoes continuas também chamam a atencdo por suas diversas aplicacoes,
que podem despertar a curiosidade dos estudantes e estimular o interesse pela apren-
dizagem.

Outra abordagem das fracoes continuas seria na resolucao de algumas equacoes
do segundo grau. E interessante mostrar que a resolucdo classica ndo é a tnica capaz
de resolver esses tipos de equacoes.

O curriculo de matematica esta em constante evolugao, e as Fragoes Continuas
poderao, num futuro proximo, estar presentes no Ensino Basico. Porém, nada im-
pede que o professor aborde o tema de forma complementar.

Sendo assim, ainda ha um campo vasto para pesquisas nesta area.
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