Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pé6s—Graduagao em Matematica
Mestrado em Matematica

Um sistema hiperbdlico e o custo de
controlabilidade para o sistema de
Stokes via método da transmutacao

José Ribeiro de Sousa Neto

JoAO PEssoA — PB
ABRIL DE 2017



Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pé6s—Graduagao em Matematica
Mestrado em Matematica

Um sistema hiperbdlico e o custo de
controlabilidade para o sistema de
Stokes via método da transmutacao

por
José Ribeiro de Sousa Neto
sob a orientacao do

Prof. Dr. Fagner Dias Araruna

Joao Pessoa — PB
Abril de 2017



Catalogacao na publicacao
Universidade Federal da Paraiba
Biblioteca Setorial do CCEN

S725s  Sousa Neto, José Ribeiro.
Um sistema hiperbdlico e o custo de controlabilidade para
o sistema de Stokes via método da transmutagao / José
Ribeiro de Sousa Neto. - Joao Pessoa, 2017.
69 f.:il.-

Orientador: Fagner Dias Araruna.
Dissertacao(Mestrado) - UFPB/CCEN.

1. Matemdtica. 2. Sistema de Stokes. 3. Controlabilidade

nula. 4. Custo de controlabilidade. 5. Sistema hiperbdlico.
1. Titulo.

UFPB/BC CDU: 51(043)




Um sistema hiperbélico e o custo de
controlabilidade para o sistema de
Stokes via método da transmutacao

por

José Ribeiro de Sousa Neto !

Dissertagao apresentada ao Corpo Docente do- Programa de Pés-Graduacio em
Matematica da Universidade Federal da Paraiba como requisito parcial para a obtencio
do titulo de Mestre em Matematica.

Area de Concentragao: Andlise
Aprovada em 24 de Abril de 2017.

Banca Examinadora:

e N /{
F a‘f*vu\ \/"n b }W
S ni-
Prof. Dr. Fagner Dias Araruna
(Orientador)

4

Prof. Dr. Roberto de Almeida Capistrano Filho

(Examinador Externo)

Mm nane o] Wltrau, P
Prof. Dr. Flank David Morais Bezerra

(Examinador Interno)

O autor foi bolsista do CNPq durante a elaboragao desta dissertagao.



Dedico este trabalho ao meu
falecido pai.



Agradecimentos

A Deus acima de tudo, pois Ele supriu todas as minhas necessidades durante esse
ano e me fez alcancar mais esta vitoria.

Ao meu falecido pai, por todo o esforco que ele teve para minha formacao e das
mihas irmas. A minha mae e irmas, por estarem incondicionalmente ao meu lado.

Ao meu Orientador, Professor Fagner Dias Araruna, por todos os concelhos, incen-
tivo e pela imensa amizade dedicada durante todo periodo em que me orientou.

Aos professores Flank David Morais e Roberto de Almeida Capistrano Filho, por
participarem da banca examinadora.

Aos professores da pds-graduacao, que contribuiram de forma essencial para a minha
formacao.

Aos professores Felipe Wallison Chaves Silva e Eder Mateus, pelas valiosas dicas e
disposicao em ajudar, por ter feito a leitura do trabalho.

Ao Programa de Poés-Graduagao em Mateméatica da UFPB por ter me concedido
esta oportunidade. Agradeco também aos funcionarios da Secretaria da PG-Mat.

Aos colegas do Laboratério Milénio, Thiago, Lucas, Thyago Lunes, Mariana, Raiza,
Carlinha, Raoni, Nildo, Victor, Leon, Suelena, Aline, Angélica, Cassio, Richardson,
Joao Henrique, Douglas, Marcelo, Julian por todo o incentivo e pelos momentos com-
partilhados. Desejo sucesso a todos!

Ao pessoal do mestrado, Djair, Esati, Dayane, Fabio pelo companherismo e mo-
mentos que estudamos juntos. Sucesso a vocés também!

A todos aqueles que de forma direta ou indireta contribuiram para a realizacao
deste trabalho e que lamentavelmente nao me recordo neste momento.

Por fim, ao CNPq pelo apoio financeiro.



Resumo

Neste trabalho nos dedicamos a estudar o custo de controlabilidade para o sistema
de Stokes. Usando o método da transmutacao, mostraremos que o custo de dirigir o
sistema de Stokes ao equilibrio no tempo T é de ordem e“/”, quando T — 0%, isto é,
da mesma ordem de controlabilidade da equacao do calor. Para tornar isso possivel,
provaremos um resultado de controlabilidade exata para o sistema hiperbdlico com

termo de resisténcia, o que sera feito com base em hipdteses sobre a regiao de controle.

Palavras-chave: sistema de Stokes; controlabilidade nula; custo de cotrolabilidade;

sistema hiperbdlico.



Abstract

In this work, we studied the controllability cost for the Stokes system. Using the
transmutation method, we show that the cost of driving the Stokes system to equili-
brium at time 7', is of order e“/” as T — 0%, which is of the same order of controllability
of heat equation. For this, we have proved a exact controllability for the hyperbolic
system with resistence term, by considering a geometric hypothesis on the control

region.

Keywords: Stokes system; null controllability; cost of cotrollability; hyperbolic sys-

tem.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notagoes utilizadas neste trabalho.

e X’ denota o dual topolégico de um espaco de Banach X;

Denotamos o produto interno euclidiano de dois vetores =,y € RY por z - y;

e (-,-), quando nao especificado, designa diferentes pares de dualidade;

— denota convergencia forte em um espaco normado;

— denota convergéncia fraca em um espac¢o normado;

* A .
e — denota convergéncia fraca estrela em um espaco normado;

C, quando nao especificada, ¢ uma constante positiva e arbitraria

e — designa a imersao continua.

X



Introducao

A teoria de controle é uma das areas de maior interdisciplinaridade no campo de
investigacao cientifica. O que pode ser comprovado com os avangos na revolugao in-
dustral. Além disso, a teoria de controle tem sido um campo em que muitas ideias e
métodos matematicos se relacionam para produzir novos conhecimentos. Tornando-se
um rico ramo interdisciplinar da matematica, com aplicagoes em &areas como enge-
nharia, biologia, economia e medicina. A palavra controle tem um duplo sentido.
Primeiramennte, controlar um sistema pode ser entendido simplesmente testando ou
certificando que seu comportamento é satisfatério. Em um sentido mais profundo, o
controle é também agir com a finalidade de garantir que o sistema se comporte como
desejado.

Como muitas outras areas da ciéncia, a teoria de controle ja existia muito antes
de comegarmos a indagar sobre ela. De fato, no mundo das espécies vivas, organismos
sao dotados de sofisticados mecanismos que regulam as diversas tarefas existentes. Isto
¢ feito para garantir que as espécies se mantenham vivas, permitindo-lhes crescer e
reproduzir. Assim, embora a formulacao matematica de problemas de controle seja
intrinsecamente complexa, as ideias chave da teoria de controle podem ser encontradas
na natureza, na evolucao e no comportamento dos seres vivos.

Hoje em dia, gracas aos trabalhos de matematicos como R. Bellman, H. Fatorini,
R. Kalman, J-L Lions, L. S. Potryagim, D. Russel e muitos outros tal teoria tem tido
grandes avancos.

Geralmente um sistema de controle pode ser escrito sob a seguinte forma abstrata

dy

— =H(y,u), t >0, yecYeuec U,

o (y,u) y W
y(o):y(]?

onde y é o estado (a parte desconhecida do sistema que estamos dispostos a controlar),
Yo € o estado inicial, u é o controle (a variavel que pode ser livremente escolhida para
atuar no sistema) e Y e U sao o espago de estados e o conjunto de controles admissiveis,
respectivamente.

Dado um sistema do tipo (1), nosso objetivo é encontrar um controle de modo que



o estado associado comporta se de forma adequado num dado tempo final. Este é o
chamado problema de controle.

Vamos nos restringir ao problema

dy

— = Ay + Bu, t€[0,T7;

e [0, 7] @)
y(o):y(]?

em que T > 0, H e U sao espacos de Hilbert, A : D(A) C H — H é o operador que
determina a equagao que deve ser satisfeita pela varidvel estado y, e B € L(U, D(A)') é
o operador que descreve como o controle u atua sobre o sistema. A seguir, definiremos

alguns tipos de controlabilidade para este sistema

Definigao 0.1. 1. O sistema (2) é exatamente controldvel no tempo T se para

qualquer yo, yr € H, existe u € L*(0,7T;U) tal que a solucao y de (2) satisfaz
y(T) = yr.

2. O sistema (2) é nulo controlavel no tempo T se para qualquer y, € H, existe

uw e L*0,T;U) tal que a solugao y de (2) satisfaz

y(T) =0.

3. O sistema (2) é aproximadamente controldvel no tempo T se para qualquer
Yo,yr € H e dado ¢ > 0, existe u € L*(0,7,U) tal que a solugao y de (2)

satisfaz

[y(T) —yrlla <e

Como observado por D. Russell em [21] e formalizado por J. L. Lions no famoso
H.U.M (Método da unicidade Hilbertiana) em [11], as propriedades de controlabilidade
para o sistema (2) sdo equivalentes a desigualdades de observabilidade para o sistema
adjunto relativo a (2).

Temos por objetivo discutir e detalhar as ideias e resultados estabelecidos em
Chaves-Silva [5]. Para tal, consideramos Q C RY(N > 2) um conjunto aberto, li-
mitado e conexo, cuja fronteira 92 é suficientemente regular. Seja T > 0 e w um
subconjunto nao vazio de €2, que iremos nos referir como um dominio de controle. Usa-
remos a notagao @ = Q x (0,7) e X := 92 x (0,T) e denotaremos por v = v(x) o vetor
normal (exterior) a {2 no ponto z € 0f).

Dado ug € L?*(Q), é conhecido (ver, por exemplo, Fernandez-Cara e Zuazua [7])

que existe f € L*(w x (0,7T)) tal que a solugao associada v para a equagao do calor



Ut—AU:flw €m Qa

v=0 sobre X, (3)
v(0) = vy em
satisfaz
v(T)=0 em Q. (4)

Em outras palavras, a equacao do calor possui a caracteristica de ser nulo controlavel
para qualquer dominio de controle e qualquer dado inicial vy € L?*(€2). Além disso,

tem-se a estimativa

1 1ulz2@) < Chllvollzzcon ©)

onde constante C},, chamada custo de controlabilidade, é da forma eC(Q’”)(H%), quando
T — 0". Como apontado em Evedoza e Zuazua [6], a principal razao para a forma da
constante C, em (5) é devido ao fato que a solu¢ao fundamental da equagao do calor

em RY ser dada por
1 (6)
(4mt)N/2 '

Observando que, assim como na equacao do calor, se considerarmos o sistema de Stokes

¢<x7t) =

(

y—Ay+Vp=ygl, em @,

divy =0 em (@,
(7)

y=0 sobre 3,

\ y(0) = yo em (),

também é bem conhecido, ver, por exemplo, Fernandez-Cara [8]) que dado 3y € L?(Q)
com divyy = 0, existe g € L*(w x (0,7)) tal que a solugao associada y de (7) satisfaz
(4). No entanto, ao contrario da equagao do calor, para o Sistema de Stokes, os
resultados da literatura ver, por exemplo, Ferndndez-Cara [8]) nos fornecem a seguinte

estimativa

191ullz2(@) < Csllyoll L2, (8)

para uma constante Cy, o custo de controlabilidade para o sistema de Stokes ¢ da forma
eC(Q"")(Hﬁ), quando T — 0.

Como a solucao fundamental da equacao do calor e o sistema de Stokes tem, para
N=2,3, 0 mesmo comportamento no tempo (ver Solonnikov([23]) surge o seguinte ques-

tilonamento:

O custo de controlabilidade para a equacgao do calor e para o sistema de Stokes tem a

mesma ordem quando T — 01 ¢



Ao analisarmos essa questao, a primeira ideia é analisar as diferentes maneiras de
provarmos (5) e (8). De fato, conhecemos duas maneiras distintas de provarmos (5):
A primeira é baseada em decomposicoes espectrais, a chamada estratégia de Lebeau-
Robbiano ver, por exemplo, [10]), a segunda é baseada no uso de desigualdades de
Carlerman, ver, por exemplo, Ferndandez-Cara e Zuazua [7]). Para o sistema de Stokes,
como € necessario lidar com pressao, a estratégia de Lebeau-Robbiano é uma teoria
muito complexa de se provar. Consequentemente, o método mais conhecido para provar
(8) é baseado em desigualdades de Carlemam veja, por exemplo, Ferndndez-Cara [8].

A principal diferenga quando provamos (5) e (8) por meio de desigualdades de
Carleman sao os pesos usados. De fato, para a equacgao do calor os pesos utilizados sao
da forma

(CIHT—1)
p(t) = =1 9)

enquanto que para o sistema de Stokes tomam a forma

eC/t4(T—t)4

p(t) = T — (10)

Se conseguirmos usar pesos como em (9) para o sistema de Stokes, entao as duas
equacoes tém o mesmo custo de controlabilidade e mesma ordem. No entanto, uma
andlise cuidadosa de ambas as provas indica que a exigéncia de ter pesos como em (9)
para o sistema de Stokes, tem uma obstrucao devido ao termo de pressao

Temos como objetivo mostrar que, pelo menos com uma boa geometria do dominio
de controle, a equacgao do calor e o sistema de Stokes tem custos de controlabilidade
de mesma ordem quando o tempo tende a zero. Nossa estratégia é baseada na uti-
lizagao do Método de Controle de Transmutagao (CTM), que é basicamente um atalho
para o famoso método da analise harmonica que consiste em consruir explicitamente
controles em qualquer tempo 7' para o sistema (7) em termos de controles para o
sistema hiperbdlico, mostrando-se que a controlabilidade de um implica na controlabi-
lidade do outro. Para isso, estudaremos a controlabilidade nula para o seguinte sistema

hiperbdlico com termo de pressao:

( uy — Au+ Vp = hl, em (@

divu =0 em (@;
{ (11)
u=20 sobre

u(0) = ug, ut(0) = uy em ).

\

A ideia é a seguinte: Se conseguirmos mostrar que o sistema (11) é nulo controlavel,



entao o CTM pode ser aplicado para garantir a controlabilidade nula para o sistema
(7). Além disso, se o custo de controlabilidade de (11) é conhecido, entdo o custo de
controlabilidade de (7) pode ser obtido explicitamente, ver, por exemplo, Miller [18].

Vale a pena mencionar que sistemas como em (11) sdo modelos simples de dinamica
de elasticidade para materiais incompressiveis. Eles também aparecem em problemas
elasto-térmico acoplados, onde um dos parametros de acoplamento (relacionados com
as propriedades de compressibilidade) tende ao infinito, como exposto em Lions [12].
Também, o sistema (7) descreve o movimento de um fluido homogéneo, sujeito a um
campo de forgas externos, e ¢ deduzido a partir da segunda Lei de Newton, do Principio
de Conservacao da Massa e do Momento Linear, como pode ser visto em Melo e Neto
[17].

Com relagao a controlabilidade de (11), podemos citar Rocha Santos [20] e G.O.
Antunes e F.D. Araruna [2] ,em que, o autor mostra a controlabilidade exata para (11)
quando o controle age sobre parte da fronteira e a segunda referéncia nos fornece um
resultado de controle simultaneo na fronteira para um sistema de duas equacgoes.. No
entanto, nao se conhece nenhum resultado quando o controle atua internamente, isto
é, atuando em parte do dominio.

Organizamos nosso trabalho da seguinte maneira: no Capitulo 1 fazemos uma pe-
quena revisao dos espagcos utilizados, definindo precisamente em que espacos iremos
trabalhar. Também detalhamos todos os resultados que iremos utilizar nesta dis-
sertacao. Fazemos um breve comentario sobre operador de Stokes e finalizamos o
capitulo expondo uma réapida deducao do modelo hiperbdlico estudado.

No Capitulo 2 fazemos uma extensa discussao sobre as propriedades de contro-
labilidade para o sistema hiperbdlico (11). Mostramos que tal sistema é nulamente
controlavel, por meio da dualidade entre controlabilidade e observabilidade, que é pre-
cisamente o Método da Unicidade Hilbertiana(HUM). Tais resultados sao encontrados
em Chaves-Silva [5].

Finalizamos o trabalho com o Capitulo 3 no qual mostramos que, a partir da contro-
labilidade do sistema (11) e utilizando o método da transmutacao, o sistema de Stokes
possui custo de controlabilidade da mesma ordem que a equacao calor. Novamente,

encontramos tais resultados em Chaves-Silva [5].



Capitulo 1
Resultados preliminares

Neste capitulo faremos a apresentacao de alguns resultados e defini¢oes que servirao
de suporte para os varios resultados que iremos expor neste trabalho. Apresentaremos

também uma deducao do modelo hiperbdlico que trataremos nos capitulos seguintes.

1.1 Espacos funcionais

Nesta parte apresentamos algumas defini¢oes acerca dos espagos que iremos tratar
nos capitulos seguintes.
Dado 2 C R™ um aberto, denota-se por C§°(€2) o espago vetorial, com as operagoes

usuais, das funcgoes infinitamente diferenciaveis definidas e com suporte compacto em

Q.

Definicao 1.1. Dizemos que uma sequéncia (¢, )nen em C§°(§2) converge para ¢ em
C§° quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:

(i) Existe um compacto K de € tal que supp(p) C K e supp(p,) C K,Vn € N;

(il) D%y, — D% uniformemente em K, para todo multi-indice «, onde D* representa

o operador derivada de ordem |a.

O espago C§°(£2), munido da nogao de convergéncia acima definido, serd denotado
por D(2) e chamado de espaco das fungoes testes sobre ).

Uma distribui¢ao sobre §2 é um funcional linear continuo sobre D(£2). Precisamente,
uma distribui¢do sobre Q é um funcional 7' : D(2) — R satisfazendo as seguintes
condigoes:

()T (ap + Bv) = aT(p) + AT(1), Yo, € RV, € D(Q);
()T é continua, isto é, se (¢, )nen converge para @ em D(2), entao (T'(¢y,))nen converge
para T(p) em R.

E comum denotarmos o valor da distribuicio T em ¢ por (T, ). O conjunto de
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todas as distribuicoes sobre {2, com as operacoes usuais, é um espaco vetorial, o qual

representamos por D'(2).

Definigao 1.2. Dizemos que uma sequéncia (7,)n,c v em D’'(£2) converge quando a

sequéncia numérica ((T),, ¢))nen convergir para (T, ¢) em R, para todo ¢ € D().

Definicao 1.3. Seja 1" uma distribuicao sobre €2 e o um multi-indice. A derivada
DT (no sentido das distribui¢oes) de ordem | o | de T" é o funcional definido em D((2)
por

(DT, ) = (=1)*NT, D), Vo € D(Q).

Defini¢ao 1.4. Dado um ndmero inteiro m > 0, por W™P?(Q),1 < p < oo, represen-
tamos o espago de Sobolev de ordem m sobre €, isto é, o espaco vetorial das (classes)

de fungoes u € LP(Q) tais que D*u € € LP, para todo multi-indice «, com | v |< m.

O espago W™P(Q) munido da norma

1
|2l wm.p) = ( Z /Q]Do‘u(x)\pdx)p, quando 1 < p < oo,

lor|<m

||l wm.oo @) = Z sup ess| D%u(z)|, quando p = oo,

|| <m
¢ um espago de Banach (ver [4]).
Dado um espago de Banach X, denotaremos por LP(0,7; X),1 < p < oo, 0 espaco
de Banach das (classes de) fungoes u, definidas em (0,7"), com valores em X, que sao

mensuraveis e ||u(t)||% é integravel a Lebesgue em (0,7), com a norma

T 7
hut) v o) = ( / !Iu(t>|!§<dt>

Por L*>(0, T; X) representamos o espago de Banach das (classes de) fungoes u, definidas
em (0,7) com valores em X, que sdo mensuraveis e ||u(t)||x possui supremo essencial

finito em (0,7"), com a norma

[z 0:x) = sup ess|ju(t)]| x-

Observagao 1.1. Quando p = 2 e X é um espago de Hilbert, o espago L*(0,T; X) ¢

um espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(u,v) 2(0,7:x) :/0 (u(t),v(t))xdt,
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O espago vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D(0,7) em X é denominado

de Espaco das Distribuigdes vetoriais sobre (0,7"), com valores em X e denotamos por
D'(0,T; X).

Para 1 < p < oo, consideramos o espaco
Wm0, T: X) ={ue LP0,T;X), u e LP(0,T;X),j=1,...,m},

onde u) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuicoes vetoriais,

equipado com a norma

(Z Hu(j ()| e OTX)> ;1 <p < oo;

(1.1)
sup ess (Z | u (¢ HX> ,D = 00,

[ullwmsor.x) =

te(0,T)

Wm™P(0,T; X) é um espago de Banach (ver [1]).
O espaco

W (0,75 X) = {u e W™P(0,T;X);u(0) = u(T) = 0},

representa o fecho de D(0,7; X)) com a norma de W™?(0,7T; X).

Observagao 1.2. Quando p =2 e X é um espago de Hilbert, o espagco W"?(0,T; X)

serd denotado por H™(0,7; X), que munido do produto interno

m

(u, U)Hm(o,T;X) = Z(U( ) m)L?(OTX)
7=0

¢ um espago de Hilbert Denotamos por H[J*(0,7;X) o fecho, em H™(0,7;X), de
D(0,T;X) e por H™(0,7; X) o dual topolégico de HJ*(0,T; X).

Definimos

com o produto escalar

((u,0) = D (w5, v) y o). (1.2)

j=1
Resulta que (Hg(€2))™ é um espago de Hilbert. Pela desigualdade de Poincaré, temos

que

N
vl = [VoilZa), Yo = (v1,.. ., v,) em (H ()Y, (1.3)
=1



1. Resultados preliminares

define uma norma equivalente a norma induzida pelo produto interno definido em (1.2).
Observe ainda que
Representamos por (L*(2))Y o produto cartesiano com N fatores iguais a L?().

Definimos em (L2(2))" o produto escalar

N
u,v) = w;v;dx,
=3 /

cuja norma induzida é
N
lv]? = g /v?dz.
i=1 /O

A seguir, iremos introduzir os espagos usuais da teoria de fluidos incompressiveis.

Precisamente, consideremos

V= {ve (CQ)N : divu = 0}.

— 1 N
Agora, tomando o fecho, relativo a norma de (HZ(2))", o espaco Pt

é caracte-
rizado por
V={ve (H}(Q)";divv=0em Q}.

QQ)N

) —(L .
Temos também que o espaco V( ( pode ser caracterizado por

H =: {u € (L*(Q))Y;div u = 0 sobre Q,u - v = 0 sobre 9Q}.

Muniremos os espagos V e H com a norma induzida de (H3(Q))"Y e (L?(2))", respec-

tivamente. Para maiores detalhes sobre tais espagos veja, por exemplo, [16].

1.2 Principais resultados utilizados

Lema 1.1. (Imersao de Sobolev). Seja € um aberto limitado de R™ com fronteira I'

suficientemente regular.

1. Se n > pm, entao W™P(Q2) — L(Q), onde ¢ € [1, =t
2. Se n = pm, entdo W™P(Q) — L4(Q2), onde ¢q € [1,+00);
3. Sen=1em >1, entdo W™P(Q) — L>(Q).
Demonstracao. Ver (4], p. 278) O

Lema 1.2. Seja {2 um aberto limitado de R™ com fronteira I' regular.

1. Se n > pm, entdo W™P(Q) < L4(Q), onde q € [1, —22—];

’ n—em
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2. Se n = pm, entao W™P(Q) < L1($), onde g € [1,00);

3. Se pm > n entdao W™?(Q) <5 C*(Q), onde k é um inteiro ndo-negativo tal que
k<m— (%) <k+1

n
p

Demonstracao. Ver ([4],p. 285). O

Teorema 1.1. (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espaco de Banach O conjunto
Br ={f € E;||fl| <1 é compacta com respeito a topologia fraca-x,o(E', E).

Demonstragao. Ver (4], p. 66). O
Lema 1.3. (Gronwall). Seja m € L'(0,T;R),m > 0 q.s. em (0,7), a > 0 real

constante e g € L>(0,7),g > 0 em (0,7, tal que

1 t
§g(t)2 < 2a* + 2/ m(s)g(s)ds, ¥Vt e (0,T).
0
Entao .
g(t) <2(a —|—/ m(s)ds) em [0, T7.
0
Demonstracao. Ver ([15], p. 19). O

Lema 1.4. (Lax-Milgram). Sejam H um espago de Hilbert e a(u,v) uma forma bili-

near, continua e coerciva. Para toda ¢ € H' existe um tnico u € H tal que
a(u,v) = {p,v), Yv € H.

Demonstragao. Ver ([4], p. 140). O

Teorema 1.2. Sejam X eY espagos de Hilbert tal que X — Y e quep € LP(0,T;X), 1’ €
LP(0,T;Y),1 <p < oo, entio p € C°([0, T];Y).

Demonstracao. Ver ([4], p. 298). O

Teorema 1.3. (Banach-Steinhaus). Sejam E e F dois espagos de Banach Seja (T),)
uma sucessao de operadores lineares continuos de E em F' tais que para cada x €

E, T,z converge quando n — oo a um limite que denotaremos por T,. Entao tem-se:

(i) sup,, [| 1ol c(e.r) < 00
(ii) T € L(E, F);
(1ii) || T z(e,ry < Bm|| T || 2, F).-

Demonstragao. Ver (4], pag 32). O
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Teorema 1.4. (Gauss-Green). Se u € CHQ), entio [ju,de = [w'dl (i =
1,2,...,n).

Demonstracao. Ver ([4], p. 316). O

Teorema 1.5. (Formulas de Green).
(1) Se v € H*(Q), entao

/ V7 - Vudr = —/uAydx—l— / @uds, Yu € H*(Q).
Q Q r Ov
(1i) Se u,v € H*(Q), entdo
/ uAvy — yAudx = u— — y—ds.
Q

Demonstracao. Ver ([4], p. 316). O

Teorema 1.6. Sejam 1 < p < oo e p € (LP). Entao existe um unico u € L%, onde

%—i—é:l, tal que
wh=[us. vie D

Além disso se verifica

[ellze = llllczry-

Demonstragao. Ver ([4], p. 140). O

Teorema 1.7. Assuma que w € tal que

we L*0,T;V), w € L*0,T;H),

w’' + Aw € L*(0,T; H).
Entao w € continua em V', w' € continua em H e,

d /2
t{]w I+ a(w, w)}.

(w" + Aw,w'") = o

Demonstracao. Ver ([24], pp. 79-79) ]

Teorema 1.8. Sejam H um espago de Banach reflexivo, K um subconjunto convexo

fechado de H e ¢ : K — R uma fungao com as sequintes propriedades:

1. ¢ € convexa;
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2. ¢ € semi-continua inferiormente;

3. Se K € limitado, entdo ¢ € coercivo, ou seja,

i #(@) = oo.

Entao ¢ atinge um minimo em K, ou seja, existe xg € K tal que

¢(x0) = min ¢(z).

zeK

Demonstragao. Ver ([4], p. 46). O

Lema 1.5. (De Rham). Seja L € (H1(Q2))" tal que L(v) = 0 para todo v € V.
Entao existe p € L3(2) tal que

L(v) = /pdiv v d.
Q

Demonstracao. Ver ([13], p. 14). O

Teorema 1.9. (Aubin-Lions). Sejam A, B e X espa¢os de Banach tais que A — X —
B. Suponha que

1. A e B sao reflexivos;
2. a itmersio A — X € compacta;
3. a tmersao X — B ¢é continua.

Entao, para quaisquer 1 < a,b < oo, a tmersao
W= {v;ve LY0,T;A),v € L(0,T;B)} — L*(0,T; X)

¢ compacta.
Demonstracao. Ver ([13], p. 57). O

Teorema 1.10. Para cada v € L*(Q)N temos a sequinte decomposi¢io ortogonal
v =Vq+ curle,
onde g € H () € a tinica solucio de
(Vq, V) = (v, V), Vi € H'(),
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e ¢ € a unica solucao de
(curlg, curly) = (v — Vq, curly), Vx € .

Demonstracao. Ver ([9], p. 41) ]

Teorema 1.11. (Teorema de Unicidade de Holmgren). Seja P um operador diferencial
com coeficientes constantes em R™. Seja u solucao de Pu =0 em @1, onde Q1 € um
aberto de R™. Suponha uw = 0 em Qo, onde Q* é um subconjunto aberto e ndo vazio
de Q1. Entao u = 0 em Q3, onde Q3 € um subconjunto aberto de Q1 que contém Qo
e tal que qualquer hiperplano caracteristico do operador P que intersecta (Q3 também

intersecta ().
Demonstracao. Ver ([14], p. 62). O

Teorema 1.12. Existe uma funcio p € H~(0,T; L3(Q)) tal que o sistema hiperbdlico
(11) € satisfeito em D'(Q). Além disso, existe uma constante C' > 0 tal que

VPl 072300 < CUu iy + 1115 + 1ALo L0 )

Demonstragao. Ver ([3], p. 277). O

1.3 Operador de Stokes

Definigao 1.5. O operador de Stokes pode ser visto como A : (H*(Q)¥ NV — H

dado por
Au = P(Au),

onde P : (L*(Q))N — H é a projecio ortogonal em H e A : (H*(Q))N N (HF(Q)N —

(L*(2))N é o operador de Laplace com condigao de Dirichlet na fronteira.
Observacgao 1.3. A projecao definida acima é chamada de projecao de Laray

Observacgao 1.4. Notemos que, na definicao do operador A acima, fazemos uso do

fato de podermos decompor L?(2)"¥ como
(LX) = He HE, (1.4
onde H foi definido acima e

HY ={uec (L*(Q)Y;3pe HY(Q),u= Vp}.
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Além disso, pelo Teorema 1.10, temos que
u = Pu+ Vp.

A decomposigao (1.4) é dita Decomposicao de Leray. Mais detalhes sobre essa decom-
posicao pode ser encontrado em ([9], pag 41) e ([3], pag 251).

Vejamos que A é isomorfismo , para isso é suficiente mostrarmos que a equagao
—Au+ Vp = f,
tem solucao unica. De fato, observemos que tal equacao é equivalente a
—Au = ]7, onde f: f—Vp.
Fazendo a dualidade (-, )y v da dltima equacao com u € V', obtemos
(~Au,u) = (f,u).
Pelo Teorema de Green, temos
(—Au,u) = (Vu, Vu) = [Jul|f.
Defina a forma bilinear a : V' x V — R por
a(u,v) = (Vu, Vo).
A forma bilinear a é claramente simétrica. Além disso, a é continua e coerciva pois,

la(u, v)[* = [(Vu, Vo) < [Vul*|Vol?

< Cllull [lv]I7-

la(u, u)| = (u,u) = |ufy.

Como a é simétrica, continua e coerciva dado f € V', existe uma tnica u € V tal
que
a(u,v) = {f,0), Yo € V.

Agora, como a(u,v) = (Vu, Vv) = (—Au,v), concluimos que
<_Au7 U> = <f7 U)‘
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Portanto, a equacao tem solucao tunica.

1.4 Deducao do modelo hiperbdélico com termo de

resisténcia

Seja Q C R? um sélido constituido de um material eldstico. Representamos por
u(z,t) as pequenas deformagoes ou deslocamentos de €2 no tempo t.

Denotamos por ¢ e € os tensores de tensoes e de deformacgoes ou deslocamentos,
respectivamente, de 2.

Seja f(x,t) = (fi(x,t), fa(x,t), f3(x,t)) a densidade de forgas volumétricas atuando
em (). Tem-se ainda que a variacao da tensao o gera uma forca dada por aag—x(f’t).

Portanto, pela segunda lei de Newton, temos que

o aui(aj,t)] B 801-]-(:1:,15)’2. =1,2,3. (1.5)

(x,t) = —[
filz?) otL ot Ox;
Como existe uma forga agindo sobre (2, a terceira lei de Newton garante a existéncia

de uma forca de reacao do material em cada ponto x de €2. Denotamos tal forca por

p(, ).
Como ¢é feito em elasticidade linear, supoe-se que a tensao seja do tipo

0ij = —poi; + €ij, (1.6)

_1( 0u; Ou;
onde €j = §<8xj + o

Substituindo (1.6) em (1.5) temos que

) é o tensor de deformacoes e p é o termo de resisténcia.

0 [9uy(x,t) 0
filw,8) = E[ ot } " g,

A deformagao u(x,-) pode ser representada por

(—pdij + €ij) (1.7)

u(z, ) = F(x) — z, (1.8)

onde F(x) é a posigao do ponto  no corpo deformado ou deslocado, ver figura 1 abaixo.
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@)

Suponhamos que 2 seja incompressivel, isto é, 2 deforma-se mas seu volume per-
manece invariante. Matematicamente, esta hipdtese significa que |detVF(z)| = 1.

Aplicando a hipétese de incompressibilidade em (1.8) obtemos
|det(I + Vu)| =1, (1.9)

onde I é a matriz identidade.

Demonstra-se que, para pequenas deformagoes,
|det(I 4+ Vu)| =1+ div . (1.10)
Comparando (1.9) e (1.10) concluimos que
divu=0 em €. (1.11)

Agora, usando as igualdades (1.7) e (1.11) concluimos que

0 [Ou,} dp

S —Au;, i=1,2,3.
gl ar) T or, S =123

fi
Escrevendo na forma vetorial, obtemos que

Uy —Au+Vp=f em Q,
div u=0 em Q.

(1.12)
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Capitulo 2

Sistema hiperbdlico com termo de

pressao

Neste capitulo desenvolvemos a prova para um resultado de controlabilidade nula

para o sistema hiperbdlico

( uy — Au+ Vp = hl, em (@,
div u =0 em (@,
u =0 sobre X,

(2.1)

\ uw(0) = ug, us(0) =u;  em .

Para o decorrer do trabalho assumimos que €2 é estrelado com relagao a origem,

isto ¢, existe v > 0 tal que
x-v(x) >~y >0em J, para todo x € JS. (2.2)
Dado um ponto x¢ € RV dividimos a fronteira 9Q em duas partes
0y ={zre Q:m(x) v(z)>0}ed =0\ 0N,
onde m(z) = x — xy. Também definimos
R(xo) = max |m(z)].
2eQ

Nossa regiao de controle w sera um subconjunto nao vazio de €2 satisfazendo a seguinte

propriedade

existe O C RY, O é uma vizinhanca de Q2 e w = QN O. (2.3)
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

Dado u’ € V e u! € H, queremos encontrar h tal que a solucao do seguinte sistema

( uy — Au+ Vp = hl, em (),
divu =0 em @,
u=>0 sobre X,
u(0) = ug, u(0) = uy em (Q,

(2.4)

\

satisfaz

w(T)=u(T)=0 em Q.

Modelos como (2.4) sao simples modelos de dinamica eldstica para materiais incom-
pressiveis. Eles também aparecem em problemas termo-elasticos acoplados onde um
dos parametros de acoplamento (relacionados as propriedades de compressibilidade)

tende ao infinito.

2.1 Existéncia e unicidade para o sistema hiperbdlico

No que diz respeito a existéncia e unicidade para (2.4) temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Seja (u®,u',h) € V x Hx L'(0,T; H). Entao existe uma tnica solugao
fraca de (2.4) tal que

(we L=0,T;V),

ur € L0, T; H),

Uy + Au=h — Vp, emD'(0,T;D'(Q)?),
u(0) = ug, u(0) =uy em Q.

(2.5)

\

Além disso, a solugao u satisfaz

1 1 1 1 t
Slu®F + S @) = Zlu' [P + 5l + / (h(s), u(s))mds, ¥ t € [0,7],
0

e a aplicacao linear

V x Hx LNO,T; H) —s C([0,7],V) N CN[0,T], H)

(u®,ut, f) — u
¢ continua.

Antes de iniciarmos a prova do Teorema 2.1, provaremos o seguinte lema.
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

Lema 2.1. Dados ug, uy, f nas condigoes do Teorema 2.1, existe uma tnica u satisfa-

zendo

(we 120, T;V),

we € L2(0,T; H),

(uee(2),0) + ((u((t),0)) = (f(t),v),Yv € V em D'(0,7),
\ u(0) = ug, u(0) = uy em €.

(2.6)

Demonstracao. Usaremos o método de Faedo-Galerkin. Seja {w,},eny uma base hil-
bertiana de V. Consideremos V,, = [wy,...,w,,]| 0 subespaco de V' gerado pelos m
primeiros vetores de {w, },en. O problema aproximado com relagao a (2.6) consiste em

determinar u,,(t) € V,, satisfazendo

(mee (1), v) + ((um(t), v)) = (f(£),v), Vv € Vi,
Um(0) = ugm —> up em 'V, (2.7)

Umt(0) = Uy, —> uy em H.

Pelo Teorema de Caratheodory, (2.7) possui solugdo sobre um intervalo [0,t,,] com
tm < T. Tal solu¢ao podera ser estendida a todo o intervalo [0, 7] como consequéncia
das estimativas que serao obtidas a seguir.

Estimativas. Fazendo v = u,(t) em (2.7), tem-se que

(Uit (8); Ut () + (Wi (), ume(£))) = (f (), wme (1))

Que pode ser escrita como

1d ) -
ogp Wt O + 5z llum @17 = (£(2), ume(t) (2.8)

Integrando (2.8) de 0 a t < t,, resulta que

1 1 1

gt + 5O = Sl + Sl -+ [ (6 wmlsDas. (29)

Usando a desigualdade de Young em (2.9) temos que

1 1

1 T t
Sl O+ 3 n O < Shurnl? + S+ [ 1)+ [ (o). (210

Agora, usando o fato de f estar em L'(0,T; H) e, levando em consideragao, (2.7), e

(2.7),, obtemos a existéncia de uma constante C' > 0 tal que

1 1 T
sl + 5 luonl + [ 17()lds < € (211)
0
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Por (2.11) concluimos que,

1 1 t
§|umt(t)|2 + §||um(t)||2 <C +/ |t |2 (5)dss. (2.12)
0

Aplicando a desigualdade de Gronwall a (2.12), obtemos que

1 1
Sl (B + S lum @ < C, (213)

onde C' é uma constante que independe de t e m. Assim, podemos prolongar a solu¢ao
aproximada u,, () a todo o intervalo [0, 7], que é uma das consequéncias do teorema de
Caratheodory. Para mais detalhes sobre as consequéncias do teorema de Caratheodory

veja [19]. Dessa forma, temos por (2.13) que

(t,) € limitada em L*(0,7T;V), (2.14)

(tUmt) € limitada em L*>(0,7; H). (2.15)

Por (2.14), (2.15) e o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki segue que existe uma

subsequéncia de (u,,), ainda denotada por (u,,), tal que

Uy, —u em L(0,T;V) (2.16)

Upy — 1y em L°(0,T; H). (2.17)

Passagem ao limite. Consideramos a equacao
Multiplicando (2.18) por v € V,,, temos que

(e (), 0) + ((um(t), v)) = (f(t), ) (2.19)

Multiplicando (2.19) por 6 € D(0,T) e integrando de 0 a 7', obtemos

_ /0 (g (1), 0)0 (1)t + /0 (um (1), 0))0(E) = /0 (F(1), 0)0(t)dt, Yo € Vi (2.20)
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Passando o limite em (2.20) concluimos que

- [ w0+ [ (@ep0 = [ o.oewa ey e

ou ainda

/0 %(ut(t),v)e(t)dwr/o ((u(t)vv))e(t)dt:/() (f(),v)0(t)dt, Vv € V.

Logo,
E(ut(t),'v) + ((u(t),v)) = (f(t),v), Vv € V,em D'(0,T).

Condigoes iniciais.
Inicialmente iremos localizar a segunda derivada de u. Com efeito, observemos que
o operador —/\ definido pela terna {H} (), L*(Q2), ((+,-))} satisfaz a condicao
(—=Lu,v) = ((u,v)),Yu € D(A) = Hy(Q) N H*(Q), Vv € Hy(),

uma vez que €2 é um aberto limitado com fronteira bem regular. Mais ainda, o operador
—A admite uma tnica extensao continua, em verdade, uma isometria de H} () em

H7Y(Q). Dessa forma, —A : H}(Q) — H~1(Q2) é uma bijegao isométrica, ou seja,
[Aullzr-10) = llull (o), Yu € Hy ().
Mais além, tal extensao verifica a identidade
(=Lu,v) g g1 = ((u,v)),Vu,v € H3 (). (2.22)

Sabendo que
- [(wooroi [ wooeme= [ oo
podemos concluir, usando (2.22), que

_ /0 (W (1), 0)6 (1) dt = /0 (Au(t), )0 dE + /O (F(1), 0)0(t)dt,

ou ainda

(-/OT )6 dtv - /Au dtv /f dtv

para todo v € V e para todo 6 € V. Identificando o H com seu dual, via teorema de
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Riez, da ultima identidade decorre que

<_/OT<U() o, ) /Au f)dt,v) /f Hdt,v).,  (2.23)

Definindo
g9(t) = Ault) + f(1),

segue de (2.23) que
T T
—/ u' (0)0'(t)dt = / g()0(t)dt em V.
0 0
Além disso, como f € L'(0,T; V"), segue de (2.22) que

T T
/||Au(t)uv,dt_/ u(t) ||t < +oo,
0 0

o que implica g € L*(0,T;V"). Definamos

o(t) = /(t) /O g(s)ds € V.

Como v € L'(0,T; V') temos que v’ define uma distribui¢ao vetorial e, além disso,

(v.0) = (00 =~(u0) + ([ o525, ).
</0 $)ds,0') // s)ds (¢

considerando h(t fo s)ds, obtemos que

{ /0 TQ(S)ds,9’> = (o) - /O L (06t = — /0 " s

0

Mas,

o que implica

(v.0) = —(u.0') - /0 C 080t (2.24)

De (2.23) e (2.24) concluimos que

<v',9> —0,V0eV
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e, consequentemente, v = 0. Logo, v(t) = £, = constante com respeito a t. Assim,

T
WO =&+ [ als)ds = a(t) = ()
0
o que nos leva a
u” € LY0,T; V).

Segue, deste ultimo fato e das hip6teses sobre u e v/, que
we C(0,T);H) eu € C([0,T]; V).

Dessa forma, faz sentido falarmos em u(t) e u'(t) qualquer que seja t € [0, T.

Provaremos que:

1. u(0) = ug. Com efeito, sabemos que
Uy — uy em L°(0,T; H).

Sejam 6 € C([0,7]) e v € H. Entao identificando H com seu dual, segue da

convergencia acima que,

/O(Umt(t),v)e(t)dt—)/o (ug(t),v)0(t)dt,

ou seja,

/O%(uy(t),v)Q(t)dt—)/o %(u(t},v)G(t)dt,

ou ainda, por integragao por partes,

T T

(u,(£), 0)0(1)]

0 0

_ /O (1, (1), (D)t = (u(t), )0(1)| /0 (u(t), )0, () dt.

Tomando ¢ de modo que §(T') =0 e 6(0) = 1, e, observando que

/0 (uy (1), v)0,(t)dt — /0 (u(t),v)0,(t)dt.

Concluimos que

(u,(0),v) = (u(0),v), Yv € H.

Logo,
u,(0) = ug, = u(0) em H.

Por outro lado, ug, — ug forte em V e V — H. Pela unicidade do limite fraco
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2 . _
= wp.
em L*(Q) concluimos que u(0) = u

2. u;(0) = u;. Com efeito, seja € CL([0,T]) tal que #(0) = 1 e §(T) = 0.

Retornando ao problema aproximado, podemos escrever

/O(UVtt(t),wj)H(t)dt+/0 ((u,,,wj))e(t)dt:/o (f(t),w;)0(t)dt.

Integrando por partes, encontramos que

T

(a8, w;)0(8)| — / (e (8), ;)04 (1) i+ / (o (1), w,))B(1)dt = / (f(t), w;)0(t)dt.

0

ou ainda, usando as caracteristicas de 0,

— (1 (0), 1)~ / (tua(8), ;)04 (£) i+ / (1, (£), ;)08 dt = / (F(8), wy)0(t)dt.

Passando o limite na identidade acima, obtemos

— () — / (ua(t), w;)Bu()dt + / ((u(t), w;))B(E)dt = / (F(8), w))0(E)dt.

Integrando a equacgao acima por partes, obtemos

T 4 T T
_(Ul,wj)_(Ut(t),wj)e‘g+A %(ut,wj)édt+/o ((u,wj))ﬁdt:/o (f,w;)0dt.

(2.25)
Usando que u ¢ solugao fraca para problema e, por (2.7), e (2.25), concluimos
que,

(w1, w;) = (u(0), w;),¥j € N.

v
Mas, observando que [w;];

=V, Vi—Hev— H, obtemos que
(ug,v) = (u'(0),v), Vv € H,

mostrando o que queriamos.

Unicidade. Para provar a unicidade, consideremos u e u duas solucoes nas condicoes

do Lema 2.1. Assim, considerando w = u — u, temos que w satisfaz
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

(we L=(0,T;V);

wy € L0, T; H):

(Wi, v) + ((w,v)) =0,Yv € V,em D'(0,T);
\ w(0) = 0,w;(0) =0 em .

(2.26)

Segue por (2.26) que
wy — Aw = 0 em D'(0,T;D'(Q)?).

Agora, como w € L*(0,T;V) < L*(0,T;V),w; € L>=(0,T; H) — L?(0,T; H), entao
wy — Aw =0 € L*(0,T; H).

Assim, pelo Teorema 1.7, obtém-se

(e — Ao, (1) = o () + [ )?) + 5 (), we(6).

Observando que o lado esquerdo da ultima igualdade é zero, obtemos que

1d , , 1
o weOF + [w@)IF) = =5 (w(t), wi(t)). (2.27)

Integrando (2.27) de 0 a t < T, concluimos que

S OF + o)) = =5 [ wnls)wi(s)ds.

Logo,
1

1 1 [t
5@&W+;W®WS§AMM$W&

Pelo Lema de Gronwall, resulta que
we (&) + [w(®)]]* =0,
de onde concluimos que w = 0, provando assim a unicidade.
Agora faremos a prova do Teorema 2.1

Demonstracao do Teorema 2.1. Observemos que, para provarmos tal teorema, é sufi-

ciente provar que u satisfaz (2.6), se e somente se, u satisfaz (2.5). Provemos essa
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

equivaléncia. De fato, consideremos o funcional linear L : V' — R dado por

L(v) = (un(t) = Au(t) = f(t),v),

onde u é a solucao dada pelo Lema 2.1. Observemos também que, uma vez que u €
L>(0,T;V), f € L*(0,T; H) entao Au € L>(0,T; (H~1(Q))?), jd que V — (H3(Q))>.
Assim, L € L*(0,T;(H*(9))?). De (2.6),, segue que

L(t)(v) = 0,Yv € V,no sentido de D'(0,T).
Segue do Lema 1.5, que
L(t)v = /Qp.dz'v vdx,Yv e V.
Em particular, para todo ¢ € v, tem-se que

(ue — Au — f,0)(p@)3,@)?) = (= VD, ) 0r(9)2 (D)%)
Provando que,
— Au = f—Vpem D'(0,T;(D(NQ))*).

Reciprocamente, u satisfaz (2.5), entdo multiplicando (2.7), por ¢ € v e integrando

sobre €2, obtemos

Notemos que,

n

dp
<Vp,so>=Z<a i) = p,zax —(p, div ),

i=1

e, como ¢ € v, temos que (Vp, ¢) = 0. Sabendo que v é denso em V', entao temos
d /
E(ut(t%U) + ((U(t), U)) - (f(t),v),Vv € Vv em D (07T)

Isto conclui a demonstracao do teorema. O]
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

2.2 Controlabilidade nula para o sistema hiperbdlico

Nesta sec¢@o estaremos interessados em provar que o sistema (2.1) é nulo controlavel.
De fato, mostraremos que a controlabilidade de (2.1) é equivalente a observabilidade

para o sistema adjunto

(ﬁbtt—Agb—i—Vp:O em Q,
div ¢ =0 em Q,
¢=0 sobre X,

L ¢(0) = do, ¢u(0) =1 em Q,

(2.28)

onde ¢g € H e ¢p1 € V.
Em outras palavras, provar a controlabilidade para (2.1) é suficiente provar a

existéncia de uma constante C' > 0 tal que

o+l <c [ [ N (2.29)

para toda solugao de (2.28). Para provarmos tal resultado, é conveniente escrever o
sistema (11) de maneira abstrata. Para isso, utilizamos o operador de Stokes A definido
em (1.5).

Assim, o sistema (11) é equivalente ao sistema

U + Au = hlw,

(2.30)
u(0) = u’, u,(0) = ',

pois, para w € V, temos que se
(g, w)yry + (Au, w)yry — (hyw)yvry =0,

entao, usando que (Au, w)y:y = (Vu, Vw)y v, que, por sua vez, é igual a —(Au, w)y y.
Assim,

<Utt, w)V’,V - <AU> w>V’,V - (h, w>V’,V =0,

ou seja,
<Utt — Au—h, ’UJ>V/7V =0,YVwe V.

Segue do Lema 1.5 que existe p € L2(Q) tal que

Uy — Au — h = Vp.
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

Dessa forma, a prova da controlabilidade para o sistema (11) é equivalente a obser-

vabilidade para o sistema adjunto

¢tt = A¢7

(2.31)
$(0) = ¢°, ¢ (0) = o'

Como o operador de Stokes A é um isomorfismo de V em V', dados (¢°, ¢') € H x V",

definimos a solucao de (2.31) como

¢ - wta
onde 1) é a tnica solucao de

VYu = AQ,

(2.32)
$(0) = A7, 4 (0) = ¢°.

Como no caso da equacao da onda, para mostrarmos uma desigualdade de obser-
vabilidade com observacao interna, para o sistema (2.28), primeiro mostraremos uma
desigualdade de observabilidade na fronteira para tal sistema. Antes de fazermos o

resultado principal apresentaremos um lema auxiliar.

N

Lema 2.2. Seja (qx)1<x<y um campo vetorial em C'(Q)" entao para cada solugao ¢

(2.28), a seguinte identidade ¢ vélida

¢ dgy, 09" 0"
// qr(z).v(x )de (Pe(t), q(x).Vo(t)) +/ g Dx, Oy O, dxdt+

gy 2 2 / Op 3(25’
2//(28.1'k(|¢t| Vo7 )dxdt + o ;0" dxdt

a.’ll'k
+// hi.qk.&b dxdt.
Q 8£L'k

Demonstracao. A demonstracao para este resultado segue os mesmos passos que a

demonstracao no caso da equacao da onda, tais detalhes podem ser vistos em Medeiros
[15]. O

A seguir demonstraremos o teorema que nos fornece a observabilidade interna.

Teorema 2.2. Consideremos T > 2R(z°) entdo, para cada solugdo do sistema (2.30)

com dado inicial (¢°,¢') € V x H, a sequinte estimativa vale

4 10 < et [ (%) (239
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

Demonstracao. Segue do Lema (2.2) que

G, Iqr. ¢ ¢
// ( )dE X+= /Z (lpe* =V |? dxdt+/za—%a—ma—%d wdt.
(2.34)

Tomando g, = zj, — 2 = my(z),1 < k < n, obtemos que

Oar _ Oax 09 06 _ o 1o
Z ory Z Oxy, Oy O = Vel

o qual substituindo em (2.34) obtemos

//qk n(22qs = x 1 /(|¢t|2—|v¢| dxdt+/\v¢| dudt.
Em %(z%) temos 0 < Sp_ myri < (Yhoymi) (X, v2)7 = [Im(a)||lar = R(z”).

Portanto,

[3J0) - 0¢ 095
/Ekauk(g)Zdthg/ kayk(E)Qdthg R(a:o)/ x0)<81/) drdt.
n 2 2 2 0 094
X + §/Q(|qz5t| — |Vo|?)dzdt + /Q |Vo|*dxdt < R(x )/ (81/) dl’dt. (2.35)
Agora, notemos que

X+ = /(|<z5t|2— Vol )da:dt—i—/ |Vo|*dwdt = X + — /(]gbt\2 IVo|?)dxdt

1 1
~ 5 J ot = ¥0Rydrdt 5 [ 1o = Vol pdadt + | (9o

(|¢e]> = |V¢|2)dmdt+%/(|¢t|2 + |Vo|?)dzdt
Q Q

2
n—1 e
. /Q (62 = 199)dad+ 5 [ [ (62 + loff)doat
- n — 1 2 2 g
- X 25 o = vePyasie++ [ pyi
_x ! /(W — |V6[?)dudt + TE(0),
Q
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

1
onde E(t) = 5(!@\2 + |l¢]|?). Considerando

y = /Q (I6ul? — [Vo[2)dadt.

e, além disso, observando que a energia é conservativa, isto é, E(0) = E(t), para todo

t € [0, 7], concluimos por (2.35) que

"Ly L TEO) < R(:co)/ s (2.36)

X +
¥ (x0) v

Agora, observemos que, ao multiplicarmos a equacao ¢ — Au+Vp = 0 por ¢, obtemos
que

G- d—A¢p-0p+Vp-¢p=N0.

Dai, integrando, obtemos
/ Ou - pdxdt — / A¢ - pdxdt + / Vp - ¢dxdt = 0. (2.37)
Q Q Q

Agora vamos fazer a andalise das integrais em (2.37):

e Para a primeira integral temos,

/Q bue - it = /Q /0 b bt

— /Q[d)t : ¢dm‘j — /OT Gy - ddi]du

T T
:—// ¢fdtdx+/(¢t-¢)‘ dz
QJo 0 0
e Para a segunda integral,

—/QA¢~¢=/Q|V¢\2—/OT/F%-
= [ 9ol

pois ¢ =0 em I'.
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

e Para a tultima integral,

/ Vp - ¢pdxdt = /T/ 2”: Op ¢'dxdt
Q 0 Q4 8IZ
T n i
- _/ /ZP- O Jedt
0o Joim O
T n a 3
= — D - dxdt
/0 /Q (Zz:; Oz;
T
:—/ /p-div(b:().
o Jo
Notemos que, usando as igualdades obtidas acima,
n—1. 00 \|IT n-—1 9 9
5 Y = (¢t7;Qk8_m> ‘o + 5 /Q(|¢t| IVo[*)dxdt
B N 0p , n—1 T
= /Qﬁbt ;qkaxkb + 5 /Q¢t ¢‘0 (2.38)

- op n—1 T
:/Qﬁbt [ZQka—ZBkﬁL 5 .
k=1

X +

da:‘

Analisemos a integral do lado direito de (2.38). Notemos que,

n—1 0 1 n—11"
/Q<¢t.(m-v¢+—2 ¢>>d$§§/ﬂ¢?dx+ﬂ/ﬂ(m'v¢+ 5 ¢) dz.
(2.39)

onde g > 0 é um numero a ser escolhido posteriormente. Observemos que,

/Q (m -V + n ; 1¢)2dl‘ = /Q(m-V¢)2dx+/Q (n :1 1)2¢2dx+(n—1) /(m-qu)-ngd;p,

Q
(2.40)
Perceba que,
)
fimvoro= [ Sme 5o

RS o U e
-2 /Q > 5 (0)da (2.41)
[ O e L[ 5O
_/ank(mk ¢°)dx 2/928xk¢d
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

om
/l/kkadeF— —/Z ax:

onde fizemos uso do Lema de Gauss 1.4 e do fato de ¢ = 0 em I'. Substituindo (2.41)
m (2.40) obtemos

/Q<m.v¢ ”;1 )2d:p:/&)(m-v¢)2+/ﬂ((n_41>2—n(n2_1)>¢2dx

< / (m - Vo)*da

(2.42)
—1)2 _
pois (n 1 D — n(n2 D <0, paran > 1. Sendo
m - Vo) ide = / my - dx
2
- 1,00% 1
< A 2] d
</ ((Zm (=) ) .
< @)l [ [VoPds
:R(xo)/ IVo|*dz.
Q
Segue por (2.42) que
n—1)\"
/(m-ng ) dng(:vO)/ |Vo|*dz. (2.43)
Q Q
Substituindo (2.42) em (2.39), tomando pu = R(x"), obtemos a desigualdade
—1
fo oo 5)o
Q 2 (2.44)

< R(z

o qual, substituindo em (2.38) e usando (2.44), nos fornece

(a?)E(0) = T (") E(0).

Segue que, .
~T(2)E(0) < X + ”%y < T(z°)E(0).
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

Dai,
0 0 D¢p*
—T(z")E(0) + TE(0) < R(z”) — ) dI'dt,
»(x0) v
que é exatamente o que queriamos O

Agora, provaremos um resultado muito interessante, que nos diz que a prova de
(2.29) pode ser obtida se conseguirmos provar um tipo especial de desigualdade de

observabilidade para o sistema (2.28)

Teorema 2.3. Assuma que existe uma constante C' > 0 tal que, para cada (¢°, ) €
V' x H a solugao de (2.30) satisfaz

léoll? + [61° < / / (6Pt (2.45)
wx(0,T)

entdo a desigualdade (2.29) vale para toda solucdo de (2.30) com dado inicial (¢°, ¢*) €
Hx V.

Demonstragao. Dado (¢°, ¢') € V x H, consideramos (2.32), ou seja,

VYu = AQ,

(2.46)
$(0) = A1o', ¥, (0) = ¢°.

Agora, se (2.45) é verdade, usando uma desigualdade de energia para (2.32), obte-

mos que

@) + [P OIV < [ (0)]5 + O]

o que implica que

AT MY + [¢°F < C// |py|2ddt = C// |p|2dadt.
w><(0,T) w><(07T)

Para concluir devemos mostrar que [|[A~'¢! ||z = ||¢! ||%// Definamos em V' um produto
interno. Sabemos que operador de Stokes A é um isomorfismo, para mais detalhes veja

(1.4), entre V e V'. Seja G = A~!. Entdo, para todo par u,v € V definimos
(u,v)yr = (u, Gvyyr v = ((Gu, Gv))yy,
que é um produto interno em V' que induz a seguinte norma
[ollv: = ((Gv, Gv)).

Dai,
H¢1H%// = ((G¢17G¢1)) = ((576)) = HA71¢1H%/7
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

que conclui a demonstracao. O]

2.2.1 Uma primeira desigualdade de observabilidade

A seguir, nosso objetivo serd mostrar que a desigualdade (2.29) é véalida. Para isso,
inicialmente demonstraremos uma variagao da desigualdade (2.29). Temos o seguinte

resultado.

Teorema 2.4. Suponhamos que w satisfaz (2.3) e seja T > 2R(x°). Entdo existe uma

constante C' > 0 tal que, para cada (¢°,¢') € V x H, a solugdo fraca de (2.31) satisfaz

12 0112 2 2
PP I <C [ [ (ol + ot (247

Antes de provarmos este teorema, demonstraremos um lema auxiliar.
Lema 2.3. Seja m € C'(Q)". Entdo para toda solucio de (2.30), vale a seguinte
identidade,

<vp,m - v¢>L2(Q)N - <vp, é- Vm>L2 . <vp, ddiv m>

@~

L2(QN

Demonstracao. Consideremos

0 ¢’
—// pkmk . a dxdt.
o 0z oxy,
Integrando por partes com respeito a z; e usando o fato que ¢ = 0 sobre ¥, obtemos

o 0 8pk i

0*py ; Opy, Omy,
= Ydadt 2 didxdt.
/ 0 ﬁxiﬁkak(b * +/ Ox; Oxy,

Integrando a primeira integral do lado direito, da igualdade acima, por partes com

respeito a x;, temos

a2pk i o Opx, i Op, 0 i
//Q 3xiakak¢ dxdt = <8 > // 92, 3961 my@')dxdt

B Opr, Omy, opr, 09"
//ank oz, @'dxdt // mkaxid:vdt.

Mas usando que div ¢ = 0 sobre (), concluimos que

i 8pk Gmk i
// o 8ka po drdt = // 91, Ot Q'dxdt
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

Dai, obtemos que

8pk Gmk i 8pk (9mk i
—//ank axiqﬁdzz:dtJr// Pe, Oz, ¢ dwdt

que ¢é exatamente o que queriamos m
A seguir faremos a demonstracao do teorema.

Demonstracao do Teorema 2.4. Usaremos a notagao

B(1) = (160 + Io0I), vt € [0.7].

Consideremos inicialmente o caso em que ¢ é regular, por exemplo, podemos tomar
e VNH Q)N el € VN HYQ)N.
Usando a mudanga de varidveis Tt = (T — 2¢)t + T, observando a variagao de t

em [0, 7], temos que ¢ < 7 < T — ¢, podemos escrever a desigualdade (2.33) como

LG

Em seguida, consideramos o campo h € C?(Q)" tal que h = v em 9Q e h = 0 em
Q\w. Seja n € C%([0,T)) tal que n(0) =n(T) =0en(t) =1 em (¢,T — €). Definamos
O(x,t) = n(t)h(z) que pertence a W2>(Q) tal que,

.

0(z,1) = v(2),¥(z,1) € 0Q2x (e, T —e),
O(x,t) - v(x) > 0,Y(z,t) € 00 x (0,T),
6(z,0) =6(z,T) =0,V € Q,

0(z,t) = 0,em (Q\w) x (0,7).

(2.48)

\

Entao, considerando o multiplicador 8 - V¢, do Lema 2.2, observamos a seguinte iden-

dxdt

//9k z, t)vy(z (gqb) X =(d(z,.),0(x,.)  Vo(z, )) 0 01, Oxp Oz

// 90 (|62 = V8|2 dxdt+//apk-9k-a¢ dudt.
ox; oxy,

Pela definicao de 0 temos

L) e i (3) o
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uma vez que 0(x,t) = v(x) em 9Q x (e, — ¢€). Além disso,

T

(6u(,.),0(x,.) - Ve, .))‘ —0.

0

Como 0 € C*(Q x (0,T)) temos

‘// 00 0¢' 09 dxdt‘ gc// Vo [2dxd.
Q 8$] axk aZE] wx(0,7)

Para o termo de pressao, usamos o Lema 2.3, para ver que

o) ¢’
/ / 3? ¢ dxdt (Vp,=¢ - VO + ¢ (div 0)) y-1q)v 11 (@)~

Consequentemente,

3pk _ a¢z

50 et < 81Vl + € / / (62 + |&nf? + [V o) dadt.

wx(0,T)

Assim,

1 oo\’
5//29k(x,t)yk(x) (a—f) ng(SHVpH%I1+C//ujx(07T)(|¢\2+]¢t\2+lv¢|2)dmdt.

Usando o fato que,
IVplf- < CE(0),

concluimos, escolhendo § suficientemente pequeno, que

/ Te a¢2 2 2 2
—\4dY . dxd
o>sc/6 /( )2d sc//wx(w)umﬂm+|v¢|>xt

1%

Finalmente, por mudancas de variaveis, temos

T—e
0) < 0/ /(|¢|2+ (6uf? + [Vol2)dudt. (2.49)

Agora, consideremos wy vizinhanca de 9€) tal que Q2 Nwy C w. Como a desigualdade

(2.37) é verdadeira para cada vizinhanga de JS2, em particular vale para wy, temos

T—e
0)<C / / (6 + én]? + [VoP)dadt.
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Agora, consideremos p € WL ()N p > 0, tal que
p=lemwyep=0em Q\w.

Em seguida, definamos h(x,t) € Q por h(z,t) = n(t)p*(z), onde n foi definida anteri-

ormente. Temos que

(h(x,t) = 1,¥(2,t) € wo x (e, T —e),
h(z,t) = 0,Y(x,1) € (Q\w) x (0,T),
h(z,0) = h(z,T) = 0¥z € O, (2:50)
VR

| €@

Multiplicando ambos os lados de (2.28) por h-¢ e integrando por partes em (), obtemos

//thzﬁ.qzﬁttda:dt—//Qh.qg.AqﬁdxdtJr//Qh.vp.d)dxdt_o

Analisemos as integrais acima. Temos, para a primeira integral, por integracao por

partes e usando que ¢ = 0 em X, que

//Qéﬁtt.h.qﬁdxdt:—//Qh-\qﬁtﬁda:dt—//th.gb.qgtdxdt.

Para o segundo termo, usando novamente integracao por partes e que ¢ = 0 sobre 3,

obtemos que

_//Qh-Aqs-gbdxdt://Qws-wh.qs)dxdt

:// h-|V¢|2dxdt+//¢-(V¢.Vh)dxdt.
Q Q
Consequentemente,

//Qh'N‘b‘zdxdt://Qh‘Wt\zdxdt"‘//czht'¢'¢tdl’dt—//Q¢-(V¢.Vh)dxdt
—//Qh-Vp-gbdxdt.

Agora, fazendo uso da desigualdade de Young para o termo [ fQ¢ - (V@.Vh)dzdt,

concluimos que

’//Q¢-(V¢.Vh)dxdt‘ < %//Qh !v¢’2d$dt+%/4%-l¢\2d:ﬂdt.
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Também para o termo f f Q hy-¢- ¢pidxdt utilizamos novamente a desigualdade de Young

//th'(b'(étdxdtgc//Q(Wt|2+|¢|2)dxdt.
//Qh-|V¢|2dxdtSC//Q(|¢t|2+|¢|2)dxdt+2|//Qh.vp,gbdxdtl'

Em seguida, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Young,

para obtermos que

Assim,

observamos que

//Qh - Vp - ¢dwdt < 0|plly- 0y r20)m) + Coll il 0 z02@)my

para 0 > 0. Portanto,

T—e
/ /Nvaasc//}Mym%wwwmuwW@qwﬂ@w
€ wo w X 5

De onde concluimos que
mmsc//kTﬂm%wwmmwwm%ﬁwﬂ@w
wx (0,

Finalmente, usando que |[|[Vp| g-1gv < CE(0), obtemos para § pequeno

E(0)<C / / o 0" F o)z

que é exatamente o que queriamos. O

2.2.2 Desigualdade de observabilidade interna

Agora provaremos o resultado que caracteriza a observabilidade para o sistema

hiperbdlico.

Teorema 2.5. Assuma que w satisfaz (2.3) e seja T > 2R(2°). Entao existe uma
constante C' > 0 tal que, para cada (¢°,¢') € V x H, a solugdo fraca de (2.31) satisfaz
(2.29).

Demonstra¢ao. Suponhamos que (2.29) nao é verdade. Entao dado um nimero natural

n, existe um dado inicial (~?L, @L) tal que $n, a solugao correspondente a este dado,
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satisfaz
160113 + 10417 = nlldutllF2uxoy: (2.51)
Consideremos, 1
- (u%zu% +1643)”
e

Concluimos por (2.51) que
1
[ Dntll72x 01y < e (2.52)
e, além disso,
gnlly + lonls =1 (2.53)

Segue, por (2.52) e (2.53),que

lim // |Gt | *ddt = 0, (2.54)
n—roo wx(0,T)

e, existem subsequéncias, denotadas da mesma forma, tal que
) — ¢’ em Ve ¢, — ¢' em H. (2.55)
Como ¢, é solucio de (2.28) associada ao dado (¢, ¢}), temos que

¢n, ¢ limitada em L>(0,7;V)

¢nt ¢ limitado em L*(0,7; H).
Entao existe uma subsequéncia de ¢,, tal que

¢n = ¢ em L%(0,T;H)

] (2.56)
Gt — ¢y em  L2(0,T; H)

Notamos que, pelas convergéncias em (2.56), podemos concluir que ¢ é solucao fraca
de (2.28) correspondente ao dado (¢, ¢).
Em seguida, como V' < H compactamente, a estimativa (2.56) e o teorema de

Aubin-Lions 1.9, nos dizem que

bn — ¢ em L*0,T;H). (2.57)
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Assim, segue por (2.54) e (2.56) que
»=0 em wx(0,7). (2.58)

e ¢ é independente de t em w.

Consideremos o sitema

§u=AE, em Q)

2.59
£(0) = ¢! € H,&(0) = A¢’ e V. 259

Tomando v (z, ) x)+ fo x, 8)ds, nao é dificil ver que 1 resolve (2.31) com dado
(¢°, ¢'). De fato, temos que

Yyu(x,t) — A = &(x, 1) / &(x, s)ds)
— &y(wt) — A(S(2)) - jﬁ A(€)ds

=me—mwu»—l&mwm5

) = (&i(z,t) = &(z,0))
= &(x,1) = A(¢°(x)) — &(2,t) + A(¢"(x)) = 0.

Il
FAxS
0
~
SN—

|
ES
-

o
=

Claramente, ¥(x,0) = ¢° e ¢(x,0) = ¢'. Portanto, da unicidade de solugao de (2.31)
temos 1) = ¢ e por (2.58) temos que £ =0 em w x (0,7).
Mostremos que £ = 0. De fato, aplicando o operador curl em (2.59), temos que

v = curl & satisfaz

Vet — AU = O em Q?

(2.60)
v=0emw x (0,7).

Entao pelo teorema de unicidade de Holmgreen 1.11 deduzimos que v = 0. Portanto,

existe um funcional ¢ = ¢(z,t) tal que
E=Veo em Q. (2.61)

Em (2.59), temos
Ap=0 em Q.

Como £ =0 em w x (0,7, temos também que

o= f(t) em wx(0,7T)
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

e, da continuagao tnica para o operador de Laplace (para mais detalhes sobre conti-

nuagao unica ver [22]), deduzimos que

¢=f(t) em Q
que implica que
{=V¢=0 em Q. (2.62)

Como consequéncia de (2.62) obtemos
¢t =" =0. (2.63)

De (2.53), (2.57) e (2.63), obtemos uma contradicao e a prova esta terminada. O

2.2.3 Controlabilidade nula para o sistema hiperbdlico

A seguir iremos obter a controlabilidade para o sistema hiperbdlico (2.1) onde uti-
lizamos o método da unicidade Hilbertiana para tal. A partir de agora, retornamos ao

sistema hiperbdlico (2.1).

Teorema 2.6. Assuma que w satisfaz (2.3) e seja T > 2R(z%). Dados (u°,u') € Vx H,
existe um controle h € L*(w x (0,T)) tal que a solugio associada u do sistema (2.1)

satisfaz

Nosso objetivo é estudar o problema de controlabilidade nula quando a acao ocorre

no interior do dominio.

Demonstragao. Seja w um subconjunto aberto de €2 e 1, sua funcao caracteristica.

Consideremos o problema

(
Yyu —Ay+Vp=nhl, em Q;
divy =20 em (@)
(2.64)
y=20 sobre ;
(¥(0) =y’ %(0)=y"  em Q.

A agao ocorre no cilindro w x (0,7) contido em @ := Q x (0,7)
1- Formulagao do problema:
Dado T" > 0 suficientemente grande, achar um espaco de Hilbert H tal que para

todo par de dados iniciais ¢°, y' € H, existe um controle h € H tal que a solucao de
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

(2.64) satisfaz
y(x, T h) = y(z, T,h) =0 em Q. (2.65)

2- Descricao do HUM

1° passo: Dado (¢°, ¢') € V x V, consideremos o problema

G —Ap+Vp =0 em (@
divg = 0 em ;
¢ ? (2.66)
¢=0 sobre X;
(0(0) = 6", 0u(0) =¢'  em Q.
Sabemos que tal problema tem solugao fraca, ¢ = ¢(x,t).
2° passo: Consideremos o problema
(
Yy — A+ Vp = 91, em @
div Y =0 em ()
(2.67)
v =0 sobre 3
\ Y(T)=4(T) =0 em (.
m
Para a solucao ¢ de (2.67), definimos a aplicagao
A%, 0"} = {4(0), —(0)} (2.68)

3° passo: Multiplicando ambos os lados de (2.66), pela solucio ¢ de (2.67) e

integramos em (), temos

/OT/UJ%,wdg;dt_/OT/MM-WQJC&:Q, (2.69)

Observando que, como (¢, 1), = (dy, ) + (¢, 1), obtemos

(6(T),9AT)) — (64(0), 14(0)) = / (60, )t + / (6, 00)

Usando que ¥(7T") = 0 pois ¢ é solugao de (2.67), segue que

(6 (0) — /0 (6, 00)dt = /0 (610, ).t (2.70)
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

Agora, observando que, como (¢, ;) = (¢g, i) + (¢, 14 ), integrando concluimos que

(O(T). u(T)) — ($(0), $4(0)) = / (6, 0)dt + / (6 )t

Uma vez que ¢4(T) = 0, segue da tltima igualdade que

—((0), 14(0)) - / (6, )t = / (6 ). (2.71)

Substituindo (2.71) em (2.70), temos

(61 (0) + (3(0), 1 (0)) + / (6, ) = / (61, 00). (2.72)

Por outra parte, como ¥ = 0 e ¢ = 0 sobre X, obtemos pela férmula de Green, que

/OT/§2A¢-¢dxdt:/oT/Q¢_A¢dxdt7 (2.73)

Substituindo (2.73),(2.72) em (2.69), temos

— (61 (0)) + (¢°, 4 0) + /0 (6, 0u)dt — /O /Q o Avdedt =0,  (2.74)

ou seja,
(0", 9(0)) + (¢",4,(0 / /(;5 dadt = 0 (2.75)

pois ¥y — A1)+ Vp = @1, em Q. (2.68) e (2.75) resulta que

(A%, 0"}, {6" 0" 1) =({1(0), —4(0)}, {¢, 6" })

/ / $*dudt. 270

Definimos em D(2) x D({2) a seminorma

T
H{¢°,¢1}H§r—/0 /Q¢2da;dt (2.77)

Pelo teorema de Unicidade de Holmgreen, ver Lions [14], existe Ty = Tp(w) > 0, tal
que para todo T' > Ty a tnica solugao de (2.28) tal que ¢ = 0 em Q2 x (0,7) é ¢ = 0.
Logo, para T > T, a forma (2.76) é uma norma em V x V. Representemos por F o

espaco de Hilbert dado pelo completamento de V x ¥V com respeito a norma definida
m (2.76).
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

A norma (2.76) induz em V x V o produto interno

(.0 00 e = [ [ o doat

onde r é a solugao de (2.28) correspondente ao dado {r%,r'} € V x V.

Consideremos a forma bilinear

(e v0y) = [ [ oraoat

definida em V x V, a qual é continua e coerciva em V x V.
Entao, essa extensao por continuidade ao complemento de F' também é continua e
coerciva em F. Dessa forma segue do Lema Lax-Milgram 1.4 que dado {3°,y'} € F’

existe um tnico {¢°, ¢*} € F tal que
(M 01 0 }) = ({0 L %)) Witk e B (278)
F'xF
Assim, para {y°,y'} € F’, existe {¢°,¢'} € F tal que
A% o'y = {=° y'} em F. (2.79)

Por (2.79) e (2.68) concluimos que 1(0) = 3° e 1,(0) = y*, onde v é solugao de (2.67).
Assim, considerando h como sendo a restrigao de ¢ awx (0,7, segue, pela unicidade
de solucao, que y satisfaz (2.65).
Faremos agora a caracterizacao concreta de F'. Na verdade mostraremos que F' =
H x V'. De fato,

1. HxV'C F

Com efeito, considerando ¢” € H e ¢' € V', temos pelo Teorema (2.1) que 2.67

tem tnica solucao e, além disso, vale a desigualdade

T
/0 ¢*dwdt < (|¢°[5 + 10"[17) = CII{6", &' Hlz v (2.80)

Como F' é o complementar de V x V com respeito a norma definida em (2.77)
segue que {¢° ¢'} € F.
2. FCHxV'

De fato, consideremos {¢°, ¢'} € F. Para T > T(2°), existe C' > 0 tal que a
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

desigualdade inversa ¢ verdadeira

T
CIS i < [ [ ot
0 w
Assim, pela defini¢do de F, temos que {¢°,¢'} € H x V.

Pelas inclusoes provadas acima concluimos a equivaléncia das normas || - ||g e || - || zx v,
e, identificamos F' e seu dual com H x V e H x V', respectivamente.

Assim, dados {y°,y'} € V x H existe um tnico par de dados iniciais {¢°, ¢'} €
H x V' que associa a solugao fraca ¢ de (2.66). Temos ainda que, sendo o controle h a
restrigao de ¢ a w x (0,7") a regularidade da solucao fraca nos permite dizer que h €
L*(w, (0,T))N. O

Problema de Minimizacao

Mostramos, anteriormente, que para todo par de dados iniciais {y°,y'} € V x H,

existe um controle h € L*(w x (0,7)), tal que a solugio de

(
Yy —Ay+Vp=hl, em @
divy =20 em Q;
(2.81)
y=20 sobre  X;
90 =" %)=y  em
cumpre a condi¢ao
y(T)=y(T)=0 em £ (2.82)

Agora, mostraremos que o problema de controlabilidade nula interna se reduz a um

problema de minimizacao. Temos o seguinte resultado inicial.

Lema 2.4. Seja ¢ solucao do sistema (2.81) com dados iniciais {¢°,¢'} € H x V.
Entdo para dados iniciais {y°,y'} € V x H, a solucdo y do sistema (2.81) satisfaz
(2.82) se, e somente se, existe h € L*(w x (0,7)) tal que

T
/0 [ 6+ bzt = 4Py s~ ().

Demonstragdo. Suponhamos que {y°,y'},{¢° ¢'} € D(Q)" x D(Q)" e h € D(w x
(0,7"))™. Multiplicando (2.81), por ¢ e integrando em () temos

/Q/OTﬁf)'(ytt—Ay+Vp)dtdx:/Q/0Th.¢dxdt_
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

Integrando por partes, usando que fQ ¢.Vpdxdt = 0, obtemos

/Q/OT Oy — Ay)dtdr = /w(@/t — ¢ty)dflj’:; + /Q Y(dy — A¢)dadt

= /Q (@(T) - y(T) — ¢u(T) - y(T)) de — /(¢(0) Yyt = ¢ (0)y")da.

Q

Logo, para algum {3°,y'} € V x He {¢°, ¢'} € Hx V',

/O / 6 hdedt = —($4(8), y(T)) + / O(T) -y (T)dx + (61, 4) — / & ydr. (2.83)

Segue de (2.83) que y satisfaz (2.82) se, e somente se,

T
/ /qb-hda:dtz (" y°) i1 —/qﬁo-yldw’,
o Jo 0 Q

concluindo a demonstracao. ]

Considerando a dualidade entre H x V' e H x V definida por
0,1 1o\ _ 0 41y /o1 0
<{y7y }7{¢7¢}>_(ya¢) <y’¢>V’7V’

o lema anterior pode ser reformulado da seguinte maneira:
Lema 2.4*: Seja ¢ a solugdao de (2.81) com dados iniciais {¢°, ¢'} € H x V'. Entao
para dados iniciais {y°,y*} € V x H, a solucao do sistema (2.81) satisfaz (2.82) se, e

somente se, existe h € L?(w x (0,7))" tal que

/W/OT ¢.hdzdt + <{y0,y1},{¢1’¢0}> _o (2.8

Observe que, de acordo com (2.84), a propriedade de controlabilidade pode ser

transferida a encontrar pontos criticos do funcional 7 : H x V' — R definido por

1 [T
TUS ) =5 [ [ loPdude+ (.0 (6", D,
0 w
onde ¢ é solugao de (2.81) com dados iniciais {¢°, ¢'} € H x V’. Desse modo, consi-
deramos o seguinte resultado:

Teorema 2.7. SejaT > T(z°). Entao o funcional J possui um tinico minimo {¢°, ¢'} €
Hx V.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.8, é suficiente provarmos que o funcional J é semi-

continuo inferiormente, estritamente convexo e coercivo. De fato:
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

(i) J ¢ semicontinua inferiormente.

Com efeito, da desigualdade direta obtemos
TA.0'} < SO 6 My, + (1P} {6, 8D
e, portanto,
T(S.6') < S8 W + 1(6% M lmevs Moy Ml

Segue por (2.85) que J é continuo.
(ii) J ¢ estritamente convexo;

De fato, devemos mostrar que,

T M@ o'+ (1= N{w,v}) < AT{8% '} + (1 — NT {2, ¥}

Observe que,

T, 61 + (1 N {,0}) = /0 / A+ (1— N Ab + (1— A))
0y A6 (1 N0 e

:%Q/OT/qu?ddeA(l—A)/OT/ng-zpd:pdtJr
T
—APA£[W+wwa%xww%>

+ (=N ') {e% 0,
denotemos A({y°, y'}, {¢", ¢'}) + (1 — N)({s°,y'}, {¢", ¥'}) = B. Dai

T o'+ (1= N{v,v}) <!

2dxdt + B;
/ /¢2d dt+—/ V2 dxdt + B
= AT (¢ — NI ().

(iii)J é coercivo.
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

De fato, como

1 T
716,60y 2 5 ([ oPdedt = 1468, 6 16"} v ).

Pela desigualdade inversa (2.29) obtemos

C 1
T8, 6 > SIS 0 Hrs — 5I6% 0 Ml {6, Hlvcr)
= (IS M) O, Y i — 0P, " ),

ou seja,

lim T{°, ¢'} = +00.
[{¢°,¢! H|—o00 SaLE,

Portanto J é coerciva. Dessa forma, J tem um tinico minimo {E, E} e HxV'. O

Mostraremos, a seguir, que o minimo do funcional encontrado no teorema anterior

nos fornece o controle de norma minima desejada.

Teorema 2.8. Seja {g_bo,al} € H x V' o minimo do funcional J. Se ¢ corresponde
a solugao do sistema (2.81) com dados iniciais {ao,g_bl}, entao h = ¢|, € um controle
tal que para dados iniciais {y°,y'} € V' x H a solugio y do sistema (2.81) satisfaz a
condi¢io (2.82).

Demonstracao. Se {50,51} € H x V'’ éum minimo do funcional 7, entao

i TUS" 0 + 16", 01) — T (6" 6'))

h—0 h =0

Logo,
T
/ /$-¢dxdt+/yl-¢°dx— )
0 w Q

para algum {¢°,¢'} € H x V', onde ¢ é solugao de (2.81). Assim, pelo (2.4) temos
que h = ¢|,, ¢ um controle tal que para dados iniciais {¢°,y'} € V x H, a solugao y do

sistema (2.81) satisfaz a condicao (2.82). O

A seguinte proposicao mostra que o controle h obtido pela minimizacao do funcional

J é de norma minima.

Teorema 2.9. Seja h = ¢, o controle tal que ¢ € solucdo ¢ solucdo de (2.81), cujos
dados iniciais correspondem aos minimo do funcional J. Se g € L*(w x (0,T))" ¢

outro controle tal que para dados iniciais {y°,y'} € V x H, a solugdo do sistema (2.81)
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2. Sistema hiperbdlico com termo de pressao

satisfaz a condi¢ao (2.82). Entao

17llc2myn < llgllz2(s)w- (2.86)

Demonstragio. Seja {¢°, ¢} o miimo do funcional 7. Considerando {¢°, ¢} € VxV,

temos

T
1Al 22 wx (0.7)) :/ /I(blZdl‘dt: (¢1,y°>v;,v—/¢°-y1dw- (2.87)
0 Q Q

Pelo Lema 2.4, para g € L*(Q2 x (0,7))", obtemos

/ [ o dana = (@ 00

(2.88)
= —/ ¢Oy'da + (01,9 v v
Q
Assim, por (2.87) e (2.88) obtemos
T f—
12112205 0y~ = /0 /9 - pdxdt
< HgHLQ(wx(O,T))HQ_bHL?(wX(O,T))
= |19/l 2w 0.0 12 ]l L2 (wx (0,7))-
Concluindo a demonstragao. ]
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Capitulo 3

O sistema de Stokes com dado

inicial regular

Neste capitulo, provaremos que se o dado inicial for suficientemente regular entao
o sistema de Stokes (7) é nulo controldvel com custo de ondem e“/T quando T —
0*. Nossa prova ¢ baseada no método do controle de transmutagao(MCT) e em um
resultado de controlabilidade nula para o sistema (11). Também mostramos que se

tomarmos dados menos regulares ainda se obtéem controlabilidade para o sistema de

c/T

Stokes com custo de ordem e’ quando t — 0%. Os resultados aqui expostos podem

ser encontrados em [5].

3.1 Controlabilidade do Sistema de Stokes

Esta secao ¢ dedicada a provar o seguinte resultado

Teorema 3.1. Assuma que w satisfaz (2.3),yop € V e seja 0 < T < 1. Entao existe um

controle g € L*(w x (0,T)) tal que a solugio de (7) satisfaz
y(I)=0 em Q.

Além disso, existem constantes C7 e Cs, dependendo somente de ) e w, tal que

// (g 2dadt < CreC/T [y, (3.1)
wx(0,T")

Para a demonstracao de tal teorema faremos uso dos seguintes resultados

Teorema 3.2. Assuma que w satisfaz (2.3). Entao existe Ty > 0 tal que para qualquer

T > Ty e qualquer (ug,uy) € V x H, podemos encontrar um controle h € L*(0,T; H)
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3. O sistema de Stokes com dado inicial regular

tal que a solugao associada u de (11) satisfaz

Além disso, existe uma constante C' > 0 tal que
[ [ dede < Clluoli+ | ) (32)
wx(0,T)

Lema 3.1. Existe uma constante a* > 0 tal que, para todo a > o*, existe v > 0 com a
seguinte propriedade: para todo L > 0e T € (0,inf(I1/2, L)?) existe uma distribuicao
K € C([0,t]; M(—L, L)) satisfazendo

;

K, = K em D'((0,T) x (—L,L))
K(0,2) = 6(0)

K(T,z) =0 33)

eaLz/T.

\ I K| z20m)x (~L,L)) <Y

Provamos um resultado analogo ao Teorema 3.2 em 2.6, por conta disso sua de-
monstracao nao sera feita. Maiores detalhes da prova para o Lema 3.1 encontra-se em
[18].

Demonstra¢ao do Teorema 3.1. Introduzimos dois intervalos de tempo diferentes (0, T')

e (0, L) e consideramos os sistemas

(
Yy —Ay+Vg=ygl, em Q:=Qx(0,T);
divy =0 em @y
y ! (3.4)
y=0 sobre 3, :=0Q x (0,7T);
\ y(o) —= yO em Q
e
(Ull—AU—va:hlw e1m Ql =0 x (07L)7
divu =20 em ;
@ (3.5)
uw=0 sobre ¥, := 090 x (0, L);
| u(0) = yo,w(0) =0 em (),

em 2 x (0,7) e Q x (0, L), respectivamente. Aqui, [ assume o papel de uma pseudo
variavel de tempo.
Tomando L > Ty, que é o tempo minimo do Teorema 3.2, segue que o sistema 3.5

é nulo controlével, com controle h € L*(w x (0, L)) satisfazendo (3.2).
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3. O sistema de Stokes com dado inicial regular

Em seguida, estendemos K para zero fora [0,7] x (0,L), u e h por reflexdo a
[—L,0] e por zero fora de [—L, L], observe que podemos fazer tais extensoes pois o

sistema hiperbodlico é reversivel com o tempo. Consideremos

y(-, 1) :/RK(t,S)u(-,s)ds (3.6)
g 1) :/Rk;(t, S)h(-,)ds. (3.7)

y0) = [ K5
— /Ra(())u(-, 5)

= u(0)

Segue do Lema 3.1 que

= Yo,

e, segue do Lema 3.3 que,

y(T) = 0.

Temos ainda que, pelo Lema 3.1 e por (3.2),

//QXM)|g|2dg;dt://m(w(|/LLK(t,s)h(-,s)ds|)2dxdt
Lo (50 e
:/Q</0T(/_LL\K|2ds)(/_LL|h|2ds)dt>da:

L
< [( P asperima
Q J—-L

< Clluollv

= Cliyollv-

Finalizamos a prova mostrando que o par (y, g) resolve, juntamente com g, o sistema

de Stokes (3.4). Primeiro, notemos que

div(Y (-, 1)) = div ( /R K(t, s)u(- s)ds)
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3. O sistema de Stokes com dado inicial regular

_ / div (K (t, s)u(-, 5)) ds
- /RK@, s)div(ul-, s))ds
=0

Além disso, y = 0 em ;. Agora, para qualquer ¢ € V| temos

(), = ([ Kot 0),

o que implica que

(018, = { [ wdt.spute o),

E pelas propriedades de K, temos

(08, = { [ Kttt spisne)

Integrando por partes obtemos

(n0e), = (Kettostes)|” — [ mt ot snas ),

Usando que u(-, L) = u(-,—L) = 0 temos

(00, = (= [ Kt oty

Integrando novamente por partes concluimos que

(ut0n0), = (- Kol + [ K (t, )t 5)ds, )

Como us(+, L) = us(+, s) = 0 obtemos que

(00, = [ Kttt ),

Agora, como u, juntamente com algum p, é solucdo de (3.5), chegamos que

<yt<',t), g0>H = /_LL K(t,s)<Au(', s) + h(~,s)1w,go>Hds.
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3. O sistema de Stokes com dado inicial regular

Portanto,

<yt(-,t),30 / K(t, s)Au(-, s)ds gp / K(t,s) )1wds,g0>H.
Dali,
<yt(-,t) — Ay(s), 90>H = <91w, 90>H

Fazendo uso do Lema 1.5 concluimos a prova. O

3.2 O Sistema de Stokes com dados menos regula-

res

Nesta secao provaremos que podemos tomar dados menos regulares e ainda assim
ter controlabilidade para o sistema de Stokes (7) com custo de controlabilidade de
ordem e“/T quando t — 0. Para mostrar o resultado, combinamos o Teorema 3.1,
uma desigualdade de energia e o efeito suavizador do sistema de Stokes. O resultado é

o seguinte.

Teorema 3.3. Assuma que w satisfaz (2.3), yo € H e seja 0 < T < 1. Entao, existe
um controle g € L*(w x (0,T)) tal que a solucio y de (7) satisfaz

y(T) = 0.

Além disso, existem constantes C7 e Cy, dependendo somente de Q) e w, tal que

// or g2 dzdt < C’leC?/T|y0|%I. (3.8)
w X

Demonstracao. Iniciamos escolhendo € > 0 pequeno o suficiente e permitindo que o
sistema (3.4) evolua livremente no intervalo (0,¢€). Do efeito regularizante do sistema
de Stokes, temos que y(€) = y. € V. Temos também, gracas ao Teorema 3.2, que existe

g € Lo(w x (0,7 —¢)) tal que a solugao associada y para o problema

/

—Ay+Vp=gl, em Qx(0,7—¢);
divy = 0 em 07 T —¢ ;
y ( ) (3.9)
y=0 sobre 90 x (0,7 — ¢);
y(0) = ye em {.
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3. O sistema de Stokes com dado inicial regular

satisfaz
y(T'—¢)=0.

Além disso,

T—e€
/ / g P dadt < Ce'T |yl (3.10)
0 w

Definimos agora as fungoes 7 e g por y(t+e€) = y(t),g(t+e€) = g(t) para 0 < t < T—e.

As fungoes 7 e g estao definidas em (¢, T") e satisfazem

;

7 —Ay+Vp=gl, em Qx(eT);
divy =0 em (e,7T);

Y (1) (3.11)
y=0 sobre 08 x (¢,T');
y(e) = ye em .

A desigualdade (3.10) torna-se entao
T
/ / 1 dadt < O/ |y 12 (3.12)

Em seguida, considere

0, se 0<t<eg
g =4 (3.13)
g(t), se e<t<T.

Note que a solugao de (3.4), com controle g, cumpre y(7) = 0. De (3.12) e, da

definicao de g, temos a seguinte estimativa

T
/ / g P dedt < O/ |y |1 (3.14)
0 w

Consideremos agora o sistema (3.4) no intervalo [0, €], isto é, consideramos o sistema

(yt—Ay—i-Vp:O em € x (0,¢);
divy=20 em 2 x (0,¢);
Y (0. (3.15)
y=0 sobre 0 x (0,¢€);
\ y(0) = 1o em Q.

95



3. O sistema de Stokes com dado inicial regular

Fazendo a mudanca de varidveis z = e~ /!y(t). Entdo essa nova funcio resolve

( 2 —Az+Vp= tlzel/ty em  x (0,¢€);
divz=0 em Q x (0,¢); (3.16)
z2=0 sobre 99 x (0, ¢);

[ 2(0) =0 em €.

1
Note que t—Qe_l/ty € L*(0,¢, H). De fato,

1 _ 1 _
/ o )I|t—26 Yiy|? < e YR,
wx(0,e

1
pois, como y tem norma em H finita, basta mostrarmos que —e Y tem norma finita.

t2
Com efeito,
/1 2 © o 1dt
—26 t dt = et Y]
o\t o 12t
. . o 1 1 .
Agora, usando integragao por substituigao, com u = ==, du = —dt, a integral fica
12

;1
J o e**udu. Integrando por partes, com

2u
. e
dv = e*“, entdo v = -

k = u?, entdo dk = 2udu.

. -1
T €

— ue**du,
oo e

agora, aplicando integragao por partes novamente, obtemos

—1
— 2 2u
c u‘e
/ e?“u?du =
. 2

Dai,

Logo,

—1

=1 2 24

< u‘e
/ e udu = 5

o

1 -1

=t - L2u 2u 1 _Tl
—/ 6—)(1lu:e—(u2—u—i——) :

—0o0

-1
=1 62u

G

—o0 2

—1

T . et 1 11
wldu= (5 4+ 2) < oo
/Ooeu “ 2(62+6+2) e

1
Assim, usando que t—26_1/ty € L?(0,¢, H) e a regularidade do sistema de Stokes,
concluimos que z € L?(0,¢; H*(Q2)) e que z € L*(0,¢; H).
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3. O sistema de Stokes com dado inicial regular

Multiplicado (3.16), por z e integrando em (2 obtemos

1
/zt.ztdx—/Az.ztda:+/Vp.zt:/t—261/ty(t).ztdx
Q Q Q Q

Mas, observe que,

(Vp, zt):/Vp.ztdx
Q
—/priz,fdm
&y
= Do, 2idr = — /pzixdx
e =5 [

De onde concluimos que,

d 1 _
2y + 1O =2 (e 90,4 (3.17)

t2 o

2
Zt‘ dt,
H

z(€)

Integrando (3.17) de 0 a € e usando a desigualdade de Young obtemos
2 €
2 —6_1/ty(t)‘ dt + 5/
H 0

€ 2 61
2/ S(Ja/
0 14 o 112

para 0 > 0. Tomando d pequeno o suficiente, e observando que o termo 2 foﬁ | z¢(t) | dt

2 €
<c[|;
v o It

: 1 -2/t 1/e .
e, como, para € pequeno o suficiente, temos t—4€ < e'/€, dai

2 €
< C’el/e/
4 0

Finalmente, usando o fato que ||y||%2(0 ey < €|yo|%;,onde fizemos uso de uma desigual-

2
dt +
H

é positivo, temos

2

y(t)’Hdt.

z(€)

dade de energia para o sistema (3.15), obtemos que

2
yo‘ )
H

2
) S Ee1/5

),
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3. O sistema de Stokes com dado inicial regular

e, em particular usando o fato que z(t) = e~¥/*y(t), concluimos que

2

2
< ee?/ Yo
v

Hy(E)

o (3.18)

de (3.18) e (3.14) concluimos a demonstragao. O

o8
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