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Resumo

Este trabalho apresenta uma proposta de abordagem que permite tanto ao
professor quanto ao aluno do ensino médio um estudo histérico da construcao das
Coénicas desenvolvidas pelo Mateméatico e Astronomo Apolénio de Perga que
contribuiu imensamente com as defini¢oes hoje estudadas na Matematica. No
segundo momento, ji4 bem mais definidas as Conicas por Pierre Fermat o estudo
tem como objetivo abordar o contetido da Geometria Analitica como é ensinado
nas séries bésicas e nas disciplinas de Célculo. No terceiro momento, a abordagem
¢ feita através do estudo das Funcoes Quadraticas, uma revisao da primeira série
do Ensino Médio.

Palvras-chave: Apolonio de Perga, Geometria Analitica, Funcao Quadréatica.



Abstract

This work presents one proposal that allows High School teachers and students a
historical study of the construction of Conics, developed by Apollonius of Perga,
the Mathematician and Astronomer that contributed immensely with the
definitions we study nowadays in Mathematics. In a second moment, with Conics
well defined by Pierre Fermat, the goal of the work is to address the content of
Analytical Geometry as taught in the initial school years and Calculus courses. In
a third moment, the approach is done through the study of Quadratic Functions,
using a review of the content taught in Sophomore year of High School.

Keywords: Apollonius of Perga, Analytical Geometry, Quadratic Functions.
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Introducao

Motivado por perguntas feitas por alunos do ensino médio nos contetidos de
Funcgoes Quadraticas e na Geometria Analitica, em especial, o conteido de
Parabolas, procuramos escrever nesse trabalho, um Estudo Sisteméatico das
Parabolas, comecando uma Abordagem Sintética, ao destacar o espetacular
trabalho de Apolénio de Perga pela forma brilhante como veio a destacar o cone,
as seccoes nele produzidas e a definicao que o mesmo chamou de "sintoma'"da
conica. Os sintomas de uma curva podem-se estender como uma, caracterizacao
algébrica de dedugao geométrica, isto é, na linguagem moderna, uma relacao
caracteristica entre a ordenada e a abscisa de um ponto arbitrario da curva.
Apesar de antecessores como Menecmo, Euclides, dentre outros, trabalharem com
as conicas, a abordagem histérica desse contetuido foi enfatizado a partir dos
trabalhos de Apolonio, em especial sua obra prima As Cdnicas por servir de
estudos para Pierre Fermat introduzir na matematica a Geometria Analitica.
Segue-se no segundo momento a abordagem da Geometria Analitica feita por
Pierre Fermat, quando passou a escrever as seccoes conicas por meios de equacoes
do segundo grau nas coordenadas (x, y). Trabalhamos a defini¢do, os elementos da
Parabola, as equacoes canonicas, as equagoes de translacao e rotacao e a forma
polar da parabola. Por fim, nesse capitulo, utilizando-e das informacgoes obtidas,
construimos a parabola através do software Geogebra, mostramos como construir a
parabola por meio de dobraduras com papel, muito interessante para aplicacao na
sala de aula e pelo desenho geométrico através da régua T e uma prancheta de
desenho.
No terceiro capitulo, agora ja bem definida a parabola, fizemos um estudo da
Funcao Quadratica desde a construcao do seu grafico por meio de atribuicao a
variavel x, seus conceitos iniciais, sua forma canénica e, através dela os zeros da
funcao quadratica, bem como a apresentacao da formula de Bhaskara. Ainda na
forma canonica, apresentamos o vértice da parabola com seu valor maximo ou
minimo, a imagem da funcao, seu eixo de simetria e um estudo da monotonicidade
para mostrar o momento de crescimento e decrescimento de uma parabola.
Finalmente, a caracterizacao da parabola por meio da progressao aritmética de
segunda ordem, concretizando ainda mais o estudo desse contetido.



Capitulo 1

As Conicas de Apolonio de Perga

Apolénio nasceu em Perga, cidade ao sul do que hoje é a Turquia (262-190 a.C.),
conhecido ja na Antiguidade como o Grande Gedmetra, foi um célebre matematico
e astronomo que viveu grande parte da sua vida em Alexandria, primeiro como
discipulo e mais tarde como professor na escola dos sucessores de Euclides. Seis
das obras de Apoldnio sao referidas no Tesouro da Anélise, da Colecao Matematica
de Papus: Sobre a Seccdo duma Razdo, Sobre a Seccio duma Area, Sobre a Seccio
Determinada, Sobre as Tangéncias, Sobre as Inclinagoes e Sobre os Lugares Planos.
Para a maioria dos historiadores da Matemética, as Conicas de Apolonio
constituem um tratado de grande amplitude e profundidade. Trata-se de uma obra
extensa e rigorosa, comparavel aos Elementos de Euclides pelo seu contetido e
rigor. Essa obra passou a ser o tratado por exceléncia sobre as seccoes conicas e
substituiu os escritos anteriores de Menecmo, Aristeu e Euclides, pois Apolonio
estudou tao profundamente as propriedades das conicas que tornou as obras
anteriores obsoletas.

A origem das conicas esté relacionada ao problema da duplicacao do cubo que
consiste em construir, com o uso de régua e compasso dada a aresta de um cubo, a
aresta de um segundo cubo cujo volume é o dobro do anterior (Figura 1.1)

E dificil atualmente compreender como Apolonio podia descobrir e provar centenas
de belos e dificeis teoremas sem o simbolismo algébrico moderno, no entanto, ele
fez. Embora se trate de uma obra extensa e de dificil leitura, para quem estéa
familiarizado com os métodos modernos, este tratado estid a par do que mais
brilhante conhecemos da geometria antiga.

Apolonio definiu as secgoes conicas de modo diferente do que tinha sido adotado
pelos seus antecessores. Com uma visao geométrica inovadora, demonstrou que
nao era necessaria a restricao da perpendicularidade do plano de interseccao a
geratriz do cone, e ainda que de um tinico cone era possivel obter as trés espécies
de seccoes conicas variando apenas a inclinacao do plano de seccao. Este foi um
passo importante, pois contribuiu para relacionar os trés tipos de curvas: a elipse,
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Figura 1.1: Duplicacao do Cubo.

Figura 1.2: Pé4gina do titulo da primeira edicao impressa em latim das Conicas de
Apolénio.



a parabola e a hipérbole. Outra generalizacdo importante contida neste tratado é o
fato de que o cone nao precisar ser reto; Apolonio foi o primeiro gedmetra a
mostrar que as propriedades dessas curvas nao eram diferentes conforme fossem
cortados os cones obliquos ou retos. Também alargou os seus estudos ao substituir
o cone de uma s6 folha por um duplo, o que fez com que apresentasse as curvas
antigas de forma mais proxima do ponto de vista usada hoje.

A obra As Conicas, de Apolonio, foi duramente criticada por alguns sabios de sua
época, que nao viam nesse estudo nenhuma aplicagao no mundo real. Mas o tempo
se incumbiu de mostrar que esses sabios estavam enganados: por volta de 1605, o
astronomo alemao Johannes Kepler descobriu que os planetas descrevem orbitas
elipticas em torno do Sol; em 1632, Galileu Galilei descreveu como parabdlica a
trajetoria de projéteis; em 1662, Robert Boyle descobriu que, sob temperatura
constante, a funcao que expressa a relacao entre o volume de uma massa fixa de
gas e a pressao exercida sebre ela ¢ hiperboélica.

Elipse Hipérbole Parabola

Figura 1.3: As Conicas de Apolonio de Perga.

Apesar da notabilidade das Conicas, tanto pelo conteiido como pela inovacao dos
métodos, Apolonio ficou nos estudos das curvas muito aquém da flexibilidade e da
generalidade de tratamento dado mais tarde por René Descartes (1596-1659) e
Pierre Fermat (1601-1665). As limitacdes da Algebra Geométrica e a auséncia de
simbolismo algébrico foram os fatores decisivos que impediram Apoldnio de ter
sido o criador da Geometria Analitica. Fato esse dado a Fermat e Descartes.
Hoje, podemos constatar a presenca das conicas em muitas outras situacoes do
mundo real, como na construcao das antenas paraboélicas, espelhos e lentes
parabodlicos ou hiperbolicos; nas trajetorias elipticas, paraboélicas ou hiperbolicas
de astros celestes, dentre outros.

Veja algumas conicas que aparecem nas figuras abaixo:

Das Conicas de Apolonio, faremos um estudo sistemético relativo as Parabolas no



Figura 1.4: Pilares da catedral de Figura 1.5: Coliseu, em Roma, tem
Brasilia. Forma de um hiperboloide. forma eliptica.

Figura 1.6: Ponte Juscelino Kubits- Figura 1.7: Torres de Refrigeracao de
chek, em Brasilia, tem a forma da pa- usinas nucleares, tém a forma do hi-
rabola. perboloide.

advento da Geometria Analitica e as Funcoes Quadraticas, este, no conteiudo de
Funcoes. Através das notacoes modernas apresentadas por Fermat e Descartes
iremos desenvolver as teorias sobre as conicas nas proximas secoes, porém, muito
proximas do que foi feito por Apolonio naquela época.



Capitulo 2

A Parabola na Geometria Analitica

Um dos maiores contribuintes para construcao da Geometria Analitica, do Célculo
Diferencial, do Calculo Integral e da Teoria das Probabilidade foi Pierre Fermat.
Sem sombra de divida, ele foi o grande nome da fase inicial da moderna Teoria
dos Nimeros. Fermat cursou Direito em Toulouse na Franca em cujo parlamento
comecou a trabalhar no ano de 1631, primeiro como advogado e, posteriormente
como conselheiro. Como dominava as duas atividades, ninguém poderia imaginar

que sua vocagao cultivada com grande talento nas horas de lazer era a Matematica.

Pela sua condi¢cao de amador na &rea da Matematica Fermat, recusava-se
sistematicamente a publicar sues trabalhos e, se esses sao reconhecidos hoje, é
porque ficaram registrados em margens de livros, folhas avulsas e cartas.

A Geometria de Pierre Fermat a partir de 1629 empreendeu a reconstruir a obra
de Apolonio Lugares Planos, mediante a referéncias contidas na Colecao
Matemdtica, de Papus. Foi um pequeno tratado publicado em 1679, conhecido
como Introducao aos lugares planos e solidos. Nesse tratado, ao anunciar que dada
uma equacao com duas variaveis, uma destas descreve uma reta ou uma curva,
revelava ele entao, estd de posse do principio fundamental do novo método. Ele
proprio mostrou que uma equagao geral ax + by = ¢ em que a # 0 ou b # 0
representava uma reta; e que equagoes do segundo grau em duas varidveis podem
ser circulos, elipses, parabolas ou hipérboles.

Veremos entao das conicas de Apolénio um estudo Analitico da Parabola, a
comecar por algumas defini¢oes preliminares:

2.1 Coordenadas no Plano

Dado um ponto P do plano cartesiano, chama-se de "projecao ortogonal de P
sobre um dos eixos Ox ou Oy"a interseccao desse eixo com a reta perpendicular a
ele, tracado por P.

Onde:



2.2. DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

]ly
P
P
D4y ®
] !
] X
0 'p1 -

Figura 2.1: Coordenadas no Plano

e P é a projecao ortogonal de P sobre o eixo Ox.
e P, é a projecao ortogonal de P sobre o eixo Oy.
e Dizemos que as coordenadas do ponto P sao os nimeros associados a P; e

P nos eixo Ox e Oy, respectivamente. Portanto, representamos o ponto P da
forma P = (P, P).

2.2 Distancia entre dois pontos

Na figura (2.2), temos um segmento AB ndo paralelo a nenhum dos eixos
coordenados.

¥

Figura 2.2: Distancia de dois pontos

O triangulo ABC, com A = (x4,ya), B = (zp,ys) ¢ C = (z¢, yc), € retangulo em



2.3. DISTANCIA ENTRE PONTO E RETA

C.

AC é paralelo ao eixo Oz. Assim, o comprimento AC é igual ao comprimento da
projecdo ortogonal de AC sobre o eixo Oz, ou seja, AC = |xg — z4].
Analogamente, C'B ¢ paralelo ao eixo Oy; logo: CB = |yp — yal.

Pelo Teorema de Pitagoras, temos:

(AB)? = (AC)* + (CB)? = (AB)* = |zp — xal* + lyp — yal®
(AB)2 = (xp — l’A)Q + (yp — yA)2 S AB = j:\/(xB —x4)%+ (yp — ya)?.
Como o comprimento de um segmento nao pode ser negativo, temos que:

AB =\/(zp —z4)*+ (yp — ya)*.

Isto motiva a seguinte definicao:

Definigao 2.1 A distancia dap entre dois pontos A = (xa,ya) € B = (zp,yp) €
dada por:

dap = \/(333 —24)%+ (Yyp — ya)?

2.3 Distancia entre ponto e reta

Vejamos agora o cdlculo da distancia entre um ponto P e uma reta r. Essa
distancia é definida a seguir.
Seja P um ponto e r uma reta. A distancia dp,, do ponto P a reta r, é a medida
do segmento PP’, onde P’ é a projecdo ortogonal de P sobre 7.

Teorema 2.1 A distdncia d entre um ponto P = (x,y0) € uma retar : ax+by+c =
0 € dada por:



2.3. DISTANCIA ENTRE PONTO E RETA

axo + byo + ¢

d

Demonstragao: Primeiro caso: Consideremos um ponto P = (zg,yy) e uma
reta r de equagao geral ax 4+ by + ¢ = 0, tais que P ¢ r e r nao é vertical nem
horizontal:

roar+by+e=0(a#0ecb#0)

by + ¢
-4

4

E axry+ ¢
E= (;r:[]: S )

Figura 2.3: Distancia de um ponto a reta

E é o ponto da reta r de abscissa xg. Substituindo x = xg na equagao r, temos:

arg+by+c=0=y= _aacob—i—c
Logo, E = (xo, _azob+ ¢
F é o ponto da reta r de ordenada y,. Substituindo y = yy na equacao de r, temos:
ar +byy+c=0=x= _byoa—l—c‘
Logo, F'= | — by0+c,y0 .

Lema: Em todo triangulo retangulo, o produto da medida da hipotenusa pela
medida de sua altura relativa a essa hipotenusa ¢ igual ao produto das medidas dos
catetos. Assim sendo, no triangulo retangulo PEF, temos:



2.3. DISTANCIA ENTRE PONTO E RETA

EF.d=PE. -PF

b 2 2 2 b 2
N \/(% N yoa—l— c) N (yo N a:vob~|— c) d - \/(yo N a:tob+ c) ‘ \/(xo N yoa+ c)

(al’o + byo + 0)2 (byo “+ axg + 0)2
- \/ a? + b? d =
(byo + axg + ¢)? (axo + byo + ¢)?
b2 ’ a2
a® + b (byo + axg +¢)*>  [(awg + byo + ¢)*
= \/(CLZL’O + byO + C>2 (W) - d = 12 . 22
o Jazo + byo + | va? + b? J = byo + azo +¢|  |azo + by + |
0 0 - - a4 = : .
|af - [b] Ry al
O ponto P nao pertence a r; entao axg + byy + ¢ # 0.
lazo + byo + |

Logo, temos Va2 +b% - d = |axo+byo +¢| = d=

Segundo caso: (Casos particulares)
1°) Per
Se o ponto P = (zg,yo) pertence a reta r : ax + by + ¢ = 0, entao temos que
azxg + by + ¢ = 0 e que a distancia de P a r é igual a zero. Note, portanto, que a
formula deduzida no primeiro caso vale também para esse caso particular, pois:

. ’al‘0+by0+0| . |O’
Va? 1 b2 VaZ + b2
2°) r é vertical

Se r é vertical, entdo sua equacao geral é da forma ax 4+ ¢ = 0, com a # 0.
A distancia d é dada por:

d

C

axrg + ¢
ZEO+—
a

B laxy + |

d:
|al

a
Note que a féormula obtida na primeira parte vale também para esse caso, pois:

_axg +0yo 4| |axo + ¢
va? + 02 |al

3°) r é horizontal
Analogamente ao segundo caso, prova-se que a férmula obtida na primeira parte
vale também para r horizontal.

d




2.4. DEFINICAO DE PARABOLA

riaz+c=0 (a#0)

P d [

e R T |

] X

G F:(—EJO
[

2.4 Definicao de Parabola

Definigao 2.2 Dado um ponto F e uma reta d de um plano o, com F ¢ d, chama-
se pardbola P o lugar geométrico formados pelos pontos desse plano equidistante

dedeF.

2.5 Elementos principais

Com base na defini¢ao 4.1, o ponto F' e a reta d sao o foco e a diretriz da
parabola, respectivamente. A reta que passa por F' e é perpendicular a diretriz d é
o eixo de simetria (Eixo e) da parabola. O ponto V, interseccao da parabola
com o eixo de simetria, é o vértice da parabola. A distancia p do foco F & diretriz
d ¢ chamado de parametro da paréabola.

Note que a distancia entre o vértice V' e o foco I’ é metade do parametro p, pois V'
pertence a parabola e, portanto, V equidista de F' e d. Assim, temos:

VF=Vd
VE+Vd=p
p p
= |VF == Vd = =
2] © 2
Abaixo, temos a figura de uma parabola obtida através da seccao transversal no
cone.

10



2.5. ELEMENTOS PRINCIPAIS

Figura 2.4: Definicao de parabola

Figura 2.5: Seccao do cone

11



2.6. EQUACAO DA PARABOLA

2.6 Equacao da parabola

Sejam F' = (xo,90) € d: ax + by + ¢ =0 o foco e a diretriz de uma paréabola,
respectivamente.

P=(z,y)
Y.
* F= (xo,y0)

d:ax+by+c=0

o

Obtém-se uma equagdo dessa parabola considerando um ponto genérico P = (z,y)
e impondo que PF = Pd, ou seja:

B lax + by + |

\/(I - ZIJO)Q + (y - y0>2 - \/m

Vamos mostrar a seguir que todas as conicas nao degeneradas, com excegao da
circunferéncia, podem ser descritas de uma mesma maneira.

Proposicao 2.1 Seja d uma reta fiza (diretriz) e F um ponto fizo (foco) nao
pertencente a d. O conjunto dos pontos do plano P = (x, y) tais que

dist(P, F)= e - dist(P,d) (2.1)

12



2.6. EQUACAO DA PARABOLA

em que e > 0 € uma constante fiza denominada excentricidade EL

(a) se e =1, entao a conica é uma pardbola.

(b) se 0 < e <1, entao a conica é uma elipse.

(c) se e > 1, entdo a comica é uma hipérbole.

Reciprocamente, toda conica que ndao seja uma circunferéncia pode ser descrita por
uma equagao da forma[2.1]

Demonstracao: Se e = 1 a equacao [2.1] é a propria definicao da parabola. Vamos
considerar o caso em que e > 0, com e # 1. Seja D = dist(F,d). Sem perda de
generalidade podemos tomar o foco como sendo o ponto F' = (p,0) e a diretriz

. p .
como sendo a reta vertical d : x = =, em que p = se a reta d estiver a

e?’

direita do foco F' (Figuras 4.6 e 4.7) e p =

1 —e2
2

5 se a reta d estiver a esquerda do

e —
foco F' (Figuras 4.8 e 4.9).
P b
diz==
v d:x= ‘”_)

F X
Figura 4.6: Elipse, um dos Figura 4.7: Hipérbole, um
seus focos e a reta diretriz a dos seus focos e a reta dire-
direita. triz & direita.

!Excentricidade é um parametro associado a qualquer conica, que mede o seu desvio em
relacdo a uma circunferéncia.

13



2.6. EQUACAO DA PARABOLA

b
) b
d:x= 2
F o
Figura 4.8: Elipse, um dos Figura 4.9: Hipérbole, um
seus focos e a reta diretriz a dos seus focos e a reta dire-
esquerda. triz a esquerda.

Assim, o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que
dist(P,F) = e-dist(P,d),

pode ser escrito como sendo o conjunto dos pontos P = (x,y) tais que

VPR =

elevando ao quadrado e simplificando, obtemos
1
2\ .2 2 _ .2

que pode ainda ser escrita como

D

x—_
e?|’

:L,2 y2

2.2
T (i I
€2 e?

Se 0 < e < 1, esta é uma equacao de uma elipse. Se e > 1, é a equacao de uma
hipérbole. Para mostrar a reciproca, considere uma elipse ou hipérbole com
excentricidade e > 0 e um dos focos F' = (p,0). E facil verificar que 2.2 ¢ a
equacao desta conica e portanto também o é, com a reta diretriz sendo

d:r== |

e?’

14



2.7. EQUACOES CANONICAS DA PARABOLA COM VERTICE NA ORIGEM

2.7 Equacoes Candnicas da parabola com Vértice
na origem

Vejamos entao como determinar as equacoes candnicas ou equagoes reduzidas das
parabolas estudando-as caso a caso.
1° Caso: O eixo de simetria coincide com o eixo x

Na figura ao lado tem-se uma parabola com
concavidade voltada para a direita representada
no sistema cartesiano xOy e cuja diretriz tem

N 4
equagao z = —.

Temos também que:

v F x
P = (x,y) é um ponto genérico da para- 2 M
bola. 2 2
F= (E,O> é o foco.
2
;L p , , .
P = - §,y ¢ o pé da perpendicular

baixada do ponto P sobre a diretriz.

Por definicao, temos que:
d(P,F) =d(P,P'), dai

\/(x—g)2+(y—0)2=\/<w+§)2+(y—y)2

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos que:
2

mz—px+%+y2=x2+px+%
Donde: y? = 2px, que representa a equacao candnica da parabola com vértice na
origem e cujo eixo de simetria é o eixo .

Na equacao y? = 2px, podemos ter as seguintes situacoes:

15



2.7. EQUACOES CANONICAS DA PARABOLA COM VERTICE NA ORIGEM

b

Se p > 0, a parabola tem con-
cavidade voltada para a di-

reita,

Se p < 0, a parabola tem con-
cavidade voltada para a es-
querda.

2° Caso: O eixo de simetria coincide com o eixo y
A figura ao lado tem-se uma parabola com

concavidade voltada para cima representada
no sistema cartesiano xOy e cuja diretriz tem

~ p
equagao y = —5

Temos também que:

16



2.7. EQUACOES CANONICAS DA PARABOLA COM VERTICE NA ORIGEM

Por definicao, temos que:
d(P,F) =d(P,P'), dai

\/(x—0)2+ (y—§>2:\/(x—x>2+ (y+§)2

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos que:
2
p p
Py —py+ =y oyt
Donde: 22 = 2py, que representa a equacao candnica da parabola com vértice na
origem e cujo eixo de simetria é o eixo .

Na equacao 2% = 2py, podemos ter as seguintes situagoes:

d
- =
F
d
Se p > 0, a parabola tem concavidade Se p < 0, a parabola tem concavidade
voltada para cima. voltada para baixo.
Exemplo 1) Determine a equacdo da parabola de foco F' = (0, —5) e diretriz

d:y=>5.
Resolugao: Ao marcarmos no plano cartesiano o foco F' = (0,—5) e diretriz
y = b, percebemos que o vértice estard na origem, como mostra a figura abaizo.
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2.7. EQUACOES CANONICAS DA PARABOLA COM VERTICE NA ORIGEM

Usando a definicao de pardbola, temos:

d(P, F) = d(P, d)
= Va2 + (y+5)?2=/(z —1)?+(y —5)?

= 22+ 92+ 10y +25 =9y> — 10y + 25

= 22 =20y
Exemplo 2) Determine o foco e a diretriz da pardbola de equagao y* = 5z.
Resolucao: A equacao y*> = 5z é uma equacdo da forma y*> = 2px, com p > 0.
Comparando as equagoes, temos:

2 4

18



2.8. TRANSLACAO DE EIXOS

2.8 Translacao de Eixos

Uma vez conhecida as coordenadas de um ponto ou a equacao de uma curva em
relacdo a um certo sistema de referéncia, podemos escrever as novas coordenadas
desse ponto ou da nova equagao da curva em relacao a um novo sistema de
referéncia. Assim, a curva cuja equagao f(x,y) = 0 quando referida a um sistema
de coordenadas cartesianas xOy transformar-se-4 numa equacao do tipo
F(2',y') = 0, quando referida a um novo sistema de coordenadas cartesianas
x'O%y.

Esse novo sistema é obtido através de uma translagao de eixos e/ou uma rotagao
de eixos. Enfatize-se que numa transformagao de coordenadas (mediante uma
translagao ou rotagao) nao é afetada a forma da curva ou o grafico da curva. No
entanto, ha alteracao na equagao dessa curva.

No Plano Cartesiano xOy, considere um ponto O’ = (xg, o). Introduzindo um
novo sistema x’0O’y’ tal que O’ seja a nova origem e o eixo O’x’ tenha a mesma
direcao e sentido de Ox e O’y’ tenha a mesma direcao e sentido de Oy.
Dizemos que o novo sistema x’O’y’ foi obtido por uma translacao do antigo
sistema xOy. Em ambos os sistemas se conservam as unidades de medida. Na
figura abaixo, podemos verificar o novo sistema de coordenadas dentro do plano

xOy.
‘y AY
P

Y- .

y |
Yo|======== : >
o N X

Cox

: ! e
o] Xp X

Dessa forma, as coordenadas do ponto P em relacao aos sistema xOy e x’O’y’ sao
relacionadas pelas formulas:
{ x=x9+
y=yo+y
Vejamos entao como determinar as formas canonicas das parabolas transladadas
estudando os caso principais.
1° Caso: Parabola com vértice V = (x,1,) e reta focal paralela ao eixo
Ox.
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2.8. TRANSLACAO DE EIXOS

Para obtermos a forma candnica da parabola de vértice no ponto V' = (xq, o) €
reta focal paralela ao eixo Ox, vamos considerar o sistema de eixos ortogonais
x'O’y’, com origem O' =V = (x9,yp) € eixos O’x’ e Oy’ com a mesma dire¢ao e
sentido dos eixos Ox e Oy, respectivamente.

Sabemos que, no sistema x’O’y’, a equacdo da paradbola é P : y'?2 = 2pz’; o foco é
' = (g,()); o vértice é V' = (0,0); a diretriz d' : 2’ = —g e a reta focal é iy = 0.
Substituindo, * = o+ 2" e y = yo + ¥/, na

equacao da parabola 3’2 = 2p2’, temos:

P:(y— yo)2 = 2p(r — x0)

O parametro p serd positivo ou negativo se,
respectivamente a concavidade da parabola
estiver voltada para a direita ou para a
esquerda.

E seus elementos nesse caso, sao:

O Foco: F = xg—l—g,y())

O Veértice: V = (g, yo)

A Diretriz: d: x = 29 — 3

b d!

Ao desenvolver a equagao (y — yo)? = 2p(z — ) e isolando a variavel x, obtemos:
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2.8. TRANSLACAO DE EIXOS

1 Yo o, Y+ 2pTo
r= — - = y+ 22— (1)
2p p 2p
—~ -~
ou x—ay +by+c (2)
Comparando os coeficientes de (1) e (2), observe que:
1 N 1
a = j—
» P 2%

b
b= —@ = Yo = —bp = |yo=——
P 2a

Esta ultima féormula em destaque permite calcular a ordenada do vértice da
parabola (yo).
2° Caso: Parabola com vértice V = (z¢,y0) e reta focal paralela ao eixo
Oy.

Como no caso anterior, considerando o sistema de eixos ortogonais x’O’y’, com
origem O =V = (x, ) e eixos O'x’ e O’y’ que tém a a mesma dire¢ao e sentido
dos eixos Ox e Oy, respectivamente. Entao, podemos obter as equacgoes e os
elementos das parabolas com vértice V' = (zg, o) e reta focal paralela ao eixo Oy.
Da mesma forma, substituindo x = xg + 2’ e y = yo + ¢/, na equagao da parabola
2 = 2py/, temos:

P —m0)* =2y — uo)| (1)

Analogamente, a parabola de concavi-
dade voltada para cima (quando p > 0)
ou concavidade voltada para baixo (quando
p < 0) tem a forma:

No entanto, desenvolvendo (1) e isolando a
variavel y, temos:

1 To x2+2py0
2 0
y= — x*°— — r+ —— 2
2p p 2p (2)
—~— \b,./ N——
ou y=ar’+br+c (3)
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2.8. TRANSLACAO DE EIXOS

b

Ay
F
[ ]
P |
yl"l | .r"J
- p | |O T
2 |
___________________ )
d
X
-
@] Xy

Similarmente ao caso anterior, a comparagao dos coeficientes de (2) e (3) permite
concluir que:

1
_ — :> —_
“ 2p P 2a
Zo b
b:——:>.’ll’0:—bp:> Xg = ——
2a

Exemplo: Esboce o grafico da parabola (z — 1)? = —12(y — 3).
Resolugao:
Observe que a equagao dada é da forma (x — z0)? = 2p(y — yo)
Pela comparacao das formulas, podemos concluir que:
- o vértice é o ponto V = (1, 3)
- a parabola tem o eixo de simetria paralelo ao eixo y (variavel do 1° grau)
- a concavidade da parabola é para baixo (segundo membro da equagao é negativo)
Podemos entao esbogar o grafico dessa parabola a menos do seu foco e de sua

diretriz.
e Coordenadas do foco:

29 =12 = [p|=6 = ‘g'zs

Note que xp =25 =1

o3

yF:yO_' ':3—|3|=0

F=(1,0)
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2.9. ROTACAO DE EIXOS

"""""""" .-'—'YJ""' CTTTTTTTTTTTQTTTTT

/ of 1

e Equacao da diretriz:

p
yd:yo+’§’:3+]3]:6

d:y—6=0

2.9 Rotacao de Eixos

Sejam Ox e Oy os eixos primitivos, do sistema cartesiano ortogonal com origem em
0=(0,0). Sejam O’x’ e O’y’ 0s novos eixos coordenados depois que o sistema
primitivo foi rotacionado por um angulo 6 em torno da origem O = O’. Logo, 8 é o
angulo formado entre os eixos Ox e O’x’. Seja P = (x,y) um ponto qualquer do
sistema primitivo. Portanto, o mesmo ponto P tera coordenadas P = (2/,y'), em
relagao ao novo sistema.
r=0M—-NM
y=NQ+QP
No triangulo OMR, temos:_M_R = NQ,

Pela figura acima, temos: {

OM —
cos 0 = —— = OM =1’ cos 0,
T
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2.9. ROTACAO DE EIXOS

fy
x  PE(Xy) = (xWY)
i n
5 // | 8\\ ¥ '
y // ‘ \\ i
& € ’ D‘ = : \R 1
P Qi v
// | |
’ : |
» . :
¥ | !
|
I
i '
6 [N M X
o=0 X

Figura 2.6: Rotagao dos eixos coordenados.

MR _—
senf) = —— = MR= NQ =2 sen 0.
l’ — —
No triangulo PQR, temos: QR = NM,

senézQ—{% = QR =NM =y sen 0,
Yy

P __
COSH:Q, = QP =1y cos¥.
_ Yy
Portanto r=0M—-NM x= 1z'-cos 0 —y'- sen 0
"ly=NQ+QP y= 2'-sen 0+ 1/ cos 0

Assim, apds uma rotagao de um angulo € (positivo, a partir do eixo z no sentido
anti-horario) temos as equagoes que relacionam qualquer ponto P = (z,y) de
coordenadas no sistema Oy com suas coordenadas no sistema x'O’y’. Chamadas

equacoes de rotacao R2.
x= 12'-cos 0 —y' sen 6 . x' = x- cos 0+ y- sen 0
, , ou, equivalente, ,
y= x'-sen 041y~ cos 0 y = —x-sen 6+ y- cos 0
Essas equacoes podem também serem escritas na forma matricial abaixo:

x\ _ [ cosf —senfd \ T
y )\ senf cosf Y

onde

M, — ( cosd —senb )

senfl  cosO

¢ chamada matriz de rotagcao de um angulo 6, que representa a matriz de
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2.9. ROTACAO DE EIXOS

passagem das coordenadas (z',y’) para as coordenadas (x,y) e, por sua vez, M} é a
matriz de passagem das coordenadas (z,y) para as coordenadas (z',y’) onde, M} é
a matriz transposta da matriz My e portanto, a equacgao de rotacao dessa
passagem ¢ da forma:

(:L”)_( cosf sen@).(x) Mt_(cos& —36719)
y )\ —senf cosb y ) 0\ sen®  cosf
Exemplo;: Vejamos o que acontece com as coordenadas do ponto P’ = (0,3) em
relacao ao sistema de coordenadas xOy rotacionado de um angulo de 60°.
Solugao: Observe que o ponto P’ = (0,3) tem coordenadas 2’ =0 e y' = 3.
Portanto, usando as equacoes de rotagao, temos:
x= xa'-cos—y' send x = 0- cos 60° — 3- sen 60°
{ y= x'-sen 0+ cos 0 y = 0-sen 60° 4 3- cos 60°

\
| —

pe

- 0-—-3.22
~ fL“ %/5 21
= 0~-243.2
Y 2 7%
-3V3 3
Portanto, x = ey = 5 Sa0 as Ccoor-

\)

denadas do ponto P’ em relacdo ao sistema
x Oy, como mostra a figura ao lado.

I 60°

Exemplo,: Determinar a equacao e o grafico da parabola que tem foco
F =(—1,1) e vértice V = (0, 0).
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2.9. ROTACAO DE EIXOS

Solu¢ao:  Como o foco estd no ponto
F = (—1,1) e o vértice, no ponto V = (0,0),
podemos tracar o eixo focal e, deduzir que
houve uma uma rotagao do sistema zQOvy,
como mostra a figura ao lado.

Da definicao de pardbola, temos que:

b
d(Fv——:»\/1— +(1-0)2=
= p= 2v/2

|
4 ,‘(;1:'
,
,
3 o
.
.
\‘ I"
\\ 2 ’f
A #
\‘\ p ’
Fo -+ “
RN
! ‘\ I, k
Ll
-2 - V”%k 1 2 3 4
I’ ~
II _1 ‘\
I’ \\
. .
y \
I, _2 \\‘
Eixofocal
\‘\
-3

No eixo 'Oy’ temos que a concavidade dessa pardabola estard voltada para cima e

o eixo focal coincide com o eixo Oy'.

Portanto, a equacao reduzida dessa parabola

é do tipo (2')? = 2py’. Como p = 2v/2, temos que (z')? = 4v/2y/.
Como o eixo focal coincide com o eixo Oy,
podemos utilizar as coordenadas do foco

F = (—1,1) para obter o angulo 6 de rotagao.
1 2
cos = — = 003(9:£
V2 2
1 2
sen = — = sen@z£
V2 2
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2.9. ROTACAO DE EIXOS

.
Ay
EixoFocal
.
.

Utilizando as equagoes ("de volta") da rotacao, temos:

Substituindo essas equag()es na equagao (z')* = 4\/_3/, temos:

<§x £y> —4\/_<—£x \g_ )
Dai, a equacao dessa parabola no sistema xOy é dada por
2?2 + 22y + y* — 8y + 8x = 0.
Exemplos: Determinar a equagao e o grafico da parabola que tem foco F' = (0, 2)
e vertice V = (1,1).
Solugao: Como o foco esta no ponto F' = (0, 2)
e o vértice, no ponto V = (1,1), podemos
deduzir que houve uma translacao e uma
rotacdo (ou vice-versa) do sistema 2Oy, como
mostra a figura abaixo.

Como d(F,V) = 5 temos:

\/(1—0)2+(1—2)2:g = p=2V2
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s
A 4 {
. s 1{:’
. ’
- -
~ R
\‘ 3 Ky
. ’
N R
~ F L,
28 Ry
N P
. -~
W
11— — 7
AN
R
0 ] | S E
7
-3 -2 -1 |0 1 ] 3 4
, .
’ ~
, -
S -~
/, ‘\
’ ~
’ .
’ .
’ .
’ -2

No sistema /O’y temos a concavidade voltada para cima e o eixo focal
coincidindo com o eixo O'y’. Dessa forma, a equagao reduzida dessa parabola é do
tipo (2')2 = 2py’. Como p = 2v/2, temos que (2')? = 4v/2y’ (¥).
Rotagao: Da figura, temos que:

1

cos 0 = — = cosf =
V2
1

sen 0 = — = senf =

V2
VR

{x’zf-cos@—i—@-senﬁ :U:7:17+7y

SIS

Yy = —7T-senb +7 - cosl = 2 2

Yy = Tty
Substituindo as equagoes em (*) e desenvolvendo esses calculos, teremos as
equacdes no sistema 7OF dada por T2 + 277 + 52 —8G+8T =0  (%x).
Translagao: Como o vértice esta no ponto V = (1,1), as equagoes de translagao
sao dadas : {E:x—l
por: T—y—1
Dessa forma, substituindo essas equagoes em (), temos a equagao da parabola no
sistema xQOy. Portanto,
(x—124+2x-Dy—-1)+@w—-12%2=8@y—1)+8xz—1)=0
= 22+ 2zy + 9% — 12y + 42 + 4 = 0. Cujo gréfico esta representado na figura
abaixo.

2.10 Coordenadas Polares

Existem outros sistemas de coordenadas capazes de representar o plano, um deles é
o Sistema de Coordenadas Polares, o qual é constituido por um semi-eixo e,
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2.10. COORDENADAS POLARES

~
S Eixd+ocal
~

# ~

# ~
# ~
# ~

denominado semi-eixo polar e um ponto de origem p, chamado Polo.
Portanto, todo ponto P do plano é representado por um par ordenado (p,#), onde
p & a distancia do ponto P ao Polo p e § é o angulo formado entre o segmento Pp
e o0 semi-eixo polar. O angulo 6 é medido em radianos a partir do eixo polar no
sentido anti-horario. Portanto, p > 0e 0 <6 < 27.

P= (p,0)

Podemos relacionar o Sistema de Coordenadas Cartesianas Ortogonais com o
Sistema de Coordenadas Polares fazendo coincidir a origem O = (0,0) do Sistema
Cartesiano com o polo p do Sistema Polar e o semi-eixo polar com o semi-eixo
positivo do eixo cartesiano Ox.

Proximo passo, é determinar as coordenadas x e y do Sistema Cartesiano em
funcao de p e 6 do Sistema Polar.

No triangulo retangulo em destaque na figura (2.7), temos:
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2.10. COORDENADAS POLARES

Oyi
P=(z,y) =(p,0)
Y= ————— y
p
0 W &
O=p x ox

Figura 2.7: O Ponto em Coordenada Polares

cos 0 =

pPr=at+y? (1) e = {x:pwse (2)

y = p senf
sen 6 =

DI DR

Através dessas relagoes, podemos determinar o angulo 6 ou ainda por
0= arctg(g), observando os sinais das coordenadas x e y para definir a qual
x

quadrante pertence o angulo 6.
Portanto, as relagoes (1) e (2), sao consideradas as equagoes de transformacao de
coordenadas entre o Sistema Cartesiano e o Sistema Polar.
5V3 5
272
coordenadas polares.

5v3\%  (5)°
Solugio: p* =2*> +y*> = p*= (—\/_) +(—) = p=>5e

Exemplo) Transforme o ponto P = ( ) de coordenadas cartesianas para

2 2
( 5\/§

x e 3

cos 0 = — __2 =2
P cos 0 = = cos 5 -
= = = 0=—.
_ Yy 5 1 6

sen 6 = = 9 sen = —

P senQZ% 2

Portanto, o ponto é dado por P = (5, %)
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2.11 Equacao Polar da Parabola

Vamos escrever a Equacao Canonica da Parabola na forma de Equacao Polar.
Para isso, considere uma parabola de eixo de simetria horizontal com vértice V,
foco F e parametro DF = p. Seja P = (p,6) um ponto qualquer da pardbola.
Facamos coincidir o polo p com o foco F e o eixo polar com o eixo de simetria da
parabola. (Figura 2.8)

Figura 2.8: Parabola em Coordenadas Polares

No triangulo PQF da figura 2.8, temos:

005(1800—9):—0039:]9—/) = :1+;050

P

T cosd ! onde p é o parametro
— cos

Portanto, a Equacao Polar da pardbola é |p =

da parabola.
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2.12. CONSTRUCAO DA PARABOLA POR MEIO DE ARTIFICIOS

2.12 Construcao da Parabola por meio de
Artificios

Podemos construir uma Parabola através de sua caracterizacao e por meio de suas
propriedades focais, justificando assim as construcoes por meio do Software
Geogebra, por meio de dobraduras (conhecidas como Método de Van Schooten) e
por meio do Desenho Geométrico ensinado nas séries do Ensino Fundamental II.
Software Geogebra: Através desse Software, vamos construir a parabola por
duas maneira:

1) Construa uma reta d e um ponto F fora da reta d;

2) Utilize a ferramenta Ponto em Objeto e tome um ponto D fora da reta d;

3) Construa o segmento DF e nele, trace a Mediatriz ¢ (Utilize a ferramenta
Mediatriz);

4) Construa a Perpendicular [ & reta d que passa por D (Utilize a ferramenta
Reta Perpendicular);

5) Com a ferramenta Intersecao de Dois Objetos, obtenha o ponto P, intersecao de
t e l; (Figura 2.9)

6) A Parabola é o Lugar Geométrico dos pontos P quando D se move ao longo da
reta d; (Ver Definigao 2.2).

7) Selecione a mediatriz t e nela utilize a ferramenta Habilitar Rastro e, em
seguida, selecione o ponto D e utilize a ferramenta Animar fazendo o ponto D
mover-se sobre a reta d. O rastro deixado pela reta ¢ é a Parabola. (Figura 2.10)
Método da Dobradura: Através de dobraduras numa folha de papel-manteiga,
podemos construir a parabola através dos seguintes procedimentos:

1) Desenhe uma reta horizontal d (diretriz da parabola), numa folha de
papel-manteiga e marque, fora dessa reta, um ponto fixo F (foco da parabola);
2) Selecione um ponto D sobre a reta d e dobre o papel-manteiga de forma a fazer
coincidir os pontos D e F. Observe que essa dobra coincide com a reta ¢ tangente a
parabola;

3) Repita essa operacdo para diferentes escolhas de pontos sobre a diretriz d.
Realizando esta operacao um ntimero suficiente de vezes, podemos observar que as
dobras tangenciam uma curva que ¢ a parabola, como mostra a figura abaixo.
Com o auxilio da régua T: Nessa construcao, vamos precisar trabalhar numa
prancheta de madeira. Também usaremos alguns materiais como: régua simples,
uma régua no formato de T, tesoura, barbante, lapis e pregos ou percevejos.

1) Fixe um prego na prancheta representando o ponto F (foco da parébola);

2) Considere a lateral da prancheta como a diretriz d da parabola;

3) Corte um pedaco de barbante pouco maior que a régua T;

4) Prenda uma extremidade do barbante na extremidade do tronco da régua T e a
outra no foco F, de modo que a parte livre do barbante tenha exatamente o
comprimento da régua; (Figura 2.11)
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Arquivo Editar Exibir Op;ées Ferramentas Janela Ajuda

b Janela de Algebra X| |~ Janela de Vlsuallzagao

Ponto D v
=(3.09, 3)

wyn
g

[ ]
-
2
x
Z
g
N
i

@ texto3
Angulo
@ a=90°
@ p=90°

Figura 2.9: Construindo a Parébola

5) Trace uma curva deslizando a régua T ao longo da diretriz d, enquanto
mantemos o barbante esticado com o lapis e em contato com o tronco da régua T.
A curva obtida é parte de uma parabola com foco F e diretriz a reta na qual
desliza a régua T.

Notemos que ao longo do movimento a ponta do lapis mantém-se equidistante ao
foco F e a diretriz d. Portanto, a curva que o lapis descreve é a parabola.
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Figura 2.10: Parabola no Geogebra
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Prancheta de madeira

Figura 2.11: Pardbola desenhada com a régua T
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Capitulo 3
Funcao Quadratica

Estudaremos neste capitulo as Funcoes Quadraticas também conhecidas como
Funcoes polinomiais do 2° Grau, dando énfase nesse estudo ao seu Gréafico,
conhecido como Parabola e sua aplicabilidade na Matematica.

Definicao 3.1 Chamamos de Funcao Quadrdtica ou simplesmente Funcao polino-
mial do 2° Grau, a toda aplicacio f: R — R tal que y = f(z) = ax® + bx +c em
que a, b e ¢ sao niumeros reais e a # 0.

3.1 O Grafico

Para compreendermos o grafico da funcao quadratica conhecido como parabola,

vamos tomar como exemplos fungoes definidas de R em R onde serdo atribuidos

valores reais quaisquer a variavel z, a fim de encontrar o resultado de y = f(z).
Ezemplol) O grafico da fun¢ao quadrética f(z) = 2* — 4z + 3.

|z, |y=2"—42+3 | (z,9) |

0 J =3 ©0,3)
1 y=0 (1,0)
> y= 1 (2-1)
3 v =0 3.0)
1 y=3 (4,3)

Ezemplo2) O grafico da fungdo quadratica f(z) = —z? + 4z — 3.
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3.1. O GRAFICO

] T \ flz,) = —2* + 42 -3 \ (x,y) ‘
0 Yy = (0,3)
1 y=20 (1,0)
2 y=—1 (2,1)
3 y=20 (3,0)
4 y=3 (4,3)

O gréfico da Funcao Quadratica é uma parabola, que pode ser voltada para cima
ou voltada para baixo. Essa concavidade é dada pelo sinal do coeficiente de x, ou
seja, o sinal de a.

Se a > 0, dizemos que a pardbola tem a concavidade voltada para cima e, se a < 0,
dizemos que a pardbola tem a concavidade voltada para baixo.

E facil de verificar esses fatos analisando o sinal da derivada segunda conforme a
defini¢do de Concavidade de uma funcao em [4].

Definigao 3.2 Seja f uma fungao continua no intervalo I = [a,b] e derivdvel no
ponto xg € la,b]. Dizemos que o grifico de f tem concavidade voltada para cima
em xo se, e somente se, existe uma vizinhanga V de xq tal que, para todo x € V, os
pontos do grdfico de f estao acima da reta tangente & curva no ponto .
Analogamente, se existe uma vizinhanca V de xq tal que, para x € V, os pontos do
grifico de f estao abaizo da reta tangente & curva no ponto xy que tem concavidade
voltada para baizo.

Teorema 3.1 Se f é uma funcao derivdvel até sequnda ordem no intervalo I =
la,b], zo € interno a [a,b] e f"(xo) # 0, entdo:

a) quando f"(x¢) > 0, o grifico de f tem concavidade voltada para cima em xo;
Interpretacao geométrica do Teorema.

Se f"(xg) > 0, entao f' é crescente nas vizinhangas de xo; portanto, as tangentes
ao grifico tém inclinacao crescente e isto so € possivel se a concavidade for voltada
para cima.

b) quando f"(xy) <0, o grdfico de f tem concavidade voltada para baizo em xy;
Demonstracao geométrica do Teorema.

Analogamente, se f"(xg) < 0, entdo f' é decrescente nas vizinhangas de xq, isto
¢, as retas tangentes a curva tém inclinacao decrescente; portanto, a concavidade é
voltada para baixo.
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3.1.
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3.2. FORMA CANONICA

3.2 Forma CanoOnica

A construcao do grafico de fungoes quadraticas f(x) = az? + bx + ¢ com o uso da
tabela de valores x e y, como foi mostrado nos exemplos acima, torna-se as vezes
um trabalho impreciso, pois ao atribuirmos valores inteiros & variavel x podemos
encontrar resultados da ordenada y que nao sao ntmeros inteiros ou que sao
resultados que inviabilizam a construcao desse grafico.

Para que o estudo da funcao quadrética seja mais detalhado, vamos escrever
primeiramente essa funcao de outra forma mais conveniente, chamada forma
candnica.

Seja a funcao quadratica f(x) = ax? + bz + ¢, temos:

flo) = a<x2 + 04 f)

] +£ 2_ b? — 4dac
B a_ T % 4a?

Podemos representar a expressao b? — 4ac pela letra grega A, conhecido no mundo
da algebra como discriminante do trindmio do segundo grau. Entao, a forma
canodnica pode ser escrita da seguinte maneira.

3.3 Zero(s) da Funcao Quadratica

O(s) zero(s) de uma fungao quadratica sao os pontos onde a parabola intercepta o
eixo x (eixo das abscissas). Entao o(s) zero(s) da fungao f(z) = ax? + bz + ¢, com
a # 0, sdo as solugoes (raizes) da equagao do 2° grau

ar? +bx+c=0
Utilizando a féormula candnica, temos:

b\ A
ax2+bx+c:O<:>a[(x+—> ]:0

20 )  4a2
oo+ A —0e (242 A
v 2a 4a2 v 2a)  4a2
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3.3. ZERO(S) DA FUNCAO QUADRATICA

b VA

Sr+—=xt— &

2a 2a

X

—b+ VA

2a

Essa formula é conhecida como Férmula de Bhaskara e, a quantidade de raizes
de uma fungao quadratica depende do valor obtido para o discriminante delta(A).
Podemos ter os seguintes casos:
1° Caso) A > 0, a equacdo possui duas raizes reais e diferentes. Com isso, a
parabola intercepta o eixo x em dois pontos distintos.

Seja a funcao f(z) = 2*> —br+4
Calculando as raizes, temos:

5449
2

2 —br+4=0=1=

4

Y
\X1
0

3 5

2

2° Caso) A = 0, a equagao possui duas raizes reais e iguais. Com isso, a parabola
intercepta o eixo x em apenas um ponto.

Seja a fungao f(z) = 2 — 4z +4
Calculando as raizes, temos:

440

2 —dr+4=0=1=

2
4—-0
:>.I'1:T:>Z'1:2
440
S m= w2

\y

4

34

2_

14

i} X1 X X
0 3 5

2

3° Caso) A < 0, a equagdo ndo possui raizes reais. Com isso, a parabola nao
intercepta o eixo z, ela fica "flutuando”.

40



3.4. O VERTICE DA PARABOLA

Seja a funcao f(r) = 2° — 3z +3
Calculando as raizes, temos:

3tv—4
2

2’ —3r+3=0=2=

Como v—4 ¢ R, entdo A z; e
zo € R, tal que, f(z) =0. 11

3.4 O Vértice da Parabola

O vértice da parabola determina o ponto de maximo ou de minimo de uma func¢ao
quadratica. Tal vértice sera o par ordenado V' = (z,,¥,) que pertence ao eixo de
simetria e que toda parabola possui.

Considere a funcao y = ax? + bz + ¢, com a,b,c C R e a # 0. Sendo A = b? — 4ac,
temos trés casos a estudar: (I) A > 0; (II) A=0e (III) A < 0.

(I) A>0
—b+/b? — 4dac .

2a

Nesse caso a funcao tem dois zeros reais e distintos z; =

—b—Vb? — 4dac

2a
A parébola interecepta o eixo Ox nos pontos (z1,0) e (x9,0)

[ 4

To =

il B N

q Ly To

v

O vértice V da parabola pertence ao eixo de simetria e. Logo, a abscissa x, é a do
ponto médio do segmento de extremos (z1,0) e (x2,0). Essa abscissa é a média
aritmética das abscissas x; e xs, ou seja:
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3.4. O VERTICE DA PARABOLA

—b+Vb?% — 4ac N —b+Vb% — 4ac

. _l'1+332 o oy = 2a 2a N

) v 2

—2b —b
=

4a X o0

Ty —

Para determinar o y,, basta substituir o =, = ;— na funcao f(z) = az® + bx + ¢,
a
isto é:

_be_b—i— IR AP Lo
v = Qa e e C v = — — C ) = — — — C
v 2a 2a 402  2a T 2
N b — 20 +dac N _ —b +4ac N _—A
Yo = 1a Yo = 1a Yo = 1a
Portanto, as coordenadas do vértice sao dadas por:
-b —A
V= —, —
(2@’ 4a >
(I1) A=0
—b
Nesse caso a funcao tem dois zeros reais e iguais r1 = 9 = —. A paréabola é

tangente ao eixo Ox no ponto de abscissa x1 = x9 = 2—
a

: : , -b . o
Assim, a abscissa x,, do vértice V é 50 Vimos no caso (I) que, substituindo na
a

—b —A
funcdo y = ax? + bx + ¢ o valor de z = —, obtém-se 3, = —.
2a 4a
Observagao: Como A = 0, temos que y, = :1— = 0.
a
(IIT) A <0

Nesse caso a fungao nao possui zeros reais; portanto a parabola nao tem ponto em
comum com o eixo Ox.
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3.4. O VERTICE DA PARABOLA

Um ponto importante para o esboc¢o desse gréafico é o ponto de intersec¢do com o
eixo Oy. Esse ponto acontece quando z = 0. Logo, na funcao y = az? + bz + ¢
fazendo = = 0, temos y = c.

Para determinarmos as coordenadas dos pontos da parabola que tém ordenada c,
basta substituir na funcio y = ax? + bz + ¢ o valor de y = c:

b
c=ar’*+br+c = 0=ar’+br = z(az+0)=0 = z=00uzxr=—-—

S

Como o vértice V' pertence ao eixo de simetria e, temos que a abscissa x, é a do

—b
ponto médio do segmento de extremos (0,0) e (—, 0), ou seja,
a

o)

fo: 2 :> x?}:_%‘

Como visto no caso (I), substituindo na fun¢io y = az? + bx + ¢ o valor de

r = ——, obtém-se:
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3.4. O VERTICE DA PARABOLA

A
4a’
Exemplo) Esboce o gréifico da fungao f(z) = 2? — 4z + 3 destacando o vértice da
parabola.
Resolugao: Primeiro vamos calcular o(s) zero(s) da fungao, se existirem.
flx)=0=2>—-42+3=0
—(—4)?—4-1-3=A=16-12=A=4
44 V4 442

==

Yo =

A

xr =

Ir = le To = 3.
Jd temos conhecimento onde o grdfico intercepta o eizo x, vamos determinar agora
o vértice dessa pardbola.

L S
TR T Ty T TS
—A —4 ~ e
yv:4—:>yqj:z:>yv:—1. Entao o vértice ¢ V = (2, —1).
a

Portanto, essa funcdao tem como grdfico:

Teorema 3.2 1) Se a < 0, a funcio quadrdtica y = ax® + bz + ¢ admite o valor

mazimo Yy = I para Ty = 5
a a

Demonstracgao: Considremos a funcao quadratica na forma canénica:

Sendo a < 0, o valor de y serad tanto maior quanto menor for o valor da diferenca
b A
T+ — ] ———.
2a 4a?
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3.5. A IMAGEM DA FUNCAO

A
Nessa diferenca, 1 é constante (porque nao depende de z, s6 depende de a,b e
a

2
c) e (x + 2—) > 0 para todo x real. Entao a diferenga assume o menor valor
a

b\’ b
possivel quando | z + — | =0, ou seja, quando r = ——.
2a 2a

Ao substituirmos x = ~5a na forma candnica, temos:
a

b b A o A A
= Qa —_—— — _—— = Q _—— = ——,
Y 2a  2a 4a? 4a? da
2) Se a < 0, a func¢ao quadratica y = ax® + bx + ¢ admite o valor minimo
b
Ym = _E para xm - _%~
Prova-se de maneira analoga.

3.5 A Imagem da Funcao

O Conjunto Imagem (Im) da fungio y = ax?® + bx + ¢, com a # 0, ¢ o conjunto dos
valores que y pode assumir. Tomemos entao a funcao na forma candnica:

o=o(ee2) 3]

b\> A b\’
ou seja, f(z) = a(x + 2—) I Obtemos que <x + 2—) > 0 para qualque
a a a
xr € R; entao temos que considerar dois casos:
b\ 2
1° Caso) Quando a > 0 =a (x + 2—) > 0 e, portanto:
a

b 2 A A
= — ) —>——.Da
y=alr 2a 4da —  4a b

Im={yeR|y>y, =

da

Veja como exemplo o grafico da funcao definida de R em R dada por
f(z) = 2% — 42 + 5.

Portanto, Im={y € R |y > 1}

b 2
2° Caso) Quando a < 0 =a (x + 2—) < 0 e, portanto:
a
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3.5. A IMAGEM DA FUNCAO

+b 2 A_ A
=alx+—)] — < ——. Da
y 2a 4a —  4a b

—A
1m={y€R|y§yv=E}

Veja como exemplo o grafico da funcao definida de R em R dada por
f(z) = —2? + 4z — 5.

Portanto, Im={y e R |y < -1}
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3.6. EIXO DE SIMETRIA

3.6 FEixo de Simetria

Teorema 3.3 "0 grifico da funcao quadrdtica admite um eizo de simetria perpen-
dicular ao eixo das abscissas e que passa pelo vértice. "

Os pontos da reta perpendicular ao eixo das abscissas que passa pelo vértice da

b
parabola obedecem a equacao r = ~5g pois todos os pontos dessa reta tém
a
abscissa dada por ——.
2a
. . . . b
Para provarmos que a parabola tem eixo de simetria na reta r = ——, devemos

b
mostra que, dado um ponto A<—2— -, y), com r € R, pertencente ao grafico da
a

b
funcao, existe B (—2— + 7, y) também pertencente ao grafico da fungao.
a

\

Figura 3.1: Eixo de Simetria

Tomando a fungao quadratica na forma candénica, temos:

e considerando que A(—Q— -, y) pertence ao grafico da funcao, temos:
a
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3.7. MONOTONICIDADE DA FUNCAO QUADRATICA

= a{(r)Q—%}za[(—%ntwr%)2—%}=f(—%+r)

b b b
Entao, f{ — — 7 |= f|{ —=— + r | provando que o ponto B| —— + 1,y
2a 2a 2a

também pertence ao grafico da funcao.
Proposicao 3.1 Seja f: R — R uma funcao quadrdtica. Entao f € continua.

Demonstracao
Seja f: R — R uma funcao quadratica. Entao existem ntmeros reais a,b e c,
com a # 0, tais que f(z) = ax® + bx + ¢,Vr € R.
Primeiramente, vamos provar que a fungao g(z) = ax?, com a # 0 ¢ uma fungao
continua em qualquer w € R. Isto é, pretendemos provar que dado € > 0 existe
d > 0 tal que, se |xr — w| < § entdo |g(z) — g(w)| < &. Assim,
l9(z) — g(w)| = |az? — aw?| = [a(2® — w?)| = |a(z — w)(z + w)]

=la(z —w)(x+w—w+w)|=la(z —w)(r —w+2w)| = |a(x — w)||(z — w + 2w)|

< la(z — w)|(I(z — w| +[2w]) = |allz — w|(|(z — w| + [20]) < |al6® + 20]al|w].
Assim, basta considerar um 4 tal que |a|6? + 26|a||w| < &.
Em seguida, provemos que h(z) = bz + ¢, com b,c € R é continua em qualquer
t € R. Isto é, pretendemos provar que dado £ > 0 existe 6 > 0 tal que, se
|z —t| < 0 entdo |h(x) — h(t)] < e.
Assim,
|h(z) — h(t)| = |bx + ¢ — bt — c| = |bx — bt| = |b(x —t)| = |b||x — t| < |b]d.
Portanto, basta tomar ¢ < ﬁ
Logo, a funcao f é a soma de fun¢oes continuas pelo que f é continua em R.

3.7 Monotonicidade da Funcao Quadratica

Como o grafico da fungao quadratica é uma parabola, para o estudo da
monotonicidade é preciso verificar os intervalos de crescimento e decrescimento
dessa parabola.

Uma funcao num dado intervalo [ é dita crescente, se para quaisquer dois pontos
x1 € xo desse intervalo, sendo z7 < x5 tem-se f(z1) < f(z2) e a funcdo ¢ dita
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3.7. MONOTONICIDADE DA FUNCAO QUADRATICA

decrescente, se para quaisquer dois pontos x; e x5 desse intervalo, onde x1 < x»
tem-se f(x1) > f(x2). Um ponto fundamental para esse estudo ¢ o x, e o sinal do
coeficiente a, pois, devemos analisar os casos antes e depois do x, em que a > 0 e

a < 0. Faremos apenas a andlise de a > 0 com valores antes e depois do x,.
Seja a funcao quadratica f(x) = az® + bz + ¢ com a > 0.
Tome dois pontos quaisquer x; e xs, tais que r; < o < x,. Entao:

T < ——
{(ni =7 = {avnet
< 2y < —— a
Como a > 0, podemos multip?icar essa desigualdade, dai
a(xy + x2) < —b. Multiplicando agora por (z; — x2) < 0, tem-se
a(xy + x9)(x1 — x2) > —b(x1 — x2). Desenvolvendo, temos
a(z? — 23) > —bxy + bas
ar? — axy > —bry + bxy
ar? + bry > axi + bry. Basta agora, somar ¢ em ambos os lados
az? + bry + ¢ > ax3 + bry + c¢. Entao
fa1) > f(x2).
Como x1 < x5 e f(x1) > f(x2), chegamos a conclusdo que a fungio é decrescente
no intervalo | — 0o, x|
Tomemos agora dois pontos quaisquer x3 e x4, tais que =, < x3 < r4. Entao:

b

{ T3> Ty 32 20
Ty > Ty T4 > _2_

a

Como a > 0, podemos multiplicar essa desigualdade

a(zs + x4) > —b. Multiplicando agora por (z3 — x4) < 0, tem-se
a(xs + x4)(x3 — x4) < —b(x3 — x4). Desenvolvendo, temos
a(x3 — 23) < —bxs + bxy
ar? — ars < —bxs + bxy
ax? + brs < ax? + bry. Basta agora, somar ¢ em ambos os lados
azri + brs + ¢ < axi + bxy + c. Entao
fs) < f(z4).
Da mesma maneira, x5 < x4 ¢ f(z3) < f(24), chegando a conclusao que a funcao é
crescente no intervalo [x,,, +00].
Podemos visualizar essa situagdao no gréafico abaixo.
De maneira analoga, temos o estudo para a < 0 e com isso, podemos escrever uma
tabela de crescimento e decrescimento da funcao quadratica.

b
= {373+£C4>——
a

| fl@)=ar® +br+c| | —oo,a,] | [we,+00[ |
a<0 crescente decrescente
a>0 decrescente crescente
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3.7. MONOTONICIDADE DA FUNCAO QUADRATICA

fla) |
flzy)

™

flay)
Sfwa)

Figura 3.2: Monotonicidade da Parabola

Podemos também, estudar a monotonicidade da funcao quadratica através da
derivada de primeira ordem.

Proposicao 3.2 Seja f uma fungdo continua no intervalo [a,b] e derivdvel no in-
terior (a,b).

1) Se f'(x) > 0 para todo x € (a,b), entdo f é crescente em [a,b].

2) Se f'(x) <0 para todo x € (a,b), entdo f € decrescente em |a,b).

Demonstragao: Considere dois nimeros quaisquer 7 e 25 no intervalo [a, b] com
1 < To.
Pela definigao de funcdo crescente, devemos mostrar que f(z1) < f(z2).
Como estamos supondo que f’'(z) > 0, sabemos que f é diferenciavel em [x7, o).
Logo, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ entre x; e x5 tal que:

f(@2) = fa1) = o) (w2 — x1). ()
Como f’(c) > 0 por hipotese e xo — 1 > 0, pois x; < z3, 0 lado direito da equagao
(%) é positivo, e
f(@2) = flz1) > 0ou f(z1) < flzz). M

A parte 2) é provada de maneira analoga.
Pela Proposicao 2.2 e, sabendo que o dominio de f é o conjunto dos niimeros reais
e f'(x) = 2ax + b, temos que:

"z)=0 = 2 b=0 = x=—.
f'(x) axr + T=
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3.8. A CARACTERIZACAO DA FUNCAO QUADRATICA

Podemos entao, escrever a tabela de crescimento e decrescimento da fungao
quadratica pelo estudo do sinal da derivada de primeira ordem.

| [/ (x) = 2az + bz |

| — 00, x|

[z, +00]

a<0

/! positiva = [ é crescente

f' negativa = f é decrescente

a>0

f! negativa = f é decrescente

f! positiva = [ é crescente

3.8 A Caracterizacao da Funcao Quadratica

A caracterizacdo de uma funcdo quadratica nao é de tao facil compreensao, para
tanto, faremos uma breve revisada no conteido de Sequéncias Numeéricas, em
especial, as Progressoes Aritméticas.

Definicao 3.3 Uma Progressio Aritmética (PA) € toda sequéncia numérica em que
cada termo, a partir do sequndo, € igual @ soma do termo anterior com uma cons-
tante denominada de razao.

Em outras palavras, uma sequéncia qualquer é uma Progressao Aritmética se, e
somente se, a diferenca entre os termos consecutivos Aa,, = a,+1 — a, é constante.
Uma Progressao Aritmética de Segunda Ordem é uma sequéncia na qual as
diferencas entre cada par de temos consecutivos Aa, = a,1 — a, formam, entre si,
uma progressao aritmética nao estaciondria.
Exemplo: A sequéncia (a,) = (1,3,6,10, 15,21, ...) é uma progressido aritmética
de segunda ordem porque as sequéncias das diferencas entre seus termos (Aa,) é
uma progressao aritmética nao estaciondria.
Aay=ay—a;=3—-1=2
Aay=a3 —ay=6—3=3
ACL3:CL4—(13:10—6:4
Aas=a5—a,=15—-10=5
Aas =ag—as =21 —15=06
Portanto, (Aa,) = (2,3,4,5,6,...) que é uma Progressao aritmética.
Vejamos o que acontece com as imagens de uma fungao quadratica quando
atribuimos a varidvel x valores consecutivos de uma progressao aritmética.
Exemplo: Seja f(x) = 2* — 3z + 1, tomando x ntimeros reais consecutivos de

mesma razao, temos:
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-1 f(=1) =5 (-1,

0 f(0) =1 (0,1)
1 f(1) =—1 (1,-1)
2 f2) =-1 (2-1)
3 fB)=1 (3,1)
4 f(4) =5 (4,5)

Observe a sequéncia (a,,) formada pelas imagens da fun¢ao f(x) = z* — 3z + 1.
(an) = (5,1,—1,—1,1,5), ndo é uma Progressao Aritmética, porém:
Aoy =as—a;=1—-5=—4
Aag=a3 —ay=—-1—1= -2
Aas=a4—a3=—-1—(-1)=0
Aa4:a5—a4:1—(—1):2
ACL5:GG—CL5:5—1:4
Observando agora a sequéncia formada pelos (Aa,,), temos:
(Aay,) = (—4,-2,0,2,4), essa sequéncia ¢ uma Progressio Aritmética de razao
r=2.

Teorema 3.4 (CARACTERIZAGCAO) Uma funcio continua f : R — R ¢
quadrdtica se e s se toda progressao aritmética nao constante (T1,To, T3, ..., Ty, ...)
¢ transformada por f numa progressao aritmética de sequnda ordem nao degenerada

(f (@), f(@2), oy f ), --0)-

Demonstracao
(=)
Seja (x,) uma progressao aritmética de primeira ordem, com x, = x; + (n — 1) - r,
e f(r) = ax?® + bx + ¢ é uma fungao quadratica arbitraria.

Queremos mostrar que (f(xy1), f(z2), f(z3), ..., f(zy),...) € uma progressao
aritmética de segunda ordem nao degenerada e que as diferencas sucessivas

Ay = f(x2) — f(21)

Ay = f(a3) — f(22)

Ap = fltns) — fl)
An+1 == f(xn—&—Z) - f(xn—i-l)

formam uma progressao aritmética.
Para tal fato, devemos mostrar que A, 1 — A, é constante.
Como A, = f(zpy1) — f(x,), vamos determinar os respectivos valores de f(z,) e
f(zne1) para dai, determinar o valor de A,,.
F(a) = f(z1 + (n— 1)r)
= f(z,) =alxy +(n—1)r)? +blxy + (n—1)r) +c
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= f(zn) = a(a? + 2zr(n — 1) + (n — 1)%r?) + by + b(n — 1)r + ¢
= f(x,) = a(2? + 2zy7(n — 1) + (n® — 2n + 1)r?) + bxy + bnr — br + ¢
= f(z,) = azx? + 2axyrn — 2azxr + an®r? — 2anr? + ar? + bxy + bnr — br + c.
f(@ni1) = fz1 +nr)
= f(zp11) = alzy + nr)? + b(z +nr) + ¢
= f(@ne1) = a(z? + 2z nr + n?r?) + by + bnr + ¢
= f(zny1) = ax? + 2axnr + an’r® + bz, + bnr + c.
Portanto,
Ay = f(op) — f(@n)
= A, = ax? + 2axrn — 2ax v + an®r® — 2anr? + ar? + bxy + bnr — br + ¢ — (azx? +
2ax1mn — 2axyr + an®r? — 2anr? + ar? + bxy + bnr — br + ¢)
= A, = az? + 2axyrn — 2axr + an®r? — 2anr?® + ar® + bxy + bnr — br + ¢ — ax? —
2ax1rn + 2ax1r — an’r? 4+ 2anr? — ar? — bxy — bnr + br — ¢
= A, = 2arz; + 2anr? — ar® + br.
E, como A, 11 = f(Tpy2) — f(2n11), vamos determinar apenas o valor de f(z,42)
para dai, determinar o valor de A, .
f(@ni2) = f(@1+ (n+1)r)
= f(Zn+2) = a1 + (n+ 1)r)® +b(z1 + (n+ 1)r) + ¢
= f(znio) = a(x? + 2zr(n+ 1) + (n + 1)*r?) + bz + b(n + 1)r + ¢
= f(Tny2) = a(x? +2z17(n+ 1) + (n? 4+ 2n + 1)r?) + bxy + bnr + br + ¢
= f(Tnio) = ax? + 2az1rn + 20z + an®r? + 2anr? + ar® + bxy + bnr + br + c.
Portanto,
A1 = f(Tny2) = f(@ni1)
= Apy1 = azx? + 2axyrn + 2axr + an®r? + 2anr? + ar® + bxy + bnr + br + ¢ —
(ax? + 2azynr + an®r? 4+ bz, + bnr + ¢)
= Any1 = ax? + 2azyrn + 2axyr + an®r? + 2anr® + ar? + bxy + bnr + br + ¢ —
ar? — 2axnr — an?r* — by — bnr — ¢
= A1 = 2arx; + 2anr? + ar? + br.
Logo,
Ani1 — A, = 2arzy + 2anr? + ar? + br — (2arzy + 2anr? — ar? + br)
= A1 — A, = 2arzy + 2anr? + ar? + br — 2arx, — 2anr? + ar? — br
= A1 — A, = 2ar?.
(<)

Mostraremos agora que, reciprocamente, toda funcao continua f : R — R que
transforma progressoes aritméticas nao constantes em progressoes aritméticas de
segunda ordem nao degenerada ¢ da forma f(x) = ax® + bz + c.
Fazendo uma substituicdo de f(x) por g(z) = f(z) — ¢(0), vemos que a fungao
g(x) tem as mesmas propriedades de f(x) e mais a propriedade adicional de que
g(0) =0.

Dessa forma, considerando a progressao aritmética de primeira ordem
(1,2,3,4,...), vemos que os valores de g(1),¢(2),...,g(n)... formam uma P.A. de
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segunda ordem nao-degenerada. Portanto, existem nimeros reais a e b (com a # 0)
tais que g(n) = an?® + bn, Vn € N. (Note que deveria ser g(n) = an® + bn + ¢, mas
como g(0) =0.)

Em seguida, fixemos um ntimero arbitrario p € N e consideremos a seguinte
progressao aritmética:

9 9 g eeey P

n
p

SR
N
Nl w

Analogamente, existem ntimeros reais a’ e O’ (com a’ # 0) tais que
n
g(—) =an®+tn,VneN.
p

Logo, temos:
an?® + bn = g(n)

an® + bn = g(@>
p

an® + bn = a/(np)* + b'(np)
an® + bn = (a’'p*)n* + (V'p)n.
As fungoes continuas g(z) e ax? + bz sdo tais que g(r) = ar? + br para todo racional

positivo r = —. Se p nao pertence a Q entao p = limr,, onde r, € Q. Portanto,

g(p) = g(limry,)

Uma vez que a fungdo g é continua, temos que:
9(p) = lim g(r,))
g(p) = lim(ar? + br,)
Como a funcao quadratica é continua, temos que:
g(p) = alimr? + blimr,
9(p) = ap® + bp.
De maneira analoga, considerando a progressao aritmética de primeira ordem
(—1,-2,-3,...), concluimos que g(x) = az* + bx,Vz < 0.
Logo, colocando f(0) = ¢, temos f(z) = g(z) + ¢, ou seja,
f(x) =az®+bx + c,Vz € R.
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