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fermiônico no espaço-tempo de uma corda
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A todos os amigos que fiz durante o peŕıodo em que estive em João Pessoa: Artur,

Gislaine, Alex, João, Felipe, Tiago, Eugênio, Paulista, Anny, Seu Mariano, Azadeh, André,
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3 Teoria Quântica de Campos 21

3.1 Quantização do Campo de Klein-Gordon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Resumo

Nesta tese, investigamos o efeito da topologia e de um campo magnético nas flu-

tuações do vácuo associadas à campos bosônicos e fermiônicos carregados. Primeiramente,

analisamos as densidades de correntes induzidas no vácuo para um campo bosônico em um

espaço-tempo de uma corda cósmica com (D+1) dimensões. Para esta análise, consideramos

a presença de um fluxo magnético ao longo das direções axial e azimutal e que o eixo z é com-

pactificado em um ćırculo de comprimento L. Esta análise é realizada fazendo uso da função

de Wightman de frequências positivas, que é necessária para calcular os valores esperados

no vácuo das densidades de correntes induzidas. Nossa segunda investigação é relacionada

a campos fermiônicos. Investigamos os valores esperados do condensado fermiônico, 〈ψ̄ψ〉,
carga e densidades de corrente para um campo fermiônico massivo em equiĺıbrio térmico a

uma temperatura T , e com um potencial qúımico não-nulo, µ. Consideramos um espaço-

tempo cônico em (2+1) dimensões na presença de um campo magnético no vértice do cone.

Para esta análise, dois casos foram considerados separadamente. Primeiramente, considera-

mos o caso em que |µ| 6 m, e em seguida, o caso em que |µ| > m.

Palavras-chave: corda cósmica, correntes induzidas, compactificação, condensado

fermiônico, temperatura finita, campo magnético.
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Abstract

In this thesis, we investigate the effect of the topology and the magnetic field on the

vacuum fluctuations associated to bosonic and fermionic charged fields. Firstly, we analize

the vacuum induced current densities for a bosonic field in a (D+1)-dimensional cosmic

string spacetime. For this analysis, we consider the presence of a magnetic field along of

the azimuthal and axial directions and that the z-axis is compactified to a circle of lenght

L. This analysis is performed using the positive frequencies Wightman function, that is

necessary to calculate the vacuum expectation values of the induced current densities. Our

second investigation is related with fermionic fields. We investigate the expectation values of

the fermionic condensate, 〈ψ̄ψ〉, charge and current densities for a massive fermionic field in

thermal equilibrium with T temperature, with a nonzero chemical potential, µ. We consider

the background of a (2+1)-dimensional conical spacetime and the presence of a magnetic

field in the cone apex. In this analysis, we consider two separeted cases. Firstly, we consider

the case where |µ| 6 m and after that the case where |µ| > m.

Keywords: cosmic string, induced currents, compactification, fermionic condensate,

finite temperature, magnetic field.
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CAṔITULO 1

Introdução

Quebras de simetria no universo primordial devido à transições de fase, têm diver-

sas consequências cosmológicas, fornecendo um elo importante entre f́ısica de part́ıculas e a

cosmologia. Em particular, diferentes tipos de defeitos topológicos podem ter sido forma-

dos devido às transições de fase do vácuo após o tempo de Planck [1, 2]. Entre eles, cordas

cósmicas são de interesse especial, pois acreditava-se que elas poderiam oferecer uma alterna-

tiva à inflação, no sentido de gerar as perturbações de densidade primordial que causaram o

crescimento de galáxias [3, 4]. Porém, mesmo com observações recentes da radiação cósmica

de fundo, onde foi descartado às cordas cósmicas como fonte primordial de perturbação na

distribuição de matéria no universo [5], elas ainda são candidatas a um número de efei-

tos f́ısicos interessantes, como explosões de raios gama [6], ondas gravitacionais [7] e raios

cósmicos de altas energias [8]. Mais recentemente, devido ao fato de uma variação de seu

mecanismo de formação ser proposta no contexto da inflação [9, 10], o interesse por cordas

cósmicas foi renovado.

Uma corda cósmica ideal é um defeito linear, retiĺıneo, cujo raio é despreźıvel, com o

espaço-tempo produzido por ela sendo localmente plano, porém, globalmente cônico, com um

déficit de ângulo planar determinado pela tensão da corda, ∆φ = 8πGµ0, ondeG é a constante

da gravitação de Newton e µ0 é a densidade linear de massa da corda. Embora este objeto

tenha sido introduzido na literatura primeiramente como sendo uma distribuição de energia
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Caṕıtulo 1. Introdução 2 de 112

tipo Delta de tensão axial ao longo de uma linha reta [11], ele também pode ser descrito

por uma teoria clássica de campos onde o tensor energia-momento associado ao sistema

Maxwell-Higgs, investigado por Nielsen e Olesen em [12], se acopla às equações de Einstein.

Este sistema acoplado foi investigado por Garfinkle e Linet em [13] e [14], respectivamente.

Os autores mostraram que um déficit de ângulo planar, ∆φ, surge na superf́ıcie bi-dimensional

perpendicular à corda, assim como um fluxo magnético atravessando seu núcleo.

Nesta tese, uma de nossas contribuições é analizar os efeitos quânticos, mais es-

pecificamente, as flutuações do vácuo das densidades de corrente, em um campo bosônico

considerando um espaço-tempo com D+1 dimensões de uma corda cósmica, na presença de

um fluxo magnético e da compactificação do eixo z de nosso modelo. As flutuações do vácuo

são alteradas devido a estrutura cônica do espaço-tempo de uma corda cósmica, com isso

o valor esperado no vácuo (VEV) de observáveis f́ısicos adquirem valores não nulos [15–19]

e [20–23]. Além disso, a presença de um campo magnético atravessando o núcleo da corda

fornece contribuições adicionais para os VEVs associados a campos carregados [24–30], assim

como, densidades de corrente induzidas no vácuo, 〈jµ〉.

A presença de dimensões compactas também induz efeitos quânticos topológicos

em campos de matéria. É bem conhecido que a presença de dimensões compactas é uma

caracteŕıstica importante em muitas teorias da f́ısica fundamental de altas energias, como

teorias de supergravidade e supercordas. Os efeitos combinados da topologia não trivial do

espaço-tempo de uma corda cósmica, de dimensão compacta ao longo do eixo da corda e

da presença do fluxo magnético no núcleo da corda, nos VEVs do tensor energia-momento,

〈Tµν〉, e densidades de correntes, 〈jµ〉, associados a campos quânticos fermiônicos carrega-

dos em um espaço-tempo 4-dimensional de uma corda cósmica foram investigados em [31]

e [32], respectivamente. Uma aplicação interessante de modelos teóricos com a presença de

dimensões compactas pode ser encontrada em nanof́ısica [33]. A descrição de longo compri-

mento de onda dos estados eletrônicos no grafeno pode ser formulada em termos da teoria

tipo Dirac em um espaço-tempo tri-dimensional, com a velocidade de Fermi fazendo o papel

da velocidade da luz.

A outra contribuição que damos nesta tese, é analisar o condensado fermiônico e as

densidades de correntes induzidas por um campo magnético, considerando um espaço-tempo

cônico com (2+1) dimensões em equiĺıbrio térmico a uma temperatura T e a presença de um

potencial qúımico não-nulo. Modelos teóricos com campos fermiônicos em (2+1) dimensões

dão origem a inúmeros problemas f́ısicos, como as já mencionadas teorias tipo Dirac. Os

exemplos incluem modelos de supercondutividade a altas temperaturas, grafeno, estados com
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densidades-d de ondas e isolantes topológicos [33–37]. Outra motivação para estudar estes

sistemas é devida à conexão de modelos com (2+1) dimensões para o comportamento de altas

temperaturas de um campo 4-dimensional [38]. Teorias de campo em três dimensões também

fornecem modelos simples na f́ısica de part́ıculas. Por causa de uma dimensão a menos elas

são mais fáceis de manusear. Na presença de um campo de gauge externo, férmions em um

espaço-tempo tri-dimensional induzem uma corrente no vácuo topologicamente não-trivial

com paridade anormal [39–44]. Em modelos com férmions acoplados com o campo de gauge

de Chern-Simons a invariância de Lorentz deve ser espontaneamente quebrada [45–50]: existe

um estado com um campo magnético não-nulo e com energia menor do que a energia mais

baixa na ausência do campo magnético.

Entre os mais interessantes tópicos no estudo de teorias em (2+1) dimensões está a

quebra de simetria chiral e de paridade. Em particular foi mostrado que o campo magnético

serve como um catalisador para a quebra de simetria dinâmica [51–56]. Um ponto chave

destas considerações é a aparência de um condensado fermiônico não-nulo induzido pelo

campo magnético. Este fenômeno pode ser importante na f́ısica de supercondutividade a

altas temperaturas [57–59]

Esta tese está organizada da seguinte maneira: nos caṕıtulos 2 e 3 faremos uma

revisão a respeito das Teorias Clássica e Quântica de Campos, respectivamente. Já nos

caṕıtulos 4 e 5 estão as nossas contribuições, ver Refs. [60] e [61]. No caṕıtulo 4, anali-

samos os VEVs da densidade de corrente bosônica induzida por um fluxo magnético em

um espaço-tempo idealizado de uma corda cósmica com (D+1) dimensões, admitindo que

a coordenada ao longo do eixo z é compactificada em um ćırculo de comprimento L. No

caṕıtulo 5 analisamos o condensado fermiônico e os VEVs das densidades de correntes para

um campo fermiônico massivo em um espaço-tempo cônico com (2+1) dimensões com um

fluxo magnético localizado no vértice do cone. Consideramos que o campo fermiônico está

em equiĺıbrio térmico a uma temperatura T e a presença de uma potencial qúımico não-nulo.

No caṕıtulo 6 mostramos as conclusões de nossas análises. Introduzimos também alguns

Apêndices, A e B, contendo detalhes matemáticos relevantes ao texto. Ao longo da tese,

adotamos o sistema de unidades naturais ~ = G = c = kB = 1 e a assinatura (+,−,−,−).



CAṔITULO 2

Teoria Clássica de Campos

Neste caṕıtulo vamos fazer uma breve revisão da Teoria Clássica de Campos e ver

como ela se comporta sob transformações gerais de coordenadas. Iremos analisar como as

teorias escalares e fermiônicas devem ser generalizadas para se tornarem invariantes sob este

tipo de transformação. Antes, porém, faremos uma breve discussão a respeito da geometria

pseudo-Riemmaniana.

2.1 O espaço-tempo de Einstein

Em 1905, A. Einstein propôs uma nova formulação para a teoria da gravitação.

Nesse novo formalismo, a presença de matéria e energia modificaria a estrutura geométrica

do espaço e do tempo, e essas duas grandezas, o espaço e o tempo, seriam na verdade uma

só: o espaço-tempo. Desta forma, em uma determinada região onde houvesse a presença

de um objeto com uma grande quantidade de massa, o espaço-tempo ao redor deste objeto

seria modificado, geometricamente falando. Para dar base matemática a esta idéia, Einstein

dotou o espaço de uma estrutura métrica, onde deveria conter toda a informação geométrica

do espaço-tempo. Esta estrutura métrica Einstein denominou de tensor métrico, usualmente

representado por gµν(x). A seguir, faremos uma breve revisão a respeito de conceitos básicos

4 de 112
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que são necessários na introdução da estrutura métrica do espaço-tempo.

Iniciaremos tratando de referencial inercial e não-inercial. Em um espaço-tempo

quadri-dimensional, o elementro de linha, ds, em um referencial inercial, usando as coorde-

nadas (t, x, y, z), é dado por

ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2, (2.1)

e é invariante por transformações de Lorentz1. Se considerarmos um sistema de referência não-

inercial, o elemento de linha já não será mais dado pela soma dos quadrados das diferenciais

das coordenadas. Por exemplo, se tivermos em mente um referencial girante com velocidade

angular ω, em torno de um eixo z, onde as coordenadas são dadas por (t′, x′, y′, z′), as

transformações de coordenadas entre os referenciais são dadas por

x = x′ cos(ωt)− y′ sin(ωt),

y = x′ sin(ωt) + y′ cos(ωt), (2.2)

z = z′,

que pode ser invertida, para escrevermos

x′ = x cos(ωt) + y sin(ωt),

y′ = −x sin(ωt) + y cos(ωt), (2.3)

z′ = z.

Desta maneira, o elemento de linha, ds′, é escrito como

ds′2 = [1− ω2(x2 + y2)]dt2 − 2ωdt(ydx− xdy)− dx2 − dy2 − dz2. (2.4)

A partir da equação anterior, notamos que o elemento de linha não é dado pela soma ou

diferença dos quadrados das diferenciais das coordenadas.

Definimos o quadri-vetor posição por xµ = (x0 = t, x1 = x, x2 = y, x3 = z), com

1Uma transformação de Lorentz é definida como uma transformação de coordenadas, dada por: xa →
x′a = Λa

bx
b. Com Λa

b sendo as matrizes que constituem elementos do grupo de Lorentz, obedecendo a relação
Λa

bΛ
b
c = δac .
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µ = 0, 1, 2, 3 e o tensor métrico como ηµν por 2

ηµν = diag(1,−1,−1,−1). (2.5)

Assim, a Eq. (2.1) pode ser escrita na seguinte forma

ds2 = ηµνdx
µdxν , (2.6)

onde os ı́ndices repetidos estão sendo somados.

Quando fazemos uso de sistemas de referência não-inerciais, de maneira geral, o ele-

mento de linha pode incluir termos que são produtos de diferenciais de diferentes coordenadas.

Consequentemente, o elemento de linha passa a ser escrito como:

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.7)

com gµν representando um conjunto de dez funções dependentes das coordenadas, do tempo e

espaço. As funções gµν contêm todas as propriedades geométricas do espaço-tempo, de modo

que o espaço-tempo associado a ele é curviĺıneo, correspondente a um referencial acelerado.

Para um referencial inercial, temos que gµν = ηµν .

Segundo Einstein, referenciais não-inerciais, de certa maneira, são correspondentes a

campos gravitacionais, passando a serem descritos pelo tensor métrico gµν , sendo a gravitação

descrita pelos desvios na métrica do espaço-tempo plano (espaço-tempo de Minkowski) de-

pendente da distribuição de matéria local. Esta equivalência entre referenciais acelerados e

campos gravitacionais se dá apenas localmente, pois em um sistema não-inercial, com uma

métrica gµν , ela pode ser reduzida globalmente a forma dada pela Eq. (2.6) por uma trans-

formação de coordenadas. Além disso, não podemos eliminar um campo gravitacional por

meio de uma transformação de coordenadas, e a métrica só pode ser reduzida ao espaço-

tempo de Minkowski em uma região finita do espaço, ou seja, localmente. Quando isso

ocorre, dizemos que o espaço-tempo é curvo ou pseudo-Riemmaniano.

O objeto geométrico, gµν , em um espaço-tempo pseudo-Riemmaniano, é um tensor

covariante e simétrico de ordem 2. Também pode ser definido um tensor métrico contravari-

2Adotaremos nesta tese a assinatura para o tensor métrico (+,−,−,−).
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ante, gµν , que é o inverso do tensor métrico covariante. Logo, gµν é dado por:

gµν =
∆µν

g
, (2.8)

com g sendo o determinante de gµν e ∆µν o co-fator de gµν .

2.2 A equação de Klein-Gordon

A dinâmica relativ́ıstica de um campo escalar, ϕ(x), é governada pela equação de

Klein-Gordon. Nesta seção, iremos analisar a interação do campo escalar com os campos

eletromagnético e gravitacional separadamente. Em seguida, iremos considerar a interação

deste campo com o gravitacional e eletromagnético simultaneamente. Veremos que isso im-

plicará em modificações que a equação do campo deve sofrer, afim de torná-la invariante de

gauge e covariante por transformações gerais de coordenadas.

2.2.1 Interação do campo de escalar com o campo eletromagnético

A ação associada a um campo escalar carregado e livre, com massa m, é dada por

S =

∫
d4x
√
−gL(x), (2.9)

onde L(x) é a densidade de Lagrangeana do campo escalar, dada por

L(x) = gab∂aϕ
∗(x)∂bϕ(x)−m2ϕ∗(x)ϕ(x), (2.10)

sendo gab 3 o tensor métrico correspondente ao espaço plano e g = det(gab).

A inclusão da interação eletromagnética se dá através do campo de gauge, Aa, na

densidade de Lagrangeana. Nesse sentido, o conceito de derivada é redefinido, como mostrado

abaixo

∂a → ∂a + ieAa, (2.11)

onde Aa é o quadri-vetor potencial eletromagnético sendo e a carga elétrica do campo, in-

3Os ı́ndices latinos a, b, c, ... serão usados quando escrevemos as equações em coordenadas cartesianas, na
ausência da gravitação. Quando considerarmos a presença do campo gravitacional, iremos utilizar os ı́ndices
gregos µ, ν, ...
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troduzindo o acoplamento entre o campo de matéria e o campo de gauge (Acoplamento

mı́nimo). Dessa forma, considerando que o campo ϕ(x) esteja interagindo com o campo ele-

tromagnético Aa(x), a densidade de Lagrangeana dada pela Eq. (2.10), usando a Eq. (2.11),

torna-se

L(x) = gab(Daϕ(x))∗Dbϕ(x)−m2ϕ∗(x)ϕ(x), (2.12)

com Da = ∂a + ieAa.

As equações de Euler-Lagrange nos fornecem a equação de Klein-Gordon, dada por

(DaD
a +m2)ϕ = 0. (2.13)

Também podemos determinar o tensor energia-momento, que é definido como

Tab(x) =
2√
−g(x)

δS

δgab(x)
. (2.14)

Logo, variando a ação em relação ao tensor métrico gab(x), obtemos para o tensor energia-

momento

Tab(x) = (Daϕ(x))∗Dbϕ(x) +Daϕ(x)(Dbϕ(x))∗ − gabL(x). (2.15)

2.2.2 Interação do campo escalar com o campo gravitacional

De acordo com a Teoria da Relatividade Geral, quando a gravitação está presente,

um espaço-tempo curvo se faz necessário para acomodar o campo gravitacional. Ou seja, a

curvatura do espaço-tempo pseudo-Riemmaniano é descrita através do campo gravitacional.

Segundo o prinćıpio da covariância, que é um dos fundamentos da Relatividade Geral,

as leis da f́ısica devem permanecer invariantes, independentes do sistema de coordenadas

adotado. Ou seja, os resultados f́ısicos não dependem do sistema de coordenadas usado para

obter um determinado resultado.

Quando consideramos a interação do campo escalar com o campo gravitacional,

devemos considerar a generalização covariante da equação de Klein-Gordon, considerando

em vez de ∂µ a derivada covariante gravitacional Dµ no formalismo do campo livre. Esta

interação é denominada de acoplamento mı́nimo gravitacional. Sendo assim, a equação do

campo será escrita como

(DµDν +m2)ϕ(x) = 0, (2.16)
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que também pode ser escrita na forma[
1√
−g

∂µ(
√
−ggµν∂ν) +m2

]
ϕ(x) = 0, (2.17)

com g = det(gµν). Esta equação é invariante por transformações gerais de coordenadas.

Vale destacar que esta equação não é invariante por transformações conformes. Ou

seja, quando fazemos um mapeamento do espaço Riemmaniano com a métrica gµν em outro

com uma métrica g̃µν , dada por

g̃µν = gµνe
−2σ(x), (2.18)

sendo σ(x) uma função arbitrária e bem comportada das coordenadas, não há nenhuma

transformação do tipo ϕ→ ϕ̃ = F [σ]ϕ de modo que a Eq. (2.16) mantenha sua covariância.

Gursey em [62], sugeriu uma generalização da equação de Klein-Gordon, dada por[
1√
−g

∂µ(
√
−ggµν∂ν) + ξR+m2

]
ϕ(x) = 0, (2.19)

onde R = Rµ
µ é o escalar de curvatura do espaço-tempo, sendo Rµν o tensor de Ricci.

Agora, supondo que ξ = ξc = (N − 2)/[4(N − 1)], onde N a dimensão do espaço,

a equação associada ao campo escalar sem massa é invariante conforme4. Quando fizer-

mos o mapeamento do espaço Riemmaniano, dado pela Eq. (2.18), acompanhado com a

transformação do campo dada por

ϕ(x)→ ϕ̃(x) = ϕ(x)e
N−2
x

σ(x), (2.20)

temos que a equação do campo passa a ser dada por

(D̃µD̃ν + ξcR̃ +m2e2σ(x))ϕ̃(x) = 0, (2.21)

com D̃µ e R̃ sendo calculados na métrica g̃µν . Esta verificação pode ser feita fazendo uso da

lei de transformação do escalar de curvatura R sob a transformação dada pela Eq. (2.18) [63]

R̃ = e2σ(x)[R+ 2(N − 1)∆2σ − (N − 1)(N − 2)∆1σ], (2.22)

onde ∆1σ = ∂µσ∂
µσ e ∆2σ = DµDµσ. Note que para m = 0 e ξ = ξc, a Eq. (2.21) é

4Note que para N = 4 temos que ξ = 1/6.
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invariante conforme.

A Eq. (2.21) é obtida a partir da densidade de Lagrangeana

L(x) = [gµν∂µϕ
∗(x)∂νϕ(x)− (m2 + ξR)ϕ∗(x)ϕ(x)], (2.23)

e variando a ação correspondente com respeito a métrica de acordo com a Eq. (2.14), obtemos

para o tensor energia-momento

Tµν(x) =

(
1

2
− ξ
)

(∂µϕ
∗∂νϕ+ ∂µϕ∂νϕ

∗) +

(
2ξ − 1

2

)
gµν∂

σϕ∗∂σϕ

+

[(
1

2
− 2ξ

)
m2gµν − ξGµν − 2ξ2Rgµν

]
ϕ∗ϕ

− ξ[ϕ∗DµDνϕ+ (DµDνϕ∗)ϕ], (2.24)

onde Gµν = Rµν − 1
2
gµνR é o tensor de Einstein. O tensor acima também é chamado de

Chernikov-Tagirov e ele obedece a lei de conservação, ou seja

DµT µν(x) = 0. (2.25)

Tomando o traço do tensor dado na Eq. (2.24), para um campo real, encontramos

T = T µµ = 3

(
ξ − 1

6

)
�ϕ+m2ϕ2. (2.26)

Para um campo sem massa, notamos que o traço é nulo quando ξ = ξc.

2.2.3 Interação do campo escalar com os campos gravitacional e

eletromagnético

Agora analisaremos a situação mais geral, na qual o campo escalar interage com

o campo gravitacional e o campo eletromagnético simultaneamente. Novamente, devemos

escrever a equação de Klein-Gordon de maneira apropriada afim de a mesma conter as duas

interações. Lembrando o que foi feito anteriormente, vimos que na presença da interação

eletromagnética, a equação de Klein-Gordon é modificada, para torná-la invariante de gauge.

Para o caso em que o campo escalar interage com o campo gravitacional, vimos que era

necessário trocar a derivada ordinária ∂µ pela derivada covariante gravitacional Dµ, fazendo
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com que a equação de campo respeitasse o prinćıpio da covariância por transformações de

coordenadas.

Quando consideramos a presença das interações gravitacional e eletromagnética, si-

multaneamente, as duas condições acima citadas devem ser satisfeitas. Logo, devemos com-

binar as duas condições efetuando a troca da derivada ∂µ por ∂µ + ieAµ na Eq. (2.19).

De maneira que, a equação de Klein-Gordon generalizada, levando em conta as interações

gravitacional e eletromagnética, é dada por[
1√
−g

Dµ(
√
−ggµνDν) + ξR+m2

]
ϕ(x) = 0, (2.27)

onde Dµ = ∂µ + ieAµ.

De maneira similar ao feito anteriormente, encontramos para o tensor energia-momento

Tµν(x) =

(
1

2
− ξ
)

((Dµϕ)∗Dνϕ+Dµϕ(Dνϕ)∗) +

(
2ξ − 1

2

)
gµν(D

σϕ)∗Dσϕ

− ξ[ϕ∗(Dµ + ieAµ)(Dν + ieAν)ϕ+ [(Dµ + ieAµ)(Dν + ieAν)ϕ]∗ϕ]

+

[(
1

2
− 2ξ

)
m2gµν − ξGµν − 2ξ2Rgµν

]
ϕ∗ϕ. (2.28)

2.3 A equação de Dirac

Em 1928, Dirac propôs uma equação que governa a dinâmica de uma part́ıcula com

spin 1/2, onde ele observou que devido ao grau de liberdade fermiônico, uma função escalar

não poderia conter toda a informação contida no campo. A proposta de Dirac foi adotar um

campo espinorial de quatro componentes, no qual levava em conta os dois posśıveis estados

de energia e de spin. Logo, a equação proposta é matricial com derivadas lineares no espaço

e no tempo.

Seguiremos aqui de maneira similar ao que foi feito com relação ao campo escalar.

Iremos considerar a interação do campo fermiônico, ψ(x), com o campo eletromagnético e

gravitacional, separadamente, e em seguida, iremos generalizar a equação considerando as

duas interações simultaneamente.
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2.3.1 Interação do campo fermiônico com o campo eletromagnético

A interação de um campo espinorial carregado, ψ, com um campo eletromagnético,

Aa, assim como acontece com o campo escalar, é descrita pela troca da deriva parcial ∂a pela

derivada estendida Da, de acordo com

∂a → Da = ∂a + ieAa, (2.29)

com Aa sendo o quadri-vetor potencial eletromagnético e e a carga elétrica da part́ıcula.

Introduzindo a interação eletromagnética desta maneira, garantimos a invariância de gauge

da teoria. Levando a Eq. (2.29) em consideração, a densidade de Lagrangeana do campo ψ

interagindo com o campo Aa é dada por

L(x) =
i

2

[
ψ̄(x)γaDaψ(x)− (D∗aψ̄(x))γaψ(x)

]
−mψ̄ψ, (2.30)

com as matrizes 4x4 de Dirac, γa, obedecendo as relações de anti-comutação

γaγb + γbγa = 2ηab. (2.31)

Uma posśıvel representação para as matrizes de Dirac é [64]

γ0 =

(
I 0

0 −I

)
, γa =

(
0 σa

σa 0

)
, a = 1, 2, 3. (2.32)

onde I é a matriz identidade 2x2 e σa são as matrizes de Pauli.

Variando a Eq. (2.30) com respeito a ψ̄, obtemos a equação de Dirac

(iγaDa −m)ψ(x) = 0. (2.33)

Para o tensor energia-momento do campo de Dirac interagindo com um campo ele-

tromagnético, temos que

Tab(x) =
i

4

[
ψ̄(x)γaDbψ(x) + ψ̄(x)γbDaψ(x)− (D∗aψ̄(x))γbψ(x)− (D∗b ψ̄(x))γaψ(x)

]
, (2.34)

que satisfaze a relação Tab = Tba.
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2.3.2 Interação do campo fermiônico com o campo gravitacional

Nesta seção, iremos considerar que o campo de Dirac interage com um campo gravi-

tacional e, similarmente ao campo de Klein-Gordon, isso se faz generalizando o conceito de

covariância da equação do campo. Porém, a generalização do conceito de covariância para o

campo de Dirac interagindo com um campo gravitacional, é um pouco mais complicada com

relação ao caso escalar. A noção de espinor para um geometria pseudo-Riemmaniana deverá

ser generalizada.

Como em uma geometria pseudo-Riemmaniana o espaço-tempo é localmente plano,

a exigência da equação de Dirac respeitar a covariância de Lorentz se dá apenas localmente.

Para fazer isso, em qualquer ponto x do espaço, podemos introduzir um espaço tangente

pseudo-Euclidiano. Como uma base de vetores para este espaço tangente, podemos escolher

as chamadas bases tétradas ea µ, onde a, µ = 0, 1, 2, 3. Antes de prosseguir, faremos uma

breve revisão a respeito das bases tétradas.

Sabemos que uma das quantidades mais importantes da Relatividade de Einstein é

o tensor métrico. Em termos dele, por exemplo, podemos definir o elemento de linha ds2 e o

produto interno de dois vetores, da seguinte forma

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.35)

V . W = gµνV
µW ν . (2.36)

Temos que a métrica é simétrica (gµν = gνµ) e não singular. A inversa gµν é definida como

gµνg
νρ = δ ρ

µ = gνµg
ρν . (2.37)

Isto significa que g pode ser diagonalizado por uma transformação

gµν = OµaDab(O
−1)νb, (2.38)

onde (O−1)bν = Oνb, tal que

Dab =


λ(0) 0 0 0

0 −λ(1) 0 0

0 0 −λ(2) 0

0 0 0 −λ(3)

 . (2.39)
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A não singularidade implica que λ(a) 6= 0, e a assinatura significa que λ(a) > 0, para todo

a = 0, 1, 2, 3.

O caráter Lorentziano do espaço-tempo da Relatividade Geral nos permite definir

referenciais de Lorentz locais, relacionados a uma escolha de tétradas, de modo que localmente

a métrica assuma os valores constantes da Relatividade Geral [65].

Definindo a base tétrada como 5

e(a)
µ =
√
λ(a)Oµa, (2.40)

no qual o ı́ndice a que aparece em Oµa não é um ı́ndice de soma, o tensor métrico pode ser

escrito como

gµν = e(a)
µe

(b)
νηab, (2.41)

sendo ηab o tensor de Minkowski. Admitindo que e
(a)
µ tem uma inversa e µ

(a) , satisfazendo as

relações

e µ
(a) e

(b)
µ = δ b

a (2.42)

e

e µ
(a) e

(a)
ν = δ µ

ν , (2.43)

podemos mostrar que

e µ
(a) = gµνηabe

(b)
ν (2.44)

e

ηab = e µ
(a) e

ν
(b) gµν . (2.45)

A partir da Eq. (2.45) nota-se que uma tétrada está associada com uma trans-

formação local do sistema de coordenadas xα para coordenadas locais xa, de modo que, no

ponto considerado, a métrica assuma a forma de Minkowski ηab. A partir destas equações

notamos que, relativamente aos ı́ndices das tétradas, as matrizes η têm um papel de uma

métrica. Ainda de acordo com as equações acima, vemos que as tétradas formam um con-

junto de vetores ortonormais no espaço tangente ao espaço Riemmaniano em um ponto x.

Então, para qualquer tensor ou vetor, temos que

V µ = e µ
(a) V

a (2.46)

5Os ı́ndices latinos se referem ao espaço tangente, enquanto os ı́ndices gregos ao espaço da base.
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e, de forma inversa

V a = e(a)
µV

µ, (2.47)

sendo, V µ e V a, as componentes de um vetor nas bases de coordenadas e local, respectiva-

mente. Sendo assim, podemos relacionar as bases de coordenadas com as bases de Lorentz

locais, usando as tétradas. O elemento de linha também pode ser escrito em termos das

tétradas, como

ds2 = ηabe
(a)
µe

(b)
νdx

µdxν . (2.48)

Dada a métrica gµν(x), temos que a base tétrada não é unicamente determinada.

Para qualquer transformação de Lorentz local

e′(a)
µ = Λa

b(x)e(b)
µ, (2.49)

com

Λa
c(x)Λ c

b (x) = δab , (2.50)

as Eqs. (2.41) e (2.45) permanecem inalteradas. Logo, o prinćıpio da covariância geral deve

ser estendido, de modo que as equações da teoria gravitacional sejam covariantes não apenas

sob mudanças de base de coordenadas no espaço tangente da variedade Riemmaniana, mas

também sob transformações de Lorentz locais das bases ortonormais da variedade.

Para escrever a equação de Dirac em um espaço pseudo-Riemmaniano, tomaremos,

independentemente, em cada ponto da variedade, uma estrutura espinorial local de Dirac.

Definimos os espinores de Dirac como objetos de quatro componentes que, sob o grupo

de transformações de Lorentz locais, dado pela Eq. (2.49), se transformam como os seus

correspondentes em um espaço plano

ψ(x)→ ψ′(x) = S(Λ(x))ψ(x), (2.51)

e o seu conjugado correspondente

ψ̄(x)→ ψ̄′(x) = ψ̄(x)S−1(Λ(x)), (2.52)

onde S(Λ(x)) é uma matriz 4x4, que opera nos vetores coluna de quatro componentes e

depende da transformação de Lorentz Λα
β(x). Esta matriz satisfaz a seguinte restrição

det(S) = 1. (2.53)
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Em termos de componentes, podemos escrever as Eqs. (2.51) e (2.52) como

ψa(x)→ ψ′a(x) = Sab(x)ψb(x) (2.54)

e

ψa(x)→ ψ′a(x) = ψb(x)
(
S−1

)b
a

(x). (2.55)

Sob transformações de coordenadas sobre a variedade, xα → x′α = x′α(x), os espi-

nores se transformam como escalares, ou seja

ψ′(x′) = ψ(x). (2.56)

Nota-se que neste caso, não existe relação entre o grupo de transformações gerais

de coordenadas sobre a variedade e o grupo local de Lorentz. Ao contrário da variedade

plana da Relatividade Restrita, onde o grupo de transformações dado pelas Eqs. (2.51) e

(2.52) pode constituir uma representação de transformações lineares e homogêneas sobre a

variedade, para um espaço-tempo curvo a estrutura Lorentziana existe independentemente

em cada ponto e as transformações dadas pelas equações citadas acima não podem constituir

uma representação das transformações gerais sobre a variedade.

Para o campo de Dirac, as matrizes γa satisfazem à relação de anti-comutação, dada

pela Eq. (2.31), e usando as tétradas, podemos definir sobre a variedade o campo de matrizes

γµ(x) = e µ
(a) (x)γa, (2.57)

satisfazendo, devido as Eqs. (2.31), (2.42) e (2.43),

γµ(x)γν(x) + γν(x)γµ(x) = 2gµν(x), (2.58)

constituindo a álgebra de Clifford associada a métrica gµν da variedade.

As matrizes γµ(x) se transformam, de acordo com as Eqs. (2.54) e (2.55), da seguinte

maneira

(γ′µ)ab = Sac(S
−1)db(γ

µ)cd = (S(x)γµS−1(x))ab. (2.59)

Fazendo uso do formalismo das tétradas, obtemos

(Λ−1(x))abγ
b = S(x)γaS−1(x), (2.60)



Caṕıtulo 2. Teoria Clássica de Campos 17 de 112

que é uma equação conhecida quando avaliamos espinores no espaço plano. Observamos que

as matrizes constantes de Dirac supostamente preservam sua forma por uma transformação

de Lorentz [64].

Com relação as transformações de coordenadas, as matrizes dadas pela Eq. (2.57),

se transformam como um vetor contravariante

γ′µ(x) =
∂x′µ

∂xν
γν(x). (2.61)

Temos que as matrizes do grupo de transformações dadas pelas Eqs. (2.51) e (2.52),

são funções do ponto, e com isso, a derivada de um espinor não se transforma como um

espinor. Diante disso, necessitamos definir o conceito de derivada covariante de um espinor,

e esta definição é dada por

∇αψ
a(x) = ∂αψ

a + Γ a
α bψ

b(x), (2.62)

de forma que, sob o grupo de transformação dada pela Eq. (2.54), se transforme como um

espinor

∇αψ
′a = Sab(x)∇αψ

b. (2.63)

Usando a equação acima, temos que Γα se transforma como

Γ′ aα b = SabΓ
d
α f (S

−1)fb − (∂αS
a)d(S

−1)db (2.64)

ou ainda

Γ′α = SΓαS
−1 − (∂αS)S−1. (2.65)

Temos que a lei de transformação dada pela Eq. (2.65), garante que a derivada cova-

riante de um espinor se transforme como um espinor, frente uma transformação de Lorentz.

No caso de transformação geral de coordenadas, Γα se transforma como um covetor. As

quantidades Γα são denominadas de afinidades espinoriais ou conexões espinoriais.

Sob as transformações dadas pelas Eqs. (2.51) e (2.52), vemos que ψaψ
a = ψ̄ψ é um

escalar, implicando que ∇α(ψaψ
a) = ψa∇αψ

a + (∇αψa)ψ
a = ∂α(ψaψ

a). E com isso, obtemos

∇αψa = ∂αψa − Γ b
α aψb. (2.66)
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A derivada covariante de um objeto com ı́ndices espinoriais e tensoriais é dada por

DαF λa
b = ∂αF

λa
b +
{

λ
α b

}
F βa

b + Γ a
α dF

λd
b − Γ d

α bF
λa
d , (2.67)

que generaliza a derivada covariante usual.

Temos que o espaço-tempo da Relatividade Geral é pseudo-Riemmaniano, neste caso,

Dαgµν = 0, implicando, a partir da Eq. (2.58), que

Dαgµν = Dα(γµ(x)γν(x) + γν(x)γµ(x)) = 0. (2.68)

Uma condição suficiente para a equação acima é que

Dαγµ = ∂αγµ +
{

λ
µ α

}
γλ − γµΓα + Γαγµ. (2.69)

Usando a Eq. (2.57) e as propriedades da álgebra de Dirac gerada pelas matrizes constantes

γa, verificamos que a conexão é dada por

Γα = −1

8

[
γµ(∂αγµ)− (∂αγµ)γµ −

{
ρ

µ α

}
(γµγρ − γργµ)

]
. (2.70)

É posśıvel mostrar ainda

Γα = −1

2
wαabΣ

ab, (2.71)

onde

wαab = −ebµ(∂αe
µ
α )−

{
ρ

µ α

}
e µ
a ebµ, (2.72)

e

Σab =
1

4
[γa, γb]. (2.73)

Impondo a Eq. (2.69), é suficiente para garantir que Dαgµν = 0 mas não é necessária.

Tomando

Dαγµ = [Vα, γµ], (2.74)

para qualquer Vα pertencente a álgebra de Pauli das matrizes γµ(x), a condição de termos a

afinidade métrica é preservada. De acordo com a equação acima, a afinidade espinorial deve

satisfazer

∂µγν −
{

λ
µ ν

}
γλ + Γµγν − γνΓµ = Vµγν − γνVµ, (2.75)
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tendo como posśıvel solução

Γ̃µ = Γµ − Vµ, (2.76)

onde Γµ é dado pela equação (2.70) [65].

Em [65], foi visto que, em geral, não temos critério para decidir entre as Eqs. (2.69) e

(2.74). A escolha pela primeira parece ser a mais simples, já que neste caso o tensor energia-

momento do campo de Dirac interagindo com o o campo gravitacional tem a sua forma da

Relatividade Restrita, a menos da substituição ∂α → ∇α. Aqui escolheremos a Eq. (2.69),

com a afinidade dada pela Eq. (2.70).

Para uma variedade Riemmaniana com a noção de derivada covariante dada pela Eq.

(2.67) em relação a transformações de gerais de coordenadas e transformações de Lorentz

locais, a equação de Dirac é generalizada fazendo

∂µ → ∇µ = ∂µ + Γµ, (2.77)

de modo que agora é escrita na forma seguinte

[iγµ(x)(∂µ + Γµ)−m]ψ(x) = 0. (2.78)

A equação generalizada de Dirac levando em conta a interação gravitacional é obtida

a partir da densidade de Lagrangeana

L(x) =
√
−g
{
i

2

[
ψ̄(x)γµ(x)∇µψ(x)− (∇µψ̄(x))γµ(x)ψ(x)

]
−mψ̄(x)ψ(x)

}
. (2.79)

E para o tensor energia-momento, temos

Tµν(x) =
i

4

[
ψ̄(x)γν(x)∇µψ(x) + ψ̄(x)γµ(x)∇νψ(x)

−(∇µψ̄(x))γν(x)ψ(x)− (∇νψ̄(x))γµ(x)ψ(x)
]
. (2.80)

O tensor energia-momento acima obedece a lei de conservação dada por

∇µT
µ
ν = 0. (2.81)

E o traço, é dado por

T µµ = mψ̄(x)ψ(x). (2.82)
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Note que para o caso de um campo não massivo, a equação de Dirac é invariante

conforme, sem uma modificação adicional, se juntamente com a condição [66]

gµν → g̃µν = gµνe
−2σ(x), (2.83)

ocorrer a seguinte transformação

ψ(x)→ ψ̃(x) = ψ(x)e
3
2
σ(x). (2.84)

2.3.3 Interação do campo fermiônico com os campos gravitacional

e eletromagnético

Nas seções anteriores, vimos que a interação do campo de Dirac com o campo ele-

tromagnético é descrita pela troca da derivada ordinária pela estendida, garantindo desta

maneira que a equação de Dirac seja invariante por transformações de gauge. Quando consi-

deramos o campo de Dirac interagindo com o campo gravitacional, vimos que a derivada de

um espinor também deve ser modificada, de modo que a mesma se transforme como um espi-

nor por transformações de Lorentz locais, fazendo com que a equação de Dirac seja covariante

por transformações de Lorentz locais e por transformações gerais de coordenadas.

Logo, considerando que o campo de Dirac interage, simultaneamente, com os campos

eletromagnético e gravitacional, a equação do campo é dada por

iγµ(x)(∇µ + ieAµ −m)ψ(x) = 0, (2.85)

onde γµ(x) e ∇µ são dados pelas Eqs. (2.57) e (2.77), respectivamente. De modo que, desta

forma, a equação de Dirac é invariante de gauge e covariante por transformações de Lorentz

e transformações gerais de coordenadas.

Da definição do tensor energia-momento, obtemos

Tµν(x) =
i

4

[
ψ̄(x)γν(x)Dµψ(x) + ψ̄(x)γµ(x)Dνψ(x)

−(D∗µψ̄(x))γν(x)ψ(x)− (D∗νψ̄(x))γµ(x)ψ(x)
]
, (2.86)

onde, aqui D = ∇µ + ieAµ.



CAṔITULO 3

Teoria Quântica de Campos

Neste caṕıtulo, iremos revisar o formalismo de quantização dos campos escalares e

fermiônicos. Os campos serão tratados, em cada ponto do espaço, como variáveis dinâmicas e

faremos a quantização dos mesmos utilizando o formalismo canônico, generalizando assim, a

mecânica clássica de um sistema de part́ıculas e sua quantização, para um sistema cont́ınuo.

Sabemos que as equações de campo são obtidas por meio do prinćıpio de Hamilton,

através de uma densidade de Lagrangeana e quantizaremos os campos impondo relações

de comutação, para o caso de campos bosônicos, e relações de anti-comutação, no caso de

campos fermiônicos.

3.1 Quantização do Campo de Klein-Gordon

3.1.1 Quantização Canônica

Iniciaremos, considerando um sistema descrito por vários campos, denotados por

ϕr(x), r = 1, 2, 3, ..., N. Onde o ı́ndice r pode rotular componentes ou se referir a campos

independentes. Admitimos que as equações de campo são obtidas a partir do prinćıpio
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variacional de uma ação que envolve a densidade de Lagrangeana

L = L(ϕr(x), ∂αϕr(x)), (3.1)

que depende dos campos e de suas primeiras derivadas.

De modo a fazermos a quantização do campo utilizando o formalismo canônico,

iremos, primeiramente definir as variáveis canonicamente conjugadas e em seguida, promove-

las a operadores impondo as relações de comutação. Aqui, estaremos tratando um sistema

com um número infinito de graus de liberdade, que corresponde aos valores do campo em cada

ponto do espaço. Como este sistema pode ser aproximado para um sistema com enumeráveis

graus de liberdade, isso nos permite tomar em seguida o limite do cont́ınuo, ou seja, δ~xi → 0.

Iremos considerar um sistema em um determinado instante de tempo t e decompor

o espaço tridimensional em células de volumes iguais, denotadas por δ~xi, rotuladas pelos

ı́ndices i = 1, 2, .... Os valores dos campos serão aproximados por seus respectivos valores no

centro de cada célula (~x = ~xi). De modo que, o sistema passa a ser descrito pelo conjunto

de coordenadas generalizadas

qri ≡ ϕr(i, t) ≡ ϕr(~xi, t), r = 1, ..., N, i = 1, 2, ... (3.2)

Escrevendo as derivadas espaciais dos campos como as diferenças dos campos loca-

lizados em śıtios vizinhos, rotulados por i e i′, a Lagrangeana do sistema discreto é escrita

como

L(t) =
∑
i

δ~xiL(ϕr(i, t), ϕ̇i(i, t), ϕr(i
′, t)), (3.3)

onde ϕ̇i(i, t) ≡ ∂ϕr(i, t)/∂t. Definimos o momento conjugado a qri como

pri =
∂L

∂q̇ri
≡ ∂L

∂ϕ̇r(i, t)
≡ πr(i, t)δ~xi, (3.4)

onde

πr(i, t) ≡
∂Li
∂ϕ̇r

. (3.5)

Tomando o limite do cont́ınuo, δ~xi → 0, temos a definição do momento conjugado a

ϕr, que é dado por

πr =
∂L
∂ϕ̇r

. (3.6)
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Neste limite, a Lagrangeana do sistema é descrita por

L(t) =

∫
d3~xL(ϕr(~x, t), ∂α(~x, t)). (3.7)

A transição da teoria clássica para a teoria quântica, se dá pela interpretação das

coordenadas e o momento conjugado definidos pelas Eqs. (3.2) e (3.5), respectivamente,

como operadores de Heisenberg obedecendo às relações de comutação canônica

[ϕ̂r(j, t), π̂s(j
′, t)] = i

δrsδjj′

δ~xj
(3.8)

[ϕ̂r(j, t), ϕ̂s(j
′, t)] = [π̂r(j, t), π̂s(j

′, t)] = 0. (3.9)

Tomando o limite do cont́ınuo, as Eqs. (3.8) e (3.9), tornam-se as relações de co-

mutação para os campos, dadas por

[ϕ̂r(~x, t), π̂s(~x
′, t)] = iδrsδ(~x− ~x′) (3.10)

e

[ϕ̂r(~x, t), ϕ̂s(~x
′, t)] = [π̂r(~x, t), π̂s(~x

′, t)] = 0, (3.11)

visto que, no limite δ~xj → 0, δjj′/δ~xj torna-se a função delta de Dirac tri-dimensional δ(~x−~x′),
estando os pontos ~x e ~x′ nas células j e j′, respectivamente.

3.1.2 O campo real de Klein-Gordon

Sabemos que um campos escalar possui apenas momento angular orbital, não pos-

suindo momento angular relacionado ao spin, ou seja, representa part́ıculas com spin nulo [67].

Iniciaremos, considerando que o campo seja real, que descreve part́ıculas eletricamente neu-

tras.

Para part́ıculas com massa de repouso m, podemos relacionar energia e momento,

de acordo com

E2 = m2 + ~p2. (3.12)

Para uma função de onda escalar ϕ(x), que descreve as part́ıculas, das relações da mecânica

quântica não relativ́ıstica

~p→ −i~∇ , E → i∂/∂t (3.13)
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obtemos a equação de Klein-Gordon

(�+m2)ϕ(x) = 0, (3.14)

que pode ser obtida a partir da densidade de Lagrangeana

L =
1

2
(∂µϕ(x)∂µϕ(x) +m2ϕ2(x)), (3.15)

com o momento conjugado, de acordo com a Eq. (3.6), dado por

π(x) =
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇(x). (3.16)

No processo de quantização, o campo ϕ(x) torna-se um operador hermitiano, ϕ† = ϕ,

satisfazendo as relações de comutação dadas pelas Eqs. (3.10) e (3.11)[
ϕ̂(~x, t), ˆ̇ϕ(~x′, t)

]
= iδ(~x− ~x′)

[ϕ̂(~x, t), ϕ̂(~x′, t)] =
[

ˆ̇ϕ(~x, t), ˆ̇ϕ(~x′, t)
]

= 0. (3.17)

Para estabelecer uma relação com part́ıculas, expandimos ϕ(x) em um conjunto

completo de soluções da equação de Klein-Gordon

ϕ̂(x) = ϕ̂+(x) + ϕ̂−(x), (3.18)

onde

ϕ̂+(x) =
∑
k

1√
2V ωk

a(~k)eikx (3.19)

e

ϕ̂−(x) =
∑
k

1√
2V ωk

a†(~k)e−ikx. (3.20)

Nas equações acima, a(~k) e a†(~k) são operadores de aniquilação e criação de bósons, respec-

tivamente, satisfazendo a relações de comutação.

O campo ϕ̂(x) possui infinitos e cont́ınuos graus de liberdade. Afim de simplificar o

problema, consideramos que o campo escalar está dentro de um cubo de lados L e, portanto,

volume V = L3, satisfazendo condições de contorno periódicas. Então, ~k = 2π
L
~n, com ~n =

(nx, ny, nz), sendo inteiros. Desta maneira, o campo ϕ̂(x) pode ser representado como uma
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série de Fourier como foi feito acima, ou seja, ele pode ser especificado por um conjunto

enumerável de coeficientes de Fourier, desta maneira obtemos a descrição do campo em

termos de infinitos, porém enumeráveis graus de liberdade. Com isso, obtemos a seguinte

relação de dispersão

k0 ≡ ωk =

√
m2 + ~k2. (3.21)

A partir da Eq. (3.18) e das relações de comutação, obtemos as relações de comutação

para os operadores a(~k) e a†(~k), dadas por[
a(~k), a†(~k′)

]
= δ~k,~k′[

a(~k), a(~k′)
]

=
[
a†(~k), a†(~k′)

]
= 0. (3.22)

Note que estas relações são as mesmas para os operadores escada do oscilador harmônico

simples da mecânica quântica não-relativ́ıstica. Podemos construir o espaço de Fock, que

é o espaço associado ao de Hilbert, também denominado de estado de ocupação, fazendo a

definição do estado de vácuo, ou seja, de nenhuma part́ıcula, |0〉, normalizado e satisfazendo

a seguinte relação

a(~k)|0〉 = 0, para todo ~k, (3.23)

ou expressa em termos dos operadores de campo

ϕ†(x)|0〉 = 0, para todo x. (3.24)

Sendo assim, podemos construir o estado de n-part́ıculas no ńıvel quântico k, através de

sucessivas aplicações do operador a†(~k). E este estado normalizado é dado por

|n(~k)〉 =
[a†(~k)]n(~k)√

n(~k)!
|0〉. (3.25)

Temos que, o operador número de part́ıculas no estado k é dado por

N̂(~k) = a†(~k)a(~k), (3.26)

que aplicado ao estado |n(~k)〉 possui auto-valores n(~k), ou seja

N̂ |n(~k)〉 = n(~k)|n(~k〉), n(~k) = 0, 1, 2, ... . (3.27)
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Generalizando o oscilador harmônico, podemos interpretar os operadores a†(~k) e

a(~k), como os operadores criação e aniquilação de part́ıculas no modo ~k.

Podemos obter os operadores Hamiltoniano e momento do campo real de Klein-

Gordon a partir das integrais espaciais das componentes T00 e T0i do tensor energia-momento

dado pela Eq. (2.24), dadas por

Ĥ =
1

2

∫
d3~x[ ˆ̇ϕ2 + (∇ϕ̂)2 +m2ϕ̂2] (3.28)

e

~̂P = −
∫
d3~x ˆ̇ϕ∇ϕ̂. (3.29)

Substituindo as Eqs. (3.18), (3.19) e (3.20) nas integrais acima, obtemos

Ĥ =
∑
k

ωk

(
a†(~k)a(~k) +

1

2

)
(3.30)

e

~̂P =
∑
k

~k

(
a†(~k)a(~k) +

1

2

)
, (3.31)

confirmando a interpretação de [a†(~k)a(~k)] como operadores de número para part́ıculas com

vetor de onda ~k. Também a partir das duas últimas equações, notamos que o momento ~̂P é

uma constante de movimento para o campo de Klein-Gordon livre.

As auto-funções do operador Hamiltoniano dado pela Eq. (3.30), são dadas por

|...n(~k)...〉 =
∏
k

|n(~k)〉, (3.32)

com auto-valores ∑
k

ωk

(
n(~k) +

1

2

)
. (3.33)

A partir da equação anterior, notamos que o estado de energia mais baixo do campo

de Klein-Gordon, é o estado de vácuo |0〉, que tem uma energia infinita 1
2

∑
k ωk. Porém,

este não é um resultado f́ısico, já que o que é sempre medido é a diferença de energia. Para

prosseguir, devemos subtrair os valores da energia do estado do vácuo, de um determinado

estado f́ısico, ou seja, devemos fazer En − E0. Este processo é chamado de renormalização.

O denominado ordenamento normal é o procedimento formal de renormalização e



Caṕıtulo 3. Teoria Quântica de Campos 27 de 112

consiste em ordenar os operadores de aniquilação a direita dos operadores de criação, de

acordo com

: a(~k1)a(~k2)a†(~k3) := a†(~k3)a(~k1)a(~k2) (3.34)

Redefinindo os observáveis como produtos normais, seus valores esperados no estado de vácuo

são nulos, e as Eqs. (3.30) e (3.31) tornam-se

P̂α =
(
Ĥ, ~̂P

)
=
∑
k

kαa†(~k)a(~k), (3.35)

onde kα = (ωk, ~k).

As part́ıculas do campo de Klein-Gordon são bósons, obedecendo a estat́ıstica de

Bose-Einstein, e os números de ocupação podem tomar quaisquer valores n(~k) = 0, 1, 2, ....

Outra caracteŕıstica dos estados de bósons, é que eles são simétricos sob a mudança dos

rótulos da part́ıculas, ou seja

a†(~k)a†(~k′)|0〉 = a†(~k′)a†(~k)|0〉. (3.36)

3.1.3 O campo complexo de Klein-Gordon

Na seção anterior, vimos que o campo real de Klein-Gordon descreve uma coleção

de part́ıculas com spin 0 e sem carga. Podemos generalizar o que foi visto na seção anterior

considerando part́ıculas que contêm um grau de liberdade interno. Uma simples generalização

é considerar um dupleto de part́ıculas, sendo descrito por um campo complexo, ϕ 6= ϕ∗,

fazendo com que os campos deixem de ser hermitianos.

Para o campo complexo de Klein-Gordon, a densidade de Lagrangeana dada pela

Eq. (2.10) é reescrita da seguinte maneira

L =:
(
∂µϕ̂

†∂µϕ̂−m2ϕ̂†ϕ
)

:, (3.37)

onde ϕ̂ e ϕ̂† são tratados como campos independentes. Das equações de Euler-Lagrange

encontramos as equações de Klein-Gordon

(�+m2)ϕ(x) = 0 e (�+m2)ϕ†(x) = 0. (3.38)



Caṕıtulo 3. Teoria Quântica de Campos 28 de 112

Os campos canonicamente conjugados a ϕ e ϕ† são

π̂(x) = ˆ̇ϕ†(x) e π̂†(x) = ˆ̇ϕ(x) (3.39)

e as relações de comutação nas Eqs. (3.10) e (3.11), tornam-se[
ϕ̂(~x, t), ˆ̇ϕ†(~x′, t)

]
=
[
ϕ̂†(~x, t), ˆ̇ϕ(~x′, t)

]
= iδ(~x− ~x′)

[ϕ̂(~x, t), ϕ̂(~x′, t)] =
[
ϕ̂(~x, t), ϕ̂†(~x′, t)

]
=
[

ˆ̇ϕ(~x, t), ˆ̇ϕ(~x′, t)
]

= (3.40)[
ˆ̇ϕ(~x, t), ˆ̇ϕ†(~x′, t)

]
=
[
ϕ̂(~x, t), ˆ̇ϕ(~x′, t)

]
= 0 .

De maneira similar a Eq. (3.18), escrevemos a expansão de Fourier para os campos

ϕ̂(x) = ϕ̂+(x) + ϕ̂−(x) =
∑
k

1√
2V ωk

[
a(~k)eikx + b†(~k)e−ikx

]
(3.41)

e

ϕ̂†(x) = ϕ̂†+(x) + ϕ̂†−(x) =
∑
k

1√
2V ωk

[
b(~k)eikx + a†(~k)e−ikx

]
. (3.42)

Utilizando as relações de comutação acima e as Eqs. (3.41) e (3.42), obtemos as

seguintes relações de comutação[
a(~k), a†(~k′)

]
=
[
b(~k), b†(~k′)

]
= δ~k,~k′[

a(~k), a(~k′)
]

=
[
b(~k), b(~k′)

]
=
[
a(~k), b(~k′)

]
=
[
a†(~k), a(~k′)

]
= 0. (3.43)

As relações acima nos permitem interpretar, a(~k), a†(~k), b(~k) e b†(~k), como operadores

de operação e criação de dois tipos de part́ıculas, denominadas de part́ıculas tipo a e part́ıculas

tipo b. E os operadores

N̂a(~k) = a†(~k)a(~k) , N̂b(~k) = b†(~k)b(~k) (3.44)

são os operadores de número, com autovalores 0, 1, 2, .... Podemos, novamente, construir o

espaço de Fock a partir do estado de vácuo, sendo representado por

a(~k)|0〉 = b(~k)|0〉 = 0, para todo ~k. (3.45)
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Expresso em termos dos operadores de criação e aniquilação, o operador energia-

momento é escrito como

P̂α =
(
Ĥ, ~̂P

)
=
∑
k

kα(N̂a(~k) + N̂b(~k)). (3.46)

Note que a densidade de Lagrangeana dada pela Eq. (3.37) é invariante sob uma

transformação global de fase, de acordo com

ϕ̂→ ϕ̂e−iαq e ϕ̂† → ϕ̂†eiαq. (3.47)

Deste fato, como consequência, segue a conservação da carga Q̂, dada por

Q̂ = −iq
∫
d3x :

[
ˆ̇ϕ†(x)ϕ̂(x)− ˆ̇ϕ(x)ϕ̂†(x)

]
: . (3.48)

A densidade de corrente correspondente é dada por

sα(x) = (ρ(x),~̂j(x)) = −iq :

[
∂ϕ̂†

∂xα
ϕ̂− ∂ϕ̂

∂xα
ϕ̂†
]

:, (3.49)

a qual satisfaz a equação da continuidade

∂sα(x)

∂xα
= 0. (3.50)

Expressa em termos dos operadores de criação e absorção, a Eq. (3.48), torna-se

Q̂ = q
∑
k

[
Na(~k)−Nb(~k)

]
. (3.51)

A equação acima nos permite associar as cargas +q e −q com as part́ıculas a e b,

respectivamente, sendo a única coisa que difere as duas part́ıculas. Além disso, a teoria

é completamente simétrica com relação a elas, ou seja, trocando os sinais das part́ıculas

vemos que a carga Q̂ muda de sinal. As part́ıculas a e b são interpretadas como part́ıcula e

anti-part́ıcula.
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3.2 Quantização do campo fermiônico

Vimos anteriormente, na quantização do campo escalar, que os operadores de campo

satisfazem relações de comutação, obedecendo a estat́ıstica de Bose-Einstein. No processo de

quantização do campo fermiônico, iremos notar que os operadores irão satisfazer relações de

anti-comutação, e serão levados a obedecer à estat́ıstica de Fermi-Dirac.

3.2.1 A representação de número para férmions

Diferente do que foi feito anteriormente, vamos supor que os operadores ar, a
†
r, r =

1, 2, ..., satisfazem agora à relações de anti-comutações, dadas por

{
ar, a

†
s

}
= δrs

{ar, as} =
{
a†r, a

†
s

}
= 0 . (3.52)

Em particular, temos que

(ar)
2 =

(
a†r
)2

= 0. (3.53)

Definindo o operador Nr como

Nr = a†rar, (3.54)

podemos utilizar as relações de anti-comutação acima para mostrar que

[Nr, as] = −δrsas[
Nr, a

†
s

]
= δrsa

†
s, (3.55)

de modo que, nos permite interpretar novamente a†r, ar e Nr como operadores de criação,

aniquilação e número de part́ıculas, respectivamente. Podemos mostrar que também a partir

das relações de anti-comutação que

N2
r = a†rara

†
rar = a†r(1− a†rar)ar = Nr, (3.56)

de onde pode-se mostrar que

Nr(Nr − 1) = 0. (3.57)
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Conclúımos que, se os operadores de criação e aniquilação anti-comutarem, o operador

número de part́ıculas possui apenas dois auto-valores, sendo nr = 0 e nr = 1, que mos-

tra claramente que estamos tratando aqui com a estat́ıstica de Fermi-Dirac.

Podemos definir novamente o estado de vácuo como

ar|0〉 = 0. (3.58)

O estado onde uma part́ıcula encontra-se no estado r é dado por

|1r〉 = a†r|0〉, (3.59)

e para o estado de duas part́ıculas, com r 6= s

|1r1s〉 = a†ra
†
s|0〉 = −a†sa†r|0〉 = −|1s1r〉, (3.60)

de onde conclui-se que, os estados são anti-simétricos sob a troca de part́ıculas, como é exigido

para férmions. Para o caso em que r = s, temos que

|2r〉 =
(
a†r
)2 |0〉 = 0, (3.61)

que está de acordo com o prinćıpio de exclusão de Pauli, no qual diz que duas part́ıculas não

podem estar no mesmo estado quântico.

3.2.2 A segunda quantização

Sabemos do caṕıtulo anterior que, o campo fermiônico, descreve part́ıculas de spin

1/2 e que este campo é um campo espinorial possuindo 4-componentes. Também, a partir do

caṕıtulo anterior, vimos que a equação que rege a dinâmica do campo fermiônico, a equação

de Dirac, é uma equação diferencial de primeira ordem e matricial.

Para um elétron livre, com massa de repouso m a equação de Dirac é dada por

iγµ∂µψ(x)−mψ(x) = 0, (3.62)

sendo γµ as matrizes de Dirac 4x4, satisfazendo a álgebra

{γµ, γν} = 2gµν , (3.63)
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e as condições de hermiticidade γ0† = γ0 e γj† = −γj para j = 1, 2, 3, podendo ser combinadas

em

γµ† = γ0γµγ0. (3.64)

O campo adjunto definido como ψ̄(x) = ψ†(x)γ0 satisfaz a equação de Dirac adjunta

i∂µψ̄(x)γµ +mψ̄(x) = 0. (3.65)

As equações para o campo ψ e seu adjunto podem ser derivadas a partir da densidade

de Lagrangeana

L =
i

2

[
ψ̄(x)γµ∂µψ(x)− ∂µψ̄(x)γµψ(x)

]
−mψ̄(x)ψ(x). (3.66)

De modo similar ao feito para o campo bosônico, a quantização do campo fermiônico,

se dá através da expansão do campo para um conjunto completo de soluções da equação de

Dirac para, em seguida, promovê-lo a operador de modo que satisfaça as relações de anti-

comutação.

Vamos considerar, novamente, que o campo encontra-se em um cubo de lado L, cujo

volume é V = L3, obedecendo condições de contornos periódicas. Um conjunto completo

de estados de ondas planas pode então ser definido como segue. Para cada momento ~p,

permitido pelas condições de contorno periódicas, e energia positiva dada por

Ep =
√
m2 + ~p2, (3.67)

a equação de Dirac possui quatro soluções independentes. Estas soluções serão escritas como

ur(~p)
e−ipx√
V

, vr(~p)
eipx√
V
, r = 1, 2, (3.68)

ou seja, ur(~p) e vr(~k) são espinores constantes satisfazendo as equações

(γµpµ −m)ur(~p) = 0 , (γµpµ +m)vr(~p) = 0 r = 1, 2. (3.69)

Os espinores ur(~p) e vr(~p) são normalizados usando

u†r(~p)ur(~p) = v†r(~p)vr(~p) =
Ep
m
, (3.70)
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e satisfazem as seguintes relações de ortonormalidade

u†r(~p)us(~p) = v†r(~p)vs(~p) = Ep
m
δrs,

u†r(~p)vs(−~p) = 0, (3.71)

de modo que os estados dados pelas Eqs. (3.68) formam um conjunto ortonormal completo

de soluções da equação de Dirac.

Para quantizar o campo fermiônico, iremos expandir o campo de Dirac em termos

de um conjunto completo de estados de ondas planas

ψ̂(x) = ψ̂+(x) + ψ̂−(x)

ψ̂(x) =
∑
r,~p

(
m

V Ep

)1/2 [
cr(~p)ur(~p)e

−ipx + d†r(~p)vr(~p)e
ipx
]
, (3.72)

e também para o campo adjunto

ˆ̄ψ(x) = ψ̄+(x) + ψ̄−(x)

ˆ̄ψ(x) =
∑
r,~p

(
m

V Ep

)1/2 [
dr(~p)v̄r(~p)e

−ipx + c†r(~p)ūr(~p)e
ipx
]
, (3.73)

onde ūr = u†rγ
0. As somas nas equações acima são sobre todos os momentos permitidos ~p e

os estados de spin, rotulados por r = 1, 2.

Impondo as relações de anti-comutação para os coeficientes da expansão, temos que

{
cr(~p), c

†
s(~p
′)
}

=
{
dr(~p), d

†
s(~p
′)
}

= δrsδ~p,~p′ , (3.74)

e todos os outros anti-comutadores, temos

{cr, cs} =
{
c†r, c

†
s

}
= {dr, ds} =

{
d†r, d

†
s

}
= 0,

{cr, ds} =
{
cr, d

†
s

}
=
{
c†r, ds

}
=
{
c†r, d

†
s

}
= 0. (3.75)

Para o caso de definirmos os operadores

Nr(~p) = c†r(~p)cr(~p) , N̄r(~p) = d†r(~p)dr(~p), (3.76)

a interpretação de cr, c
†
r, Nr e dr, d

†
r, N̄r como operadores absorção, criação e número, de dois
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tipos de part́ıculas, ambas férmions, a partir das relações de anti-comutação.

O estado de vácuo é definido como

cr(~p)|0〉 = dr(~p)|0〉 = 0, para todo ~p, e r = 1, 2, (3.77)

ou de modo equivalente

ψ̂+(x)|0〉 = ˆ̄ψ+(x)|0〉 = 0, para todo x. (3.78)

E novamente podemos gerar os estados contendo part́ıculas a partir de seguidas aplicações

do operador de criação ao estado de vácuo. Os estados do operador número de ocupação são

|...n(~k)...〉, com n(~k) = 0, 1.

Similarmente ao caso do campo bosônico, obtemos o operador hamiltoniano e mo-

mento a partir das componentes T00 e T0i do tensor energia-momento, em conjunto com a

equação de movimento. Diante disso, obtemos

Ĥ =

∫
d3~x :

{
ˆ̄ψ(x)

[
−iγj∂j +m

]
ψ̂(x)

}
: . (3.79)

Usando as Eqs. (3.72) e (3.73) e as condições de ortonormalidade dada pela Eq. (3.68),

encontramos para os operadores hamiltoaniano e momento

Ĥ =
∑
r,~p

Ep

[
N̂r(~p) + ˆ̄Nr(~p)

]
(3.80)

e

~̂P =
∑
r,~p

~p
[
N̂r(~p) + ˆ̄Nr(~p)

]
. (3.81)

Como a densidade de lagrangeana, dada pela Eq. (3.66), é invariante sob trans-

formações de gauge locais, existe uma densidade de corrente de Noether conservada, dada

por

ĵµ = q ˆ̄ψγµψ̂, (3.82)

implicando em uma carga conservada

Q̂ = q
∑
r,~p

[
N̂r(~p)− ˆ̄Nr(~p)

]
. (3.83)
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Admitindo que q seja a carga do elétron e identificando m como sendo a massa do

elétron, interpretamos as part́ıculas associadas aos operadores c e d como elétrons e pósitrons,

respectivamente.

3.3 Mecânica Estat́ıstica Quântica

Nesta seção, iremos fazer uma pequena revisão do ensemble grande canônico da

Mecânica Estat́ıstica. Esta análise será útil no caṕıtulo 5, quando trataremos do condensado

e correntes fermiônicas a temperatura finita.

Um sistema aberto pode trocar calor e matéria com o meio em que está inserido,

e portanto, a energia e o número de part́ıculas irão flutuar. Para um sistema aberto em

equiĺıbrio, fixamos a energia média 〈E〉, e o número médio de part́ıculas, 〈N〉. Para obter

a densidade de probabilidade no equiĺıbrio deste sistema, iremos fazer uso do método dos

multiplicadores de Lagrange para extremizar a entropia de Gibbs sujeita às condições que

serão dadas a seguir [68].

Primeiro, exigimos que a normalização seja dada por

Tr(ρ̂) = 1, (3.84)

onde ρ̂ é o operador densidade de probabilidade.

Para as outras condições, relembramos que a média do ensemble para qualquer quan-

tidade f́ısica, representada por um operador A, pode ser calculada utilizando a seguinte

equação

〈Ā〉 = Tr(Âρ̂). (3.85)

Deste modo, as outras condições que o sistema deve obedecer, é que tenha o valor médio da

energia tenha um valor fixo, de modo que

〈H̄〉 = Tr(Êρ̂), (3.86)

onde Ĥ é a hamiltoniana do sistema. Finalmente, a última condição é que o número médio

de part́ıculas também tenha um valor fixo, logo

〈N̄〉 = Tr(N̂ ρ̂), (3.87)



Caṕıtulo 3. Teoria Quântica de Campos 36 de 112

onde N̂ é o operador número de part́ıculas.

Agora, podemos determinar o operador densidade de probabilidade, ρ̂, que extremiza

a entropia de Gibbs, que para sistemas quânticos é dada por [68]

S = −kBTr [ρ̂ln (ρ̂)] , (3.88)

sujeitas às condições dadas pelas Eqs. (3.84), (3.86) e (3.87). Na equação acima, temos que

kB é a constante de Boltzmann. A condição de extremização é

δ
{

Tr
[
α0ρ+ αEĤρ̂+ αNN̂ ρ̂− kBρ̂ln(ρ̂)

]}
= Tr

[{
(α0 − kB)Î + αEĤ + αNN̂ − kBln(ρ̂)

}
δρ̂
]

= 0, (3.89)

onde α0, αE e αN são os multiplicadores de Legendre. Como δρ̂ é arbitrário, temos

(α0 − kB) Î + αEĤ + αNN̂ − kBln(ρ̂) = 0. (3.90)

Podemos usar, agora, a equação acima e as Eqs. (3.84), (3.86) e (3.87) para determinar

os multiplicadores de Legendre. A Eq. (3.84) nos permite introduzir a grande função de

partição

Z(αE, αN) = exp

(
1− α0

kB

)
= Tr

[
exp

(
αE
kB
Ĥ +

αN
kB

N̂

)]
, (3.91)

que relaciona α0, com αE e αN . Para determinar αE e αN multiplicamos a equação acima

por ρ̂ e tomamos o traço e, com isso, obtemos

− kBln[Z(αE, αN)] + αE〈E〉+ αN〈N〉+ S = 0. (3.92)

Comparando a equação acima com a equação fundamental para o grande potencial Ω =

U−TS−µN , podemos identificar que αE = −1/T e αN = µ/T , sendo µ o potencial qúımico

e

Ω(T, µ) = −kBT ln[Zµ(T )], (3.93)

que é a equação fundamental para o grande potencial, sendo escrita em termos da grande

função de partição, que é definida como

Zµ(T ) = e−βΩ(T,µ) = Tr
(
e−β(Ĥ−µN̂)

)
, (3.94)
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com β = 1/kBT , onde T é a temperatura absoluta. O operador densidade de probabilidade

pode ser escrito como

ρ̂ = e−β(Ĥ−µN̂−Ω) =
e−β(Ĥ−µN̂)

Tr
(
e−β(Ĥ−µN̂)

) . (3.95)

Se consideramos um sistema com part́ıculas idênticas não interagentes, conhecido

em termodinâmica como um gás ideal generalizado, temos que a energia de uma part́ıcula é

εi. Logo, a hamiltoniana será [69]

Ĥ =
∑
i

εia
†
iai =

∑
i

εiN̂i. (3.96)

Usando a Eq. (3.85) podemos encontrar o valor médio dos números de ocupação N̂i. Com

isso, temos

〈N̂i〉 = 〈a†iai〉 =
Tr(e−β(Ĥ−µN̂)a†iai)

Z
. (3.97)

Usando as Eqs. (3.55) e a seguinte relação

eABe−A = eγB, (3.98)

onde γ é uma constante definida por [A,B] = γB, encontramos que

Tr
(
e−β(H−µN)a†iai

)
= e−β(εi−µ)Tr

(
e−β(H−µN)aia

†
i

)
. (3.99)

Se usarmos as relações de comutação para bósons ou de anti-comutação para férmions, ob-

temos

Tr
(
e−β(H−µN)a†iai

)
= e−β(εi−µ)Tr

(
e−β(H−µN)(1∓ a†iai)

)
, (3.100)

onde o sinal superior é usado para bósons e o inferior usado para férmions. Combinando a

equação anterior com a Eq. (3.95), encontramos

〈N̄i〉 = 〈a†iai〉 =
1

eβ(εi−µ) ∓ 1
. (3.101)

Como β > 0, segue-se que para sistemas bosônicos devemos ter sempre µ < εi para

todos os ńıveis, e consequentemente

µ 6 ε0, (3.102)

sendo ε0 a energia do estado fundamental do estado de uma part́ıcula. Entretanto, para
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férmions não existe restrições para o potencial qúımico.



CAṔITULO 4

Correntes bosônicas

Neste caṕıtulo, iremos apresentar uma das nossas contribuições que é a análise das

densidades de correntes bosônicas induzidas por um fluxo magnético em um espaço-tempo

com (D+1) dimensões de uma corda cósmica, considerando que o eixo z é compactificado a

um ćırculo [60]. Iremos, primeiramente, calcular a função de Wightman de frequências posi-

tivas para um campo bosônico massivo. Através desta função, desenvolveremos os cálculos

das densidades de correntes renormalizadas induzidas pelo campo magnético e pela compac-

tificação do eixo da corda.

4.1 Função de Wightman

Consideramos aqui um espaço-tempo com (D+ 1) dimensões de uma corda cósmica

idealizada, sendoD > 3. Fazendo uso das coordenadas ciĺındricas generalizadas (x1, x2, ..., xD) =

(r, φ, z, x4, ..., xD), onde a corda cósmica está localizada na hipersuperf́ıcie (D−2)-dimensional,

a geometria correspondente é descrita pelo elemento de linha,

ds2 = gµνdx
µdxν = dt2 − dr2 − r2dφ2 − dz2 −

D∑
i=4

(dxi)2 . (4.1)

39 de 112
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Onde as coordenadas assumem os seguintes valores: r > 0, 0 6 φ 6 2π/q e −∞ < (t, xi) <

+∞, para i = 4, ..., D. 1 O parâmetro q > 1 garante a presença da corda cósmica. Além disso,

assumimos que a direção ao longo do eixo z é compactificada a um ćırculo com comprimento

L, logo 0 6 z 6 L. No caso em D = 3, q−1 = 1 − 4µ0, com µ0 sendo a densidade linear de

massa da corda.

Para calcular a densidade de corrente induzida do vácuo, 〈jµ〉, associada com um

campo escalar quântico carregado, ϕ(x), na presença de um fluxo magnético ao longo do

núcleo da corda, devemos calcular primeiramente o conjunto completo de autofunções de

onda bosônicas normalizadas. A equação que governa a dinâmica de uma campo bosônico

quântico carregado com massa m, em um espaço-tempo curvo e na presença de um potencial

eletromagnético, Aµ, é dada por

(
D2 +m2 + ξR

)
ϕ(x) = 0 , (4.2)

onde o operador diferencial acima é definido como

D2 =
1√
|g|
Dµ

(√
|g| gµνDν

)
, (4.3)

sendo Dµ = ∂µ + ieAµ e g = det(gµν). Consideramos também a presença de um acopla-

mento não-mı́nimo, ξ, entre o campo e a geometria representado pelo escalar de Ricci, R.

Entretanto, para uma corda cósmica infinitamente fina, R = 0 para r 6= 0.

Na análise que iremos desenvolver, assumiremos que a direção ao longo do eixo z é

compactificada em um ćırculo de comprimento L: 0 6 z 6 L. A compactificação é dada pela

imposição da condição de quasi-periodicidade do campo de matéria, dada por

ϕ(t, r, φ, z + L, x4, ..., xD) = e2πiβϕ(t, r, φ, z, x4, ..., xD) , (4.4)

com uma fase constante β, 0 6 β 6 1. Os casos especiais em que β = 0 e β = 1/2, corres-

pondem aos campos untwisted e twisted, respectivamente. Adicionalmente, consideramos a

presença do seguinte potencial vetor

Aµ = (0, 0, Aφ, Az) , (4.5)

com Aφ = −qΦφ/(2π) e Az = −Φz/L, sendo Φφ e Φz os fluxos magnéticos corresponden-

1O espaço-tempo padrão de uma corda cósmica é considerado com D = 3.
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tes. Em teoria quântica de campos a condição dada pela Eq. (4.4) altera o espectro das

flutuações do vácuo comparadas com o caso em que não temos dimensões compactificadas, e

consequentemente, a densidade de corrente induzida no vácuo sofre uma alteração [31,32].

No espaço-tempo definido pela Eq. (4.1) na presença do potencial vetor dado acima,

a Eq. (4.2) torna-se, com R = 0[
∂2
t − ∂2

r −
1

r
∂r −

1

r2
(∂φ + ieAφ)2 − (∂z + ieAz)

2 −
D∑
i=4

∂2
i +m2

]
ϕ(x) = 0 . (4.6)

A solução de energia positiva para esta equação pode ser obtida considerando o

ansatz

ϕ(x) = CR(r)e−iωt+iqnφ+ikzz+i~k·~r‖ , (4.7)

onde ~r‖ são as coordenadas das dimensões extras, ~k é o momento ao longo destas direções e

C é uma constante de normalização. Substituindo a Eq. (4.7) na Eq. (4.6) encontramos que

a função radial R(r) deve obedecer a equação diferencial(
d2

dr2
+

1

r

d

dr
+ λ2 − ν2

r2

)
R(r) = 0 , (4.8)

com

λ =

√
ω2 − ~k2 − k̃2

z −m2 ,

ν = qn+ eAφ ,

k̃z = kz + eAz . (4.9)

Na presente análise, vamos assumir que as funções de onda obedecem as condições

de contorno de Dirichlet no núcleo da corda. A solução regular na origem é R(r) = Jν(λr),

onde Jν(λr) representa a função de Bessel de ordem

ν = νn = q|n+ α| com α =
eAφ
q

= −Φφ

Φ0

, (4.10)

e Φ0 = 2π/e sendo o fluxo quântico. Então, a solução geral é dada por

ϕσ(x) = CJq|n+α|(λr)e
−iωt+iqnφ+ikzz+i~k·~r‖ . (4.11)
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A condição de quasi-periodicidade dada pela Eq. (4.4), fornece a discretização do

número quântico kz, como mostrado abaixo

kz = kl =
2π

L
(l + β) com l = 0 ,±1,±2, ... . (4.12)

Com isso, a energia é dada por

ω = ωl =

√
m2 + λ2 + k̃2

l + ~k2 , (4.13)

onde

k̃z = k̃l =
2π

L
(l + β̃) ,

β̃ = β +
eAzL

2π
= β − Φz

Φ0

. (4.14)

A constante C é obtida através da condição de normalização [70]

i

∫
dDx

√
|g| [ϕ∗σ′(x)∂tϕσ(x)− ϕσ(x)∂tϕ

∗
σ′(x)] = δσ,σ′ , (4.15)

onde do lado direito da equação acima temos a função delta de Dirac para os números

quânticos cont́ınuos, λ e ~k, e delta de Kronecker para os números quânticos discretos n e kl.

Logo, a partir da Eq. (4.15) encontramos

|C|2 =
qλ

2(2π)D−2ωlL
. (4.16)

Com isso, a função de onda bosônica renormalizada é dada por

ϕσ(x) =

[
qλ

2(2π)D−2ωlL

] 1
2

Jq|n+α|(λr)e
−iωt+iqnφ+iklz+i~k·~r‖ . (4.17)

As propriedades do estado de vácuo são descritas pela função de Wightman,

W (x, x′) = 〈0|ϕ̂(x)ϕ̂∗(x′)|0〉 , (4.18)

onde |0〉 significa o estado de vácuo bosônico. De posse dessa função, podemos avaliar a

corrente bosônica induzida. Para a avaliação da função de Wightman de frequência positiva,
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expandimos o operador de campo da seguinte maneira

ϕ̂ =
∑
σ

[
ϕσ(x)aσ + ϕ∗σ(x)b†σ

]
ϕ̂∗ =

∑
σ

[
ϕ∗σ(x)a†σ + ϕσ(x)bσ

]
. (4.19)

Adotando as relações de comutação dadas pela Eq. (3.43), encontramos

W (x, x′) =
∑
σ

ϕσ(x)ϕ∗σ(x′) , (4.20)

onde estamos usando uma notação compacta definida como

∑
σ

=
+∞∑

n=−∞

∫
d~k

∫ ∞
0

dλ
+∞∑
l=−∞

. (4.21)

O conjunto {ϕσ(x), ϕ∗σ(x′)}, representa o conjunto completo de funções normalizadas satis-

fazendo a condição dada pela Eq. (4.4). Em nosso caso, as funções dadas pela Eq. (4.17)

são especificadas pelo conjunto de números quânticos σ = (n, λ, kl, ~k), com os valores nos

seguintes intervalos n = 0,±1,±2, · · · , −∞ < kj < +∞ com j = 4, · · · D, 0 < λ < ∞ e

kl = 2π(l + β)/L com l = 0,±1,±2, · · · .

Utilizando a decomposição do operador de campo dada pela Eq. (4.19) com a ajuda

da Eq. (4.17), a Eq. (4.20) torna-se

W (x, x′) =
q

2L(2π)D−2

∑
σ

eiqn∆φei
~k·∆~r‖ λJq|n+α|(λr)Jq|n+α|(λr

′)

× e−iωl∆t+ikl∆z

ωl
, (4.22)

onde ∆φ = φ− φ′, ∆~r‖ = ~r‖ − ~r′‖, ∆t = t− t′ e ∆z = z − z′.

Assim, tendo em mãos a função de Wightman acima, estamos em posição de calcular

a densidade de corrente bosônica induzida no vácuo, 〈jµ〉. Este cálculo será realizado na

próxima seção.
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4.2 Corrente bosônica

O operador densidade de corrente bosônica é dado por [71]

ĵµ(x) = ie [ϕ∗(x)Dµϕ(x)− (Dµϕ)∗ϕ(x)]

= ie [ϕ∗(x)∂µϕ(x)− ϕ(x)(∂µϕ(x))∗]− 2e2Aµ(x)|ϕ(x)|2 . (4.23)

O seu valor esperado no vácuo (VEV) pode ser avaliado em termos da função de Wightman,

usando a expressão〈
ĵµ(x)

〉
= ie lim

x′→x
{(∂µ − ∂µ′)W (x, x′) + 2ieAµW (x, x′)} . (4.24)

Este VEV é uma função periódica dos fluxos magnéticos Φφ e Φz, com peŕıodo igual ao fluxo

quântico. Este fato pode ser observado, se escrevermos o parâmetro α na Eq. (4.10) da

seguinte maneira

α = n0 + α0 com |α0| <
1

2
, (4.25)

onde n0 é um número inteiro. Como a ordem da função de Bessel depende da combinação

n + α = n + n0 + α0, podemos redefinir a soma em n, de modo que neste caso, o VEV da

densidade de corrente irá depender somente de α0.

4.2.1 Densidade de carga e corrente radial

Iniciaremos com o cálculo da densidade de carga. Devido ao fato de que A0 = 0,

temos que

ρ(x) =
〈
j0(x)

〉
= ie lim

x′→x
(∂t − ∂t′)W (x, x′) . (4.26)

Substituindo na equação acima a Eq. (4.22), calculando a derivada temporal e finalmente

tomando o limite de coincidência x′ → x, a expressão formal para a densidade de corrente é

ρ(x) =
qe

(2π)D−2L

∑
σ

λ J2
q|n+α|(λr) . (4.27)

Note, porém, que a equação acima é divergente. Para conseguirmos um resultado finito

e bem definido, temos que regularizar a equação acima introduzindo uma função de corte

e−η(λ2+~k2+k2
l ), com o parâmetro de corte η > 0. Com essa função a soma generalizada fornece

um valor finito. No final dos cálculos, devemos tomar o limite em que η vai para zero.
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Então, usando a função de corte, a integral sobre a variável λ pode ser calculada

com a ajuda de [72], e a contribuição regularizada é dada por∫ ∞
0

dλ λe−ηλ
2

J2
q|n+α|(λr) =

1

2η
e−

r2

2η Iq|n+α|
(
r2/(2η)

)
, (4.28)

com Iν(z) sendo a função de Bessel modificada. Para a integral sobre ~k temos

∫
d~k e−η

~k2

=

(
π

η

) (D−3)
2

. (4.29)

Assim, a densidade de carga regularizada é dada por

ρreg(x, η) =
qe

(4π)
(D−1)

2 L

e−
r2

2η

η
(D−1)

2

∞∑
l=−∞

e−ηk
2
l I(q, α0, r

2/(2η)) , (4.30)

onde

I(q, α0, w) =
∞∑

n=−∞

Iq|n+α|(w) =
∞∑

n=−∞

Iq|n+α0|(w) . (4.31)

No Apêndice A.1, é mostrado que a soma acima no número quântico n é dada pelas

Eqs. (A.8) e (A.7). Substituindo este resultado na Eq. (4.30), obtemos

ρreg(x, η) =
qe

(2π)
(D−1)

2 L

w
(D−1)

2 e−w

r(D−1)

∞∑
l=−∞

e−
r2k2

l
2w

[
ew

q
− 1

π

∫ ∞
0

dy
e−w cosh(y)f(q, α0, y)

cosh(qy)− cos(qπ)

+
2

q

p∑′

k=1

cos(2kπα0)ew cos(2kπ/q)

]
, (4.32)

com w = r2/(2η). Na expressão acima temos que p = [q/2], onde [q/2] é a parte inteira de

q/2, e o sinal ′ no sinal da soma significa que no caso em que q = 2p o termo k = q/2 dever ser

tomado com o coeficiente 1/2. Se q < 2 o somatório na Eq. (4.32) deve ser desconsiderado.

O primeiro termo dentro do colchete na Eq. (4.32) corresponde a densidade de carga

para α0 = 0 e q = 1. O valor renormalizado para a densidade de carga é dado subtraindo

da Eq. (4.32) a contribuição correspondente ao espaço-tempo de Minkowski na ausência

do fluxo magnético. Podemos fazer isto, descartando o primeiro termo dentro do colchete.

As outras contribuições contêm e−2w cosh2(y/2) e e−2w sin2(πk/q), dentro da integral e da soma,

respectivamente; consequentemente no limite η → 0 (w → ∞) estes termos somem para
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r > 0. Desse modo, conclúımos que o valor renormalizado para a densidade de carga é zero,

ou seja, não há densidade de carga induzida.

No Apêndice A.3 mostramos explicitamente que não há densidade de corrente indu-

zida ao longo das dimensões extras, ou seja, 〈ji(x)〉ren = 0, para i = 4, ... D. Este resultado

está em concordância com a invariância do sistema sob um boost ao longo da direção xi.

Vamos agora analisar a densidade de corrente radial. Temos que Ar = 0, e o VEV

da componente r da densidade de corrente é simplesmente expressa como

〈jr(x)〉 = ie lim
x′→x

(∂r − ∂r′)W (x, x′) . (4.33)

Calculando as derivadas radiais com respeito a r e r′ na função de Wightman e

subtraindo ambos os termos e tomando em seguida o limite de coincidência, irá aparecer um

cancelamento entre esses termos. Portanto, conclúımos também que não há densidade de

corrente radial

〈jr(x)〉 = 0. (4.34)

.

4.2.2 Densidade de corrente azimutal

O VEV da densidade de corrente azimutal é dado por [71]

〈jφ(x)〉 = ie lim
x′→x
{(∂φ − ∂φ′)W (x, x′) + 2ieAφW (x, x′)} . (4.35)

Substituindo a Eq. (4.22) na equação acima, encontramos a expressão formal para

a densidade de corrente azimutal, dada na seguinte forma

〈jφ(x)〉 = − qe

L(2π)D−2

∞∑
n=−∞

q(n+ α)

∫
d~k

∫ ∞
0

dλ λ J2
q|n+α|(λr)

×
∞∑

l=−∞

1√
m2 + λ2 + k̃2

l + ~k2

. (4.36)

Para desenvolver a soma na expressão acima sobre o número quântico l devemos
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aplicar a fórmula de soma de Abel-Plana na forma [73], que é dada por

∞∑
l=−∞

g(l + β̃)f(|l + β̃|) =

∫ ∞
0

du [g(u) + g(−u)] f(u)

+i

∫ ∞
0

du [f(iu)− f(−iu)]
∑
λ=±1

g(iλu)

e2π(u+iλβ̃) − 1
. (4.37)

Considerando g(u) = 1 e

f(u) =
1√

(2πu/L)2 + λ2 +m2 + ~k2

. (4.38)

Usando esta fórmula, é posśıvel decompor a expressão para 〈jφ〉, Eq. (4.36), como a soma de

duas contribuições da seguinte maneira

〈jφ〉 = 〈jφ〉cs + 〈jφ〉c , (4.39)

onde o termo 〈jφ〉cs é a contribuição vinda da primeira integral do lado direito da Eq. (4.37)

e corresponde a densidade de corrente azimutal na geometria do espaço-tempo com (D +

1) dimensões de uma corda cósmica não compactificada. O termo 〈jφ〉c, é induzido pela

compactificação da corda ao longo de seu eixo e é proveniente da segunda integral do lado

direito da Eq. (4.37). Mais adiante, veremos que este termo é zero considerando o limite

L→∞.

Mencionamos na Introdução que o cálculo da densidade de corrente bosônica azi-

mutal induzida por um fluxo magnético na geometria de uma corda cósmica idealizada foi

desenvolvido em [74] e [75] para campos quânticos sem massa e massivos, respectivamente.

Em [75] o cálculo da densidade de corrente azimutal no vácuo foi desenvolvido em um espaço-

tempo de uma corda cósmica considerando dimensões extras para o caso em que 1 6 q < 2.

Assim, nosso trabalho consiste em desenvolver uma expressão fechada para o caso massivo

considerando valores gerais para q. Nesse sentido, generalizamos os resultados obtidos em [75]

considerando valores gerais do parâmetro q, assim como, consideramos o caso em que existe

um fluxo magnético atravessando o núcleo da corda onde o eixo é compactificado a um

ćırculo. Assim, aqui, queremos investigar a densidade de corrente bosônica induzida mais

geral posśıvel, combinando todos os efeitos citados acima.
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Usando a primeira integral do lado direito da Eq. (4.37), a Eq. (4.36) torna-se

〈jφ(x)〉cs = − 2eq

(2π)D−1

∞∑
n=−∞

q(n+ α)

∫
d~k

∫ ∞
0

dλ λJ2
q|n+α|(λr)

∫ ∞
0

dy√
y2 + λ2 + ~k2 +m2

,

(4.40)

onde introduzimos uma nova variável y = 2πu/L.

Fazemos uso da identidade (A.22), que nos permite realizar a integração sobre a

variável λ usando [72]. Temos também que a integral sobre o momentum nas dimensões

extras é facilmente calculada. Por fim, escrevendo α na forma dada pela Eq. (4.25), obtemos

〈jφ(x)〉cs = − eq

(2π)
(D+1)

2 rD−1

∫ ∞
0

dw w
(D−3)

2 e−w−
m2r2

2w

∞∑
n=−∞

q(n+ α0)Iq|n+α0|(w) , (4.41)

onde definimos w = r2/2s2.

No Apêndice A.2 mostramos que a soma acima envolvendo o número quântico n é

dada pelas Eqs. (A.19) e (A.18). Substituindo este resultado na Eq. (4.41), encontramos

〈
jφ(x)

〉
cs

=
4emD+1

(2π)
(D+1)

2

[ p∑′

k=1

sin(2kπ/q) sin(2kπα0)f (D+1)
2

[2mr sin(kπ/q)]

+
q

π

∫ ∞
0

dy
g(q, α0, 2y) sinh(2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
f (D+1)

2

[2mr cosh(y)]

]
, (4.42)

onde definimos a notação

fν(x) =
Kν(x)

xν
, (4.43)

sendo Kν(x) a função de Bessel modificada. Podemos ver que
〈
jφ(x)

〉
cs

é nula para o caso

em que α0 = 0. Para o caso em que 1 6 q < 2, o primeiro termo do lado direito da Eq. (4.42)

é nulo e esse resultado coincide com o que foi encontrado para a corrente bosônica azimutal

induzida em [75]. A partir da Eq. (4.42), podemos ver que
〈
jφ(x)

〉
cs

é uma função ı́mpar

em relação a α0, com peŕıodo igual ao fluxo quântico Φ0. De modo a exibir de forma clara

a dependência de 〈jφ(x)〉cs com o parâmetro que codifica a presença da corda, q, e também

em α0, na Fig. 4.1 fizemos o gráfico do comportamento da densidade de corrente azimutal

em função do parâmetro α0, no caso em que D = 3, considerando o produto mr = 0.5

para diferentes valores do parâmetro q. Notamos que o efeito do parâmetro q é aumentar a

intensidade da densidade de corrente azimutal com respeito ao parâmetro α0.
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.

Figura 4.1: Densidade de corrente azimutal sem a presença da compactificação para D = 3
em unidades de “m4e”, em termos de α0 para mr = 0.5 e q = 1.5, 2.5 e 3.5.

Considerando um campo sem massa, obtemos a seguinte expressão

〈
jφ(x)

〉
cs

=
4eΓ

(
D+1

2

)
π

(D+1)
2 (2r)D+1

[ p∑′

k=1

cos(kπ/q) sin(2kπα0)

sinD(kπ/q)

+
q

π

∫ ∞
0

dy
sinh(y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

g(q, α0, 2y)

coshD(y)

]
, (4.44)

Esse resultado é obtido a partir da expansão da função de Bessel modificada, Kν(x), para

pequenos argumentos [76]. Considerando D = 3 na equação acima, temos que

〈
jφ(x)

〉
cs

=
e

4π2r4

[ p∑′

k=1

cot(kπ/q) sin(2kπα0)

sin2(kπ/q)

+
q

π

∫ ∞
0

dy
tanh(y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

g(q, α0, 2y)

cosh2(y)

]
. (4.45)

Para o caso em que D = 3 e q > 2 o comportamento de
〈
jφ(x)

〉
cs

considerando

grandes distâncias a partir da corda, mr � 1, é dominado pelo primeiro termo da Eq. (4.42)

com k = 1. Logo, obtemos

〈
jφ(x)

〉
cs
≈ em

(2πr)2

(
m

πr sin(π/q)

) 1
2

sin(2πα0) cot(π/q)e−2mr sin(π/q) , (4.46)

o que demonstra um decaimento exponencial.

A partir de agora, desenvolveremos o cálculo da contribuição para o densidade de

corrente azimutal devida a compactificação. Substituindo o segundo termo da Eq. (4.37) na
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Eq. (4.36), encontramos

〈jφ(x)〉c = − 2eq

(2π)D−1

∞∑
n=−∞

q(n+ α)

∫
d~k

∫ ∞
0

dλ λJ2
q|n+α|(λr)

×
∫ ∞
√
λ2+~k2+m2

dy√
y2 − λ2 − ~k2 −m2

∑
λ=±1

1

eLy−2πiλβ̃ − 1
. (4.47)

De modo a continuar a nossa análise, devemos usar a expansão

(eu − 1)−1 =
∞∑
l=1

e−lu, (4.48)

na equação acima, e com a ajuda de [72], obtemos

〈jφ(x)〉c = − 4eq

(2π)D−1

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)
∞∑

n=−∞

q(n+ α)

∫
d~k

∫ ∞
0

dλ λJ2
q|n+α|(λr)×

× K0

(
lL

√
λ2 + ~k2 +m2

)
. (4.49)

Agora, usamos a representação integral dada abaixo para a função de Macdonald [72]

Kν(x) =
1

2

(x
2

)ν ∫ ∞
0

dt
e−t−

x2

4t

tν+1
. (4.50)

Fazendo uso desta representação, podemos realizar a integração sobre a variável λ e também

sobre o momento ao longo das dimensões extras ~k. Com isso, obtemos

〈jφ(x)〉c = − eq

2
(D−3)

2 π
(D+1)

2 rD−1

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

∫ ∞
0

dw w
(D−3)

2 e
−w

[
1+ l2L2

2r2

]
− r

2m2

2w

×
∞∑

n=−∞

q(n+ α0)Iq|n+α0|(w) , (4.51)

onde usamos α na forma dada pela Eq. (4.25) e introduzimos uma nova variável w = 2r2t
l2L2 .

A soma sobre o número quântico n na Eq. (4.51) pode ser desenvolvida usando a

resultado compacto dado pela Eq. (A.19). Isto nos permite realizar a integral sobre w, e
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encontramos a expressão final dada por

〈
jφ(x)

〉
c

=
8emD+1

(2π)
(D+1)

2

∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

{ p∑′

k=1

sin(2kπ/q) sin(2kπα0)f (D+1)
2

[
mL
√
l2 + ρ2

k

]
+

q

π

∫ ∞
0

dy
g(q, α0, 2y) sinh (2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
f (D+1)

2

[
mL
√
l2 + η2(y)

]}
, (4.52)

onde definimos

ρk =
2r sin(kπ/q)

L
, η(y) =

2r cosh(y)

L
. (4.53)

A partir da expressão acima, notamos que a contribuição devida a compactificação

na densidade de corrente bosônica azimutal é uma função par em relação ao parâmetro β̃

e é uma função ı́mpar do fluxo magnético ao longo do núcleo da corda, com peŕıodo igual

a Φ0. Em particular, considerando uma campo bosônico untwisted, 〈jφ(x)〉c é uma função

par do fluxo magnético. Notamos também que para o caso em que α0 = 0, a densidade de

corrente induzida acima é nula. Além disso,
〈
jφ(x)

〉
c

= 0 para r = 0. De modo a fornecer de

forma mais clara o comportamento de
〈
jφ(x)

〉
c

com α0, na Fig. 4.2 esboçamos o gráfico do

comportamento da densidade de corrente azimutal induzida pela compactificação em função

de α0 para D = 3, considerando mr = 0.5, mL = 1, β̃ = 0.1 e 0.7 para diferente valores do

parâmetro q. A partir dos gráficos abaixo, percebemos que o efeito do parâmetro que garante

a presença da corda cósmica, q, é aumentar a intensidade da densidade de corrente azimutal

com respeito ao parâmetro α0 enquanto que o efeito do parâmetro β̃ é mudar a direção de

oscilação assim como diminuir o valor absoluto de
〈
jφ(x)

〉
c
.

Considerando grandes valores para o comprimento da dimensão compacta, mL� 1,

assumindo que o produto mr é fixo, e considerando D = 3, a contribuição dominante para a

densidade de corrente azimutal induzida pela compactificação é proveniente do termo l = 1.

Com isso, encontramos

〈
jφ(x)

〉
c
≈
√

2em
3
2 cos(2πβ̃)e−mL

π
9
2L

5
2

[ p∑′

k=1

sin(2kπ/q) sin(2kπα0)

+
q

π

∫ ∞
0

dy
g(q, α0, 2y) sinh(2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (4.54)

onde notamos a presença de um decaimento exponencial. Logo, neste limite, a contribuição

para a densidade de corrente azimutal é dominada por 〈jφ(x)〉cs.
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Figura 4.2: Densidade de corrente azimutal induzida pela compactificação para D = 3 é
mostrada, em unidades de “m4e”, em termos de α0 para mr = 0.5, mL = 1 e q = 1.5, 2.5 e
3.5. O gráfico da esquerda é para β̃ = 0.1 enquanto que o da direita é para β̃ = 0.7.

Para o caso de uma campo sem massa e D = 3, obtemos

〈
jφ(x)

〉
c

=
4e

π2L4

[ p∑′

k=1

sin(2kπ/q) sin(2kπα0)Gc(β̃, ρk)

+
q

π

∫ ∞
0

dy
g(q, α0, 2y) sinh(2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
Gc(β̃, η(y))

]
, (4.55)

onde definimos

Gc(β̃, x) =
∞∑
l=1

cos(2πlβ̃)

(l2 + x2)2 . (4.56)

A soma acima pode ser desenvolvida com a ajuda de [72]. Com isso, após alguns

cálculos intermediários, encontramos

Gc(β̃, x) = − 1

2x4
+
π2 cosh(2πβ̃x)

4x2 sinh2(πx)

+ π
cosh[π(1− 2β̃)x] + 2πβ̃x sinh[π(1− 2β̃)x]

4x3 sinh(πx)
, (4.57)

para 0 6 β̃ 6 1.

Com a Eq. (4.57) também podemos obter o comportamento dominante de 〈jφ(x)〉c
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na região r << L (x << 1), que é dado por

〈
jφ(x)

〉
c
≈ − 2e

45L4
[30β̃2(1− β̃)2 − 1]

[ p∑′

k=1

sin(2kπ/q) sin(2kπα0)

+
q

π

∫ ∞
0

dy
g(q, α0, 2y) sinh(2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
. (4.58)

Novamente usando a Eq. (4.57), é posśıvel obter o comportamento dominante de〈
jφ(x)

〉
c

na região r >> L. Considerando x >> 1 e β̃ = 0 ou β̃ = 1, Gc(β̃, x) ≈ π/(4x3). Por

outro lado, admitindo x >> 1 e para 0 < β̃ < 1, Gc(β̃, x) ≈ −1/(2x4). Então, conclúımos

que o comportamento dominante de
〈
jφ(x)

〉
c

depende do valor assumido para β̃.

Figura 4.3: Densidade total de corrente azimutal para D = 3 em unidades de “m4e”, em
termos de mr para os valores q = 2.5, α0 = 0.25 e mL = 0.1, 0.2, 1.0. As curvas correspon-
dentes aos valores finitos de mL são comparadas com as curvas sólidas para mL→∞. Para
o gráfico da esquerda temos β̃ = 0 enquanto que para o da direita β̃ = 0.5.

Combinando as Eqs. (4.42) e (4.52) podemos escrever a densidade total de corrente

azimutal como

〈
jφ(x)

〉
=

8emD+1

(2π)
(D+1)

2

∞∑′

l=0

cos(2πlβ̃)

{ p∑′

k=1

sin(2kπ/q) sin(2kπα0)f (D+1)
2

[
mL
√
l2 + ρ2

k

]
+

q

π

∫ ∞
0

dy
g(q, α0, 2y) sinh (2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
f (D+1)

2

[
mL
√
l2 + η2(y)

]}
, (4.59)

onde o sinal ′ no sinal da soma em l significa que o termo com l = 0 é considerado com o

coeficiente 1/2. Para exibir mais claramente o comportamento de
〈
jφ(x)

〉
com o produto

mr, na Fig. 4.3 esboçamos o gráfico da densidade de corrente azimutal em função de mr

para D = 3, considerando q = 2.5, α0 = 0.25 e diferentes valores de mL. Para o gráfico
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da esquerda consideramos β̃ = 0 enquanto que no da direita β̃ = 0.5. Para Az = 0, temos

β̃ = β, e os casos β = 0 e β = 1/2 são relacionados com os campos bosônicos são, untwisted

e twisted, respectivamente. Notamos que o efeito do parâmetro β̃ é alterar as curvas para os

valores finitos de mL em comparação com a curva sólida para mL→∞.

4.2.3 Densidade de corrente axial

Nesta seção, iremos analisar a densidade de corrente axial no eixo da corda cósmica.

Veremos que devido a compactificação da direção ao longo do eixo da corda a densidade de

corrente será não-nula.2

O VEV da corrente axial é dado por

〈jz(x)〉 = ie lim
x′→x
{(∂z − ∂z′)W (x, x′) + 2ieAzW (x, x′)} . (4.60)

Usando a Eq. (4.22) e o fato de que Az = −Φz/L, encontramos

〈jz(x)〉 = − eq

L(2π)D−2

∞∑
n=−∞

∫
d~k

∫ ∞
0

λ J2
q|n+α|(λr)

∞∑
l=−∞

k̃l√
m2 + λ2 + k̃l + ~k

, (4.61)

onde k̃l é dado pela Eq. (4.14).

Para avaliar a soma sobre o número quântico l devemos usar a fórmula de soma de

Abel-Plana generalizada dada pela Eq. (4.37). Para este caso, temos g(u) = 2πu/L e f(u)

é dado ela Eq. (4.38). Levando estas expressões em consideração, notamos que o primeiro

termo do lado direito da Eq. (4.37) é nulo devido ao fato de g(u) ser uma função ı́mpar.

Assim, ficamos somente com a contribuição devido ao segundo termo do lado direito da Eq.

(4.37). Esta contribuição é uma consequência da compactificação assumida ao longo do eixo

z.

A densidade de corrente axial induzida pela compactificação pode ser escrita como

〈jz(x)〉c = − 2ieq

(2π)D−1

∞∑
n=−∞

∫
d~k

∫ ∞
0

dλ λJ2
q|n+α|(λr)

×
∫ ∞
√
λ2+~k2+m2

dy y√
y2 − λ2 − ~k2 −m2

∑
j=±1

j

eLy−2πijβ̃ − 1
. (4.62)

2No caso em que não há compactificação 〈jz(x)〉 = 0.
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Usando novamente a expansão dada pela Eq. (4.48) para a soma em j presente na

Eq. (4.62), encontramos

〈jz(x)〉c =
4eq

(2π)D−1

∞∑
l=1

sin(2πlβ̃)

∫
d~k

∫ ∞
0

dλ λJ2
q|n+α|(λr)

×
∫ ∞
√
λ2+~k2+m2

dy
y e−lLy√

y2 − λ2 − ~k2 −m2

. (4.63)

A integral em y pode ser avaliada com a ajuda de [72]. O resultado é dado em

termos da função de Bessel modificada de primeira ordem, K1(z). Por outro lado, usando a

representação integral dada pela Eq. (4.50) para esta função, e o fato de que K1(z) = K−1(z)

podemos mostrar que∫ ∞
√
λ2+~k2+m2

dy
y e−lLy√

y2 − λ2 − ~k2 −m2

=
1

lL

∫ ∞
0

dt e−t−
l2L2(λ2+~k2+m2)

4t . (4.64)

Substituindo o lado direito da identidade acima na Eq. (4.63), é posśıvel desenvolver

a integral na variável λ e também sobre os momentos da dimensão extra. Além disso,

definindo w = 2tr2/l2L2, obtemos

〈jz(x)〉c =
2qeL

(2π)
(D+1)

2 rD+1

∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)

∫ ∞
0

dw w
(D−1)

2 e
−w

[
1+ l2L2

2r2

]
−m

2r2

2w

×
∞∑

n=−∞

Iq|n+α|(w) . (4.65)

Substituindo a expressão envolvendo a soma da função de Bessel modificada dada

pela Eq. (A.8) na Eq. (4.65), obtemos

〈jz(x)〉c =
2qeL

(2π)
(D+1)

2 rD+1

∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)

∫ ∞
0

dw w
(D−1)

2 e
−w

[
1+ l2L2

2r2

]
−m

2r2

2w

[
ew

q

− 1

π

∫ ∞
0

dy
f(q, α0, y)e−w cosh y

cosh(qy)− cos(qπ)
+

2

q

p∑
k=1

cos(2kπα0)ew cos(2kπ/q)

]
, (4.66)

onde usamos α na forma dada pela Eq. (4.25) e f(q, |α0|, y) dada pela Eq. (A.7). Integrando
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sobre a variável w, a expressão acima pode ser escrita como

〈jz(x)〉c = 〈jz(x)〉(0)
c + 〈jz(x)〉(q,α0)

c (4.67)

O primeiro termo dentro do colchete na Eq. (4.66), nos fornece a contribuição que

não depende de α0 and q. É um termo puramente topológico, consequência somente da

compactificação. Para esta contribuição, temos

〈jz(x)〉(0)
c = − 2em

(D+1)
2

(2L)
(D−1)

2 π
(D+1)

2

∞∑
l=1

sin(2πlβ̃)

l
(D−1)

2

K (D+1)
2

(lmL) . (4.68)

Note que este termo é independente da distância radial, r. Podemos dizer que a equação

acima corresponde a densidade de corrente em um espaço-tempo de Minkowski com (D+ 1)

dimensões onde a seção espacial tem topologia RD−1×S. Além disso, a partir da Eq. (4.66)

notamos que a densidade de corrente é nula para valores inteiros e semi-inteiros de β̃.

Para D = 3, a Eq. (4.68) é dada por

〈jz(x)〉(0)
c = −em

2

π2L

∞∑
l=1

sin(2πlβ̃)

l
K2(lmL) . (4.69)

A segunda contribuição para a densidade de corrente axial é devida ao fluxo magnético

e ao déficit de ângulo planar, e é dada por

〈jz(x)〉(q,α0)
c = −8emD+1L

(2π)
(D+1)

2

∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)

{ p∑′

k=1

cos(2kπα0)f (D+1)
2

[
mL
√
l2 + ρ2

k

]
− q

π

∫ ∞
0

dy
f(q, α0, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
f (D+1)

2

[
mL
√
l2 + η2(y)

]}
, (4.70)

onde ρk e η(y) são dados pelas Eqs. (4.53). Notamos que a Eq. (4.70) é uma função ı́mpar

do parâmetro β̃ e é uma função par de α0, com peŕıodo igual ao fluxo quântico Φ0. Em

particular, no caso de um campo bosônico untwisted, a Eq. (4.70) é uma função ı́mpar do

fluxo magnético. Além disso, esta contribuição anula-se para q = 1 e α0 = 0. De modo a

apresentar de forma mais clara o comportamento de 〈jz(x)〉(q,α0)
c com relação aos parâmetros

da teoria, na Fig. 4.4 esboçamos o gráfico de seu comportamento em função de β̃ e com

D = 3, considerando mr = 0.4, mL = 1 e q = 1.5, 2.5 e 3.5. O gráfico da esquerda é para

α0 = 0 e o da direita é para α0 = 0.25. Nestes gráficos notamos que a amplitude da densidade
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de corrente aumenta com q e o efeito de α0 é mudar a orientação da corrente.

Figura 4.4: Densidade de corrente axial para D = 3 na Eq. (4.70) em unidades de “m3e”,
em termos de β̃ para os valores mr = 0.4, mL = 1 e q = 1.5, 2.5, 3.5. O gráfico da esquerda
é para α0 = 0 enquanto para o da direita α0 = 0.25.

Para r = 0 e D = 3, a Eq. (4.70) torna-se

〈jz(x)〉(q,α0)
c = −2em2

π2L

p∑
l=1

K2(lmL) sin(2lπβ̃)

l

[ p∑′

k=1

cos(2kπα0)

− q

π

∫ ∞
0

dy
f(q, α0, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (4.71)

onde notamos que esta contribuição é finita.

Agora, considerando mL � 1 e mr fixo, a principal contribuição para a Eq. (4.70)

vem do termo em que l = 1. Logo, para D = 3 temos

〈jz(x)〉(q,α0)
c ≈ −8em

3
2 sin(2πβ̃)e−mL

(2πL)
3
2

{ p∑′

k=1

cos(2kπα0)

− q

π

∫ ∞
0

dy
f(q, α0, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

}
, (4.72)

onde notamos que aparece um decaimento exponencial.
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Para um campo não massivo e D = 3, a Eq. (4.70) é dada por

〈jz(x)〉(q,α0)
c = − 4e

πL3

[ p∑′

k=1

cos(2kπα0)Vc(β̃, ρk)

− q
π

∫ ∞
0

dy
f(q, α0, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
Vc(β̃, η(y))

]
, (4.73)

onde definimos

Vc(β̃, x) =
∞∑
l=1

l sin(2πlβ̃)

(l2 + x2)2
. (4.74)

Mais uma vez, com a ajuda de [72], fomos capazes de desenvolver a somas na Eq.

(4.74). Este resultado é dado por

Vc(β̃, x) = −π
2

4x

[sinh(2πβ̃x)− 2β̃ sinh(πx) cosh[πx(1− 2β̃)]]

sinh2(πx)
, (4.75)

para 0 6 β̃ 6 1. Claramente podemos ver que Vc(β̃, x) é nulo para β̃ = 0, 1/2, 1.

Com a Eq. (4.75) podemos obter o comportamento dominante de 〈jz(x)〉q 6=1
c para

r << L, que é dado por

〈jz(x)〉(q,α0)
c ≈ − 4e

L3

β̃

3
(1− β̃)(1− 2β̃)

[ p∑′

k=1

cos(2kπα0)

− q

π

∫ ∞
0

dy
f(q, α0, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
. (4.76)

No limite oposto, podemos obter o comportamento de 〈jz(x)〉q 6=1
c para r >> L. Considerando

x >> 1 na Eq. (4.75), podemos verificar que Vc(β̃, x) ≈ π2β̃/(2x)e−2πβ̃x para 0 < β̃ < 1/2, e

Vc(β̃, x) ≈ −π2/(2x)e−2π(1−β̃)x para 1/2 < β̃ < 1. Em ambos os casos a densidade de corrente

axial apresenta um decaimento exponencial, contudo com um sinal diferente.

4.3 Considerações a respeito dos resultados

Vimos neste caṕıtulo a influência da compactificação e de um fluxo magnético nas

flutuações do vácuo de um campo bosônico carregado. Calculamos os VEVs das densidades de

corrente induzidas. Neste contexto, fomos aptos a mostrar que a densidade de carga e corrente
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radial renormalizadas são nulas. Além disso, vimos que a compactificação induz à densidade

de corrente azimutal uma decomposição com duas contribuições. A primeira corresponde a

expressão na geometria de uma corda cósmica sem a presença da compactificação, Eq. (4.42);

a segunda contribuição é devida a compactificação e é apresentada na Eq. (4.52). A última

é uma função ı́mpar de α0, com peŕıodo igual ao fluxo quântico Φ0, e seu comportamento é

mostrado na figura 4.1. Nesta figura, podemos ver que a intensidade da corrente aumenta

com o parâmetro q.

Além do mais, vimos que a densidade de corrente azimutal induzida pela compac-

tificação é uma função par do parâmetro β̃, que depende do fluxo magnético na direção

axial e da compactificação, e é uma função ı́mpar do fluxo magnético no núcleo da corda,

com peŕıodo igual a Φ0. Notamos que quando β = 0 (campo bosônico untwisted), a Eq.

(4.52) torna-se uma função par do fluxo magnético. Também notamos que esta densidade

de corrente induzida anula-se para o caso em que α0 = 0. Para um campo sem massa e

considerando D = 3, a Eq. (4.52) é simplificada, e expressa pela Eq. (4.55). Neste caso, o

comportamento dominante de
〈
jφ(x)

〉
c

depende dos valores assumidos do parâmetro β̃. Na

Fig. 4.2, esboçamos o gráfico da Eq. (4.52) para D = 3, em unidades de “m4e”, com respeito

a α0. Também através da análise desta figura podemos ver que a intensidade da corrente

aumenta com o parâmetro q, e o efeito do parâmetro β̃ desempenha um papel importante no

sinal da direção.

Para a densidade de corrente azimutal, dada pela soma das Eqs. (4.42) e (4.52),

vimos que ela é dominada por
〈
jφ(x)

〉
cs

para grandes valores do comprimento da dimensão

compacta, mL� 1, assumindo D = 3 e mr fixo. O comportamento da densidade de corrente

azimutal total, como função de mr é apresentado na Fig. 4.3 para D = 3 e para dois diferentes

valores de β̃. A partir deste gráfico podemos ver que a relevância da parte compactificada

na corrente depende do produto mL, diminuindo quando mL se torna muito grande. Além

disso, a intensidade da corrente total, comparada com
〈
jφ(x)

〉
cs

, depende de β̃.

Também mostramos que o VEV da densidade de corrente axial na Eq. (4.66) tem

uma origem puramente topológica, a qual é nula quando β̃ = 0, 1/2 e 1. Este VEV é expresso

em termos da soma de dois termos: o primeiro deles dado pela Eq. (4.68) é independente

da distância radial r, do parâmetro que codifica a presença da corda cósmica q, e α0. Esta

contribuição corresponde a densidade de corrente no espaço-tempo de Minkowski em RD−1×
S. A outra contribuição é dada pela Eq. (4.70), e é devida ao fluxo magnético e ao déficit

de ângulo planar. Verificamos que esta contribuição é uma função ı́mpar do parâmetro β̃

e uma função par de α0, com peŕıodo igual ao fluxo quântico Φ0. Para o caso particular
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quando β = 0, a Eq. (4.70) se torna uma função ı́mpar do fluxo magnético. Um gráfico

da densidade de corrente azimutal como função de β̃ foi apresentado na Fig. 4.4 para dois

valores diferentes de α0 e considerando D = 3. Através deste gráfico vimos que a amplitude

da densidade de corrente aumenta com o parâmetro q e o efeito de α0 é mudar a orientação

da corrente.



CAṔITULO 5

Condensado fermiônico e Correntes fermiônicas

Este caṕıtulo contém a nossa segunda contribuição, que é a análise do condensado

fermiônico e os valores esperados da densidade de carga e correntes para um campo fermiônico

massivo em um espaço-tempo cônico com (2+1) dimensões na presença de um fluxo magnético

localizado no vértice do cone. Esta análise é realizada para ambas as representações irre-

dut́ıveis da álgebra de Clifford. Iremos considerar aqui, um campo fermiônico ψ(x) em um

espaço tempo com (2+1) dimensões assumindo que o campo esta em equiĺıbrio térmico à

temperatura T [61].

5.1 Condensado Fermiônico

O condensado fermiônico é um conjunto de férmions colocados a temperaturas muito

baixas e que, assim como o condensado de Bose-Einstein, pode ser considerado como mais

um estado da matéria. Porém, em comparação ao condensado de Bose-Einstein, não podem

formar agrupamentos muitos grandes, já que eles são formados por férmions obedecendo o

prinćıpio da exclusão de Pauli, que afirma que dois férmions não podem estar no mesmo estado

quântico. O primeiro condensado fermiônico foi criado experimentalmente em 2003 [77], onde

um gás, com aproximadamente meio milhão de átomos de potássio foram resfriados quase ao
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zero absoluto.

O condensado fermiônico é definido como o valor esperado, utilizando a Eq. (3.85),

〈ψ̄ψ〉 = Tr[ρ̂ψ̄ψ] (5.1)

com ψ̄ = ψ†γ0 sendo o adjunto de Dirac e os colchetes denotam a média no ensemble grande

canônico, com a matriz densidade de probabilidade, levando em conta a Eq. (3.95), dada por

ρ̂ = Z−1eβ(Ĥ−µ′Q̂), (5.2)

onde β = 1/T . Aqui, Ĥ é o operador hamiltoniano, Q̂ é a carga conservada com o potencial

qúımico relacionado µ′ e a função partição é dada por

Z = Tr[e−β(Ĥ−µ′Q̂)]. (5.3)

O condensado fermiônico é uma das caracteŕısticas mais importantes do sistema que esta-

mos estudando. Em particular, desempenha uma papel importante na quebra dinâmica da

simetrial chiral.

Como falamos inicialmente, estaremos interessados em estudar a dinâmica de um

campo fermiônico em um espaço-tempo cônico com (2+1) dimensões. Adotando o sistema

de coordenadas ciĺındricas, a geometria do sistema é descrita pelo elemento de linha

ds2 = gµνdx
µdxν = dt2 − dr2 − r2dφ2, (5.4)

onde 0 6 φ 6 φ0 = 2π/q, onde q > 1. Iremos discutir o caso de um espinor do campo

com duas componentes compreendendo a representação irredut́ıvel da álgebra de Clifford.

Assumimos a presença de campo eletromagnético externo definido através do potencial vetor

Aµ. O operador de campo obedece a equação de Dirac abaixo:

(iγµDµ − sm)ψ = 0, Dµ = ∂µ + Γµ + ieAµ, (5.5)

onde Γµ é a conexão espinorial e e é a constante de acoplamento mı́nimo. Aqui, s = +1 e

s = −1 corresponde a representações irredut́ıveis inequivalentes da álgebra de Clifford em

(2+1) dimensões. Com essas representações, o termo de massa quebra a invariância por

paridade e reversão temporal [78]. Em (2+1) dimensões, por transformações de paridade e
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inversão temporal, o campo se transforma como:

Pψ(t, ~r)P−1 = σ1ψ(t, ~r′), (5.6)

com ~r = (x, y) e ~r′ = (−x, y). De modo similar, por inversão temporal o campo se transforma

como

T ψ(t, ~r)T −1 = σ2ψ(−t, ~r). (5.7)

Nas equações acima, temos que σ1 e σ2 são as matrizes de Pauli no espaço plano.

No sistema de coordenadas correspondente a Eq. (5.4), as matrizes gama 2x2 podem

ser escritas na seguinte representação:

γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, γl =

i2−l

rl−1

(
0 e−iqφ

(−1)l−1eiqφ 0

)
, (5.8)

com l = 1, 2 e q = 2π/φ0.

Consideramos que na região r > 0, a presença do campo de gauge Aµ = (0, 0, A),

onde A2 = A é a componente covariante do potencial vetor nas coordenadas (t, r, φ). Para a

componente f́ısica correspondente temos Aφ = −A/r, que corresponde a um fluxo magnético

infinitamente fino Φ = −φ0A localizado em r = 0. Como veremos abaixo, nas expressões

para os valores esperados, o parâmetro α será escrito como

α = eA/q = −eΦ/(2π). (5.9)

Iremos decompor o parâmetro α de acordo com a Eq. (4.25), onde notamos que a parte

fracionária deste parâmetro é a responsável pelos efeitos f́ısicos no sistema em consideração.

Vamos denotar por
{
ψ

(+)
σ (x), ψ

(−)
σ (x)

}
um conjunto completo ortonormal de soluções

de energias positivas e negativas da Eq. (5.5). Estas soluções são rotuladas por um conjunto

de números quânticos σ. Expandimos o operador de campo ψ(x) em termos de ψ
(±)
σ (x), da

seguinte forma:

ψ̂ =
∑
σ

[aσψ
(+)
σ + b†σψ

(−)
σ ]

ˆ̄ψ =
∑
σ

[a†σψ̄
(+)
σ + bσψ̄

(−)
σ ]. (5.10)
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De acordo com a Eq. (3.101), os valores médios térmicos são:

Tr[ρ̂â†σâσ′ ] =
δσσ′

eβ(E
(+)
σ −µ̃) + 1

,

Tr[ρ̂b̂†σ b̂σ′ ] =
δσσ′

eβ(E
(−)
σ +µ̃) + 1

. (5.11)

As expressões para Tr[ρ̂âσ′ â
†
σ] e Tr[ρ̂b̂σ′ b̂

†
σ], são obtidas a partir das relações de anti-comutação

para os operadores de criação e aniquilação. Substituindo as expansões do campo fermiônico

(5.10) na Eq. (5.1), encontramos a seguinte equação

〈ψ̄ψ〉 =
∑
σ

∑
σ′

{
ψ̄(+)
σ ψ

(+)
σ′ Tr[ρ̂â†σâσ′ ] + ψ̄(+)

σ ψ
(−)
σ′ Tr[ρ̂â†σ b̂

†
σ′ ]

+ ψ̄(−)
σ ψ

(+)
σ′ Tr[ρ̂b̂σâσ′ ] + ψ̄(−)

σ ψ
(−)
σ′ Tr[ρ̂b̂σ b̂

†
σ′ ]
}
. (5.12)

Usando as relações de anti-comutação para os operadores de criação e aniquilação, vemos que

o segundo e terceiro termos dentro das chaves são nulos, e a equação acima pode ser escrita

como

〈ψ̄ψ〉 =
∑
σ

∑
σ′

{
ψ̄(+)
σ ψ

(+)
σ′ Tr[ρ̂â†σâσ′ ] + ψ̄(−)

σ ψ
(−)
σ′ δσσ′Tr(ρ̂)− ψ̄(−)

σ ψ
(−)
σ′ Tr[ρ̂b̂†σ′ b̂σ]

}
. (5.13)

Fazendo uso das Eqs. (3.84) e (5.11), obtemos a seguinte decomposição para o condensado

〈ψ̄ψ〉 = 〈ψ̄ψ〉0 + 〈ψ̄ψ〉+ + 〈ψ̄ψ〉−. (5.14)

Aqui,

〈ψ̄ψ〉0 =
∑
σ

ψ̄(−)
σ (x)ψ(−)

σ (x), (5.15)

é o condensado fermiônico no estado de vácuo e 〈ψ̄ψ〉+ e 〈ψ̄ψ〉− são as contribuições devidas

às part́ıculas e anti-part́ıculas, respectivamente, e que são dadas pela expressão

〈ψ̄ψ〉± = ±
∑
σ

ψ̄
(±)
σ (x)ψ

(±)
σ (x)

eβ(Eσ∓µ) + 1
, (5.16)

onde µ = eµ′ e ±Eσ são as energias correspondentes aos modos ψ
(±)
σ (x). Nas Eqs. (5.15) e

(5.16),
∑

σ inclui a soma sobre os números quânticos discretos e a integração com respeito
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aos cont́ınuos. Os modos são normalizados de acordo com a condição de normalização∫
d2x
√
γψ(±)†

σ (x)ψ
(±)
σ′ (x) = δσσ′ , (5.17)

com γ sendo o determinante do tensor métrico. A contribuição para o condensado correspon-

dente ao valor esperado do vácuo, 〈ψ̄ψ〉0, foi investigada em [79] e aqui iremos nos preocupar

somente com os efeitos da temperatura.

Para a avaliação do condensado de acordo com a Eq. (5.16), precisamos conhecer

os modos fermiônicos. A solução geral para a equação radial para estas funções contém uma

parte regular na origem e a parte que diverge em r = 0. Sob a condição

2|α0| 6 1− 1/q, (5.18)

os modos irregulares são eliminados pela condição de normalização. No caso em que 2|α0| >
1 − 1/q, existem modos normalizáveis irregulares e para a identificação das funções uma

condição de contorno adicional é necessária na origem. Na literatura já foi mostrado que o

procedimento padrão para a extensão auto-adjunta da hamiltoniana de Dirac dá origem a

uma famı́lia de um parâmetro, de condições de contorno, no contexto de um campo de gauge

de Aharanov-Bohm [80–82].

Seguindo [79], para modos irregulares consideramos um caso especial de condições

de contorno no vértice do cone, quando uma condição de contorno do tipo sacola do MIT é

imposta em um raio finito, no qual é então levado a zero. Esta condição de contorno é dada

por

(1 + inµγ
µψ)r=a = 0, (5.19)

onde nµ é a normal orientada para fora (da região em consideração) em direção a fronteira.

A condição de contorno do tipo sacola garante que não exista um fluxo de férmions e isto

corresponde a um fluxo em um tubo impenetrável. As funções de modos correspondentes

têm a forma

ψ(±)
σ (x) = c

(±)
0 eiqjφ∓iEt

(
Jβj(γr)e

−iqφ/2

εj
γeiqφ/2

±E+sm
Jβj+εj(γr)

)
, (5.20)

onde j = ±1/2,±3/2, . . ., Jν(x) é a função de Bessel de primeira espécie e

βj = q|j + α| − εj/2, (5.21)
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com εj = 1 para j > −α e εj = −1 para j < −α. Os espinores (5.20) são especificados

pelo conjunto σ = (γ, j) com 0 6 γ < ∞ e para a energia temos E = Eσ =
√
γ2 +m2. Os

coeficientes de normalização são dados pela expressão

c
(±)2
0 = γ

E ± sm
2φ0E

. (5.22)

Os modos dados pela Eq. (5.20) são autofunções do operador momento angular

Ĵ = −(i/q)(∂φ + ieA) + σ3/2 , σ3 = diag(1,−1), (5.23)

para os autovalores j + α:

Ĵψ(±)
σ (x) = (j + α)ψ(±)

σ (x). (5.24)

Nas Eqs. (5.15) e (5.16) temos
∑

σ =
∑

j

∫∞
0
dγ, com a soma em j = ±1/2,±3/2, ....

O parâmetro α é o fluxo magnético medido em unidades do fluxo quântico. No caso em

que o parâmetro α é metade de um número inteiro ı́mpar j = −α deve ser considerado

separadamente. A análise correspondente é calculada em [79]. De modo a não complicar

nossas considerações, na discussão que segue iremos excluir este caso. Vemos que, sob a

condição 2|α0| > 1 − 1/q, os modos irregulares correspondem a j = −n0 − sgn(α0)/2. Os

valores experados para o caso geral de uma condição de contorno no vértice do cone são

considerados de maneira similar ao descrito abaixo. Os resultados diferem somente por uma

contribuição dos modos irregulares.

Usando as funções de modo dadas pela Eq. (5.20), a contribuição para o condensado

fermiônico devido a part́ıculas e anti-part́ıculas são dadas na seguinte forma

〈ψ̄ψ〉± =
q

4π

∑
j

∫ ∞
0

dγ
γ

eβ(E∓µ) + 1

{sm
E

[J2
βj

(γr) + J2
βj+εj

(γr)]± [J2
βj

(γr)− J2
βj+εj

(γr)]
}
.

(5.25)

Nos cálculos a seguir usaremos a seguinte representação integral para a função de Bessel [83]

J2
ν (x) =

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

dt

t
et/2−x

2/tIν(x
2/t), (5.26)

onde c é uma constante positiva e Iν(y) é a função de Bessel modificada de primeira espécie.

Substituindo na Eq. (5.25), contribuições separadas 〈ψ̄ψ〉± são expressas em termos das
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séries

I(q, α, z) =
∑
j

Iβj(z). (5.27)

A função I(q, α, z) é um função periódica com relação a α com peŕıodo igual a 1. Se con-

sideramos o parâmetro α na forma (4.10), então I(q, α, z) não depende de n0 e I(q, α, z) =

I(q, α0, z). Para a segunda série, que aparece depois da aplicação da Eq. (5.26), temos∑
j Iβj+εj(z) = I(q,−α0, z). Como resultado, a expressão do lado direito de (5.25) é escrita

como

〈ψ̄ψ〉± =
q

4π

∫ ∞
0

dγ
γ

eβ(E∓µ) + 1

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

dt

t
et/2−γ

2r2/t
∑
δ=±1

(sm/E ± δ)I(q, δα0, γ
2r2/t).

(5.28)

Para a série dada pela Eq. (5.27), temos a representação abaixo [84],

I(q, α0, x) =
2

q

p∑′

l=0

(−1)l cos(πl(2α0 − 1/q))ex cos(2πl/q) − 1

π

∫ ∞
0

dy
e−x cosh yf(q, α0, y)

cosh(qy)− cos(qπ)
,

(5.29)

onde p a parte inteira de q/2, i.e, p = [q/2], e

f(q, α0, y) =
∑
δ=±1

δ cos(qπ(1/2− δα0)) cosh((qα0 + δq/2− 1/2)y). (5.30)

O sinal ′ no śımbolo da soma na Eq. (5.29) significa que o termo l = 0 e o termo l = q/2 = p

para valores pares de q devem ser considerados com o coeficiente 1/2. No caso em que

1 6 q < 2, a soma em l em (5.29) está ausente. Note que para q sendo um inteiro par,

q = 2p, para a função dada pela Eq. (5.30) temos

f(q, α0, y) = 2(−1)p cos(πqα0) sinh((qα0 − 1/2)y) sinh(py), (5.31)

e o integrando na Eq. (5.29) é irregular no limite de integração inferior.

Substituindo a representação (5.29) em na Eq. (5.28), a integral em t é avaliada com

a ajuda da fórmula [85]
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

dt

t
et/2−2b2/t = J0(2b). (5.32)
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Como resultado, a seguinte expressão é obtida

〈ψ̄ψ〉± = 〈ψ̄ψ〉(M)
± +

1

π

∫ ∞
0

dγ
γ

eβ(E∓µ) + 1

×

{
p∑
l=1

(−1)l
[sm
E
cl cos(2πlα0)± sl sin(2πlα0)

]
J0(2γrsl)

− q

π

∫ ∞
0

dy
sm
E
f1(q, α0, y)± f2(q, α0, y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
J0(2γr cosh y)

}
, (5.33)

onde definimos a seguinte notação

cl = cos(πl/q), sl = sin(πl/q), (5.34)

e

f1(q, α0, y) = − sinh y
∑
δ=±1

cos(qπ(1/2− δα0)) sinh((1 + 2δα0)qy),

f2(q, α0, y) = cosh y
∑
δ=±1

δ cos(qπ(1/2− δα0)) cosh((1 + 2δα0)qy). (5.35)

Note que temos fl(q, α0, y) =
∑

n=±1 δ
n−1f(q, nα0, 2y)/2, n = 1, 2. Na Eq. (5.33), a parte

〈ψ̄ψ〉(M)
± =

sm

2π

∫ ∞
0

dγ
γ/E

eβ(E∓µ) + 1
, (5.36)

é a contribuição proveniente do termo l = 0 no lado direito da Eq. (5.29), e coincide com a

quantidade correspondente no espaço-tempo de Minkowski em (2+1) dimensões (q = 1) e na

ausência de fluxo magnético (α0 = 0).

Levando em consideração a energia, temos que o limite de integração inferior das

integrais em γ nas equações acima, corresponde ao menor valor da energia posśıvel, ou seja,

a energia do estado fundamental ε0. Sendo assim, ε0 = m e a seguir, faremos a análise da

energia do estado fundamental comparada ao valor do potencial qúımico µ.

5.1.1 Análise do condensado para |µ| 6 m

Voltando a considerar valores gerais de q e α0, primeiramente consideramos o caso

em que |µ| 6 m. Usando a relação (eu − 1)−1 =
∑∞

l=1 e
−lu e após o cálculo das integrais em
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γ, a seguinte representação é obtida

〈ψ̄ψ〉± = 〈ψ̄ψ〉(M)
± − 4m2

(2π)3/2

∞∑
n=1

(−1)ne±nβµ

×

{
p∑
l=1

(−1)l
[
scl cos(2πlα0)f1/2(cnl)±mnβsl sin(2πlα0)f3/2(cnl)

]
− q

π

∫ ∞
0

dy

[
sf1(q, α0, y)f1/2(cn(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)
±mnβ

f2(q, α0, y)f3/2(cn(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)

]}
, (5.37)

onde usamos a definição dada pela Eq. (4.43)

〈ψ̄ψ〉(M)
± = − sm

2πβ

∞∑
n=1

(−1)n

n
e(±µ−m)nβ =

sm

2πβ
ln
(
1 + e(±µ−m)β

)
. (5.38)

Na Eq. (5.37), introduzimos as notações

cnl = m
√
n2β2 + 4r2 sin2(πl/q),

cn(y) = m

√
n2β2 + 4r2 cosh2 y. (5.39)

Para as funções fν(x) na Eq. (5.37) temos

f1/2(x) =

√
π

2

e−x

x
, f3/2(x) =

√
π

2

e−x

x3
(1 + x). (5.40)

Agora, somando todas as contribuições, obtemos para o condensado fermiônico

〈ψ̄ψ〉 = 〈ψ̄ψ〉0 + 〈ψ̄ψ〉(M) − 23/2m2

π3/2

∞∑
n=1

(−1)n

{
cosh(nβµ)

[
p∑
l=1

(−1)lscl cos(2πlα0)f1/2(cnl)

− sq

π

∫ ∞
0

dy
f1(q, α0, y)f1/2(cn(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
+mnβ sinh(nβµ)

[
p∑
l=1

(−1)lsl sin(2πlα0)f3/2(cnl)

− q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)f3/2(cn(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)

]}
, (5.41)

com a contribuição de Minkowski dada por

〈ψ̄ψ〉(M) = 〈ψ̄ψ〉(M)
+ + 〈ψ̄ψ〉(M)

−

=
sm

2πβ

[
ln(1 + e−β(m−µ)) + ln(1 + e−β(m+µ))

]
. (5.42)
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A expressão para o condensado no estado de vácuo pode ser encontrada em [79]:

〈ψ̄ψ〉0 = − sm
2πr

[ p∑
l=1

(−1)l
cl
sl

cos(2πlα0)e−2mrsl − q

π

∫ ∞
0

dy
f1(q, α0, y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

e−2mr cosh y

cosh y

]
.

(5.43)

Esta contribuição pode ser combinada com a soma em n na Eq. (5.41) contendo o fator

cosh(nβµ), escrevendo
∑∞′

n=0 em vez de
∑∞

n=1. O sinal ′ no śımbolo da soma significa que

o termo n = 0 deve ser considerado com o coeficiente 1/2. O condensado é uma função

periódica do fluxo magnético com peŕıodo igual ao fluxo quântico. Note que a paridade do

condensado não é definida com respeito as reflexões α0 → −α0 e µ → −µ. Este fato está

relacionado com a não invariância do modelo sob transformações de paridade e temporal.

Gostaŕıamos de chamar a atenção de que o condensado fermiônico do estado de vácuo é uma

função par de α0.

A Eq. (5.41) pode ser simplificada para vários casos.

Para um campo sem massa, devido a condição, |µ| 6 m, também devemos assumir

que µ = 0 e não há a formação do condensado. Nos casos especiais onde o fluxo magnético

está ausente, temos α0 = 0, e a Eq. (5.41) torna-se

〈ψ̄ψ〉 = 〈ψ̄ψ〉(M) − 2sm2

π

∞∑′

n=0

(−1)n cosh (nβµ)

[
p∑
l=1

(−1)lcl
e−cnl

cnl

+
2q

π
cos (qπ/2)

∫ ∞
0

dy
sinh (2qy) sinh y

cosh(2qy)− cos(qπ)

e−cn(y)

cn(y)

]
. (5.44)

Neste caso o condensado fermiônico é uma função par do potencial qúımico.

Considerando o espaço-tempo de Minkowski, (q = 1), na presença de um fluxo

magnético o condensado é dado por

〈ψ̄ψ〉 = 〈ψ̄ψ〉(M) +
23/2m2

π5/2
sin(πα0)

∞∑′

n=0

(−1)n
∫ ∞

0

dy

×
[
−s cosh(nβµ) tanh y sinh(2α0y)f1/2(cn(y))

+ mnβ sinh(nβµ) cosh(2α0y)f3/2(cn(y))
]
. (5.45)

Os termos com n = 0 nas Eqs. (5.44) e (5.45) são os valores esperados do vácuo.

Vamos considerar o comportamento do condensado em regiões limite dos parâmetros.
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Para pontos próximos do vértice do cone, duas regiões separadas do parâmetro α0

devem ser analisadas. Para 2|α0| < 1 − 1/q, a parte térmica é finita no vértice e a corres-

pondente expressão é diretamente obtida a partir da Eq. (5.41) fazendo r = 0. Chamamos

mais uma vez a atenção que, neste caso, todos os modos (5.20) são regulares no vértice. Para

2|α0| > 1 − 1/q as integrais divergem no vértice. De modo a encontrar o termo dominante

na expansão sobre a distância a partir da origem, notamos que para pontos próximos do

vértice a contribuição dominante para as integrais na Eq. (5.41) vem de grande valores de y.

Expandindo os integrandos, encontramos que

〈ψ̄ψ〉 ≈ 〈ψ̄ψ〉0 +
m2qΓ(1/2− ρ)

2ρπ5/2 (mr)1−2ρ cos (πρ)
∞∑
n=1

(−1)n

× [sgn(α0)mnβ sinh(nβµ)fρ+1(mnβ)− s cosh(nβµ)fρ(mnβ)] , (5.46)

com a notação ρ = q (1/2− |α0|). Note que no caso em consideração, temos ρ < 1/2.

Consequentemente, para 2|α0| > 1 − 1/q a parte térmica diverge no vértice como r2ρ−1. O

valor esperado no vácuo 〈ψ̄ψ〉0 se comporta como 1/r e é dominante considerando pequenos

valores de r.

Agora, iremos considerar o comportamento do condensado para pequenas e altas

temperaturas.

No limite de baixas temperaturas, a principal contribuição para a parte térmica é

devida ao termo com n = 1 e para o termo dominante, encontramos

〈ψ̄ψ〉 ≈ 〈ψ̄ψ〉0 +
m

πβ
e−β(m−|µ|)

[ p∑′

l=0

(−1)l cos(πl(2sα0sgn(µ)− 1/q))

− qs

π
sgn(µ)

∑
δ=±1

δ cos(qπ(1/2− δα0))

∫ ∞
0

dy
cosh((q + 2δα0q − sδsgn(µ)) y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
.

(5.47)

Aqui, o termo com l = 0 é a contribuição devido ao espaço-tempo de Minkoswski 〈ψ̄ψ〉(M).

Com isso, para |µ| < m, a baixas temperaturas, a contribuição térmica do condensado é

suprimida pelo fator e−β(m−|µ|).

Para considerarmos o limite de altas temperaturas, a representação dada pela a

Eq. (5.41) não é conveniente. Uma representação alternativa é obtida usando as relações

(−1)n cosh(nβµ) = cos(nb) e (−1)nn sinh(nβµ) = ∂µ cos(nb)/β, com b = π + iβµ, e em
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seguida a equação [86,87]

∞∑′

n=0

cos(nb)fν(m
√
β2n2 + a2) =

(2π)1/2

2βm2ν

+∞∑
n=−∞

[
(2πn+ b)2β−2 +m2

]ν−1/2

× fν−1/2

(
a
√

(2πn+ b)2β−2 +m2
)
, (5.48)

para as séries em n na Eq. (5.41). Com essas modificações, o condensado é escrito como

〈ψ̄ψ〉 = 〈ψ̄ψ〉(M) − 2mT

π

∞∑
n=−∞

{[
p∑
l=1

(−1)lscl cos(2πlα0)K0 (2rslbn)

− q

π

∫ ∞
0

dy
sf1(q, α0, y)K0 (2rbn cosh y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
+
µ− iπ(2n+ 1)T

m

×

[
p∑
l=1

(−1)lsl sin(2πlα0)K0 (2rslbn)− q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)K0 (2rbn cosh y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]}
,

(5.49)

onde introduzimos a notação

bn = {[π(2n+ 1)T + iµ]2 +m2}1/2. (5.50)

No caso em que o potencial qúımico é nulo, µ = 0, a Eq. (5.49) é simplificada para

〈ψ̄ψ〉 =
smT

π

{
ln(1 + e−mβ)− 4

∞∑
n=0

[
p∑
l=1

(−1)lcl cos(2πlα0)K0(2rslb
(0)
n )

− q

π

∫ ∞
0

dy
f1(q, α0, y)K0(2rb

(0)
n cosh y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]}
, (5.51)

com b
(0)
n =

√
[π(2n+ 1)T ]2 +m2.

No limite de altas temperaturas, Tr � 1, a contribuição dominante para as séries

em n na Eq. (5.49) é devida aos termos n = 0 e n = −1 e da parte contendo o fator

µ− iπ(2n+ 1)T . No caso em que q > 2 a contribuição dominante corresponde ao termo com

l = 1 e obtemos

〈ψ̄ψ〉 ≈ 〈ψ̄ψ〉(M) − 2
√
s1/r sin(2πα0) sin(2rs1µ)T 3/2e−2πs1Tr. (5.52)

Para q < 2 as somas em l estão ausentes. No limite de altas temperaturas a contribuição
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dominante para as integrais na Eq. (5.49) vem da região próxima ao limite inferior de inte-

gração. Assumindo que T � 1/[πr sin2(πq/2)] (q não sendo muito próximo a 2), encontramos

〈ψ̄ψ〉 ≈ 〈ψ̄ψ〉(M) − q sin (qπα0)

πr sin(πq/2)
sin(2µr)Te−2πTr, (5.53)

e a supressão é mais forte. Para a parte devida ao espaço-tempo de Minkowski, considerando

o limite de altas temperaturas, encontramos

〈ψ̄ψ〉(M) ≈ smT

2π
ln 2, (5.54)

e, para altas temperaturas, o condensado fermiônico é dominado por esta parte. As contri-

buições induzidas pelo defeito cônico e pelo fluxo magnético são exponencialmente pequenas

para pontos não próximos a origem.

Para a investigação do condensado considerando grandes distâncias da origem é

conveniente utilizar a representação dada pela Eq. (5.49). O procedimento correspondente

é similar ao feito para o caso de altas temperaturas e a contribuição dominante é devida

aos termos com n = 0 e n = −1. Considerando a expressão assintótica para a função de

Macdonald para grandes argumentos, para q > 2 obtemos,

〈ψ̄ψ〉 ≈ 〈ψ̄ψ〉(M) + 2
√
πs1/r sin(2πα0)T 2Im

(
b
−1/2
0 e−2rs1b0

)
, (5.55)

onde b0 =
√

(πT + iµ)2 +m2. No caso em que q < 2, assumindo que sin(πq/2)� q/r
√
T 2 +m2,

a expressão assintótica é dada por

〈ψ̄ψ〉 ≈ 〈ψ̄ψ〉(M) +
qT sin (qπα0)

πr sin(πq/2)
Re
[
(µ− iπT ) e−2rb0/b0

]
. (5.56)

Em ambos os casos, as partes para o condensado induzidas pelo defeito cônico e pelo fluxo

magnético são exponencialmente pequenas e para a contribuição dominante temos 〈ψ̄ψ〉 ≈
〈ψ̄ψ〉(M).

5.1.2 Análise do condensado para |µ| > m

Agora analisamos o caso em que |µ| > m. Para µ > m (µ < −m) a contribuição

devido a anti-part́ıculas (part́ıculas) para o condensado é avaliada de maneira similar a des-

crita acima e a expressão correspondente é dada por pela Eq. (5.37) considerando 〈ψ̄ψ〉−
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(〈ψ̄ψ〉+). O condensado fermiônico total é expresso como

〈ψ̄ψ〉 = 〈ψ̄ψ〉0 + 〈ψ̄ψ〉± +
1

π

∫ ∞
0

dγ
γ

eβ(E−|µ|) + 1

×

{ p∑′

l=0

(−1)l
[sm
E
cl cos(2πlα0)∓ sl sin(2πlα0)

]
J0(2γrsl)

− q

π

∫ ∞
0

dy
sm
E
f1(q, α0, y)∓ f2(q, α0, y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
J0(2γr cosh y)

}
. (5.57)

onde 〈ψ̄ψ〉+ e 〈ψ̄ψ〉− correspondem a µ < −m e µ > m, respectivamente. Introduzindo o

momento de Fermi p0 =
√
µ2 −m2, a integração em γ no último termo pode ser dividida

em duas regiões, γ < p0 e γ > p0. A expansão (4.48) pode ser aplicada à integração para

a segunda região. Para altas temperaturas, T � |µ|, a contribuição dominante para o

condensado é devida aos estados com energias E � |µ| e as estimativas assintóticas para

|µ| < m ainda são válidas.

Comparada ao caso |µ| < m, a situação no intervalo |µ| > m é completamente

diferente considerando o limite de baixas temperaturas. No limite T → 0, na parte devida a

part́ıculas ou anti-part́ıculas, a contribuição dos estados com E 6 |µ| é a única que resta, e

encontramos

〈ψ̄ψ〉T=0 = 〈ψ̄ψ〉0 +
p2

0

π

{ p∑′

l=0

(−1)l [scl cos(2πlα0)g1(p0rsl) + sgn(µ)sl sin(2πlα0)g2(p0rsl)]

− q

π

∫ ∞
0

dy

∑2
l=1 s

l(sgn(µ))l−1fl(q, α0, y)gl(p0r cosh y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

}
. (5.58)

Onde adotamos a notação

g1(u) =
m

p0

∫ 1

0

dx
xJ0(2ux)√
x2 +m2/p2

0

, g2(u) =
J1(2u)

2u
. (5.59)

O segundo termo no lado direito da Eq. (5.58) é a contribuição de part́ıculas (para µ > m) ou

anti-part́ıculas (para µ < −m) preenchendo os estados com energia m 6 E 6 |µ|. Este termo

é finito no vértice do cone para 2|α0| < 1− 1/q e diverge como 1/r1−2ρ para 2|α0| > 1− 1/q.

A contribuição do vácuo próximo ao vértice se comporta como 1/r e, portanto, é dominante.

Para grandes distâncias a partir do vértice, p0r � 1, as correções induzidas pelo defeito cônico

e pelo fluxo magnético são dominadas pelas parte devidas as part́ıculas ou anti-part́ıculas

(o segundo termo do lado direito da Eq. (5.58) com a contribuição l = 0 exclúıda). Esta
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parte apresenta um decaimento oscilatório com amplitude decrescendo como 1/r3/2. Podemos

observar que o decaimento da contribuição do vácuo para um campo massivo é exponencial.

No caso de um campo sem massa, m = 0, a parte devida ao vácuo do condensado é zero e a

Eq. (5.58) é simplificada para

〈ψ̄ψ〉T=0 = sgn(µ)
µ2

π

[ p∑′

l=0

(−1)lsl sin(2πlα0)g2(|µ|rsl)

− q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)g2(|µ|r cosh y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
. (5.60)

Neste caso, a única contribuição diferente de zero é devida a part́ıculas ou anti-part́ıculas e

o condensado é uma função ı́mpar do potencial qúımico e do fluxo magnético.

Na discussão acima, assumimos que o campo ψ(x) é periódico ao longo da direção

azimutal. Podemos considerar um caso mais geral onde o campo espinorial obedece a condição

de quase-periodicidade

ψ(t, r, φ+ φ0) = eiχψ(r, t, φ), (5.61)

com uma fase constante χ. As expressões correspondentes para os valores esperados são

obtidas a partir dos apresentados acima (e no que segue) com α dado pela equação

α =
χ

2π
+
eA

q
. (5.62)

Note que χ e A são alterados por uma transformação de gauge enquanto suas com-

binações no lado direito da expressão acima são invariantes de gauge.

5.2 Densidade de carga

Nesta e nas seções seguintes, iremos investigar o valor esperado da densidade de

corrente fermiônica, que é dada por

〈jν〉 = e Tr [ρ̂ψ̄(x)γνψ(x)]. (5.63)

Similarmente ao condensado fermiônico, a densidade de corrente pode ser decomposta como

〈jν〉 = 〈jν〉0 + 〈jν〉+ + 〈jν〉−, (5.64)
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onde

〈jν〉0 = e
∑
σ

ψ̄(−)
σ (x)γνψ(−)

σ (x), (5.65)

é o valor esperado do vácuo e

〈jν〉± = ±e
∑
σ

ψ̄
(±)
σ γνψ

(±)
σ

eβ(Eσ∓µ) + 1
. (5.66)

Os termos 〈jν〉+ e 〈jν〉− são as contribuições para a densidade de corrente devido as part́ıculas

e anti-part́ıculas, respectivamente. O valor esperado no vácuo foi investigado em [79] e aqui

iremos nos preocupar somente com os efeitos da temperatura finita. Os detalhes dos cálculos

são similares aos realizados para o condensado fermiônico, assim, serão apresentados apenas

os passos principais.

Iniciaremos com a densidade de carga que corresponde a componente ν = 0 na Eq.

(5.64). Fazendo uso da Eq. (5.20), para as contribuições de part́ıculas e anti-part́ıculas,

obtemos a representação

〈j0〉± = ± eq
4π

∑
j

∫ ∞
0

dγ
γ

eβ(E∓µ) + 1

{
J2
βj

(γr) + J2
βj+εβj

(γr)± sm

E

[
J2
βj

(γr)− J2
βj+εβj

(γr)
]}

.

(5.67)

Assim como podemos esperar ±〈j0〉±/e > 0. Utilizando transformações similares ao cálculo

do condensado, encontramos a seguinte expressão

〈j0〉± = 〈j0〉(M)
± +

e

π

∫ ∞
0

dγ
γ

eβ(E∓µ) + 1

{
p∑
l=1

(−1)l
[sm
E
sl sin(2πlα0)± cl cos(2πlα0)

]
× J0(2γrsl)−

q

π

∫ ∞
0

dy
sm
E
f2(q, α0, 2y)± f1(q, α0, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
J0(2γr cosh y)

}
, (5.68)

com a parte devida ao espaço-tempo de Minkowski dada por

〈j0〉(M)
± = ± e

2π

∫ ∞
0

dγ
γ

eβ(E∓µ) + 1
. (5.69)

Para um campo sem massa e considerando o caso em que µ = 0, as contribuições de part́ıculas

e anti-part́ıculas para a densidade de carga total se cancelam: 〈j0〉+ = −〈j0〉−. Este não é o

caso para campos massivos.
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5.2.1 Análise da densidade de carga para |µ| 6 m

No caso em que |µ| 6 m, usando a relação (4.48), temos que

〈j0〉± = 〈j0〉(M)
± −

√
2em2

π3/2

∞∑
n=1

(−1)ne±nβµ

{
p∑
l=1

(−1)l
[
ssl sin(2πlα0)f1/2 (cnl)

± mnβcl cos(2πlα0)f3/2 (cnl)
]
− q

π

∫ ∞
0

dy

[
sf2(q, α0, y)f1/2 (cn(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)

±
mnβf1(q, α0, y)f3/2 (cn(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)

]}
, (5.70)

com

〈j0〉(M)
± = ∓ em3β√

2π3/2

∞∑
n=1

(−1)nne±nβµf3/2 (mnβ) . (5.71)

O valor esperado no vácuo para a densidade de carga é dada pela Eq. [79]

〈j0〉0 = −sem
2πr

[
p∑
l=1

(−1)l sin(2πlα0)e−2mrsl − q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

e−2mr cosh y

cosh y

]
.

(5.72)

Para um campo sem massa, devido a condição |µ| 6 m, na Eq. (5.70) também devemos

assumir µ = 0. Levando isso em consideração, e que fν(x) ≈ 2ν−1Γ(ν)x−2ν para x → 0,

encontramos a expressão

〈j0〉± = ±πeT
2

24
∓ e

πT

∞∑
n=1

(−1)nn

[
p∑
l=1

(−1)lcl cos(2πlα0)

(n2β2 + 4r2s2
l )

3/2

− q

π

∫ ∞
0

dy
f1(q, α0, y)(n2β2 + 4r2 cosh2 y)−3/2

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (5.73)

onde o primeiro termo do lado direito é a contribuição de Minkowski. Neste caso a densidade

de corrente no vácuo é nula. Notamos que para um campo sem massa a densidade de carga

dada pela Eq. (5.73) não depende do parâmetro s. Elas são funções pares de α0.

Somando as contribuições do valor esperado no vácuo e de part́ıculas e anti-part́ıculas,
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para a densidade carga total, no caso em que |µ| 6 m, obtemos

〈j0〉 = 〈j0〉(M) − 23/2em2

π3/2

{ ∞∑′

n=0

(−1)ns cosh (nβµ)

[
p∑
l=1

(−1)lsl sin(2πlα0)f1/2 (cnl)

− q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)f1/2 (cn(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
+mβ

∞∑
n=1

(−1)nn sinh (nβµ)

×

[
p∑
l=1

(−1)lcl cos(2πlα0)f3/2 (cnl)−
q

π

∫ ∞
0

dy
f1(q, α0, y)f3/2 (cn(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)

]}
, (5.74)

com o termo de Minkowski

〈j0〉(M) = −
√

2em3

π3/2T

∞∑
n=1

(−1)nn sinh (nβµ)f3/2 (mnβ) . (5.75)

Observamos que, para o caso em que o potencial qúımico é nulo, a parte de Minkowski

na densidade de carga é nula, como consequência do cancelamento das contribuições de

part́ıculas e anti-part́ıculas. O fluxo magnético age nestas contribuições de diferentes modos

e não há o cancelamento para a parte topológica. O termo n = 0 na Eq. (5.74) corresponde

ao valor esperado no vácuo da densidade de carga. No caso de um campo sem massa com

potencial qúımico nulo a densidade de carga também é nula. Note que, para um campo

massivo, a densidade de carga tem paridade indefinida com respeito a mudança de sinal

para α0, α0 → −α0, e para µ, µ → −µ. Isto é relacionado ao fato de que, na presença do

termo de massa, o modelo em consideração não é invariante sob transformações de paridade

e temporal.

A quantidade 〈j0〉t = 〈j0〉− 〈j0〉(M) nos dá a contribuição para a densidade de carga

devido ao déficit de ângulo planar e do fluxo magnético. Por uma questão de conveniência,

chamaremos esta parte de parte topológica. De modo a mostrar de forma mais clara o

comportamento da parte topológica em relação ao parâmetro α0, na Fig. 5.1 esboçamos

o gráfico desta contribuição em termos do parâmetro α0. Relembre que a densidade de

carga é uma função periódica de α0, com peŕıodo igual a 1. As curvas cheias e tracejadas

correspondem as representações irredut́ıveis com s = 1 e s = −1, respectivamente. Os

números próximos as curvas são os valores de q. Esboçamos os gráficos para µ/m = 0.25,

mr = 0.5, T/m = 0.5. Para este exemplo, a contribuição dos termos na Eq. (5.74) contendo

o fator s domina a expressão. Estes termos são ı́mpares com respeito a reflexão α0 → −α0.

Note que para os mesmos valores de µ/m = 0.25, T/m = 0.5, temos que a parte de Minkowski

é 〈j0〉(M) ≈ 0.015em2.
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Figura 5.1: Parte topológica na densidade de carga como função do parâmetro α0 conside-
rando as representação irredut́ıveis com s = 1 (curvas cheias) e s = −1 (curvas tracejadas).
Os números próximos as curvas correspondem aos valores de q. Os gráficos são plotados para
µ/m = 0.25, mr = 0.5, and T/m = 0.5.

A fórmula geral dada pela Eq. (5.74) pode ser simplificada para alguns casos espe-

ciais.

Na ausência do fluxo magnético e para valores gerais q, a densidade de carga é dada

por

〈j0〉 = − em3β

(π/2)3/2

∞∑
n=1

(−1)nn sinh (nβµ)

[ p∑′

l=0

(−1)lclf3/2 (cnl)

+
2q

π
cos(qπ/2)

∫ ∞
0

dy
sinh y sinh(qy)f3/2 (cn(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (5.76)

e é uma função ı́mpar do potencial qúımico. Para a densidade de carga no espaço-tempo de

Minkowski (q = 1) na presença do fluxo magnético obtemos

〈j0〉 = 〈j0〉(M) +

√
2em2

π5/2
sin(πα0)

∞∑′

n=0

(−1)n
[
s cosh (nβµ)

∫ ∞
0

dy cosh(2α0y)f1/2 (cn(y))

− nmβ sinh (nβµ)

∫ ∞
0

dy tanh y sinh(2α0y)f3/2 (cn(y))

]
. (5.77)

Para 2|α0| < 1 − 1/q, a parte térmica da densidade de carga é finita no vértice do

cone. Esta parte é dada pelo lado direito da Eq. (5.74), excluindo o termo n = 0. A expressão

correspondente é obtida pela substituição direta r = 0. Para o caso em que 2|α0| > 1−1/q, a
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análise é similar ao que foi realizada para o condensado fermiônico o que nos leva a seguinte

expressão assintótica,

〈j0〉 ≈ 〈j0〉0 +
em2qΓ(1/2− ρ)

2ρπ5/2(mr)1−2ρ
cos (πρ)

∞∑
n=1

(−1)n [sgn(α0)s cosh (nβµ)fρ(mnβ)

− mβn sinh (nβµ)fρ+1(mnβ)] , (5.78)

e a densidade de carga diverge com 1/r1−2ρ. O valor esperado no vácuo, 〈j0〉0, diverge no

limite r → 0 como 1/r e próximo ao vértice, assim, este termo domina a densidade de carga

total. Embora a densidade de carga seja divergente no vértice, esta divergência é integrável e

a carga total induzida pelo déficit de ângulo planar e pelo fluxo magnético é finita. Na seção

5.3 apresentaremos uma discussão mais detalhada.

Agora, vamos analisar os limite de baixas e altas temperaturas. A baixas tempera-

turas, para valores fixos de mr, a principal contribuição para a parte térmica da densidade

de carga é devida ao termo com n = 1 na Eq. (5.74). A mesma é dada por

〈j0〉 ≈ 〈j0〉0 +
sgn(µ)eme−β(m−|µ|)

πβ

[ p∑′

l=0

(−1)l cos(πl(1/q − 2sgn(µ)sα0))

− q

π

∫ ∞
0

dy
f(q, sgn(µ)sα0, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (5.79)

onde o termo l = 0 corresponde a parte devido ao espaço-tempo de Minkowski. Neste limite

temos uma supressão exponencial dos efeitos térmicos.

Para avaliar a densidade de carga a altas temperaturas, é conveniente usar outra

representação que é obtida a partir da Eq. (5.74) de uma maneira similar ao que usamos

para a Eq. (5.49). A nova representação tem a forma

〈j0〉 = 〈j0〉(M) − 2emT

π

∞∑
n=−∞

{
s

p∑
l=1

(−1)lsl sin(2πlα0)K0(2rslbn)

− sq

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)K0(2rbn cosh y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
+
µ− iπ(2n+ 1)T

m

×

[
p∑
l=1

(−1)lcl cos(2πlα0)K0(2rslbn)− q

π

∫ ∞
0

dy
f1(q, α0, y)K0(2rbn cosh y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]}
,

(5.80)
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onde bn é dado pela Eq. (5.50). Para um campo com potencial qúımico nulo, obtemos

〈j0〉 = −4semT

π

∞∑
n=0

[
p∑
l=1

(−1)lsl sin(2πlα0)K0(2rslb
(0)
n )

− q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)K0(2rb

(0)
n cosh y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (5.81)

com o mesmo b
(0)
n dado por (5.51).

No limite de altas temperaturas, a contribuição dominante é devida aos termos com

n = 0 e n = −1. Para o caso q > 2 o termo dominante corresponde a l = 1 e encontramos

〈j0〉 = 〈j0〉(M) − 2ec1√
rs1

cos(2πα0) sin(2rs1µ)T 3/2e−2πrs1T . (5.82)

Para q < 2 a soma em l na Eq. (5.80) está ausente e a contribuição dominante para as

integrais em y é devida a região próxima ao limite inferior de integração. Neste caso os

efeitos induzidos pelo defeito cônico e pelo fluxo magnético são suprimidos pelo fator e−2πrT .

Em todos os casos, para µ 6= 0, a altas temperaturas a densidade de carga é dominada pela

parte de Minkowski 〈j0〉(M) dada por

〈j0〉(M) ≈ eµT

π
ln 2. (5.83)

No caso em que o potencial qúımico é nulo, a parte de Minkowski também é nula. Para

pontos não muito próximos do vértice do cone, as contribuições induzidas pelo defeito cônico

e pelo fluxo magnético são exponencialmente pequenas.

Para fornecer de forma mais clara o comportamento da parte topológica da densidade

de carga com a temperatura, esboçamos o seu gráfico, a Fig. 5.2. Onde as curvas cheias

apresentam a dependência da parte topológica da densidade de carga na temperatura. As

curvas tracejadas correspondem a densidade de carga no espaço-tempo de Minkowski na

ausência do fluxo magnético , m−2〈j0〉(M)/e. Os números próximos as curvas são os valores

da razão µ/m. Os gráficos são plotados para q = 1.5, α0 = 0.25, mr = 0.5, e para a irredut́ıvel

representação com s = 1.

Do mesmo modo que para o condensado fermiônico, a representação da pela Eq.

(5.80) também é conveniente para a densidade de carga considerando grandes distâncias da

origem. Como antes, o procedimento correspondente é similar ao limite assintótico de altas
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Figura 5.2: Parte topológica na densidade de corrente em função da temperatura para a
representação irredut́ıvel com s = 1 (curvas cheias). Os gráficos são plotados para q = 1.5,
α0 = 0.25 e mr = 0.5. As curvas tracejadas apresentam a densidade de corrente no espaço-
tempo de Minkowski . Os números próximos as curvas indicam os valores de µ/m.

temperaturas. As principais contribuições são devidas aos termos com n = 0 e n = −1.

Considerando q > 2, obtemos

〈j0〉 ≈ 〈j0〉(M) +
2eT
√
πrs1

Re

[
sms1 sin(2πα0) + (µ− iπT )c1 cos(2πα0)

b
1/2
0 e2rs1b0

]
. (5.84)

Para q < 2, a expressão assintótica correspondente é dada por

〈j0〉 ≈ 〈j0〉(M) +
esqmT

πr

sin(qπα0)

sin(qπ/2)
Re

(
e−2rb0

b0

)
. (5.85)

Em ambos os casos, as partes induzidas pelo defeito cônico e pelo fluxo magnético são expo-

nencialmente pequenas e para o termo dominante temos 〈j0〉 ≈ 〈j0〉(M).

5.2.2 Análise da densidade de carga para |µ| > m

Para µ < −m (µ > m) a contribuição de part́ıculas (anti-part́ıculas) para a densidade

de carga ainda é dada pela Eq. (5.70) utilizando 〈j0〉+ (〈j0〉− ). A densidade de carga total
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é expressa como

〈j0〉 = 〈j0〉0 + 〈j0〉± +
e

π

∫ ∞
0

dγ
γ

eβ(E−|µ|) + 1

{ p∑′

l=0

(−1)l
[sm
E
sl sin(2πlα0)∓ cl cos(2πlα0)

]
× J0(2γrsl)−

q

π

∫ ∞
0

dy
sm
E
f2(q, α0, 2y)∓ f1(q, α0, 2y)

cosh(2qy)− cos(qπ)
J0(2γr cosh y)

}
, (5.86)

onde o sinal superior e inferior correspondem a µ < −m e µ > m, respectivamente, e para

〈j0〉± temos a expressão (5.70). Considerando as regiões separadas γ < p0 e γ > p0, na

integral correspondente a segunda região podemos usar novamente a a expansão (4.48). Os

termos dominantes para altas temperaturas são os mesmos para o caso |µ| 6 m.

À temperatura zero e para o caso |µ| > m, a única contribuição diferente de zero

para a integral em γ na Eq. (5.86) é devida a região γ < p0, e obtemos

〈j0〉T=0 = 〈j0〉0 +
ep2

0

π

{ p∑′

l=0

(−1)l [ssl sin(2πlα0)g1(p0rsl) + sgn(µ)cl cos(2πlα0)g2(p0rsl)]

− q

π

∫ ∞
0

dy

∑2
l=1 s

l−1(sgn(µ))lfl(q, α0, y)g3−l(p0r cosh y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

}
, (5.87)

com as funções g1(u) e g2(u) dadas pela Eq. (5.59). O surgimento do segundo termo está

relacionado com a presença de anti-part́ıculas (para µ < −m) ou part́ıculas (para µ > m)

nos estados com energia m 6 E 6 |µ|. Na ausência do déficit de ângulo planar e do fluxo

magnético (q = 1, α = 0), o termo l = 0 é o único que sobrevive e para a densidade de carga

obtemos a expressão

〈j0〉(M)
T=0 = sgn(µ)ep2

0/(2π). (5.88)

Subtraindo do lado direito da Eq. (5.87) o termo l = 0, obtemos a densidade de carga

induzida pelo déficit de ângulo planar e pelo fluxo magnético. Para grandes distâncias a

partir do vértice do cone, o decaimento desta parte na densidade de corrente é oscilatória

com amplitude decrescente com 1/r3/2. Similar ao caso |µ| 6 m, a densidade de carga é

finita no vértice para 2|α0| < 1− 1/q e diverge para o caso 2|α0| > 1− 1/q. A divergência no

segundo caso é integrável, com 1/r1−2ρ. Para um campo sem massa a densidade de corrente
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no vácuo, 〈j0〉0, é zero e a partir da Eq. (5.89) obtemos a seguinte expressão

〈j0〉T=0 = sgn(µ)
eµ2

π

[ p∑′

l=0

(−1)lcl cos(2πlα0)g2(|µ|rsl)

− q

π

∫ ∞
0

dy
f1(q, α0, y)g2(|µ|r cosh y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
. (5.89)

Neste caso a densidade de corrente à temperatura zero é a mesma para ambas as repre-

sentações irredut́ıveis da álgebra de Clifford, s = ±1. Sendo uma função ı́mpar do potencial

qúımico e uma função par do fluxo magnético.

De modo a tornar de forma mais clara o comportamento da densidade de carga com

relação a distância do vértice, na Fig. (5.3) esboçamos o gráfico da densidade de carga em

função distância a partir do vértice do cone para diferentes valores de q (números próximo as

curvas). O gráfico da esquerda apresenta a parte topológica na densidade de corrente fazendo

uso da representação irredut́ıvel com s = 1 e para µ/m = 0.25, α0 = 0.25, T/m = 0.5.

No gráfico da direita a razão 〈j0〉/〈j0〉(M) é plotada à temperatura zero para um campo

fermiônico sem massa. As curvas cheias e tracejadas correspondem a α0 = 0.25 e α0 = 0,

respectivamente. Note que para α0 = 0.25 e q = 2 temos 〈j0〉T=0 = 〈j0〉(M)
T=0.

Figura 5.3: Densidade de carga como função da distância a partir do vértice do cone para
diferentes valores do parâmetro q (números próximos as curvas). No gráfico da esquerda, a
parte topológica é apresentada para a representação s = 1 e para µ/m = 0.25, α0 = 0.25,
T/m = 0.5. O gráfico da direita mostra a dependência da razão 〈j0〉/〈j0〉(M) a temperatura
zero. As curvas cheias e tracejadas nos gráficos acima correspondem a α0 = 0.25 e α0 = 0,
respectivamente.
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5.3 Carga induzida

Vamos denotar por ∆Q a carga total induzida pelo déficit de ângulo planar e pelo

fluxo magnético

∆Q =

∫ ∞
0

dr r

∫ φ0

0

dφ
[
〈j0〉 − 〈j0〉(M)

]
. (5.90)

No caso em que |µ| 6 m usamos a representação (5.74). A integração na coordenada radial

é feita com a ajuda da fórmula∫ ∞
0

dr rfν(
√
a2 + b2r2) = fν−1(a)/b2. (5.91)

Depois de realizar a soma em n, obtemos

∆Q = ∆Q0 +
e

2

∑
δ=±1

δ

eβ(m−δµ) + 1

[
1

q

p∑
l=1

(−1)l

s2
l

cos(πl (1/q − 2sδα0))

− 1

π

∫ ∞
0

dy
f(q, sδα0, 2y) cosh−2 y

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (5.92)

onde

∆Q0 = −se
2q

[
p∑
l=1

(−1)l

sl
sin(2πlα0)− q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y) cosh−2 y

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (5.93)

é a carga no vácuo e o segundo termo do lado direito representa a contribuição devido a

part́ıculas e anti-part́ıculas. Essas expressões podem sem simplificadas usando as relações

(B.4) e (B.6)

∆Q = ∆Q0 +
e

2q

∑
δ=±1

δ

eβ(m−δµ) + 1

[
1− q2

12
+ qα0 (qα0 − sδ)

]
, (5.94)

com ∆Q0 = seα0/2. Para |µ| < m, no limite de temperatura zero temos limT→0 ∆Q = ∆Q0

e a parte topológica da carga coincide com o estado de vácuo.

No caso |µ| > m, a carga à temperatura zero difere da carga no vácuo ∆Q0. Po-

demos obtê-la pela integração do lado direito de (5.87), omitindo o termo l = 0 (a parte de

Minkowski). Levando em consideração que∫ ∞
0

dy ygl(ay) =
1

4a2
, para l = 1, 2, (5.95)
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e usando a relação (B.4), encontramos a seguinte expressão

∆QT=0 = ∆Q0 + sgn(µ)
e

2q

{
1− q2

12
+ qα0 [qα0 − ssgn(µ)]

}
, (5.96)

com o mesmo ∆Q0 da Eq. (5.94). Para um dado sinal do potencial qúımico, a carga à

temperatura zero é completamente determinada pelos parâmetros topológicos do modelo.

Observamos que na avaliação da integral na Eq. (5.95) com a função g1(u) da Eq. (5.59) não

podemos mudar a ordem de integração. A fim de contornar esta dificuldade, introduzimos no

integrando a função e−by, com b > 0. Com essa função, mudando a ordem de integração, a

integral em y envolvendo a função de Bessel é avaliada utilizando [83]. Então, após a avaliação

da integral em x, tomamos o limite b → 0. Para |µ| = m a expressão (5.96) coincide com a

obtida a partir da Eq. (5.94) no limite T → 0.

5.4 Densidades de corrente

Nesta seção, consideramos os valores esperados das componentes espaciais para a

densidade de corrente. Antes de tudo, podemos ver que a densidade de corrente ao longo

da direção radial é zero, 〈j1〉 = 0, e somente a contribuição ao longo da direção azimutal

é diferente de zero. As contribuições para a corrente azimutal devido a part́ıculas e anti-

part́ıculas são obtidas a partir da Eq. (5.66) usando a Eq. (5.20). Para a componente f́ısica

〈jφ〉, temos que ela é conectada com a contribuição contravariante pela relação 〈jφ〉 = r〈j2〉,
com isso obtemos a seguinte expressão

〈jφ〉± = ± qe
2π

∑
j

εj

∫ ∞
0

dγ
γ2

E

Jβj(γr)Jβj+εj(γr)

eβ(E∓µ) + 1
. (5.97)

Chamamos a atenção de que o valor esperado da densidade de corrente azimutal não depende

do parâmetro s na Eq. (5.5) e é o mesmo para ambas as representações irredut́ıveis da álgebra

de Clifford.

Fazendo uso da relação de recorrência para a função de Bessel podemos mostrar que

εjJβj(x)Jβj+εj(x) =
1

x

(
εjβj −

1

2
x∂x

)
J2
βj

(x). (5.98)

Substituindo na Eq. (5.97) e usando a representação dada pela Eq. (5.26), a contribuição
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para a corrente azimutal de part́ıculas e anti-part́ıculas são representadas como

〈jφ〉± =
eqr

2π

∫ ∞
0

dγ
γ3/E

eβ(E∓µ) + 1

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

dt

t2
et/2−γ

2r2/t
∑
δ=±1

δI(q, δα0, γ
2r2/t). (5.99)

Levando em consideração a Eq. (5.29), a integral na variável t é expressa em termos da

função de Bessel de ordem 1, e obtemos

〈jφ〉± =
e

π

∫ ∞
0

dγ
γ2/E

eβ(E∓µ) + 1

{
p∑
l=1

(−1)l sin (2πlα0) J1(2γrsl)

− q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)J1(2γr cosh y)

[cosh(2qy)− cos(qπ)] cosh y

}
. (5.100)

Como podemos ver, a corrente azimutal é uma função ı́mpar do parâmetro α0. Note que

na ausência de potencial qúımico, µ = 0, as part́ıculas e anti-part́ıculas fornecem as mesmas

contribuições para a densidade de corrente total. Como anteriormente, iremos considerar

|µ| 6 m e |µ| > m separadamente.

5.4.1 Análise da densidade de corrente para |µ| 6 m

Para |µ| 6 m, usando a expansão dada pela Eq. (4.48), encontramos

〈jφ〉± = −23/2em3r

π3/2

∞∑
n=1

(−1)ne±nβµ

[
p∑
l=1

(−1)lsl sin(2πlα0)f3/2 (cnl)

− q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)f3/2 (cn(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
. (5.101)

Para a densidade de corrente total, ficamos

〈jφ〉 = −25/2em3r

π3/2

∞∑′

n=0

(−1)n cosh(nβµ)

[
p∑
l=1

(−1)lf3/2 (cnl) sl sin(2πlα0)

− q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)f3/2 (cn(y))

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
, (5.102)

onde o termo n = 0 corresponde ao valor esperado no vácuo, o qual foi calculado em [84]

〈jφ〉0 = −23/2em3r

π3/2

[
p∑
l=1

(−1)lsl sin(2πlα0)f3/2 (2mrsl)−
q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)f3/2 (2mr cosh y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
.

(5.103)
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Diferente do condensado fermiônico, a densidade de corrente azimutal tem paridade definida

com respeito as mudanças α0 → −α0 and µ→ −µ, ou seja, ela é uma função ı́mpar de α0 e

uma função par do potencial qúımico.

Na Fig. 5.4, mostramos de forma mais clara o comportamento da densidade de

corrente azimutal com relação ao parâmetro α0 para µ/m = 0.25, mr = 0.5, T/m = 0.5. Os

números próximos as curva são os valores de q. Como mencionamos a densidade de corrente

é uma função ı́mpar de α0.

Figura 5.4: Densidade de corrente azimutal como função de α0 para diferente valores do
parâmetro q (valores próximos as curvas) e para µ/m = 0.25, mr = 0.5, T/m = 0.5.

Para um campo sem massa, devido a condição µ 6 m, também devemos conside-

rar µ = 0. Usando a expressão assintótica para a função de Macdonald para argumentos

pequenos, encontramos

〈jφ〉 = −4er

π

∞∑′

n=0

(−1)n

[
p∑
l=1

(−1)lsl sin(2πlα0)

(n2β2 + 4s2
l r

2)
3/2

− q

π

∫ ∞
0

dy

(
n2β2 + 4r2 cosh2 y

)−3/2

cosh(2qy)− cos(qπ)
f2(q, α0, y)

]
. (5.104)

No caso do espaço-tempo de Minkowski com um fluxo magnético, a densidade de corrente é

obtida a partir da Eq. (5.102) tomando q = 1:

〈jφ〉 =
25/2em3r

π5/2
sin(πα0)

∞∑′

n=0

(−1)n cosh(nβµ)

∫ ∞
0

dy cosh(2α0y)f3/2 (cn(y)) . (5.105)
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No vértice do cone, a parte térmica da densidade de corrente azimutal vai para zero

com r para 2|α0| < 1 − 1/q, e com r2ρ para 2|α0| > 1 − 1/q. Para o primeiro caso o temos

dominante é obtido diretamente a partir do termo n 6= 0 na Eq. (5.102) tomando r = 0.

Isso se reduz as substituições cnl = cn(y) = mnβ. No segundo caso, o termo dominante na

expansão assintótica da parte térmica é encontrado de maneira similar ao que usamos para

o condensado fermiônico, e tem a forma dada por,

〈jφ〉 ≈ 〈jφ〉0 +
em2q(mr)2ρ

2ρ−1π5/2
Γ(1/2− ρ)sgn(α0) cos(πρ)

∞∑′

n=0

(−1)n cosh(nβµ)fρ+1(mnβ).

(5.106)

O valor esperado no vácuo diverge com 1/r2 e, portanto, é dominante próximo ao vértice do

cone.

Considerando o limite de baixas temperaturas para um valor fixo de mr, a principal

contribuição para a parte térmica da densidade de corrente azimutal é proveniente do termo

com n = 1 e encontramos,

〈jφ〉 ≈ 〈jφ〉0 +
2emT 2re−β(m−|µ|)

π

[
p∑
l=1

(−1)lsl sin(2πlα0)− q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)

cosh(2qy)− cos(qπ)

]
.

(5.107)

Neste limite a contribuição é finita e os efeitos da temperatura é suprimido pelo fator

e−β(m−|µ|).

Uma representação alternativa para a densidade de corrente no caso |µ| 6 m, é

obtida usando a fórmula dada pela Eq. (5.48)

〈jφ〉 = −2eT

π

+∞∑
n=−∞

bn

{
p∑
l=1

(−1)l sin(2πlα0)K1 (2rslbn)

− q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)K1 (2rbn cosh y)

[cosh(2qy)− cos(qπ)] cosh y

}
, (5.108)

onde bn é dado por (5.50).

A altas temperaturas, assumindo que rT � 1, a contribuição dominante na Eq.

(5.108) é devida aos termos com n = 0 e n = −1. Para q > 2 encontramos

〈jφ〉 ≈
2eT 3/2

√
s1r

sin(2πα0)
cos(2rs1µ)

e2πrs1T
. (5.109)
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No caso q < 2, assumindo T � 1/[πr sin2(qπ/2)], o termo dominante é dado por

〈jφ〉 ≈
eqT sin(πqα0) cos(2rµ)

πr sin(πq/2)e2πrT
. (5.110)

A dependência da densidade de corrente na temperatura é mostrada na Fig. 5.5

considerando dois valores para µ/m (números próximos as curvas). Consideramos os valores

q = 1.5, α0 = 0.25, mr = 0.5.

Figura 5.5: Densidade corrente em função da temperatura. Os números próximos as curvas
são os valores da razão µ/m considerando os valores q = 1.5, α0 = 0.25, mr = 0.5.

Para a investigação da corrente azimutal assintótica para grandes distâncias a par-

tir da origem, usamos novamente a representação (5.108). No caso q > 2, a dominante

contribuição é devida ao termo com l = 1, n = 0, 1 e obtemos

〈jφ〉 ≈
2eT sin(2πα0)
√
πs1r

Re
(
b

1/2
0 e−2rs1b0

)
. (5.111)

Para q < 2 e não muito próximo de 2, o termo dominante é dado pela expressão

〈jφ〉 ≈
eq sin(πqα0)T

π sin(πq/2)r
Re
(
e−2rb0

)
. (5.112)
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5.4.2 Análise da densidade de corrente para |µ| > m

Agora consideramos o densidade de corrente para o caso em que |µ| > m. A expressão

correspondente tem a forma

〈jφ〉 = 〈jφ〉0 + 〈jφ〉± +
e

π

∫ ∞
0

dγ
γ2/E

eβ(E−|µ|) + 1

{
p∑
l=1

(−1)l sin (2πlα0)

× J1(2γrsl)−
q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)J1(2γr cosh y)

[cosh(2qy)− cos(qπ)] cosh y

}
, (5.113)

onde os sinais superior e inferior correspondem aos casos µ < −m e µ > m, respectivamente.

A expressão para 〈jφ〉± no lado direito é dado pela Eq. (5.101). A temperatura zero, T → 0,

temos

〈jφ〉T=0 = 〈jφ〉0 −
ep3

0

2πm

{
p∑
l=1

(−1)l sin (2πlα0) g′1(p0rsl)

− q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)g′1(p0r cosh y)

[cosh(2qy)− cos(qπ)] cosh y

}
, (5.114)

com a função g1(u) dada pela Eq. (5.59) e g′1(u) = ∂ug1(u). O segundo termo no lado direito

é a contribuição de anti-part́ıculas para µ < −m e de part́ıculas para µ > m. No caso de um

campo sem massa, obtemos

〈jφ〉T=0 =
e

4πr2

{
p∑
l=1

(−1)l

s2
l

sin (2πlα0) g0(|µ|rsl)−
q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)g0(|µ|r cosh y)

[cosh(2qy)− cos(qπ)] cosh3 y

}
,

(5.115)

com a função

g0(u) =

∫ 2u

0

dxxJ1(x)− 1. (5.116)

A contribuição na Eq. (5.115) devida a −1 no lado direito da (5.116) corresponde a densidade

de corrente no vácuo. Ela depende da coordenada radial com 1/r2.

A dependência da densidade de corrente azimutal na distância a partir da origem é

mostrada na Fig. (5.6) para α0 = 0.25 e para diferente valores de q (números próximos as

curvas). O gráfico da esquerda é para µ/m = 0.25, T/m = 0.5. As linhas cheias no gráfico

da direita representa a densidade de corrente a temperatura zero para um campo fermiônico

sem massa com potencial qúımico µ. As linhas tracejadas são as densidades de corrente no

vácuo para o mesmo modelo
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Figura 5.6: Densidade de corrente versus a distância a partir do vértice para α0 = 0.25 e
para diferentes valores do parâmetro q (números próximos as curvas). O gráfico da esquerda
é considerado para µ/m = 0.25, T/m = 0.5. O gráfico da direita representa o limite de
temperatura zero (linhas cheias) e as correntes no vácuo (linhas tracejadas) para um campo
sem massa.

5.5 Considerações a respeito dos resultados

Neste caṕıtulo, investigamos a influência da temperatura e de um fluxo magnético

no condensado fermiônico e nas densidades de corrente, considerando um espaço-tempo de

(2+1) dimensões e a presença de um potencial qúımico não-nulo. Nossos cálculos foram

desenvolvidos considerando diferentes intervalos do potencial qúımico quando comparado

com a energia do estado fundamental, ε0 = m.

No caso em que |µ| 6 m, o condensado foi apresentado na forma dada pela Eq.

(5.41), onde s = 1 e s = −1 correspondem as duas representações inequivalentes da álgebra

de Clifford. Com estas representações, o termo de massa quebra as invariâncias P e T ,

e relacionado a este fato, o condensado tem paridade não definida em relação as reflexões

α0 → −α0 e µ → −µ. Para um campo sem massa, na ausência de um potencial qúımico, o

condensado é nulo. Na ausência do fluxo magnético, o condensado é dado pela Eq. (5.44)

e tem sinal oposto para as duas representações irredut́ıveis com o mesmo módulo. Outro

caso especial corresponde ao bulk de Minkowski (q = 1) na presença do fluxo magnético

com o condensado sendo dado pela Eq. (5.45). De modo a tornar mais claro o compor-

tamento do condensado, consideramos duas contribuições assintóticas da fórmula geral. A

parte térmica do condensado é finita no vértice para 2|α0| < 1− 1/q e diverge com 1/r1−2ρ,

com ρ = q (1/2− |α0|), no caso em que 2|α0| > 1 − 1/q. A divergência está relacionada

com o modo irregular. Para um campo massivo, o condensado no vácuo diverge no vértice
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com 1/r e esta parte é dominante para pontos próximos a origem. Considerando o limite de

baixas temperaturas e para |µ| < m a parte térmica é suprimida pelo fator e−(m−|µ|)/T . De

modo a investigar o limite assintótico de altas temperaturas, para o condensado fermiônico,

fornecemos uma representação alternativa dada pela Eq. (5.49). Neste limite, para pontos

não muito próximos a origem, o condensado é dominado pela parte de Minkowski. Os efei-

tos induzidos pelo déficit de ângulo planar e pelo fluxo magnético são suprimidos pelo fator

e−2πrT sin(π/q) para q > 2 e pelo fator e−2πrT para q < 2. O comportamento assintótico para

grandes distâncias a partir do vértice do cone é dado pelas Eqs. (5.55) e (5.56) para os casos

em que q > 2 e q < 2, respectivamente. A expressão para o condensado no caso |µ| > m

assume a forma dada pela Eq. (5.57) com os sinais superiores e inferiores correspondendo a

µ < −m e µ > m, respectivamente. Neste caso, o condensado, no limite de temperatura zero,

é dado pela Eq. (5.58), além disso, a parte devido ao vácuo contêm uma contribuição devido

a anti-part́ıculas (µ < −m) ou part́ıculas (µ > m) preenchendo os estados com energias

m 6 E 6 |µ|. Para pontos próximos ao vértice do cone, o condensado à temperatura zero

é dominado pela parte devido ao vácuo, enquanto que a grandes distâncias a contribuição

para part́ıculas ou anti-part́ıculas são dominantes.

As contribuições devido à part́ıculas e anti-part́ıculas para a densidade de carga são

dadas pela Eq. (5.68), e são transformadas para a forma da Eq. (5.70) no caso |µ| 6
m. Para a densidade de carga total temos a representação dada pela Eq. (5.74). No

caso de um campo sem massa com um potencial qúımico não-nulo, como consequência do

cancelamento das contribuições devido à part́ıculas e anti-part́ıculas, a densidade de carga

é nula. Similarmente ao condensado, a densidade de carga tem paridade indefinida com

respeito as mudanças de sinais α0 e µ. Na ausência do fluxo magnético, a expressão geral

é simplificada para a Eq. (5.76), e a densidade de carga é uma função ı́mpar do potencial

qúımico. A densidade de carga para o bulk de Minkowski com fluxo magnético é dada pela

Eq. (5.77). O comportamento da parte térmica da densidade de carga próxima ao vértice do

cone é similar ao condensado. Nesta região a densidade de carga total se comporta com 1/r e

é dominada pela parte devida ao vácuo. Para grandes distâncias da origem, o comportamento

da parte topológica na densidade de carga é dada pelas Eqs. (5.84) e (5.85) para q > 2 e q < 2,

respectivamente. Nesta região temos uma supressão exponencial da contribuição topológica.

A baixas temperaturas e para |µ| < m a densidade de carga é dominada pela parte do vácuo

e os efeitos da parte térmica são suprimidos pelo fator e−(m−|µ|)/T . Para altas temperaturas, a

principal contribuição é devida a parte de Minkowski, e a parte topológica se comporta com

e−2πrT sin(π/q) e e−2πrT nos casos em que q > 2 e q < 2, respectivamente. Para os valores do
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potencial qúımico |µ| > m, a expressão para a densidade de carga assume a forma dada pela

Eq. (5.86) com o sinal superior e inferior correspondendo a µ < −m e µ > m. A contribuição

de anti-part́ıculas ou part́ıculas para a densidade de carga a temperatura zero é dada pelo

segundo termo no lado direito da Eq. (5.87). Para um campo sem massa este termo é o

único presente e a expressão é simplificada a forma da Eq. (5.89).

A carga total induzida pelo déficit de ângulo planar e pelo fluxo magnético é finita.

Para |µ| 6 m é dada pela Eq. (5.94) com ∆Q0 sendo a carga no vácuo. No caso em que

|µ| > m, a carga a temperatura zero recebe uma contribuição adicional de part́ıculas ou

anti-part́ıculas, dependendo do sinal do potencial qúımico. Esta contribuição é dada pelo

segundo termo no lado direito da Eq. (5.96). Para um dado sinal do potencial qúımico a

carga é completamente determinada pelos parâmetros topológicos do modelo, q e α0.

No problema em consideração, a única componente não-nula para a densidade de

corrente é devida a contribuição ao longo da direção azimutal. Esta componente não depende

da representação da álgebra de Clifford. Para o potencial qúımico na região |µ| 6 m, o valor

correspondente esperado é dado pela Eq. (5.102). A densidade de corrente tem paridade

indefinida com respeito as mudanças α0 → −α0 e µ → −µ, e é uma função ı́mpar de α0

uma função par de µ. Em particular, a densidade de corrente é nula na ausência do fluxo

magnético. Para um campo sem massa a expressão geral é simplificada para a Eq. (5.104),

e no bulk de Minkowski na presença de um fluxo magnético temos a Eq. (5.105). A parte

térmica da componente azimutal da densidade de corrente é nula no vértice do cone com

r para 2|α0| < 1 − 1/q e com r2ρ no caso 2|α0| > 1 − 1/q. A corrente no vácuo diverge

com 1/r2 e é dominante para pontos próximos ao vértice do cone. À baixas temperaturas e

para |µ| < m a contribuição devida a temperatura finita é dada pelo segundo termo no lado

direito da Eq. (5.106) com uma supressão exponencial. À altas temperaturas a densidade

de corrente é suprimida pelo fator e−2πrT sin(π/q) no caso q > 2 e por e−2πrT para q < 2.

Os comportamentos assintóticos a grandes distâncias são dados pelas Eqs. (5.111) e (5.112)

nessas duas regiões de q. Para |µ| > m, a expressão para a densidade de corrente tem a

forma dada pela Eq. (5.113) e a densidade de corrente a temperatura zero é dada pela Eq.

(5.114). A última consiste em duas partes: a corrente no vácuo a corrente devida a part́ıculas

ou anti-part́ıculas preenchendo os estados com energias m 6 E 6 |µ|.



CAṔITULO 6

Considerações finais

Nesta tese, estudamos o efeito da topologia e da presença de campos magnéticos nas

flutuações quânticas do vácuo associada à campos bosônicos e fermiônicos carregados. Nesse

sentido, avaliamos os valores esperados das correntes de vácuo induzidas, e suas dependências

com os parâmetros f́ısicos relevantes do modelo em questão. No que se refere a campos

quânticos bosônicos, estudamos o efeito da compactificação na variável unidimensional nos

valores esperados da corrente induzida e com relação ao campo fermiônico, estudamos o

efeito térmico, admitindo que o campo está em equiĺıbrio térmico à uma temperatura T , e

um potencial qúımico, µ, não-nulo.

Investigamos as densidades de corrente bosônica no espaço-tempo compactificado de

uma corda cósmica com (D + 1)-dimensões, induzidas por um fluxo magnético ao longo do

eixo axial. Admitimos também a presença de um fluxo magnético extra devido a presença

de um potencial vetor ao longo da dimensão compacta. Os cálculos foram realizados pela

imposição da condição de quasi-periodicidade, uma fase arbitrária β, nas soluções da Eq.

de Klein-Gordon. A solução geral foi obtida considerando a presença de um potencial vetor

na Eq. (4.5). De modo a desenvolver essas análises, calculamos a função de Wightman de

frequências positivas, Eq. (4.22). A mesma é necessária para calcular os VEVs das densidades
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de corrente bosônica apresentadas pela Eq. (4.24).

Gostaŕıamos de enfatizar que as correntes analisadas no caṕıtulo 4 se referem a

correntes induzidas no vácuo pela presença do fluxo magnético e pela compactificação. Como

podemos notar, o déficit de ângulo planar associado com o espaço-tempo da corda cósmica

aumenta a intensidade da densidade de corrente azimutal, e a compactificação introduz uma

contribuição adicional para a corrente azimutal, e cria uma nova densidade de corrente axial.

Também investigamos os valores esperados do condensado fermiônico e das densi-

dades de corrente para um campo fermiônico massivo com um potencial qúımico não-nulo,

µ, em equiĺıbrio térmico à uma temperatura T , em um espaço-tempo cônico com (2+1) di-

mensões na presença de um fluxo magnético localizado no vértice do cone. Para os espinores

do campo realizando as duas representações inequivalentes da álgebra de Clifford, os valores

esperados são decompostos em três contribuições: uma devido ao valor esperado no vácuo, e

as duas outras devido às part́ıculas e anti-part́ıculas. Todas essas contribuições são funções

periódicas do fluxo magnético com peŕıodo igual ao fluxo quântico. A contribuição devida ao

valor esperado no vácuo foi investigada em um trabalho anterior e nesta tese nos preocupa-

mos somente com os efeitos da temperatura finita. Além disso, vimos que o termo de massa

na equação de Dirac, quebra a invariância por paridade e reversão temporal, o que justifica

os cálculos para as duas representações irredut́ıveis da álgebra de Clifford.

Uma extensão natural de nosso trabalho, para o caso bosônico, é o cálculo do Tensor

energia-momento associado a este modelo. Já para o caso fermiônico, a perspectiva futura

é calcular o condensado fermiônico e as densidades de corrente induzidas por uma fronteira,

além dos respectivos Tensores energia-momento. Além disso, pretendemos estudar as cordas

cósmicas em teorias alternativas da gravitação, como por exemplo, a teoria de Rastall e as

teorias f(R). Outro tópico que nos desperta interesse, é o estudo de cordas cósmicas no

contexto de branas.



APÊNDICE A

Fórmulas de soma

Iremos desenvolver aqui as somas envolvendo as funções de Bessel modificadas nas

Eqs. (4.31) e (4.41).

A.1 Fórmula de soma envolvendo a função de Bessel

modificada Iβn(w)

Iniciaremos, primeiro com a Eq. (4.31). Vamos considerar a soma

I(w, α, q) =
∞∑

n=−∞

Iq|n+α|(w) = Iq|α0|(w) +
∞∑
n=1

[Iq(n+α0)(w) + Iq(n−α0)(w)]. (A.1)

Uma representação integral muito útil para Iβn(w) foi previamente considerada em [84] e será

usada aqui. Esta representação é dada por

Iβn(w) =
sin(πβn)

πβn
e−w +

w

π

∫ π

0

dy sin y
sin(yβn)

βn
ew cos y − sin(πβn)

π

∫ ∞
0

dye−w cosh y−βny,(A.2)

onde em nosso caso βn = q|n+α0|. Com a substituição da Eq. (A.2) na Eq. (A.1), podemos

trabalhar cada termo separadamente. Assim, usando a Eq. (06) (seção 5.4.3) de [88], a soma
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em n do primeiro e segundo termos no lado direito da Eq. (A.2) é

∞∑
n=−∞

sin(βnθ)

βn
=

π

q sin(πα0)
sin[(2k + 1)πα0]. (A.3)

que é válida somente para 2kπ/q < θ < (2k + 2)π/q.

Agora, consideramos a soma em n do último termo do lado direito da Eq. (A.2).

Esta soma pode ser reescrita como

∞∑
n=−∞

sin(πβn)e−βny = sin(πqα0)e−qα0y +
∞∑
n=1

[
sin[(n+ α0)qπ]e−(n+α0)qy

+ sin[(n− α0)qπ]e−(n−α0)qy
]
. (A.4)

Além disso, pode-se considerar a soma do lado direito da Eq. (A.4) na seguinte forma:

e∓α0qy

∞∑
n=1

sin[(n± α0)qπ]e−nqy = e∓α0qy

[
cos(α0πq)

∞∑
n=1

sin(nπq)e−nqy

± sin(α0πq)
∞∑
n=1

cos(nπq)e−nqy

]
. (A.5)

Assim, podemos usar as Eqs. (01) e (02) (seção 5.4.12) de [88] para realizar as somas no lado

direito da Eq. (A.5). Fazendo isso, e substituindo o resultado na Eq. (A.4), obtemos

∞∑
n=−∞

sin(πβn)e−βny =
f(q, α0, y)

cosh(qy)− cos(πq)
, (A.6)

onde

f(q, α0, y) = sin[(1− |α0|)πq] cosh(|α0|qy) + sin(|α0|πq) cosh[(1− |α0|)qy]. (A.7)

Como pode ser visto na Eq. (A.7), estamos considerando somente o módulo de α0. de modo

a fazer a Eq. (A.7) uma função par em α0 e, portanto, compat́ıvel com a Eq. (A.1) que

também é uma função par do mesmo parâmetro. Finalmente, combinando as Eqs. (A.1),
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(A.2), (A.3) e (A.6), estamos aptos a mostrar que

I(w, α0, q) =
ew

q
− 1

π

∫ ∞
0

dy
e−w cosh yf(q, α0, y)

cosh(qy)− cos(πq)

+
2

q

[q/2]∑′

k=1

cos(2kπα0)ew cos(2kπ/q) , (A.8)

onde [q/2] representa a parte inteira de q/2, e o sinal ′ na soma significa que no caso em que

q = 2p o termo k = q/2 deve ser considerado com o coeficiente 1/2. Note que fazendo a soma

em k de −p a +p na Eq. (A.3) nos fornece o último termo do lado direito da Eq. (A.8),

após combinar as Eqs. (A.1), (A.2), (A.3) e (A.6). Podemos ver agora que a Eq. (A.8) está

em perfeita concordância com a Eq. (A.1), ou seja, ambas são funções par de α0. Este fato

somente é posśıvel se considerarmos o módulo de α0 em na Eq. (A.7).

Para valores inteiros de q e α0 = 0, temos

I(w, q) =
ew

q
+

1

q

q−1∑
k=1

ew cos(2kπ/q). (A.9)

O caso especial em (A.9) foi considerado em outros contextos [26–30]).

A.2 A segunda soma envolvendo a função de Bessel

modificada Iβn(z)

Vamos agora provar a soma em n presente na Eq. (4.41), que é considerada aqui na

seguinte forma

S =
∞∑

n=−∞

(n+ α0)Iq|n+α0|(w)

= α0Iq|α0|(w) +
∑
n≥1

[
(n+ α0)Iq(n+α0)(w)− (n− α0)Iq(n−α0)(w)

]
, (A.10)
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que é uma função ı́mpar de α0. Assim, considerando primeiramente somente valores positivos

de α0 e usando as relações [72]:

(n+ α0)Iq(n+α0)(w) = −w
q

d

dw
Iq(n+α0)(w) +

w

q
Iq(n+α0)−1(w) ,

(n− α0)Iq(n−α0)(w) =
w

q

d

dw
Iq(n−α0)(w)− w

q
Iq(n−α0)+1(w) , (A.11)

na Eq. (A.10), temos

S = −w
q

d

dw

[
Iq|α0|(w) +

∑
n≥1

Iq(n+α0)(w) +
∑
n≥1

Iq(n−α0)(w)

]

+
w

q

[
Iq|α0|−1(w) +

∑
n≥1

Iq(n+α0)−1(w) +
∑
n≥1

Iq(n−α0)+1(w)

]
. (A.12)

Com a definição, α̃0 = α0 − 1/q, podemos reescrever a Eq. (A.12) como

S = −w
q

d

dw

∞∑
n=−∞

Iq|n+α0|(w) +
w

q

∞∑
n=−∞

Iq|n+α̃0|(w). (A.13)

Por outro lado, podemos trocar os fatores (n ± α) entre as relações apresentadas na Eq.

(A.11). Isto fornece

S =
w

q

d

dw

∞∑
n=−∞

Iq|n+α0|(w)− w

q

∞∑
n=−∞

Iq|n+α̃0|(w) , (A.14)

onde agora, α̃0 = α0 + 1/q. A substituição da Eq. (A.8) na Eq. (A.14), pode ser separada

em dois termos, ou seja

S = Sα0 + Sα̃0 (A.15)

O primeiro termo é dado por

Sα0 = −2w

q2

[q/2]∑′

k=0

cos(2kπ/q) cos(2kπα0)ew cos(2kπ/q)

− w
qπ

∫ ∞
0

dy cosh y
e−w cosh yf(q, α0, y)

cosh(qy)− cos(πq)
, (A.16)
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e o segundo termo, Sα̃0 , é dado em termos de Sα0 de acordo com

Sα̃0 = −Sα0 +
2w

q2

[q/2]∑′

k=1

sin(2kπ/q) sin(2kπα0)ew cos(2kπ/q)

+
w

qπ

∫ ∞
0

dy sinh y
e−w cosh yg(q, α0, y)

cosh(qy)− cos(πq)
, (A.17)

onde a função, g(q, α0, y), é definida como

g(q, α0, y) = sin(qπα0) sinh[(1− |α0|)qy]− sinh(yqα0) sin[(1− |α0|)πq]. (A.18)

Como consideramos somente valores positivos de α0, a Eq. (A.18) não precisa depender

de |α0|. Entretanto, se tomarmos valores negativos de α0 na Eq. (A.10) obteŕıamos uma

expressão similar, assim como na Eq. (A.18), porém com sinal contrário. Isto sugere que

para satisfazer ambas as possibilidades, temos que incluir o módulo de α0 como mostrado na

Eq. (A.18).

Portanto, substituindo a Eq. (A.17) na Eq. (A.15) finalmente encontramos

S =
2w

q2

[q/2]∑′

k=1

sin(2kπ/q) sin(2kπα0)ew cos(2kπ/q) +
w

qπ

∫ ∞
0

dy sinh y
e−w cosh yg(q, α0, y)

cosh(qy)− cos(πq)
.

(A.19)

Note que ambas as Eqs. (A.10) e Eq. (A.19) são funções ı́mpar de α0, como deveriam ser.

Isto somente é posśıvel se considerarmos o módulo de α0 como mostrado em na Eq. (A.18).

Notemos também que usando a Eq. (A.13), em vez da Eq. (A.14), obteŕıamos a Eq. (A.19).

A.3 Análise da densidade de corrente induzida ao longo

das dimensões extras

Os VEVs da densidade de corrente ao longo das dimensões extras, 〈ji(x)〉 para

i = 4, · · · D, são dadas por

〈ji(x)〉 = ie lim
x′→x

(∂xi − ∂x′i)W (x, x′) , (A.20)
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que podem ser escritas como

〈ji(x)〉 = − eq

L(2π)D−2
lim
x′→x

∑
σ

eiqn∆φei
~k·∆~r‖ki λJq|n+α|(λr)Jq|n+α|(λr

′)

× e−iωl∆t+ikl∆z

ωl
. (A.21)

A integral em ki pode ser avaliada usando a Eq. (4.13) e a identidade

1√
m2 + λ2 + k̃2

l + ~k2

=
2√
π

∫ ∞
0

ds e−(m2+λ2+k̃2
l +~k2)s2 . (A.22)

Então, a integral em ki é dada por

∫ ∞
−∞

dki kie−s
2(ki)2

eik
i∆xi‖ =

i
√
π∆xi‖
2s3

e−
(∆xi‖)

2

4s2 . (A.23)

Esta expressão tende a zero no limite ∆xi‖ → 0. Além disso, no limite de coincidência,

r′ → r, a integral em λ fornece um resultado equivalente a Eq. (4.28). Além do mais, as

integrais nas outras componentes do momento ao longo das dimensões extras, kr com r 6= i,

fornecem resultados similares aos dados na Eq. (4.29). Usando novamente os resultados dados

pelas Eqs. (A.8) e (A.7) para a soma envolvendo a função modificada de Bessel e identificando

o primeiro termo como a contribuição do espaço-tempo de Minkowski na ausência do fluxo

magnético, podemos renormalizar estas densidades de corrente somente desprezando este

termo. Fazendo isso, podemos ver que os termos dentro da soma e da integral contêm fatores

e−r
2 sin2(πk/q)/s2 e e−r

2 cosh2(y/2)/s2 , respectivamente. Consequentemente, as integrais em s dos

termos remanescentes são finitas. Então, nossa conclusão final é que, por conta da Eq.

(A.23) ir para zero no limite de coincidência e valores renormalizados para as outras integrais

são finitos neste limite, não haverá densidade de corrente induzida no vácuo ao longo das

dimensões extras.



APÊNDICE B

Fórmulas usadas na simplifação da carga total

Neste apêndice derivamos as fórmulas usadas na Seção 5.3 para a simplificação das

expressões da carga total. Vamos considerar a integral

P =

∫ ∞
0

dx e−x [I(q, α0, x)− ex/q] , (B.1)

onde I(q, α0, x) é dado pela Eq. (5.27) com α = α0. A partir da Eq. (5.29) segue que

a integral é convergente. Iremos avaliá-la de duas maneiras distintas. Primeiro, usamos a

Eq. (5.27). Substituindo na Eq. (B.1), notamos que as integrais separadas com o primeiro

e segundo termo no colchete divergem. De modo a ter as integrações separadas corretas,

escrevemos a integral como limλ→1

∫∞
0
dx e−λx [· · ·]. Para λ > 1 ambas as integrais convergem

separadamente. Usando o resultado padrão para a integral com a função de Bessel modificada

[83], após a soma em j e fazendo λ→ 1 obtemos

P =
1− q2

12q
+ α0 (qα0 − 1) . (B.2)

Na segunda abordagem para a avaliação da integral na Eq. (B.1) usamos a repre-
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sentação dada pela Eq. (5.29). Após a integração elementar em x encontramos

P =
1

q

p∑
l=1

(−1)l

s2
l

cos(2πl(α0 − 1/2q))− 1

π

∫ ∞
0

dy
f(q, α0, 2y)/ cosh2 y

cosh(2qy)− cos(qπ)
. (B.3)

A partir das Eqs. (B.2) e (B.3) segue que

p∑
l=1

(−1)l

s2
l

cos(2πl(α0 − 1/2q))− q

π

∫ ∞
0

dy
f(q, α0, 2y)/ cosh2 y

cosh(2qy)− cos(qπ)
=

1− q2

12
+ qα0 (qα0 − 1) .

(B.4)

No caso especial em que α0 = 0 a expressão acima nos dá

p∑
l=1

(−1)l

s2
l

cl +
2q

π
cos(qπ/2)

∫ ∞
0

dy
sinh(qy) sinh y cosh−2 y

cosh(2qy)− cos(qπ)
=

1− q2

12
. (B.5)

Como outra consequência da Eq. (B.4) temos

p∑
l=1

(−1)l

sl
sin(2πlα0)− q

π

∫ ∞
0

dy
f2(q, α0, y)/ cosh2 y

cosh(2qy)− cos(qπ)
= −qα0. (B.6)

Outras relações são obtidas a partir da Eq. (B.4) pela diferenciação com respeito a α0.
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