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Resumo

Nesta tese, investigamos o efeito da topologia e de um campo magnético nas flu-
tuagoes do vacuo associadas a campos bosonicos e fermionicos carregados. Primeiramente,
analisamos as densidades de correntes induzidas no vacuo para um campo bosonico em um
espago-tempo de uma corda césmica com (D+1) dimensoes. Para esta anélise, consideramos
a presenca de um fluxo magnético ao longo das diregoes axial e azimutal e que o eixo z é com-
pactificado em um circulo de comprimento L. Esta anélise é realizada fazendo uso da funcao
de Wightman de frequéncias positivas, que é necessaria para calcular os valores esperados
no vacuo das densidades de correntes induzidas. Nossa segunda investigacao é relacionada
a campos fermionicos. Investigamos os valores esperados do condensado fermionico, (1)),
carga e densidades de corrente para um campo fermionico massivo em equilibrio térmico a
uma temperatura 7', e com um potencial quimico nao-nulo, pu. Consideramos um espacgo-
tempo conico em (2+1) dimensbes na presenga de um campo magnético no vértice do cone.
Para esta analise, dois casos foram considerados separadamente. Primeiramente, considera-

mos o caso em que |u| < m, e em seguida, o caso em que |u| > m.

Palavras-chave: corda césmica, correntes induzidas, compactificagao, condensado

fermionico, temperatura finita, campo magnético.



Abstract

In this thesis, we investigate the effect of the topology and the magnetic field on the
vacuum fluctuations associated to bosonic and fermionic charged fields. Firstly, we analize
the vacuum induced current densities for a bosonic field in a (D+1)-dimensional cosmic
string spacetime. For this analysis, we consider the presence of a magnetic field along of
the azimuthal and axial directions and that the z-axis is compactified to a circle of lenght
L. This analysis is performed using the positive frequencies Wightman function, that is
necessary to calculate the vacuum expectation values of the induced current densities. Our
second investigation is related with fermionic fields. We investigate the expectation values of
the fermionic condensate, (¥1)), charge and current densities for a massive fermionic field in
thermal equilibrium with 7" temperature, with a nonzero chemical potential, . We consider
the background of a (2+1)-dimensional conical spacetime and the presence of a magnetic
field in the cone apex. In this analysis, we consider two separeted cases. Firstly, we consider

the case where |p| < m and after that the case where |u| > m.

Keywords: cosmic string, induced currents, compactification, fermionic condensate,

finite temperature, magnetic field.
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CAPITULO 1

Introducao

Quebras de simetria no universo primordial devido a transicoes de fase, tém diver-
sas consequéncias cosmologicas, fornecendo um elo importante entre fisica de particulas e a
cosmologia. Em particular, diferentes tipos de defeitos topolégicos podem ter sido forma-
dos devido as transi¢oes de fase do vacuo apds o tempo de Planck [1,2]. Entre eles, cordas
césmicas sao de interesse especial, pois acreditava-se que elas poderiam oferecer uma alterna-
tiva a inflagao, no sentido de gerar as perturbagoes de densidade primordial que causaram o
crescimento de galaxias [3,/4]. Porém, mesmo com observagoes recentes da radiagao césmica
de fundo, onde foi descartado as cordas césmicas como fonte primordial de perturbacao na
distribuigdo de matéria no universo [5], elas ainda sdo candidatas a um nimero de efei-
tos fisicos interessantes, como explosdes de raios gama [6], ondas gravitacionais [7] e raios
cosmicos de altas energias [8]. Mais recentemente, devido ao fato de uma variagao de seu
mecanismo de formagao ser proposta no contexto da inflagao [9,/10], o interesse por cordas

cosmicas foi renovado.

Uma corda césmica ideal é um defeito linear, retilineo, cujo raio é desprezivel, com o
espago-tempo produzido por ela sendo localmente plano, porém, globalmente conico, com um
déficit de angulo planar determinado pela tensao da corda, A¢ = 87 G, onde G é a constante
da gravitacao de Newton e py ¢ a densidade linear de massa da corda. Embora este objeto

tenha sido introduzido na literatura primeiramente como sendo uma distribui¢ao de energia

lde




Capitulo 1. Introduc3o 2 de[112]

tipo Delta de tensao axial ao longo de uma linha reta [11], ele também pode ser descrito
por uma teoria classica de campos onde o tensor energia-momento associado ao sistema
Maxwell-Higgs, investigado por Nielsen e Olesen em [12], se acopla as equagoes de Einstein.
Este sistema acoplado foi investigado por Garfinkle e Linet em [13] e [14], respectivamente.
Os autores mostraram que um déficit de angulo planar, A¢, surge na superficie bi-dimensional

perpendicular a corda, assim como um fluxo magnético atravessando seu ntcleo.

Nesta tese, uma de nossas contribuigoes é analizar os efeitos quanticos, mais es-
pecificamente, as flutuacoes do vacuo das densidades de corrente, em um campo bosonico
considerando um espaco-tempo com D41 dimensoes de uma corda césmica, na presenca de
um fluxo magnético e da compactificagao do eixo z de nosso modelo. As flutuagoes do vacuo
sao alteradas devido a estrutura conica do espaco-tempo de uma corda césmica, com isso
o valor esperado no vacuo (VEV) de observaveis fisicos adquirem valores nao nulos [15-19)
e [20-23]. Além disso, a presenca de um campo magnético atravessando o nticleo da corda
fornece contribuigoes adicionais para os VEVs associados a campos carregados [24-30], assim

como, densidades de corrente induzidas no vécuo, (j*).

A presenca de dimensbes compactas também induz efeitos quanticos topoldgicos
em campos de matéria. E bem conhecido que a presenca de dimensoes compactas é uma
caracteristica importante em muitas teorias da fisica fundamental de altas energias, como
teorias de supergravidade e supercordas. Os efeitos combinados da topologia nao trivial do
espacgo-tempo de uma corda césmica, de dimensao compacta ao longo do eixo da corda e
da presenca do fluxo magnético no ntcleo da corda, nos VEVs do tensor energia-momento,
(T,,,), e densidades de correntes, (j,), associados a campos quanticos fermionicos carrega-
dos em um espago-tempo 4-dimensional de uma corda césmica foram investigados em [31]
e [32], respectivamente. Uma aplicagao interessante de modelos tedricos com a presenga de
dimensdes compactas pode ser encontrada em nanofisica [33]. A descricao de longo compri-
mento de onda dos estados eletronicos no grafeno pode ser formulada em termos da teoria
tipo Dirac em um espago-tempo tri-dimensional, com a velocidade de Fermi fazendo o papel

da velocidade da luz.

A outra contribuicdo que damos nesta tese, é analisar o condensado fermionico e as
densidades de correntes induzidas por um campo magnético, considerando um espaco-tempo
conico com (2+41) dimensées em equilibrio térmico a uma temperatura 7 e a presenca de um
potencial quimico nao-nulo. Modelos tedricos com campos fermiénicos em (2+1) dimensdes
dao origem a inumeros problemas fisicos, como as j& mencionadas teorias tipo Dirac. Os

exemplos incluem modelos de supercondutividade a altas temperaturas, grafeno, estados com
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densidades-d de ondas e isolantes topoldgicos [33-37]. Outra motivagao para estudar estes
sistemas é devida a conexao de modelos com (2+1) dimensdes para o comportamento de altas
temperaturas de um campo 4-dimensional [38]. Teorias de campo em trés dimensoes também
fornecem modelos simples na fisica de particulas. Por causa de uma dimensao a menos elas
sao mais faceis de manusear. Na presenga de um campo de gauge externo, férmions em um
espago-tempo tri-dimensional induzem uma corrente no vacuo topologicamente nao-trivial
com paridade anormal [39-44]. Em modelos com férmions acoplados com o campo de gauge
de Chern-Simons a invariancia de Lorentz deve ser espontaneamente quebrada [45-50]: existe
um estado com um campo magnético nao-nulo e com energia menor do que a energia mais

baixa na auséncia do campo magnético.

Entre os mais interessantes tépicos no estudo de teorias em (2+1) dimensodes estd a
quebra de simetria chiral e de paridade. Em particular foi mostrado que o campo magnético
serve como um catalisador para a quebra de simetria dinamica [51-56]. Um ponto chave
destas consideracoes é a aparéncia de um condensado fermionico nao-nulo induzido pelo
campo magnético. Este fenomeno pode ser importante na fisica de supercondutividade a

altas temperaturas [57-59]

Esta tese esta organizada da seguinte maneira: nos capitulos [2| e [3] faremos uma
revisao a respeito das Teorias Classica e Quantica de Campos, respectivamente. Ja nos
capitulos [4] e [§] estdo as nossas contribuicdes, ver Refs. [60] e [61]. No capitulo [4] anali-
samos os VEVs da densidade de corrente bosonica induzida por um fluxo magnético em
um espago-tempo idealizado de uma corda césmica com (D+1) dimensoes, admitindo que
a coordenada ao longo do eixo z é compactificada em um circulo de comprimento L. No
capitulo [5 analisamos o condensado fermionico e os VEVs das densidades de correntes para
um campo fermioénico massivo em um espago-tempo conico com (2+41) dimensdes com um
fluxo magnético localizado no vértice do cone. Consideramos que o campo fermionico esta
em equilibrio térmico a uma temperatura 1" e a presenca de uma potencial quimico nao-nulo.
No capitulo [f] mostramos as conclusoes de nossas anélises. Introduzimos também alguns
Apéndices, [A] e B] contendo detalhes mateméticos relevantes ao texto. Ao longo da tese,

adotamos o sistema de unidades naturais h = G = ¢ = kg = 1 e a assinatura (4, —, —, —).



CAPITULO 2

Teoria Classica de Campos

Neste capitulo vamos fazer uma breve revisao da Teoria Classica de Campos e ver
como ela se comporta sob transformacgoes gerais de coordenadas. Iremos analisar como as
teorias escalares e fermionicas devem ser generalizadas para se tornarem invariantes sob este
tipo de transformacao. Antes, porém, faremos uma breve discussao a respeito da geometria

pseudo-Riemmaniana.

2.1 O espaco-tempo de Einstein

Em 1905, A. Einstein propés uma nova formulacao para a teoria da gravitacao.
Nesse novo formalismo, a presenga de matéria e energia modificaria a estrutura geométrica
do espaco e do tempo, e essas duas grandezas, o espago e o tempo, seriam na verdade uma
s0: o espago-tempo. Desta forma, em uma determinada regiao onde houvesse a presenca
de um objeto com uma grande quantidade de massa, o espago-tempo ao redor deste objeto
seria modificado, geometricamente falando. Para dar base matematica a esta idéia, Einstein
dotou o espaco de uma estrutura métrica, onde deveria conter toda a informagao geométrica
do espaco-tempo. Esta estrutura métrica Einstein denominou de tensor métrico, usualmente

representado por g, (x). A seguir, faremos uma breve revisao a respeito de conceitos basicos

4de
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que sao necessarios na introducao da estrutura métrica do espago-tempo.

Iniciaremos tratando de referencial inercial e nao-inercial. Em um espacgo-tempo
quadri-dimensional, o elementro de linha, ds, em um referencial inercial, usando as coorde-

nadas (¢, z,vy, z), é dado por
ds* = dt* — da* — dy* — d2?, (2.1)

e é invariante por transformacoes de Lorent7!] Se considerarmos um sistema de referéncia nio-
inercial, o elemento de linha ja nao serd mais dado pela soma dos quadrados das diferenciais
das coordenadas. Por exemplo, se tivermos em mente um referencial girante com velocidade
angular w, em torno de um eixo z, onde as coordenadas sdo dadas por (¢',z',y/,7), as

transformacoes de coordenadas entre os referenciais sao dadas por

r = ' cos(wt) — y sin(wt),
y = a'sin(wt) + y' cos(wt), (2.2)
z = 2,

que pode ser invertida, para escrevermos

' = xcos(wt)+ ysin(wt),
y = —xsin(wt) + ycos(wt), (2.3)
Z = =z

Desta maneira, o elemento de linha, ds’, é escrito como
ds”? = [1 —w?(2® + y?)|dt* — 2wdt(ydr — xdy) — do* — dy* — d2*. (2.4)

A partir da equacao anterior, notamos que o elemento de linha nao é dado pela soma ou

diferenca dos quadrados das diferenciais das coordenadas.

Definimos o quadri-vetor posigao por z# = (2 = t, 2! = x,2? = y, 2% = 2), com

'Uma transformacdo de Lorentz é definida como uma transformacdo de coordenadas, dada por: z% —
7' = A“bzb. Com A% sendo as matrizes que constituem elementos do grupo de Lorentz, obedecendo a relagao
AC Ab = §@

bt ¢ — Ye-
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pn=0,1,2,3 e o tensor métrico como 1), porE|
N = diag(l, -1, -1, —1). (2.5)
Assim, a Eq. pode ser escrita na seguinte forma
ds® = n,da"dz”, (2.6)

onde os indices repetidos estao sendo somados.

Quando fazemos uso de sistemas de referéncia nao-inerciais, de maneira geral, o ele-
mento de linha pode incluir termos que sao produtos de diferenciais de diferentes coordenadas.

Consequentemente, o elemento de linha passa a ser escrito como:
ds® = g, dxtdx”, (2.7)

com g, representando um conjunto de dez fungoes dependentes das coordenadas, do tempo e
espaco. As fungoes g, contém todas as propriedades geométricas do espaco-tempo, de modo
que o espacgo-tempo associado a ele é curvilineo, correspondente a um referencial acelerado.

Para um referencial inercial, temos que g, = 7.

Segundo Einstein, referenciais nao-inerciais, de certa maneira, sao correspondentes a
campos gravitacionais, passando a serem descritos pelo tensor métrico g,,,, sendo a gravitacao
descrita pelos desvios na métrica do espago-tempo plano (espago-tempo de Minkowski) de-
pendente da distribuicao de matéria local. Esta equivaléncia entre referenciais acelerados e
campos gravitacionais se da apenas localmente, pois em um sistema nao-inercial, com uma
métrica g,,, ela pode ser reduzida globalmente a forma dada pela Eq. por uma trans-
formacao de coordenadas. Além disso, nao podemos eliminar um campo gravitacional por
meio de uma transformagao de coordenadas, e a métrica s6 pode ser reduzida ao espaco-
tempo de Minkowski em uma regiao finita do espago, ou seja, localmente. Quando isso

ocorre, dizemos que o espago-tempo é curvo ou pseudo-Riemmaniano.

O objeto geométrico, g,,, em um espago-tempo pseudo-Riemmaniano, ¢ um tensor

covariante e simétrico de ordem 2. Também pode ser definido um tensor métrico contravari-

2Adotaremos nesta tese a assinatura para o tensor métrico (4, —, —, —).
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ante, g, que é o inverso do tensor métrico covariante. Logo, ¢* é dado por:

AW
g = , (2.8)
g

com ¢ sendo o determinante de g,, e A" o co-fator de g, .

2.2 A equacao de Klein-Gordon

A dinamica relativistica de um campo escalar, ¢(x), é governada pela equagao de
Klein-Gordon. Nesta secao, iremos analisar a interacao do campo escalar com os campos
eletromagnético e gravitacional separadamente. Em seguida, iremos considerar a interagao
deste campo com o gravitacional e eletromagnético simultaneamente. Veremos que isso im-
plicara em modificagoes que a equacao do campo deve sofrer, afim de torna-la invariante de

gauge e covariante por transformacoes gerais de coordenadas.

2.2.1 Interacao do campo de escalar com o campo eletromagnético

A acao associada a um campo escalar carregado e livre, com massa m, é dada por

S = /d493\/—_g£(:v), (2.9)

onde L(x) é a densidade de Lagrangeana do campo escalar, dada por

L(z) = g*0up" (2)0pp(x) — m*p* (2) (), (2.10)

sendo g% Pl o tensor métrico correspondente ao espaco plano e g = det(gy).

A inclusao da interacao eletromagnética se da através do campo de gauge, A,, na
densidade de Lagrangeana. Nesse sentido, o conceito de derivada é redefinido, como mostrado
abaixo

0y = Oy + ieA,, (2.11)

onde A, é o quadri-vetor potencial eletromagnético sendo e a carga elétrica do campo, in-

30s indices latinos a, b, c, ... serdo usados quando escrevemos as equacoes em coordenadas cartesianas, na
auséncia da gravitagdo. Quando considerarmos a presenca do campo gravitacional, iremos utilizar os indices

gregos W, v, ...
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troduzindo o acoplamento entre o campo de matéria e o campo de gauge (Acoplamento
minimo). Dessa forma, considerando que o campo ¢(x) esteja interagindo com o campo ele-
tromagnético A,(x), a densidade de Lagrangeana dada pela Eq. (2.10]), usando a Eq. (2.11)),

torna-se
L(z) = g*(Dap(x))* Dyp(x) — m*¢* (x)p(x), (2.12)
com D, = 0, + ieA,.

As equagoes de Euler-Lagrange nos fornecem a equagao de Klein-Gordon, dada por
(D, D* +m?)p = 0. (2.13)

Também podemos determinar o tensor energia-momento, que é definido como

05

2
~ V—g(@) 09 (z)

Logo, variando a ac¢do em rela¢do ao tensor métrico g, (), obtemos para o tensor energia-

Ton() (2.14)

momento
Top(x) = (Dap())" Dyp(x) + Dap(2)(Dyp(2))" — ganL(). (2.15)

2.2.2 Interacao do campo escalar com o campo gravitacional

De acordo com a Teoria da Relatividade Geral, quando a gravitacao estd presente,
um espacgo-tempo curvo se faz necessario para acomodar o campo gravitacional. Ou seja, a

curvatura do espago-tempo pseudo-Riemmaniano é descrita através do campo gravitacional.

Segundo o principio da covariancia, que é um dos fundamentos da Relatividade Geral,
as leis da fisica devem permanecer invariantes, independentes do sistema de coordenadas
adotado. Ou seja, os resultados fisicos nao dependem do sistema de coordenadas usado para

obter um determinado resultado.

Quando consideramos a interacao do campo escalar com o campo gravitacional,
devemos considerar a generalizagao covariante da equagao de Klein-Gordon, considerando
em vez de 0, a derivada covariante gravitacional D, no formalismo do campo livre. Esta
interacao é denominada de acoplamento minimo gravitacional. Sendo assim, a equacao do
campo sera escrita como

(D, D" +m*)p(z) =0, (2.16)
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que também pode ser escrita na forma

1

N

com g = det(g,,). Esta equacao é invariante por transformacoes gerais de coordenadas.

au(\/__gglwau) + m? SO(I) =0, (2'17>

Vale destacar que esta equagao nao é invariante por transformacoes conformes. Ou
seja, quando fazemos um mapeamento do espaco Riemmaniano com a métrica g,,, em outro
com uma métrica g,,, dada por

G = Guve” 27, (2.18)

sendo o(x) uma funcdo arbitraria e bem comportada das coordenadas, ndo ha nenhuma

transformagao do tipo ¢ — ¢ = Flo]p de modo que a Eq. (2.16) mantenha sua covariancia.

Gursey em [62], sugeriu uma generalizagdo da equacao de Klein-Gordon, dada por

V#__Q@W——ggwa» L ER 4 m?| plx) =0, (2.19)

onde R = R¥, ¢ o escalar de curvatura do espago-tempo, sendo R, o tensor de Ricci.

Agora, supondo que £ = &, = (N — 2)/[4(N — 1)], onde N a dimensao do espago,
a equagao associada ao campo escalar sem massa é invariante conformeﬂ Quando fizer-
mos o mapeamento do espago Riemmaniano, dado pela Eq. (2.18), acompanhado com a

transformacao do campo dada por

plz) = Bla) = pl)e s 7, (2:20)
temos que a equacao do campo passa a ser dada por
(D,D” + &R +m?e* @) @(x) =0, (2.21)

com 25# e R sendo calculados na métrica G- Esta verificacao pode ser feita fazendo uso da
lei de transformagao do escalar de curvatura R sob a transformacao dada pela Eq. (2.18]) [63]

R =¥ @R +2(N —1)Ayo — (N — 1)(N — 2)A40], (2.22)

onde Ayo = 9,00"0 e Ayo = D, D"o. Note que para m = 0 e & = &, a Eq. (2.21)) é

“Note que para N = 4 temos que & = 1/6.
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invariante conforme.

A Eq. (2.21) é obtida a partir da densidade de Lagrangeana

L(x) = [g"0up" (2)0yp(7) — (m* + ER)¢™ () ()], (2.23)

e variando a agao correspondente com respeito a métrica de acordo com a Eq. (2.14)), obtemos

para o tensor energia-momento

1 % * 1 o %
TW,(CE) = (5 - g) (au(p al/(p + augpaugo ) + <2£ - 5) g;wa 2 aa(p

i {(% N 25) m2g/w - éGm/ - 2§2Rgul/} 0 p
— ¢ DuDup + (D, Do)yl (2.24)

onde G, = Ry — %gWR ¢ o tensor de Einstein. O tensor acima também ¢é chamado de

Chernikov-Tagirov e ele obedece a lei de conservacao, ou seja

D, T" (x) = 0. (2.25)
Tomando o trago do tensor dado na Eq. (2.24]), para um campo real, encontramos

1
T=TH=3 (g — 6) Op + m?p? (2.26)

Para um campo sem massa, notamos que o trago ¢ nulo quando & = &,.

2.2.3 Interacao do campo escalar com os campos gravitacional e

eletromagnético

Agora analisaremos a situacao mais geral, na qual o campo escalar interage com
o campo gravitacional e o campo eletromagnético simultaneamente. Novamente, devemos
escrever a equacao de Klein-Gordon de maneira apropriada afim de a mesma conter as duas
interacoes. Lembrando o que foi feito anteriormente, vimos que na presenca da interacao
eletromagnética, a equagao de Klein-Gordon é modificada, para torna-la invariante de gauge.
Para o caso em que o campo escalar interage com o campo gravitacional, vimos que era

necessério trocar a derivada ordindria 0, pela derivada covariante gravitacional D,,, fazendo
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com que a equacao de campo respeitasse o principio da covariancia por transformacoes de

coordenadas.

Quando consideramos a presenca das interacoes gravitacional e eletromagnética, si-
multaneamente, as duas condicoes acima citadas devem ser satisfeitas. Logo, devemos com-
binar as duas condigoes efetuando a troca da derivada 9, por 0, + ieA, na Eq. (2.19).
De maneira que, a equacgao de Klein-Gordon generalizada, levando em conta as interagoes

gravitacional e eletromagnética, ¢ dada por

1 v 2 _
L D(VT3 D) + R+ ] olo) =, (227)

onde D, = 0, + ieA,.

De maneira similar ao feito anteriormente, encontramos para o tensor energia-momento

Tle) = (5= €) (Dup) Dup + Dup(De)) + (2= 3 ) 9l D7) Du

— &l¢" (D, +ieA,) (D, +ieA,)p + (D, + ieA,) (D, +icA,)p] ¢]
1
+ Ki — 25) Mgy — EG, — 2527294 ©0*p. (2.28)

2.3 A equacao de Dirac

Em 1928, Dirac propos uma equagao que governa a dinamica de uma particula com
spin 1/2, onde ele observou que devido ao grau de liberdade fermionico, uma funcao escalar
nao poderia conter toda a informacao contida no campo. A proposta de Dirac foi adotar um
campo espinorial de quatro componentes, no qual levava em conta os dois possiveis estados
de energia e de spin. Logo, a equagao proposta ¢ matricial com derivadas lineares no espago

€ no tempo.

Seguiremos aqui de maneira similar ao que foi feito com relacao ao campo escalar.
Iremos considerar a interagdo do campo fermionico, ¥ (x), com o campo eletromagnético e
gravitacional, separadamente, e em seguida, iremos generalizar a equagao considerando as

duas interacoes simultaneamente.
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2.3.1 Interacao do campo fermionico com o campo eletromagnético

A interagao de um campo espinorial carregado, ¥, com um campo eletromagnético,
Ag, assim como acontece com o campo escalar, é descrita pela troca da deriva parcial d, pela

derivada estendida D,, de acordo com
0y — D, = 0, +ieA,, (2.29)

com A, sendo o quadri-vetor potencial eletromagnético e e a carga elétrica da particula.
Introduzindo a interacao eletromagnética desta maneira, garantimos a invariancia de gauge
da teoria. Levando a Eq. (2.29)) em consideragao, a densidade de Lagrangeana do campo

interagindo com o campo A, é dada por

L(x) = 5 [¥(2)y" Datp(z) — (Do (2))y"P(x)] — mipp, (2.30)

1
2
com as matrizes 4x4 de Dirac, v*, obedecendo as relacoes de anti-comutacao

Vi Aty = 2. (2.31)

Uma possivel representacao para as matrizes de Dirac é [64]

o_ (10 a 0 1,2,3 (2.32)
- ) - ) a - ) b N *
! 0o —1) o 0

onde I é a matriz identidade 2x2 e 0% sao as matrizes de Pauli.

Variando a Eq. (2.30]) com respeito a 1), obtemos a equacio de Dirac

(19*Dy — m)Y(z) = 0. (2.33)

Para o tensor energia-momento do campo de Dirac interagindo com um campo ele-

tromagnético, temos que

Too(e) = § [5G0 D () + 9 Dt (o) — (D)) — (D) (@)] , (230

que satisfaze a relacao T, = Th,.
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2.3.2 Interagcao do campo fermionico com o campo gravitacional

Nesta se¢ao, iremos considerar que o campo de Dirac interage com um campo gravi-
tacional e, similarmente ao campo de Klein-Gordon, isso se faz generalizando o conceito de
covariancia da equacao do campo. Porém, a generalizacao do conceito de covariancia para o
campo de Dirac interagindo com um campo gravitacional, ¢ um pouco mais complicada com
relacao ao caso escalar. A nocao de espinor para um geometria pseudo-Riemmaniana devera

ser generalizada.

Como em uma geometria pseudo-Riemmaniana o espago-tempo é localmente plano,
a exigéncia da equacgao de Dirac respeitar a covariancia de Lorentz se da apenas localmente.
Para fazer isso, em qualquer ponto x do espago, podemos introduzir um espaco tangente
pseudo-Euclidiano. Como uma base de vetores para este espaco tangente, podemos escolher

as chamadas bases tétradas e* , onde a,u = 0,1,2,3. Antes de prosseguir, faremos uma

'u,7
breve revisao a respeito das bases tétradas.

Sabemos que uma das quantidades mais importantes da Relatividade de Einstein é
o tensor métrico. Em termos dele, por exemplo, podemos definir o elemento de linha ds? e o

produto interno de dois vetores, da seguinte forma
ds® = g, dxtdx”, (2.35)

VW =g, VEW (2.36)

Temos que a métrica é simétrica (g,, = g,,) e ndo singular. A inversa ¢g"” é definida como

99" =06, = guug™. (2.37)

Isto significa que g pode ser diagonalizado por uma transformagao

gw/ = OuaDab(O_l)Vba (238)
onde (O71), = O, tal que
A0 0
0 -2 0
Dab == 0 0 _)\(2) 0 . (239)
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A néo singularidade implica que M@ £ 0, e a assinatura significa que A(® > 0, para todo
a=0,1,2,3.

O carater Lorentziano do espaco-tempo da Relatividade Geral nos permite definir
referenciais de Lorentz locais, relacionados a uma escolha de tétradas, de modo que localmente

a métrica assuma os valores constantes da Relatividade Geral [65].

Definindo a base tétrada como Pl

e = VA0 (2.40)

pas

no qual o indice a que aparece em O, nao é um indice de soma, o tensor métrico pode ser
escrito como
a b
9 = 6( Le( )Z/Uab, (241>

sendo 74, 0 tensor de Minkowski. Admitindo que e(aL tem uma inversa e(af , satisfazendo as

relagoes
e’ =0," (2.42)
e
e =0, 243
podemos mostrar que
ey = 9" nae (244)
e
Tab = €(4) () Guuv- (2.45)

A partir da Eq. nota-se que uma tétrada estd associada com uma trans-
formacao local do sistema de coordenadas x® para coordenadas locais £, de modo que, no
ponto considerado, a métrica assuma a forma de Minkowski 7,,. A partir destas equagoes
notamos que, relativamente aos indices das tétradas, as matrizes n tém um papel de uma
métrica. Ainda de acordo com as equagoes acima, vemos que as tétradas formam um con-
junto de vetores ortonormais no espago tangente ao espago Riemmaniano em um ponto x.

Entao, para qualquer tensor ou vetor, temos que

Vi =e V* (2.46)

50s indices latinos se referem ao espaco tangente, enquanto os indices gregos ao espaco da base.
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e, de forma inversa

Ve =el® Ve, (2.47)

sendo, V# e V° as componentes de um vetor nas bases de coordenadas e local, respectiva-
mente. Sendo assim, podemos relacionar as bases de coordenadas com as bases de Lorentz
locais, usando as tétradas. O elemento de linha também pode ser escrito em termos das
tétradas, como

ds* = nabe(“Le(b)ydx“dx”. (2.48)

Dada a métrica g,,(z), temos que a base tétrada nao ¢ unicamente determinada.

Para qualquer transformacao de Lorentz local

') = Ay (z)e®) (2.49)
com
A () “(2) = o, (2.50)

as Eqgs. (2.41)) e (2.45) permanecem inalteradas. Logo, o principio da covariancia geral deve
ser estendido, de modo que as equagoes da teoria gravitacional sejam covariantes nao apenas
sob mudancas de base de coordenadas no espago tangente da variedade Riemmaniana, mas

também sob transformacoes de Lorentz locais das bases ortonormais da variedade.

Para escrever a equagao de Dirac em um espago pseudo-Riemmaniano, tomaremos,
independentemente, em cada ponto da variedade, uma estrutura espinorial local de Dirac.
Definimos os espinores de Dirac como objetos de quatro componentes que, sob o grupo
de transformacoes de Lorentz locais, dado pela Eq. , se transformam como os seus

correspondentes em um espago plano

() = ¢'(x) = S(A))(x), (2.51)

e o seu conjugado correspondente

Y(@) = U'(@) = P(x)SH (A(2)), (2.52)

onde S(A(x)) é uma matriz 4x4, que opera nos vetores coluna de quatro componentes e

depende da transformacio de Lorentz A%(x). Esta matriz satisfaz a seguinte restricao

det(S) = 1. (2.53)
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Em termos de componentes, podemos escrever as Eqgs. (2.51)) e (2.52)) como

V() = " (2) = S%()y" () (2.54)

ba(w) = Y(z) = () (S71)7, (@). (2.55)

Sob transformagoes de coordenadas sobre a variedade, % — 2’ = 2'*(x), os espi-

nores se transformam como escalares, ou seja
() = (). (2.56)

Nota-se que neste caso, nao existe relacao entre o grupo de transformacoes gerais
de coordenadas sobre a variedade e o grupo local de Lorentz. Ao contrario da variedade
plana da Relatividade Restrita, onde o grupo de transformacoes dado pelas Eqgs. e
(2.52) pode constituir uma representagao de transformacoes lineares e homogéneas sobre a
variedade, para um espago-tempo curvo a estrutura Lorentziana existe independentemente
em cada ponto e as transformacoes dadas pelas equacoes citadas acima nao podem constituir

uma representacao das transformacoes gerais sobre a variedade.
Para o campo de Dirac, as matrizes 7* satisfazem a relacao de anti-comutagao, dada

pela Eq. (2.31)), e usando as tétradas, podemos definir sobre a variedade o campo de matrizes

(@) = e ), (2.57)

satisfazendo, devido as Eqgs. (2.31), (2.42) e (2.43),

Y (2)7" () + 9" (2" (z) = 29" (), (2.58)

constituindo a algebra de Clifford associada a métrica g"” da variedade.

As matrizes v*(z) se transformam, de acordo com as Eqs. (2.54)) e (2.55)), da seguinte

(7")% = 8%(STH% (1) a = (S(@)y"S7H (@))%, (2.59)

Fazendo uso do formalismo das tétradas, obtemos

(A (@)% = S(2)y"S7 (2), (2.60)
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que é uma equacao conhecida quando avaliamos espinores no espaco plano. Observamos que
as matrizes constantes de Dirac supostamente preservam sua forma por uma transformacao
de Lorentz [64].

Com relagao as transformacgoes de coordenadas, as matrizes dadas pela Eq. (2.57),

se transformam como um vetor contravariante

ox'*

,V/M ('ZE) - axl,

¥ (). (2.61)

Temos que as matrizes do grupo de transformagoes dadas pelas Eqgs. (2.51) e (2.52)),
sao funcgoes do ponto, e com isso, a derivada de um espinor nao se transforma como um
espinor. Diante disso, necessitamos definir o conceito de derivada covariante de um espinor,

e esta definicao é dada por
Vo) (2) = 0at” + T0" (2), (2.62)

de forma que, sob o grupo de transformagao dada pela Eq. (2.54)), se transforme como um
espinor

Vo' = 5% (2)V 1. (2.63)

Usando a equagao acima, temos que I, se transforma como
/aab - abradf(s_1>fb - (aaSa)d(S_l)db (2-64>

ou ainda

[V, = SToS™ — (0,9)87 . (2.65)

Temos que a lei de transformagao dada pela Eq. (2.65)), garante que a derivada cova-
riante de um espinor se transforme como um espinor, frente uma transformacao de Lorentz.
No caso de transformacao geral de coordenadas, I', se transforma como um covetor. As

quantidades I', sao denominadas de afinidades espinoriais ou conexoes espinoriais.

Sob as transformacoes dadas pelas Eqs. (2.51)) e (2.52)), vemos que 1/,1® = 91) é um
escalar, implicando que V,(1a*) = ¥, Vo h® + (Vathe)V® = 0a(1a0®). E com isso, obtemos

Votba = 0utba — T 0 1. (2.66)
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A derivada covariante de um objeto com indices espinoriais e tensoriais é dada por
Do Fy = 0, + {2} P + T 0 F, — T 2, 7 (2.67)

que generaliza a derivada covariante usual.

Temos que o espaco-tempo da Relatividade Geral é pseudo-Riemmaniano, neste caso,
Dog, = 0, implicando, a partir da Eq. (2.58), que

Dagur = Da(ul®) 1 () + v (2)7u(2)) = 0. (2.68)

Uma condicao suficiente para a equacao acima é que

,Dcﬂ/,u = ao/)/u + {“ )\a} YN — '7,ura + Fcﬂ/,u- (269>

Usando a Eq. (2.57)) e as propriedades da algebra de Dirac gerada pelas matrizes constantes

~¢, verificamos que a conexao é dada por

be= _% [0 7) = @am)?* = {17} (% = 27")] (2.70)

E possivel mostrar ainda
1

Fa = _§waab2aba (271)
onde
Waab = _ebu(aaeau) - {H pa} eaueb;“ (272)
e
a 1 a
2 = i - (2.73)
Impondo a Eq. (2.69), é suficiente para garantir que D,g,, = 0 mas nao é necessaria.
Tomando

Doy = [Va, Vul, (2.74)

para qualquer V,, pertencente a algebra de Pauli das matrizes v (x), a condigao de termos a
afinidade métrica é preservada. De acordo com a equacao acima, a afinidade espinorial deve

satisfazer

Oy — {u A n T — %l =Van — %V, (2.75)
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tendo como possivel solucao

r,=T,-V, (2.76)

m
onde I', é dado pela equagao (2.70) [65].

Em [65], foi visto que, em geral, ndo temos critério para decidir entre as Eqs. e
. A escolha pela primeira parece ser a mais simples, ja que neste caso o tensor energia-
momento do campo de Dirac interagindo com o o campo gravitacional tem a sua forma da
Relatividade Restrita, a menos da substituicao d, — V,. Aqui escolheremos a Eq. ,
com a afinidade dada pela Eq. .

Para uma variedade Riemmaniana com a nocao de derivada covariante dada pela Eq.
(2.67) em relagao a transformacoes de gerais de coordenadas e transformagoes de Lorentz

locais, a equacao de Dirac é generalizada fazendo
Oy —V, =0,+T1,, (2.77)
de modo que agora é escrita na forma seguinte

[i7*(2)(0 + L) = mlyp(2) = 0. (2.78)

A equagao generalizada de Dirac levando em conta a interacao gravitacional é obtida

a partir da densidade de Lagrangeana

£la) = V=3 { 5 [5e0*(@)9,000) = (V@) @)oi)] ~ mile)ito) . @279

E para o tensor energia-momento, temos

T,

ul/<5(7) =

PN

[ (2)7(2) Vo (2) + 9 (2)3u(2) Vi) (@)
—(Vutb(@)) (@) (@) = (Vorh (@) yu(@)i(z)] - (2.80)

O tensor energia-momento acima obedece a lei de conservagao dada por
v, 1", = 0. (2.81)

E o traco, é dado por
T, = m(x)Y(z). (2.82)
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Note que para o caso de um campo nao massivo, a equacao de Dirac é invariante

conforme, sem uma modificagao adicional, se juntamente com a condicao [66]

G = G = gw,e’%("""), (2.83)

ocorrer a seguinte transformacao

Y(x) = P(a) = P(z)ez”@. (2.84)

2.3.3 Interacao do campo fermiénico com os campos gravitacional

e eletromagnético

Nas secoes anteriores, vimos que a interacao do campo de Dirac com o campo ele-
tromagnético é descrita pela troca da derivada ordinaria pela estendida, garantindo desta
maneira que a equacao de Dirac seja invariante por transformacoes de gauge. Quando consi-
deramos o campo de Dirac interagindo com o campo gravitacional, vimos que a derivada de
um espinor também deve ser modificada, de modo que a mesma se transforme como um espi-
nor por transformacoes de Lorentz locais, fazendo com que a equagao de Dirac seja covariante

por transformacoes de Lorentz locais e por transformacoes gerais de coordenadas.

Logo, considerando que o campo de Dirac interage, simultaneamente, com os campos

eletromagnético e gravitacional, a equacao do campo é dada por
i (x)(V, +1eA, —m)y(x) =0, (2.85)

onde 7,(z) e V,, sao dados pelas Egs. (2.57) e (2.77)), respectivamente. De modo que, desta
forma, a equagao de Dirac é invariante de gauge e covariante por transformagoes de Lorentz

e transformagoes gerais de coordenadas.

Da definicao do tensor energia-momento, obtemos

TW(x) =

[@(w)Vu(x)Duw@) + @(@%(@Dﬂﬁ(%)
— (D0 () (2)e(x) — (Dy (@) yu(@)i(2)] (2.86)

RS

onde, aqui D =V, +ieA,.



CAPITULO 3

Teoria Quantica de Campos

Neste capitulo, iremos revisar o formalismo de quantizacao dos campos escalares e
fermionicos. Os campos serao tratados, em cada ponto do espaco, como varidveis dinamicas e
faremos a quantizacao dos mesmos utilizando o formalismo canonico, generalizando assim, a

mecanica classica de um sistema de particulas e sua quantizacao, para um sistema continuo.

Sabemos que as equagoes de campo sao obtidas por meio do principio de Hamilton,
através de uma densidade de Lagrangeana e quantizaremos os campos impondo relacoes
de comutacao, para o caso de campos bosonicos, e relagoes de anti-comutagao, no caso de

campos fermionicos.

3.1 Quantizacao do Campo de Klein-(GGordon

3.1.1 Quantizacao Canodnica

Iniciaremos, considerando um sistema descrito por varios campos, denotados por
or(x),r = 1,2,3,...,N. Onde o indice r pode rotular componentes ou se referir a campos

independentes. Admitimos que as equagoes de campo sao obtidas a partir do principio

21 de
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variacional de uma acao que envolve a densidade de Lagrangeana

L = L({pr(1), Oatpr(1)), (3.1)

que depende dos campos e de suas primeiras derivadas.

De modo a fazermos a quantizacao do campo utilizando o formalismo canonico,
iremos, primeiramente definir as variaveis canonicamente conjugadas e em seguida, promove-
las a operadores impondo as relacbes de comutacao. Aqui, estaremos tratando um sistema
com um numero infinito de graus de liberdade, que corresponde aos valores do campo em cada
ponto do espaco. Como este sistema pode ser aproximado para um sistema com enumeraveis

graus de liberdade, isso nos permite tomar em seguida o limite do continuo, ou seja, 67; — 0.

Iremos considerar um sistema em um determinado instante de tempo t e decompor
o espago tridimensional em células de volumes iguais, denotadas por 0Z;, rotuladas pelos
indices 1 = 1,2, .... Os valores dos campos serao aproximados por seus respectivos valores no
centro de cada célula (7 = Z;). De modo que, o sistema passa a ser descrito pelo conjunto

de coordenadas generalizadas

@i = o (i,t) = oo (F,1), r=1,..,N, i=1,2,.. (3.2)

Escrevendo as derivadas espaciais dos campos como as diferengas dos campos loca-
lizados em sitios vizinhos, rotulados por i e 7', a Lagrangeana do sistema discreto é escrita

CcOo1mo

L(t) = 0@iL(pr(ist), ¢i(is 1), 00 (i, 1)), (3.3)
onde ¢;(i,t) = dp,(i,t)/0t. Definimos o momento conjugado a ¢,; como

oL OL

e = = ] C; 4
pTZ aqu a(pr (’l’ t) 7T7‘ (27 t)d’xlﬂ (3 )

onde or
(i, t) = &p:. (3.5)

Tomando o limite do continuo, dx; — 0, temos a definicao do momento conjugado a

©r, que é dado por
_oc

= 55 (3.6)

Ty
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Neste limite, a Lagrangeana do sistema é descrita por
L) = [ FL((@.0),0u(5.1). (3.7)

A transicao da teoria classica para a teoria quantica, se da pela interpretacao das
coordenadas e o momento conjugado definidos pelas Eqs. (3.2) e (3.5), respectivamente,

como operadores de Heisenberg obedecendo as relagoes de comutagao canonica

6Gt) 1) = 52 (3:)
[@T(j7 t)7 @S(j/7 t)] - [7%7'(]7 t)? 7%8(-.7./7 t)] - O‘ (3‘9>

Tomando o limite do continuo, as Eqgs. (3.8)) e (3.9)), tornam-se as relagdes de co-

mutacao para os campos, dadas por

(@0 (,1), 74 (&, 1)] = i6,40(F — a7) (3.10)

[20(Z,1), @s(27, 1)] = [ (%, 1), 7(,1)] = 0, (3.11)

visto que, no limite dZ; — 0, d;;//dZ; torna-se a fungao delta de Dirac tri-dimensional §(Z—2"),

estando os pontos T e Z' nas células j e j', respectivamente.

3.1.2 O campo real de Klein-(Gordon

Sabemos que um campos escalar possui apenas momento angular orbital, nao pos-
suindo momento angular relacionado ao spin, ou seja, representa particulas com spin nulo [67].
Iniciaremos, considerando que o campo seja real, que descreve particulas eletricamente neu-

tras.

Para particulas com massa de repouso m, podemos relacionar energia e momento,

de acordo com
E? =m? + p°. (3.12)

Para uma fungao de onda escalar (), que descreve as particulas, das relagoes da mecanica

quantica nao relativistica
p——iV , E—id/ot (3.13)
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obtemos a equacao de Klein-Gordon
(O +m?)p(x) = 0, (3.14)

que pode ser obtida a partir da densidade de Lagrangeana

£ = S(Oupl)0p(a) + (), (3.15)

com o momento conjugado, de acordo com a Eq. (3.6]), dado por
oL
m(x) = % = (). (3.16)

No processo de quantizacio, o campo ¢(z) torna-se um operador hermitiano, ¢ = ¢,
satisfazendo as relagoes de comutacao dadas pelas Eqs. (3.10) e (3.11)

[@(f, 1), o(&, t)} = i5(7 — &)

[6(3.1), &, 0] = |27, 1), (1)) = 0. (3.17)

Para estabelecer uma relagdo com particulas, expandimos ¢(x) em um conjunto

completo de solugoes da equacao de Klein-Gordon

¢(z) = ¢"(2) + ¢ (), (3.18)
onde .
ot (z) = g ma(k)em (3.19)

1 L
A o t —ikx
)= a'(k)e ™. 3.20
o) =3 ') (3.20)
Nas equagoes acima, a(lg) e aT(E) sao operadores de aniquilacao e criacao de bdsons, respec-

tivamente, satisfazendo a relagoes de comutacao.

O campo @(z) possui infinitos e continuos graus de liberdade. Afim de simplificar o

problema, consideramos que o campo escalar esta dentro de um cubo de lados L e, portanto,

21
L

(ng,ny, n,), sendo inteiros. Desta maneira, o campo ¢(x) pode ser representado como uma

volume V = L3, satisfazendo condicdes de contorno periédicas. Entao, k = 257, com 71 =
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série de Fourier como foi feito acima, ou seja, ele pode ser especificado por um conjunto
enumeravel de coeficientes de Fourier, desta maneira obtemos a descricao do campo em

termos de infinitos, porém enumeraveis graus de liberdade. Com isso, obtemos a seguinte

K = wp = \/m? + k2. (3.21)

A partir da Eq. (3.18)) e das relagdes de comutagao, obtemos as relagdes de comutagao

relacao de dispersao

para os operadores a(k) e af(k), dadas por

[au;‘),a(”')} - {aw;‘),m(“')} ~0. (3.22)

Note que estas relagoes sao as mesmas para os operadores escada do oscilador harmoénico
simples da mecanica quantica nao-relativistica. Podemos construir o espaco de Fock, que
é o espaco associado ao de Hilbert, também denominado de estado de ocupacao, fazendo a
definigao do estado de vécuo, ou seja, de nenhuma particula, |0), normalizado e satisfazendo

a seguinte relacao
a(k)|0) =0, para todo F, (3.23)

ou expressa em termos dos operadores de campo
©'(2)[0) =0, para todo . (3.24)

Sendo assim, podemos construir o estado de m-particulas no nivel quantico k, através de
sucessivas aplicagoes do operador af(k). E este estado normalizado ¢ dado por

. at(F)nF)
n(fy) = LW g, (3.25)

(k)!

3

Temos que, o operador ntimero de particulas no estado k£ é dado por
N(k) = a (F)a(k), (3.26)
que aplicado ao estado |n(k)) possui auto-valores n(k), ou seja

N|n(k)) = n(k)|n(k)), n(k)=0,1,2,.... (3.27)
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Generalizando o oscilador harmonico, podemos interpretar os operadores a'(k) e

a(k), como os operadores cria¢ao e aniquilagao de particulas no modo k.

Podemos obter os operadores Hamiltoniano e momento do campo real de Klein-

Gordon a partir das integrais espaciais das componentes Ty e Tp; do tensor energia-momento

dado pela Eq. (2.24), dadas por

A 1 o
H=3 / PE[Q* + (VP)? + m?$?] (3.28)

P=— / AEAVEY (3.29)

Substituindo as Eqgs. (3.18)), (3.19) e (3.20) nas integrais acima, obtemos

H=> w <aT(E>a(E) + 5) (3.30)

P=Y"F (aT(E)a(E) + 1) , (3.31)

confirmando a interpretacao de [af (k)a(k)] como operadores de niimero para particulas com
vetor de onda k. Também a partir das duas iltimas equagoes, notamos que o momento Pé

uma constante de movimento para o campo de Klein-Gordon livre.

As auto-fungoes do operador Hamiltoniano dado pela Eq. (3.30)), sdo dadas por
.n(k)...) = [ In(k)), (3.32)

com auto-valores

> wi <n(12) + %) . (3.33)

A partir da equagao anterior, notamos que o estado de energia mais baixo do campo
de Klein-Gordon, é o estado de vacuo |0), que tem uma energia infinita %Zk wy. Porém,
este nao ¢ um resultado fisico, j4 que o que é sempre medido ¢é a diferenca de energia. Para
prosseguir, devemos subtrair os valores da energia do estado do vacuo, de um determinado

estado fisico, ou seja, devemos fazer E,, — Ey. Este processo é chamado de renormalizacao.

O denominado ordenamento normal é o procedimento formal de renormalizacao e
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consiste em ordenar os operadores de aniquilacao a direita dos operadores de criacao, de

acordo com
ca(ky)a(ky)at (ks) := al(ks)a(ky)a(ks) (3.34)

Redefinindo os observaveis como produtos normais, seus valores esperados no estado de vacuo

sao nulos, e as Egs. (3.30) e (3.31)) tornam-se

pe= (1, ﬁ) = 3" kaf (F)a(F), (3.35)

onde k* = (wy, k).

As particulas do campo de Klein-Gordon sao bodsons, obedecendo a estatistica de
Bose-Einstein, e os nimeros de ocupagao podem tomar quaisquer valores n(k) = 0, 1,2, ....
Outra caracteristica dos estados de bdsons, é que eles sao simétricos sob a mudanca dos

rotulos da particulas, ou seja

al (F)a® (K)]0) = af(K)a' (K)[0). (3.36)

3.1.3 O campo complexo de Klein-Gordon

Na secao anterior, vimos que o campo real de Klein-Gordon descreve uma colecao
de particulas com spin 0 e sem carga. Podemos generalizar o que foi visto na secao anterior
considerando particulas que contém um grau de liberdade interno. Uma simples generalizacao
é considerar um dupleto de particulas, sendo descrito por um campo complexo, ¢ # ©*,

fazendo com que os campos deixem de ser hermitianos.

Para o campo complexo de Klein-Gordon, a densidade de Lagrangeana dada pela
Eq. (2.10) é reescrita da seguinte maneira

L=: (OM@(‘?“@ — m%@%) : (3.37)

onde ¢ e ¢! sdo tratados como campos independentes. Das equacoes de Euler-Lagrange

encontramos as equagoes de Klein-Gordon

(O4+mp(z) =0 e (O+m?)'(z)=0. (3.38)
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Os campos canonicamente conjugados a ¢ e ¢! sao

t(e) =¢l(z) e #l(x) = gx) (3.39)
e as relagoes de comutagao nas Egs. (3.10)) e (3.11]), tornam-se
[0(0), 1@, 1)) = 1@, 6(@,1)| = 0@ — @)
A7 7, t)| = (3.40)

[6(#,6), ¢1(#,0)] = |$(@1), $(@, )]

[p(Z,1), o(T', )] =

De maneira similar a Eq. (3.18)), escrevemos a expansao de Fourier para os campos

5 = ot (¢ 5 (1) = 1 a"ez‘lm T"e—z’kx
B(x) = & (1) + &~ (2) ijm[m G (3.41)
@@ﬂ=¢”@0+¢“@ﬁ=§:V@%E[Mﬁé“+aW%é%ﬂ- (3.42)

Utilizando as relagoes de comutagdo acima e as Eqgs. (3.41) e (3.42]), obtemos as

seguintes relagoes de comutagao

K . (3.43)

As relagdes acima nos permitem interpretar, a(k), a'(k), b(k) e bT(k;_j, como operadores

de operacao e criagao de dois tipos de particulas, denominadas de particulas tipo a e particulas

tipo b. E os operadores
(3.44)

sao os operadores de nimero, com autovalores 0,1, 2,.... Podemos, novamente, construir o
espaco de Fock a partir do estado de vacuo, sendo representado por

a(k)|0) = b(k)|0) =0, para todo k. (3.45)
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Expresso em termos dos operadores de criagao e aniquilagao, o operador energia-

momento é escrito como

A

) = SR NL(R) + Ny(R)), (3.46)

k

Note que a densidade de Lagrangeana dada pela Eq. (3.37)) é invariante sob uma

transformacao global de fase, de acordo com
¢ — e e pl — pleld, (3.47)

Deste fato, como consequéncia, segue a conservagao da carga (), dada por

~

Q= iq [ d's: [H@)3@) - $@)¢! )] . (3.45)

A densidade de corrente correspondente é dada por

o 7 o fogt 9o
() = (o), J0) = a5 | 556 = 5251 (3.49
a qual satisfaz a equagao da continuidade
0s*(x)
=0. 3.50
axa ( )

Expressa em termos dos operadores de cria¢ao e absorcao, a Eq. (3.48]), torna-se

Q=ay_ [ Nulk) — No(F)] - (3.51)

k

A equacao acima nos permite associar as cargas +q e —g com as particulas a e b,
respectivamente, sendo a tnica coisa que difere as duas particulas. Além disso, a teoria
é completamente simétrica com relagao a elas, ou seja, trocando os sinais das particulas
vemos que a carga Q muda de sinal. As particulas a e b sao interpretadas como particula e

anti-particula.
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3.2 Quantizacao do campo fermionico

Vimos anteriormente, na quantizacao do campo escalar, que os operadores de campo
satisfazem relagoes de comutacao, obedecendo a estatistica de Bose-Einstein. No processo de
quantizacao do campo fermionico, iremos notar que os operadores irao satisfazer relagoes de

anti-comutacao, e serao levados a obedecer a estatistica de Fermi-Dirac.

3.2.1 A representacao de numero para férmions

Diferente do que foi feito anteriormente, vamos supor que os operadores a,, al, r=

1,2, ..., satisfazem agora a relagoes de anti-comutacgoes, dadas por

{a,,«,ai} = 57“3
{a,,a,} = {al,al} =0 . (3.52)

Em particular, temos que
(a,)® = (aT)2 =0. (3.53)

r

Definindo o operador N, como
N, = dla,, (3.54)
podemos utilizar as relagoes de anti-comutagao acima para mostrar que

[Nraas] = _57‘5@5
[N, al] = 6., (3.55)

de modo que, nos permite interpretar novamente af,a, e N, como operadores de criacdo,
aniquilagao e nimero de particulas, respectivamente. Podemos mostrar que também a partir

das relacoes de anti-comutacao que
N? = ala.ala, = al(1 —ala,)a, = N, (3.56)

de onde pode-se mostrar que
N,(N,—1)=0. (3.57)
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Concluimos que, se os operadores de criacao e aniquilagdo anti-comutarem, o operador
namero de particulas possui apenas dois auto-valores, sendo n, = 0 e n, = 1, que mos-

tra claramente que estamos tratando aqui com a estatistica de Fermi-Dirac.

Podemos definir novamente o estado de vacuo como
a0y = 0. (3.58)
O estado onde uma particula encontra-se no estado r é dado por
1) = af[0), (3.59)
e para o estado de duas particulas, com r # s

11,1,) = alal|0) = —alal|0) = —|1,1,), (3.60)

sTr

de onde conclui-se que, os estados sao anti-simétricos sob a troca de particulas, como é exigido

para férmions. Para o caso em que r = s, temos que

12,) = (af)’[0) =0, (3.61)
que esta de acordo com o principio de exclusao de Pauli, no qual diz que duas particulas nao
podem estar no mesmo estado quantico.
3.2.2 A segunda quantizacao

Sabemos do capitulo anterior que, o campo fermionico, descreve particulas de spin
1/2 e que este campo é um campo espinorial possuindo 4-componentes. Também, a partir do
capitulo anterior, vimos que a equagao que rege a dinamica do campo fermionico, a equacao

de Dirac, é uma equacao diferencial de primeira ordem e matricial.

Para um elétron livre, com massa de repouso m a equacao de Dirac é dada por

iv"o,(x) — my(x) =0, (3.62)

sendo 7, as matrizes de Dirac 4x4, satisfazendo a élgebra

{77} = 29", (3.63)
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e as condicoes de hermiticidade T = 7% e 49T = —4J para j = 1,2, 3, podendo ser combinadas

(2011
P = 40940, (3.64)

O campo adjunto definido como 1 (x) = 1f(x)7" satisfaz a equacdo de Dirac adjunta

10,0 (z)y" + map(x) = 0. (3.65)

As equagoes para o campo 1 e seu adjunto podem ser derivadas a partir da densidade

de Lagrangeana

L= [Y@'0.(x) — dub(x)y"y(x)] — mib(x)y(w). (3.66)

N =

De modo similar ao feito para o campo bosonico, a quantizagao do campo fermionico,
se d& através da expansao do campo para um conjunto completo de solucoes da equacao de
Dirac para, em seguida, promové-lo a operador de modo que satisfaca as relacoes de anti-

comutacao.

Vamos considerar, novamente, que o campo encontra-se em um cubo de lado L, cujo
volume é V = L3, obedecendo condicoes de contornos periédicas. Um conjunto completo
de estados de ondas planas pode entao ser definido como segue. Para cada momento p,

permitido pelas condi¢oes de contorno periédicas, e energia positiva dada por
E, = \/m?+ p2, (3.67)

a equagao de Dirac possui quatro solugoes independentes. Estas solugoes serao escritas como

e—ip:v eip:n

N vr(ﬁ)\/v, r=1,2, (3.68)

u,(p)

ou seja, u,(p) e v,.(k) sdo espinores constantes satisfazendo as equagoes

(Y'pp —m)u.(p) =0 , (Vpu+m)v.(p)=0 r=12. (3.69)

Os espinores u,.(p) e v,.(p) sd@o normalizados usando

() = o P ) = 2, (3.10)
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e satisfazem as seguintes relacoes de ortonormalidade

ul (P)us(5) = v} (7)vs(5) = 226,
ul(P)vs(—p) = 0, (3.71)
de modo que os estados dados pelas Egs. (3.68)) formam um conjunto ortonormal completo

de solucoes da equacao de Dirac.

Para quantizar o campo fermionico, iremos expandir o campo de Dirac em termos

de um conjunto completo de estados de ondas planas

Plx) = T (z) + 1 (x)
. m O\ V2 . .
Y(r) = Z (VEP> [C,«(ﬁ)ur(ﬁ)eﬂm + di(ﬁ)vr(ﬁ)e”’ﬂ , (3.72)

T?p

e também para o campo adjunto

@) = P @)+ @
m \ 2 ' '
(@) = Z(VE) 4 e + e (3.73)

P

<p S

onde i, = uly". As somas nas equagoes acima sdo sobre todos os momentos permitidos 7 e

os estados de spin, rotulados por r =1, 2.

Impondo as relagoes de anti-comutagao para os coeficientes da expansao, temos que

{e:(), A7)} = {d (D), dL() } = 0,505, (3.74)

e todos os outros anti-comutadores, temos

{Cracs} = {Ci,Cl} {drad } = {dlvdl
{er,ds} = {c dl} = {cl,ds} = {cl.,d! (3.75)

Para o caso de definirmos os operadores

N.(p) = cl@)er(®) ,  No(§) = dL(p)d,(P), (3.76)

a interpretacao de c,, cl, N, e d,,dl, N, como operadores absor¢io, criacdo e niimero, de dois



Capitulo 3. Teoria Quantica de Campos 34 de m

tipos de particulas, ambas férmions, a partir das relagoes de anti-comutacao.

O estado de vacuo é definido como
¢ (p)|0) = d.(p)|0) = 0, para todo p, er=1,2, (3.77)
ou de modo equivalente
Jt(2)|0) = ¢F(2)[0) =0, para todo . (3.78)

E novamente podemos gerar os estados contendo particulas a partir de seguidas aplicacgoes

do operador de criacao ao estado de vacuo. Os estados do operador nimero de ocupagao sao
|..n(k)...), com n(k) = 0,1,

Similarmente ao caso do campo bosonico, obtemos o operador hamiltoniano e mo-
mento a partir das componentes Ty e Tp; do tensor energia-momento, em conjunto com a

equacao de movimento. Diante disso, obtemos
H= /d3*' 2 ) [=i770; + m] z/?(:c)} D (3.79)

Usando as Eqgs. (3.72) e (3.73) e as condigdes de ortonormalidade dada pela Eq. (3.68)),

encontramos para os operadores hamiltoaniano e momento

i = ZE[ ﬁ)+ﬁ<ﬁ)} (3.80)

P= Zp[ () + N,(7)] . (3.81)

Como a densidade de lagrangeana, dada pela Eq. , é invariante sob trans-
formacoes de gauge locais, existe uma densidade de corrente de Noether conservada, dada
por

= gy, (3.82)

implicando em uma carga conservada

Q=qd |N(p) — NP (3.83)
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Admitindo que ¢ seja a carga do elétron e identificando m como sendo a massa do
elétron, interpretamos as particulas associadas aos operadores c e d como elétrons e pésitrons,

respectivamente.

3.3 Mecanica Estatistica Quantica

Nesta se¢ao, iremos fazer uma pequena revisao do ensemble grande canonico da
Mecanica Estatistica. Esta analise sera tutil no capitulo 5, quando trataremos do condensado

e correntes fermionicas a temperatura finita.

Um sistema aberto pode trocar calor e matéria com o meio em que esta inserido,
e portanto, a energia e o numero de particulas irao flutuar. Para um sistema aberto em
equilibrio, fixamos a energia média (E), e o nimero médio de particulas, (V). Para obter
a densidade de probabilidade no equilibrio deste sistema, iremos fazer uso do método dos
multiplicadores de Lagrange para extremizar a entropia de Gibbs sujeita as condigbes que

serao dadas a seguir [68].

Primeiro, exigimos que a normalizacao seja dada por
Tr(p) =1, (3.84)

onde p é o operador densidade de probabilidade.

Para as outras condigoes, relembramos que a média do ensemble para qualquer quan-
tidade fisica, representada por um operador A, pode ser calculada utilizando a seguinte
equacao

(A) = Tr(Ap). (3.85)

Deste modo, as outras condigoes que o sistema deve obedecer, é que tenha o valor médio da

energia tenha um valor fixo, de modo que
(H) = TH(Ep), (3.86)

onde H é a hamiltoniana do sistema. Finalmente, a tultima condicao é que o ntimero médio

de particulas também tenha um valor fixo, logo

(N) = Tr(Np), (3.87)
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onde N é o operador nimero de particulas.

Agora, podemos determinar o operador densidade de probabilidade, p, que extremiza

a entropia de Gibbs, que para sistemas quanticos é dada por [6§]

S = —kgTr [pln (p)], (3.88)

sujeitas as condigoes dadas pelas Eqs. (3.84)), (3.86]) e (3.87). Na equacdo acima, temos que

kg é a constante de Boltzmann. A condicao de extremizacao é

) {Tr [aop +apHp+anNp— k:B[)ln(ﬁ)] }

" [{(ao — k) + apH + ayN — chln(ﬁ)} 5;3} —0, (3.89)
onde oy, ap e ay sao os multiplicadores de Legendre. Como dp é arbitrario, temos

(ap — k) I + agH + ayN — kgln(p) = 0. (3.90)

Podemos usar, agora, a equagao acima e as Eqs. (3.84), (3.86) e (3.87) para determinar
os multiplicadores de Legendre. A Eq. (3.84) nos permite introduzir a grande funcao de

particao

k'B B kB

Z(ap,ay) = exp (1 - @> =Tr {exp (%I:I + a—N]\Af)} : (3.91)

que relaciona «g, com ag e ay. Para determinar agp e ay multiplicamos a equagao acima

por p e tomamos o trago e, com isso, obtemos
— kpln[Z(ap,an)| + ag(E) + any(N) + S = 0. (3.92)

Comparando a equacao acima com a equacao fundamental para o grande potencial 2 =
U—TS — uN, podemos identificar que agp = —1/T e ay = p/T, sendo p o potencial quimico
e

AT, p) = —kgThn[Z,(T)], (3.93)

que ¢é a equacgao fundamental para o grande potencial, sendo escrita em termos da grande

funcao de particao, que é definida como

Z,(T) = e PUTw = Ty (e*ﬂ(ﬁ*w)), (3.94)
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com 8 = 1/kgT, onde T é a temperatura absoluta. O operador densidade de probabilidade

B Tr (Q*B(H*FLN)) .

p=e (3.95)

Se consideramos um sistema com particulas idénticas nao interagentes, conhecido
em termodinamica como um gas ideal generalizado, temos que a energia de uma particula é

€;. Logo, a hamiltoniana serd [69)

% %

Usando a Eq. (3.85) podemos encontrar o valor médio dos nimeros de ocupacao N;. Com

isso, temos
. T —B(H—pN) 1 ;
(W) = (ala) = 10000 (3.97)
Z
Usando as Eqs. (3.55)) e a seguinte relacao

eBe ™ =B, (3.98)

onde 7 é uma constante definida por [A, B] = 7B, encontramos que
Tr (e‘B(H_“N)ajai) = e Alamy <e_’8(H_’“‘N)aiaj> . (3.99)

Se usarmos as relagoes de comutacao para bdésons ou de anti-comutacao para férmions, ob-

temos
Tr (e‘ﬁ(H_“N)aZTaO — e Ay (e_B(H_”N)(l F agai)> : (3.100)

onde o sinal superior é usado para boésons e o inferior usado para férmions. Combinando a

equagao anterior com a Eq. (3.95), encontramos

- 1
Nty = —
(N;) = (a}a;) Fea W F 1 (3.101)
Como 8 > 0, segue-se que para sistemas bosonicos devemos ter sempre u < €; para

todos os niveis, e consequentemente
w < €, (3.102)

sendo €, a energia do estado fundamental do estado de uma particula. Entretanto, para
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férmions nao existe restricoes para o potencial quimico.



CAPITULO 4

Correntes bosonicas

Neste capitulo, iremos apresentar uma das nossas contribuicoes que é a analise das
densidades de correntes bosonicas induzidas por um fluxo magnético em um espago-tempo
com (D+1) dimensoes de uma corda césmica, considerando que o eixo z é compactificado a
um circulo [60]. Iremos, primeiramente, calcular a fun¢do de Wightman de frequéncias posi-
tivas para um campo bosonico massivo. Através desta funcao, desenvolveremos os calculos
das densidades de correntes renormalizadas induzidas pelo campo magnético e pela compac-

tificagao do eixo da corda.

4.1 Funcao de Wightman

Consideramos aqui um espago-tempo com (D + 1) dimensdes de uma corda cdsmica
idealizada, sendo D > 3. Fazendo uso das coordenadas cilindricas generalizadas (2!, 22, ..., 27)
(r,¢,z, 2%, ...,2P), onde a corda césmica esta localizada na hipersuperficie (D—2)-dimensional,

a geometria correspondente é descrita pelo elemento de linha,

D
ds® = g datde” = dt* — dr® — r’d¢® — dz* =) (da')* . (4.1)

=4

39 de
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Onde as coordenadas assumem os seguintes valores: r > 0, 0 < ¢ < 27/g e —o0 < (t,1;) <
400, parai =4,...,D. |I| O parametro g > 1 garante a presenca da corda césmica. Além disso,
assumimos que a direc¢ao ao longo do eixo 2z é compactificada a um circulo com comprimento
L,logo 0 < z< L. Nocasoem D = 3, ¢t = 1 — 4y, com f sendo a densidade linear de

massa da corda.

Para calcular a densidade de corrente induzida do vécuo, (j,), associada com um
campo escalar quantico carregado, ¢(x), na presenga de um fluxo magnético ao longo do
nicleo da corda, devemos calcular primeiramente o conjunto completo de autofungoes de
onda bosonicas normalizadas. A equacao que governa a dinamica de uma campo bosonico
quantico carregado com massa m, em um espago-tempo curvo e na presenca de um potencial

eletromagnético, A, é dada por
(D*+m’ +{R) p(x) =0, (4.2)

onde o operador diferencial acima é definido como

1

Vil

sendo D, = 0, + ieA, e g = det(g,,). Consideramos também a presenca de um acopla-

D*= ——D, (Vlslg"D.) . (43)

mento nao-minimo, &, entre o campo e a geometria representado pelo escalar de Ricci, R.

Entretanto, para uma corda césmica infinitamente fina, R = 0 para r # 0.

Na analise que iremos desenvolver, assumiremos que a direcao ao longo do eixo z é
compactificada em um circulo de comprimento L: 0 < z < L. A compactificagao é dada pela

imposicao da condicao de quasi-periodicidade do campo de matéria, dada por
o(t,r ¢,z + L,at, .. 2P) = e2™Pop(t,r, ¢, 2,2, .., 2P) | (4.4)

com uma fase constante §, 0 < < 1. Os casos especiais em que =0 e § = 1/2, corres-
pondem aos campos untwisted e twisted, respectivamente. Adicionalmente, consideramos a

presenca do seguinte potencial vetor
A, =1(0,0,A44,4,), (4.5)

com Ay = —qP,/(2m) e A, = —®,/L, sendo @4 e @, os fluxos magnéticos corresponden-

10O espaco-tempo padrao de uma corda césmica é considerado com D = 3.
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tes. Em teoria quantica de campos a condigao dada pela Eq. (4.4) altera o espectro das
flutuagoes do vacuo comparadas com o caso em que nao temos dimensoes compactificadas, e

consequentemente, a densidade de corrente induzida no vécuo sofre uma alteragao [31,/32].

No espago-tempo definido pela Eq. (4.1)) na presenga do potencial vetor dado acima,
a Eq. (4.2)) torna~se, com R =0

1 1
83—83—;3r—r—2(8¢+i614¢)2—( +ieA,) Za2+m () =0. (4.6)

A solugao de energia positiva para esta equacao pode ser obtida considerando o

ansatz

(p(ZL‘) — CR(7")e_th+iqn¢+ikzz+iE'F” ’ (47)

onde 7 sao as coordenadas das dimensoes extras, £ ¢ o momento ao longo destas direcoes e
C' é uma constante de normalizagao. Substituindo a Eq. (4.7) na Eq. (4.6) encontramos que

a func¢ao radial R(r) deve obedecer a equagao diferencial

d? 1d , V2
(W+rdr+)\ ‘E)RW:O’ (48)

com

A = \/w2—/22—l~f§—m2,
v = qn+eA,,
k., = k.+eA, . (4.9)

Na presente analise, vamos assumir que as funcoes de onda obedecem as condi¢oes
de contorno de Dirichlet no nicleo da corda. A solugao regular na origem ¢é R(r) = J,(\r),

onde J,(Ar) representa a fungao de Bessel de ordem

eds Py

V=1V, =¢qn+a com o= = , 4.10
n+al - (4.10)

e &g = 27/e sendo o fluxo quantico. Entao, a solugao geral é dada por

() = Cgip o) (Ar)errianorikzsikr (4.11)
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A condicao de quasi-periodicidade dada pela Eq. (4.4), fornece a discretizacao do

numero quantico k,, como mostrado abaixo

2
=

k., =
L

(I+8) coml=0,+1,+2, ... (4.12)

Com isso, a energia é dada por

w:wl:\/mZ—i—/\?—i—l;:f—i—EQ, (4.13)
onde
~ ~ or .
o= =24 h),
~ eA,L D,
= =35 = 4.14
=+ p-g (414)

A constante C' é obtida através da condigao de normalizacao |70]

i [ a2 o] o ()0 (2) = 2a @005 () = B (4.15)

onde do lado direito da equacao acima temos a funcao delta de Dirac para os nimeros
quanticos continuos, A e E, e delta de Kronecker para os niimeros quanticos discretos n e k;.
Logo, a partir da Eq. (4.15) encontramos

IC2 = 2(27T)q+_2m . (4.16)
Com isso, a funcao de onda bosonica renormalizada é dada por
0o(x) = { Q>\_ r Jq‘nm‘()\T)e_iwt+iqn¢+z‘klz+u¥-ﬁ| ' (4.17)
2(2m)P—2w, L
As propriedades do estado de vacuo sao descritas pela funcao de Wightman,
Wz, 2") = (0]¢(x)$"(2)|0) , (4.18)

onde |0) significa o estado de vdcuo bosonico. De posse dessa funcao, podemos avaliar a

corrente bosonica induzida. Para a avaliacao da funcao de Wightman de frequéncia positiva,
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expandimos o operador de campo da seguinte maneira

$ = Y [po(x)as + @5 (x)b]]

g

o = ) [es@)al + eo()bs] (4.19)

g

Adotando as relagoes de comutagao dadas pela Eq. (3.43)), encontramos
W(w,a) = po(@)es(a) (4.20)

onde estamos usando uma notacao compacta definida como

+0o0 . oo +o0
=3 fdi [y (121)
o n=-—00 0 l=—00

O conjunto {¢,(x), ¢ (x')}, representa o conjunto completo de fungdes normalizadas satis-
fazendo a condigao dada pela Eq. (4.4). Em nosso caso, as fungoes dadas pela Eq. (4.17))
sao especificadas pelo conjunto de nimeros quanticos o = (n, A, ki, E), com os valores nos

seguintes intervalos n = 0,4+1,£2, -+, —co < kY < +oocom j =4,--- D, 0 <A< ooe
ky=2m(l+p)/L coml=0,+1,+2 ---.

Utilizando a decomposigao do operador de campo dada pela Eq. (4.19) com a ajuda
da Eq. (4.17), a Eq. (4.20) torna-se

q iqn ik-AF,
W(z,2') = erq B2 AN N gpntal (A7) Jgjna) (M)

—iw At+ik; Az

‘ , (4.22)

wi
0ndeA¢:¢—gb’,AF||:F”—Fﬂ,At:t—t’eAz:z—z/.

Assim, tendo em maos a fungao de Wightman acima, estamos em posicao de calcular
a densidade de corrente bosonica induzida no vacuo, (j,). Este cdlculo serd realizado na

proxima secao.
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4.2 Corrente bosonica

O operador densidade de corrente bosonica é dado por [71]

Jul@) = ielg"(@)Dup() — (Dyup) ()]
= ie[p"(2)0up(x) — () (Oup(2))"] — 26* Au()|p(2)|* . (4.23)

O seu valor esperado no vacuo (VEV) pode ser avaliado em termos da fun¢ao de Wightman,

usando a expressao
<§'u(ac)> = ie lim {(8, — O )W (z,2") + 2ie AW (z,2')} . (4.24)
' —x

Este VEV ¢ uma funcao periddica dos fluxos magnéticos ®4 e ®,, com periodo igual ao fluxo
quantico. Este fato pode ser observado, se escrevermos o parametro a na Eq. da
seguinte maneira

a =ng+ ap com |ag| < % : (4.25)
onde ny é um namero inteiro. Como a ordem da fungao de Bessel depende da combinacao
n+ a = n+ ng + ag, podemos redefinir a soma em n, de modo que neste caso, o VEV da

densidade de corrente ird depender somente de «.

4.2.1 Densidade de carga e corrente radial

Iniciaremos com o calculo da densidade de carga. Devido ao fato de que Ag = 0,

temos que
p(z) = (j°(x)) = ie a}im (0y — Op )W (z,2") . (4.26)

>z
Substituindo na equagdo acima a Eq. (4.22)), calculando a derivada temporal e finalmente

tomando o limite de coincidéncia z’ — x, a expressao formal para a densidade de corrente é
__ ¢ ) J2 A 4.27
p(r) = WTQLZ q\n+o¢|( r) . (4.27)

Note, porém, que a equagao acima ¢é divergente. Para conseguirmos um resultado finito

e bem definido, temos que regularizar a equagao acima introduzindo uma funcao de corte
_ 2 7.2 2 A~ ~ .

e M HETHRY) com o parametro de corte n > 0. Com essa funcdo a soma generalizada fornece

um valor finito. No final dos cédlculos, devemos tomar o limite em que 7 vai para zero.
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Entao, usando a funcao de corte, a integral sobre a variavel A pode ser calculada

com a ajuda de [72], e a contribuigao regularizada é dada por
> —nA2 | 2
0 dA Ae Jq|n+a\()‘r) = %6 2 Iq|n+a| (T‘ /(277)) ) (428>

com I,(z) sendo a funcao de Bessel modificada. Para a integral sobre k temos

. . . (D2—3)
/ dk e = (5) : (4.29)

Assim, a densidade de carga regularizada é dada por

T2

qe

preg(%n) = (D—1) (D 1)
(4m) "z L=

S e T(g,0,/(20)) (4.30)

l=—

onde

Z(q; oo, w Z il (W Z aln-+ao| (W (4.31)

n=—oo n=—oo

No Apeéndice ¢ mostrado que a soma acima no numero quantico n é dada pelas
Egs. (A.8) e (A.7). Substituindo este resultado na Eq. (4.30)), obtemos

(b-1)

qe w2 e 1 /OO eiwCOSh(y)f(% a0, Y)
Preg(T,M) = - e T | — dy
s(7:1) (QW)—(DQ o D=1 ZZ;X) { 7 Jo cosh(qy) — cos(qm)
P
2 /
+ - COS(QkWao)ewCOS(Qk”/Q)] : (4.32)
1=

com w = r?/(2n). Na expressdao acima temos que p = [¢/2], onde [¢/2] é a parte inteira de
q/2, e o sinal ' no sinal da soma significa que no caso em que ¢ = 2p o termo k = ¢/2 dever ser

tomado com o coeficiente 1/2. Se ¢ < 2 o somatoério na Eq. (4.32) deve ser desconsiderado.

O primeiro termo dentro do colchete na Eq. corresponde a densidade de carga
para g = 0 e ¢ = 1. O valor renormalizado para a densidade de carga é dado subtraindo
da Eq. a contribuicao correspondente ao espago-tempo de Minkowski na auséncia
do fluxo magnético. Podemos fazer isto, descartando o primeiro termo dentro do colchete.
As outras contribuicoes contém e~2¥ cosh®(y/2) o g—2wsin’(rk/ 9 dentro da integral e da soma,

respectivamente; consequentemente no limite n — 0 (w — 00) estes termos somem para
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r > 0. Desse modo, concluimos que o valor renormalizado para a densidade de carga é zero,

ou seja, nao hé densidade de carga induzida.

No Apéndice mostramos explicitamente que nao h4 densidade de corrente indu-
zida ao longo das dimensoes extras, ou seja, (j;())qen = 0, para i =4, ... D. Este resultado

estd em concordancia com a invariancia do sistema sob um boost ao longo da direcao z".

Vamos agora analisar a densidade de corrente radial. Temos que A, = 0, e o VEV
da componente r da densidade de corrente é simplesmente expressa como
(jr(z)) = ie lim (0, — O )W (x,2') . (4.33)
x'—x
Calculando as derivadas radiais com respeito a r e r’ na funcao de Wightman e
subtraindo ambos os termos e tomando em seguida o limite de coincidéncia, ird aparecer um

cancelamento entre esses termos. Portanto, concluimos também que nao ha densidade de

corrente radial

(gr(z)) = 0. (4.34)

4.2.2 Densidade de corrente azimutal

O VEV da densidade de corrente azimutal é dado por [71]

(js(x)) =ie lim {(0p — Op )W (z,2") + 2ic AW (x,2")} . (4.35)

' —x

Substituindo a Eq. (4.22)) na equacdo acima, encontramos a expressao formal para

a densidade de corrente azimutal, dada na seguinte forma

Gslz)) = —L(%(;DQ 3 q(n—l—a)/ d/%’/ooo AN T2 (W)

n=—oo
oo

x> ! . (4.36)

(— \/m2 + A2 4 k2 4 k2

Para desenvolver a soma na expressao acima sobre o nimero quantico [ devemos
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aplicar a formula de soma de Abel-Plana na forma [73], que é dada por

o0

S g+ A+ Al) = / " du [g(u) + g(—u)] f(u)

+i /0 " du (i) — f(—iu) é% (4.37)

Considerando g(u) =1 e
1

flu) = = . (4.38)
\/(27ru/L)2 + A2 4+ m? + k2

Usando esta férmula, é possivel decompor a expressao para (j,), Eq. (4.36), como a soma de

duas contribuigoes da seguinte maneira

<j¢> = <j¢>Cs + <j¢>>c ) (439)

onde o termo (j?). é a contribuicao vinda da primeira integral do lado direito da Eq.
e corresponde a densidade de corrente azimutal na geometria do espago-tempo com (D +
1) dimensoes de uma corda cédsmica nao compactificada. O termo (js)c, é induzido pela
compactificacao da corda ao longo de seu eixo e é proveniente da segunda integral do lado
direito da Eq. . Mais adiante, veremos que este termo é zero considerando o limite
L — .

Mencionamos na Introducao que o calculo da densidade de corrente bosonica azi-
mutal induzida por um fluxo magnético na geometria de uma corda césmica idealizada foi
desenvolvido em [74] e |75] para campos quanticos sem massa e massivos, respectivamente.
Em |75] o célculo da densidade de corrente azimutal no vécuo foi desenvolvido em um espago-
tempo de uma corda césmica considerando dimensoes extras para o caso em que 1 < g < 2.
Assim, nosso trabalho consiste em desenvolver uma expressao fechada para o caso massivo
considerando valores gerais para q. Nesse sentido, generalizamos os resultados obtidos em [75]
considerando valores gerais do parametro ¢, assim como, consideramos o caso em que existe
um fluxo magnético atravessando o nicleo da corda onde o eixo é compactificado a um
circulo. Assim, aqui, queremos investigar a densidade de corrente bosonica induzida mais

geral possivel, combinando todos os efeitos citados acima.
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Usando a primeira integral do lado direito da Eq. (4.37)), a Eq. (4.36] torna-se

2eq

(o(x)) = —Wnioq(n+a)/d12/0 AN NTZ, 0 (N) / \/y = :

+ k2 4+ m?2
(4.40)

onde introduzimos uma nova variavel y = 2mu/L.

Fazemos uso da identidade (A.22)), que nos permite realizar a integracao sobre a
varidvel A usando [72]. Temos também que a integral sobre o momentum nas dimensoes

extras é facilmente calculada. Por fim, escrevendo a na forma dada pela Eq. (4.25)), obtemos

(D=3) m2r?

. eq > e =
<]¢((L’)>CS = T/O dww 2z e 2w Z q<n+a0>Iq|n+ao|(w) ) (441>

(2m) =2 rP-t

n=—oo

onde definimos w = r?/2s%.

No Apendlce 2| mostramos que a soma acima envolvendo o nimero quantico n ¢é

dada pelas Egs. e - Substituindo este resultado na Eq. | -, encontramos

- 4€mD+1 P . ] .
<] (:1:'>>CS = m [Z sin(2k7/q) Sln(2k7rozo)fw;r1> [2mr sin(km/q))
k=1
g > g(g,a0,2y)sinh(2y)
" %/0 cosh(2qy) — cos(gqn) foan [2mr cosh(y)]| (4.42)

onde definimos a notagao

fu(z) = , (4.43)

sendo K, (z) a funcao de Bessel modificada. Podemos ver que < Jo(x >C ¢ nula para o caso
em que oy = 0. Para o caso em que 1 < ¢ < 2, o primeiro termo do lado direito da Eq. (| -
é nulo e esse resultado coincide com o que foi encontrado para a corrente bosonica azimutal
induzida em [75]. A partir da Eq. ([4.42), podemos ver que < j¢(:c)>cs ¢ uma funcao fmpar
em relacao a ag, com periodo igual ao fluxo quantico 3. De modo a exibir de forma clara
a dependéncia de (j®(z))es com o parametro que codifica a presenca da corda, ¢, e também
em «p, na Fig. fizemos o grafico do comportamento da densidade de corrente azimutal
em funcao do parametro ag, no caso em que D = 3, considerando o produto mr = 0.5
para diferentes valores do parametro g. Notamos que o efeito do parametro ¢ é aumentar a

intensidade da densidade de corrente azimutal com respeito ao parametro ay.
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Figura 4.1: Densidade de corrente azimutal sem a presenca da compactificacao para D = 3
em unidades de “m*e”, em termos de o para mr = 0.5 e ¢ = 1.5,2.5 e 3.5.

Considerando um campo sem massa, obtemos a seguinte expressao

<j¢(x)>cs _ el’ (1) [Z/ cos(km/q) sin(2kmay)

W% (2T)D+1 k=1 SlnD(kﬂ—/q>
o inh 2
T Jo cosh(2qy) — cos(qm) cosh®” (y)

Esse resultado é obtido a partir da expansao da funcao de Bessel modificada, K,(x), para

pequenos argumentos [76]. Considerando D = 3 na equagao acima, temos que

<j¢($)>cs _ e [Z/ cot(km/q) sin(2kmay)

42t sin? (k7 /q)
o tanh 2
7 Jo cosh(2qy) — cos(gqm) cosh®(y)

Para o caso em que D = 3 e ¢ > 2 o comportamento de < 5¢ (m)>CS considerando

grandes distancias a partir da corda, mr > 1, é dominado pelo primeiro termo da Eq. (4.42))
com k = 1. Logo, obtemos

ol

@ * Gy (wsiZW/Q)) sin(2nag) cof(n/g)e” I, (446

o que demonstra um decaimento exponencial.

A partir de agora, desenvolveremos o calculo da contribui¢ao para o densidade de

corrente azimutal devida a compactificagdo. Substituindo o segundo termo da Eq. (4.37)) na



Capitulo 4. Correntes bosdnicas 50 de m

Eq. (4.36)), encontramos

(o(x)), = —% g(n+a /dk/ A AT (A1)

n=—oo

Jp— >
A24k24m?2 \/y )\2 k2 m2 ] eLy 27rz)\6 -1

(4.47)

De modo a continuar a nossa analise, devemos usar a expansao
o0
(" =1t => e, (4.48)
=1
na equagao acima, e com a ajuda de 72|, obtemos

(Go(z)), = Qfg 1 Zcos 21l 3) Z a(n+ ) / dk / A ATy 0 (AF) X

n=—oo

x K (zL\/A2+E2+m2> . (4.49)

Agora, usamos a representacao integral dada abaixo para a fungao de Macdonald [72]

1 /x\v [ et &

Fazendo uso desta representagao, podemos realizar a integracao sobre a variavel A e também

sobre o momento ao longo das dimensoes extras k. Com isso, obtemos

<]¢(x)>c = - (D=3) (D+1) ZCOS 27{'[6 / dw w@e_w[ 127?2 ]_TQZL
272
x D a(n+ a0)gntag(w) (4.51)

. . ., 2
onde usamos « na forma dada pela Eq. (4.25)) e introduzimos uma nova variavel w = 122TL£'

A soma sobre o nimero quantico n na Eq. (4.51)) pode ser desenvolvida usando a

resultado compacto dado pela Eq. (A.19). Isto nos permite realizar a integral sobre w, e
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encontramos a expressao final dada por

P
<j¢(x)>c = 8em<DH Zcos 27l ) {Z/sm 2km/q) sm(2k7rozo)f(p+1) [mL1/12+pz]

1

+ 3 /0 Oodyg(q’o‘o’zy)‘smh@y; fiwsn [mLVP+12(y) ]} (4.52)

s cosh(2qy) — cos(qm

onde definimos

Pr = M , n(y) = %%Sh(y) : (4.53)

A partir da expressao acima, notamos que a contribuicao devida a compactificacao
na densidade de corrente bosonica azimutal é uma funcao par em relacao ao parametro B
e é uma funcao impar do fluxo magnético ao longo do nicleo da corda, com periodo igual
a ®g. Em particular, considerando uma campo bosonico untwisted, (j®(x)). é uma funcao
par do fluxo magnético. Notamos também que para o caso em que oy = 0, a densidade de
corrente induzida acima é nula. Além disso, < j¢(a:)>c = 0 para r = 0. De modo a fornecer de
forma mais clara o comportamento de < 3¢ (:1:)>C com g, na Fig. esbocamos o grafico do
comportamento da densidade de corrente azimutal induzida pela compactificagao em funcao
de ag para D = 3, considerando mr = 0.5, mL = 1, B=01e0.7 para diferente valores do
parametro g. A partir dos graficos abaixo, percebemos que o efeito do parametro que garante
a presenca da corda césmica, ¢, € aumentar a intensidade da densidade de corrente azimutal
com respeito ao parametro o enquanto que o efeito do parametro 5 ¢ mudar a direcao de

oscilagao assim como diminuir o valor absoluto de < j¢(x)>c.

Considerando grandes valores para o comprimento da dimensao compacta, mL > 1,
assumindo que o produto mr é fixo, e considerando D = 3, a contribuicao dominante para a
densidade de corrente azimutal induzida pela compactificacao é proveniente do termo [ = 1.

Com isso, encontramos

(@), =~

V2em? cos(27rﬁ)e_mL [Z/ sin(2km /q) sin(2kmay)

T2 L3 T
> 2y) sinh(2
N g/ dyg(q,ozo, y) sinh(2y) | (4.54)
T Jo cosh(2qy) — cos(qm)

onde notamos a presenca de um decaimento exponencial. Logo, neste limite, a contribuicao

para a densidade de corrente azimutal é dominada por (j(z))cs.
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Figura 4.2: Densidade de corrente azimutal induzida pela compactificacao para D = 3 é
mostrada, em unidades de “m*e”, em termos de ag para mr = 0.5, mL =1eqg=15,25e
3.5. O gréfico da esquerda é para § = 0.1 enquanto que o da direita é para § = 0.7.

Para o caso de uma campo sem massa e D = 3, obtemos

@), = e lz’sin@kﬂ/q) sin(2kma0)Go( B, pi)
q [ g(q,a0,2y)sinh(2y) , ~
" 7T/0 d cosh(2qy) —cos(qw)GC(ﬁ’n(y)) ’ (4.55)

onde definimos
oo

~ cos(27l3)
G(B,x) =) ——= . (4.56)
521 (12 + 22)

A soma acima pode ser desenvolvida com a ajuda de [72]. Com isso, apds alguns

calculos intermedidrios, encontramos

~ B 1 72 cosh(27 )
GelB,7) = 2t * 422 sinh? ()
cosh[r(1 — 26)z] + 2B sinh[r(1 — 26)z]
4 423 sinh(7z) ’

(4.57)

para 0 < g < 1.

Com a Eq. (4.57) também podemos obter o comportamento dominante de (js()),
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na regidao r << L (x << 1), que é dado por

) 2e
<j¢’(:c)>c N T [306%(1 — [Z sin(2k7/q) sin(2kmay)
q [ 9(q,ao,2y)sinh(2y)
= d . 4.58
+ 7r/0 ycosh(qu) — cos(qm ) ( )

Novamente usando a Eq. (4.57]), é possivel obter o comportamento dominante de
<j¢’(x)>c na regiio r >> L. Considerando z >>1e f =0ou f = 1, Go(3,2) ~ 7/(42?). Por
outro lado, admitindo z >> 1 e para 0 < 3 < 1, GC(B,CE) ~ —1/(22*). Entao, concluimos

que o comportamento dominante de < j¢(9c)>c depende do valor assumido para B .

0.0004

0.0004 - ; ;
0.0002} 0.0002}
‘Q‘m ‘Q‘m
3 3
*  0.0000 X 0.0000 =
s s
v v
-0.0002} 1 -0.0002}
-0.0004 1 : : : : ‘ -0.0004 1 ‘ : : :
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
mr mr

Figura 4.3: Densidade total de corrente azimutal para D = 3 em unidades de “m*e”, em

termos de mr para os valores ¢ = 2.5, ag = 0.25 e mL = 0.1,0.2,1.0. As curvas correspon-
dentes aos valores finitos de mL sao comparadas com as curvas sélidas para mL — oo. Para
o grafico da esquerda temos S = 0 enquanto que para o da direita g = 0.5.

Combinando as Eqs. (4.42)) e (4.52)) podemos escrever a densidade total de corrente

azimutal como

p

(j°(x)) = &m—:): /COS(QWZB) { Z/ sin(2kw/q) sin(2kmayg) f 011 {mL, /12 + pz]

(27T) 2 =0 k=1

L g /0 " 4y, 00, 20) Sinh(@yi fo [mLy/ETEG) }} (4.59)

T cosh(2qy) — cos(qm

onde o sinal ’ no sinal da soma em [ significa que o termo com [ = 0 é considerado com o
coeficiente 1/2. Para exibir mais claramente o comportamento de < j¢(az)> com o produto
mr, na Fig. esbocamos o grafico da densidade de corrente azimutal em funcao de mr

para D = 3, considerando ¢ = 2.5, ag = 0.25 e diferentes valores de mL. Para o grafico
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da esquerda consideramos B = 0 enquanto que no da direita B = 0.5. Para A, = 0, temos
B = [, eo0s casos f =0 e = 1/2 sdo relacionados com os campos bosonicos sao, untwisted
e twisted, respectivamente. Notamos que o efeito do parametro B é alterar as curvas para os

valores finitos de mL em comparacao com a curva sélida para mL — oo.

4.2.3 Densidade de corrente axial

Nesta se¢ao, iremos analisar a densidade de corrente axial no eixo da corda césmica.
Veremos que devido a compactificacao da direcao ao longo do eixo da corda a densidade de

corrente seré nao-nula

O VEV da corrente axial é dado por

(j.(2)) = ie lim {(0, — O.)W (x,2") + 2icA, W (x,2")} . (4.60)

' —x

Usando a Eq. (4.22) e o fato de que A, = —®, /L, encontramos

00 =~ s 32 [0 [T o) Y e i

=0 \/m2 + N2+ + k

onde k; é dado pela Eq. ([@.14).

Para avaliar a soma sobre o nimero quantico [ devemos usar a férmula de soma de
Abel-Plana generalizada dada pela Eq. (4.37)). Para este caso, temos g(u) = 2wu/L e f(u)
é dado ela Eq. . Levando estas expressoes em consideragao, notamos que o primeiro
termo do lado direito da Eq. é nulo devido ao fato de g(u) ser uma fungao impar.
Assim, ficamos somente com a contribuicao devido ao segundo termo do lado direito da Eq.
(4.37)). Esta contribuicao é uma consequéncia da compactificacao assumida ao longo do eixo

zZ.

A densidade de corrente axial induzida pela compactificacao pode ser escrita como

G = g 2 O [ A

dyy J

/\/)\2+k2+m2 \/y 2 g;l ely—2mijf _ 1~

(4.62)

2No caso em que nio ha compactificagao (j,(z)) = 0.
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Usando novamente a expansao dada pela Eq. (4.48) para a soma em j presente na
Eq. (4.62), encontramos

deq

(jo(x)), = @ Zsm 211 3) / dk / AN NG 40 (A7)

y eflLy
/ _dy - . (4.63)
V A24+k24m? \/yQ N2 k2_m2

A integral em y pode ser avaliada com a ajuda de [72]. O resultado é dado em
termos da funcdo de Bessel modificada de primeira ordem, K;(z). Por outro lado, usando a
representagao integral dada pela Eq. (4.50)) para esta fungao, e o fato de que K;(z) = K_4(2)

podemos mostrar que

o] —ILy 1 o] 27222452 4 m2
/ dy e = —/ dt et~ (4.64)
vV A24+k24m? \/yz N2 k2 2 L

Substituindo o lado direito da identidade acima na Eq. (4.63)), é possivel desenvolver
a integral na variavel A e também sobre os momentos da dimensao extra. Além disso,
definindo w = 2tr?/I?L*, obtemos

1212 2,2

2qelL o)y 2y
<jz(l‘)>c = (2 (gfl) Py E [ sin( 27rlﬁ / dw w<D2 )e [H zﬁ] Tw
T2 or

X Z Lyntal(w) . (4.65)

n=—oo

Substituindo a expressao envolvendo a soma da funcao de Bessel modificada dada

pela Eq. (A.8) na Eq. (4.65), obtemos

. 2qgel / (D-1) —w[1+@]_m2’"2 R
z = l 2 l d 2 2r2 2w
(j.(2)), o E o 2 g sin(2713) ww T e ,
1 o) f(q ap y)efwcoshy
- - d ! ’ - ok w cos(2km/q) 4.66
™ /0 ycosh(qy) — COS(q7T) T ZCOS( 71'040)6 ) ( )

onde usamos « na forma dada pela Eq. (4.25) e f(q, |aol,y) dada pela Eq. (A.7)). Integrando
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sobre a variavel w, a expressao acima pode ser escrita como
(@) = Ga(@)” + (ia2)) ) (4.67)

O primeiro termo dentro do colchete na Eq. (4.66)), nos fornece a contribui¢ao que
nao depende de ay and gq. E um termo puramente topologico, consequéncia somente da

compactificagdo. Para esta contribuicao, temos

. " (0) _ Qem
(7*(2))e T2

=n sin( 27Tlﬁ
“mm Z ey K(DQH) (ImL) . (4.68)
Note que este termo é independente da distancia radial, r. Podemos dizer que a equacao
acima corresponde a densidade de corrente em um espago-tempo de Minkowski com (D + 1)
dimensodes onde a secao espacial tem topologia RP~! x S. Além disso, a partir da Eq. (4.66)

notamos que a densidade de corrente é nula para valores inteiros e semi-inteiros de 3.

Para D = 3, a Eq. (4.68) é dada por

(7 () = —fg‘L 3 Sm(sz ) Ky(imL) (4.69)
=1

A segunda contribuicao para a densidade de corrente axial é devida ao fluxo magnético

e ao déficit de angulo planar, e é dada por

8emPT & P

(55 () = lesin@wlB){

/cos(2k7roz0)f(p+1) [mL\ /12 + p,%}
(2m) = o k=1 ’
o , Qp, 2
] @o0 2 fpn [mL\/MnQ(y)]}, (4.70)
0

™ (2qy) — cos(gm)

onde py, e n(y) sao dados pelas Eqs. (4.53)). Notamos que a Eq. (4.70) é uma fungao impar
do parametro 3 e é uma funcao par de ag, com perfodo igual ao fluxo quantico ®;. Em

particular, no caso de um campo bosonico untwisted, a Eq. (4.70) é uma funcao impar do
fluxo magnético. Além disso, esta contribuicao anula-se para ¢ = 1 e g = 0. De modo a

apresentar de forma mais clara o comportamento de ( jz(a:)>£q’a°)

com relacao aos parametros
da teoria, na Fig. esbocamos o grafico de seu comportamento em funcio de § e com
D = 3, considerando mr = 0.4, mL =1 e q= 1.5, 2.5 e 3.5. O grafico da esquerda é para

ag = 0 e o da direita é para ay = 0.25. Nestes graficos notamos que a amplitude da densidade
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de corrente aumenta com q e o efeito de o é mudar a orientacao da corrente.
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Figura 4.4: Densidade de corrente axial para D = 3 na Eq. em unidades de “m3e”,

em termos de § para os valores mr = 0.4, mL = 1 e ¢ = 1.5,2.5,3.5. O grafico da esquerda

é para oy = 0 enquanto para o da direita ay = 0.25.

Parar =0e D = 3, a Eq. (4.70) torna-se

<jz<m)>((:q7ao) _ _2;27722 Z K2(lmL)lSin(2l7r5) [Z/ Cos(2k‘71'040)
=1 k=1
q > f(q7 Q, 2y)
a ;/0 dycosh(qu) - cos(qﬁ)] ’ (471)

onde notamos que esta contribuicao é finita.

Agora, considerando mL > 1 e mr fixo, a principal contribuicao para a Eq. (4.70))
vem do termo em que [ = 1. Logo, para D = 3 temos

p

. o 8em? sin(273)emL /
(7 (2)) )~ — 5 Z cos(2kmay)
(2wL)?2 Pt

— g > f(Q7 Qo, 2?/) }
7r/0 dycosh(qu) —cos(qm) J (4.72)

onde notamos que aparece um decaimento exponencial.
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Para um campo nao massivo e D = 3, a Eq. (4.70) é dada por

<jz($)>£q’a0) = 7TL3 [Z cos(2kmay)V, (B,pk)

_g = f(q7 o, 2y) -
7r/0 dycosh(2qy) —cos(qﬂ)‘/c(ﬁ,n(y)) ) (4.73)

onde definimos

Z [ sin( 27rlﬂ ' (4.74)

2 2
— (12 + 22)

Mais uma vez, com a ajuda de [72], fomos capazes de desenvolver a somas na Eq.
(4.74). Este resultado é dado por
~ 72 [sinh(273x) — 2@ sinh(rz) cosh[rz(1 — 26)]]

%(67 CL’) == _E Sinh2(7r[L‘) s (475)

para 0 < 8 < 1. Claramente podemos ver que VC(B,x) é nulo para § = 0, 1/2, 1.

Com a Eq. (4.75) podemos obter o comportamento dominante de (jz(x»?ﬂ para
r << L, que é dado por
de 3 -y
'z (qvao) ~ _ = _ _ 2
Gr)S ~ =531 =B)(1-25) LZ cos(2kma)

q > f(Q7 Qo 2y)
_ 1 d ) 4.76
T /0 ycosh(qu) — cos(qm) (4.76)

No limite oposto, podemos obter o comportamento de ( jz(x)>z7él parar >> L. Considerando
z >> 1 na Eq. (£.75), podemos verificar que V,(B, z) =~ 723/(2z)e=2™* para 0 < § < 1/2, e
Vo(B,2) = —72/(22)e 212 para 1/2 < B < 1. Em ambos os casos a densidade de corrente

axial apresenta um decaimento exponencial, contudo com um sinal diferente.

4.3 Consideracoes a respeito dos resultados

Vimos neste capitulo a influéncia da compactificacao e de um fluxo magnético nas
flutuacoes do vacuo de um campo bosonico carregado. Calculamos os VEVs das densidades de

corrente induzidas. Neste contexto, fomos aptos a mostrar que a densidade de carga e corrente
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radial renormalizadas sao nulas. Além disso, vimos que a compactificacao induz a densidade
de corrente azimutal uma decomposicao com duas contribui¢oes. A primeira corresponde a
expressao na geometria de uma corda cosmica sem a presenca da compactificacao, Eq. ;
a segunda contribuicao é devida a compactificacao e é apresentada na Eq. . A ultima
¢ uma funcao impar de ag, com periodo igual ao fluxo quantico @, e seu comportamento é
mostrado na figura Nesta figura, podemos ver que a intensidade da corrente aumenta

com o parametro q.

Além do mais, vimos que a densidade de corrente azimutal induzida pela compac-
tificacdo ¢ uma funcio par do parametro 3, que depende do fluxo magnético na direcio
axial e da compactificacao, e é uma funcao fmpar do fluxo magnético no nicleo da corda,
com periodo igual a ®y. Notamos que quando = 0 (campo bosonico untwisted), a Eq.
torna-se uma funcao par do fluxo magnético. Também notamos que esta densidade
de corrente induzida anula-se para o caso em que oy = 0. Para um campo sem massa e
considerando D = 3, a Eq. é simplificada, e expressa pela Eq. . Neste caso, o
comportamento dominante de < j¢(x)>c depende dos valores assumidos do parametro B Na
Fig. , esbogcamos o grafico da Eq. para D = 3, em unidades de “m*e”, com respeito
a «ap. Também através da analise desta figura podemos ver que a intensidade da corrente
aumenta com o parametro ¢, e o efeito do parametro B desempenha um papel importante no

sinal da direcao.

Para a densidade de corrente azimutal, dada pela soma das Eqgs. e ,
vimos que ela é dominada por < j¢(:):)>cs para grandes valores do comprimento da dimensao
compacta, mL > 1, assumindo D = 3 e mr fixo. O comportamento da densidade de corrente
azimutal total, como fun¢ao de mr é apresentado na Fig. para D = 3 e para dois diferentes
valores de B A partir deste grafico podemos ver que a relevancia da parte compactificada
na corrente depende do produto mL, diminuindo quando mL se torna muito grande. Além

disso, a intensidade da corrente total, comparada com < j¢(x)>cs, depende de B .

Também mostramos que o VEV da densidade de corrente axial na Eq. tem
uma origem puramente topoldgica, a qual é nula quando B =0,1/2e 1. Este VEV é expresso
em termos da soma de dois termos: o primeiro deles dado pela Eq. (4.68)) é independente
da distancia radial r, do parametro que codifica a presenca da corda césmica ¢, e ap. Esta
contribuicdo corresponde a densidade de corrente no espaco-tempo de Minkowski em RP~! x
S. A outra contribuicao é dada pela Eq. , e é devida ao fluxo magnético e ao déficit
de angulo planar. Verificamos que esta contribuicdo é uma funcdo impar do pardmetro f3

e uma funcao par de «g, com periodo igual ao fluxo quantico ®,. Para o caso particular
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quando 8 = 0, a Eq. se torna uma funcao impar do fluxo magnético. Um grafico
da densidade de corrente azimutal como funcao de B foi apresentado na Fig. [4.4] para dois
valores diferentes de ag e considerando D = 3. Através deste grafico vimos que a amplitude
da densidade de corrente aumenta com o parametro ¢ e o efeito de ay é mudar a orientacao

da corrente.



CAPITULO b

Condensado fermionico e Correntes fermionicas

Este capitulo contém a nossa segunda contribuicao, que é a analise do condensado
fermionico e os valores esperados da densidade de carga e correntes para um campo fermionico
massivo em um espago-tempo conico com (2+1) dimensoes na presenga de um fluxo magnético
localizado no vértice do cone. Esta andlise é realizada para ambas as representacgoes irre-
dutiveis da élgebra de Clifford. Iremos considerar aqui, um campo fermioénico 1(z) em um
espago tempo com (2+1) dimensdes assumindo que o campo esta em equilibrio térmico a

temperatura 7' [61].

5.1 Condensado Fermionico

O condensado fermionico é um conjunto de férmions colocados a temperaturas muito
baixas e que, assim como o condensado de Bose-Einstein, pode ser considerado como mais
um estado da matéria. Porém, em comparagao ao condensado de Bose-Einstein, nao podem
formar agrupamentos muitos grandes, ja que eles sao formados por férmions obedecendo o
principio da exclusao de Pauli, que afirma que dois férmions nao podem estar no mesmo estado
quantico. O primeiro condensado fermionico foi criado experimentalmente em 2003 [77], onde

um gas, com aproximadamente meio milhao de atomos de potassio foram resfriados quase ao

61 de
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zero absoluto.

O condensado fermionico é definido como o valor esperado, utilizando a Eq. (3.85)),

(V) = Te[pyy] (5.1)

com 19 = 114? sendo o adjunto de Dirac e os colchetes denotam a média no ensemble grande
canonico, com a matriz densidade de probabilidade, levando em conta a Eq. (3.95]), dada por

p= 7 tefH-1Q) (5.2)

onde f =1/T. Aqui, Héo operador hamiltoniano, Q ¢ a carga conservada com o potencial

quimico relacionado 4’ e a fungao particao é dada por
7 = Tr[e PH-1Q), (5.3)

O condensado fermionico é uma das caracteristicas mais importantes do sistema que esta-
mos estudando. Em particular, desempenha uma papel importante na quebra dinamica da

simetrial chiral.

Como falamos inicialmente, estaremos interessados em estudar a dinamica de um
campo fermionico em um espago-tempo conico com (2+1) dimensoes. Adotando o sistema

de coordenadas cilindricas, a geometria do sistema ¢ descrita pelo elemento de linha
ds* = g, datdz” = dt* — dr® — r*d¢?, (5.4)

onde 0 < ¢ < ¢9 = 2m/q, onde ¢ > 1. Iremos discutir o caso de um espinor do campo
com duas componentes compreendendo a representacao irredutivel da algebra de Clifford.
Assumimos a presenca de campo eletromagnético externo definido através do potencial vetor

A,. O operador de campo obedece a equagao de Dirac abaixo:
("D, —sm)y =0, D, =0,+T, +ieA,, (5.5)

onde I', é a conexao espinorial e e é a constante de acoplamento minimo. Aqui, s = +1 e
s = —1 corresponde a representacoes irredutiveis inequivalentes da algebra de Clifford em
(241) dimensoes. Com essas representacoes, o termo de massa quebra a invariancia por

paridade e reversao temporal [78]. Em (2+41) dimensoes, por transformagoes de paridade e
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inversao temporal, o campo se transforma como:
Pip(t, F)P~H = ol(t, ), (5.6)

com 77 = (z,y) e 7 = (—x,y). De modo similar, por inversao temporal o campo se transforma

CcOo1mo

Tl/}(t? F)T_l = 02¢<_t7 F) (57)
Nas equacoes acima, temos que o' e 02 sdo as matrizes de Pauli no espaco plano.

No sistema de coordenadas correspondente a Eq. (5.4)), as matrizes gama 2x2 podem

ser escritas na seguinte representagao:

o (10 i 0 T 5.9
’y - 0 _1 ) fy - rl_l (_1)l*16i(]¢ 0 9 .

com !l =1,2eq=21/pp.

Consideramos que na regiao r > 0, a presenca do campo de gauge A, = (0,0, A),
onde Ay = A é a componente covariante do potencial vetor nas coordenadas (¢,r, ¢). Para a
componente fisica correspondente temos Ay = —A/r, que corresponde a um fluxo magnético
infinitamente fino ® = —¢yA localizado em r = 0. Como veremos abaixo, nas expressoes

para os valores esperados, o parametro « sera escrito como
a=cA/qg=—ed/(27). (5.9)

Iremos decompor o parametro « de acordo com a Eq. (4.25), onde notamos que a parte

fracionaria deste parametro é a responsavel pelos efeitos fisicos no sistema em consideracao.

Vamos denotar por { &) (x), &) (x)} um conjunto completo ortonormal de solucoes
de energias positivas e negativas da Eq. (5.5)). Estas solugoes sao rotuladas por um conjunto
de nimeros quanticos 0. Expandimos o operador de campo 1 (x) em termos de wt(yi) (z), da

seguinte forma:

o= > factt + bfel)]

g

>l B + b, 050). (5.10)

g

<0
I



Capitulo 5. Condensado fermionico e Correntes fermionicas 64 de m

De acordo com a Eq. (3.101)), os valores médios térmicos sao:

O o
Tr[pata,] = — 27
e eBES —i) 41
747 60(7’
Tr[pblby] = ———F—. (5.11)

eBES+i) 4 1

As expressoes para Tr[pa, al] e Tr[pb, bl ], sao obtidas a partir das relacdes de anti-comutagao
para os operadores de criacao e aniquilagao. Substituindo as expansoes do campo fermionico

(5.10) na Eq. (5.1]), encontramos a seguinte equacao

Zzﬁﬁwﬂ L] + 0500 Trpal bl ]
+¢ﬁw¢wmm+w¢ﬂﬂww§ (5.12)

Usando as relagoes de anti-comutacao para os operadores de criagao e aniquilagao, vemos que
o segundo e terceiro termos dentro das chaves sao nulos, e a equacao acima pode ser escrita

CcOomo
ZZ{”wﬁmawwwﬁmmmwﬁwmﬂm} (5.13)

Fazendo uso das Egs. (3.84) e (5.11)), obtemos a seguinte decomposigao para o condensado

() = (Yo + ()4 + (Y1) (5.14)

Aqui,

0= V(@) (@), (5.15)

é o condensado fermionico no estado de vacuo e (1)), e (¢1))_ sdo as contribuicoes devidas

as particulas e anti-particulas, respectivamente, e que sao dadas pela expressao

(V)2 —iZZ(” ") (5.16)

EoFp) +1

onde p = ey e £F, sao as energias correspondentes aos modos wc(,i)(x). Nas Egs. (5.15)) e

(5.16)), >, inclui a soma sobre os ntimeros quanticos discretos e a integragdo com respeito
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aos continuos. Os modos sao normalizados de acordo com a condi¢ao de normalizagao

/ o SN @) (@) = 650, (5.17)

com 7 sendo o determinante do tensor métrico. A contribuigao para o condensado correspon-
dente ao valor esperado do vacuo, (1)), foi investigada em [79] e aqui iremos nos preocupar

somente com os efeitos da temperatura.

Para a avaliagdo do condensado de acordo com a Eq. (}5.16|), precisamos conhecer
os modos fermionicos. A solugao geral para a equacao radial para estas fungoes contém uma

parte regular na origem e a parte que diverge em r = 0. Sob a condicao
2ol <1-1/g, (5.18)

os modos irregulares sao eliminados pela condigao de normalizagdo. No caso em que 2|ag| >
1 — 1/q, existem modos normalizdveis irregulares e para a identificagdo das fung¢oes uma
condicao de contorno adicional é necessaria na origem. Na literatura ja foi mostrado que o
procedimento padrao para a extensao auto-adjunta da hamiltoniana de Dirac da origem a
uma familia de um parametro, de condi¢oes de contorno, no contexto de um campo de gauge
de Aharanov-Bohm [80-82].

Seguindo |79], para modos irregulares consideramos um caso especial de condigoes
de contorno no vértice do cone, quando uma condicao de contorno do tipo sacola do MIT ¢
imposta em um raio finito, no qual é entao levado a zero. Esta condi¢ao de contorno é dada
por

(1+in, " ")r—q =0, (5.19)

onde n, é a normal orientada para fora (da regido em consideracao) em direcao a fronteira.
A condigao de contorno do tipo sacola garante que nao exista um fluxo de férmions e isto
corresponde a um fluxo em um tubo impenetravel. As func¢oes de modos correspondentes
tém a forma

o ~el1®/2

o Js. —iq¢/2
w(i) (z) = C((Ji)€1QJ¢:!ZzEt ( Bj (yr)e ) 7 (5.20)
€ T mram 8+, (IT)

onde j = +1/2,43/2, ..., J,(x) é a fungado de Bessel de primeira espécie e

Bi=ali+ ol —€/2, (5.21)
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com €¢; = 1 para j > —a e ¢, = —1 para j < —a. Os espinores ([5.20) s@o especificados
pelo conjunto o = (7,7) com 0 < 7 < 0o e para a energia temos F = E, = /72 4+ m?2. Os

coeficientes de normalizacao sao dados pela expressao

céi)z = WEZI%. (5.22)
Os modos dados pela Eq. sao autofuncgoes do operador momento angular
J = —(i/q)(0y +ieA) + 05/2 , o3 = diag(1, 1), (5.23)
para os autovalores j +
T8 (@) = (7 + )y (@). (5.24)

Nas Egs. ¢ temos Y5, = > [ dy, com a soma em j = +1/2,4+3/2,....
O parametro a é o fluxo magnético medido em unidades do fluxo quantico. No caso em
que o parametro a é metade de um numero inteiro impar j = —a deve ser considerado
separadamente. A andlise correspondente é calculada em [79]. De modo a nao complicar
nossas consideragoes, na discussao que segue iremos excluir este caso. Vemos que, sob a
condigao 2|ag| > 1 — 1/¢, os modos irregulares correspondem a j = —ny — sgn(ayg)/2. Os
valores experados para o caso geral de uma condicao de contorno no vértice do cone sao
considerados de maneira similar ao descrito abaixo. Os resultados diferem somente por uma

contribui¢ao dos modos irregulares.

Usando as fungoes de modo dadas pela Eq. (5.20)), a contribuigao para o condensado

fermionico devido a particulas e anti-particulas sao dadas na seguinte forma

sm

i)e =13 [ 1o {F B 0n) + T () £ U, 6m) = T O]}
J

(5.25)

Nos célculos a seguir usaremos a seguinte representacao integral para a fun¢ao de Bessel [83]

2 1 o dt t/2—x%/t 2
Ji(x) = 90 —e I,(z%/t), (5.26)
UG c—100 t

onde ¢ é uma constante positiva e I,,(y) é a fungao de Bessel modificada de primeira espécie.

Substituindo na Eq. (5.25), contribuicoes separadas (11))+ sdo expressas em termos das
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séries

Z(q, v, 2) Z[gj (5.27)

A fungao Z(q, o, z) é um funcao periddica com relacdo a « com periodo igual a 1. Se con-
sideramos o parametro a na forma ([£.10)), entao Z(g, o, z) nao depende de ng e Z(q, o, z) =
Z(q, 0, z). Para a segunda série, que aparece depois da aplicagdo da Eq. , temos
> 1s+¢;(2) = Z(q, =, 2). Como resultado, a expressao do lado direito de ¢ escrita

CcOomo

— q e Y 1 eioo dt 2,2
ors = [ g | T X (o 6030 b0 )
0 c—100 S==+1

(5.28)

Para a série dada pela Eq. (5.27)), temos a representacao abaixo [84],

1 o] e—:ccoshyf<q ap y)
T . l ) -1 xcos(2ml/q) _/ d ) )
<Q7 Qo, T Z COS ™ O‘O /Q>> T Jo COSh(qy) - COS(q7T>7
(5.29)
onde p a parte inteira de ¢/2, i.e, p = [q/2], e
flq, a0,y) = Z dcos(qm(1/2 — o)) cosh((qag + 0q/2 — 1/2)y). (5.30)

o==%1

O sinal ' no simbolo da soma na Eq. (5.29) significa que o termo [ =0e o termol =¢q/2=p
para valores pares de ¢ devem ser considerados com o coeficiente 1/2. No caso em que
1 <¢q< 2 asomaem ! em (5.29) estda ausente. Note que para ¢ sendo um inteiro par,

q = 2p, para a func¢ao dada pela Eq. (5.30) temos

flg, a0, y) = 2(—1)P cos(mqay) sinh((gag — 1/2)y) sinh(py), (5.31)

e o integrando na Eq. ([5.29) é irregular no limite de integragao inferior.

Substituindo a representacao ((5.29) em na Eq. (5.28]), a integral em ¢ é avaliada com

a ajuda da férmula [85]

1 [fetioo gy /2
— /2207t 1 (2B). 5.32
5 n 0(20) (5.32)

c—100
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Como resultado, a seguinte expressao é obtida

W)e = (@) + / DT

X { —cl cos(2rmlayg) £ s sm(27rla0)} Jo(2yrs))

™

/Ood i, ao,y) £ f2(q, @0, y)
0

cosh(2qy) — cos(qn) Jo(27y7 cosh ?J)} ; (5.33)

onde definimos a seguinte notagao

o = cos(xl/q), s = sin(xl/q), (5.34)
e
filg,00,y) = —sinhy Y cos(gm(1/2 = dap)) sinh((1+ 20ag)gy),
falg,00,9) = coshy iiélcos(qﬂ(l/Q — Say)) cosh((1 + 26a0)qy). (5.35)
s=t1

Note que temos fi(q, 2, y) = Y., _4; 0" *f(g, nap,2y)/2, n =1,2. Na Eq. (5.33), a parte

-y _smo [ v/ E
<¢¢>i - o 0 d’yeB(Eiﬂ)_Fl’ (536>

¢ a contribuigao proveniente do termo [ = 0 no lado direito da Eq. (5.29)), e coincide com a
quantidade correspondente no espaco-tempo de Minkowski em (241) dimensoes (¢ = 1) e na

auséncia de fluxo magnético (ap = 0).

Levando em consideracao a energia, temos que o limite de integracao inferior das
integrais em v nas equagoes acima, corresponde ao menor valor da energia possivel, ou seja,
a energia do estado fundamental ¢;. Sendo assim, €y = m e a seguir, faremos a analise da

energia do estado fundamental comparada ao valor do potencial quimico p.

5.1.1 Analise do condensado para |u| < m

Voltando a considerar valores gerais de q e g, primeiramente consideramos o caso

em que || < m. Usando a relagio (e* —1)"" = 320°, e ¢ apds o célculo das integrais em
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v, a seguinte representacao é obtida

_ B Am?2 00
o) = GO~ o (e
n=1

=1

g [ [8f1(g a0, y) fr2(ea(y)) - fa(q, 20, y) fa2(cnly))
W/O ! [ cosh(2qy) — cos(gm) * cosh(2qy) — cos(gm) } } » (5:37)

X {Z(—l)l [scl cos(2mlag) f1/2(c) £ mnfs sin(27rla0)f3/2(cnl)}

onde usamos a defini¢cao dada pela Eq. (4.43))

()P = —5:; 3 (_;)ne&“—m)”ﬁ = % In (1 + eC#m8), (5.38)

n=1

Na Eq. (5.37)), introduzimos as notagoes

Cnl = m\/n2ﬂ2+4r281n2(wl/q),

cnly) = m\/n252 + 472 cosh® y. (5.39)

Para as fungoes f,(x) na Eq. (5.37) temos

fiola) = \/?7 fos(a) = \/gex:u +a). (5.40)

Agora, somando todas as contribuigoes, obtemos para o condensado fermionico

_ _ _ 3/2m2 o P
(V) = (h)o + <¢¢>(M) - 27T3/2 Z(_l)n {cosh(nﬁu) [Z(_l)lscl cos(2mlag) f1/2(cnr)
sq [~ f1(q,040,y)f1/2(0n(y)) . - .
I 0 % cosh(2qy) — cos(qm) ] s [;(_1)151 sinerao e
_ g > f2(q= a07y)f3/2(cn(y))
T /0 dy cosh(2qy) — cos(gm) } } ’ (5-41)

com a contribuicao de Minkowski dada por

W) = @)D + )
= g (L 7P (1 4P (542)
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A expressao para o condensado no estado de vacuo pode ser encontrada em [79):

—2mr coshy

p
- sm C _ q [~ fi(g, 20, y) €
— _ 2 -1 I3 2 l 2mrs; _/ d
Wido 27r [;( ) Sy cos(2rlao)e T Jo ycosh(2qy) — cos(qm) coshy

(5.43)

Esta contribui¢ao pode ser combinada com a soma em n na Eq. (5.41) contendo o fator

/ . , . .
cosh(nfu), escrevendo y 7 em vez de >~ ;. O sinal ' no simbolo da soma significa que

n=1"
o termo n = 0 deve ser considerado com o coeficiente 1/2. O condensado é uma funcao
periddica do fluxo magnético com periodo igual ao fluxo quantico. Note que a paridade do
condensado nao ¢ definida com respeito as reflexdes ay — —ay e p — —pu. Este fato esta
relacionado com a nao invariancia do modelo sob transformacoes de paridade e temporal.
Gostariamos de chamar a atencao de que o condensado fermionico do estado de vacuo é uma

funcao par de «y.
A Eq. (5.41) pode ser simplificada para varios casos.

Para um campo sem massa, devido a condigdo, |u| < m, também devemos assumir
que p = 0 e nao ha a formacao do condensado. Nos casos especiais onde o fluxo magnético
estd ausente, temos g = 0, e a Eq. (5.41]) torna-se

W) = @) — 2 S 1) cosh (npp) [23(—1)!0,6“””

™ =1 Cnl
sinh (2qy)sinhy e~ ®
cosh(2qy) — cos(qm) cu(y) |

n=0

+ %COS (qm/2) /000 dy (5.44)

Neste caso o condensado fermionico é uma fungao par do potencial quimico.

Considerando o espago-tempo de Minkowski, (¢ = 1), na presenca de um fluxo

magnético o condensado é dado por

o0 0o

_ _ 3/2,,,2 ’
() = (B + i sin(ran) 3 (<1 [ dy
n=0

X

[—s cosh(nfBpu) tanh y sinh(200y) f1/2(cn(y))
+  mnfsinh(nBu) cosh(2a0y) f3/2(ca(y))] - (5.45)

Os termos com n = 0 nas Eqs. (5.44]) e (5.45]) s@o os valores esperados do vacuo.

Vamos considerar o comportamento do condensado em regioes limite dos parametros.
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Para pontos proximos do vértice do cone, duas regioes separadas do parametro aq
devem ser analisadas. Para 2|ag| < 1 —1/¢, a parte térmica é finita no vértice e a corres-
pondente expressao ¢ diretamente obtida a partir da Eq. fazendo r = 0. Chamamos
mais uma vez a atencao que, neste caso, todos os modos sao regulares no vértice. Para
2|ap| > 1 — 1/q as integrais divergem no vértice. De modo a encontrar o termo dominante
na expansao sobre a distancia a partir da origem, notamos que para pontos préximos do
vértice a contribuicao dominante para as integrais na Eq. vem de grande valores de y.

Expandindo os integrandos, encontramos que

() ~ <ww>o+§jﬂifj(ﬁ;2 cos (mp) 3 (~1)"

X [sgn(ag)mnpsinh(nfp) for1(mnB) — s cosh(nfp) f,(mnpB)], (5.46)

com a notagdo p = ¢q(1/2 —|ag|). Note que no caso em consideragao, temos p < 1/2.
Consequentemente, para 2|ap| > 1 — 1/¢ a parte térmica diverge no vértice como 72~1. O
valor esperado no vacuo (1)) se comporta como 1/r e é dominante considerando pequenos

valores de 7.

Agora, iremos considerar o comportamento do condensado para pequenas e altas

temperaturas.

No limite de baixas temperaturas, a principal contribuicao para a parte térmica é

devida ao termo com n = 1 e para o termo dominante, encontramos

() ~ (Yo + %65 (=l [Z/(—l)lCOS(?TZ(2sozoSgn(u) - 1/q))

I cos(am s ° cosh((q + 20apq — sdsgn(u)) y)
Poan() 3 deoslan(1/2 —oau)) [y LGS

(5.47)

Aqui, o termo com [ = 0 é a contribuicdo devido ao espaco-tempo de Minkoswski (¢))M).
Com isso, para |u| < m, a baixas temperaturas, a contribuigdo térmica do condensado é

suprimida pelo fator e~ #(m=Ir,

Para considerarmos o limite de altas temperaturas, a representacao dada pela a
Eq. (5.41) nao é conveniente. Uma representagao alternativa é obtida usando as relagoes
(—=1)" cosh(nfu) = cos(nb) e (—1)"nsinh(nfu) = 0,cos(ndb)/B, com b = m + ifu, e em
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seguida a equacao |86 87]

o /2 Fo0
HZ:O cos(nb) f,(m~/f?n? 4+ a?) = (22;3;5 n;m [(2mn + b)*87% + mﬂl’_lm
X fu_i)2 <a\/(27m +0)2572 + mz) : (5.48)

para as séries em n na Eq. (5.41]). Com essas modificagoes, o condensado é escrito como

W) = (pyon - 2L {[Z(—l)lsclcos(zwlaomo(2rslbn>

s
=1

q /oo . sfi(q, an, y) Ko (210, coshy)} Lhe ir(2n+ 1)T
0

B cosh(2qy) — cos(gqm) m

x [Z(—l)lslsmzwzao)xo @raitn)~ 2 | ™ gy 204 00.9) Ko <2rbncoshy)”7
0

n=—oo

— T cosh(2qy) — cos(gqm)
(5.49)
onde introduzimos a notacao
by = {[r(2n + V)T +ip)* +m*}/2 (5.50)
No caso em que o potencial quimico é nulo, p =0, a Eq. (5.49) é simplificada para
- smT
= In(1+e ™) —4 27log) Ko(2rsb”
) = a0 =03 [ oot o
— g/ood fl(q’@07y>K0(2rb£LO) coshy) (5.51)
7 Jo cosh(2qy) — cos(qm) ’ '

com b = VIr@2n + DT + m2.

No limite de altas temperaturas, Tr > 1, a contribuicao dominante para as séries
em n na Eq. (5.49) é devida aos termos n = 0 e n = —1 e da parte contendo o fator
p—im(2n+1)T. No caso em que ¢ > 2 a contribui¢cdo dominante corresponde ao termo com

[ =1 e obtemos

(W) &= ()M — 21/ s1 [rsin(2ma) sin(2rsy ) T3/ 2e =211 (5.52)

Para ¢ < 2 as somas em [ estao ausentes. No limite de altas temperaturas a contribuicao
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dominante para as integrais na Eq. (5.49) vem da regido préxima ao limite inferior de inte-

gracdo. Assumindo que T > 1/[rr sin?(7q/2)] (¢ ndo sendo muito préximo a 2), encontramos

(M) _ gsin (gma)

in(2pr)Te ™" 5.53
7rsin(mq/2) sin(2ur)Te ’ (5:53)

(W) ~ (V)
e a supressao é mais forte. Para a parte devida ao espaco-tempo de Minkowski, considerando

o limite de altas temperaturas, encontramos

— smT

(o) M) =

In2, (5.54)
m

e, para altas temperaturas, o condensado fermionico é dominado por esta parte. As contri-
buigoes induzidas pelo defeito conico e pelo fluxo magnético sao exponencialmente pequenas

para pontos nao proximos a origem.

Para a investigacao do condensado considerando grandes distancias da origem ¢é
conveniente utilizar a representacao dada pela Eq. . O procedimento correspondente
é similar ao feito para o caso de altas temperaturas e a contribuicao dominante é devida
aos termos com n = 0 e n = —1. Considerando a expressao assintotica para a funcao de

Macdonald para grandes argumentos, para ¢ > 2 obtemos,

()~ ()M 4 24 /wsy /1 sin(2mag) T m (bal/Qe_QTslb‘)) , (5.55)

onde by = /(7T + ip)? + m?2. No caso em que ¢ < 2, assumindo que sin(mq/2) > ¢/rv/T? + m2,

a expressao assintotica é dada por

- - qT sin (qray)

(W) = ()M + Re [(u — inT) e ™ /by] . (5.56)

7r sin(mq/2)

Em ambos os casos, as partes para o condensado induzidas pelo defeito conico e pelo fluxo

magnético sao exponencialmente pequenas e para a contribuigdo dominante temos (1)) =

()0,

5.1.2 Anaélise do condensado para |u| > m

Agora analisamos o caso em que |u| > m. Para > m (u < —m) a contribuigao
devido a anti-particulas (particulas) para o condensado é avaliada de maneira similar a des-
crita acima e a expressdo correspondente é dada por pela Eq. (5.37) considerando (t1))_
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(1) 4). O condensado fermionico total é expresso como

_ _ 1 [
o) = @+ s+ = [

p
X { Z (-1)! [%cl cos(2mlag) F s Sin(ZWlao)] Jo(2yrs))

1=0
N g/ood %f1<Q7a07y):Ff2<QJa07y)
T Jo cosh(2qy) — cos(gqm)

Jo(2yr coshy)} . (5.57)

onde (1), e (1p)_ correspondem a p < —m e pu > m, respectivamente. Introduzindo o
momento de Fermi py = \/m, a integracao em < no ultimo termo pode ser dividida
em duas regioes, ¥ < pg e 7 > po- A expansao (4.48]) pode ser aplicada a integragao para
a segunda regido. Para altas temperaturas, T' > |u|, a contribuigdo dominante para o
condensado é devida aos estados com energias E > |u| e as estimativas assintGticas para

|| < m ainda sdo vélidas.

Comparada ao caso |u| < m, a situacdo no intervalo |u| > m é completamente
diferente considerando o limite de baixas temperaturas. No limite 7" — 0, na parte devida a
particulas ou anti-particulas, a contribuigao dos estados com F < |u| é a tnica que resta, e

encontramos

p

(W)r=0 = (U)o + £ { ZI(—l)l [sci cos(2mlag)g1(porsi) + sgn(p)s; sin(27lag ) g2 (porsi)]
1=0

a7 S st(sen(w) = filg, ao, ) gi(por cosh y)
m /o U cosh(2qy) — cos(gm) } : (5.58)

Onde adotamos a notacao

m ! zJo(2ux) J1(2u)
wy = [ gy ST ) = . 5.5
gl( ) Do \/m 92( ) 2 ( )

O segundo termo no lado direito da Eq. ¢ a contribuigao de particulas (para g > m) ou
anti-particulas (para p < —m) preenchendo os estados com energia m < E < |u|. Este termo
é finito no vértice do cone para 2|ag| < 1 —1/q e diverge como 1/r'=% para 2|ag| > 1 —1/¢.
A contribuigao do vécuo préximo ao vértice se comporta como 1/r e, portanto, é dominante.
Para grandes distancias a partir do vértice, por > 1, as correcoes induzidas pelo defeito conico
e pelo fluxo magnético sao dominadas pelas parte devidas as particulas ou anti-particulas
(o segundo termo do lado direito da Eq. com a contribui¢ao [ = 0 excluida). Esta
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3/2

parte apresenta um decaimento oscilatério com amplitude decrescendo como 1/7%/¢. Podemos

observar que o decaimento da contribuicao do vacuo para um campo massivo é exponencial.

No caso de um campo sem massa, m = 0, a parte devida ao vacuo do condensado é zero e a
Eq. (5.58) é simplificada para
p

(Yh)r=o = sgn(u)% [Z/(—l)lslSin(2W1a0)92(|M‘7"3l)

=0
q /‘”d f2(q, a0, y)g2(|p|r coshy)
0

T cosh(2qy) — cos(qm)

(5.60)

Neste caso, a unica contribuicao diferente de zero é devida a particulas ou anti-particulas e

o condensado ¢ uma fun¢ao fmpar do potencial quimico e do fluxo magnético.

Na discussao acima, assumimos que o campo ¥ (zx) é periddico ao longo da direcao
azimutal. Podemos considerar um caso mais geral onde o campo espinorial obedece a condigao

de quase-periodicidade

Ut 1,0+ o) = e™Y(r,t, 9), (5.61)

com uma fase constante y. As expressoes correspondentes para os valores esperados sao

obtidas a partir dos apresentados acima (e no que segue) com « dado pela equagao

X ,ed (5.62)

2T q

Note que y e A sao alterados por uma transformacao de gauge enquanto suas com-

binagoes no lado direito da expressao acima sao invariantes de gauge.

5.2 Densidade de carga

Nesta e nas secoes seguintes, iremos investigar o valor esperado da densidade de

corrente fermionica, que é dada por

(") = e Tr[ph(x)y ¢ (x)]. (5.63)

Similarmente ao condensado fermionico, a densidade de corrente pode ser decomposta como

(77 = (G + G+ + (") -, (5.64)
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onde
0=e> (@l (@), (5.65)
é o valor esperado do vacuo e
VwU
) = iez T T (5.66)

Os termos (j¥) 4 e (j¥) - s@o as contribuigoes para a densidade de corrente devido as particulas
e anti-particulas, respectivamente. O valor esperado no vacuo foi investigado em [79] e aqui
iremos nos preocupar somente com os efeitos da temperatura finita. Os detalhes dos cédlculos
sao similares aos realizados para o condensado fermionico, assim, serao apresentados apenas

0S passos principais.

Iniciaremos com a densidade de carga que corresponde a componente v = 0 na Eq.
(5.64). Fazendo uso da Eq. (5.20]), para as contribui¢oes de particulas e anti-particulas,

obtemos a representacao

Z/ 1 RO+ T, 0n) & T [ ) = T, ()]
(5.67)

Assim como podemos esperar +(5°) 1 /e > 0. Utilizando transformagoes similares ao cdlculo

do condensado, encontramos a seguinte expressao

00 p
. . € sm .
<]0>:|: = <]0>5EM) + ;/ d’Y 6/8(]17:'?/—”)“ { E (—1)l [?Sl SlIl(27TlOz0) + C COS(27TZO(0)]
0 1=1

%fQ(q7 Qo, 2y) + fl (CI7 Qo, 2y)
cosh(2qy) — cos(qm)

X Jo(2yrs;) — %/ dy Jo(2vyr coshy)}, (5.68)
0

com a parte devida ao espago-tempo de Minkowski dada por

(M), ¢ > b
(¢ _i%/o 4 T (5.69)

Para um campo sem massa e considerando o caso em que p = 0, as contribuicoes de particulas
e anti-particulas para a densidade de carga total se cancelam: (%), = —(j°)_. Este nao é o

CasSo para campos massivos.
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5.2.1 Anadlise da densidade de carga para |u| < m

No caso em que |p| < m, usando a relagao (4.48)), temos que

[ssysin(2mlag) f1y2 (Cur)

(e = (0 - YISy i”ﬂ“{

+ =

+  mnfe cos(2mlag) f3y2 (cr)] —

SEES

SfQ q, o, Y )f1/2 (Cn( ))
/0 dy [ cosh(2qy) — cos(gqm)

mnBf1(q, a0, y) f3/2 (cn(y))
) (5.70)
cosh(2qy) — cos(qm)
com
3
0\ (M em”3 +np
(e \/_7r3/2 Z "ne=" fy e (mnp) . (5.71)
O valor esperado no vacuo para a densidade de carga é dada pela Eq. [79]
p 9] —2mr cosh
0 sem I —9mrs q Ja(q, 0, ) € Y
= —— -1 2ml b— = d
(o 2mr z::( ) sin(2mlag)e 7r/0 ycosh(2qy) — cos(qm) coshy
(5.72)

Para um campo sem massa, devido a condigdo |u| < m, na Eq. (5.70) também devemos
assumir 4 = 0. Levando isso em consideragao, e que f,(z) ~ 2"7'T'(v)z=2 para = — 0,

encontramos a expressao

o0 7reT (—1)ke; cos(2mlag)
Ul = ToT Z [; (n2/2 + 4r2s?)3/2

g / o )P 0% cos )
7 Jo Y cosh(2qy) — cos(qm) ’

(5.73)

onde o primeiro termo do lado direito é a contribui¢ao de Minkowski. Neste caso a densidade
de corrente no vacuo é nula. Notamos que para um campo sem massa a densidade de carga

dada pela Eq. (5.73) ndo depende do parametro s. Elas sdo fungoes pares de .

Somando as contribuigoes do valor esperado no vacuo e de particulas e anti-particulas,
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para a densidade carga total, no caso em que |u| < m, obtemos

3/20m2 >, p
G° = GO - 27Tg—/2 { Z (—1)"s cosh (nfp) [Z(—l)lsl sin(2mlag) f1/2 (cut)

n=0 =1

q falg, 20, y) f1/2 (cn
a ;/0 4y cosh(2qy) — cos(gqm) } * ﬁz )" sinh (nfp)

[i(—l)’clcos@mao)fm(cn»—% [ dyfl(q’“O’y)f?’/z(C"(y))]}, (5.7

— cosh(2qy) — cos(qm)

X

com o termo de Minkowski

(joyan — _ Y 2en’

13/2T Z(_l)nn sinh (nfp) f3/2 (mnf3) (5.75)

n=1
Observamos que, para o caso em que o potencial quimico é nulo, a parte de Minkowski
na densidade de carga é nula, como consequéncia do cancelamento das contribuicoes de
particulas e anti-particulas. O fluxo magnético age nestas contribuigoes de diferentes modos
e nao ha o cancelamento para a parte topoldgica. O termo n = 0 na Eq. corresponde
ao valor esperado no vacuo da densidade de carga. No caso de um campo sem massa com
potencial quimico nulo a densidade de carga também ¢é nula. Note que, para um campo
massivo, a densidade de carga tem paridade indefinida com respeito a mudanca de sinal
para g, ag — —ag, € para i, it — —u. Isto é relacionado ao fato de que, na presenca do
termo de massa, o modelo em consideracao nao é invariante sob transformacoes de paridade

e temporal.

A quantidade {j°); = (j°) — (°)™) nos d4 a contribuicdo para a densidade de carga
devido ao déficit de angulo planar e do fluxo magnético. Por uma questao de conveniéncia,
chamaremos esta parte de parte topoldgica. De modo a mostrar de forma mais clara o
comportamento da parte topoldgica em relacao ao parametro «g, na Fig. esbocamos
o grafico desta contribuicao em termos do parametro «y. Relembre que a densidade de
carga ¢ uma funcao peridédica de «g, com periodo igual a 1. As curvas cheias e tracejadas
correspondem as representagoes irredutiveis com s = 1 e s = —1, respectivamente. Os
nimeros proximos as curvas sao os valores de ¢. Esbogamos os gréficos para u/m = 0.25,
mr = 0.5, T/m = 0.5. Para este exemplo, a contribui¢ao dos termos na Eq. contendo
o fator s domina a expressao. Estes termos sao impares com respeito a reflexao ay — —ay.
Note que para os mesmos valores de p/m = 0.25, T'/m = 0.5, temos que a parte de Minkowski
é (jOYM) =~ 0.015em?.
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Figura 5.1: Parte topolégica na densidade de carga como fungao do parametro o conside-
rando as representagao irredutiveis com s = 1 (curvas cheias) e s = —1 (curvas tracejadas).
Os numeros préoximos as curvas correspondem aos valores de q. Os graficos sao plotados para
p/m = 0.25, mr = 0.5, and T'/m = 0.5.

A férmula geral dada pela Eq. (5.74]) pode ser simplificada para alguns casos espe-

ciais.
Na auséncia do fluxo magnético e para valores gerais ¢, a densidade de carga é dada
por
em’f & — !
<]0> = _W Z(—l)”n SiIlh (nﬁ,u) Z (—1) leg/z (Cnl)
n=1 =0
2q % sinhysinh(qy) f3/2 (cn(y))
— 2 d 5.76
T2 cos(qr/ )/0 Y cosh(2qy) — cos(qm) ’ (5.76)

e é uma funcao fmpar do potencial quimico. Para a densidade de carga no espago-tempo de

Minkowski (¢ = 1) na presenca do fluxo magnético obtemos

G = GO+ 20 () 3 (-1 [scoshmm) / " dycosh(2a0y) 2 (ea 1)

n=0

— nmBsinh (nBp) /0 " dytanh ysinh(2a0y) fy 2 (cn(y))] (5.77)

Para 2|ag| < 1 — 1/q, a parte térmica da densidade de carga ¢ finita no vértice do
cone. Esta parte é dada pelo lado direito da Eq. (5.74)), excluindo o termo n = 0. A expressao

correspondente é obtida pela substituigao direta r = 0. Para o caso em que 2|ag| > 1—1/¢, a
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analise é similar ao que foi realizada para o condensado fermionico o que nos leva a seguinte

expressao assintotica,

2 o
GO~ (" + 6272;3/1;%1/5)1 ;0 cos (mp ; " [sgn(ap)s cosh (nfu) f,(mnp)
—  mpnsinh (nfu) for1(mnp)], (5.78)

17200 valor esperado no vécuo, (j%)g, diverge no

e a densidade de carga diverge com 1/r
limite 7 — 0 como 1/r e préximo ao vértice, assim, este termo domina a densidade de carga
total. Embora a densidade de carga seja divergente no vértice, esta divergencia é integravel e
a carga total induzida pelo déficit de angulo planar e pelo fluxo magnético é finita. Na secao

apresentaremos uma discussao mais detalhada.

Agora, vamos analisar os limite de baixas e altas temperaturas. A baixas tempera-
turas, para valores fixos de mr, a principal contribuicao para a parte térmica da densidade

de carga é devida ao termo com n = 1 na Eq. (5.74). A mesma é dada por

(0 = (% + - > (=1 cos(ml(1/g — 2sgn(p)sa0))

q [ [flg,sgn(p)sao, 2y)
7T/0 d cosh(2qy) — cos(qw)l ’ (5.79)

onde o termo [ = 0 corresponde a parte devido ao espago-tempo de Minkowski. Neste limite

temos uma supressao exponencial dos efeitos térmicos.

Para avaliar a densidade de carga a altas temperaturas, ¢ conveniente usar outra
representacao que é obtida a partir da Eq. (5.74) de uma maneira similar ao que usamos

para a Eq. (5.49). A nova representagao tem a forma

. . 2emT
G = GO - Z {SZ Vs sin(2mlog) Ko (2rsby, )

n=—oo

sq [ f2(q, ag, y)Ko(2rb, coshy) p—in(2n+ 1)T
Y +
T Jo cosh(2qy) — cos(qm) m

[Z(—l)lcl cos(2mlag) Ko(2rs;b,) — q /°° a0 fi(q, ag, y) Ko(2rb, cosh y)] } |
T Jo

— cosh(2qy) — cos(qm)

X

(5.80)
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onde b, é dado pela Eq. (5.50). Para um campo com potencial quimico nulo, obtemos

, 4semT = | < )
(G% = — - ZO lzl(—l)lsl51n(2wla0)K0(2rslb%0))

q /°° f2(a, 0, y) Ko(2rby.” coshy) (5.81)
0

T cosh(2qy) — cos(qm)

com o mesmo b dado por (5.51)).

No limite de altas temperaturas, a contribuicao dominante é devida aos termos com

n=0en = —1. Para o caso ¢ > 2 o termo dominante corresponde a [ = 1 e encontramos

2ecy

(7°) = (9D cos(2mag) sin(2rs p) T/ 2e 27T, (5.82)

\/TS1

Para ¢ < 2 a soma em [ na Eq. esta ausente e a contribuicao dominante para as
integrais em y é devida a regiao préxima ao limite inferior de integracao. Neste caso os
efeitos induzidos pelo defeito conico e pelo fluxo magnético sao suprimidos pelo fator e =277,
Em todos os casos, para u # 0, a altas temperaturas a densidade de carga é dominada pela
parte de Minkowski (j°)*) dada por

e’

(GO ~ T In2. (5.83)
™

No caso em que o potencial quimico é nulo, a parte de Minkowski também ¢é nula. Para
pontos nao muito proximos do vértice do cone, as contribuicoes induzidas pelo defeito conico

e pelo fluxo magnético sao exponencialmente pequenas.

Para fornecer de forma mais clara o comportamento da parte topolégica da densidade
de carga com a temperatura, esbogamos o seu gréafico, a Fig. [5.2l Onde as curvas cheias
apresentam a dependéncia da parte topologica da densidade de carga na temperatura. As
curvas tracejadas correspondem a densidade de carga no espaco-tempo de Minkowski na
auséncia do fluxo magnético , m~2(;%)*) /e. Os ntimeros préximos as curvas sio os valores
darazao u/m. Os graficos sao plotados para ¢ = 1.5, ap = 0.25, mr = 0.5, e para a irredutivel

representacao com s = 1.

Do mesmo modo que para o condensado fermionico, a representacao da pela Eq.
(5.80) também é conveniente para a densidade de carga considerando grandes distancias da

origem. Como antes, o procedimento correspondente é similar ao limite assintético de altas
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10?m~2<j%> e

Figura 5.2: Parte topolégica na densidade de corrente em fungao da temperatura para a
representagao irredutivel com s = 1 (curvas cheias). Os gréficos sao plotados para ¢ = 1.5,
ap = 0.25 e mr = 0.5. As curvas tracejadas apresentam a densidade de corrente no espago-
tempo de Minkowski . Os niimeros préximos as curvas indicam os valores de p/m.

temperaturas. As principais contribuicoes sao devidas aos termos com n = 0 e n = —1.

Considerando ¢ > 2, obtemos

0\ [0y (M) R
(7)) = GO+ TSy ¢ b(l)/262”1b0

2¢T smsy sin(2mog) + (@ — inT)cy COS(ZWQO)] (5.84)

Para ¢ < 2, a expressao assintética correspondente é dada por

0y o (70V(M) esqmT sin(qmay) o—2rbo
7 r sin(qﬂ/Q)Re A (5.85)

Em ambos os casos, as partes induzidas pelo defeito conico e pelo fluxo magnético sao expo-
nencialmente pequenas e para o termo dominante temos (j°) ~ ().
5.2.2 Anadlise da densidade de carga para |u| > m

Para y < —m (u > m) a contribuicao de particulas (anti-particulas) para a densidade
de carga ainda é dada pela Eq. (5.70]) utilizando (%), ((°)_ ). A densidade de carga total
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é expressa como

0o p

) . . e Y ! smo .

G = GO + GO + %/ dry FETD 11 { g (—1) [—E sysin(2mlag) F ¢ cos(27rla0)]
0 1=0

<y - & [T ay B0 ) F N0 2)
T 0 cosh(2qy) — cos(gqm)

Jo(27r cosh y)} , (5.86)

onde o sinal superior e inferior correspondem a y < —m e p > m, respectivamente, e para
(7°)+ temos a expressao (5.70). Considerando as regices separadas 7 < py € 7 > pg, na
integral correspondente a segunda regiao podemos usar novamente a a expansao (4.48)). Os

termos dominantes para altas temperaturas sdo os mesmos para o caso |u| < m.

A temperatura zero e para o caso || > m, a tnica contribuicao diferente de zero

para a integral em v na Eq. (5.86]) é devida a regido v < pg, e obtemos

<j0>T=0 = <j0>0 + % { Z/(_l)l [ss1sin(27lv) g1 (porsi) + sgn(p)c; cos(2mlag)ga(pors:)]

(5.87)

=0
q /OO d 212:1 Slil(sgn<lu’))lfl(Q7 Qo, y)QB—l(pOT cosh y)
_ 41 y 7
T Jo cosh(2qy) — cos(qm)

com as fungoes g;(u) e go(u) dadas pela Eq. . O surgimento do segundo termo esta
relacionado com a presenca de anti-particulas (para ;1 < —m) ou particulas (para p > m)
nos estados com energia m < F < |u|. Na auséncia do déficit de angulo planar e do fluxo
magnético (¢ = 1, a = 0), o termo [ = 0 é o inico que sobrevive e para a densidade de carga

obtemos a expressao
)P = 2/(2 5.88
(1) =0 = sen(w)epy/ (2m). (5.88)

Subtraindo do lado direito da Eq. (5.87) o termo [ = 0, obtemos a densidade de carga
induzida pelo déficit de angulo planar e pelo fluxo magnético. Para grandes distancias a
partir do vértice do cone, o decaimento desta parte na densidade de corrente é oscilatéria

3/2_ Similar ao caso |u| < m, a densidade de carga é

com amplitude decrescente com 1/r
finita no vértice para 2|ag| < 1 —1/q e diverge para o caso 2|ag| > 1 —1/g. A divergéncia no

segundo caso ¢ integrdvel, com 1/r17?. Para um campo sem massa a densidade de corrente
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no vacuo, (7%, é zero e a partir da Eq. (5.89) obtemos a seguinte expressao

2 [ P,
(17— = sgn(,u)% [Z(‘UlclCOS(QWlao)g2(|M|7°Sz)
1=0
_ g/oo f1(q, a0, y)ga(|p|r coshy)
0

T cosh(2qy) — cos(qm)

(5.89)

Neste caso a densidade de corrente a temperatura zero é a mesma para ambas as repre-
sentacoes irredutiveis da algebra de Clifford, s = £1. Sendo uma funcao impar do potencial

quimico e uma funcao par do fluxo magnético.

De modo a tornar de forma mais clara o comportamento da densidade de carga com
relacao a distancia do vértice, na Fig. esbocamos o gréafico da densidade de carga em
funcao distancia a partir do vértice do cone para diferentes valores de ¢ (niimeros préximo as
curvas). O gréfico da esquerda apresenta a parte topoldgica na densidade de corrente fazendo
uso da representagao irredutivel com s = 1 e para u/m = 0.25, ap = 0.25, T/m = 0.5.

(M

No grafico da direita a razdao (j°)/(j°)™) ¢ plotada & temperatura zero para um campo

fermionico sem massa. As curvas cheias e tracejadas correspondem a ay = 0.25 e ap = 0,

respectivamente. Note que para oy = 0.25 e ¢ = 2 temos (j%)7—o = (jo)(TAQ).

0.20+

~~~~~

0.00+

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 1 2 3 4 5

mr \@|r

Figura 5.3: Densidade de carga como funcao da distancia a partir do vértice do cone para
diferentes valores do parametro ¢ (ntimeros préximos as curvas). No grafico da esquerda, a
parte topoldgica é apresentada para a representagdo s = 1 e para u/m = 0.25, ag = 0.25,
T/m = 0.5. O grafico da direita mostra a dependéncia da razao (5°)/(;°)™) a temperatura
zero. As curvas cheias e tracejadas nos graficos acima correspondem a ay = 0.25 e ag = 0,
respectivamente.
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5.3 Carga induzida

Vamos denotar por AQ a carga total induzida pelo déficit de angulo planar e pelo

fluxo magnético ,
AQ:/O drr/o do [(5°) — (5%)40]. (5.90)

No caso em que |u| < m usamos a representacao (5.74). A integragdo na coordenada radial

é feita com a ajuda da férmula
/ drrf,(Va2 +b2?) = f,_1(a)/b* (5.91)
0

Depois de realizar a soma em n, obtemos

J

e
AQ = AQy+ 5 5;1 eBm—op) 1 1

é ; (_S;)l cos(ml (1/q — 2s0c))
1 /°° oy (@: 5000, 2y) cosh™ y} (5.92)
0

T cosh(2qy) — cos(gqm)

onde

| q [ . fo(q,o0,y)cosh 2y
- q p 5.93
5 Sln( 7T Oéo) - /0 Y COSh(2qy> — cOS(qW) ’ ( )

¢ a carga no vacuo e o segundo termo do lado direito representa a contribuicao devido a

particulas e anti-particulas. Essas expressoes podem sem simplificadas usando as relagoes

B4 B3I

B(m—ao
e (m=bp) 41 12

2
AQ = AQy + 2% Z 0 [1 q + qap (qag — 55)} , (5.94)

com AQy = seap/2. Para |u| < m, no limite de temperatura zero temos limy_,o0 AQ = AQy

e a parte topoldgica da carga coincide com o estado de véacuo.

No caso |u| > m, a carga a temperatura zero difere da carga no vacuo AQy. Po-
demos obté-la pela integragao do lado direito de (5.87)), omitindo o termo [ = 0 (a parte de

Minkowski). Levando em consideragao que

0 1
/ dyygi(ay) = =3, paral=12, (5.95)
0 a
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e usando a relacao (B.4]), encontramos a seguinte expressao

1—¢?
12

AQr—o = AQo + sgn(u)Q—z { [qag — ssgn(u)]} ) (5.96)
com o mesmo AQ), da Eq. . Para um dado sinal do potencial quimico, a carga a
temperatura zero é completamente determinada pelos parametros topolégicos do modelo.
Observamos que na avaliagao da integral na Eq. com a fungao ¢;(u) da Eq. nao
podemos mudar a ordem de integracao. A fim de contornar esta dificuldade, introduzimos no
integrando a funcdo e, com b > 0. Com essa funcdo, mudando a ordem de integracio, a
integral em y envolvendo a fungao de Bessel é avaliada utilizando [83]. Entao, apds a avalia¢ao

da integral em z, tomamos o limite b — 0. Para |u| = m a expressao (5.96|) coincide com a
obtida a partir da Eq. (5.94)) no limite 7" — 0.

5.4 Densidades de corrente

Nesta secao, consideramos os valores esperados das componentes espaciais para a
densidade de corrente. Antes de tudo, podemos ver que a densidade de corrente ao longo
da diregao radial é zero, (j') = 0, e somente a contribui¢ao ao longo da diregao azimutal
é diferente de zero. As contribuicGes para a corrente azimutal devido a particulas e anti-
particulas sao obtidas a partir da Eq. usando a Eq. . Para a componente fisica
(jg), temos que ela é conectada com a contribui¢ao contravariante pela relagao (js) = r(j%),

com isso obtemos a seguinte expressao

2J (yr) g, ye. (4
jd):l:—:l: Z / 5 ) 53"‘3( ) (597)

erB(E:FH) + 1

Chamamos a atencao de que o valor esperado da densidade de corrente azimutal nao depende
do parametro s na Eq. (5.5]) e é o mesmo para ambas as representagoes irredutiveis da algebra
de Clifford.

Fazendo uso da relagao de recorréncia para a funcao de Bessel podemos mostrar que

3 75,(@) T 1 (1) = (5 ) 72 (@), (5.98)

Substituindo na Eq. (5.97)) e usando a representacao dada pela Eq. (5.26), a contribuicao
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para a corrente azimutal de particulas e anti-particulas sao representadas como

00 3 c+ioc0
, eqr v/ E 1 Iy 9 9
= — —_— — " E 0Z(q, 0 t). 5.99
ole =50 | D w1901 | 2 ~— (9,000, 7°°/8). (5.99)
Levando em consideracao a Eq. (5.29)), a integral na variavel ¢ é expressa em termos da

funcao de Bessel de ordem 1, e obtemos

- e [¥ V/E - Lo
(Joyxr = = dvm Z(—l) sin (2mwlag) J1(2vrs;)

=1

q [~ fa(q, ag, y) J1 (277 cosh y)
R ;/0 ! [cosh(2qy) — cos(g)] coshy}' (5.100)

Como podemos ver, a corrente azimutal é uma funcao impar do parametro ag. Note que
na ausencia de potencial quimico, u = 0, as particulas e anti-particulas fornecem as mesmas
contribuicoes para a densidade de corrente total. Como anteriormente, iremos considerar

|| < m e |u| > m separadamente.

5.4.1 Anadlise da densidade de corrente para |u| < m

Para || < m, usando a expansao dada pela Eq. (4.48)), encontramos

P

32em3r &
(Jo)e = _2%3—/22(_1>neinﬁﬂ [Z(—l)lSlSiﬂ(%lao)ﬁa/z(Cnl)

n=1 =1

g/ dy J2(g; a0, 9) f3/2 (ea(y)) ' (5.101)
7 Jo cosh(2qy) — cos(qm)
Para a densidade de corrente total, ficamos
] 25/2em3r e n - :
(jo) = _WZ (—1)" cosh(nfu) [Z(—l)lf:’)/z (cn) sisin(2mlay)
n=0 =1
g/ d fo(q, 20, y) f372 (ca(y)) (5.102)
7 Jo cosh(2qy) — cos(qr)

onde o termo n = 0 corresponde ao valor esperado no vacuo, o qual foi calculado em [84]

. : q [ falq,a0,y)fs2 (2mr coshy)
(Jo)o = ——sp Z(—l)lsl sin(27mlag) f32 (2mrs;) — ;/0 y 2 COS(})I(Qq;)/2_ e

(5.103)

p
23/2em3r [
I=1
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Diferente do condensado fermionico, a densidade de corrente azimutal tem paridade definida
com respeito as mudangas g — —ag and u — —u, ou seja, ela é uma funcao fmpar de aq e

uma func¢ao par do potencial quimico.

Na Fig. [5.4, mostramos de forma mais clara o comportamento da densidade de
corrente azimutal com relacdo ao parametro g para p/m = 0.25, mr = 0.5, T/m = 0.5. Os
nimeros proximos as curva sao os valores de q. Como mencionamos a densidade de corrente

é uma funcao impar de «y.

03—

01 |

Q
A r
V00
1S

04 -02 00 02 04

[24)

Figura 5.4: Densidade de corrente azimutal como fungao de oy para diferente valores do
parametro ¢ (valores préximos as curvas) e para u/m = 0.25, mr = 0.5, T/m = 0.5.

Para um campo sem massa, devido a condicao pu < m, também devemos conside-
rar 4 = 0. Usando a expressao assintética para a fungao de Macdonald para argumentos
pequenos, encontramos

) 467’ Oo/
(Jo) = —

Z Vsysin(2mlag)
T

n—0 I= n252 + 4s7r 2)3/2

q /°° (n2ﬁ2+4r cosh? y) —3/2
0

I cosh(2qy) — cos(qm)

fa(q, o, y)] . (5.104)

No caso do espago-tempo de Minkowski com um fluxo magnético, a densidade de corrente é
obtida a partir da Eq. (5.102)) tomando ¢ = 1:

7572

. 252emdr aly >
(Jo) = —=7—sin(mg Z " cosh( nﬁ,u)/ dy cosh(2a0y) f3/2 (cn(y)) - (5.105)
n=0 0
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No vértice do cone, a parte térmica da densidade de corrente azimutal vai para zero
com r para 2|ag| < 1 —1/q, e com r* para 2|ag| > 1 — 1/q. Para o primeiro caso o temos
dominante é obtido diretamente a partir do termo n # 0 na Eq. tomando r = 0.
Isso se reduz as substituigdes ¢,; = ¢,(y) = mnB. No segundo caso, o termo dominante na
expansao assintotica da parte térmica é encontrado de maneira similar ao que usamos para

o condensado fermionico, e tem a forma dada por,

/

(=1)" cosh(nBp) fys1 (mn ).
(5.106)

O valor esperado no vacuo diverge com 1/r? e, portanto, é dominante préximo ao vértice do

(o) = Gisha + oI (1/2 — p)sen(a) cos(mp)

] ¢

i
o

n

cone.

Considerando o limite de baixas temperaturas para um valor fixo de mr, a principal
contribuicao para a parte térmica da densidade de corrente azimutal é proveniente do termo

com n = 1 e encontramos,

2emT?re Pm=ln) | & q [~ f2(q, @0, y)
. ~ (i -1 l in(2rl _ 1 d ? ’
(Jo) = (oo + Z( )51 5in(2mlao) /0 cosh(2qy) — cos(qm)

T — ™
(5.107)
Neste limite a contribuicao é finita e os efeitos da temperatura é suprimido pelo fator

o~ B(m—lul)

Uma representacao alternativa para a densidade de corrente no caso |u| < m, é
obtida usando a férmula dada pela Eq. (5.48))

(Jo) = 2¢l Z bn{Z(—l)lsin(Qﬂlao)Kl (2rs;by)

™
=1

g/“d f2(g; o, y) K1 (2rby cosh y)
T Jo [cosh(2qy) — cos(gm)] coshy |’

(5.108)

onde b, é dado por (|5.50)).

A altas temperaturas, assumindo que 77" > 1, a contribuicdo dominante na Eq.
(5.108]) é devida aos termos com n =0 e n = —1. Para ¢ > 2 encontramos
2eT3/? cos(2rs1 )

sin(2mayg)

<]¢> ~ \/81_7" e2mrs1T

(5.109)
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No caso ¢ < 2, assumindo T >> 1/[nr sin?(g7/2)], o termo dominante é dado por

eqT sin(mqoy) cos(2rpu)
7rsin(wq/2)e2mr T

(5.110)

(Jo) =

A dependéncia da densidade de corrente na temperatura é mostrada na Fig.
considerando dois valores para p/m (ntimeros préximos as curvas). Consideramos os valores

q= 1.5, ag =0.25 mr =0.5.

0.06 ]
’ 0.25 ’
°
X 004t ]
\Y;
§ 0.75
E L 4
0.02 ]
0.00 ]
0.0 05 1.0 1.5 2.0
Tim

Figura 5.5: Densidade corrente em fun¢ao da temperatura. Os nimeros proximos as curvas
sao os valores da razao u/m considerando os valores ¢ = 1.5, o9 = 0.25, mr = 0.5.

Para a investigacao da corrente azimutal assintotica para grandes distancias a par-
tir da origem, usamos novamente a representacao ((5.108). No caso ¢ > 2, a dominante

contribuicao é devida ao termo com [ =1, n = 0,1 e obtemos

2eT'sin(2
<]¢> ~ e Sln( 77050)1:{6 <b(1)/26727'81b0>. (5111>

A/ TTS1T
Para ¢ < 2 e nao muito proximo de 2, o termo dominante é dado pela expressao

(jg) ~ casin(mgao)T'p (e72r™) . (5.112)

msin(mwq/2)r
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5.4.2 Andlise da densidade de corrente para |u| > m

Agora consideramos o densidade de corrente para o caso em que || > m. A expressao

correspondente tem a forma

) = U : A N (1) sin (271
(Jo) = (Uslo+ <J¢>i+% . T BET 1 ZZI<_ )" sin (2mla)
¢ [, fa(g, o0, y)J1(2y7 coshy)
9 _1
< Sil2rs) 77/0 d [cosh(2qy) — cos(gm)] coshy |’

(5.113)

onde os sinais superior e inferior correspondem aos casos y < —m e pu > m, respectivamente.
A expressao para (js)4 no lado direito é dado pela Eq. (5.101). A temperatura zero, T — 0,

temos

Gaimo = (ayo— 0 {Z(—nlsin(%lao)g;(porsl)

2mm —
oo / h
T Jo [cosh(2qy) — cos(qm)] coshy

com a fungao g;(u) dada pela Eq. (5.59) e ¢} (u) = dyg1(u). O segundo termo no lado direito
¢ a contribuicao de anti-particulas para p < —m e de particulas para g > m. No caso de um

campo sem massa, obtemos

P 4\ -
(Jo)T=0 € {Z<si) Sin(%lO‘O)QO(WV‘Sz)—%/O dy fa(q, a0, y)go(|p|r coshy) }7

A2 = 5 [cosh(2qy) — cos(qm)] cosh® y
(5.115)
com a funcao
2u
go(u) = / dxxJ,(x) — 1. (5.116)
0

A contribui¢ao na Eq. ((5.115)) devida a —1 no lado direito da ([5.116)) corresponde a densidade

de corrente no vécuo. Ela depende da coordenada radial com 1/72.

A dependéncia da densidade de corrente azimutal na distancia a partir da origem é
mostrada na Fig. (5.6) para oy = 0.25 e para diferente valores de ¢ (nimeros préximos as
curvas). O grafico da esquerda é para p/m = 0.25, T'/m = 0.5. As linhas cheias no gréfico
da direita representa a densidade de corrente a temperatura zero para um campo fermionico
sem massa com potencial quimico p. As linhas tracejadas sao as densidades de corrente no

vacuo para o mesmo modelo
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Figura 5.6: Densidade de corrente wversus a distancia a partir do vértice para oy = 0.25 e
para diferentes valores do parametro ¢ (nimeros préximos as curvas). O grafico da esquerda
é considerado para p/m = 0.25, T/m = 0.5. O grafico da direita representa o limite de
temperatura zero (linhas cheias) e as correntes no vacuo (linhas tracejadas) para um campo
sem massa.

5.5 Consideracoes a respeito dos resultados

Neste capitulo, investigamos a influéncia da temperatura e de um fluxo magnético
no condensado fermionico e nas densidades de corrente, considerando um espago-tempo de
(241) dimensoes e a presenca de um potencial quimico nao-nulo. Nossos cdlculos foram
desenvolvidos considerando diferentes intervalos do potencial quimico quando comparado

com a energia do estado fundamental, ¢g = m.

No caso em que |u| < m, o condensado foi apresentado na forma dada pela Eq.
, onde s =1 e s = —1 correspondem as duas representacoes inequivalentes da algebra
de Clifford. Com estas representagoes, o termo de massa quebra as invariancias P e T,
e relacionado a este fato, o condensado tem paridade nao definida em relagao as reflexoes
ag — —ap e p — —p. Para um campo sem massa, na auséncia de um potencial quimico, o
condensado é nulo. Na auséncia do fluxo magnético, o condensado é dado pela Eq.
e tem sinal oposto para as duas representacoes irredutiveis com o mesmo moédulo. Outro
caso especial corresponde ao bulk de Minkowski (¢ = 1) na presenga do fluxo magnético
com o condensado sendo dado pela Eq. . De modo a tornar mais claro o compor-
tamento do condensado, consideramos duas contribuigoes assintéticas da férmula geral. A
parte térmica do condensado ¢ finita no vértice para 2|ag| < 1 —1/q e diverge com 1/r1~2,
com p = q(1/2 — |agl|), no caso em que 2|ag| > 1 — 1/q. A divergéncia estd relacionada

com o modo irregular. Para um campo massivo, o condensado no vacuo diverge no vértice
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com 1/r e esta parte é dominante para pontos préximos a origem. Considerando o limite de
baixas temperaturas e para |u| < m a parte térmica é suprimida pelo fator e~ (m=IuD/T  De
modo a investigar o limite assintético de altas temperaturas, para o condensado fermionico,
fornecemos uma representacao alternativa dada pela Eq. . Neste limite, para pontos
nao muito proximos a origem, o condensado é dominado pela parte de Minkowski. Os efei-

tos induzidos pelo déficit de angulo planar e pelo fluxo magnético sao suprimidos pelo fator

e~ 2mrT sin(7/q) —2mrT

para g > 2 e pelo fator e para ¢ < 2. O comportamento assintotico para
grandes distancias a partir do vértice do cone é dado pelas Eqs. e para os casos
em que ¢ > 2 e ¢ < 2, respectivamente. A expressdo para o condensado no caso |u| > m
assume a forma dada pela Eq. com os sinais superiores e inferiores correspondendo a
i< —m e u > m, respectivamente. Neste caso, o condensado, no limite de temperatura zero,
é dado pela Eq. , além disso, a parte devido ao vacuo contém uma contribuicao devido
a anti-particulas (@ < —m) ou particulas (1 > m) preenchendo os estados com energias
m < E < |u|. Para pontos préximos ao vértice do cone, o condensado a temperatura zero
¢ dominado pela parte devido ao vacuo, enquanto que a grandes distancias a contribuicao

para particulas ou anti-particulas sao dominantes.

As contribuicoes devido a particulas e anti-particulas para a densidade de carga sao
dadas pela Eq. , e sao transformadas para a forma da Eq. no caso |p| <
m. Para a densidade de carga total temos a representacao dada pela Eq. . No
caso de um campo sem massa com um potencial quimico nao-nulo, como consequéncia do
cancelamento das contribuicoes devido a particulas e anti-particulas, a densidade de carga
é nula. Similarmente ao condensado, a densidade de carga tem paridade indefinida com
respeito as mudancas de sinais ay e pu. Na auséncia do fluxo magnético, a expressao geral
¢é simplificada para a Eq. , e a densidade de carga é uma funcao impar do potencial
quimico. A densidade de carga para o bulk de Minkowski com fluxo magnético é dada pela
Eq. . O comportamento da parte térmica da densidade de carga préxima ao vértice do
cone é similar ao condensado. Nesta regiao a densidade de carga total se comporta com 1/r e
¢ dominada pela parte devida ao vacuo. Para grandes distancias da origem, o comportamento
da parte topoldgica na densidade de carga é dada pelas Eqs. e paraq > 2eq < 2,
respectivamente. Nesta regiao temos uma supressao exponencial da contribuicao topologica.
A baixas temperaturas e para |u| < m a densidade de carga é dominada pela parte do vacuo
e os efeitos da parte térmica sdo suprimidos pelo fator e~ ("~ 1#D/T Para altas temperaturas, a
principal contribuicao é devida a parte de Minkowski, e a parte topoldgica se comporta com

—27rT sin(7/q) —2mrT

e ee nos casos em que ¢ > 2 e q < 2, respectivamente. Para os valores do
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potencial quimico |u| > m, a expressao para a densidade de carga assume a forma dada pela
Eq. com o sinal superior e inferior correspondendo a yu < —m e u > m. A contribuicao
de anti-particulas ou particulas para a densidade de carga a temperatura zero é dada pelo
segundo termo no lado direito da Eq. . Para um campo sem massa este termo é o
unico presente e a expressao é simplificada a forma da Eq. .

A carga total induzida pelo déficit de angulo planar e pelo fluxo magnético é finita.
Para |u] < m é dada pela Eq. com AQ)g sendo a carga no vacuo. No caso em que
|| > m, a carga a temperatura zero recebe uma contribui¢ao adicional de particulas ou
anti-particulas, dependendo do sinal do potencial quimico. Esta contribuicao é dada pelo
segundo termo no lado direito da Eq. . Para um dado sinal do potencial quimico a

carga ¢ completamente determinada pelos parametros topolégicos do modelo, q e ay.

No problema em consideracao, a unica componente nao-nula para a densidade de
corrente é devida a contribuicao ao longo da direcao azimutal. Esta componente nao depende
da representacao da élgebra de Clifford. Para o potencial quimico na regiao |u| < m, o valor
correspondente esperado é dado pela Eq. . A densidade de corrente tem paridade
indefinida com respeito as mudangas oy — —ag e 4 — —p, € é uma funcao impar de «
uma funcao par de p. Em particular, a densidade de corrente é nula na auséncia do fluxo
magnético. Para um campo sem massa a expressao geral é simplificada para a Eq. ,
e no bulk de Minkowski na presenca de um fluxo magnético temos a Eq. . A parte
térmica da componente azimutal da densidade de corrente é nula no vértice do cone com
r para 2|ag| < 1 —1/q e com r?* no caso 2|ap| > 1 — 1/q. A corrente no vécuo diverge
com 1/7? e ¢ dominante para pontos préximos ao vértice do cone. A baixas temperaturas e
para |p| < m a contribuigdo devida a temperatura finita é dada pelo segundo termo no lado
direito da Eq. com uma supressao exponencial. A altas temperaturas a densidade

—27mrT sin( —2mrT

de corrente é suprimida pelo fator e ™/4) no caso ¢ > 2 e por e para q < 2.

Os comportamentos assintéticos a grandes distancias sdo dados pelas Eqgs. (5.111)) e (5.112))

nessas duas regioes de ¢q. Para |u| > m, a expressdo para a densidade de corrente tem a
forma dada pela Eq. (5.113) e a densidade de corrente a temperatura zero é dada pela Eq.
(5.114)). A tdltima consiste em duas partes: a corrente no vacuo a corrente devida a particulas

ou anti-particulas preenchendo os estados com energias m < E < |ul.



CAPITULO 6

Consideracoes finais

Nesta tese, estudamos o efeito da topologia e da presenca de campos magnéticos nas
flutuagoes quanticas do vacuo associada a campos bosonicos e fermionicos carregados. Nesse
sentido, avaliamos os valores esperados das correntes de vacuo induzidas, e suas dependéncias
com os parametros fisicos relevantes do modelo em questao. No que se refere a campos
quanticos bosonicos, estudamos o efeito da compactificacao na variavel unidimensional nos
valores esperados da corrente induzida e com relagao ao campo fermionico, estudamos o
efeito térmico, admitindo que o campo esta em equilibrio térmico a uma temperatura T, e

um potencial quimico, j, nao-nulo.

Investigamos as densidades de corrente bosonica no espago-tempo compactificado de
uma corda césmica com (D + 1)-dimensoes, induzidas por um fluxo magnético ao longo do
eixo axial. Admitimos também a presenca de um fluxo magnético extra devido a presenca
de um potencial vetor ao longo da dimensao compacta. Os calculos foram realizados pela
imposicao da condicao de quasi-periodicidade, uma fase arbitraria 3, nas solucoes da Eq.
de Klein-Gordon. A solugao geral foi obtida considerando a presenca de um potencial vetor
na Eq. . De modo a desenvolver essas andlises, calculamos a funcao de Wightman de
frequéncias positivas, Eq. . A mesma é necessaria para calcular os VEVs das densidades
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de corrente bosonica apresentadas pela Eq. (4.24)).

Gostarfamos de enfatizar que as correntes analisadas no capitulo 4| se referem a
correntes induzidas no vacuo pela presenca do fluxo magnético e pela compactificacao. Como
podemos notar, o déficit de angulo planar associado com o espago-tempo da corda coésmica
aumenta a intensidade da densidade de corrente azimutal, e a compactificagao introduz uma

contribuicao adicional para a corrente azimutal, e cria uma nova densidade de corrente axial.

Também investigamos os valores esperados do condensado fermionico e das densi-
dades de corrente para um campo fermionico massivo com um potencial quimico nao-nulo,
i, em equilibrio térmico a uma temperatura 7', em um espago-tempo conico com (2+1) di-
mensoes na presenca de um fluxo magnético localizado no vértice do cone. Para os espinores
do campo realizando as duas representagoes inequivalentes da dlgebra de Clifford, os valores
esperados sao decompostos em trés contribuicoes: uma devido ao valor esperado no vacuo, e
as duas outras devido as particulas e anti-particulas. Todas essas contribuigoes sao funcoes
periédicas do fluxo magnético com periodo igual ao fluxo quantico. A contribuicao devida ao
valor esperado no vacuo foi investigada em um trabalho anterior e nesta tese nos preocupa-
mos somente com os efeitos da temperatura finita. Além disso, vimos que o termo de massa
na equagao de Dirac, quebra a invariancia por paridade e reversao temporal, o que justifica

os calculos para as duas representacoes irredutiveis da algebra de Clifford.

Uma extensao natural de nosso trabalho, para o caso bosonico, é o calculo do Tensor
energia-momento associado a este modelo. Ja para o caso fermionico, a perspectiva futura
é calcular o condensado fermionico e as densidades de corrente induzidas por uma fronteira,
além dos respectivos Tensores energia-momento. Além disso, pretendemos estudar as cordas
cosmicas em teorias alternativas da gravitagao, como por exemplo, a teoria de Rastall e as
teorias f(R). Outro tépico que nos desperta interesse, é o estudo de cordas césmicas no

contexto de branas.



APENDICE A

Formulas de soma

Iremos desenvolver aqui as somas envolvendo as fungoes de Bessel modificadas nas

Bos. (T3 e (1),

A.1 Foérmula de soma envolvendo a funcao de Bessel

modificada I, (w)

Iniciaremos, primeiro com a Eq. (4.31]). Vamos considerar a soma

oo

T(w,a, q) Z dntol (W) = Lo (0) + Y [Tytntan) (W) + Ltn—ag) (w)]. (A.1)

n=—o0o n=1

Uma representagao integral muito ttil para I, (w) foi previamente considerada em [84] e serd

usada aqui. Esta representacao é dada por

sin(mwf,) _ w/7r . sin(yf,) sin(7/3,,) /°° —weoshy—f
I N P w . d wcosy_ d wcosny nY A'2
8. (W) = B o) sy ) e ,(A.2)

onde em nosso caso 3, = q|n+ ag|. Com a substitui¢ao da Eq. (A.2)) na Eq. (A.1]), podemos

trabalhar cada termo separadamente. Assim, usando a Eq. (06) (segao 5.4.3) de [88], a soma
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em n do primeiro e segundo termos no lado direito da Eq. (A.2)) é

Z Sln(ﬁn9> o s sln[(ij n 1)7“)40]. (Ag)

Bn  gsin(ray)

n=—oo

que ¢é valida somente para 2kw/q < 6 < (2k 4 2)7/q.

Agora, consideramos a soma em n do ultimo termo do lado direito da Eq. (A.2)).

Esta soma pode ser reescrita como

Z sin(mf,)e ™Y = sin(mqog)e Y + Z [sin[(n + ag)gm]e” "Teo)a
n=-—00 n=1
+ sin[(n — ag)grle” "] | (A.4)

Além disso, pode-se considerar a soma do lado direito da Eq. (A.4) na seguinte forma:

etaod Z sin[(n &+ ap)gqr]e ¥ = T |cos(aymq) Z sin(nmwq)e™ "%
n=1 n=1
+ sin(agmq) Z cos(nmq)e " | . (A.5)
n=1

Assim, podemos usar as Egs. (01) e (02) (secao 5.4.12) de [88] para realizar as somas no lado
direito da Eq. (A.5). Fazendo isso, e substituindo o resultado na Eq. (A.4]), obtemos

o0

sin(m8. e Pry — fq, @0, y)
nzzoo (m6n) cosh(qy) — cos(mq)’ (A.6)
onde
f(q, a0, y) = sin[(1 — |a|)mq] cosh(|aw|qy) + sin(|ag|mq) cosh[(1 — |ao|)qy]. (A7)

Como pode ser visto na Eq. (A.7)), estamos considerando somente o médulo de ay. de modo
a fazer a Eq. (A.7) uma fungao par em «q e, portanto, compativel com a Eq. (A.1)) que

também é uma fungao par do mesmo parametro. Finalmente, combinando as Eqs. (A.1)),
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(A.2)), (A.3) e (A.6]), estamos aptos a mostrar que

T(w,00q) = — - l/Oo ay o H(@.00,1)
o q mJo " cosh(qy)— cos(mq)
la/2]

2 .
Z/ cos(2kmayg )e? kD) (A.8)
k=1

+ —
q
onde [¢q/2] representa a parte inteira de ¢/2, e o sinal ’ na soma significa que no caso em que
q = 2p o termo k = q/2 deve ser considerado com o coeficiente 1/2. Note que fazendo a soma
em k de —p a +p na Eq. nos fornece o ultimo termo do lado direito da Eq. ,
apos combinar as Eqgs. (A.1), (A.2)), (A.3) e (A.6). Podemos ver agora que a Eq. estd

em perfeita concordancia com a Eq. (A.1]), ou seja, ambas sdo fungoes par de «y. Este fato

somente é possivel se considerarmos o médulo de oy em na Eq. (A.7).

Para valores inteiros de g e ag = 0, temos
e’ 1 !
I(w, q> = 4= ewcos(2k7r/q)‘ (A9>
P

O caso especial em (A.9) foi considerado em outros contextos [26-H30]).

A.2 A segunda soma envolvendo a funcao de Bessel

modificada I3 (2)

Vamos agora provar a soma em n presente na Eq. (4.41]), que é considerada aqui na

seguinte forma

o0

S = Z (n+a0)]q|n+ao\(w)

n=—oo

= aoyjag|(w) + Y [+ 00 [y(aran) (W) = (0 = a0) [yn-agy(w)] . (A.10)

n>1
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que é uma fungao impar de . Assim, considerando primeiramente somente valores positivos

de agp e usando as relagoes [72]:

w d w
(TL + aO)[q(n+a0)(w) = _E%Iq(rﬂrao)(w) + Elq(n+a0)*1(w) )
w d w
(n = ao)lyn-ap) (W) = E%]q(n—ao)(w) - Efq(n—ao)+1(w) 7 (A.11)

na Bq. (A-10), temos
w d
S = L dw |fdeol(® W)+ Tyntan) (W) + > Lotn—ag) (W)

n>1 n>1

Tgjaol- 1(w) + Z Iq(n+ao)- (w) + Z Iq(n—ao)+1(w)] : (A.12)

n>1 n>1

w
4+
q

Com a definigao, ag = o — 1/q, podemos reescrever a Eq. (A.12)) como

[e.e]

S _E% Z \n+ao| +_ Z |n+ao| (A-13>

n=—oo n=—oo

Por outro lado, podemos trocar os fatores (n 4 «) entre as relagoes apresentadas na Eq.

(A.11)). Isto fornece

d [e.9]
S = = Z Lgjntaol (W Z aln-+dol (W (A.14)

n=-—00 n=—o00

onde agora, &g = ap + 1/q. A substituigao da Eq. (A.8) na Eq. (A.14), pode ser separada

em dois termos, ou seja

S = Say + Sa, (A.15)
O primeiro termo é dado por
2w [q/2}/
Say = ——5 cos(2km /q) cos(2kmay ) e «oskm/0)
k=0
00 —wcoshy
i dy coshy6 /(g 20, 9) (A.16)

qr Jo cosh(qy) — cos(mq)’
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e o segundo termo, Ss,, € dado em termos de S, de acordo com

la/2]
2
Say = —Sapt+ _120 Z/ sin(2km /q) sin(2kmag ) et ©0s2km/9)
T =
wo [* e Vg (q, o, y)
— dy sinh —— AT
+q7r : Y= ycosh(qy) — cos(mq)’ ( )
onde a funcao, ¢(q, ag,y), é definida como
9(q, ag,y) = sin(gmay) sinh[(1 — |a|)qy] — sinh(ygay) sin[(1 — |ag|)7g]. (A.18)

Como consideramos somente valores positivos de ag, a Eq. (A.18]) ndo precisa depender
de |ag|. Entretanto, se tomarmos valores negativos de «g na Eq. (A.10) obterfamos uma
expressao similar, assim como na Eq. (A.18]), porém com sinal contrario. Isto sugere que

para satisfazer ambas as possibilidades, temos que incluir o médulo de oy como mostrado na

Eq. (A.18).
Portanto, substituindo a Eq. (A.17) na Eq. (A.15) finalmente encontramos

[a/2]
2w , w [e%) —wcoshyg(q I y)
S:—E: in(2k in(2k wcos(2km/q) —/ dy sinh RV
¢ AT /0) smZhmo)e Ty Y coshlay) — cos(mq)

(A.19)

Note que ambas as Eqgs. (A.10) e Eq. (A.19)) sao fungoes impar de oy, como deveriam ser.

Isto somente é possivel se considerarmos o médulo de ay como mostrado em na Eq. (A.18]).

Notemos também que usando a Eq. (A.13), em vez da Eq. (A.14]), obteriamos a Eq. (A.19).

A.3 Anadlise da densidade de corrente induzida ao longo

das dimensoes extras

Os VEVs da densidade de corrente ao longo das dimensdes extras, (j°(z)) para

1 =4, --- D, sao dadas por

(ji(x)) = ie lim (Opi — Opri)W (2, 2") | (A.20)

' —x
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que podem ser escritas como

lim Zezqnme’%'m\l k' Agjnsol (A7) Jpnpal (A1)

z~>x
el

@) =~
6—szAt+szAz

_. A.21
x (A21)

A integral em k' pode ser avaliada usando a Eq. (4.13)) e a identidade

1 2 2 2 2 7.2
= —/ ds e~ (MHATHRIERD)s? (A.22)
\/m2+A2+lZ:?+IZ2 '

Entao, a integral em &° é dada por

dk' i () e A

[e'e] ) ) S . i 12 A:C (Aac
/ - ‘/_ e (A.23)

Esta expressao tende a zero no limite Aa:ﬁ — 0. Além disso, no limite de coincidéncia,
r" — r, a integral em \ fornece um resultado equivalente a Eq. . Além do mais, as
integrais nas outras componentes do momento ao longo das dimensoes extras, k" com r # 1,
fornecem resultados similares aos dados na Eq. . Usando novamente os resultados dados
pelas Egs. e para a soma envolvendo a fung¢ao modificada de Bessel e identificando
o primeiro termo como a contribuicao do espago-tempo de Minkowski na auséncia do fluxo
magnético, podemos renormalizar estas densidades de corrente somente desprezando este
termo. Fazendo isso, podemos ver que os termos dentro da soma e da integral contém fatores

2 2 2 .2 2 2 . . .
g7 sin*(mk/q)/s reosh®(y/2)/s% regpectivamente. Consequentemente, as integrais em s dos

ee
termos remanescentes sao finitas. Entao, nossa conclusao final é que, por conta da Eq.
ir para zero no limite de coincidéncia e valores renormalizados para as outras integrais
sao finitos neste limite, nao havera densidade de corrente induzida no vacuo ao longo das

dimensoes extras.



APENDICE B

Férmulas usadas na simplifacao da carga total

Neste apéndice derivamos as férmulas usadas na Secao [5.3| para a simplificacao das

expressoes da carga total. Vamos considerar a integral
73:/ dre *[I(q,ap,x) — €% /q], (B.1)
0

onde Z(q, ap,x) é dado pela Eq. com o = ag. A partir da Eq. segue que
a integral é convergente. Iremos avalid-la de duas maneiras distintas. Primeiro, usamos a
Eq. . Substituindo na Eq. , notamos que as integrais separadas com o primeiro
e segundo termo no colchete divergem. De modo a ter as integracoes separadas corretas,
escrevemos a integral como lim)_,; fooo dx e [--+]. Para A > 1 ambas as integrais convergem
separadamente. Usando o resultado padrao para a integral com a funcao de Bessel modificada

[83], apds a soma em j e fazendo A — 1 obtemos

1—q2

P="1

+ ap (gag — 1) . (B.2)

Na segunda abordagem para a avaliacao da integral na Eq. (B.1) usamos a repre-
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sentagao dada pela Eq. (5.29)). Apos a integracao elementar em z encontramos

P =13 contontton — 1j20) - & [Ty Lo 20y

q = s cosh(2qy) — cos(qm)

A partir das Egs. (B.2)) e (B.3) segue que

f<Q7 Qp, Qy)/COShzy _ - q2
cosh(2qy) — cos(qm) 12

p _1\! 00
Z ( i) cos(2ml(cvg — 1/2q)) — %/0 dy + qoy (qog — 1) .

! 8l
=1
(B.4)
No caso especial em que ay = 0 a expressao acima nos da
"L (—1)! 2q *  sinh(gy)sinhycosh 2y 1 — ¢
5—Cl+ — cos(qw/?)/ dy = (B.5)
— 5 T 0 cosh(2qy) — cos(qm) 12
Como outra consequéncia da Eq. (B.4]) temos
~ (—1) g [* . falg,a0,y)/ cosh’y
Z sin(2mlag) — —/ dy —— = —qap. (B.6)
Sy T Jo cosh(2qy) — cos(qm)

=1

Outras relagoes sao obtidas a partir da Eq. (B.4) pela diferenciacdo com respeito a «y.
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