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Mauŕıcio, Patŕıcia, Janaina, Jerote, Jardel, dentre muitos outros.

Aos amigos que fiz durante esta caminhada: Helena, Fabiano, Artur, Amaro, Paulo
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RESUMO

Neste trabalho, desenvolvemos um estudo completo do modelo de Landau rela-

tiv́ıstico e da geometria não-comutativa, esta última derivada a partir da projeção

de ńıvel, seguindo a abordagem feita por K. Hasebe no artigo [Int. J. Mod. Phys.

A 31,1650117 (2016)], afim de descrever sistemas curvos de grafeno. No desenvolvi-

mento da teoria, abordamos o problema de autovalores do operador Dirac-Landau

relativ́ıstico sobre uma esfera com um monopolo magnético em seu centro. As es-

feras fuzzy relativ́ısticas são introduzidas usando-se os autoestados dos ńıveis de

Landau relativ́ısticos e uma comparação é feita com os casos não-relativ́ısticos. Sob

deformação da massa, as esferas fuzzy correspondentes a ńıveis de Landau rela-

tiv́ısticos simétricos modificam seus tamanhos, mas para modos-zero não há variação

do tamanho para a esfera fuzzy correspondente. Em sequência verifica-se que o mo-

delo de Landau relativ́ıstico e o sistema não-relativ́ıstico de Pauli-Schrödinger estão

relacionados por uma transformação de gauge SU(2). Finalmente, a aplicação de

todo o esse arcabouço teórico no grafeno, mostra que seu espectro é simétrico com

respeito a energia zero, e mantém-se mesmo sob deformação da massa. Por outro

lado, a influência do parâmetro de massa M 6= 0 nas quatro esferas fuzzy (2 para

cada vale) é tal que, se n 6= 0, duas delas aumentam e as outras duas diminuem,

mas para n = 0 as esferas fuzzy (em ±M) não mudam seus tamanhos.

Palavras-chave: Grafeno. Geometria Não-Comutativa. Esfera Fuzzy.



ABSTRACT

In this work, we developed a complete study on the relativistic Landau model and

non-commutative geometry, the latter was derived from level projection, in order to

describe curved graphene systems. In developing of the theory, we address the pro-

blem of the eigenvalues from the relativistic Dirac-Landau operador on the sphere

with a magnetic monopole in its center. The relativistic fuzzy spheres are introdu-

ced using the eigenstates of the relativistic Landau levels and we compare it with

non-relativistic cases. Under mass deformation, the fuzzy spheres relative to the

relativistic symmetric Landau levels change their sizes, however zero-modes there

are no variation of size for the corresponding fuzzy sphere. Consecutively we verify

that the relativistic Landau model and non-relativistic system of Pauli-Schrödin-

ger are related by gauge transformation SU(2). And finally, the application of the

whole theoretical graphene’s framework show a simmetric spectrum with respect to

its zero energy, and it maintains itself under mass deformation. On the other hand,

the influence of the mass parameters M 6= 0 on the four fuzzy spheres (two for

each valley) is such that, if n 6= 0, two of them are enlarged and the other two are

diminished, but for n = 0 the fuzzy spheres (at ±M) do not change their sizes.

Keywords: Graphene. Non-commutative Geometry. Fuzzy Sphere.
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2.3 Configuração Eletrônica do Grafeno . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.4 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia . . . . . . . . . . . 11

2.4.1 Estrutura Cristalina do Grafeno . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.4.2 Espectro de Energia do Grafeno . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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Caṕıtulo 1

Introdução

Ao longo das últimas décadas, o interesse no estudo de fenômenos em ńıvel

atômico e molecular, levou ao surgimento da nanociência e nanotecnologia. Estas

são áreas de extrema importância, pois elas lidam com o projeto, a manipulação e a

produção, na escala nanométrica, ou seja, elas prometem tornar as coisas menores,

mais rápidas, mais resistentes e mais eficientes. Pretende-se então entender como

a matéria se comporta na escala supracitada, ressaltando o fato que, muitas vezes,

há grandes divergências em suas propriedades macroscópicas e nanoscópicas. As

técnicas usadas para o desenvolvimento desse estudo das pequenas dimensões, vêm

da integração da f́ısica, qúımica e biologia, além das ciências aplicadas, tais como

engenharia e modelagem computacional. Devido suas propriedades peculiares de

formar materiais tão distintos, o carbono é considerado um dos principais “objetos”

para a pesquisa em nanociência e nanotecnologia.

O carbono é um dos elementos mais versáteis da natureza que possui a ca-

pacidade de formar diferentes estruturas na escala nanométrica, pela organização

espacial das ligações entre os átomos do mesmo tipo, tais estruturas são denomina-

das formas alotrópicas. A exemplo de uma destas formas podemos citar o grafeno,

que vem ganhando destaque há alguns anos, devido suas propriedades peculiares.

Sendo um cristal bidimensional, é um elemento matriz para a sintetização de ou-

tros materiais graf́ıticos com outras dimensões, como, nanotubos (1D) e fulerenos

(0D)[13]. Além disso, devido seu espectro incomum, o grafeno permite simular e

testar fenômenos quantum relativ́ısticos, que não são posśıveis de serem observados

na f́ısica de altas energias.

No caṕıtulo 2, descrevemos algumas das principais propriedades e a estrutura

eletrônica do grafeno. Determinamos seu espectro de energia e o analisamos no

limite de baixas energias, donde mostramos que a relação de dispersão é linear,

5



6

significando que seus portadores de carga simulam part́ıculas relativ́ısticas, sendo

portanto descritas por uma equação de Dirac. Devemos ressaltar que, não há nada de

relativ́ıstico no movimento dos elétrons em torno do átomos, mas a interação destes

com o potencial periódico da rede é que produz quasipart́ıculas, estas denominadas

Férmions de Dirac sem massa e com uma velocidade de luz efetiva vF ≈ 106ms−1

[13]. Tratamos também do caso do grafeno com defeitos topológicos tipo desclinação

e em seguida da molécula de fulereno, onde determinamos seu espectro.

No caṕıtulo 3, abordamos o modelo de Landau relativ́ıstico sobre uma esfera

(o caso não-relativ́ıstico é analisado no apêndice A), sendo este descrito pelo ope-

rador Dirac-Landau. O estudo é feito com base em métodos algébricos e pode ser

aplicado à geometria não-comutativa, isolantes topológicos e grafeno [7]. Mostra-se

que no contexto do modelo de Landau, a geometria não-comutativa é ‘gerada’ como

consequência da projeção de ńıvel, e esta última é usada como uma ferramenta

para a introdução de esferas fuzzy (geometrias fuzzy). Em seguida, investigamos

o comportamento das esferas fuzzy sob deformação da massa, e vemos que esfe-

ras fuzzy relativ́ısticas para autovalores de sinais opostos do operador Dirac-Landau

massivo, têm seus tamanhos alterados, de modo que a soma dos raios seja constante.

Mostra-se também que o modelo de Landau relativ́ıstico e o sistema não-relativ́ıstico

de Pauli-Schrödinger estão relacionados apenas por uma transformação SU(2).

No caṕıtulo 4, aplicamos todo o arcabouço teórico visto sobre modelo de

Landau relativ́ıstico e esferas fuzzy no grafeno. Neste sistema, estuda-se as esferas

fuzzy com os graus de liberdade dos vales K+ e K−, e seus comportamentos sob

deformação da massa.

Finalmente, no caṕıtulo 5, apresentamos as conclusões e pespectivas futuras.

Departamento de F́ısica - UFPB



Caṕıtulo 2

Grafeno: Um Cristal 2D

Neste caṕıtulo faremos uma revisão sobre o Grafeno, considerado genui-

namente um cristal bidimensional [3], abordando sua constituição qúımica, confi-

guração eletrônica e algumas propriedades. Discutiremos a estrutura cristalina, no

contexto da f́ısica do estado sólido e o espectro de energia (assim como a estrutura

de bandas), que será obtido por um método de operadores (na verdade uma variante

do método tight binding) [28]. Mostraremos que, no limite de baixas energias, o gra-

feno pode ser descrito por uma teoria de dois espinores bidimensionais de Dirac [1].

Veremos também o caso do Grafeno com defeito topológico (do tipo desclinação)

[2]. Por fim, faremos uma breve descrição do fulereno (um derivado do grafeno), que

constitui o caso esférico1.

2.1 O Carbono e suas Formas Alotrópicas

O carbono (C), número atômico 6 (6 prótons e 6 elétrons), sólido à tempera-

tura ambiente, é um membro do grupo 14 da tabela periódica, sendo um elemento

abundante no universo, e estando presente tanto em compostos orgânicos quanto em

inorgânicos. Tal elemento possui a propriedade de ligar-se quimicamente de várias

formas aos demais átomos, podendo hibridizar-se2 via: sp, sp2 e sp3 [3]. Dentre os

vários compostos derivados do carbono podemos citar (além de outros essenciais à

vida), por exemplo, o dióxido de carbono (CO2), essencial para o crescimento das

1Para um estudo mais detalhado sobre o fulereno consulte a referência [3].
2A hibridização é o fenômeno pelo qual os orbitais atômicos incompletos, no caso os subńıveis

s e p, se combinam dando origem a novos orbitais, os quais possuem caracteŕısticas mescladas de

ambos, ou seja, orbitais h́ıbridos [1].

7



2 Propriedades do Grafeno 8

plantas, os hidrocarbonetos, que têm papel importante tanto na indústria quanto no

transporte e as formas alotrópicas3 tais como: grafite, diamante, folhas de grafeno,

nanotubos de carbono e fulerenos (ver fig. 2.1).

Figura 2.1: Exemplos de alótropos do carbono.

(a) Grafite (b) Diamante (c) Fulereno (d) Nanotubo

(e) Folha de Grafeno

Fonte: Google

De acordo com a figura 2.1 o grafeno consiste de uma folha plana de átomos

de carbono que formam uma rede hexagonal [13]. Apesar de ter uma estrutura

geométrica relativamente simples, tal material possui propriedades surpreendentes

que veremos na próxima seção.

2.2 Propriedades do Grafeno

Vimos na seção 2.1 que o grafeno é uma das formas alotrópicas do carbono,

sendo considerado essencialmente um cristal bidimensional. É um composto que vem

ganhando destaque no meio cient́ıfico, e pode-se dizer que isto é uma consequência,

em partes, de suas peculiares propriedades [8]:

; Transparência Ótica: O grafeno é praticamente transparente, absorve ape-

nas 2,3% da intensidade da luz, independentemente do comprimento de onda

3Esta é uma denominação usada para os compostos originados de elementos que possuem a

propriedade da alotropia - a formação de substâncias simples a partir dos diferentes arranjos em

suas ligações.

Departamento de F́ısica - UFPB



2 Configuração Eletrônica do Grafeno 9

no domı́nio ótico. Esse número é dado por πα onde α é a constante de estru-

tura fina . Logo, o grafeno suspenso não exibe qualquer cor [9];

; Resistência: O grafeno tem uma resistência à ruptura de 42 N/m, sendo 100

vezes mais forte que uma folha do melhor aço (cuja resistência é 0, 40 N/m)

com mesma espessura, isto é, 3, 35 Å = 3, 35× 10−10 m [10];

; Condutividade Elétrica: Uma camada de grafeno tem condutividade elétrica

da ordem de 0, 96× 106 Ω−1m−1, ligeiramente maior que a do cobre, que é de

0, 60× 106 Ω−1m−1 [11];

; Condutividade Térmica: A condutividade térmica do grafeno é dominada

por fônons e tem valor de aproximadamente 5000 Wm−1K−1, enquanto que o

cobre à temperatura ambiente tem condutividade térmica de 401Wm−1K−1.

Então o grafeno conduz pouco mais de 10 vezes que o cobre [12].

2.3 Configuração Eletrônica do Grafeno

O fato de o carbono ser abundante no universo é uma consequência de sua

configuração eletrônica [14]: 1s22s22p2, a qual permite que suas ligações qúımicas

com outros átomos do mesmo tipo sofram hibridização (ou hibridação). Tal processo

ocorre essencialmente quando o átomo é excitado, ou seja, quando um elétron ganha

energia suficiente e passa para um orbital vazio, de modo que os orbitais atômicos

incompletos fundem-se dando origem ao que chamamos de orbitais h́ıbridos. No caso

do grafeno, a hibridação é do tipo sp2 e isto significa que um orbital 2s combina-se

com dois orbitais 2p dando origem a três ligações σ e uma ligação π, dispostas numa

geometria trigonal planar com ângulo de 120o (ver fig. 2.2).

Figura 2.2: Tipos de hibridizações do carbono.

(a) sp (b) sp2 (c) sp3

Fonte: Google
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2 Configuração Eletrônica do Grafeno 10

Nesse arranjo trigonal planar, as ligações σ (mais fortes) fazem o papel de

garantir a estabilidade estrutural da molécula enquanto que a ligação π (mais fraca),

que é onde o elétron de valência se encontra, é responsável pelas propriedades

eletrônicas [14].

Uma vez que o grafeno é visto como uma cristal bidimensional, constitúıdo

por uma rede hexagonal de átomos de carbono com hibridação sp2 [13], vale ressaltar

que o mesmo é o elemento estrutural mais básico para formação de alguns alótropos

do carbono, assim, sua estrutura é considerada uma matriz para a geração dessas

formas alotrópicas (ver fig. 2.3).

Figura 2.3: (a) Grafeno. Matriz geradora de (b) fulereno (0D), (c) nanotubo

de carbono (1D) e (d) grafite (3D).

Fonte: Referência [13]

Ao observar a figura 2.3 vemos que o fulereno [15] pode ser conseguido com a

dobra de uma folha de grafeno em uma estrutura zero dimensional4, por outro lado

o nanotubo de carbono [16] pode ser obtido dobrando-se uma camada de grafeno

em um tubo unidimensional5. O fulereno e o nanotubo de carbono são classificados

como materias sintéticos.

4Essa dimensão para o fulereo é uma convenção, devido sua estrutura fechada ser semelhante a

um ponto.
5Essa dimensão para o nanotubo de carbono também é uma convenção, devido sua estrutura

ser semelhante a um fio cujo interior é ôco.
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2 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia 11

Encontrado na natureza, o grafite é constitúıdo por várias folhas (ou cama-

das) de grafeno, sendo estas últimas interligadas pelas forças de Van Der Waals, mas

estas ligações são fracas e portanto permitem o deslizamento de uma camada sobre

a outra pela ação de forças externas.

Historicamente o grafeno já havia sido observado experimentalmente antes

mesmo do seu isolamento e identificação em 2004 por meio da técnica de clivagem

micromecânica [17]. Este fato levou ao contestamento do paradigma da inexistência

de cristais bidimensionais ao mesmo tempo que permitiu a observação de fenômenos

f́ısicos interessantes [18, 19, 20], como por exemplo, o comportamento tanto de

condutor quanto semicondutor do grafeno, isto porque sua estrutura de bandas,

como veremos mais adiante, tem “gap” nulo [11]. Como já afirmamos o grafeno é um

excelente condutor elétrico e o que corrobora isto é o fato de, mesmo à temperatura

ambiente, tal material conduzir elétrons mais rápido que qualquer outra substância

[21]. Certamente esta caracteŕıstica é devido que seus portadores de carga viajam

distâncias da ordem de micrômetros sem espalhamento [22, 23] e foi constatado que

é razoável o controle desses portadores à temperatura ambiente [20]. Devido esta e

outras propriedades únicas do grafeno, o mesmo pode encontrar utilidade nas mais

variadas aplicações como, por exemplo, de dispositivos eletrônicos maleáveis [24].

Além disso possibilita estudos sobre tunelamento quântico, pontos quânticos [25]

e membranas livres [26]. Podemos concluir então que o grafeno tem um papel de

grande relevo na sociedade observada a combinação de familiaridade, propriedades

extraordinárias e sua facilidade de isolamento.

2.4 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia

As propriedades eletrônicas do grafeno são compreendidas a partir do seu

espectro de energia e sua estrutura de bandas, sendo esta última constrúıda usando

a rede rećıproca associada ao arranjo geométrico deste material.

2.4.1 Estrutura Cristalina do Grafeno

Sabemos que o grafeno possui uma rede cristalina hexagonal plana também

conhecida como honeycomb ou “favo de mel”, e esta, por sua vez, pode ser vista

como a sobreposição de duas sub-redes triangulares que rotularemos por A e B. Estas

subredes, que são redes de Bravais, podem ser constrúıdas a partir da figura 2.4 con-

siderando a simetria de translação dos vetores da base a1 e a2: a sub-rede A gerada

pelo vetor Ri = gia1 + hia2 e a sub-rede B com vetor gerador Ri = gia1 + hia2 + d,
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2 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia 12

onde gi e hi ∈ Z e d = d0(−1, 0) é a origem do sistema na célula unitária com d0 =

1, 42 Å representando a distância de separação entre átomos de carbono adjacentes

[8]. Cada śıtio de uma sub-rede interage com outros três, seus primeiros vizinhos, da

outra sub-rede, por meio dos vetores vj=1,2,3 (sub-rede A) e wj=1,2,3 (sub-rede B).

Figura 2.4: Representação da célula unitária (losango em linha sólida), sub-

rede A (átomos azuis), sub-rede B (átomos vermelhos), vetores da base do

espaço direto a1 e a2, vetores dos primeiros vizinhos vj=1,2,3 e wj=1,2,3.

Fonte: Google

Admitindo uma folha de grafeno perfeita, isto é, plana e infinita, podemos

mostrar que os vetores da base são dados por,

a1 = d0

(
3

2
,

√
3

2

)
e a2 = d0

(
3

2
,−
√

3

2

)
(2.1)

Usando (2.1) obtemos a1 = a2 = 3d20 = 2, 46 Å, sendo que este valor representa a

constante de rede6. Lembrando que a origem do sistema está na célula unitária,

d = d0(−1, 0), após um pouco de álgebra calculamos que:

v1 = d0(1, 0), v2 = d0

(
−1

2
,

√
3

2

)
, v3 = d0

(
−1

2
,

√
3

2

)
(2.2)

w1 = d0(−1, 0), w2 = d0

(
1

2
,

√
3

2

)
, w3 = d0

(
1

2
,−
√

3

2

)
(2.3)

6Constantes de rede são números que especificam o tamanho de uma célula unitária [27].
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2 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia 13

Sejam K1 e K2 os vetores da rede rećıproca, podemos escrevê-los genericamente

como,

K1 = (p1, q1) e K2 = (p2, q2) (2.4)

e devemos exigir que,

Kjaj = 2πδij

onde δij =

{
1, se i = j

0, se i 6= j

Dos vetores da base (2.1) e usando as equações acima, recáımos em dois sistemas (li-

neares) de duas equações envolvendo as componentes de K1 e K2. Após resolvermos

chegamos a,

K1 =
1

d0

(
2π

3
, 2π

√
3

3

)
e K2 =

1

d0

(
2π

3
,−2π

√
3

3

)
(2.5)

Donde obtemos que K1 = K2 =
√

16π2/9d20 = 4π/3d0, sendo este o valor da cons-

tante de rede no espaço rećıproco. Na figura 2.5 é mostrada a 1ª Zona de Brillouin

com os pontos,

Γ = (0, 0), K =

(
2π

3d0
,

2π

3
√

3d0

)
, M =

(
2π

3d0
, 0

)
além de outros que estão associados a certas simetrias intŕınsecas [1]. Veremos mais

adiante que nos pontos K e K′ estão localizados os “cones de Dirac” associados a

estrutura de bandas do grafeno.

2.4.2 Espectro de Energia do Grafeno

Nosso objetivo agora é determinar o espectro de energia para os orbitais das

ligações π (mais fracas), responsáveis pela condução dos elétrons. Tal espectro de

energia nos permite compreender algumas das propriedades eletrônicas do grafeno

e entender o fenômeno de transporte neste material [28, 29]. Começaremos expres-

sando o hamiltoniano tight-binding7 dos orbitais π como [28],

H = −λ
∑
〈i,j〉

a†iaj (2.6)

7Neste método descreve-se os estados quânticos de uma part́ıcula como combinação linear dos

orbitais atômicos (śıtios), supondo existência de sobreposição das funções de onda entre śıtios

vizinhos. Para mais detalhes consulte o cap. 10 da referência [27].
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2 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia 14

Figura 2.5: 1ª Zona de Brillouin e os pontos de alta simetria K,K′,M e Γ.

onde 〈 〉 indica soma sobre os pares de átomos i,j mais próximos na rede e a†i , aj são

operadores anticomutativos, tais que:

{ai, aj} = {a†i , a
†
j} = 0, {ai, a†j} = δij (2.7)

Em (2.6) o termo λ é conhecido como “hopping”, ou transferência, que é a probabi-

lidade de transição mediante o fenômeno de tunelamento. Os ı́ndices i,j representam

os śıtios da rede onde está ocorrendo a transferência. Por outro lado, os operado-

res a†i , a
†
j criam um elétron nas sub-redes A e B, respectivamente, enquanto que os

operadores ai, aj aniquilam um elétron nas sub-resdes A e B.

Lembrando que a1 e a2 são os geradores da rede do grafeno, podemos inter-

pretá-los como operadores translação8. Com isso, definindo o autoestado de a1 e a2

como,

|Ψ〉 =
∑
iA

CAe
ik·ria†i |O〉+

∑
iB

CBe
ik·ria†i |O〉 (2.8)

cujo complexo conjugado é,

〈Ψ| =
∑
jA

C∗Ae
−ik·rj〈O|aj +

∑
jB

C∗Be
−ik·rj〈O|aj (2.9)

onde |O〉 representa o estado fundamental.

8A rede é produzida por aplicações repetidas deles.
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Aplicando o hamiltoniano (2.6) no autoestado (2.8), e usando as relações de

anticomutação (2.7), obtemos,

H = −λ
∑
〈i,j〉

∑
iA

CAe
ik·ria†iaja

†
i |O〉 − λ

∑
〈i,j〉

∑
iB

CBe
ik·ria†iaja

†
i |O〉

= −λ
∑
j

eik·rj
∑
iA

CBa
†
i |O〉 − λ

∑
j

eik·rj
∑
iB

CAa
†
i |O〉

= −λ
∑
j

eik·vj

∑
iA

CBe
ik·ria†i |O〉 − λ

∑
j

eik·wj

∑
iB

CAe
ik·ria†i |O〉 (2.10)

Onde fizemos CA → CB no 1º termo e CB → CA no 2º termo9, além de usarmos

rj = wj + ri para os átomos B e rj = vj + ri para os átomos A10.

Fazendo a diagonalização Ek = 〈Ψ|H|Ψ〉, obtemos,

〈Ψ|H|Ψ〉 = −λ
∑
j

C∗ACBe
ik·vj − λ

∑
j

C∗BCAe
ik·wj = Ek (2.11)

Por outro lado considerando 〈Ψ|Ψ〉 = 1 ⇒ |CB|2 + |CA|2 = 1 e usando isso expres-

samos (2.11) na forma matricial como,

Ek

(
CB
CA

)
=

(
0 −λ

∑
j e

ik·wj

−λ
∑

j e
ik·vj 0

)(
CB
CA

)
(2.12)

A equação (2.12) é basicamente um problema de autovalores e autovetores onde estes

últimos são obtidos ao determinarmos CB e CA. Para os autovalores precisamos

calcular,

det

(
−Ek −λ

∑
j e

ik·wj

−λ
∑

j e
ik·vj −Ek

)
= 0 (2.13)

Donde obtemos,

E2
k = λ2(eik·v1 + eik·v2 + eik·v3)(eik·w1 + eik·w2 + eik·w3)

= λ2
(
3 + e−ik·w1+ik·w2 + e−ik·w2+ik·w1 + e−ik·w1+ik·w3

+ e−ik·w3+ik·w1 + e−ik·w2+ik·w3 + e−ik·w3+ik·w2
)

(2.14)

onde usamos o fato que wj = −vj devido a simetria da rede. Agora aplicando (2.3)

em (2.14) e usando as relações trigonométricas eiφ+e−iφ = 2 cosφ e cos2 φ = 1
2
+ cos 2φ

2

chegamos na relação de dispersão,

Ek = ±λ

√√√√1 + 4 cos2

(√
3

2
kyd0

)
+ 4 cos

(√
3

2
kyd0

)
cos

(
3

2
kxd0

)
(2.15)

9Essa manipulação é justificada pelo fato que, sob a ação do hamiltoniano, os pontos na sub-rede

A são mapeados nos pontos da sub-rede B e viceversa [28].
10Estas expressões são condições de v́ınculo entre as sub-redes.
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2 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia 16

A eq. (2.15) nos diz que o espectro de energia de uma part́ıcula corresponde a duas

superf́ıcies Ek > 0 e Ek < 0 as quais se tocam quando Ek = 0 em seis pontos

correspondentes aos vértices da 1ª Zona de Brillouin. Os estados Ek < 0 (bandas de

valência) estão preenchidos enquanto que os estados Ek > 0 (bandas de condução)

estão vazios, assim, a estrutura de bandas é semi-preenchida e o ńıvel de Fermi

localiza-se nos seis pontos para os quais Ek = 0. A figura 2.6 mostra a estrutura de

bandas do grafeno (onde λ ≈ 2, 7 eV) e a 1ª ZB. Perceba que nos pontos K e K′

estão localizados os “cones de Dirac” como haviamos afirmado em 2.4.1.

Figura 2.6: Estrutura de Bandas do grafeno com destaque para os pontos de

alta simetria K,K′,M,Γ e a 1ª Zona de Brillouin.

Fonte: http://oer.physics.manchester.ac.uk/

2.4.3 Férmions Livres Sem Massa

Nosso interesse agora é estudar o caso limite de Ek → 0, isto é, o compor-

tamento do grafeno próximo aos pontos de Fermi. Para tanto definiremos o vetor
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k = K± + p onde K± =
(
± 2π

3d0
,± 2π

3
√
3d0

)
, no entanto vamos usar K+, temos,

k =

(
2π

3d0
+ px

)
x̂ +

(
2π

3
√

3d0
+ py

)
ŷ (2.16)

Substituindo (2.16) em (2.15) e usando a propriedade que cos(a± b) = cos a cos b∓
sen a sen b, obtemos,

E2
k = λ2

{
1+4

[
1

2
cos

(√
3

2
d0py

)
−
√

3

2
sen

(√
3

2
d0py

)]2

−4

[
1

2
cos

(√
3

2
d0py

)
−
√

3

2
sen

(√
3

2
d0py

)]
cos

(
3

2
d0px

)}
(2.17)

Podemos agora obter uma expressão aproximada para Ek considerando p � K+

(limite de pequenos momentos), o que nos permite expandir em série de Taylor os

senos e cossenos em (2.17) e ao desprezarmos os termos de ordem 3 em diante nas

componentes do momento chegamos a [30],

Ek ' ±
3

2
d0λ
√
p2x + p2y = ±vFp, onde vF =

3

2
d0λ ≈ 106m/s (2.18)

Em (2.17) vF é a velocidade de Fermi e notemos que a energia tem uma relação linear

com o momento em contraste com o caso quadrático na formulação de Schrödinger11.

Uma forma alternativa para descrever os estados próximos da energia de Fermi é

reescrever o hamiltoniano H (eq. (2.12), matriz do centro) considerando a definição

para k vista anteriormente, fazendo uma expansão em potências de p até 1ª ordem,

o resultado é,

H± = vF

(
0 px ± ipy

px ∓ ipy 0

)
(2.19)

onde± está associado a escolha do ponto em que a expansão é feita, isto é, K+ ou K−.

Usando o fato que p = ~k e as matrizes de Pauli, dadas por,

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
(2.20)

satisfazendo,

{σi, σj} = 2δij1, σiσj = iσk, (σi)2 = 1, onde i, j, k = x, y, z (2.21)

11Já estamos acostumados a ver E = p2

2m para part́ıculas livres.
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e 1 é a matriz identidade 2× 2, expressamos (2.19) como,

H+ = ~vF

(
0 kx + iky

kx − iky 0

)
= ~vF (σ · k), para a expansão em K+ (2.22)

H− = ~vF

(
0 kx − iky

kx + iky 0

)
= ~vF (σ · k)∗, para a expansão em K− (2.23)

Nas eqs. (2.22) e (2.23), cada hamiltoniano atua como um operador de Dirac 2D

com k sendo o vetor de onda. Por outro lado o termo σ = (σx, σy) representa um

pseudospin12 devido termos duas sub-redes [31].

Em um problema de autovalores e autovetores H±Ψ = EΨ, os autoestados

associados aos pontos K+ e K− são respectivamente expressos por,

Ψ+ =

(
Ψ+;A

Ψ+;B

)
,Ψ− =

(
Ψ−;A
Ψ−;B

)
(2.24)

Podemos concluir que no limite de baixas energias (pequenos momentos), as ex-

citações da rede são descritas pela teoria de dois espinores (2.24) 2D de Dirac, cujas

componentes são funções de onda correspondentes às duas sub-redes (A e B) e aos

dois pontos de Fermi (K+ e K−). Neste limite, próximo aos pontos de Fermi a in-

teração dos elétrons com o potencial periódico da rede simulam quasipart́ıculas com

velocidade da luz efetiva vF ≈
c

300
que faz o mesmo papel da velocidade da luz c.

É devido aos pontos de Fermi que o grafeno se comporta como semi-metal, pois eles

atuam como “pontos de fuga” entre as bandas de valência e condução, permitindo

propriedades com alta mobilidade, por isso, os elétrons nos orbitais π são conside-

rados livres [2]. Por fim, podeŕıamos também ter reescrito a equação H±Ψ = EΨ

na forma matricial num espaço 4 × 4 (envolvendo simultaneamente a contribuição

de ambas as redes) em seguida, usando p = −i~∇ com ~ = 1 = vF aquela equação

matricial nos leva a −iα · ∇Ψ = EΨ que descreve as quasipart́ıculas como férmions

de Dirac sem massa [4].

12Esse termo foi originalmente introduzido por Heisemberg para descrever a estrutura de núcleos

atômicos como composto de neutrons e prótons (interpretados como estados quânticos da mesma

part́ıcula). Na perspectiva de Heisemberg, um pseudospin é uma superposição coerente de estados

quânticos e descrito pelas matrizes de spin 1/2 de pauli, σ [31, 32].
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2.5 Grafeno com Defeitos Topológicos

Nesta seção faremos uma breve revisão sobre defeitos em estruturas cristali-

nas, mostrando a relação existente entre os defeitos no meio e as métricas de uma

geometria não- euclidiana. Em seguida, abordaremos um tipo de defeito no grafeno

chamado desclinação donde faremos uma análise geométrica usando a teoria elástica

de defeitos e mostraremos que as desclinações estão relacionadas com os vetores de

Frank. Por fim, introduziremos as desclinações via campos de gauge donde veremos

a relação com o conhecido efeito Aharonov-Bohm.

2.5.1 Defeitos Topológicos em Cristais

Defeitos em estrututras cristalinas podem ser entendidos como as regiões

nas quais o arranjo dos ı́ons difere muito de um cristal perfeito. Tais defeitos são

chamados defeitos topológicos, pois eles têm influência direta na topologia do cristal

[3]. Em sólidos os defeitos só podem ser modelados se os considerarmos como cristais

ideais, ou seja, a rede apresenta um arranjo atômico periódico perfeito. Sendo ai

os vetores que constituem a base da rede (ai = 1) a posição de um m-ésimo átomo

numa rede 3D é dada por,

xm = m1a1 +m2a2 +m3a3 (2.25)

E sob a ação de forças externas assumindo que o cristal sofra deformações, a posição

do m-ésimo átomo é transformada por,

xm → x′m = xm + um(x) (2.26)

Por outro lado, tomando-se o limite do cont́ınuo no cristal (parâmetro de rede a→ 0)

pode-se considerar que as deformações no cristal são descritas por um campo vetorial

de deslocamento cujas componentes são ui(x). Neste limite, temos que,

x ′i = xi + ui(x) (2.27)

Logo a distância infinitesimal após uma deformação é,

dx ′i = dxi + dui (2.28)

Donde obtemos que,

dx′i
2

= (dxi + dui)
2

= dxi
2 + 2

{
1

2
(∂kui + ∂iuk + ∂kul∂iul)

}
dxkdxi

= dxi
2 + 2εikdxkdxi (2.29)
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onde o termo,

εik =
1

2
(∂iuk + ∂kui + ∂iul∂kul) (2.30)

é chamado tensor de deformação. Na derivação de (2.29) usamos o fato que dui =

∂kuidxk e algumas propriedades da análise tensorial 13. Notemos que εik é simétrico

pois εik = εki . Se as deformações forem pequenas então a contribuição do último

termo em (2.30) pode ser desprezada de modo que teremos uma aproximação linear

[35, 36],

εik =
1

2
(∂iuk + ∂kui) (2.31)

Foram Katanaev e Volovich [37, 38] que fizeram a conexão entre a teoria das de-

formações elásticas e a geometria diferencial, propondo que a métrica no espaço

euclidiano δik e a métrica num espaço com torção e curvatura gik(x) estão relacio-

nadas por:

gik(x) = ∂ix
′l∂kx

′mδlm ≈ δik − ∂iuk − ∂kui = δik − 2εik (2.32)

E automaticamente inferimos que,

εik =
1

2
(δik − gik) (2.33)

Vemos que a eq. (2.33) relaciona as deformações na rede e a métrica de um espaço

não-euclidiano gik. Devemos observar que na ausência de deformações (ui = 0) a

métrica gik se torna idêntica ao tensor euclidiano δik. Este resultado nos mostra que

podemos descrever a influência dos defeitos no meio por meio de métricas de uma

geometria com curvatura e torção [3]. Esta é uma geometria de Einstein-Cartan.

2.5.2 Defeitos Topológicos no Grafeno

Alterações locais na rede de grafeno são usualmente descritas por defeitos

topológicos denominados desclinações, estes associadas às simetrias de rotação da

rede cristalina. A classificação desses defeitos é feita por processos Volterra [39] que

consiste num “processo de corte e colagem”: Dada uma superf́ıcie cristalina bidi-

mensional, podemos retirar ou adicionar uma seção angular do material e ao unirmos

as extremidades os resultados posśıveis são uma superf́ıcie cônica (quando retiramos

material) ou hiperbólica (quando adicionamos material). A figura 2.7 mostra esse

processo para o caso de um defeito pentagonal consistindo na substituição de um

hexágono, no ponto do defeito, por um pentágono ao retirarmos uma seção θ = π
3

[4]. Se adicionássemos uma seção θ = π
3
, no ponto do defeito, teŕıamos a substituição
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Figura 2.7: Processo de “corte e colagem” para o caso do defeito pentagonal.

Fonte: Referência [5].

de um hexágono por um heptágono. O 1º caso, representa uma desclinação positiva

já o 2º caso exemplifica uma desclinação negativa.

Notemos que as desclinações provocam uma curvatura na folha de grafeno,

distorcendo geometricamente a rede hexagonal. A medida dessa curvatura é dada,

de acordo com a teoria elástica de defeitos, pelo vetor de Frank [3]. Esses defeitos

chamados desclinações estão associados a estrutura de spin da rede.

Vamos agora fazer uma breve análise geométrica das desclinações usando a

teoria elástica de defeitos. Começaremos então definindo um campo vetorial unitário

yi(x), isto é yiyi = 1, definido em todos os pontos do meio. Por outro lado seja ωik

o tensor que representa a estrutura de spin do meio e a partir dele podemos calcular

o vetor de Frank dado por [38],

Λi = εijkΩ
jk (2.34)

onde,

Ωik =

∮
C

dxµ∂µω
ik (2.35)

Notemos que εijk é um tensor de 3ª ordem totalmente antisimétrico e a integral em

(2.35) é tomada ao longo de um caminho fechado em torno do eixo da desclinação.

A intensidade do vetor de Frank corresponde ao ângulo total de rotação do campo

13Para mais detalhes veja a referência [35].
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2 Grafeno com Defeitos Topológicos 22

yi ao redor do eixo da desclinação [38]. Na presença de desclinações o campo ωik(x)

não é suave, então pode-se considerar que pelo menos suas derivadas parciais o sejam

de modo que definamos um novo campo tal que,

ω ik
µ =

{
∂µω

ik, fora do ponto do defeito

lim ∂µω
ik, no ponto do defeito

Com isso, e usando o teorema de Stokes, podemos expressar o vetor de Frank como

uma integral de superf́ıcie pois14,

Ωik =

∮
C

dxµω ik
µ =

∫∫
S

dxµ ∧ dxν(∂µω
ik
ν − ∂νω ik

µ ) (2.36)

Onde S é uma superf́ıcie que tem o contorno C como fronteira. Na ausência de

desclinação deve-se ter que,

∂µω
ik
ν − ∂νω ik

µ = 0 (2.37)

E comparando o 1º membro de (2.37) com a expressão para o tensor de curvatura

na geometria de Einstein-Cartan [34, 40, 41]:

R k
µνi = ∂µω

k
νi − ω l

µi ω
k

νl (2.38)

Percebe-se que a diferença está apenas no 2º termo. E assim, como postulado por

Katanaev e Volovich [37] o vetor de Frank pode ser expresso em termos do tensor

de curvatura por,

ωik =

∫∫
S

dxµ ∧ dxνR ik
µν (2.39)

Ou seja, o tensor de curvatura é interpretado fisicamente como a densidade superfi-

cial dos vetores de Frank.

Lembremos que defeitos topógicos em estruturas cristalinas influenciam dire-

tamente na topologia do cristal, e devido a isso, o grafeno na presença de desclinações

tem sua topologia alterada.

Desclinações e Campos de Gauge

Na teoria quântica de campos uma part́ıcula de spin 1/2 é descrita como um

campo que pertence a um grupo de Lorentz de representações espinoriais. Esses

espinores ao mover-se em torno de um caminho fechado, ganham uma fase de π

(adquirem sinal menos) ao darem uma volta completa [43]. Tomando o caso do

14A expressão dxµ ∧ dxν é chamada produto ‘cunha’ entre as 1-formas, sendo definido por:

dxµ ∧ dxν = 1
2 (dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ).
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2 Grafeno com Defeitos Topológicos 23

defeito pentagonal mostrado na figura 2.7, um espinor que circunda um caminho

fechado em torno do pentágono irá adquirir uma fase não trivial φ = 2π
(
1− 1

6

)
que

é uma consequência de o elétron não poder percorrer um ângulo de 2π e na verdade

esta fase é proporcional ao caminho angular percorrido. Este fato nos lembra o efeito

Aharonov-Bohm que consiste em analisarmos o efeito de um campo magnético sobre

a função de onda de um elétron ao mover-se num caminho fechado: observa-se que

uma circulação completa produz um fator de fase proporcional ao fluxo magnético

encerrado [4]. Com base nisso, a idéia então é substituir o pentágono por um campo

magnético fict́ıcio localizado no mesmo ponto do defeito, e assim, pode-se ajustar o

fluxo correspondente a este campo de modo que a fase adquirida pelo espinor seja

exatamente a mesma daquela originada pelo defeito. Devemos ter que,∮
A · dr = 2π

(
1− 1

6

)
(2.40)

O potencial vetor que satisfaz (2.40) é um do tipo vórtice [43]:

A(x, y) =
5π

3

(
− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
= −5π

3
∇θ(r) (2.41)

onde vemos que em coordenadas polares reduz-se ao gradiente do ângulo polar θ. O

procedimento acima descrito pode ser generalizado para o caso de defeitos cônicos

com ângulo de abertura arbitrário λ. Agora a fase tem um fluxo:∮
A · dr = 2π

(
1− λ

2π

)
(2.42)

Devemos observar também que ao inserir uma desclinação, além de a curvatura

na rede outra consequência ocorre: átomos da mesma sub-rede ficam conectados

ao longo da linha de junção, obrigando os espinores a saltarem a śıtios da mesma

sub-rede, ou seja, misturando-os (ver figura 2.8).

Então a descrição dessa mistura é feita por um gauge não-Abeliano, depen-

dente unicamente da topologia da rede, tal que [44]:∮
C

Aµdxµ =
π

2
τ2 (2.43)

onde τ2 é uma das matrizes de Pauli cujo “papel” é misturar as componentes es-

pinoriais associados aos pontos de Fermi K+ e K− (lembremos que K+ = −K−).

Um outro tipo de campo de gauge é introduzido devido a presença de vários de-

feitos, contudo, não faz parte do escopo desta dissertação abordá-lo e indicamos a

referência [43] para um estudo detalhado sobre o tema.
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2 A Molécula de Fulereno 24

Figura 2.8: Conexão de átomos de mesma sub-rede.

Fonte: Referência [43]

2.6 A Molécula de Fulereno

2.6.1 Introdução

Fulerenos são alótropos do carbono que tem por convenção dimensão zero,

pois são moléculas enroladas como uma bola de futebol. Uma classe interessante é

o fulereno C60 (apelidado de ‘bucky ball’) cuja descoberta em 1985 se deve a Kroto,

Curl, Smalley et al., que estavam motivados a compreender os mecanismos para a

formação de longas cadeias de carbono no espaço interestelar. A técnica usada para a

produção e detecção da molécula, envolveu a vaporização do carbono por irradiação

laser a partir de uma superf́ıcie de grafite [15]. Os átomos de carbono do fulereno

C60 localizam-se nos vértices de um icosaedro truncado (ver fig. 2.9), um poĺıgono

que possui 60 vértices e 32 faces, sendo 12 pentagonais e 20 hexagonais. Outras

moléculas maiores podem ser sintetizadas a partir do C60, tais como C240 e C540

segundo a descrição feita em [28]. Uma descrição detalhada sobre as propriedades

do fulereno pode ser encontrada em [73]-[76].

A molécula de fulereno pode ser descrita por um modelo tight-binding [28, 45].

Neste modelo, a superf́ıcie de Fermi se reduz a apenas dois pontos (os K-pontos),

localizados na primeira ZB [30, 43, 72], onde os portadores de carga (elétrons) são

descritos por uma equação de Dirac efetiva para férmions sem massa, tal como vimos

no caso do grafeno em 2.4.

A seguir, faremos uma breve revisão do primeiro modelo cont́ınuo geométrico

para o fulereno, proposto por Gonzalez, Guinea e Vozmediano [28, 45].
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Figura 2.9: Fulereno C60 com os átomos de carbono em destaque.

Fonte: Google

2.6.2 O Espectro Eletrônico do Fulereno

Para obter o espectro eletrônico do fulereno, considerando a simetria esférica

de tal sistema, Gonzalez, Guinea e Vozmediano propuseram em [28], um modelo que

consistia em resolver a equação de Dirac sobre a superf́ıcie de uma esfera com um

monopolo magnético (fict́ıcio) em seu centro. Esta esfera deve conter a curvatura

intŕınseca da rede acumulada nos pentágonos. Por outro lado, a carga do mono-

polo fict́ıcio g é computada adicionando os fluxos sobre as singularidades cônicas

(defeitos) na superf́ıcie,

g =
1

4π

N∑
i=1

π

2
=
N

8
(2.44)

sendo N o número de defeitos na superf́ıcie. No caso particular da rede favo-de-mel

inscrita no icosaedro15 (ver fig. 2.10), os defeitos pentagonais são descritos pelos

vértices [28], então N = 12→ g = 3
2
.

Figura 2.10: Icosaedro (a). Face do icosaedro com rede favo-de-mel inscrita (b).

Fonte: Referência [28] (para (b))

15Um poliedro convexo de 20 faces. Se as faces de um icosaedro são triângulos equiláteros e

congruentes entre si, o mesmo é denominado convexo regular. É também um dos sólidos platônicos

(veja [3] para detalhes.).
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O parâmetro π
2

fornece a fase não-Abeliana adquirida pelo dubleto de spinores

ao contornar a singularidade cônica [28]. Uma vez que neste sistema temos espinores

bidimensionais, o ‘papel’ das matrizes de Dirac agora pertence às matrizes de Pauli

[68] e portanto a equação de Dirac efetiva toma a forma [43],

iσaeµa(∇µ − iAµ)Φn = εnΦn, a, µ = 1, 2 (2.45)

onde eµa são os campos de tetrada inversa sobre a esfera, Aµ é o campo de gauge

não-Abeliano que simula o monopolo fict́ıcio no centro da esfera e em coordenadas

esféricas temos,

∇θ = ∂θ, ∇φ = ∂φ −
1

4
[σ1, σ2] cos θ, (2.46)

Aθ = 0, Aφ = gcosθτ (2) (2.47)

O operador de Dirac pode ser diagonalizado através da introdução de operadores

momento angular, que são dados, para a componente do spinor Φ↑,

J± = ±e±iφ∇θ + ie±iφ
cos θ

sen θ

(
∇φ − ig cos θτ (2)

)
− e±iφ sen θ

(
−1

2
− gτ (2)

)
(2.48)

Jz = −i
(
∇φ − ig cos θτ (2)

)
− cos θ

(
−1

2
− gτ (2)

)
(2.49)

para a componente Φ↓ os operadores são similares, com a mudança no sinal das

frações 1
2

[28]. Então usando o fato que J2Φn = j(j + 1)Φn e J2 = J2
z ∓ Jz + J±J∓

com algum trabalho algébrico, mostra-se que cada componente do spinor, com seus

respectivos operadores momento angular, obedece a equação,(
J2 − g2 +

1

4

)
Φn = ε2nr

2Φn (2.50)

onde r é o raio da esfera. Então, resolvendo o problema de autovalores (2.50),

obtemos,

εj = ±1

r

√(
j +

1

2

)2
− g2 com j ∈ Z (2.51)
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Caṕıtulo 3

Não-Comutatividade

e Esfera Fuzzy

Neste caṕıtulo faremos uma revisão do modelo de Landau relativ́ıstico, onde

veremos os autovalores, autoestados e algumas propriedades do operador Dirac-

Landau. Em seguida, veremos como a geometria não-comutativa se manifesta em

ńıveis de Landau relativ́ısticos como uma consequência da projeção de ńıvel, sendo

esta última usada para gerar geometrias fuzzy, isto é, introduzir as esferas fuzzy

neste caso. Por último, faremos uma abordagem do modelo de Landau relativ́ıstico

e esferas fuzzy sob deformação da massa, onde veremos a influência do parâmetro

de massa M no espectro e nos autoestados do operador Dirac-Landau massivo,

além disso, mostraremos como os tamanhos das esferas fuzzy são alterados devido

a presença do parâmetro de massa.

3.1 Modelo de Landau Relativ́ıstico sobre uma

Esfera

Modelos de Landau relativ́ısticos sobre uma esfera tem grande relevância

no estudo de materiais de Dirac como grafeno e isolantes topológicos1 (veja [28] e

[45]-[49], por exemplo). Faremos uma análise do modelo de Landau relativ́ıstico

sobre uma esfera por meio de métodos algébricos e veremos que isto nos fornece

1Isolantes topológicos são materiais que são isolantes em seu interior mas podem suportar o

fluxo de elétrons sobre sua superf́ıcie. Uma das causas disso é a simetria por reversão temporal:

sua f́ısica é independente se o tempo flui para frente ou para trás. Tais estados de superf́ıcie

mantêm-se mesmo na presença de defeitos topológicos.
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3 Modelo de Landau Relativ́ıstico sobre uma Esfera 28

uma maneira sucinta de resolver o operador Dirac-Landau, sendo este último o que

descreve o modelo .

3.1.1 Operador Momento Angular SU(2) e a Conexão de

Spin

Usando coordenadas locais µ = θ, φ a métrica da 2-esfera (S2) é expressa

como,

ds2 = dθ2 + sen2 θdφ2 (3.1)

e podemos introduzir uma base dual 1-forma apropriada2 definida por ea = eaµdxµ,

onde,

e1 = dθ, e2 = sen θdφ (3.2)

A métrica e os campos de tetradas estão relacionados por,

ds2 = δmne
m
µe
n
νdx

µdxν (3.3)

vale ressaltar também que emµe
ν
m = δνµ e emµe

µ
n = δmn .

Podemos utilizar a 1ª das equações de estrutura de Maurer-Cartan [40, 41, 42], sem

torsão, dada por,

dea + ωab ∧ eb = 0 (3.4)

para obtermos as conexões de spin, temos,

ω12 = −ω21 = − cos θdφ (3.5)

Pretendemos agora obter a matriz de conexão de spin ω e para tanto vamos escolher

as matrizes gama SO(2) e os geradores de rotação para campos de spin 1/2 como [7],

γ1 = σx, γ2 = σy,

σab = −σba = −i1
4

[γa, γb] (3.6)

Donde obtemos que,

σ12 = −σ21 = −i1
4

[γ1, γ2] =
1

2
σz

onde σi com i = x, y, z são as matrizes de Pauli que obedem as regras de comutação

do grupo SU(2) [σi, σj] = 2iεijkσk, onde εijk é o tensor de Levi-Civita. A matriz de

conexão de spin é dada por,

ω =
1

2
ωabσ

ab (3.7)

2As tetradas eaµ (e µ
a para a inversa) são elementos que conectam o referencial local e o ar-

bitrário. Aqui as letras latinas (a, b, . . .) representam as coordenadas do espaço euclideano d-

dimensional enquanto as gregas (µ, ν, . . .) indicam as coordenadas intŕınsecas da variedade que

estamos trabalhando.
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e notando que ω11 = ω22 = 0 usando as eqs. (3.5) e (3.7) chegamos a,

ω = −1

2
σz cos θdφ (3.8)

As componentes do operador Dirac-Landau são definidas em termos da conexão de

spin como,

−iDµ = −i∂µ −Aµ (3.9)

onde,

Aµ = −ωµ ⊗ 1 + 1⊗ Aµ (3.10)

Fazendo µ = θ, φ vemos que Aθ = 0, por outro lado pela eq. (3.8),

Aφ = −
(
−1

2
σz cos θ

)
⊗ 1 + 1⊗ (−g cos θ)

= −gs cos θ

E então destacamos a matriz do campo de gauge,

A = −gs cos θdφ com gs = g − 1

2
σz (3.11)

Das eqs. (3.9) e (3.11) tiramos que,

−iDθ = −i∂θ, −iDφ = −i∂φ + gs cos θ (3.12)

O campo de força associado a A é obtido a partir de,

Fθφ = −i[Dθ,Dφ] (3.13)

e realizando um procedimento análogo aquele do apêndice A considerando uma

função teste f(θ, φ), devemos ter,

Fθφ = gs sen θ (3.14)

ou em coordenadas cartesianas,

Fj = gs
1

r3
xj (3.15)

Segundo Kazuki Hasebe [7], o operador momento angular total associado ao sistema

é,

J = L(gs) ≡

(
L(g− 1

2
) 0

0 L(g+ 1
2
)

)
(3.16)
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ou se fizermos a troca g → gs nas expressões (A.21-A.23) obtemos as componentes

do momento angular total no caso relativ́ıstico:

Jx = i(senφDθ + cosφ cot θDφ)− gs
x

r

= i(senφ∂θ + cot θ cosφ∂φ)− gs
cosφ

sen θ
(3.17)

Jy = −i(cosφDθ − senφ cot θDφ)− gs
y

r

= −i(cosφ∂θ − cot θ senφ∂φ)− gs
senφ

sen θ
(3.18)

Jz = −iDφ − gs
z

r
= −i∂φ (3.19)

que satisfazem,

[Jj, Jk] = iεjklJl (3.20)

Usando as eqs.(3.17-3.19) e fazendo um cálculo análogo ao caso não-relativ́ıstico

(veja apêndice A), obtemos o quadrado do operador momento angular total (ou Ca-

simir SU(2)), em coordenadas esféricas,

J2 = L(0)2 − 2igs
cos θ

sen2 θ

∂

∂φ
+ g2s

1

sen2 θ
(3.21)

onde L(0)2 é dado pela eq.(A.27). Da eq.(3.11) podemos reescrever J2 como,

J2 = L(0)2 − 2ig
cos θ

sen2 θ
∂φ +

1

4 sen2 θ
(1 + 4g2) + i

σz
sen2 θ

(cos θ∂φ + ig) (3.22)

Pode-se mostrar sem dificuldade que J comuta com a matriz quiral σz:

[σz,J ] = 0 (3.23)

Como devemos esperar, os autovalores de J2 são dados por,

j(j + 1) (3.24)

onde j é obtido por3,

j = g + n− 1

2
com n = 0, 1, 2, . . . (3.25)

No ńıvel mais baixo (n = 0), temos j = g − 1
2
, cujos autoestados são,

Υ′g
j=g− 1

2
,m

=

(
Yg−

1
2

j=g− 1
2
,m

(θ, φ)

0

)
(3.26)

3A eq.(3.25) é válida para g 6= 0. Se g = 0 então j = 1
2 + n onde n = 0, 1, 2, . . ..
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com degenerescência (valores posśıveis de m) 2j + 1 = 2 · (g − 1
2
) + 1 = 2g.

Por outro lado para n 6= 0 os autoestados correspondentes são,

Υ′g
j=g+n− 1

2
,m

=

(
Yg−

1
2

j=g+n− 1
2
,m

(θ, φ)

0

)
, Υg

j=g+n− 1
2
,m

=

(
0

Yg+
1
2

j=g+n− 1
2
,m

(θ, φ)

)
(3.27)

mas agora a degenerescência é 2 · (2j + 1) = 2 ·
[
2
(
g + n− 1

2

)
+ 1
]

= 4(g + n).

3.1.2 O Problema de Autovalores para −i /D
Usando a eq. (3.12) podemos determinar o operador Dirac-Landau, expresso

em termos dos campos de tetrada inversa e as matrizes gama como,

−i /D = −ie µ
a γ

aDµ (3.28)

mas das eqs. (3.1) e (3.2) obtemos,

eaµ =

(
1 0

0 sen θ

)
com inversa e µ

a =

(
1 0

0 sen−1 θ

)
, a = 1, 2;µ = θ, φ (3.29)

e uma vez que γ1 = σx e γ2 = σy reescrevemos (3.28),

−i /D =

(
0 −i∂θ − 1

sen θ

[
∂φ + i

(
g + 1

2

)
cos θ

]
−i∂θ + 1

sen θ

[
∂φ + i

(
g − 1

2

)
cos θ

]
0

)
Agora usando as expressões para os operadores edth (A.49), vemos que,

−i∂θ ∓
1

sen θ

[
∂φ + i

(
g ± 1

2

)
cos θ

]
= −ið(g± 1

2
)

∓ (3.30)

e assim o operador Dirac-Landau toma a forma,

−i /D =

(
0 −ið(g+ 1

2
)

−

−ið(g− 1
2
)

+ 0

)
(3.31)

A diferença por 1 unidade na carga do monopolo nos termos fora da diagonal é uma

consequência do termo de conexão de spin contido em Dµ.
A obtenção do espectro do operador Dirac-Landau sobre a variedade S2 foi

discutida com detalhes em [7, 48, 60]. A ideia então é calcularmos o espectro de

(−i /D)2 e a partir deste último obter os autovalores de −i /D. Da eq. (3.31) facilmente

obtemos,

(−i /D)2 = −

(
ð(g+ 1

2
)

− ð(g− 1
2
)

+ 0

0 ð(g− 1
2
)

+ ð(g+ 1
2
)

−

)
(3.32)
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mas a partir das eqs. (A.51) e (A.52) podemos mostrar que,

−ð(g∓ 1
2
)

± ð(g± 1
2
)

∓ = L(g± 1
2
)2 − g2 +

1

4
(3.33)

Das eqs. (3.33) reescrevemos (3.32) como,

(−i /D)2 = J2 − g2 +
1

4
(3.34)

onde usamos a definição (3.16). A eq. (3.34) satisfaz a forma geral [7, 48, 60],

(−i /D)2 = J2 − g2 +
R
8

(3.35)

onde identificamos imediatamente que R = 2 (escalar de Ricci para S2).

Uma vez que conhecemos os autovalores de J2 (3.24), vemos que o espectro

de (−i /D)2 é dado por,

(−i /D)2 = j(j + 1)− g2 +
1

4
= n(2g + n) (3.36)

onde usamos (3.25). Portanto, os autovalores do operador Dirac-Landau, a partir

de (3.36) são calculados por,

±κn = ±
√
n(2g + n), com n = 0, 1, 2, . . . (3.37)

Os autoestados de (−i /D)2 são idênticos aos de J2, dado pelas eqs. (3.26) e (3.27).

Outra propriedade interessante do operador Dirac-Landau é que ele é invari-

ante sob transformações SU(2), ou seja,

[J , /D] = 0 (3.38)

Para verificar isto, pode-se usar as eqs. (3.16) e (3.31). É trivial também verificar

que −i /D respeita a ‘simetria’ quiral:

{−i /D, σz} = 0 (3.39)

apesar de não comutar com a matriz quiral,

[−i /D, σz] 6= 0 (3.40)

O fato de o operador Dirac-Landau ser invariante sob transformações SU(2) (3.38)

implica que os ńıveis de Landau relativ́ısticos têm a degenerescência SU(2), e além

disso, seus autoestados podem ser constrúıdos como uma combinação linear dos

autoestados de J2, isto é, Υ′gj,m e Υg
j,m. Por outro lado, por respeitar a ‘simetria’

quiral (3.39) seus autoestados para autovalores de sinais opostos deverão estar re-

lacionados pela transformação quiral, exceto para modos-zero4, como veremos mais

adiante. Por último, uma vez que o operador Dirac-Landau não comuta com a ma-

triz quiral (3.40), vale ressaltar que ambos não possuem autoestados simultâneos,

com excessão dos modos-zero.
4Modos-zero são autoestados cujos autovalores são nulos.
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Autoestados para n = 0 (modos-zero)

Para n = 0, as eqs. (3.25) e (3.37) nos dizem que,

κn=0 = 0, j = g − 1

2
(3.41)

e os autoestados correspondentes são dados por,

Ψg
κn=0,m

(θ, φ) =

(
Yg−

1
2

g− 1
2
,m

(θ, φ)

0

)
, m = −g +

1

2
, . . . , g − 1

2
(3.42)

onde Yg−
1
2

g− 1
2
,m

(θ, φ) são os harmônicos monopolares do ńıvel mais baixo de Landau

(n = 0) com g → g − 1
2

(consulte apêndice A). Note que os modos-zero (3.42)

são idênticos aos autoestados de J2 para o ńıvel mais baixo de Landau (3.26), com

mesma degenerescência, ou seja, 2g. A eq. (3.42) é válida apenas para g > 0. Se

g < 0, os autoestados são dados por [7],

Ψκn=0,m(θ, φ) =

(
0

Y−|g|+
1
2

|g|− 1
2
,m

(θ, φ)

)
(3.43)

A degenerescência dos modos-zero também pode ser obtida via teorema do ı́ndice,5

e neste caso precisamos calcular o 1º número de Chern, temos,

c1 =
1

2π

∫
S2

F =
1

2π

∫ π

0

∫ 2π

0

g sen θdθdφ = 2g (3.44)

onde usamos (A.7).

Autoestados para n 6= 0 (modos não-zeros)

Os autoestados do operador −i /D são obtidos pela combinação linear de

Υ′gj,m(θ, φ) e Υg
j,m(θ, φ) com autovalores dados por (3.37). A combinação linear é

da forma,

Ψg
±κn,m(θ, φ) =

1√
2

[Υ′gj,m(θ, φ)∓ iΥg
j,m(θ, φ)] (3.45)

ou usando as eqs.(3.27) obtemos, na forma matricial,

Ψg
±κn,m(θ, φ) =

1√
2

(
Yg−

1
2

j,m (θ, φ)

∓iYg+
1
2

j,m (θ, φ)

)
(3.46)

5O teorema do ı́ndice diz que o número de modos-zero é igual a carga topológica da configuração

de gauge não-trivial: Ind(−i /D) = ck onde ck é o k-ésimo número de Chern do monopolo SO(2k)

[48].
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onde como sabemos,

j = g + n− 1

2
(n = 1, 2, . . .) e m = −j, . . . , j (3.47)

Para mostrar que de fato Ψg
±κn,m são autoestados do operador Dirac-Landau, pode-se

usar as eqs. (3.27) e (3.31).

A eq. (3.47) nos permite fazer uma observação importante: quando g é um

inteiro (semi-inteiro), j e m automaticamente são semi-inteiros (inteiros). Enquanto

que no caso não-relativ́ıstico eqs. (A.31) e (A.32), se g for inteiro (semi-inteiro) ` e

m são inteiros (semi-inteiros). Notemos também que a degenerescência dos ńıveis

de Landau relativ́ısticos ±κn é dada pelos valores posśıveis de m, isto é,

2j + 1 = 2

(
g + n− 1

2

)
+ 1 = 2(g + n) (3.48)

Não é dif́ıcil mostrar que os autoestados Ψg
+κn,m e Ψg

−κn,m estão relacionados pela

transformação quiral como,

Ψg
∓κn,m = σzΨ

g
±κn,m (3.49)

que é uma consequência do operador −i /D obedecer a ‘simetria’ quiral (3.39). Note

que (3.49) relaciona autoestados com autovalores de sinais opostos. A figura 3.1

mostra de maneira resumida o espectro, as degenerescências e os autoestados do

operador Dirac-Landau.
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Figura 3.1: Autovalores, autoestados, degenerescência do operador Dirac-

Landau e a relação entre autoestados com autovalores de sinais opostos pela

transformação quiral.

Fonte: Referência [7]

3.2 Geometria Não-Comutativa e a Projeção de

Nı́vel

A geometria não-comutativa é uma estrutura matemática muito utilizada na

descrição do espaço-tempo por exemplo, e na f́ısica de part́ıculas tem aplicações

no modelo padrão não-comutativo e na teoria quântica de campos não-comutativa.

Na f́ısica de baixas energias de alguns materiais reais a geometria não-comutativa

aparece naturalmente [61]. Mostraremos nesta seção que na concepção dos ńıveis

de Landau, a geometria não-comutativa manifesta-se como uma consequência da

projeção de ńıvel. Em seguida usaremos a projeção de ńıvel como uma ferramenta

para gerarmos geometrias fuzzy.
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3.2.1 Projeção do Nı́vel de Landau e Geometria Não-Comutativa

Resolvendo a equação de Schrödinger para o hamiltoniano de Landau (A.43)

obtemos um espaço de Hilbert infinito gerado pelos harmônicos monopolares. Ad-

mitindo que este espaço seja bem definido, no contexto da projeção de ńıvel pode-

mos considerá-lo como sendo formado por um conjunto de subespaços, sendo estes

últimos com dimensão finita e indexados pelo ı́ndice do ńıvel de Landau. Na base

formada pelos harmônicos monopolares podemos representar qualquer operador na

forma matricial, bastando para isso “sanduichá-lo”, por exemplo, as coordenadas

cartesianas podem ser representadas matricialmente como,

xj =



0 0 0 0 0 0 0
...

...
... 0

...
...

......
... 0 Xj(n− 1, n) 0

...
...

... 0 Xj(n, n− 1) Xj(n, n) Xj(n, n+ 1) 0
...

...
... 0 Xj(n+ 1, n) 0

...
...

...
...

... 0
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0


(3.50)

onde Xj(n1, n2) são operadores coordenadas. Em (3.50) os Xj são matrizes bloco

(2g + 2n1 + 1)× (2g + 2n2 + 1) entre os n1 e n2 é-simos ńıveis de Landau [7].

Nosso objetivo é obter a álgebra SU(2) da esfera fuzzy e para tanto usaremos

o fato que as coordenadas cartesianas usuais comutam,

xjxk = xkxj (3.51)

então considerando apenas o n-ésimo bloco do ńıvel de Landau interno no produto

(3.51) temos,

xjxk(n, n) = Xj(n, n− 1)Xk(n− 1, n)

+Xj(n, n)Xk(n, n) +Xj(n, n+ 1)Xk(n+ 1, n) (3.52)

por outro lado,

xkxj(n, n) = Xk(n, n− 1)Xj(n− 1, n)

+Xk(n, n)Xj(n, n) +Xk(n, n+ 1)Xj(n+ 1, n) (3.53)

substituindo (3.52) e (3.53) em (3.51), obtemos,

Xj(n, n)Xk(n, n)−Xk(n, n)Xj(n, n) = −[Xj(n, n− 1), Xk(n− 1, n)]

−[Xj(n+ 1, n), Xk(n, n+ 1)] (3.54)
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De (3.54), temos,

[Xj(n, n), Xk(n, n)] = −[Xj(n, n− 1), Xk(n− 1, n)]

− [Xj(n+ 1, n), Xk(n, n+ 1)] (3.55)

A soma dos comutadores no lado direito de (3.55) resulta numa matriz bloco do

ńıvel de Landau interno, isto é,

−[Xj(n, n−1), Xk(n−1, n)]−[Xj(n+1, n), Xk(n, n+1)] = −iτ (g)n εjklXl(n, n) (3.56)

onde τ
(g)
n é um fator de proporcionalidade que será identificado mais adiante. Então

comparando (3.55) e (3.56) tiramos que,

[Xj(n, n), Xk(n, n)] = −iτ (g)n εjklXl(n, n) (3.57)

A eq. (3.57) é a álgebra SU(2) da esfera fuzzy [62, 63, 64]. A manifestação desta

álgebra é devida a projeção de ńıvel, em que consideramos apenas um subespaço (os

blocos de matrizes do ńıvel de Landau interno) do espaço de Hilbert, isto por que,

existem elementos de matrizes fora da diagonal que não são nulos. Tais elementos

são os que representam a geometria não-comutativa neste contexto.

3.2.2 Projeção para Nı́veis de Landau Não-Relativ́ısticos

Vamos introduzir com detalhes o aparecimento da geometria fuzzy, tendo por

base a projeçc̃o de ńıvel como principal ferramenta para tal realização. Então com

o uso dos teoremas 1 e 3 da Ref. [65], pode-se mostrar que na base dos harmônicos

monopolares os elementos de matriz das coordenadas (3.50) são explicitamente dados

por [7],

〈Yg`′,m′ |
1

r
(x± iy)|Yg`,m〉 =

g

`(`+ 1)

√
(`∓m)(`±m+ 1)δ`′,`δm′,m±1

± 1

`+ 1

√
[(`+ 1)2 − g2](`±m+ 2)(`±m+ 1)

(2`+ 1)(2`+ 3)
δ`′,`+1δm′,m±1

∓ 1

`

√
(`2 − g2)(`∓m)(`∓m− 1)

(2`− 1)(2`+ 1)
δ`′,`−1δm′,m±1 (3.58)

〈Yg`′,m′|
1

r
z|Yg`,m〉 =

g

`(`+ 1)
mδ`′,`δm′,m

− `

`+ 1

√
[(`+ 1)2 − g2][(`+ 1)2 −m2]

(2`+ 1)(2`+ 3)
δ`′,`+1δm′,m

+
1

`

√
(`2 − g2)(`2 −m2)

(2`− 1)(2`+ 1)
δ`′,`−1δm′,m (3.59)
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Da eq. (A.31) vemos que nas eqs. (3.58) e (3.59) ` = g + n e `′ = g + n′, por outro

lado, os primeiros termos representam os elementos das matrizes bloco dos ńıveis de

Landau internos Xj(n, n) enquanto que os outros dois termos indicam os elemen-

tos das matrizes bloco dos ńıveis fora da diagonal porém adjacentes aos internos

Xj(n1, n2) com |n1− n2| = 1. No limite de g � n (chamado limite não-comutativo)

os blocos de matrizes dos ńıveis de Landau adjacentes Xj(n1, n2) tornam-se des-

preźıveis comparados aos blocos de matrizes dos ńıveis de Landau internos Xj(n, n).

Podemos representar os elementos de matriz dos ńıveis de Landau internos como,

X(n, n)m′,m = 〈Yg`,m′ |x|Yg`,m〉

= −r g

(g + n)(g + n+ 1)
〈Ygg+n,m′|L(g)|Ygg+n,m〉

= −τ (g)n Ss=g+n (3.60)

onde,

τ (g)n ≡ r
g

(g + n)(g + n+ 1)
e Ss=g+n ≡ 〈Yg`,m′|L(g)|Yg`,m〉 (3.61)

e Ss=g+n representa matrizes (2s + 1) × (2s + 1) do grupo SU(2), com magnitude

de spin6 s = g + n.

A eq. (3.60) nos permite introduzir a geometria fuzzy onde determinaremos

o raio da esfera fuzzy a partir do seu quadrado, obtido por,

X(n, n) ·X(n, n) = τ (g)n

2〈Yg`,m′ |L(g)2|Yg`,m〉

= τ (g)n

2
(g + n)(g + n+ 1) ≡ R(g)

n

2
(3.62)

Assim, das eqs. (3.61) e (3.62), obtemos,

R(g)
n = r

g√
(g + n)(g + n+ 1)

, onde n = 0, 1, 2, . . . (3.63)

Vemos que o raio da esfera fuzzy tem dependência com o ı́ndice do ńıvel de Landau.

Podemos entender, de outro modo, o aparecimento da esfera fuzzy mostrando

que no limite não-comutativo o operador x corresponde a − r
g
L(g) onde este último

satisfaz a álgebra da esfera fuzzy (3.57). Partiremos da eq. (A.20), onde representa-

mos os elementos de matriz do momento angular covariante na base dos harmônicos

monopolares, no n-ésimo ńıvel de Landau, temos,

〈Yg`,m|Λ
(g)|Yg`,m′〉 = 〈Yg`,m|

{
L(g) + g

1

r
x

}
|Yg`,m′〉

=

1−

(
R(g)
n

r

)2 〈Yg`,m|L(g)|Yg`,m′〉 (3.64)

6Como um exemplo ilustrativo se s = 1/2 então Ss= 1
2

= 1
2σ é o operador de spin para part́ıculas

de spin 1/2 (elétron, próton, neutron, etc). Aqui σ são as matrizes de Pauli.
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No limite g � n obtemos,

g

n
→∞ =⇒ R

(g)
n

r
=

g√
g2
(

1 + n
g

)(
1 + n+1

g

) −→ 1 (3.65)

então (3.65) nos diz que com o aumento de g o fator 1 −
(
R(g)
n

r

)2
−→ 0. Isto

implica que no limite não-comutativo, os elementos de matriz do momento angular

covariante (3.64) são despreźıveis comparados aqueles de L(g). Sendo assim, devemos

ter que,

〈Yg`,m|L
(g)|Yg`,m′〉 = −g〈Yg`,m|

1

r
x|Yg`,m′〉 =⇒ x = −r

g
L(g) (3.66)

como esperado.

3.2.3 Projeção para Nı́veis de Landau Relativ́ısticos

Usando o fato que os autoestados do operador Dirac-Landau são dados por,

n = 0 : Ψg
κ0,m

=

(
Yg−

1
2

g− 1
2
,m

0

)
; n = 1, 2, . . . : Ψg

±κn,m =
1√
2

(
Yg−

1
2

j,m

∓iYg+
1
2

j,m

)
(3.67)

com j = g + n − 1
2
. Podemos calcular os elementos de matriz do operador x, nos

ńıveis de Landau relativ́ısticos, a partir da definição,

Xm,m′ ≡ 〈Ψg
±κn,m|x|Ψ

g
±κn,m′〉 (3.68)

Para n 6= 0 devemos ter que,

Xm,m′ = −τ ′(g)n Ss=g+n− 1
2
, onde τ ′(g)n = r

g(
g + n− 1

2
)(g + n+ 1

2

) (3.69)

Se n = 0⇒ j = g − 1
2
, e temos,

Xm,m′ = −τ ′(g)0 Ss=g− 1
2

onde τ
′(g)
0 =

r

g + 1
2

(3.70)

Na derivação de (3.69) e (3.70) usamos (3.61).

As componentes Xj dos elementos de matriz (3.68) satisfazem a álgebra da

esfera fuzzy (3.57), cujo raio é obtido de modo análogo ao procedimento feito na

subseção anterior. Da eq. (3.69) temos,

X ·X = τ ′(g)n

2
j(j + 1)

= τ ′(g)n

2
(
g + n− 1

2

)(
g + n+

1

2

)
≡ R′(g)n

2
(3.71)
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e para n = 0 segue que,

R′(g)0 = r

√
g − 1

2

g + 1
2

(3.72)

por outro lado se n 6= 0, ainda de (3.69) obtemos,

R′(g)n = r
g√(

g + n− 1
2

)(
g + n+ 1

2

) (3.73)

Uma importante observação a se fazer é que os raios das esferas fuzzy são ordenados

como [7],

R′(g)0 > R′(g)1 > R′(g)2 > · · · (3.74)

ou seja, quanto maior for o ı́ndice do ńıvel de Landau n, menor será a esfera. Deve-

se ressaltar também que para autovalores simétricos do operador Dirac-Landau,

ou seja, ±κn as esferas possuem tamanhos idênticos. A figura 3.2 ilustra estas

propriedades da esfera fuzzy.

Figura 3.2: Os ćırculos ilustram as esferas fuzzy sobre os ńıveis de Landau

relativ́ısticos. Os tamanhos das esferas são idênticos para ±κn e decrescem

monotonicamente com n.(g = 3 foi adotado na figura.)

Fonte: Referência [7]

É interessante compararmos os tamanhos das esferas fuzzy para os casos relativ́ıstico

[(3.72), (3.73)] e não-relativ́ıstico (3.63). Vejamos,

n = 0 :
R′(g)0

R(g)
0

=

√(
g − 1

2

)
(g + 1)

g
(
g + 1

2

) < 1 (3.75)

n 6= 0 :
R′(g)n

R(g)
n

=

√
(g + n)(g + n+ 1)(

g + n− 1
2

) (
g + n+ 1

2

) > 1 (3.76)
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As eqs. (3.75) e (3.76) nos dizem que do regime não-relativ́ıstico para o relativ́ıstico:

; Se n = 0 os raios das esferas fuzzy diminuem;

; Se n 6= 0 os raios das esferas fuzzy aumentam.

A figura 3.3 mostra o comportamento dos raios com respeito a carga do

monopolo g para cada um dos casos: relativ́ıstico e não-relativ́ıstico.

Figura 3.3: Gráficos dos raios das esferas fuzzy com respeito a g. As cur-

vas sólidas e tracejadas correspondem aos casos não-relativ́ıstico (R(g)
n /r) e

relativ́ıstico (R′(g)n /r), respectivamente. As cores preto, vermelho e verde são

respectivamente para n = 0, 1, 2.
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3.3 Deformação da Massa no Modelo de Landau

Relativ́ıstico

Vamos analisar nesta seção a influência da deformação da massa no modelo

de Landau relativ́ıstico e na esfera fuzzy. Este estudo é importante para a análise

de materiais de Dirac tais como isolantes topológicos e grafeno [66, 67].
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3.3.1 Deformação da Massa

No modelo de Landau relativ́ıstico, o termo de massa é inclúıdo no operador

Dirac-Landau como,

−i /D + σzM =

(
M −ið(g+ 1

2
)

−

−ið(g− 1
2
)

+ −M

)
(3.77)

A simetria rotacional é mantida mesmo sob deformação da massa, pois,

[σzM,Ji] = 0 (3.78)

Por outro lado, o termo de massa quebra a simetria quiral. Vejamos,

{−i /D + σzM,σz} =

(
2M 0
0 2M

)
= 2M 6= 0 (3.79)

Pode-se mostrar sem dificuldade que o operador −i /D e o termo de massa

σzM não comutam,

[−i /D, σzM ] 6= 0 (3.80)

este resultado implica que não existem, em geral, autoestados simultâneos entre tais

operadores, exceto para os modos-zero.

Veremos agora os autovalores e autoestados do operador Dirac-Landau mas-

sivo, seguiremos um procedimento análogo àquele feito na seção 3.1 para o problema

de autovalores de −i /D. Calcularemos então o quadrado do operador Dirac-Landau

massivo e apartir deste obteremos seus autovalores, temos,

(−i /D + σzM)2 = M2 + (−i /D)2 +M{−i /D, σz}
= M2 + (−i /D)2 (3.81)

onde usamos a eq. (3.39). Uma vez que os autovalores de −i /D são dados por

±κn = ±
√
n(2g + n) segue de (3.81),

(−i /D + σzM)2 = ξ2n

onde,

ξ2n ≡ κ2n +M2 = n(2g + n) +M2 (3.82)

são os autovalores do quadrado do operador Dirac-Landau massivo. Então os auto-

valores do operador Dirac-Landau com deformação da massa são obtidos como7:

n = 0 : ξn=0 = +
√
M2 = M (3.83)

n = 1, 2, . . . : ±ξn = ±
√
n(2g + n) +M2 (3.84)

7Para n = 0 se g < 0 devemos ter ξn=0 = −M ao invés de (3.83).
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Pode-se verificar que os autoestados correspondentes são dados por,

n = 0 : Ψg
ξn=0=M,m =

(
Yg−

1
2

j,m

0

)
; j = g − 1

2
(3.85)

n = 1, 2, . . . : Ψg
±ξn,m =

√
ξn + κn

2ξn

(
Ψg
±κn,m ±

M

ξn + κn
Ψg
∓κn,m

)
(3.86)

mas usando a eq. (3.46) reescrevemos Ψg
±ξn,m na forma matricial, temos,

Ψg
±ξn,m =

1

2

√
ξn + κn
ξn

 (
1± M

ξn+κn

)
Yg−

1
2

j,m

∓i
(

1∓ M
ξn+κn

)
Yg+

1
2

j,m

 (3.87)

onde j = g + n − 1
2
. A degenerescência dos autovalores (3.84) é a mesma do caso

sem massa, isto é,

2j + 1 = 2(g + n) (3.88)

É natural esperarmos que no limite de M → 0 o resultado (3.87) se reduza

aos autoestados sem deformação da massa (3.46), ou seja,

Ψg
±ξn,m −→

1√
2

(
Yg−

1
2

j,m

∓iYg+
1
2

j,m

)
= Ψg

±κn,m; n = 1, 2, . . . (3.89)

Por outro lado, no limite de M →∞, temos da eq. (3.82),

ξ2n −M2

2M
=

κ2n
2M

=⇒ ξn −M '
κ2n
2M

(3.90)

onde usamos o fato que neste limite
κ2n
M2
� 1.

Por outro lado para os autoestados,

Ψg
+ξn,m

' 1√
2

(Ψg
κn,m + Ψg

−κn,m) −→

(
Yg−

1
2

j,m

0

)
, e Ψg

−ξn,m −→

(
0

iYg+
1
2

j,m

)
(3.91)

Apesar do operador Dirac-Landau com deformação da massa não obedecer a

simetria quiral (3.79), podemos pensar na existência de algum operador quiral geral

tal que o operador Dirac-Landau massivo agora possa anticomutar e em consequência

obedecer uma nova simetria quiral, sendo esta última mais geral. Tal operador quiral

generalizado é dado por [7],

Q = −iσz /D = −1

2
iσz /D −

1

2
iσz /D =

1

2
[σz,−i /D] (3.92)
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onde usamos o fato que [σz,−i /D] 6= 0. No entanto, podemos expressar Q em

coordenadas esféricas e para tanto vamos usar o fato que,

−i /D = −iσx
(
∂θ +

1

2
cot θ

)
− iσy

1

sen θ
(∂φ + ig cos θ) (seção 3.1)

e a propriedade σlσm = δlm + iεlmkσk, temos,

Q =

(
∂θ +

1

2
cot θ

)
σy −

1

sen θ
(∂φ + ig cos θ)σx (3.93)

Uma vez que conhecemos a forma de Q (3.92), usando (3.39) pode-se mostrar

que de fato o operador Dirac-Landau massivo −i /D+Mσz satisfaz a simetria quiral

generalizada,

{Q,−i /D + σzM} = 0 (3.94)

A eq. (3.94) tem como consequência que os autoestados de −i /D+σzM dados

por (3.85) e (3.86) estão relacionados pela transformação quiral Q. Com um pouco

de álgebra mostra-se que,

QΨg
±ξn,m = ±κnΨg

∓ξn,m (3.95)

No limite sem massa, −i /D + σzM → −i /D = ±κn
Da eq.(3.92)

=⇒ Q→ ±κnσz.
Faremos agora alguns comentários acerca dos principais “pontos” discutidos:

; Primeiro: os modos-zero para o operador Dirac-Landau sem massa (3.42)

são os mesmos daqueles para o caso massivo (3.85) porém estes últimos com

autovalor não nulo e igual a M ;

; Segundo: uma vez que a simetria rotacional SU(2) é mantida mesmo sob de-

formação da massa (3.78), os autoestados do operador Dirac-Landau massivo

são também autoestados do Casimir J2;

; Terceiro: a influência da deformação da massa, representada pelo termo de

massa (M > 0) nos autoestados (3.87), é que ele aumenta/diminui a con-

tribuição da componente superior/inferior para Ψg
+ξn,m

(o oposto ocorre para

Ψg
−ξn,m);

; Por último: assim como no caso sem massa, a transformação quiral genera-

lizada Q relaciona autoestados com autovalores de sinais opostos como pode

ser visto em (3.95).

A figura 3.4 mostra o espectro do operador Dirac-Landau com e sem o termo de

massa, perceba que no caso com massa não há simétrico para +M , este fato é

conhecido como “anomalia de paridade”[7].
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Figura 3.4: Espectro do operador Dirac-Landau com e sem o termo de massa.

Fonte: Referência [7]

3.3.2 Introdução de Esferas Fuzzy via Deformação da Massa

A introdução de esferas fuzzy via modelo de Dirac-Landau com deformação

da massa é feita como,

n = 0 : Xξ0=+M = 〈Ψg
ξ0=M

|x|Ψg
ξ0=M

〉 (3.96)

n = 1, 2, . . . : X±ξn = 〈Ψg
±ξn|x|Ψ

g
±ξn〉 (3.97)

De (3.96) obtemos,

Xξ0=+M =
〈
Yg−

1
2

j,m

∣∣∣x ∣∣∣Yg− 1
2

j,m

〉
= −τ ′(g)0 · Ss=g− 1

2
, j = g − 1

2
(3.98)

onde,

τ
′(g)
0 = r

1

g + 1
2

(3.99)

Por outro lado (3.97) nos fornece,

X±ξn = −
(

1∓ 1

2g

M

ξn

)
τ ′(g)n Ss=g+n− 1

2

= −τ ′(g)±ξn(M) · Ss=g+n− 1
2

(3.100)

onde definimos,

τ
′(g)
±ξn(M) =

(
1∓ 1

2g

M

ξn

)
τ ′(g)n , com n = 1, 2, . . . (3.101)

E usamos o fato que,

〈Ψg
±κn|x|Ψ

g
±κn〉 = 〈Ψg

∓κn|x|Ψ
g
∓κn〉 = −τ ′(g)n Ss=g+n− 1

2

〈Ψg
±κn|x|Ψ

g
∓κn〉 = 〈Ψg

∓κn|x|Ψ
g
±κn〉 =

1

2g
τ ′(g)n Ss=g+n− 1

2
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com τ
′(g)
n dado por (3.69).

Pode-se demonstrar facilmente que o fator τ
′(g)
±ξn(M) tem as propriedades,

τ
′(g)
±ξn(−M) = τ

′(g)
∓ξn(M) (3.102)

τ
′(g)
+ξn

(M) + τ
′(g)
−ξn(M) = 2τ ′(g)n (3.103)

De modo análogo ao que foi feito na seção anterior, os raios das esferas fuzzy

são obtidos por,

X±ξn ·X±ξn = R′(g)±ξn
2

(3.104)

mas de (3.100), após um pouco de álgebra, obtemos de (3.104),

R′(g)±ξn(M) ≡ τ
′(g)
±ξn(M) ·

√(
g + n− 1

2

)(
g + n+

1

2

)
(3.105)

A eq. (3.105) nos mostra que os raios das esferas fuzzy agora dependem do parâmetro

de massa M , isso devido a presença do fator τ
′(g)
±ξn .

Uma propriedade interessante é que a soma dos raios para os autovalores +ξn
e −ξn não depende da massa e inclusive resgata o mesmo resultado que o caso sem

massa, ou seja,

R′(g)+ξn
(M) +R′(g)−ξn(M) = 2R′(g)n (3.106)

onde usamos a propriedade (3.103) e como sabemos R′(g)n é dado por (3.73).

Uma vez que conhecemos a forma de R′(g)±ξn podemos estudar seu comporta-

mento com respeito ao caso sem massa R′(g)n . Então vamos definir,

r±,n ≡
R′(g)±ξn(M)

R′(g)n

= 1∓ 1

2g

M

ξn
(3.107)

Na ausência de massa (M = 0) vemos que r±,n → 1, e isto faz sentido uma vez que

neste caso R′(g)±ξn → R
′(g)
n . Por outro lado, este resultado significa que existem duas

esferas fuzzy idênticas para +κn e −κn.

A eq. (3.107) nos diz que o efeito do parâmetro de massa M sobre os raios das

esferas fuzzy é tal que, quando M →∞ os raios tendem a 1± 1
2g

de seus tamanhos

originais, sendo estes últimos os raios das esferas fuzzy no limite não-relativ́ıstico

com
(
n− 1

2
± 1

2
, g ∓ 1

2

)
. Matematicamente,

R′(g)+ξn
(M)

M→∞−→ R(g− 1
2
)

n (3.108)

R′(g)−ξn(M)
M→∞−→ R(g+ 1

2
)

n−1 (3.109)

A figura 3.5 mostra as esferas fuzzy para os casos com e sem o termo de massa M .

Note como os tamanhos mudam sob deformação da massa.
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Figura 3.5: Mudança do tamanho da esfera fuzzy sob deformação da massa. O

ćırculo vermelho representa a esfera fuzzy para n = 0 enquanto que os ćırculos

azuis indicam as esferas fuzzy para os autovalores ±κn=3 (g = 3 e M = 2 foram

adotados.)

Fonte: Referência [7]

3.4 Relações com o Sistema de Pauli-Schrödinger

Nesta seção, mostraremos que o modelo de Landau relativ́ıstico e o sistema

não-relativ́ıstico de Pauli-Schrödinger estão relacionados por uma transformação de

‘gauge’ SU(2). E para tanto, teremos como base teórica a generalização do trabalho

de Abrikosov sobre o operador de Dirac livre [68, 69], feita por Kazuki Hasebe [7],

em que é inclúıdo o campo de gauge do monopolo.

3.4.1 Transformação de Gauge SU(2) e a Álgebra do Grupo

de Lorentz SO(3, 1)

Abrikosov mostrou em [68, 69] que os autoestados do operador Dirac livre

(na ausência de campo magnético), estão relacionados com os harmônicos esféricos

spinoriais pela transformação SU(2):

V (θ, φ) ≡ e−
iφ
2
σze−

iθ
2
σy (3.110)

onde as exponenciais representam rotações e θ, φ são ângulos de Euler. Vamos

expressar V (θ, φ) na forma matricial e para tanto utilizaremos o teorema de Cayley-
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Hamilton8. Então, seguindo o procedimento descrito em [70], obtemos,

e−
iφ
2
σz =

(
e−

iφ
2 0

0 e
iφ
2

)
e e−

iθ
2
σy =

(
cos θ

2
− sen θ

2

sen θ
2

cos θ
2

)
(3.111)

e substituindo em (3.110), temos,

V (θ, φ) =

(
cos θ

2
e−

iφ
2 − sen θ

2
e−

iφ
2

sen θ
2
e
iφ
2 cos θ

2
e
iφ
2

)
(3.112)

Vejamos o que ocorre com as matrizes de Pauli sob a transformação SU(2) gerada

por V (θ, φ):

V (θ, φ)†σxV (θ, φ) =
∑
k

σkRkx (3.113)

V (θ, φ)†σyV (θ, φ) =
∑
k

σkRky (3.114)

V (θ, φ)†σzV (θ, φ) =
∑
k

σkRkz (3.115)

ou mais compactamente,

V (θ, φ)†σjV (θ, φ) = σkRkj(θ, φ) (3.116)

onde usamos a convenção de Einstein da soma. Então pela eq. (3.116), inferimos que

o efeito de V (θ, φ) sobre as matrizes de Pauli é a indução de uma rotação espacial

descrita pela matriz Rkj dada por,

Rkj(θ, φ) =

cos θ cosφ cos θ senφ − sen θ

− senφ cosφ 0

sen θ cosφ sen θ senφ cos θ

 (3.117)

Por outro lado, V (θ, φ) também produz um campo de gauge puro SU(2) dado

por [7],

W = −iV †dV (3.118)

e usando a eq. (3.112) podemos expressá-lo na forma matricial, temos,

W = −i1
2

(
−i
(
cos2 θ

2
− sen2 θ

2

)
dφ −dθ + 2i sen θ

2
cos θ

2
dφ

dθ + 2i sen θ
2

cos θ
2
dφ i

(
cos2 θ

2
− sen2 θ

2

)
dφ

)

=
1

2

(
− cos θdφ idθ + sen θdφ

−idθ + sen θdφ cos θdφ

)
(3.119)

8O teorema de Cayley-Hamilton diz que toda matriz quadrada M é um zero do seu polinômio

caracteŕıstico. Em outras palavras, se p = p(λ) é o polinômio caracteŕıstico de M então p(M) = 0.
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Uma propriedade interessante é que o campo de gauge do monopolo U(1)

(A.2) pode ser obtido a partir de (3.119) como,

A = −ig tr(σzV
†dV ) (3.120)

sendo a verificação trivial e portanto deixada a cargo do leitor.

Notemos que o momento angular total J (3.16) e o operador Dirac-Landau

(3.31), são escritos em termos de um acoplamento entre operadores diferencias e

matrizes de Pauli, porém submetidos a transformação V (θ, φ), tal acoplamento é

“quebrado,” e assim, estes operadores são escritos em termos de duas partes separa-

das, uma correspondendo somente a operador diferencial e a outra apenas de matriz

de Pauli. Então, matematicamente,

V (θ, φ)JV (θ, φ)† = L(g) +
1

2
σ (3.121)

V (θ, φ)(−i /D)V (θ, φ)† = K(g) · σ (3.122)

onde como vimos no apêndice A, L(g) é o operador momento angular não-relativ́ıstico

(A.20), porémK(g) é chamado operador ‘boost’. Usando as eqs. [(3.31),(A.50),(3.112)]

verifica-se (3.122) e automaticamente obtém-se as componentes do operador boost,

dadas por,

K(g)
x ≡ −i cos θ cosφ∂θ + i

1

sen θ
senφ∂φ − g cot θ senφ+ i sen θ cosφ (3.123)

K(g)
y ≡ −i cos θ senφ∂θ − i

1

sen θ
cosφ∂φ + g cot θ cosφ+ i sen θ senφ (3.124)

K(g)
z ≡ i sen θ∂θ + i cos θ (3.125)

A eq. (3.122) representa a transformação do operador Dirac-Landau no ‘operador

helicidade’, K(g) · σ. Note que K
(g)
j são operadoes diferenciais apenas. Por outro

lado, a transformação inversa de [(3.121),(3.122)] é tal que,

V †V JV †V = V †L(g)V + V †
1

2
σV =⇒ J = V †L(g)V + V †

1

2
σV (3.126)

V †V (−i /D)V †V = V †K(g)V V †σV =⇒ −i /D = V †K(g)V · V †σV (3.127)

Podemos expressar o operador boost em termos das derivadas covariantes

Cartesianas no espaço 3D, Dj = ∂j − iAj (j = x, y, z), onde Aj é o campo de gauge

(A.2). Das eqs. [(3.123)-(3.125)], obtemos,

K(g)
x = −iDx|r=1 + i

x

r
; K(g)

y = −iDy|r=1 + i
y

r
; K(g)

z = −iDz + i
z

r
(3.128)

onde usamos as expressões para ∂x, ∂y e ∂z em coordenadas esféricas (veja nota de

rodapé 3). As equações acima, todavia, podem ser postas numa forma compacta,

K(g) = −iD|r=1 + i
x

r
(3.129)
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onde o termo ix
r

(não-hermitiano) vem da conexão de spin presente no operador

Dirac-Landau. Uma vez que sabemos a forma de K
(g)
j [(3.123)-(3.125)], com um

pouco de álgebra, pode-se mostrar que eles satisfazem as relações de comutação do

grupo de Lorentz SO(3, 1)9:

[K
(g)
j , K

(g)
l ] = −iεjlkL(g)

k ; [L
(g)
j , K

(g)
l ] = iεjlkK

(g)
k ; [L

(g)
j , L

(g)
l ] = iεjlkL

(g)
k (3.130)

É interessante calcularmos o quadrado do operador boost K(g), os motivos

para isso ficarão óbvios dentro de instantes, temos explicitamente,

K(g)2 = − 1

sen θ
∂θ(sen θ∂θ)−

1

sen2 θ
∂2φ − 2ig

cos θ

sen2 θ
∂φ + g2

cos2 θ

sen2 θ
+ 1 (3.131)

mas usando o fato que,

L(g)2 = − 1

sen θ
∂θ(sen θ∂θ)−

1

sen2 θ
(∂φ + ig cos θ)2 + g2 (apêndice A)

obtemos, pela eq. (3.131),

K(g)2 = L(g)2 − g2 + 1 = Λ(g)2 + 1 (3.132)

Comparando (3.132) com (A.43), vemos que o quadrado do operador boost está

relacionado com o Hamiltoniano de Landau não-relativ́ıstico como,

H =
1

2M
(K(g)2 − 1) (3.133)

Vale a pena fazermos comentários sobre alguns resultados obtidos:

; Primeiro: Há duas interpretações para as matrizes de Pauli da transformação

V (θ, φ): 1ª são os geradores da rotação espacial em (3.116) e 2ª são os geradores

do grupo de gauge (3.119);

; Segundo: V (θ, φ) atua como uma transformação de gauge sobre K(g) e L(g)

[(3.126), (3.127)];

; Terceiro: O grupo SO(3, 1) descreve as transformações f́ısicas cont́ınuas de bo-

osts (K(g)) e rotações (L(g)) sendo classificado como um grupo de Lie, porém,

é ainda um subgrupo de um grupo maior denominado grupo de Poincaré (veja

[71]);

; Por último: Note que a comutação de dois boosts (3.130) resulta em uma

rotação. Isto não é nada óbviu à primeira vista.

9Pode-se pensar no grupo SO(3, 1) como uma extensão de SO(3) (3D), porém, inclui um grupo

de transformações envolvendo o tempo [71].
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3.4.2 O Problema de Autovalores para K(g) · σ
A partir da relação10 (σ · A)(σ · B) = A · B + iσ · (A × B), notamos

que o quadrado do operador helicidade produz um hamiltoniano de Landau não-

relativ́ıstico,

H =
1

2M
[(K(g) · σ)2 − 1] =

1

2M
(K(g)2 +L(g) · σ − 1) (3.134)

onde usamos as relações de comutação das matrizes de Pauli (veja a seção 3.1) e o

fato que,

(K(g) · σ)2 = K(g)2 +L(g) · σ (3.135)

obtida a partir de (3.130). Por outro lado, de (A.20), obtemos,

H =
1

2M
(Λ(g)2 + Λ(g) · σ − F · σ) (3.136)

onde estamos considerando r = 1. Em (3.136) os termos Λ(g) · σ (conhecido como

operador Paridade) e F · σ representam os acoplamentos de spin-órbita e Zeeman,

respectivamente.

Podemos reescrever (K(g) ·σ)2 mais convenientemente, de modo que nos leve

aos autovalores do operador helicidade. De (3.130) e (3.132), temos,

(K(g) · σ)2 =
(
L(g) +

σ

2

)2
− g2 +

1

4
(3.137)

[K(g) · σ,L(g) +
1

2
σ] = i(K(g) × σ −K(g) × σ) = 0 (3.138)

Note que se fizermos (K(g) · σ) → −i /D e L(g) + 1
2
σ → J nas equações acima,

recuperamos os resultados conhecidos,

(−i /D)2 = J2 − g2 +
1

2
; [−i /D,J ] = 0

logo, inferimos que os autovalores de
(
L(g) + 1

2
σ
)2

são dados por,(
L(g) +

1

2
σ

)2
= j(j + 1), j = g + n− 1

2
com n = 0, 1, 2, . . . (3.139)

e então substituindo este último resultado em (3.137),

(K(g) · σ)2 = n(n+ 2g) =⇒K(g) · σ = ±
√
n(n+ 2g) (3.140)

10Veja exerćıcio 13.2 de [55].
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Vemos que os autovalores do operador helicidade são idênticos aos ńıveis de Landau

relativ́ısticos (3.37). Analogamente a J2 e Jz, os operadores (L(g)+ 1
2
σ)2 e L

(g)
z + 1

2
σz

possuem autoestados simultâneos, tal que,(
L(g) +

1

2
σ

)2
Ωg
j,m = j(j + 1)Ωg

j,m;

(
L(g)
z +

1

2
σz

)
Ωg
j,m = mΩg

j,m (3.141)

onde m = −j, . . . , j e Ωg
j,m são dados pelos espinores de harmônicos monopolares,

Ωg
j,m =

1√
2j

(√
j +mYg

j− 1
2
,m− 1

2√
j −mYg

j− 1
2
,m+ 1

2

)
; Ω′gj,m =

1√
2j + 2

(
−
√
j −m+ 1Yg

j+ 1
2
,m− 1

2√
j +m+ 1Yg

j+ 1
2
,m+ 1

2

)
(3.142)

Fazendo uma combinação linear das funções (3.142), construimos os autoes-

tados de K(g) · σ, ou seja,

Φg
±κn,m ≡

1√
2

(Ω′gj,m(θ, φ)± iΩg
j,m(θ, φ))

=
1

2

−√ j−m+1
j+1
Yg
j+ 1

2
,m− 1

2

± i
√

j+m
j
Yg
j− 1

2
,m− 1

2√
j+m+1
j+1
Yg
j+ 1

2
,m+ 1

2

± i
√

j−m
j
Yg
j− 1

2
,m+ 1

2

 (3.143)

onde ±κn são os autovalores do operador helicidade e j é dado por (3.139). Por

outro lado, os modos-zero κn=0,m = 0 são dados por,

Φκ0,m =
1

2

−
√

g−m+ 1
2

g+ 1
2

Yg
g,m− 1

2

± i
√

g− 1
2
+m

g− 1
2

Yg
g−1,m− 1

2√
g+m+ 1

2

g+ 1
2

Yg
g,m+ 1

2

± i
√

g−m− 1
2

g− 1
2

Yg
g−1,m+ 1

2

 (3.144)

onde usamos o fato que n = 0 ⇒ j = g − 1
2
. Porém, notando que Yg

g−1,m± 1
2

→ 0,

reescrevemos (3.144). Usando (A.36) e fazendo `→ g − 1 e m→ m± 1
2
, temos,

Φg
κ0,m

=
1√
2

1√
2g + 1

−√g −m+ 1
2
Yg
g,m− 1

2√
g +m+ 1

2
Yg
g,m+ 1

2

 =
1√
2

Ω′g
g− 1

2
,m

(3.145)

com m = −g+ 1
2
, . . . , g− 1

2
. Os espinores (3.142) estão relacionados aos autoestados

do Casimir J2, Υg
j,m e Υ′gj,m (3.28), pela transformação SU(2) (3.12):

Υg
j,m = V (θ, φ)†(sen β · Ω′gj,m + cos β · Ωg

j,m) (3.146)

Υ′gj,m = V (θ, φ)†(− cos β · Ω′gj,m + sen β · Ωg
j,m) (3.147)

onde,

tan β =

√
j − g + 1

2

j + g + 1
2

(3.148)
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O leitor pode verificar facilmente os resultados [(3.146),(3.147)], porém, é importante

notar que essas equações têm como consequência:

Ψg
±κn,m =

1√
2

(Υ′gj,m ∓ iΥ
g
j,m)

=
1√
2

[−V (θ, φ)†e±iβΩ′gj,m ∓ iV (θ, φ)†e±iβΩg
j,m]

= −e±iβV (θ, φ)†Φg
±κn,m (3.149)

Então, a menos do fator de fase (que não interfere na f́ısica do sistema), V age sobre

Φg
±κn,m de modo a transformá-lo em Ψg

±κn,m. Para os modos-zero é fácil ver que,

Ψg
κ0=0,m = −V (θ, φ)†Φg

κ0=0,m (3.150)

3.4.3 Relações entre os Autoestados de −i /D e HP−S

Começaremos com o Hamiltoniano de Pauli-Schrödinger dado por,

HP−S = − 1

2M
(σ ·D)2 = − 1

2M
(D2 + σ · F ) (3.151)

onde D é a derivada covariante no espaço curvo 3D, cujas componentes são dadas

por (A.9) e F é o campo de força (magnético) devido o monopolo. Na derivação de

(3.151) usamos a propriedade u · (v ×w) = w · (u× v) = v · (w×u) e a eq. (A.5)

para obter,

(σ ·D)2 = D2 + σ · F (3.152)

É conveniente expressarmos o hamiltoniano de Pauli-Schrödinger em coordenadas

esféricas. Assim, usando as relações11

(Λ(g) · σ + 1)2 = Λ(g)2 +L · σ + 1 = (K(g) · σ)2 (3.153)

− 1

2M
D2 = − 1

2M

∂2

∂r2
− 1

Mr

∂

∂r
+

1

2Mr2
Λ(g)2 (3.154)

Devemos ter que,

HP−S = − 1

2Mr2
∂

∂r
r2
∂

∂r
+

1

2Mr2
(Λ(g) · σ)(Λ(g) · σ + 1) (3.155)

Sobre uma esfera unitária (r = 1), reduz-se para,

HP−S|r=1 =
1

2M
(Λ(g) · σ)(Λ(g) · σ + 1) (3.156)

11A 1ª iguadade de (3.153) será demonstrada mais adiante, enquanto que (3.154) foi obtido da

expressão do hamiltoniano de Landau não-relativ́ıstico (A.43).
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Da eq. (3.156) inferimos que os autoestados do hamiltoniano de Pauli-Schrödinger

são os mesmos do operador paridade Λ(g) · σ, dados por,

Ξg
±κn,m =

1

2

(√
1 +

g

j + 1
2

±
√

1− g

j + 1
2

)
Ωg
j,m+

1

2

(
∓
√

1 +
g

j + 1
2

+

√
1− g

j + 1
2

)
Ω′gj,m

(3.157)

onde Ωg
j,m e Ω′gj,m são calculados a partir de (3.142). Note que ±κn são também

autovalores de (Λ(g) · σ + 1) devido (3.153). Como prometido, vamos verificar a 1ª
igualdade de (3.153) donde utilizaremos as relações de comutação12 para Λ

(g)
j (A.12):

[Λ
(g)
j ,Λ

(g)
l ] = −iεjlk(L(g)

k − 2Λ
(g)
k ) (3.158)

Devemos ter que,

(Λ(g) · σ + 1)2 = [Λ(g)
x σx + Λ(g)

y σy + Λ(g)
z σz + 1][Λ(g)

x σx + Λ(g)
y σy + Λ(g)

z σz + 1]

= (Λ(g)2 + [Λ(g)
x ,Λ(g)

y ]iσz − [Λ(g)
x ,Λ(g)

z ]iσy + [Λ(g)
y ,Λ(g)

z ]iσx + 2Λ(g)
x σx + 2Λ(g)

y σy + 2Λ(g)
z σz + 1)

= Λ(g)2 +L(g) · σ + 1 C.Q.D

Os autoestados Ξg
±κn,m e Φ±κn,m estão relacionados como,

Ξg
κn,m = − 1√

2
(e−iϕ · Φg

κn,m + eiϕ · Φg
−κn,m) (3.159)

Ξg
−κn,m = −i 1√

2
(e−iϕ · Φκn,m − eiϕ · Φ

g
−κn,m) (3.160)

cuja verificação pode ser feita usando [(3.143),(3.157)] e nos leva a,

senϕ = −1

2

(√
1 +

g

j + 1
2

+

√
1− g

j + 1
2

)
e cosϕ = −1

2

(
−
√

1 +
g

j + 1
2

+

√
1− g

j + 1
2

)
satisfazendo, portanto,

tanϕ = −
j + 1

2

g

(
1 +

√
1−

(
g

j + 1
2

)2)
(3.161)

Como consequência de [(3.159),(3.160)], os autoestados de −i /D e HP−S estão rela-

cionados por,

Ψg
±κn,m =

1√
2
e±iω · V (θ, φ)†(Ξg

κn,m ∓ iΞ
g
−κn,m), n = 0, 1, 2, . . . (3.162)

12Não é complicado verificar (3.158), embora exija um pouco de álgebra, devido a isso

pouparemo-nos desse trabalho.
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onde ω = β + ϕ tal que,

tanω = −
j(j + 1

2
)(
√
j + g + 1

2
+
√
j − g + 1

2
)

j(j + 1
2
)
√
j − g + 1

2
− g(g − 1

2
)
√
j + g + 1

2

(3.163)

Para modos-zero κn = 0 obtemos da eq. (3.157),

Ξg
κ0=0,m =

√
2

2
(Ωg

j,m − Ω′gj,m) = − 1√
2

Ω′g
g− 1

2
,m

= −Φg
κ0=0,m (3.164)

onde usamos (3.142). Substituindo a expressão acima em (3.162), vemos que,

Ψg
κ0=0,m = V (θ, φ)†Ξg

κ0=0,m (3.165)
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Caṕıtulo 4

Aplicações de Esfera Fuzzy

em Grafeno

Neste caṕıtulo, nós aplicamos todo o arcabouço teórico visto até o momento

sobre modelos de Landau relativ́ıstico e esfera fuzzy no grafeno. Seguiremos a abor-

dagem feita por K. Hasebe [7].

4.1 Vales das Esferas Fuzzy do Grafeno

4.1.1 Espectro do Grafeno

Vimos na seção 2.4 que no limite de baixas energias, as excitações da rede de

grafeno são descritas por dois espinores bidimensionais de Dirac cujas componentes

indicam os graus de liberdade das sub-redes A e B. Adicionalmente aos graus de

liberdade das sub-redes, o grafeno também acomoda os graus de liberdade do vale

dos pontos K+ e K−, e agora o hamiltoniano do grafeno é representado pelo operador

Dirac-Landau que inclui a contribuição desses dois pontos, definido como,

−i /DK+⊕K− ≡

(
−i /DK+

0

0 −i /DK−

)
(4.1)

onde −i /DK+
e −i /DK− são os operadores Dirac-Landau em cada vale definidos por,

−i /DK+
≡ −iσxDθ − i

1

sen θ
σyDφ, −i /DK− ≡ −iσxDθ + i

1

sen θ
σyDφ (4.2)

com os operadores Dθ e Dφ dados em (3.12). Por outro lado, 0 é a matriz nula 2×2.
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4 Vales das Esferas Fuzzy do Grafeno 57

Usando as eqs. (4.2) e a álgebra SU(2) das matrizes de Pauli, [σi, σj] =

2iεijkσk, pode-se mostrar que −i /DK+
e −i /DK− estão relacionados por,

−i /DK+
= σx(−i /DK−)σx (4.3)

Definindo gs ≡ g + 1
2
σz de modo que,

L(gs) =

(
L(g+ 1

2
) 0

0 L(g− 1
2
)

)

e usando (3.16), para o qual gs = g + 1
2
σz, o operador momento angular total é

constrúıdo como [7],

J =

(
L(gs) 0

0 L(gs)

)
=


L(g− 1

2
) 0 0 0

0 L(g+ 1
2
) 0 0

0 0 L(g+ 1
2
) 0

0 0 0 L(g− 1
2
)

 (4.4)

que satisfaz a álgebra SU(2),

[Jj, Jl] = iεjlkJk (4.5)

Agora notando que a representação de L(g± 1
2
)2 na base dos harmônicos monopolares

nos fornece L(g± 1
2
)2 = j(j + 1)12j+1 e considerando os pontos de Fermi K+, K−,

reescrevemos (4.4) como,

J2 =

(
jK+

(jK− + 1)12jK+
+1 0

0 jK−(jK− + 1)12jK−+1

)
(4.6)

onde 12j+1 é a matriz identidade (2j + 1)× (2j + 1) e,

jK+
= g + nK+

− 1

2
, jK− = g + nK− −

1

2
com nK+

, nK− = 0, 1, 2, . . . (4.7)

Das eqs. (3.33) e (4.3), obtemos,

(−i /DK±)2 = −

(
ð(g± 1

2
)

∓ ð(g∓ 1
2
)

± 0

0 ð(g∓ 1
2
)

± ð(g± 1
2
)

∓

)
(4.8)

agora usando (A.51) e (A.52), o quadrado de −i /DK+⊕K− fica,

(−i /DK+⊕K−)2 = J2 − g2 +
1

4
(4.9)
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O espectro do operador Dirac-Landau já foi calculado na seção 3.1, e para os pontos

K+ e K− ele é o mesmo. Portanto, os autovalores de −i /DK+⊕K− são dados por,

±κn = ±
√
n(2g + n) (4.10)

onde como sabemos n = 0, 1, 2, . . .. A degenerescência de cada ńıvel de Landau

relativ́ıstico deve ser,

2× (2j + 1)|j=g+n− 1
2

= 4(g + n) (4.11)

como esperado. Note que 2× vem dos graus de liberdade correspondentes aos vales

(K+ e K−). Agora que conhecemos os autovalores do Hamiltoniano do grafeno, não

é dif́ıcil mostrar que os autoestados são denotados por,

n = 0, j = g − 1

2
: Ψg

κ0=0,m;K+
=

(
Yg−

1
2

j,m

0

)
, Ψg

κ0=0,m;K−
=

(
0

Yg−
1
2

j,m

)
(4.12)

n = 1, 2, 3, . . . : Ψg
±κn,m;K+

=

(
Yg−

1
2

j,m

∓iYg+
1
2

j,m

)
, Ψg
±κn,m;K−

=

(
∓iYg+

1
2

j,m

Yg−
1
2

j,m

)
(4.13)

A ação de σx sobre Ψg
±κn,m;K−

é tal que,

Ψg
±κn,m;K+

= σxΨ
g
±κn,m;K−

(4.14)

Então a matriz σx faz um ‘papel’ análogo aquele da matriz quiral σz (3.49), porém,

aqui a relacão é entre os autoestados correspondentes aos pontos de Fermi, com

mesmo autovalor.

4.1.2 Deformação da Massa e Vales das Esferas Fuzzy K+,

K−

O hamiltoniano do grafeno com massa deformada, incluindo a contribuição

dos pontos K+ e K− é definido por,

(−i /D +Mσz)K+⊕K− ≡

(
−i /DK+

+Mσz 0

0 −i /DK− +Mσz

)
(4.15)

Note que −i /DK+
+Mσz = −i /D +Mσz, cujos autoestados foram calculados

na seção 3.3. Então, os autovalores do operador Dirac-Landau com massa deformada

em K+ são dados por,

n = 0 : ξn=0 = M e n = 1, 2, . . . : ±ξn = ±
√
n(n+ 2g) +M2 (4.16)
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Por outro lado (−i /DK− +Mσz)
2 = (−i /DK−)2 +M2, donde tiramos que os autoes-

tados do operador Dirac-Landau com massa deformada em K− são obtidos por,

n = 0 : −ξn=0 = −M e n = 1, 2, . . . : ±ξn = ±
√
n(n+ 2g) +M2 (4.17)

Cada vale tem degenerescência (2j+1)|j=g+n− 1
2

= 2(g+n) com n = 0, 1, 2, . . .,

e os autoestados correspondentes são,

Ψg
±ξn,m;K+

(M) =
1

2

√
ξn + κn
ξn

 (
1± M

ξn+κn

)
Yg−

1
2

j,m

∓i
(

1∓ M
ξn+κn

)
Yg+

1
2

j,m

 (4.18)

Ψg
±ξn,m;K−

(M) =
1

2

√
ξn + κn
ξn

∓i(1± M
ξn+κn

)
Yg+

1
2

j,m(
1∓ M

ξn+κn

)
Yg−

1
2

j,m

 (4.19)

onde, como já sabemos, j = g + n − 1
2

e n ∈ N. Usando as eqs. (4.16) e (4.17),

obtemos o espectro do hamiltoniano do grafeno com deformação da massa,

±ξn = ±
√
n(n+ 2g) +M2, n = 0, 1, 2, . . . (4.20)

A degenerescência é tal que,

±ξ0 = ±M : 2g, n = 0 (4.21)

±ξn : 4(g + n), n = 1, 2, . . . (4.22)

A figura 4.1 mostra o espectro do hamiltoniano do grafeno com e sem deformação

da massa. Note que mesmo sob deformação da massa o espectro continua simétrico

com relação a energia zero.

Perceba que a degenerescência dos modos-zero corresponde aos autovalores

±M , quando adiciona-se o parâmetro de massa. Vale ressaltar também que os

operadores Dirac-Landau com deformação da massa, nos pontos K+ e K−, não

respeitam a simetria quiral, ou seja, {−i /DK± + Mσz, σz} 6= 0. Todavia, (−i /D +

Mσz)K+⊕K− obedece a,

{R, (−i /D +Mσz)K+⊕K−} = 0 (4.23)

onde,

R = i
(

0 σyσy 0

)
(4.24)

Note que R pode ser interpretado como uma matriz quiral generalizada, tal como

vimos na seção 3.3. A relação (4.23) é o que garante a simetria do espectro do

Hamiltoniano massivo, com respeito a energia zero.
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Figura 4.1: Espectro do hamiltoniano do grafeno com e sem deformação da

massa. Os pequenos ćırculos azul e verde, correspondem respectivamente aos

autoestados dos operadores Dirac-Landau em K+ e K−.

Fonte: Referência [7]

Uma consequência direta de (4.23) é o fato da matriz R relacionar os auto-

estados correspondentes aos pontos K+ e K−, tal como,

Ψ±ξn,m;K+(M) = iσyΨ∓ξn,m;K−(M) (4.25)

As eqs. (4.23) e (4.25) são facilmente demonstradas, onde o leitor pode usar σy(−i /DK+
+

Mσz) + (−i /DK− +Mσz) = 0 na verificação de (4.23).

Uma vez que conhecemos os autoestados dos operadores Dirac-Landau mas-

sivos em K+ e K− [(4.16), (4.17)], estamos aptos a introduzir as esferas fuzzy para

cada vale como,

X
K+

±ξn = 〈Ψg
±ξn;K+

(M)|x|Ψg
±ξn;K+

(M)〉 (4.26)

X
K−
±ξn = 〈Ψg

±ξn;K−
(M)|x|Ψg

±ξn;K−
(M)〉 (4.27)

Seguindo um procedimento análogo aquele da seção 3.3, obtemos,

X
K+

±ξn = −
(

1∓ M

2gξn

)
τ ′(g)n · Ss=g+n− 1

2
(4.28)

X
K−
±ξn = −

(
1± M

2gξn

)
τ ′(g)n · Ss=g+n− 1

2
(4.29)

onde τ
′(g)
n é calculado por (3.69). Então, devemos ter que,

X
K+

ξn
·XK+

ξn
= X

K−
−ξn ·X

K−
−ξn ≡ R

′(g)
ξn

2
(4.30)

X
K+

−ξn ·X
K+

−ξn = X
K−
ξn
·XK−

ξn
≡ R′(g)−ξn

2
(4.31)
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onde os raios das esferas fuzzy R′(g)±ξn(M) já foram calculados e são dados por (3.105).

As eqs. (4.30) e (4.31) nos dizem que, para um dado ńıvel de Landau n (não nulo), o

parâmetro de massa M 6= 0 modifica o tamanho das quatro esferas fuzzy, de modo

que duas aumentam seus raios e as outras duas diminuem, em contra partida, para

n = 0 as esferas fuzzy não variam seus tamanhos como mostra a figura 4.2 (g = 3 e

M = 2 foram adotados).

Figura 4.2: Mudança nos tamanhos das esferas fuzzy (representadas pelos

ćırculos) sob deformação da massa nos ńıveis de Landau correspondentes.

Fonte: Referência [7]
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Perspectivas

Iniciamos esta dissertação estudando as propriedades eletrônicas do grafeno,

no limite do cont́ınuo a baixas energias. Vimos que neste material, os portadores de

carga (elétrons) apresentam relação de dispersão linear para o espectro de energia

e se comportam como part́ıculas de Dirac livres, sendo descritos pela equação de

Dirac, sem massa em 2 + 1 dimensões.

Vimos no caṕıtulo 2, que defeitos topológicos num cristal (ideal), podem ser

descritos por meio de métricas de uma geometria com curvatura e torsão, isto é, uma

geometria de Einstein-Cartan. Em seguida, fizemos uma breve análise dos defeitos

tipo desclinações, usando a teoria elástica de defeitos e depois via campos de gauge,

onde mostramos que desclinações estão associadas a curvatura da rede, sendo esta

última medida pelo vetor de Frank [3]. Por outro lado, tais tipos de defeitos têm

como consequência a mistura dos espinores correspondendo a śıtios da mesma sub-

rede no grafeno, e vimos que tal mistura é descrita por um gauge não-Abeliano,

dependente somente da topologia da rede.

No caṕıtulo 3, estudamos os modelos de Landau relativ́ısticos e a geometria

não-comutativa, sendo esta última derivada por aplicação ao método de projeção de

ńıvel aos modelos relativ́ısticos de Landau. Analisamos o problema de autovalores

do operador Dirac-Landau sobre uma esfera, e vimos que seus autoestados com au-

tovalores de sinais opostos estão relacionados pela transformação quiral σz, uma vez

que a simetria quiral (3.39) é satisfeita. Introduzimos as esferas fuzzy relativ́ısticas

e não-relativ́ısticas por meio dos autoestados dos ńıveis de Landau relativ́ısticos e

não-relativ́ısticos. Mostramos que, em comparação com o caso não-relativ́ıstico, os

raios das esferas fuzzy relativ́ısticas diminuem para n = 0 (modos-zero) (3.75) e

para n 6= 0 eles aumentam (3.76). Notamos também que, sob deformação da massa,

para ńıveis de Landau simétricos, os raios das esferas fuzzy variam seus tamanhos,
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enquanto que para modos-zero não varia (ver fig. 3.5).

No caṕıtulo 4, aplicamos todo o arcabouço teórico visto sobre ńıveis de Lan-

dau relativ́ısticos e esferas fuzzy no grafeno. Uma vez que lidamos com os graus

de liberdade dos vales, notamos que a degenerescência de cada ńıvel relativ́ıstico de

Landau é o dobro (4.11) comparado ao caso de um único operador Dirac-Landau.

Abordamos também, separadamente, os autovalores e as degenerescências do ope-

rador Dirac-Landau em cada vale (K+ e K−), vimos que mesmo sob deformação

da massa, o espectro do hamiltoniano do grafeno apresenta simetria com respeito a

energia zero.

Como perspectiva, podemos usar os modelos de Landau relativ́ısticos e esferas

fuzzy para estudar o grafeno com defeito topológico tipo desclinação, onde podemos

introduzir o parâmetro α = 1± λ
2π

na métrica da esfera S2. Este parâmetro descreve

o setor angular λ retirado ou adicionado à superf́ıcie da esfera.
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Apêndice A

Modelo de Landau

Não-Relativ́ıstico

Neste apêndice faremos uma revisão do modelo de Landau não-relativ́ıstico,

o qual descrevemos um sistema carga-monopolo. Este é um caso 3D em que temos

uma part́ıcula se movendo numa geometria esférica onde no centro da mesma há um

monopolo cujo campo magnético radial é constante sobre a superf́ıcie da esfera. O

desenvolvimento que faremos aqui é baseado principalmente nas Refs.[7, 51].

A.1 Hamiltoniano de Landau Não-Relativ́ıstico

Na descrição do sistema carga-monopolo vamos adotar o sistema de coorde-

nadas esféricas usual,

x = r sen θ cosφ, y = r sen θ senφ e z = r cos θ (A.1)

além disso também adotaremos o formalismo de Schwinger no qual o campo de

gauge 1-forma do monopolo é dado por,

A = gεij3
z

r(x2 + y2)
xjdxi, onde i, j = 1, 2, 3. (A.2)

Onde g representa a carga do monopolo (aqui estamos considerando g ≥ 0). Da

eq. (A.2) e usando (A.1) obtemos as componentes,

Ax = g
z

r(x2 + y2)
y = g

1

r
cot θ senφ

Ay = −g z

r(x2 + y2)
x = −g1

r
cot θ cosφ

Az = 0 (A.3)
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É conveniente expressarmos A em coordenadas esféricas, temos então que,

A = g
z

r(x2 + y2)
(x2dx1 − x1dx2)

= −g cos θdφ (A.4)

ou seja, só existe componente do campo de gauge na direção φ̂, que está em con-

cordância com a simetria do sistema. Notemos, por outro lado, que o gauge ado-

tado apresenta uma singularidade sobre o eixo z, pois em θ = 0 ou θ = π temos

sen θ = senπ = 0 fazendo com que Ax e Ay explodam. Na linha do equador (θ = π
2
)

o campo de gauge do monopolo é nulo.

Associado ao campo de gauge temos um campo de força que é dado por,

Fj = εjkl∂kAl = g
1

r3
xj onde j, k, l = 1, 2, 3. (A.5)

ou equivalentemente,

F = dA (A.6)

Onde o operador ‘d’ é uma derivada exterior1 sobre a 1-forma A. De forma análoga

ao caso da derivação da eq.(A.4), podemos expressar F em coordenadas esféricas,

temos,

F =
g

r(x2 + y2)
(ydz ∧ dx− xdz ∧ dy)

= g sen θdθ ∧ dφ (A.7)

onde usamos a propriedade que dxi ∧ dxi = 0. Vemos que F é um campo 2-forma

como era de se esperar. As componentes do campo de força são obtidas trivialmente

a partir da eq.(A.5), donde encontramos,

Fx = g
x

r3
, Fy = g

y

r3
, Fz = g

z

r3
(A.8)

A derivada covariante é constrúıda a partir de,

Dj = ∂j − iAj (A.9)

agora ao fazermos o ı́ndice j = r, θ, φ e notando que Ar = Aθ = 0 têm-se,

Dr = ∂r, Dθ = ∂θ e Dφ = ∂φ − iAφ (A.10)

mas pela eq.(A.4),

Dφ = ∂φ + ig cos θ (A.11)

1Veja [52] para mais detalhes.
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por outro lado, o momento angular covariante é dado por,

Λ
(g)
j = −iεjklxkDl (A.12)

que podem ser expressos tanto em coordenadas cartesianas quanto esféricas, assim,

reescrevendo (A.12),

Λ
(g)
j = −i(εj12x1D2 + εj13x1D3 + εj21x2D1 + εj23x2D3 + εj31x3D1 + εj32x3D2)

calculamos a componente2 Λ1, logo,

Λ
(g)
1 = −iy

(
∂

∂z
− iAz

)
+ iz

(
∂

∂y
− iAy

)
= L

(0)
1 − g

cos2 θ

sen θ
cosφ, onde L

(0)
1 = −iε1klxk

∂

∂xl

De forma análoga calculamos as outras duas componentes, destacamos então,

Λ(g)
x = L(0)

x − g
z2x

r(x2 + y2)
= L(0)

x − g
cos2 θ

sen θ
cosφ (A.13)

Λ(g)
y = L(0)

y − g
z2y

r(x2 + y2)
= L(0)

y − g
cos2 θ

sen θ
senφ (A.14)

Λ(g)
z = L(0)

z + g
z

r
= L(0)

z − g cos θ (A.15)

Os termos L
(0)
j são os operadores de momento angular orbital livre e obedecem a

forma,

L
(0)
j = εjklxk∂l, onde usamos ∂l ≡

∂

∂xl
(A.16)

As eqs. (A.16) também podem ser postas em coordenadas esféricas, fare-

mos explicitamente o caso L
(0)
x e as outras duas podem ser obtidas seguindo um

procedimento análogo, temos,

L(0)
x = −i

3∑
k,l=1

ε1klxk∂l

= −i
3∑
k

(
ε1k1xk

∂

∂x1
+ ε1k2xk

∂

∂x2
+ ε1k3xk

∂

∂x3

)
= i(senφ∂θ + cot θ cosφ∂φ)

onde fizemos uso dos operadores ∂
∂xi

em coordenadas esféricas3.

2Note que estamos usando a seguinte convenção para os ı́ndices: 1,2,3 equivalem a x, y, z,

respectivamente.
3Veja o exerćıcio 2.5.12 da ref.[53].
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O conjunto das três eqs. (A.16) são escritas como,

L(0)
x = i(senφ∂θ + cot θ cosφ∂φ) (A.17)

L(0)
y = −i(cosφ∂θ − cot θ senφ∂φ) (A.18)

L(0)
z = −i∂φ (A.19)

A partir do campo de força (A.5) e do momento angular covariante (A.12),

calculamos o momento angular total SU(2),

L(g) = Λ(g) − gx
r

(A.20)

Após algum trabalho algébrico pode-se organizar as componentes de L(g) como,

L(g)
x = i(senφDθ + cot θ cosφDφ)− gx

r
(A.21)

L(g)
y = −i(cosφDθ − senφ cot θDφ)− gy

r
(A.22)

L(g)
z = −iDφ − g

z

r
(A.23)

Por motivos que ficarão óbvios mais a frente, vamos reescrever as eqs. [(A.21)-

(A.23)] de uma maneira mais sugestiva, partindo de (A.20) e usando (A.1). Como

de costume o farei para a 1ª componente, sendo as outras obtidas analogamente:

L(g)
x = L(0)

x − g
cos2 θ

sen θ
cosφ− gx

r

= L(0)
x − g

r

x2 + y2
x

Temos que,

L(g)
x = L(0)

x − g
r

x2 + y2
x = L(0)

x − g
cosφ

sen θ
(A.24)

L(g)
y = L(0)

y − g
r

x2 + y2
y = L(0)

y − g
senφ

sen θ
(A.25)

L(g)
z = L(0)

z = −i∂φ (A.26)

O objetivo agora é calcular o quadrado do operador momento angular total

(A.20) e para tanto vamos usar as eqs. [(A.24)-(A.26)], além de considerar uma

função teste4 h(θ, φ), onde obtemos,

L(g)2h =
(
L(g)
x

2
+ L(g)

y

2
+ L(g)

z

2
)
h

=

[
L(0)2 + 2g

rz

x2 + y2
L(0)
z + g2

r2

x2 + y2

]
h

4Geralmente quando queremos saber a forma de um operador, fazemos o mesmo agir numa

função teste e depois descartamos esta última onde ficamos com uma equação envolvendo os ope-

radores apenas. Veja a ref. [50].
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E identificamos imediatamente que,

L(g)2 = L(0)2 + 2g
rz

x2 + y2
L(0)
z + g2

r2

x2 + y2
(A.27)

onde,

L(0)2 = − 1

sen θ
∂θ(sen θ∂θ)−

1

sen2 θ
∂2φ (A.28)

Pode-se mostrar que os operadores (A.26) e (A.27) comutam, e da mecânica quântica

não-relativ́ıstica, eles possuem autoestados simultâneos5. Isto sugere então os se-

guintes problemas de autovalores:

L(g)2Yg`,m = `(`+ 1)Yg`,m (A.29)

L(g)
z Y

g
`,m = mYg`,m (A.30)

onde as funções Yg`,m são chamadas harmônicos monopolares e os números quânticos

` e m são dados por [51]:

` = g + n, com n = 0, 1, 2, . . . (A.31)

m = −`, . . . , ` (A.32)

Uma vez que estamos tratando com operadores tipo momento angular, é

conveniente trabalhar com os operadores não-Hermitianos,

L
(g)
± = L(g)

x ± iL(g)
y (A.33)

que são chamados operadores escada. Pelas eqs. [(A.17),(A.18),(A.24),(A.25)] rees-

crevemos L
(g)
+ como:

L
(g)
+ =

[
i (senφ∂θ + cot θ cosφ∂φ)− g cosφ

sen θ

]
+ i

[
−i (cosφ∂θ − cot θ senφ∂φ)− g senφ

sen θ

]
= eiφ

(
∂θ + i cot θ∂φ −

g

sen θ

)
Ao calcular para L

(g)
− as eqs. (A.33) ficam escritas como,

L
(g)
± = e±iφ

(
±∂θ + i cot θ∂φ −

g

sen θ

)
(A.34)

A ação dos operadores escada sobre os harmônicos monopolares produz,

L
(g)
± Y

g
`,m =

√
(`∓m)(`±m+ 1)Yg`,m±1 (A.35)

5Consulte J. J. Sakurai [54].
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como era de se esperar, L
(g)
± modificam o autovalor de L

(g)
z por uma unidade, mas

não afetam o autovalor correspondente a L(g)2.

Os harmônicos monopolares são explicitamente dados por [51, 7]:

Yg`,m =

√
1

4π

(2`+ 1)(`−m)!(`+m)!

(`− g)!(`+ g)!

(
sen

θ

2

)−α(
cos

θ

2

)−β
× P (−α,−β)

`+m (cos θ) · eimφ (A.36)

onde,

α = m+ g, β = m− g (A.37)

e P
(a,b)
n (cos θ) são os polinômios de Jacobi.6 Vale ressaltar que o número quântico

magnético m deve ser inteiro (m ∈ Z) para a unicidade da função de onda. Por

outro lado, isto implica que g também seja inteiro [veja eqs. (A.31) e (A.32)].

Alternativamente, podemos expressar os polinômios de Jacobi como [6],

P
(−m−g,−m+g)
`+m (cos θ) =(−1)`+m

l+m∑
n=0

(−1)n
(
`− g
n

)(
`+ g

g −m+ n

)
×
(

sen
θ

2

)2`+2m−2n(
cos

θ

2

)2n

(A.38)

e substituindo (A.38) em (A.36), obtêm-se,

Yg`,m(θ, φ) = (−1)`+m

√
(2`+ 1)

4π

(`+m)!(`−m)!

(`+ g)!(`− g)!
eimφ

∑
n

(−1)n
(
l − g
n

)(
l + g

g −m+ n

)
×
(

sen
θ

2

)2`−2n−g+m(
cos

θ

2

)2n+g−m

(A.39)

A tabela abaixo mostra os harmônicos monopolares para g = ` = 1,

g ` m Yg`,m(θ, φ)

1 1 -1 1
2

√
3
π

cos2
(
θ
2

)
e−iφ

1 1 0 1
2

√
3
2π

tan
(
θ
2

)
(cos θ − 1)

1 1 1 1
8

√
3
π
(1−cos θ)2
sen2(θ/2)

eiφ

6Os polinômios de Jacobi são definidos (fazendo x = cos θ) pela fórmula de Rodrigues:

P (a,b)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1− x)−a(1 + x)−b

dn

dxn
(1− x)n+a(1 + x)n+b

onde x ∈ [−1, 1]. Uma discussão detalhada sobre estes polinômios pode ser encontrada em [6].
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É interessante notar que o caso g = 0→ α = β = m e os polinômios de Jacobi (veja

a nota de rodapé 6) assumem a forma [51],

P−m,−m`+m (cos θ) =
(−1)m

2m
`!

(`+m)!
(1− cos2 θ)m/2Pm

l (cos θ) (A.40)

onde Pm
l (cos θ) é a função de legendre associada. Assim, substituindo (A.40) em

(A.36) recuperamos os harmônicos esféricos7 usuais:

Y0
`,m(θ, φ) ≡ Y`,m(θ, φ) (A.41)

O hamiltoniano de Landau não-relativ́ıstico de uma part́ıcula na presença do

campo do monopolo é dado por [7, 56],

H = − 1

2M

3∑
j=1

Dj
2

= − 1

2M

∂2

∂r2
− 1

Mr

∂

∂r
+

1

2Mr2
Λ(g)2 (A.42)

onde usamos as relações para ∂
∂xj

em coordenadas esféricas e as componentes do

campo de gauge (A.3).

Considerando agora que a esfera do modelo tenha raio unitário (r = 1), e

usando a relação L(g)2 = Λ(g)2 +g2, o hamiltoniano da part́ıcula sobre a esfera será,

H(g) =
1

2M
Λ(g)2 =

1

2M
(L(g)2 − g2) (A.43)

Notemos, por outro lado, que H(g) e L(g)2 são observáveis compat́ıveis, portanto

possuem Yg`,m(θ, φ) como autoestados simultâneos. Temos então o problema de

autovalores:

H(g)Yg`,m(θ, φ) = EYg`,m(θ, φ) (A.44)

que é facilmente resolvido usando-se as eqs.(A.29, A.31), obtem-se,

E(g)
n =

1

2M
[n(n+ 1) + g(2n+ 1)] (A.45)

Esta última equação nos mostra que para o n-ésimo ńıvel de Landau, os

autoestados (harmônicos monopolares) são degenerados, cuja degenerescência é,

2`+ 1 = 2g + 2n+ 1 (A.46)
7Os harmônicos esféricos são definidos por:

Y`,m =

√
(2`+ 1)

4π

(`−m)!

(`+m)!
Pm` (cos θ)eimφ

veja mais propriedades em [55].
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A.2 Relações com os operadores Edth

Vimos que para o número quântico m existem operadores escada que deno-

tamos por L
(g)
± responsáveis por aumentar ou diminuir o valor deste número em 1

unidade. Na literatura constatou-se que também existem operadores escada para g,

estes conhecidos como operadores edth [7, 57]:

ð(g)
+ ≡ (sen θ)g

(
∂θ + i

1

sen θ
∂φ

)
(sen θ)−g (A.47)

ð(g)
− ≡ (sen θ)−g

(
∂θ − i

1

sen θ
∂φ

)
(sen θ)g (A.48)

Usando a função teste f(θ, φ) os operadores Edth podem ser expressos como,

ð(g)
± = ∂θ ∓ g cot θ ± i 1

sen θ
∂φ (A.49)

A ação dos operadores edth sobre os harmônicos monopolares produz [58, 59],

ð(g)
± Y

g
`,m(θ, φ) = ±

√
(`∓ g)(`± g + 1)Yg±1`,m (θ, φ) (A.50)

As eqs. (A.50) nos mostram que ð(g)
+ /ð(g)

− aumenta/diminui a carga do monopolo em

1 unidade. Em contrapartida, em termos dos ńıveis de Landau (A.31), os operadores

edth atuam como operadores escada dos ńıveis sendo que: ð(g)
+ /ð(g)

− diminui/aumenta

o ńıvel n em 1 unidade.

Usando as eqs. [(A.48),(A.49)] e a função teste f(θ, φ) obtemos as seguintes

relações para os operadores edth,

ð(g−1)
+ ð(g)

− − ð(g+1)
− ð(g)

+ = −2g (A.51)

ð(g−1)
+ ð(g)

− + ð(g+1)
− ð(g)

+ = −2(L(g)2 − g2) (A.52)

Agora das eqs.[(A.24),(A.26),(A.48),(A.49)] pode-se verificar que os operadores edth

e momento angular são mutuamente comutativos, isto é, que as relações abaixo são

válidas,

L
(g+1)
j ð(g)

+ − ð(g)
+ L

(g)
j = 0 (A.53)

L
(g−1)
j ð(g)

− − ð(g)
− L

(g)
j = 0 (A.54)

onde j = x, y, z. Para j = x, após algum trabalho algébrico, obtemos:

(L(g+1)
x ð(g)

+ − ð(g)
+ L(g)

x )f = g2
cos θ

sen2 θ
cosφf − g2 cos θ

sen2 θ
cosφf + g

cos θ

sen2 θ
cosφf − g cos θ

sen2 θ
cosφf

− g cosφ

sen θ
∂θf −

cosφ

sen θ
∂θf +

cosφ

sen θ
∂θf − ig

cosφ

sen2 θ
∂φf + ig

cosφ

sen2 θ
∂φf

− i cosφ

sen2 θ
∂φf + i

cosφ

sen2 θ
∂φf + g

cosφ

sen θ
∂θf

= 0f
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Analogamente, calcula-se para as outras componentes. O fato de os operadores

edth e momento angular total comutarem implica que aqueles são singletos8 sob

transformações causadas por estes.

Usando as relações (A.51, A.52) podemos reescrever o Hamiltoniano de Lan-

dau (A.43) como,

H(g) = − 1

4M
(ð(g−1)

+ ð(g)
− + ð(g+1)

− ð(g)
+ + 2g − 2g)

= − 1

2M
ð(g−1)
+ ð(g)

− −
g

2M
(A.55)

O leitor pode verificar que devido (A.53) e (A.54) o Hamiltoniano (A.55) é invariante

sob transformações SU(2), isto é,

[H(g), L
(g)
j ] = 0 com j = x, y, z. (A.56)

É interessante notarmos que a eq. (A.45) também pode ser derivada usando o ha-

miltoniano de Landau na forma (A.55) e as eqs. (A.50), uma vez que Yg`,m(θ, φ) é

autofunção de H(g). Analogias com o caso plano podem ser encontradas em [7].

8Operadores singletos são aqueles que atuam em estados singletos, por exemplo, num sistema

de duas part́ıculas com spin 1/2, o estado singleto é aquele cujo autovalor do quadrado do spin total

S2 é nulo. Consulte, por exemplo, a pág. 166 da ref.[50].
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