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RESUMO

Neste trabalho, desenvolvemos um estudo completo do modelo de Landau rela-
tivistico e da geometria nao-comutativa, esta tltima derivada a partir da projecao
de nivel, seguindo a abordagem feita por K. Hasebe no artigo [Int. J. Mod. Phys.
A 31,1650117 (2016)], afim de descrever sistemas curvos de grafeno. No desenvolvi-
mento da teoria, abordamos o problema de autovalores do operador Dirac-Landau
relativistico sobre uma esfera com um monopolo magnético em seu centro. As es-
feras fuzzy relativisticas sao introduzidas usando-se os autoestados dos niveis de
Landau relativisticos e uma comparacao é feita com os casos nao-relativisticos. Sob
deformagao da massa, as esferas fuzzy correspondentes a niveis de Landau rela-
tivisticos simétricos modificam seus tamanhos, mas para modos-zero nao ha variacao
do tamanho para a esfera fuzzy correspondente. Em sequéncia verifica-se que o mo-
delo de Landau relativistico e o sistema nao-relativistico de Pauli-Schrodinger estao
relacionados por uma transformacao de gauge SU(2). Finalmente, a aplicacao de
todo o esse arcabougo tedrico no grafeno, mostra que seu espectro é simétrico com
respeito a energia zero, e mantém-se mesmo sob deformacao da massa. Por outro
lado, a influéncia do parametro de massa M # 0 nas quatro esferas fuzzy (2 para
cada vale) é tal que, se n # 0, duas delas aumentam e as outras duas diminuem,
mas para n = 0 as esferas fuzzy (em £M) nao mudam seus tamanhos.

Palavras-chave: Grafeno. Geometria Nao-Comutativa. Esfera Fuzzy.



ABSTRACT

In this work, we developed a complete study on the relativistic Landau model and
non-commutative geometry, the latter was derived from level projection, in order to
describe curved graphene systems. In developing of the theory, we address the pro-
blem of the eigenvalues from the relativistic Dirac-Landau operador on the sphere
with a magnetic monopole in its center. The relativistic fuzzy spheres are introdu-
ced using the eigenstates of the relativistic Landau levels and we compare it with
non-relativistic cases. Under mass deformation, the fuzzy spheres relative to the
relativistic symmetric Landau levels change their sizes, however zero-modes there
are no variation of size for the corresponding fuzzy sphere. Consecutively we verify
that the relativistic Landau model and non-relativistic system of Pauli-Schrodin-
ger are related by gauge transformation SU(2). And finally, the application of the
whole theoretical graphene’s framework show a simmetric spectrum with respect to
its zero energy, and it maintains itself under mass deformation. On the other hand,
the influence of the mass parameters M # 0 on the four fuzzy spheres (two for
each valley) is such that, if n # 0, two of them are enlarged and the other two are
diminished, but for n = 0 the fuzzy spheres (at £M) do not change their sizes.

Keywords: Graphene. Non-commutative Geometry. Fuzzy Sphere.



SUMARIO

1 Introducgao

2 Grafeno: Um Cristal 2D
2.1 O Carbono e suas Formas Alotrépicas . . ... ... ... ...
2.2 Propriedades do Grafeno . . . . . ... .. ... ...
2.3 Configuragao Eletronica do Grafeno . . . . . . . ... .. .. ..
2.4 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia . . . . . .. .. ..
2.4.1 Estrutura Cristalina do Grafeno . . . . . .. ... ... ....
2.4.2 Espectro de Energia do Grafeno . . . . . ... ... ... ...
2.4.3 Férmions Livres Sem Massa . . . . . . ... .. .. ... ...
2.5 Grafeno com Defeitos Topolégicos . . . . . . . . ... ... ...
2.5.1 Defeitos Topoldgicos em Cristais . . . . . . .. ... ... ...
2.5.2  Defeitos Topoldgicos no Grafeno . . . . . . . . ... .. .. ..
2.6 A Molécula de Fulereno . . .. .. ... ... ... ... .. ...
2.6.1 Introducdo . . . . . . . . ...
2.6.2 O Espectro Eletronico do Fulereno . . . . ... ... ... ..

3 Nao-Comutatividade

e Esfera Fuzzy

3.1 Modelo de Landau Relativistico sobre uma Esfera . . . . . . .
3.1.1 Operador Momento Angular SU(2) e a Conexao de Spin . . .
3.1.2 O Problema de Autovalores para —iP . . . .. ........

3.2 Geometria Nao-Comutativa e a Projecao de Nivel . . . . . . .
3.2.1 Projecao do Nivel de Landau e Geometria Nao-Comutativa . .
3.2.2 Projecao para Niveis de Landau Nao-Relativisticos . . . . . .
3.2.3 Projecao para Niveis de Landau Relativisticos . . . . . . . ..

3.3 Deformacao da Massa no Modelo de Landau Relativistico . .
3.3.1 Deformagao da Massa . . . . .. ... ... .. ... .....
3.3.2 Introducao de Esferas Fuzzy via Deformacao da Massa

3.4 Relagoes com o Sistema de Pauli-Schrodinger . . . . . . . . ..

27
27
28
31
35
36
37
39
41
42
45



SUMARIO 2

3.4.1 Transformacio de Gauge SU(2) e a Algebra do Grupo de Lo-
rentz SO(3,1) . . . . ... A7
3.4.2 O Problema de Autovalores para K9 .o . . . . . . . ... .. 51
3.4.3 Relacoes entre os Autoestados de —iPe Hp_g. . . . . . ... 53

4 Aplicagoes de Esfera Fuzzy

em Grafeno 56
4.1 Vales das Esferas Fuzzy do Grafeno . . . . . .. ... ... ... 56
4.1.1 Espectro do Grafeno . . . . . . ... ... ... L. 56
4.1.2 Deformacao da Massa e Vales das Esferas Fuzzy K., K_ 58
5 Conclusoes e Perspectivas 62
A Modelo de Landau Nao-Relativistico 64
A.1 Hamiltoniano de Landau Nao-Relativistico . . .. .. ... .. 64
A.2 Relagoes com os operadores Edth . . . . . ... ... .. ... . 71
Referéncias 73

Departamento de Fisica - UFPB



2.1
2.2
2.3

2.4

2.5
2.6

2.7
2.8
2.9
2.10

3.1

3.2

3.3

3.4
3.5

LISTA DE FIGURAS

Exemplos de alétropos do carbono. . . . . . . . ... ... L.
Tipos de hibridizagoes do carbono. . . . . . . . . . ... ... ...
(a) Grafeno. Matriz geradora de (b) fulereno (0D), (c) nanotubo
de carbono (1D) e (d) grafite (3D). . . . . . . . . ... ... ..
Representagao da célula unitaria (losango em linha sélida), sub-
rede A (dtomos azuis), sub-rede B (dtomos vermelhos), vetores
da base do espago direto a; e as, vetores dos primeiros vizinhos
Vim1,28 € WHm1.28 « « « « « 0 o e e e e e
12 Zona de Brillouin e os pontos de alta simetria K, KM e T. . .
Estrutura de Bandas do grafeno com destaque para os pontos de
alta simetria K, K, M, T e a 12 Zona de Brillouin. . . . . . . . ..
Processo de “corte e colagem” para o caso do defeito pentagonal.
Conexao de atomos de mesma sub-rede. . . . . . . . . .. .. ...

Fulereno Cgy com os atomos de carbono em destaque. . . . . . . .

Icosaedro (a). Face do icosaedro com rede favo-de-mel inscrita (b).

Autovalores, autoestados, degenerescéncia do operador Dirac-
Landau e a relagao entre autoestados com autovalores de sinais
opostos pela transformagao quiral. . . . . . ... ... ... .. ..
Os circulos ilustram as esferas fuzzy sobre os niveis de Landau
relativisticos. Os tamanhos das esferas sao idénticos para +k, e
decrescem monotonicamente com n.(g = 3 foi adotado na figura.)
Graficos dos raios das esferas fuzzy com respeito a g. As cur-
vas sélidas e tracejadas correspondem aos casos nao-relativistico
(R%g)/r) e relativistico (Rgg)/r), respectivamente. As cores preto,

vermelho e verde sao respectivamente paran=0,1,2. . . .. . ..

Espectro do operador Dirac-Landau com e sem o termo de massa.

Mudanga do tamanho da esfera fuzzy sob deformacao da massa.
O circulo vermelho representa a esfera fuzzy para n = 0 enquanto
que os circulos azuis indicam as esferas fuzzy para os autovalores
+tkn=3 (9 =3 € M =2 foram adotados.) . . .. .. .. ... .. ...

10

12
14

16
21
24
25
25

35

40

41
45



LISTA DE FIGURAS

4.1

4.2

Espectro do hamiltoniano do grafeno com e sem deformacao da
massa. Os pequenos circulos azul e verde, correspondem respec-

tivamente aos autoestados dos operadores Dirac-Landau em K
Mudanga nos tamanhos das esferas fuzzy (representadas pelos

circulos) sob deformagao da massa nos niveis de Landau corres-

pondentes. . . . . . . . ... L

Departamento de Fisica - UFPB



Capitulo 1

Introducao

Ao longo das tltimas décadas, o interesse no estudo de fenomenos em nivel
atomico e molecular, levou ao surgimento da nanociéncia e nanotecnologia. Estas
sao areas de extrema importancia, pois elas lidam com o projeto, a manipulacao e a
produgao, na escala nanométrica, ou seja, elas prometem tornar as coisas menores,
mais rapidas, mais resistentes e mais eficientes. Pretende-se entdao entender como
a matéria se comporta na escala supracitada, ressaltando o fato que, muitas vezes,
ha grandes divergéncias em suas propriedades macroscopicas e nanoscopicas. As
técnicas usadas para o desenvolvimento desse estudo das pequenas dimensoes, vem
da integracao da fisica, quimica e biologia, além das ciéncias aplicadas, tais como
engenharia e modelagem computacional. Devido suas propriedades peculiares de
formar materiais tao distintos, o carbono é considerado um dos principais “objetos”
para a pesquisa em nanociéncia e nanotecnologia.

O carbono é um dos elementos mais versateis da natureza que possui a ca-
pacidade de formar diferentes estruturas na escala nanométrica, pela organizacao
espacial das ligagoes entre os atomos do mesmo tipo, tais estruturas sao denomina-
das formas alotropicas. A exemplo de uma destas formas podemos citar o grafeno,
que vem ganhando destaque hé alguns anos, devido suas propriedades peculiares.
Sendo um cristal bidimensional, é um elemento matriz para a sintetizagao de ou-
tros materiais grafiticos com outras dimensoes, como, nanotubos (1D) e fulerenos
(0D)[13]. Além disso, devido seu espectro incomum, o grafeno permite simular e
testar fendomenos quantum relativisticos, que nao sao possiveis de serem observados
na fisica de altas energias.

No capitulo 2, descrevemos algumas das principais propriedades e a estrutura
eletronica do grafeno. Determinamos seu espectro de energia e o analisamos no
limite de baixas energias, donde mostramos que a relacao de dispersao é linear,



significando que seus portadores de carga simulam particulas relativisticas, sendo
portanto descritas por uma equacgao de Dirac. Devemos ressaltar que, nao hé nada de
relativistico no movimento dos elétrons em torno do atomos, mas a interacao destes
com o potencial peridédico da rede é que produz quasiparticulas, estas denominadas
Férmions de Dirac sem massa e com uma velocidade de luz efetiva vp ~ 105ms—!
[13]. Tratamos também do caso do grafeno com defeitos topolégicos tipo desclinagao
e em seguida da molécula de fulereno, onde determinamos seu espectro.

No capitulo 3, abordamos o modelo de Landau relativistico sobre uma esfera
(o caso nao-relativistico é analisado no apéndice A), sendo este descrito pelo ope-
rador Dirac-Landau. O estudo é feito com base em métodos algébricos e pode ser
aplicado & geometria nao-comutativa, isolantes topoldgicos e grafeno [7]. Mostra-se
que no contexto do modelo de Landau, a geometria nao-comutativa é ‘gerada’ como
consequéncia da projecao de nivel, e esta ultima é usada como uma ferramenta
para a introducao de esferas fuzzy (geometrias fuzzy). Em seguida, investigamos
o comportamento das esferas fuzzy sob deformacao da massa, e vemos que esfe-
ras fuzzy relativisticas para autovalores de sinais opostos do operador Dirac-Landau
massivo, tém seus tamanhos alterados, de modo que a soma dos raios seja constante.
Mostra-se também que o modelo de Landau relativistico e o sistema nao-relativistico
de Pauli-Schrodinger estao relacionados apenas por uma transformagao SU(2).

No capitulo 4, aplicamos todo o arcabouco tedrico visto sobre modelo de
Landau relativistico e esferas fuzzy no grafeno. Neste sistema, estuda-se as esferas
fuzzy com os graus de liberdade dos vales K| e K_, e seus comportamentos sob
deformagao da massa.

Finalmente, no capitulo 5, apresentamos as conclusoes e pespectivas futuras.

Departamento de Fisica - UFPB



Capitulo 2

Grafeno: Um Cristal 2D

Neste capitulo faremos uma revisao sobre o Grafeno, considerado genui-
namente um cristal bidimensional [3], abordando sua constituicdo quimica, confi-
guracao eletronica e algumas propriedades. Discutiremos a estrutura cristalina, no
contexto da fisica do estado sélido e o espectro de energia (assim como a estrutura
de bandas), que serd obtido por um método de operadores (na verdade uma variante
do método tight binding) [28]. Mostraremos que, no limite de baixas energias, o gra-
feno pode ser descrito por uma teoria de dois espinores bidimensionais de Dirac [1].
Veremos também o caso do Grafeno com defeito topoldgico (do tipo desclinagao)
[2]. Por fim, faremos uma breve descrigao do fulereno (um derivado do grafeno), que

constitui o caso esférico’.

2.1 O Carbono e suas Formas Alotrodpicas

O carbono (C), nimero atomico 6 (6 prétons e 6 elétrons), sélido a tempera-
tura ambiente, ¢ um membro do grupo 14 da tabela periddica, sendo um elemento
abundante no universo, e estando presente tanto em compostos organicos quanto em
inorganicos. Tal elemento possui a propriedade de ligar-se quimicamente de vérias
formas aos demais dtomos, podendo hibridizar-se® via: sp, sp? e sp® [3]. Dentre os
véarios compostos derivados do carbono podemos citar (além de outros essenciais a
vida), por exemplo, o diéxido de carbono (C'O,), essencial para o crescimento das

'Para um estudo mais detalhado sobre o fulereno consulte a referéncia [3].

2A hibridizacdo é o fendémeno pelo qual os orbitais atémicos incompletos, no caso os subniveis
s e p, se combinam dando origem a novos orbitais, os quais possuem caracteristicas mescladas de
ambos, ou seja, orbitais hibridos [1].



2 Propriedades do Grafeno 8

plantas, os hidrocarbonetos, que tém papel importante tanto na industria quanto no
transporte e as formas alotrdépicas® tais como: grafite, diamante, folhas de grafeno,
nanotubos de carbono e fulerenos (ver fig. 2.1).

Figura 2.1: Exemplos de alétropos do carbono.

(d) Nanotubo

(e) Folha de Grafeno
Fonte: Google

De acordo com a figura 2.1 o grafeno consiste de uma folha plana de atomos
de carbono que formam uma rede hexagonal [13]. Apesar de ter uma estrutura
geométrica relativamente simples, tal material possui propriedades surpreendentes
que veremos na préxima secao.

2.2 Propriedades do Grafeno

Vimos na se¢ao 2.1 que o grafeno é uma das formas alotrépicas do carbono,
sendo considerado essencialmente um cristal bidimensional. E um composto que vem
ganhando destaque no meio cientifico, e pode-se dizer que isto é uma consequéncia,
em partes, de suas peculiares propriedades [8]:

~» Transparéncia Otica: O grafeno é praticamente transparente, absorve ape-
nas 2,3% da intensidade da luz, independentemente do comprimento de onda

3Esta é uma denominacdo usada para os compostos originados de elementos que possuem a
propriedade da alotropia - a formacao de substancias simples a partir dos diferentes arranjos em
suas ligacoes.
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2 Configuracao Eletronica do Grafeno 9

no dominio 6tico. Esse nimero é dado por ma onde « é a constante de estru-
tura fina . Logo, o grafeno suspenso nao exibe qualquer cor [9];

~» Resisténcia: O grafeno tem uma resisténcia a ruptura de 42 N/m, sendo 100
vezes mais forte que uma folha do melhor ago (cuja resisténcia é 0,40 N/m)
com mesma espessura, isto é, 3,35 A = 3,35 x 107%m [10];

~» Condutividade Elétrica: Uma camada de grafeno tem condutividade elétrica
da ordem de 0,96 x 10°Q~'m~!, ligeiramente maior que a do cobre, que ¢ de
0,60 x 105Q~m~1 [11];

~» Condutividade Térmica: A condutividade térmica do grafeno é dominada
por foénons e tem valor de aproximadamente 5000 Wm™'K™!, enquanto que o
cobre & temperatura ambiente tem condutividade térmica de 401Wm K™,
Entao o grafeno conduz pouco mais de 10 vezes que o cobre [12].

2.3 Configuracao Eletronica do Grafeno

O fato de o carbono ser abundante no universo é uma consequéncia de sua
configuragao eletronica [14]: 1s?2s%2p?, a qual permite que suas ligagoes quimicas
com outros dtomos do mesmo tipo sofram hibridizagao (ou hibridagao). Tal processo
ocorre essencialmente quando o a&tomo ¢ excitado, ou seja, quando um elétron ganha
energia suficiente e passa para um orbital vazio, de modo que os orbitais atomicos
incompletos fundem-se dando origem ao que chamamos de orbitais hibridos. No caso
do grafeno, a hibridacao ¢ do tipo sp? e isto significa que um orbital 2s combina-se
com dois orbitais 2p dando origem a trés ligacoes o e uma ligacao m, dispostas numa
geometria trigonal planar com angulo de 120° (ver fig. 2.2).

Figura 2.2: Tipos de hibridizagées do carbono.

109,5°

_\

=

(b) sp? (c) sp®
Fonte: Google

Departamento de Fisica - UFPB



2 Configuracao Eletronica do Grafeno 10

Nesse arranjo trigonal planar, as ligagoes o (mais fortes) fazem o papel de
garantir a estabilidade estrutural da molécula enquanto que a ligagdo 7 (mais fraca),
que é onde o elétron de valéncia se encontra, é responsavel pelas propriedades
eletronicas [14].

Uma vez que o grafeno é visto como uma cristal bidimensional, constituido
por uma rede hexagonal de dtomos de carbono com hibridagao sp? [13], vale ressaltar
que o mesmo ¢ o elemento estrutural mais basico para formacao de alguns alétropos
do carbono, assim, sua estrutura ¢ considerada uma matriz para a geragao dessas
formas alotrépicas (ver fig. 2.3).

Figura 2.3: (a) Grafeno. Matriz geradora de (b) fulereno (0D), (c) nanotubo
de carbono (1D) e (d) grafite (3D).

(a)

(b) (d)

Fonte: Referéncia [13]

Ao observar a figura 2.3 vemos que o fulereno [15] pode ser conseguido com a
dobra de uma folha de grafeno em uma estrutura zero dimensional*, por outro lado
o nanotubo de carbono [16] pode ser obtido dobrando-se uma camada de grafeno
em um tubo unidimensional®. O fulereno e o nanotubo de carbono sao classificados
como materias sintéticos.

4Essa dimensdo para o fulereo é uma convencao, devido sua estrutura fechada ser semelhante a
um ponto.

5Essa dimensdo para o nanotubo de carbono também é uma convencdo, devido sua estrutura
ser semelhante a um fio cujo interior é 6co.
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2 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia 11

Encontrado na natureza, o grafite é constituido por vérias folhas (ou cama-
das) de grafeno, sendo estas tltimas interligadas pelas for¢as de Van Der Waals, mas
estas ligacoes sao fracas e portanto permitem o deslizamento de uma camada sobre
a outra pela acao de forgas externas.

Historicamente o grafeno ja havia sido observado experimentalmente antes
mesmo do seu isolamento e identificacao em 2004 por meio da técnica de clivagem
micromecanica [17]. Este fato levou ao contestamento do paradigma da inexisténcia
de cristais bidimensionais a0 mesmo tempo que permitiu a observacao de fend6menos
fisicos interessantes [18, 19, 20], como por exemplo, o comportamento tanto de
condutor quanto semicondutor do grafeno, isto porque sua estrutura de bandas,
como veremos mais adiante, tem “gap” nulo [11]. Como j& afirmamos o grafeno é um
excelente condutor elétrico e o que corrobora isto é o fato de, mesmo a temperatura
ambiente, tal material conduzir elétrons mais rapido que qualquer outra substancia
[21]. Certamente esta caracteristica é devido que seus portadores de carga viajam
distancias da ordem de micrometros sem espalhamento [22, 23] e foi constatado que
é razoavel o controle desses portadores a temperatura ambiente [20]. Devido esta e
outras propriedades tnicas do grafeno, o mesmo pode encontrar utilidade nas mais
variadas aplicagbes como, por exemplo, de dispositivos eletronicos maledveis [24].
Além disso possibilita estudos sobre tunelamento quantico, pontos quanticos [25]
e membranas livres [26]. Podemos concluir entdo que o grafeno tem um papel de
grande relevo na sociedade observada a combinacgao de familiaridade, propriedades
extraordinarias e sua facilidade de isolamento.

2.4 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia

As propriedades eletronicas do grafeno sao compreendidas a partir do seu
espectro de energia e sua estrutura de bandas, sendo esta ultima construida usando
a rede reciproca associada ao arranjo geométrico deste material.

2.4.1 Estrutura Cristalina do Grafeno

Sabemos que o grafeno possui uma rede cristalina hexagonal plana também
conhecida como honeycomb ou “favo de mel”, e esta, por sua vez, pode ser vista
como a sobreposi¢ao de duas sub-redes triangulares que rotularemos por A e B. Estas
subredes, que sao redes de Bravais, podem ser construidas a partir da figura 2.4 con-
siderando a simetria de translacao dos vetores da base a; e as: a sub-rede A gerada
pelo vetor R; = g;a; + h;as e a sub-rede B com vetor gerador R; = ¢g;a; + h;az +d,
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2 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia 12

onde g; e h; € Z e d = do(—1,0) é a origem do sistema na célula unitaria com dy =
1,42 A representando a distancia de separacdo entre dtomos de carbono adjacentes
[8]. Cada sitio de uma sub-rede interage com outros trés, seus primeiros vizinhos, da
outra sub-rede, por meio dos vetores vj_j 23 (sub-rede A) e wj_1 23 (sub-rede B).

Figura 2.4: Representagao da célula unitaria (losango em linha sélida), sub-
rede A (dtomos azuis), sub-rede B (dtomos vermelhos), vetores da base do

espaco direto a; e ag, vetores dos primeiros vizinhos vj_1 23 € Wj—1 2 3.

Fonte: Google

Admitindo uma folha de grafeno perfeita, isto é, plana e infinita, podemos
mostrar que os vetores da base sao dados por,

3 V3 3 V3
a; = dg (5, 7) e Ag — do (5, —7) (21)

Usando (2.1) obtemos a; = ay = 3d? = 2,46 A, sendo que este valor representa a
constante de rede®. Lembrando que a origem do sistema estd na célula unitdria,
d = dy(—1,0), apés um pouco de élgebra calculamos que:

V1 = do(l,O), Vo = do (—%, \/7§> s V3 = do (—%, ?) (22)

w1 = do(—l,O), Wo = do (1 \/§> y W3 = do (1 —ﬁ) (23)

202 2’ 9

6Constantes de rede sao niimeros que especificam o tamanho de uma célula unitdria [27].
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2 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia 13

Sejam K; e Ky os vetores da rede reciproca, podemos escrevé-los genericamente

como,
K; = (Pbth) e Ko = <p27QQ) (2-4)
e devemos exigir que,
Kjaj = 27T5ij
1 o
onde (5,'3' = { » 5¢ Z j
0, se i#]

Dos vetores da base (2.1) e usando as equagoes acima, recaimos em dois sistemas (li-
neares) de duas equagoes envolvendo as componentes de K; e Ka. Apds resolvermos

K, — - (2” 27r£> e Kp— - (2” —27?/—5) (2.5)

chegamos a,

T d \ 3773 A\ 3 T3

Donde obtemos que K; = Ky = 1/1672/9d3 = 47/3dy, sendo este o valor da cons-
tante de rede no espago reciproco. Na figura 2.5 é mostrada a 1* Zona de Brillouin
com 0s pontos,

2r 27 2m
r=0,0), K=(——,——|, M=|-—,0
(0.0 (3d0 3\/§d0) <3d0 )
além de outros que est@o associados a certas simetrias intrinsecas [1]. Veremos mais

adiante que nos pontos K e K’ estao localizados os “cones de Dirac” associados a
estrutura de bandas do grafeno.

2.4.2 Espectro de Energia do Grafeno

Nosso objetivo agora é determinar o espectro de energia para os orbitais das
ligagoes m (mais fracas), responsaveis pela condugao dos elétrons. Tal espectro de
energia nos permite compreender algumas das propriedades eletronicas do grafeno
e entender o fendmeno de transporte neste material [28, 29]. Comegaremos expres-
sando o hamiltoniano tight-binding” dos orbitais m como [28],

H=-A Z ala; (2.6)

"Neste método descreve-se os estados quanticos de uma particula como combinacdo linear dos
orbitais atémicos (sitios), supondo existéncia de sobreposi¢ao das funcées de onda entre sitios
vizinhos. Para mais detalhes consulte o cap. 10 da referéncia [27].
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2 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia 14

Figura 2.5: 12 Zona de Brillouin e os pontos de alta simetria K,K',M e T.

ky 4
\
K, .
\
\
\
K
X
\
I M \ _
// kx
/ /
K /
/
/
K> ,
/

_I,

onde () indica soma sobre os pares de dtomos i,j mais préximos na rede e a;, a; sao

operadores anticomutativos, tais que:
{ai,a;} = {aj, a}} =0, {a;, a;} = 0, (2.7)

Em (2.6) o termo A é conhecido como “hopping”, ou transferéncia, que é a probabi-
lidade de transicao mediante o fenomeno de tunelamento. Os indices i,j representam
os sitios da rede onde estd ocorrendo a transferéncia. Por outro lado, os operado-
res az, a; criam um elétron nas sub-redes A e B, respectivamente, enquanto que os
operadores a;, a; aniquilam um elétron nas sub-resdes A e B.

Lembrando que a; e as sao os geradores da rede do grafeno, podemos inter-
preta-los como operadores translacao®. Com isso, definindo o autoestado de a; e ag
como,

) = 3" Cue™mial|0) + 3 Cre™ial|O) (2.8)
iA iB

cujo complexo conjugado é,

(0] = 3 Cie™5(0la; + 3 Cpe ™75 (0)a, (2.9)

JA JB

onde |O) representa o estado fundamental.

8 A rede é produzida por aplicacoes repetidas deles.
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2 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia 15

Aplicando o hamiltoniano (2.6) no autoestado (2.8), e usando as relagoes de
anticomutagao (2.7), obtemos,

7—[——)\ ZC e Tiglaal|0) — )\ZZC e riglaal|O)
i.j) ia

(,4) B

’,

:—Aze@kfaZcBawo Aze’kaZCAawo
= —)\Ze“‘ Vi ZC’ ekrigl|o) — )\Ze’kWJ ZC’ ekrig!|0) (2.10)

Onde fizemos C4 — Cp no 1° termo e Cz — C4 no 2° termo?, além de usarmos
r; = Wj + r; para os atomos B e r; = vj + r; para os atomos Alo.
Fazendo a diagonalizagao Ey = (V|H|W¥), obtemos,

(UIH|W) = =X ChCpe™Y = 1)~ CpCae™™ = By (2.11)
; :

Por outro lado considerando (¥|¥) = 1 = |Cp|? + |C4]?> = 1 e usando isso expres-
samos (2.11) na forma matricial como,

CB . 0 - Zj Cikiwj CB
5 () -(fmn “5NE) e

A equagao (2.12) é basicamente um problema de autovalores e autovetores onde estes
ultimos sao obtidos ao determinarmos Cp e Cy. Para os autovalores precisamos

o o ) ik-w;
det( B =Axe ) - (2.13)

calcular,

Donde obtemos,
E12< — )\Q(Qil@vl + 6ik~V2 + eik~V3)<eik~W1 + 6ik~W2 + 6ik~W3)
— )\2 (3 + e—zk-wl—l-zk-wz + e—zk~w2+zk-w1 + e—zkvw1+zk~W3
+ efzk-W3+zk-w1 4+ e*lk-W2+lk-W3 + e*lk-W3+Zk-W2) (214>

onde usamos o fato que w; = —vj devido a simetria da rede. Agora aplicando (2.3)

+ cos 2¢

em (2.14) e usando as relagoes trigonométricas e+~ = 2 cos ¢ e cos® ¢ = 5

chegamos na relacao de dispersao,

By = £\, |1+ 4cos? (?kydo> + 4 cos (?kydo) coS (;kxdo) (2.15)

9Essa manipulacdo é justificada pelo fato que, sob a acdo do hamiltoniano, os pontos na sub-rede

A sdo mapeados nos pontos da sub-rede B e viceversa [28].
10Fstas expressoes sdo condicoes de vinculo entre as sub-redes.
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2 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia 16

A eq. (2.15) nos diz que o espectro de energia de uma particula corresponde a duas
superficies Fy > 0e Fx < 0 as quais se tocam quando Ey = 0 em seis pontos
correspondentes aos vértices da 1* Zona de Brillouin. Os estados Ex < 0 (bandas de
valéncia) estao preenchidos enquanto que os estados Fy > 0 (bandas de condugao)
estao vazios, assim, a estrutura de bandas é semi-preenchida e o nivel de Fermi
localiza-se nos seis pontos para os quais Eyx = 0. A figura 2.6 mostra a estrutura de
bandas do grafeno (onde A =~ 2,7 eV) e a 1* ZB. Perceba que nos pontos K e K’
estao localizados os “cones de Dirac” como haviamos afirmado em 2.4.1.

Figura 2.6: Estrutura de Bandas do grafeno com destaque para os pontos de
alta simetria K,K’, M, T e a 12 Zona de Brillouin.

Fonte: http://oer.physics.manchester.ac.uk/

2.4.3 Férmions Livres Sem Massa

Nosso interesse agora ¢ estudar o caso limite de Ey — 0, isto é, o compor-
tamento do grafeno préximo aos pontos de Fermi. Para tanto definiremos o vetor

Departamento de Fisica - UFPB



2 Estrutura Cristalina e Espectro de Energia 17

k=K, +ponde Ki = <:|:3%T7r0, is\Qf—;lo>’ no entanto vamos usar K, temos,

2m 2m
k=|—+p: | %+ + y 2.16
(3= (vag +)7 a0

Substituindo (2.16) em (2.15) e usando a propriedade que cos(a + b) = cosacosb F

sen a sen b, obtemos,

- 42
1
E = )\2{1—1—4 5 coS (?dopy) — iﬁ sen (\/—gdopy>

2

—4 %cos (?dopy> — %gsen (?dopy> CoS (gdop:z) } (2.17)

Podemos agora obter uma expressao aproximada para FEy considerando p < K
(limite de pequenos momentos), o que nos permite expandir em série de Taylor os
senos e cossenos em (2.17) e ao desprezarmos os termos de ordem 3 em diante nas
componentes do momento chegamos a [30],

3 3
Ey =~ iido)\\ [p2+ p2 = *tovpp, onde vp= §d0)\ ~ 10°m/s (2.18)

Em (2.17) vp é a velocidade de Fermi e notemos que a energia tem uma relagao linear
com o momento em contraste com o caso quadratico na formulacao de Schrodinger!!.
Uma forma alternativa para descrever os estados préximos da energia de Fermi é
reescrever o hamiltoniano #H (eq. (2.12), matriz do centro) considerando a defini¢ao
para k vista anteriormente, fazendo uma expansao em poténcias de p até 12 ordem,

0 .t
Hi =vF Pty (2.19)
Dz F 1Dy 0

o resultado é,

onde =+ esta associado a escolha do ponto em que a expansao é feita, isto é, K, ou K_.
Usando o fato que p = hk e as matrizes de Pauli, dadas por,

« [0 1 R . (1 0
0—(1 O)’ 0—(@, O)’ 0'—(0 _1> (2.20)

{0%,07} =201, o'o? =io® (09)?=1, onde i,j,k=uay,z2 (2.21)

satisfazendo,

2
11J4 estamos acostumados a ver E = £— para particulas livres.
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e 1 é a matriz identidade 2 x 2, expressamos (2.19) como,

0 ky + ik .
Hy = hop , k) hvp(o - k), para a expansao em K, (2.22)
ky — ik, 0
H_=hv 0 he = ik hvr(o - k)*, para a expansao em K_  (2.23)
- = = . X _ .
"\ko4ik, 0 g P P

Nas egs. (2.22) e (2.23), cada hamiltoniano atua como um operador de Dirac 2D
com k sendo o vetor de onda. Por outro lado o termo o = (0%, 0¥) representa um
pseudospin'? devido termos duas sub-redes [31].

Em um problema de autovalores e autovetores H.W = EV, os autoestados
associados aos pontos K, e K_ sao respectivamente expressos por,

W= (2.24)

Podemos concluir que no limite de baixas energias (pequenos momentos), as ex-

citagoes da rede sao descritas pela teoria de dois espinores (2.24) 2D de Dirac, cujas

componentes sao fungoes de onda correspondentes as duas sub-redes (A e B) e aos

dois pontos de Fermi (K, e K_). Neste limite, préximo aos pontos de Fermi a in-

teragao dos elétrons com o potencial peridédico da rede simulam quasiparticulas com
. . c .

velocidade da luz efetiva vp = —— que faz o mesmo papel da velocidade da luz c.

300
E devido aos pontos de Fermi que o grafeno se comporta como semi-metal, pois eles

atuam como “pontos de fuga” entre as bandas de valéncia e condugao, permitindo
propriedades com alta mobilidade, por isso, os elétrons nos orbitais 7 sao conside-
rados livres [2]. Por fim, poderiamos também ter reescrito a equagdo Hy W = EV
na forma matricial num espago 4 x 4 (envolvendo simultaneamente a contribuigao
de ambas as redes) em seguida, usando p = —ihV com h = 1 = vp aquela equagao
matricial nos leva a —iar- VU = EU que descreve as quasiparticulas como férmions
de Dirac sem massa [4].

12Esse termo foi originalmente introduzido por Heisemberg para descrever a estrutura de nticleos
atdmicos como composto de neutrons e prétons (interpretados como estados quanticos da mesma
particula). Na perspectiva de Heisemberg, um pseudospin é uma superposigao coerente de estados
quénticos e descrito pelas matrizes de spin 1/2 de pauli, o [31, 32].
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2.5 Grafeno com Defeitos Topoldgicos

Nesta secao faremos uma breve revisao sobre defeitos em estruturas cristali-
nas, mostrando a relacao existente entre os defeitos no meio e as métricas de uma
geometria nao- euclidiana. Em seguida, abordaremos um tipo de defeito no grafeno
chamado desclinacdo donde faremos uma analise geométrica usando a teoria elastica
de defeitos e mostraremos que as desclinagoes estao relacionadas com os vetores de
Frank. Por fim, introduziremos as desclinacoes via campos de gauge donde veremos
a relacao com o conhecido efeito Aharonov-Bohm.

2.5.1 Defeitos Topologicos em Cristais

Defeitos em estrututras cristalinas podem ser entendidos como as regioes
nas quais o arranjo dos ions difere muito de um cristal perfeito. Tais defeitos sao
chamados defeitos topolégicos, pois eles tém influéncia direta na topologia do cristal
[3]. Em sdlidos os defeitos s podem ser modelados se os considerarmos como cristais
ideais, ou seja, a rede apresenta um arranjo atomico periddico perfeito. Sendo a;
os vetores que constituem a base da rede (a; = 1) a posigdo de um m-ésimo atomo
numa rede 3D é dada por,

T,, = Mmiay + Mmoas + Mmsas (2.25)

E sob a acao de forcas externas assumindo que o cristal sofra deformacoes, a posicao
do m-ésimo atomo ¢é transformada por,

Ty, = Th) = Ty + Uy () (2.26)

Por outro lado, tomando-se o limite do continuo no cristal (parametro de rede a — 0)
pode-se considerar que as deformacgoes no cristal sao descritas por um campo vetorial
de deslocamento cujas componentes sao u;(x). Neste limite, temos que,

z = 1; + u;(x) (2.27)
Logo a distancia infinitesimal apds uma deformacao é,
dz = dz; + du; (2.28)
Donde obtemos que,
dzl? = (da; + du;)?
=dz;2+2 {% (Opu; + Osuy + 8kul8iul)} dz,dz;

= dz;2 + 2¢;dzpda; (2.29)
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onde o termo,

1
€ik = 5(&’(% + Opu; + @ul@kul) (230)

¢ chamado tensor de deformagao. Na derivacao de (2.29) usamos o fato que du; =
Opu;dzxy, e algumas propriedades da analise tensorial 2. Notemos que €;;, é simétrico
pois € = €; . Se as deformagoes forem pequenas entao a contribuicao do ultimo
termo em (2.30) pode ser desprezada de modo que teremos uma aproximagao linear
(35, 36],

€k = %(&uk + 8kuz) (2.31)

Foram Katanaev e Volovich [37, 38] que fizeram a conexao entre a teoria das de-
formagoes elasticas e a geometria diferencial, propondo que a métrica no espaco
euclidiano d;; e a métrica num espago com tor¢ao e curvatura g;,(x) estao relacio-
nadas por:

gzk(w) = 8ix’lakx’m51m ~ Oik — &uk — 8kuz = Ok — 2€ik (232)

E automaticamente inferimos que,

1
€ily = 5(5zk — Gik) (2.33)

Vemos que a eq. (2.33) relaciona as deformagoes na rede e a métrica de um espago
nao-euclidiano g;,. Devemos observar que na auséncia de deformagoes (u; = 0) a
métrica g;. se torna idéntica ao tensor euclidiano d;;. Este resultado nos mostra que
podemos descrever a influéncia dos defeitos no meio por meio de métricas de uma
geometria com curvatura e torgao [3]. Esta é uma geometria de Einstein-Cartan.

2.5.2 Defeitos Topolégicos no Grafeno

Alteracoes locais na rede de grafeno sao usualmente descritas por defeitos
topologicos denominados desclinagoes, estes associadas as simetrias de rotacao da
rede cristalina. A classificagao desses defeitos é feita por processos Volterra [39] que
consiste num “processo de corte e colagem”: Dada uma superficie cristalina bidi-
mensional, podemos retirar ou adicionar uma se¢ao angular do material e ao unirmos
as extremidades os resultados possiveis sdo uma superficie conica (quando retiramos
material) ou hiperbélica (quando adicionamos material). A figura 2.7 mostra esse
processo para o caso de um defeito pentagonal consistindo na substituicao de um

Uy

3
[4]. Se adiciondssemos uma secao ¢ = %, no ponto do defeito, teriamos a substituicao

hexagono, no ponto do defeito, por um pentagono ao retirarmos uma segao 6 =
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Figura 2.7: Processo de “corte e colagem” para o caso do defeito pentagonal.

Fonte: Referéncia [5].

de um hexdgono por um heptigono. O 1° caso, representa uma desclinaciao positiva
j4 0 2° caso exemplifica uma desclinacao negativa.

Notemos que as desclinagoes provocam uma curvatura na folha de grafeno,
distorcendo geometricamente a rede hexagonal. A medida dessa curvatura é dada,
de acordo com a teoria eldstica de defeitos, pelo vetor de Frank [3]. Esses defeitos
chamados desclinacoes estao associados a estrutura de spin da rede.

Vamos agora fazer uma breve andlise geométrica das desclinagoes usando a
teoria elastica de defeitos. Comegaremos entao definindo um campo vetorial unitario
y'(z), isto é y'y; = 1, definido em todos os pontos do meio. Por outro lado seja w*
o tensor que representa a estrutura de spin do meio e a partir dele podemos calcular

o vetor de Frank dado por [38],
Ai = Eiijjk (234)

onde,
QF = ]{ dat9,w™ (2.35)
C

Notemos que €5, ¢ um tensor de 32 ordem totalmente antisimétrico e a integral em
(2.35) é tomada ao longo de um caminho fechado em torno do eixo da desclinagao.
A intensidade do vetor de Frank corresponde ao angulo total de rotacao do campo

13Para mais detalhes veja a referéncia [35].
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y" ao redor do eixo da desclinacio [38]. Na presenca de desclinacoes o campo w®™(z)
nao é suave, entao pode-se considerar que pelo menos suas derivadas parciais o sejam
de modo que definamos um novo campo tal que,

. d,w™,  fora do ponto do defeito
]| limd,w®,  no ponto do defeito

Com isso, e usando o teorema de Stokes, podemos expressar o vetor de Frank como

uma integral de superficie pois'4,

Qi = 7{ datw,* = / / dz# A dz” (0w, ™ — dyw, ) (2.36)
C S

Onde S é uma superficie que tem o contorno C' como fronteira. Na auséncia de
desclinacao deve-se ter que,

0w, — Ow * =0 (2.37)

v 1
E comparando o 1° membro de (2.37) com a expressao para o tensor de curvatura
na geometria de Einstein-Cartan [34, 40, 41]:

R,um'k = auwuik - w,uilwl/lk (238)

Percebe-se que a diferenca estd apenas no 2° termo. E assim, como postulado por
Katanaev e Volovich [37] o vetor de Frank pode ser expresso em termos do tensor
de curvatura por,

w = / /S dz* A da¥R),," (2.39)

Ou seja, o tensor de curvatura é interpretado fisicamente como a densidade superfi-
cial dos vetores de Frank.

Lembremos que defeitos topdgicos em estruturas cristalinas influenciam dire-
tamente na topologia do cristal, e devido a isso, o grafeno na presenca de desclinacoes
tem sua topologia alterada.

Desclinacoes e Campos de Gauge

Na teoria quantica de campos uma particula de spin 1/2 é descrita como um
campo que pertence a um grupo de Lorentz de representacoes espinoriais. Esses
espinores ao mover-se em torno de um caminho fechado, ganham uma fase de w
(adquirem sinal menos) ao darem uma volta completa [43]. Tomando o caso do

A expressio dz* A dx¥ é chamada produto ‘cunha’ entre as 1-formas, sendo definido por:
dat Ada? = 3(da* @ da¥ — dz” @ dat).
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defeito pentagonal mostrado na figura 2.7, um espinor que circunda um caminho
fechado em torno do pentdgono ira adquirir uma fase nao trivial ¢ = 27 (1 — %) que
¢ uma consequéncia de o elétron nao poder percorrer um angulo de 27 e na verdade
esta fase é proporcional ao caminho angular percorrido. Este fato nos lembra o efeito
Aharonov-Bohm que consiste em analisarmos o efeito de um campo magnético sobre
a funcao de onda de um elétron ao mover-se num caminho fechado: observa-se que
uma circulacao completa produz um fator de fase proporcional ao fluxo magnético
encerrado [4]. Com base nisso, a idéia entao é substituir o pentdgono por um campo
magnético ficticio localizado no mesmo ponto do defeito, e assim, pode-se ajustar o
fluxo correspondente a este campo de modo que a fase adquirida pelo espinor seja
exatamente a mesma daquela originada pelo defeito. Devemos ter que,

7§A Adr = 27 <1 _ %) (2.40)

O potencial vetor que satisfaz (2.40) é um do tipo vértice [43]:

o Y T T
Alx,y)=— | — , =——V(r 2.41
@)= () =5 Vo) (2.41)
onde vemos que em coordenadas polares reduz-se ao gradiente do angulo polar 6. O
procedimento acima descrito pode ser generalizado para o caso de defeitos conicos
com angulo de abertura arbitrario \. Agora a fase tem um fluxo:

]{A .dr =27 (1 - %) (2.42)

Devemos observar também que ao inserir uma desclinacao, além de a curvatura
na rede outra consequéncia ocorre: atomos da mesma sub-rede ficam conectados
ao longo da linha de jungao, obrigando os espinores a saltarem a sitios da mesma
sub-rede, ou seja, misturando-os (ver figura 2.8).

Entao a descricao dessa mistura é feita por um gauge nao-Abeliano, depen-
dente unicamente da topologia da rede, tal que [44]:

?{ Audat = S, (2.43)
g 2

onde 7 é uma das matrizes de Pauli cujo “papel” é misturar as componentes es-
pinoriais associados aos pontos de Fermi K, e K_ (lembremos que K; = —K_).
Um outro tipo de campo de gauge é introduzido devido a presenca de vérios de-
feitos, contudo, nao faz parte do escopo desta dissertacao aborda-lo e indicamos a
referéncia [43] para um estudo detalhado sobre o tema.
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2 A Molécula de Fulereno 24

Figura 2.8: Conexao de dtomos de mesma sub-rede.

Fonte: Referéncia [43]

2.6 A Molécula de Fulereno

2.6.1 Introducao

Fulerenos sao alétropos do carbono que tem por convencao dimensao zero,
pois sao moléculas enroladas como uma bola de futebol. Uma classe interessante é
o fulereno Cg (apelidado de ‘bucky ball’) cuja descoberta em 1985 se deve a Kroto,
Curl, Smalley et al., que estavam motivados a compreender os mecanismos para a
formacao de longas cadeias de carbono no espaco interestelar. A técnica usada para a
producao e deteccao da molécula, envolveu a vaporizagao do carbono por irradiacao
laser a partir de uma superficie de grafite [15]. Os dtomos de carbono do fulereno
Ceo localizam-se nos vértices de um icosaedro truncado (ver fig. 2.9), um poligono
que possui 60 vértices e 32 faces, sendo 12 pentagonais e 20 hexagonais. Outras
moléculas maiores podem ser sintetizadas a partir do Cygg, tais como Cayg e Chyg
segundo a descrigao feita em [28]. Uma descrigao detalhada sobre as propriedades
do fulereno pode ser encontrada em [73]-[76].

A molécula de fulereno pode ser descrita por um modelo tight-binding [28, 45].
Neste modelo, a superficie de Fermi se reduz a apenas dois pontos (os K-pontos),
localizados na primeira ZB [30, 43, 72], onde os portadores de carga (elétrons) sao
descritos por uma equacao de Dirac efetiva para férmions sem massa, tal como vimos
no caso do grafeno em 2.4.

A seguir, faremos uma breve revisao do primeiro modelo continuo geométrico
para o fulereno, proposto por Gonzalez, Guinea e Vozmediano [28, 45].
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Figura 2.9: Fulereno Cg com os atomos de carbono em destaque.

Fonte: Google

2.6.2 O Espectro Eletronico do Fulereno

Para obter o espectro eletronico do fulereno, considerando a simetria esférica
de tal sistema, Gonzalez, Guinea e Vozmediano propuseram em [28], um modelo que
consistia em resolver a equagao de Dirac sobre a superficie de uma esfera com um
monopolo magnético (ficticio) em seu centro. Esta esfera deve conter a curvatura
intrinseca da rede acumulada nos pentagonos. Por outro lado, a carga do mono-
polo ficticio g é computada adicionando os fluxos sobre as singularidades conicas
(defeitos) na superficie,

1
4rr

i=1

(2.44)

- N
9= 8

| N

sendo N o niumero de defeitos na superficie. No caso particular da rede favo-de-mel
inscrita no icosaedro®® (ver fig. 2.10), os defeitos pentagonais sao descritos pelos
vértices [28], entao N =12 — g = 3.

Figura 2.10: Icosaedro (a). Face do icosaedro com rede favo-de-mel inscrita (b).

\2\\%
e
)OOZ

S

L

Fonte: Referéncia [28] (para (b))

15Um poliedro convexo de 20 faces. Se as faces de um icosaedro sio tridngulos equildteros e
congruentes entre si, 0 mesmo é denominado convexo regular. E também um dos sélidos platonicos
(veja [3] para detalhes.).
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2 A Molécula de Fulereno 26

O parametro 3 fornece a fase nao-Abeliana adquirida pelo dubleto de spinores
ao contornar a singularidade conica [28]. Uma vez que neste sistema temos espinores
bidimensionais, o ‘papel” das matrizes de Dirac agora pertence as matrizes de Pauli
[68] e portanto a equacao de Dirac efetiva toma a forma [43],

ioc%e" (V, —i4,)P, =, Pn, a,p=1,2 (2.45)

onde e, sao os campos de tetrada inversa sobre a esfera, A, ¢ o campo de gauge
nao-Abeliano que simula o monopolo ficticio no centro da esfera e em coordenadas
esféricas temos,
Loy o
V@ = 89, V¢ =0y — Z—l[O' , O ]COS 9, (2.46)
Ay =0, Ay = gcosfr® (2.47)

O operador de Dirac pode ser diagonalizado através da introdugao de operadores
momento angular, que sao dados, para a componente do spinor @,

- . cosf
Jp = eV + iet?——
sen 6

, 1
(Vg —igcos 07?@) — e*?sen g (—5 - 97(2)) (2.48)
1
J. = —i (Vg — igcos 97'(2)) — cosf (—5 — 97(2)) (2.49)
para a componente ®| os operadores sao similares, com a mudanca no sinal das
fragoes £ [28]. Entao usando o fato que J2®,, = j(j + 1)@, ¢ J* = J2F J. + Jo J¢

com algum trabalho algébrico, mostra-se que cada componente do spinor, com seus
respectivos operadores momento angular, obedece a equagcao,

1
(J2 —g*+ Z) ®, = 2120, (2.50)

onde 7 é o raio da esfera. Entao, resolvendo o problema de autovalores (2.50),

1 1Y
ej:j:;\/(j+§) —g> com jEZ (2.51)

obtemos,
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Capitulo 3

Nao-Comutatividade
e Esfera Fuzzy

Neste capitulo faremos uma revisao do modelo de Landau relativistico, onde
veremos os autovalores, autoestados e algumas propriedades do operador Dirac-
Landau. Em seguida, veremos como a geometria nao-comutativa se manifesta em
niveis de Landau relativisticos como uma consequéncia da projecao de nivel, sendo
esta ultima usada para gerar geometrias fuzzy, isto é, introduzir as esferas fuzzy
neste caso. Por ultimo, faremos uma abordagem do modelo de Landau relativistico
e esferas fuzzy sob deformacao da massa, onde veremos a influéncia do parametro
de massa M no espectro e nos autoestados do operador Dirac-Landau massivo,
além disso, mostraremos como os tamanhos das esferas fuzzy sao alterados devido
a presenca do parametro de massa.

3.1 Modelo de Landau Relativistico sobre uma

Esfera

Modelos de Landau relativisticos sobre uma esfera tem grande relevancia
no estudo de materiais de Dirac como grafeno e isolantes topoldgicos! (veja [28] e
[45]-[49], por exemplo). Faremos uma andlise do modelo de Landau relativistico
sobre uma esfera por meio de métodos algébricos e veremos que isto nos fornece

Tsolantes topolégicos sdo materiais que sdo isolantes em seu interior mas podem suportar o
fluxo de elétrons sobre sua superficie. Uma das causas disso é a simetria por reversao temporal:
sua fisica é independente se o tempo flui para frente ou para tras. Tais estados de superficie
mantém-se mesmo na presencga de defeitos topoldgicos.
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uma maneira sucinta de resolver o operador Dirac-Landau, sendo este tltimo o que
descreve o modelo .

3.1.1 Operador Momento Angular SU(2) e a Conexao de

Spin
Usando coordenadas locais u = 6, ¢ a métrica da 2-esfera (S?) é expressa
como,
ds? = df* + sen® fd¢* (3.1)
e podemos introduzir uma base dual 1-forma apropriada? definida por e® = e?, dat,
onde,
el =df, e*=senfde (3.2)
A métrica e os campos de tetradas estao relacionados por,
ds? = e ", dada” (3.3)

vale ressaltar também que e” e = o e e e} =0,
Podemos utilizar a 1# das equagoes de estrutura de Maurer-Cartan [40, 41, 42], sem
torsao, dada por,

de® +wap A e’ =0 (3.4)

para obtermos as conexoes de spin, temos,
W12 = —W91 = — COS 9d¢ (35)

Pretendemos agora obter a matriz de conexao de spin w e para tanto vamos escolher
as matrizes gama SO(2) e os geradores de rotagao para campos de spin /2 como [7],

1 _ 2 _
P)/_O—xy ’y_o_ya

1,
o = —gbt = —ZZ[’Y Y] (3.6)
Donde obtemos que,
1 1
12 _ 21 Ao 2o 1
ot =—0 24[')/ Y] 50

onde o; com ¢ = x, ¥y, z sao as matrizes de Pauli que obedem as regras de comutacao
do grupo SU(2) [0y, 0] = 2ig;j,0%, onde €;j; € o tensor de Levi-Civita. A matriz de

conexao de spin é dada por,
1
W= —wyo™?

2

2As tetradas e?, (e, para a inversa) sdo elementos que conectam o referencial local e o ar-

bitrdrio. Aqui as letras latinas (a,b,...) representam as coordenadas do espago euclideano d-

(3.7)

dimensional enquanto as gregas (i, v, ...) indicam as coordenadas intrinsecas da variedade que
estamos trabalhando.
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e notando que wy; = wey = 0 usando as eqs. (3.5) e (3.7) chegamos a,

1
W = =502 Co8 0d¢ (3.8)
As componentes do operador Dirac-Landau sao definidas em termos da conexao de
spin como,
—iD, = —10, — A, (3.9)
onde,
A= —w, ®1+1R A4, (3.10)

Fazendo p = 0, ¢ vemos que Ay = 0, por outro lado pela eq. (3.8),
Ay =— (—%az cos@) ®1+1® (—gcosh)
= —g,cosf
E entao destacamos a matriz do campo de gauge,
A= —gscosfd¢p com g¢gs=g— %az (3.11)
Das egs. (3.9) e (3.11) tiramos que,
—1Dy = —i0y, —iDy = —i0, + gscosl (3.12)
O campo de forca associado a A é obtido a partir de,
Fop = —i[Dp, Dy (3.13)

e realizando um procedimento analogo aquele do apéndice A considerando uma
fungao teste f(0,®), devemos ter,

Fop = gssent (3.14)
ou em coordenadas cartesianas,
1
F; = 9s 5% (3.15)

Segundo Kazuki Hasebe [7], o operador momento angular total associado ao sistema

B 93 0
J:L(gs):< o e (3.16)

€,
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ou se fizermos a troca g — g5 nas expressoes (A.21-A.23) obtemos as componentes
do momento angular total no caso relativistico:

Jy = i(sen ¢Dy + cos ¢ cot §Dy,) — gsE

cos ¢

= i(sen ¢pdy + cot 0 cos p0y) — gs— —; (3.17)

Jy = —i(cos pDy — sen ¢ cot §Dy) —

. sen ¢
—i(cos ¢y — cot §sen ¢p0y) — gs - (3.18)
J, = —iDy — gS§ — —id, (3.19)
que satisfazem,

[Jjs k] = igjm i (3.20)

Usando as egs.(3.17-3.19) e fazendo um célculo andlogo ao caso nao-relativistico
(veja apéndice A), obtemos o quadrado do operador momento angular total (ou Ca-
simir SU(2)), em coordenadas esféricas,

cosf O 5 1

— 1% _o9 2ig, - 9 -
J? " en?6 d¢ 9 sen? 6

(3.21)

onde L©®? & dado pela eq.(A.27). Da eq.(3.11) podemos reescrever J? como,

cos 1 ( o,
nzo sen? 0 sen2 0

Pode-se mostrar sem dificuldade que J comuta com a matriz quiral o,:

J?=LO%_ 2ig O + 1+4¢%) +i (cos 00, + ig) (3.22)

0., J] =0 (3.23)

Como devemos esperar, os autovalores de J? sao dados por,

J(G+1) (3.24)
onde j é obtido por?,
j:g—l—n—% com n=2012... (3.25)
No nivel mais baixo (n = 0), temos j = g — 5, cujos autoestados sao,
o= (yf:f_;o,m(@ ¢’)> (3.26)

3A eq.(3.25) é valida para g #0. Se g =0 entdo j = &+ +nonde n =0,1,2,....
g g J 2
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com degenerescéncia (valores possiveis de m) 25 +1=2-(g — %) +1=2g.
Por outro lado para n # 0 os autoestados correspondentes sao,

1
Yz o, (6,0) !

T/g 1 — Jj=g+n—sm> "’ Tg 1 = 5 2

Jj=g+n—35,m ( 02 T sgtnogm y;]ig%+n—%7m(0’ ¢) (3 7>

mas agora a degenerescéncia é 2+ (2j+1)=2-[2(g+n— 1) +1] =4(g+n).

3.1.2 O Problema de Autovalores para —i}

Usando a eq. (3.12) podemos determinar o operador Dirac-Landau, expresso
em termos dos campos de tetrada inversa e as matrizes gama como,

—iP = —ie,'y"D, (3.28)

mas das eqs. (3.1) e (3.2) obtemos,

1 1
e, = ( 0 0) com inversa e}/ = (0 ’ ) ya=12p=0,¢ (3:29)

0 sen sen~14

e uma vez que y' = o, e y* = o, reescrevemos (3.28),

_ip— 0 —i0y — =5 [0+ (g + §) cos 0]
—i@g—l—ﬁ [8¢+i(g—%) COS@} 0
Agora usando as expressoes para os operadores edth (A.49), vemos que,
. . 1 (gL
—i0p F e [&,5 +1 (g + §> oS 6’} = —26(;’ 2) (3.30)

e assim o operador Dirac-Landau toma a forma,

)
P = ( ¥ —i0- ) (3.31)

_1
—ia?? 0

A diferenca por 1 unidade na carga do monopolo nos termos fora da diagonal é uma
consequeéncia do termo de conexao de spin contido em D,,.

A obtencao do espectro do operador Dirac-Landau sobre a variedade S? foi
discutida com detalhes em [7, 48, 60]. A ideia entdo é calcularmos o espectro de
(—iD)? e a partir deste dltimo obter os autovalores de —iP. Da eq. (3.31) facilmente

(9+3) x(9—7%)
o~ 20, 2 0
T2 - -

+ —

obtemos,
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mas a partir das eqs. (A.51) e (A.52) podemos mostrar que,

_p\ Tt — pleEn” 2y i (3.33)
Das egs. (3.33) reescrevemos (3.32) como,
(—=iP)* =J* —¢* + i (3.34)
onde usamos a defini¢ao (3.16). A eq. (3.34) satisfaz a forma geral [7, 48, 60],
(—iP)? =J* —g* + % (3.35)

onde identificamos imediatamente que R = 2 (escalar de Ricci para S?).

Uma vez que conhecemos os autovalores de J? (3.24), vemos que o espectro
de (—iP)? é dado por,
1
(=iP) =G +1) —¢"+ 5 =n(29+n) (3.36)
onde usamos (3.25). Portanto, os autovalores do operador Dirac-Landau, a partir
de (3.36) sao calculados por,

+tk, = +vn(29+n), com n=01,2... (3.37)

Os autoestados de (—iP)? sdo idénticos aos de J?, dado pelas eqgs. (3.26) e (3.27).
Outra propriedade interessante do operador Dirac-Landau é que ele é invari-
ante sob transformacgoes SU(2), ou seja,

[J,P]=0 (3.38)

Para verificar isto, pode-se usar as egs. (3.16) e (3.31). E trivial também verificar
que —iD respeita a ‘simetria’ quiral:

{~iP, 0.} =0 (3.39)
apesar de nao comutar com a matriz quiral,

[—iP,0.] #0 (3.40)
O fato de o operador Dirac-Landau ser invariante sob transformagoes SU(2) (3.38)
implica que os niveis de Landau relativisticos tém a degenerescéncia SU(2), e além
disso, seus autoestados podem ser construidos como uma combinacao linear dos

g

autoestados de J?, isto é, 177

e T;{m. Por outro lado, por respeitar a ‘simetria’
quiral (3.39) seus autoestados para autovalores de sinais opostos deverao estar re-
lacionados pela transformacao quiral, exceto para modos-zero?, como veremos mais
adiante. Por tltimo, uma vez que o operador Dirac-Landau nao comuta com a ma-
triz quiral (3.40), vale ressaltar que ambos nao possuem autoestados simultaneos,

com excessao dos modos-zero.

4Modos-zero sdo autoestados cujos autovalores sao nulos.
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Autoestados para n = 0 (modos-zero)

Para n = 0, as egs. (3.25) e (3.37) nos dizem que,
Kn=0 = 0, j =9—3 (341)

e os autoestados correspondentes sao dados por,

9-3
‘I’inzo,m(& ¢) — (ygé’qgwa (b)) ., m=—g-+ %’ - % (3_42)

1
9—3 ~ A s , . .
onde yg_ i, (0,¢) sdo os harménicos monopolares do nivel mais baixo de Landau
2)

(n = 0) com g — g — % (consulte apéndice A). Note que os modos-zero (3.42)

sao idénticos aos autoestados de J? para o nivel mais baixo de Landau (3.26), com
mesma degenerescéncia, ou seja, 2g. A eq. (3.42) é valida apenas para g > 0. Se
g < 0, os autoestados sao dados por [7],

0
\I]nnzo,m(ev (b) = <y;||i|;§n(9,¢)> (343>

A degenerescéncia dos modos-zero também pode ser obtida via teorema do indice,?
e neste caso precisamos calcular o 1° nimero de Chern, temos,

1 1 T r27T
a=—|[| F= —/ / gsenfdfdeo = 2g (3.44)

onde usamos (A.7).

Autoestados para n # 0 (modos nao-zeros)

Os autoestados do operador —iP sdao obtidos pela combinacdo linear de

T9.(0,6) e T9,(0,¢) com autovalores dados por (3.37). A combinagio linear é
da forma,
1 .
Vom0, 0) = =[50, 0) FiY7,,(0,9)] (3.45)

V2

ou usando as eqs.(3.27) obtemos, na forma matricial,

1 [ V5E0,0)
U 0.¢) = — [ T | 3.46
:I:nn,m( (b) \/i (qilyi;Q (Q, ¢)) ( )

50 teorema do indice diz que o ntimero de modos-zero é igual a carga topoldgica da configuracio

de gauge nao-trivial: Ind(—iP) = c; onde ¢y é o k-ésimo nimero de Chern do monopolo SO(2k)
[48].
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onde como sabemos,

jzg—f—n—%(n:l,Q,...) e m=—j,...,] (3.47)
Para mostrar que de fato W%, sao autoestados do operador Dirac-Landau, pode-se
usar as eqs. (3.27) e (3.31).

A eq. (3.47) nos permite fazer uma observacao importante: quando g é um
inteiro (semi-inteiro), j e m automaticamente sdo semi-inteiros (inteiros). Enquanto
que no caso nao-relativistico eqgs. (A.31) e (A.32), se g for inteiro (semi-inteiro) ¢ e
m sao inteiros (semi-inteiros). Notemos também que a degenerescéncia dos niveis
de Landau relativisticos £k, é dada pelos valores possiveis de m, isto é,

1
2j+1:2(g+n—§)+1:2(g+n) (3.48)
Nao ¢ dificil mostrar que os autoestados ¥4, e W’ estao relacionados pela

transformacao quiral como,

\I,Q

Fhn,m

g O—qui]tnmm (349)

que é uma consequéncia do operador —iJP obedecer a ‘simetria’ quiral (3.39). Note
que (3.49) relaciona autoestados com autovalores de sinais opostos. A figura 3.1
mostra de maneira resumida o espectro, as degenerescéncias e os autoestados do
operador Dirac-Landau.
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Figura 3.1: Awutovalores, autoestados, degenerescéncia do operador Dirac-
Landau e a relagao entre autoestados com autovalores de sinais opostos pela
transformacao quiral.

Espectro de —iD Degenerescéncia autoestados
A 9-3
. T . . 1 Yornim
n2g+n) p==-=-=—-=- .' —————— 2(g +n) 2\, Z:LJ . T
° ° : .,L :
o ° 9—3
° ° ° 1 g+3.m
b s g+l
22g+2) 1----- s aalalles 09+ VE| Gy
-1
1 {/+I;.m
V2g+1 -% —————— @Q------ 2(9+1) N
;7‘yg+%.m
g—3 -
2 trans formacao
2 Yot ¢
0 . 9 ( 00' ”> = quiral o,
g-35
1 _r]+.%,.m
~V2g+1 fm===—- ®----- 20+ 75|
2\,
q*%A
*\/2(29«}» 1) e .. _____ 2((1+2) L yq+%.m
2|, Aot
» ® V2 +iVgidm
° o
" ° 9-3
20g+n) L[ Yorn-im
—Vn2g+n) pe--—--- @®----- g 7 S €
. € A
° : . +7yq+n—é.m

Fonte: Referéncia [7]

3.2 Geometria Nao-Comutativa e a Projecao de
Nivel

A geometria nao-comutativa é uma estrutura matematica muito utilizada na
descrigao do espaco-tempo por exemplo, e na fisica de particulas tem aplicacoes
no modelo padrao nao-comutativo e na teoria quantica de campos nao-comutativa.
Na fisica de baixas energias de alguns materiais reais a geometria nao-comutativa
aparece naturalmente [61]. Mostraremos nesta se¢ao que na concepgao dos niveis
de Landau, a geometria nao-comutativa manifesta-se como uma consequéncia da
projecao de nivel. Em seguida usaremos a projecao de nivel como uma ferramenta
para gerarmos geometrias fuzzy.
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3.2.1 Projecao do Nivel de Landau e Geometria Nao-Comutativa

Resolvendo a equagao de Schrodinger para o hamiltoniano de Landau (A.43)
obtemos um espaco de Hilbert infinito gerado pelos harmonicos monopolares. Ad-
mitindo que este espaco seja bem definido, no contexto da projecao de nivel pode-
mos considera-lo como sendo formado por um conjunto de subespacos, sendo estes
ultimos com dimensao finita e indexados pelo indice do nivel de Landau. Na base
formada pelos harmonicos monopolares podemos representar qualquer operador na
forma matricial, bastando para isso “sanduicha-lo”, por exemplo, as coordenadas
cartesianas podem ser representadas matricialmente como,

0 0 0 0 0 00
0
0 X;(n—1,n) 0
= 0 Xnn—1)  Xjn,n)  Xjn,n+1) 0 : (3.50)
0 X;(n+1,n) 0 :
0
0 0 0 0 0 0 0

onde X,(ny,ny) sao operadores coordenadas. Em (3.50) os X sao matrizes bloco
(29 4+ 2ny + 1) X (29 + 2ng + 1) entre os ny e ny é-simos niveis de Landau [7].

Nosso objetivo é obter a dlgebra SU(2) da esfera fuzzy e para tanto usaremos
o fato que as coordenadas cartesianas usuais comutam,

LT = TkT; (3.51)

entao considerando apenas o n-ésimo bloco do nivel de Landau interno no produto
(3.51) temos,

zjzp(n,n) = Xj(n,n — 1) Xg(n — 1,n)
+ X;(n,n)Xi(n,n) + X;(n,n+ 1) Xg(n+1,n) (3.52)

por outro lado,

rpri(n,n) = Xp(n,n —1)X;(n —1,n)

substituindo (3.52) e (3.53) em (3.51), obtemos,
X;(n,n)Xg(n,n) — Xg(n,n)X;(n,n) = —[X;(n,n —1), Xp(n — 1,n)]
—[X;(n+1,n), Xx(n,n+ 1) (3.54)
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De (3.54), temos,

[Xj(n,n), Xk(n,n)] = —[X;(n,n —1), X(n — 1,n)]
— [Xj(n+1,n), Xp(n,n+1)] (3.55)

A soma dos comutadores no lado direito de (3.55) resulta numa matriz bloco do
nivel de Landau interno, isto é,

—[X;(n,n—1), Xp(n—1,n)]—=[X,;(n+1,n), Xp(n,n+1)] = —iT,(Lg)sjlel(n,n) (3.56)

)

onde 71 é um fator de proporcionalidade que serd identificado mais adiante. Entao

comparando (3.55) e (3.56) tiramos que,
[X;(n,n), Xp(n,n)] = —itWe;1 Xi(n, n) (3.57)

A eq. (3.57) é a algebra SU(2) da esfera fuzzy [62, 63, 64]. A manifestagdo desta
algebra é devida a projegao de nivel, em que consideramos apenas um subespago (0s
blocos de matrizes do nivel de Landau interno) do espago de Hilbert, isto por que,
existem elementos de matrizes fora da diagonal que nao sao nulos. Tais elementos
sao os que representam a geometria nao-comutativa neste contexto.

3.2.2 Projecao para Niveis de Landau Nao-Relativisticos

Vamos introduzir com detalhes o aparecimento da geometria fuzzy, tendo por
base a proje¢co de nivel como principal ferramenta para tal realizacao. Entao com
o uso dos teoremas 1 e 3 da Ref. [65], pode-se mostrar que na base dos harmonicos
monopolares os elementos de matriz das coordenadas (3.50) s@o explicitamente dados
por (7],

Ve (o £ ig)|DE,,) =

r

g
00 +1)

1 \/[(€+1)2—gz](ﬁim+2)(€im+1)

\/(6 + m) (f tm + 1)5f’,€5m’,m:|:1

Op 5m’m
(+1 (20 + 1)(20 + 3) Gertmimd

L (= @)(Fm)(EFm—1)
* z\/ (20— 1)(20+1) 0¢,0-10m mt1 (3.58)
(Vo fllzlyg V= by
2 m r lm €<£+1) £0m! m

(SE/,EJrl 5m’,m

o \/[(u 1) — ¢?[(¢+ 1) — m?]
(+1 (20 +1)(20 +3)

1 [(2—g*) (2 —m?)
* Z\/ @I—1)(@i 1) 010 (3.59)
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Da eq. (A.31) vemos que nas egs. (3.58) e (3.59) £ =g+ n e ' = g+ n', por outro
lado, os primeiros termos representam os elementos das matrizes bloco dos niveis de
Landau internos Xj;(n,n) enquanto que os outros dois termos indicam os elemen-
tos das matrizes bloco dos niveis fora da diagonal porém adjacentes aos internos
X;(n1,n2) com |ny —ng| = 1. No limite de g > n (chamado limite nao-comutativo)
os blocos de matrizes dos niveis de Landau adjacentes X;(nq,ng) tornam-se des-
preziveis comparados aos blocos de matrizes dos niveis de Landau internos X;(n, n).
Podemos representar os elementos de matriz dos niveis de Landau internos como,

X(’I’L, n)m/ym = <yé],m"w|y2m>

- _T(g + n)(gg+ n+1) Ve L) irenan)
=798, . (3.60)
onde,
70 = p J ¢ Segin= (VL) (361)

(g+n)(g+n+1)
e Ss—g4n representa matrizes (2s 4+ 1) x (25 4+ 1) do grupo SU(2), com magnitude
de spin® s = g +n.
A eq. (3.60) nos permite introduzir a geometria fuzzy onde determinaremos
o raio da esfera fuzzy a partir do seu quadrado obtido por,

2
nsg) 9onlg s b= R (3.62)
Assim, das egs. (3.61) e (3.62), obtemos,

RY = J , onde n=0,1,2,... (3.63)
Vig+n)(g+n+1)

Vemos que o raio da esfera fuzzy tem dependéncia com o indice do nivel de Landau.

Podemos entender, de outro modo, o aparecimento da esfera fuzzy mostrando
que no limite nao-comutativo o operador @ corresponde a —:—]L(g) onde este ultimo
satisfaz a dlgebra da esfera fuzzy (3.57). Partiremos da eq. (A.20), onde representa-
mos os elementos de matriz do momento angular covariante na base dos harmonicos
monopolares, no n-ésimo nivel de Landau, temos,

Y IA@E Y = (V8| { ) 1gt w} )

R%g) 2
= 1= (= ) | Yl LOVE) (3.64)

6Como um exemplo ilustrativo se s = 1/2 entio SS:%
de spin 1/2 (elétron, préton, neutron, etc). Aqui o sdo as matrizes de Pauli.

= %0' é o operador de spin para particulas
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No limite g > n obtemos,

Rq(iq)
I o= 0 = J 1 (3.65)

n T
2 n ntl
\/g <1—|—g)(1+ 7 )
Rglg) 2

entao (3.65) nos diz que com o aumento de g o fator 1 — g7> — 0. Isto
o momento angular

implica que no limite nao-comutativo, os elementos de matriz
covariante (3.64) sdo despreziveis comparados aqueles de L. Sendo assim, devemos
ter que,

1 T
VLY = ~ 9Vl - # V) = @ = —51&(9) (3.66)

como esperado.

3.2.3 Projecao para Niveis de Landau Relativisticos

Usando o fato que os autoestados do operador Dirac-Landau sao dados por,

9-3 9=
n=0:Vv = yg—%:m sn=1,2,...: 0, = L yj’erl (3.67)
’ 0 V2 \Fi)0

comj=¢g+n— % Podemos calcular os elementos de matriz do operador a, nos

niveis de Landau relativisticos, a partir da defini¢ao,

X = (Vs m|2| VY ) (3.68)

+kn,m’

Para n # 0 devemos ter que,

Xpow =798 _ 1 onde 7@ =y J 3.69
; n s=g+n—1 n (g+n_%>(g+n+%) ( )

SenzOéj:g—%,etemos,

X = —T(/)(g)SS:g_% onde Té(g) = gi (3.70)

N |

Na derivagao de (3.69) e (3.70) usamos (3.61).
As componentes X; dos elementos de matriz (3.68) satisfazem a dlgebra da
esfera fuzzy (3.57), cujo raio é obtido de modo andlogo ao procedimento feito na

subsegao anterior. Da eq. (3.69) temos,
2.,,.
X X =79%G+1)

1 1
= 7/®? (g n- 5) <g T 5) = R/®? (3.71)
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e para n = 0 segue que,

(9) 9-3
Ry? =7 2 (3.72)

0 g+ 1

por outro lado se n # 0, ainda de (3.69) obtemos,
R = J (3.73)

V0ig+n—1)(g+n+1)

Uma importante observacao a se fazer é que os raios das esferas fuzzy sao ordenados
como [7],

Ry >R > RED > ... (3.74)
ou seja, quanto maior for o indice do nivel de Landau n, menor sera a esfera. Deve-
se ressaltar também que para autovalores simétricos do operador Dirac-Landau,
ou seja, *+k, as esferas possuem tamanhos idénticos. A figura 3.2 ilustra estas
propriedades da esfera fuzzy.

Figura 3.2: Os circulos ilustram as esferas fuzzy sobre os niveis de Landau
relativisticos. Os tamanhos das esferas sao idénticos para +k, e decrescem

monotonicamente com n.(g = 3 foi adotado na figura.)

_l"p
10

w

©
O
®
0

Fonte: Referéncia [7]

E interessante compararmos os tamanhos das esferas fuzzy para os casos relativistico

[(3.72), (3.73)] e nao-relativistico (3.63). Vejamos,

(g) _1 1
n=0 R(z) _ \/(9 2)<91+ ) -1 (3.75)
Ry g(9+3)
(g)
. 1
n#0: _ | Enlgrnt) (3.76)
R (9+n—3)(g+n+3)
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As egs. (3.75) e (3.76) nos dizem que do regime nao-relativistico para o relativistico:
~» Se n = 0 os raios das esferas fuzzy diminuem;
~» Se n # 0 os raios das esferas fuzzy aumentam.

A figura 3.3 mostra o comportamento dos raios com respeito a carga do
monopolo g para cada um dos casos: relativistico e nao-relativistico.

Figura 3.3: Graficos dos raios das esferas fuzzy com respeito a g. As cur-
vas soélidas e tracejadas correspondem aos casos nao-relativistico (Rglg) /r) e

o s g !/ . ~
relativistico (7?,759) /1), respectivamente. As cores preto, vermelho e verde sao

respectivamente para n = 0,1, 2.

1

0.8

0.6

R;g)/r R;(g)/r

0 5 10 15 20 25 30 35 40

3.3 Deformacao da Massa no Modelo de Landau

Relativistico

Vamos analisar nesta sec¢ao a influéncia da deformagao da massa no modelo
de Landau relativistico e na esfera fuzzy. Este estudo é importante para a andlise
de materiais de Dirac tais como isolantes topoldgicos e grafeno [66, 67).
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3.3.1 Deformacao da Massa

No modelo de Landau relativistico, o termo de massa ¢é incluido no operador
Dirac-Landau como,

1
—iP+ o.M = ( ,JZ_;) —ip "2 ) (3.77)
—10, ° -M
A simetria rotacional é mantida mesmo sob deformacao da massa, pois,
o.M, J;] =0 (3.78)
Por outro lado, o termo de massa quebra a simetria quiral. Vejamos,
(—iP+o.Mo)}= ( 2 ) —2M #0 (3.79)

Pode-se mostrar sem dificuldade que o operador —i? e o termo de massa
o.M nao comutam,

[P, 0. M] # 0 (3.80)
este resultado implica que nao existem, em geral, autoestados simultaneos entre tais
operadores, exceto para os modos-zero.

Veremos agora os autovalores e autoestados do operador Dirac-Landau mas-
sivo, seguiremos um procedimento analogo aquele feito na se¢ao 3.1 para o problema
de autovalores de —iPP. Calcularemos entao o quadrado do operador Dirac-Landau
massivo e apartir deste obteremos seus autovalores, temos,

(—iD + 0. M)* = M? + (—iD)* + M{—iD, 0.}
= M? + (—iD)? (3.81)
onde usamos a eq. (3.39). Uma vez que os autovalores de —iP sdao dados por
+r, = £/n(29 + n) segue de (3.81),
(_iﬁ + UZM>2 = 572L
onde,
£ =k2+ M? =n(2g+n) + M? (3.82)

sao os autovalores do quadrado do operador Dirac-Landau massivo. Entao os auto-

valores do operador Dirac-Landau com deformacao da massa sao obtidos como”:

n=0: &-o=+VM2=M (3.83)
n=12...: +& =+\/n(2g+n)+ M? (3.84)

"TParan = 0 se g < 0 devemos ter &,—9 = —M ao invés de (3.83).
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Pode-se verificar que os autoestados correspondentes sao dados por,

93 1
n=20: ‘I'Zn:o:M,m — <yj(,)m ) C o j=g-— 3 (3.85)

En + Kn M
n=12...: U, =4 2 U, mE . U, m (3.86)

mas usando a eq. (3.46) reescrevemos \ijtgn ., na forma matricial, temos,

M\ 93
\Iji _ 1 gn + Kn (1 + fnJrKn)yj,m (3 87)
Enym . 1 '
Ne ()

onde j =g+n— % A degenerescéncia dos autovalores (3.84) é a mesma do caso

sem massa, isto é,
2j+1=2(g+n) (3.88)

E natural esperarmos que no limite de M — 0 o resultado (3.87) se reduza
aos autoestados sem deformagao da massa (3.46), ou seja,

g 1 ygié 9
v, s — o =9, o n=1,2,... (3.89)
:|:£7u \/§ :Flyf’;;2 + )

Por outro lado, no limite de M — oo, temos da eq. (3.82),

52 _ M2 /<02 /i2
n _ Ml .
oM oM oM (3.90)

2
K
onde usamos o fato que neste limite Mn? < 1.

Por outro lado para os autoestados,

V) ~ i(\pg + g ) N yigzé e Y N 0 . (3'91)
+£n7m \/é Kn,M —Kn,m O 3 _gn’m Zy‘i:_n?

Apesar do operador Dirac-Landau com deformagao da massa nao obedecer a
simetria quiral (3.79), podemos pensar na existéncia de algum operador quiral geral
tal que o operador Dirac-Landau massivo agora possa anticomutar e em consequéncia
obedecer uma nova simetria quiral, sendo esta ultima mais geral. Tal operador quiral
generalizado é dado por [7],

1 1 1

Q = —wz@ = _5i02$ - §wz¢ = E[Uza _Zp] (392)

Departamento de Fisica - UFPB



3 Deformagao da Massa no Modelo de Landau Relativistico 44

onde usamos o fato que [0.,—iP] # 0. No entanto, podemos expressar Q em
coordenadas esféricas e para tanto vamos usar o fato que,

1 1
—iP = —io,| Op + =cotl | —ioc,—— (0, ,g cos 0 secao 3.1
iD 20(9—1-2 ) wysenﬁ(d)—i_lg ) (seg )
e a propriedade 0,0,, = 0 + 1€1mr0k, temos,

1 1 .

Q= <89 + 5 cot 9) o E— (0p + igcosB) o, (3.93)

Uma vez que conhecemos a forma de Q (3.92), usando (3.39) pode-se mostrar

que de fato o operador Dirac-Landau massivo —i]P + Mo, satisfaz a simetria quiral
generalizada,

{Q,— D +0.M} =0 (3.94)

A eq. (3.94) tem como consequéncia que os autoestados de —iP+ o.M dados
por (3.85) e (3.86) estao relacionados pela transformacgao quiral Q. Com um pouco
de algebra mostra-se que,

g _ g
Q‘;[j:tf’mm o :l:K/n\I]:anvm

_ . . Da eq.(3.92
No limite sem massa, —iP + o, M — —iP = +k,, ai—(> ) Q — +k,0,.

Faremos agora alguns comentarios acerca dos principais “pontos” discutidos:

(3.95)

~> Primeiro: os modos-zero para o operador Dirac-Landau sem massa (3.42)
sao os mesmos daqueles para o caso massivo (3.85) porém estes ultimos com
autovalor nao nulo e igual a M;

~> Segundo: uma vez que a simetria rotacional SU(2) é mantida mesmo sob de-
formagao da massa (3.78), os autoestados do operador Dirac-Landau massivo
sao também autoestados do Casimir J?;

~» Terceiro: a influéncia da deformacao da massa, representada pelo termo de
massa (M > 0) nos autoestados (3.87), é que ele aumenta/diminui a con-

. . ~ . . . g
tribuigdo da componente superior/inferior para ¥ Lenm (o oposto ocorre para

\Ijg_§n7m)7

~» Por ultimo: assim como no caso sem massa, a transformacao quiral genera-
lizada Q relaciona autoestados com autovalores de sinais opostos como pode
ser visto em (3.95).

A figura 3.4 mostra o espectro do operador Dirac-Landau com e sem o termo de
massa, perceba que no caso com massa nao ha simétrico para +M, este fato é
conhecido como “anomalia de paridade”[7].

Departamento de Fisica - UFPB



3 Deformagao da Massa no Modelo de Landau Relativistico 45

Figura 3.4: Espectro do operador Dirac-Landau com e sem o termo de massa.

—’Lp Degenerescéncia —ip x Mo, Degenerescéncia
320+ 3)+ M2 | == @ === 2(g+3)
329+3) == @ === 2(g+3) (29 +3) ;
229+ 2) 2g +2) 229+ 2)+ M2 fF == @ === 2(g+2)
+ T b=
g ® g g+ 1)+ M2 == === 2g+1)
V20+1l == @ === 2 1
g+ ® (g+1) M40 v boveoillisasin 2
0 ® 29 = 0 |
M b ——————-
V21t ===@= == 2(g+1)
V(2 + )+ M2 ==~@ === 2g+1)
“V2(29+2) t === @= == 2g+2) ( ) ;
V2029 + 2+ ME == —@ === 2(g+2)
- L - —— = -=2(g+3
3(29+3) L (9+3) i I b= —@ === 20943

Fonte: Referéncia [7]

3.3.2 Introducao de Esferas Fuzzy via Deformacao da Massa

A introducao de esferas fuzzy via modelo de Dirac-Landau com deformacao

da massa é feita como,

R0 Xeow = (W _yl2lVe ) (3.96)
De (3.96) obtemos,
_1 1 1
Xerur = (Vi | @[ V00) = = Sy sy d=9-5  (39)
onde,
1
/(g)
o =T 3.99
R (3.99)
Por outro lado (3.97) nos fornece,
1M
Xign = = (1 :F % €n> TTII(g)SSZg‘Fn*%
= (M)~ Sy (3.100)
onde definimos,
1M
(M) = (1 T ——) 79 com n=1,2,... (3.101)
" 29 &n
E usamos o fato que,
(UL, 2| VL,,) = (VS €[9S, ) = —7 08, o,

< inn‘w’\pqiﬁn) < :Fl-cn’ ’\D:I:Hn>:%7_7/1(g)ss:g+n7%
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com 7.9 dado por (3.69).
Pode-se demonstrar facilmente que o fator Tﬁgi (M) tem as propriedades,
T (= M) =72 (M) (3.102)
7O (M) + 79 (M) = 27/ (3.103)

De modo anélogo ao que foi feito na secao anterior, os raios das esferas fuzzy
sao obtidos por,
2
X, - Xie, = RYY (3.104)

mas de (3.100), apés um pouco de &lgebra, obtemos de (3.104),

: , 1 1
Rﬁl(M)zTi(g(M).\/(g+n—§)(g+n+§) (3.105)

A eq. (3.105) nos mostra que os raios das esferas fuzzy agora dependem do parametro
de massa M, isso devido a presenca do fator T/i(gi.

Uma propriedade interessante é que a soma dos raios para os autovalores +&,
e —&, nao depende da massa e inclusive resgata o mesmo resultado que o caso sem
massa, ou seja,

R (M) + R (M) = 2R (3.106)

n

onde usamos a propriedade (3.103) e como sabemos Ro? é dado por (3.73).
Uma vez que conhecemos a forma de RQ_EZL podemos estudar seu comporta-

. / ~ .
mento com respeito ao caso sem massa R,Sg ). Entdo vamos definir,

(g)
re = Rﬂ;—((g)M) —17 %5% (3.107)
n n
Na auséncia de massa (M = 0) vemos que 7y, — 1, e isto faz sentido uma vez que
neste caso R;(E%l — R;fg). Por outro lado, este resultado significa que existem duas
esferas fuzzy idénticas para +k, € —k,.

A eq. (3.107) nos diz que o efeito do parametro de massa M sobre os raios das
esferas fuzzy é tal que, quando M — oo os raios tendem a 1 + % de seus tamanhos
originais, sendo estes tltimos os raios das esferas fuzzy no limite nao-relativistico
com (n — % + %, qgF %) Matematicamente,

_1
R (M) "5 Ry (3.108)
R (M) "o R (3.109)

A figura 3.5 mostra as esferas fuzzy para os casos com e sem o termo de massa M.
Note como os tamanhos mudam sob deformacao da massa.
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Figura 3.5: Mudanga do tamanho da esfera fuzzy sob deformagao da massa. O
circulo vermelho representa a esfera fuzzy para n = 0 enquanto que os circulos
azuis indicam as esferas fuzzy para os autovalores +x,—3 (¢ =3 e M = 2 foram
adotados.)

—iP —iP + Mo

<L sk o
5\.‘1 L I i 1 L L 1 L
T— TT——

5

Fonte: Referéncia [7]

3.4 Relacoes com o Sistema de Pauli-Schrodinger

Nesta secao, mostraremos que o modelo de Landau relativistico e o sistema
nao-relativistico de Pauli-Schrodinger estao relacionados por uma transformagao de
‘gauge’ SU(2). E para tanto, teremos como base tedrica a generalizagao do trabalho
de Abrikosov sobre o operador de Dirac livre [68, 69], feita por Kazuki Hasebe [7],
em que ¢ incluido o campo de gauge do monopolo.

3.4.1 Transformacgao de Gauge SU(2) e a Algebra do Grupo
de Lorentz SO(3,1)
Abrikosov mostrou em [68, 69] que os autoestados do operador Dirac livre

(na auséncia de campo magnético), estao relacionados com os harmonicos esféricos
spinoriais pela transformagao SU(2):

ip 0

V(0,¢) =e 2%e 2% (3.110)

onde as exponenciais representam rotacoes e 6, ¢ sao angulos de Euler. Vamos
expressar V (6, ¢) na forma matricial e para tanto utilizaremos o teorema de Cayley-
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Hamilton®. Entao, seguindo o procedimento descrito em [70], obtemos,

) i 0 , 6 0

eroe = [C 0 L] e ewow= [z T (3.111)

0 ez sen? cos!

2 2

e substituindo em (3.110), temos,
9 Cos ge_% —sen ge_%
V6,9 = sen Ze's cos %e (3.112)
2 2

Vejamos o que ocorre com as matrizes de Pauli sob a transformagao SU(2) gerada
por V (0, ¢):

V(0,0) 0.V (0,6) =D orRua (3.113)

V(0,0)'o,V(0,0) = Ek: o1 Riy (3.114)

V(0,0)'0.V(0,0) = Zk: o1 R (3.115)
ou mais compactamente, k

V(0,0)'0;V (0, ¢) = oxRi; (6, 0) (3.116)

onde usamos a convengao de Einstein da soma. Entao pela eq. (3.116), inferimos que
o efeito de V' (0, ¢) sobre as matrizes de Pauli é a indugdo de uma rotagao espacial
descrita pela matriz Ry; dada por,

cosfcosp cosfsengp —senb
Ri;(0,9) = —sen¢ cos ¢ 0 (3.117)
senflcos¢ senfsen¢ cosb

Por outro lado, V (6, ¢) também produz um campo de gauge puro SU(2) dado
por [7],
W = —iVidv (3.118)

e usando a eq. (3.112) podemos expresséd-lo na forma matricial, temos,

1 <—z’ (cos? & —sen?£)dp —df + 2isen & cos gd¢)

W= i~
"2\ d6 + 2isen 8cosbdg  i(cos?? —sen??)do

(3.119)

1 — cos 0d¢ 1df + sen fdo
~ 2\ —idf + sen fd¢ cos fd¢

80 teorema de Cayley-Hamilton diz que toda matriz quadrada M é um zero do seu polinémio
caracteristico. Em outras palavras, se p = p(\) é o polindmio caracteristico de M entao p(M) = 0.
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3 Relagoes com o Sistema de Pauli-Schrodinger 49

Uma propriedade interessante é que o campo de gauge do monopolo U(1)
(A.2) pode ser obtido a partir de (3.119) como,

A= —igtr(o,VdV) (3.120)

sendo a verificacao trivial e portanto deixada a cargo do leitor.

Notemos que o momento angular total J (3.16) e o operador Dirac-Landau
(3.31), sao escritos em termos de um acoplamento entre operadores diferencias e
matrizes de Pauli, porém submetidos a transformacao V (0, ¢), tal acoplamento é
“quebrado,” e assim, estes operadores sao escritos em termos de duas partes separa-
das, uma correspondendo somente a operador diferencial e a outra apenas de matriz
de Pauli. Entao, matematicamente,

V(0,6)JV(0,6) = LO + %a (3.121)

V(0,0)(—iP)V(0,¢) = K9 - & (3.122)

onde como vimos no apéndice A, L9 é o0 operador momento angular nao-relativistico
(A.20), porém K9 é chamado operador ‘boost’. Usando as eqs. [(3.31),(A.50),(3.112)]
verifica-se (3.122) e automaticamente obtém-se as componentes do operador boost,

dadas por,
K9 = —icosfcos ¢pdy + i esenqﬁ&b — gcotfsen ¢ + isenf cos ¢ (3.123)
sen
1
Kég) = —icosfsen ¢y — isen 7 cos $0y + g cot 6 cos ¢ + i sen f sen ¢ (3.124)

K9 = isenf0y + icosf (3.125)

z

A eq. (3.122) representa a transformagao do operador Dirac-Landau no ‘operador
helicidade’, K9 .- o. Note que K J(»g) sao operadoes diferenciais apenas. Por outro
lado, a transformacao inversa de [(3.121),(3.122)] é tal que,

1 1
VIVIVIV = VILOWY 4 vTéav — J=VILYWV + VTﬁaV (3.126)
VIV(—D)WVIV =VIKOVVieV = —ip =VIKYV . VieV (3.127)

Podemos expressar o operador boost em termos das derivadas covariantes
Cartesianas no espago 3D, D; = 0; —iA; (j = z,y, 2), onde A; é o campo de gauge
(A.2). Das egs. [(3.123)-(3.125)], obtemos,

K9 = —iD,|, +i—; K9 =—iD, |, +i2; K9 =—iD,+i> (3.128)
r Y Y r r

x z

onde usamos as expressoes para 0, Jd, e 0, em coordenadas esféricas (veja nota de
rodapé 3). As equagoOes acima, todavia, podem ser postas numa forma compacta,

K@ = iD|,_, +i% (3.129)
T
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onde o termo % (ndo-hermitiano) vem da conexdo de spin presente no operador
Dirac-Landau. Uma vez que sabemos a forma de K](g) [(3.123)-(3.125)], com um

pouco de algebra, pode-se mostrar que eles satisfazem as relacoes de comutacao do
grupo de Lorentz SO(3,1)?:

(KW K9] = —iej L, (LY K] =gk (LY, L] = ieju Ly (3.130)
E interessante calcularmos o quadrado do operador boost K@ os motivos
para isso ficarao ébvios dentro de instantes, temos explicitamente,

cos ,cos® 6

I{(g)2 - _ 7 -
sen2f ? t9 sen? @

1
eﬁg(sen 00y) — 03 — 2ig +1  (3.131)

sen sen2f ¢

mas usando o fato que,

1
LW? = —Seneag(sen 00y) — o2 6(8¢ +igcosf)? 4+ g*> (apéndice A)
obtemos, pela eq. (3.131),
K9 = [0 _ 224 1= AW 11 (3.132)

Comparando (3.132) com (A.43), vemos que o quadrado do operador boost estd
relacionado com o Hamiltoniano de Landau nao-relativistico como,

1

- W(K@)Q —1) (3.133)

H

Vale a pena fazermos comentdrios sobre alguns resultados obtidos:

~» Primeiro: Ha duas interpretagoes para as matrizes de Pauli da transformagao
V' (0, ¢): 12 sdo os geradores da rotagao espacial em (3.116) e 2% sao os geradores
do grupo de gauge (3.119);

~+ Segundo: V(f,¢) atua como uma transformacdo de gauge sobre K¢ e L)

[(3.126), (3.127)];

~» Terceiro: O grupo SO(3, 1) descreve as transformagoes fisicas continuas de bo-
osts (K9)) e rotagdes (L'9) sendo classificado como um grupo de Lie, porém,
¢ ainda um subgrupo de um grupo maior denominado grupo de Poincaré (veja
[71]);

~> Por ultimo: Note que a comutagao de dois boosts (3.130) resulta em uma
rotacao. Isto nao é nada 6bviu a primeira vista.

9Pode-se pensar no grupo SO(3, 1) como uma extensao de SO(3) (3D), porém, inclui um grupo
de transformagGes envolvendo o tempo [71].
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3.4.2 O Problema de Autovalores para K . o

A partir da relagao’® (o - A)(6 - B) = A- B + io - (A X B), notamos
que o quadrado do operador helicidade produz um hamiltoniano de Landau nao-
relativistico,

_ b
oM

1
(K9 . 0)2—1=— (K9 4+ LW.g—1) (3.134)

H
2M

onde usamos as relagdes de comutacao das matrizes de Pauli (veja a se¢@o 3.1) e o
fato que,
2
(K9 .0)?=KY + LY. o (3.135)

obtida a partir de (3.130). Por outro lado, de (A.20), obtemos,

H = W(AW)2 +AY .o - F.o) (3.136)
onde estamos considerando 7 = 1. Em (3.136) os termos A - o (conhecido como
operador Paridade) e F - o representam os acoplamentos de spin-érbita e Zeeman,
respectivamente.

Podemos reescrever (K9 - )% mais convenientemente, de modo que nos leve
aos autovalores do operador helicidade. De (3.130) e (3.132), temos,

2 1
(K9 . g)? = (L(g> n %) —g'+7 (3.137)

1
(K9 .o, LY + 50 = (K9 xo-KYxa)=0 (3.138)

Note que se fizermos (K9 - o) — —iD e LY + %0' — J nas equacgoes acima,

recuperamos os resultados conhecidos,

(—iP)* = J* - ¢* + %; [—iD,J] =0

logo, inferimos que os autovalores de (L(g) + %0')2 sao dados por,

1Y 1
(L(9)+§0-> =3 +1), j:g—l—n—§comn:0,1,2,... (3.139)

e entao substituindo este ultimo resultado em (3.137),

10Veja exercicio 13.2 de [55].
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Vemos que os autovalores do operador helicidade sao idénticos aos niveis de Landau
relativisticos (3.37). Analogamente a J? e J,, os operadores (L9 +10)? e LY 41 50
possuem autoestados simultaneos, tal que,

1\ . 1
(L<9> + §U)Q§,m =j(j+ 19, (ng> + §az>§z§{m =mQY,, (3.141)
ondem=—j,...,je Qjm sao dados pelos espinores de harmonicos monopolares,
1 '] T myf_%’m_% Q/Q 1 - j —m yg—i-l,m—l (3 142)
V2j \/‘j_mngf%,m% PRam T 2 \/j+m+1y]9+2m+2 :

Fazendo uma combinacao linear das funcoes (3.142), construimos os autoes-
tados de K9 - o, ou seja,

1 .
Jj—m+1~,9 :i: J+m»9g
:1 Jtt yj+2 ! J yjfé’mfé (3.143)
2 J+m41,g J m )9
J+ y]+2 +f \/ Y Lm+d

onde *x, sdo os autovalores do operador helicidade e j é dado por (3.139). Por
outro lado, os modos-zero k,—g., = 0 sao dados por,

1 g+2 g,m— g— g— 1m—§
CD,m’m = - (3.144)
9+m+2 VI P i) Y9
gt Y gmts g% Tg-lm+}

onde usamos o fato quen =0 = j =g — % Porém, notando que ygg_l a1 0,
) 2

reescrevemos (3.144). Usando (A.36) e fazendo £ — g — 1 e m — m =+ 3, temos,

11 —\g—m+3Y 1
9 = =—0"Y (3.145)

(I)n m
" V2291 \/g+m+1y9 V2 e

comm = —qg+ 5, cey g — 5. Os espinores (3.142) estao relacionados aos autoestados
do Casimir J?, T9 e Y7 (3.28), pela transformacao SU(2) (3.12):

Y, =V, ¢)'(sen B - QF +cosB-Qf) (3.146)
e, =V, @) (—cos 3 - QY +senp- Q7 ) (3.147)

. o + l
tanf = |22 2 (3.148)
Jtg+s3
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O leitor pode verificar facilmente os resultados [(3.146),(3.147)], porém, é importante
notar que essas equagoes tém como consequéncia:

g —

1

L ——
Kn,m \/é

1 . A

= —=[-V(0,9) Q7 FiV(0,0) QI ]

,m

(Y9 F iry,.)

J?m

Sl

= PV (9, )T DY (3.149)

+Kn,m

Entao, a menos do fator de fase (que nao interfere na fisica do sistema), V' age sobre

@4, . de modo a transforma-lo em W%, . Para os modos-zero ¢ ficil ver que,

\Ijg - _V(97¢>T(I)9

ko=0,m rko=0,m

(3.150)

3.4.3 Relacoes entre os Autoestados de —iP e Hp_g

Comecaremos com o Hamiltoniano de Pauli-Schrodinger dado por,

1 1

onde D ¢ a derivada covariante no espago curvo 3D, cujas componentes sao dadas
por (A.9) e F' é o campo de forga (magnético) devido o monopolo. Na derivacao de
(3.151) usamos a propriedade u - (v X w) =w-(u X v) =v-(w X u) e a eq. (A.5)
para obter,

(0 -D)?*=D*+o0-F (3.152)

E conveniente expressarmos o hamiltoniano de Pauli-Schrodinger em coordenadas
esféricas. Assim, usando as relacoes!!

A9 g +12=AD° 4+ L.o+1= (K9 . 0)? (3.153)
1 1 02 1 0 1 2

= -7 (9) 3.154

oM M 02 Mror | 2Mr? (3.154)

Devemos ter que,

10,0 1

Hp_g=— i I
p=5 2Mr? 87"T or + 2Mr?

(A9 . o) (AY .o +1) (3.155)

Sobre uma esfera unitéria (r = 1), reduz-se para,

1
e = — (A9 (9) . 1 1
Hp_glr=1 ZM(A o)(AY .o +1) (3.156)

1A 12 iguadade de (3.153) serd demonstrada mais adiante, enquanto que (3.154) foi obtido da
expressao do hamiltoniano de Landau nao-relativistico (A.43).
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Da eq. (3.156) inferimos que os autoestados do hamiltoniano de Pauli-Schrédinger

sao os mesmos do operador paridade A9 - o, dados por
19
Qi

Enm = 5 (ﬂ +, [1- ) ( ¢1+Ji§+vﬁj£%;f

sao calculados a partir de (3.142). Note que %k, sdo também

onde Qe Q7
autovalores de (A9 - o 4 1) devido (3.153). Como prometido, vamos verificar a 12
igualdade de (3.153) donde utilizaremos as relacoes de comutagao'? para Ag»g) (A.12):
A A = —ieju (L — 2017 (3.158)
Devemos ter que,
(A9 o +1)* = [A90, + A9, + AW, + 1][AD0, + AW 5, + AP0, +1]
= (A(g)Q AW Az(/g)]wz _ [A;g),Agg)]in + [A?(Jg),A(g)]w + 21\3(,;(’)% + QA;Q)O'y + 2A§g)02 +1)
A9y LW . o411  C.QD
Os autoestados 2%, . e Py, ,, estdo relacionados como
=g 1 —w g ip g
—Kn,m _\/5( (Dnn m +e @*K m) (3159)
(3.160)

1 . .
» (6_2@ ' (I)mn,m — e q)g—nn m)

11—

Eg—nn,m - - \/5

cuja verificagao pode ser feita usando [(3.143),(3.157)] e nos leva a
1
J+t3 J+3

sengpz—l< 1+,gl+ 1—,g1>ecosgp———
satisfazendo, portanto,
+1 ’
Ay 1—(.91)
g Jt3

Como consequéncia de [(3.159),(3.160)], os autoestados de —iP e Hp_g estao rela-

(3.162)

(3.161)

tanyp = —

Cionados por,
1 . —_
—= eizw -V (07 ¢)T(‘:in,m Z-‘:!il{m"”)’ n= O’ 1’ 2’ T

v —
+Kpn,m \/—
2
embora exija um pouco de &lgebra, devido a isso

12Nao é complicado verificar (3.158)

pouparemo-nos desse trabalho
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onde w = 3 + ¢ tal que,

JG+DGita+s+i-g+3)

tanw = — (3.163)
JU+si—9+5—9lg—3h\/itg+3
Para modos-zero k,, = 0 obtemos da eq. (3.157),
- V2 , 1,
:‘zOZU,m = T(Qim - Qﬁm) = _Eﬁgg—%,m = _(I)ioio,m (3164)

onde usamos (3.142). Substituindo a expressao acima em (3.162), vemos que,

\Ijg

rko=0,m

=V (9,¢)=! (3.165)

—rko=0,m
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Capitulo 4

Aplicacoes de Esfera Fuzzy
em Grafeno

Neste capitulo, nds aplicamos todo o arcabougo tedrico visto até o momento
sobre modelos de Landau relativistico e esfera fuzzy no grafeno. Seguiremos a abor-
dagem feita por K. Hasebe [7].

4.1 Vales das Esferas Fuzzy do Grafeno

4.1.1 Espectro do Grafeno

Vimos na segao 2.4 que no limite de baixas energias, as excitagoes da rede de
grafeno sao descritas por dois espinores bidimensionais de Dirac cujas componentes
indicam os graus de liberdade das sub-redes A e B. Adicionalmente aos graus de
liberdade das sub-redes, o grafeno também acomoda os graus de liberdade do vale
dos pontos K, e K_ | e agora o hamiltoniano do grafeno é representado pelo operador
Dirac-Landau que inclui a contribuicao desses dois pontos, definido como,

: _ (~1Pk, 0
—Z$K+@K_ = ( 0 —iZDK_) (4.1)

onde —i Py L€ —iDx  sao os operadores Dirac-Landau em cada vale definidos por,

. . 1 . . 1
—z@KJr = —10,Dg — Zmaﬂ)(b, —iDy = —io,Dy+ Zmayl% (4.2)

com os operadores Dy e Dy dados em (3.12). Por outro lado, 0 é a matriz nula 2 x 2.
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Usando as egs. (4.2) e a élgebra SU(2) das matrizes de Pauli, [0;,0;] =
2ig;j50%, pode-se mostrar que —i@KJr e —iPy_ estdo relacionados por,

—Z’@KJr = 0,(—iPk )0, (4.3)

Definindo g, = g + %az de modo que,

e usando (3.16), para o qual g, = g + %oz, o operador momento angular total é
construido como [7],

L2 0 0 0
(9s) (9+3)
- L q _ 0 LYz 0 ) 0 (4.4)
0 L) 0 0 LW+ 0
0 0 0 LU
que satisfaz a algebra SU(2),
[Jj, ] = igjudi (4.5)

2
Agora notando que a representacgao de L%2)” na base dos harmonicos monopolares
2
nos fornece L#*3)" = J(5 4+ 1)13;41 e considerando os pontos de Fermi K., K_,
reescrevemos (4.4) como,

J2 _ jK+<jK_ + 1)12jK++1 ' . 0 (46)
0 Jr_(Jr_ + 1l 11

onde 1yj41 ¢ a matriz identidade (25 + 1) x (25 + 1) e,

. 1 1
jK+=g+nK+—§, jK_:g+nK_—§ com ng, ,ng_=0,1,2,... (47)

Das egs. (3.33) e (4.3), obtemos,

(9£3)(9F3)
0- *'0y " °? 0
o 2 - _ F +
agora usando (A.51) e (A.52), o quadrado de —iﬁKJr@K_ fica,
. 1
(- Preorc )} =T g4 (4.9)
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4 Vales das Esferas Fuzzy do Grafeno 58

O espectro do operador Dirac-Landau ja foi calculado na secao 3.1, e para os pontos
K, e K_ ele é o mesmo. Portanto, os autovalores de —i@KJr@K_ sao dados por,

+k, = £/n(29g +n) (4.10)
onde como sabemos n = 0,1,2,.... A degenerescéncia de cada nivel de Landau
relativistico deve ser,

2% (2] +1)]j—gn-1 =4(g+n) (4.11)

como esperado. Note que 2x vem dos graus de liberdade correspondentes aos vales
(K, e K_). Agora que conhecemos os autovalores do Hamiltoniano do grafeno, nao
é dificil mostrar que os autoestados sao denotados por,

. 1 3 0
n = 07 J=9— 5 : \Ijiozo,m;K+ — (yjbm > X \Ijiozo,m;K_ = (ygé) (412)

]7m
_1 Y
Vi FiV
n = 1>2a37 cee s \Ijinn,m;K+ = ( ,]77;_1,_% ’ \Ijgtnn,m;K_ = gf? (413)
FiYjm Yim
A agdo de o, sobre Ve, . ¢ tal que,
qul:rm,m;K} = Oﬂﬁq]fﬁ:ﬁmm;K_ (414)

Entao a matriz o, faz um ‘papel” andlogo aquele da matriz quiral o, (3.49), porém,
aqui a relacao é entre os autoestados correspondentes aos pontos de Fermi, com
mesmo autovalor.

4.1.2 Deformacao da Massa e Vales das Esferas Fuzzy K,
K_

O hamiltoniano do grafeno com massa deformada, incluindo a contribuicao
dos pontos K e K_ é definido por,

, —iPg, + Mo, 0
— Mo, = + 4.15
(P + Moy erc ( 0 b+ Maz) 1)
Note que —iPg Lt Mo, = —iD + Mo, cujos autoestados foram calculados

na se¢ao 3.3. Entao, os autovalores do operador Dirac-Landau com massa deformada
em K sao dados por,

n=0: &oo=M e n=12...: £ =+n(n+29) + M2 (4.16)
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Por outro lado (—iPx  + Mo,)* = (—iPx_)* + M?, donde tiramos que os autoes-
tados do operador Dirac-Landau com massa deformada em K_ sao obtidos por,

n=0: —{o=-M e n=12,...: £& ==%n(n+29) + M2 (4.17)

Cada vale tem degenerescéncia (2j+1)]; =2(g+n)comn =0,1,2,...,

=g+n—
e os autoestados correspondentes sao,

1 [§n+ 5 (1 + 3 +n ) y
Ve g, (M) = 4 | 7 e (4.18)
Envme—{- 2 ng
é.n :FZ <1 :F f +Fin> 2
. +
i (1 + M )y‘.’mQ
Vi mx_ (M) =3 —5";’{" ) (4.19)
my e, B — 2

onde, como ja sabemos, j = g +n — % en € N. Usando as eqgs. (4.16) e (4.17),

obtemos o espectro do hamiltoniano do grafeno com deformacao da massa,

+¢, = £v/n(n+29) + M2, n=0,1,2,... (4.20)
A degenerescéncia é tal que,

+&=+M: 2g, n = (4.21)
+&, 0 4(g+n), n=12... (4.22)

A figura 4.1 mostra o espectro do hamiltoniano do grafeno com e sem deformacao
da massa. Note que mesmo sob deformacao da massa o espectro continua simétrico
com relagao a energia zero.

Perceba que a degenerescencia dos modos-zero corresponde aos autovalores
+M, quando adiciona-se o parametro de massa. Vale ressaltar também que os
operadores Dirac-Landau com deformagao da massa, nos pontos K e K_, nao
respeitam a simetria quiral, ou seja, {—z’ZDKi + Mo,,0.} # 0. Todavia, (—iP +
Mo.)k oK_ obedece a,

{R, (=D + Mo.)k, ax_} =0 (4.23)

onde,

R =i (09 Ooy) (4.24)

Y
Note que R pode ser interpretado como uma matriz quiral generalizada, tal como
vimos na se¢ao 3.3. A relagdo (4.23) é o que garante a simetria do espectro do
Hamiltoniano massivo, com respeito a energia zero.
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Figura 4.1: Espectro do hamiltoniano do grafeno com e sem deformacgao da

massa. Os pequenos circulos azul e verde, correspondem respectivamente aos

autoestados dos operadores Dirac-Landau em K e K_.
(fzp + ]\/[0'~)K+:K degenerescéncia

—1 degenerescéncia
$K+WK7 ) g J/ A K+ I\/yf
Ay Ky K- ios3) 329+3)+ M - @=—@ = 4g+3)
320 +3) | -@ - —@ - 4y
(29 ) o -0 2(2g + 2) + M?2 - - @--0 - 4(9+2)
220 +2)} -~@ - —@ - 4(9+2) 2+ 1)+ -@--@—-- 4g+1)
V29+1t=-@=-@ = 4(g+1) M0 MF-@9---- 29
o ——0— 4y —> °]
7 g pp—— - 2
2+ 1 - 0——-@ - 4g+1) . ’
Vg r ) M- - —-@ = 4g+1)
—v/2(2¢+2) % — @— —@ - 4(g+2
(9 ) 9 [ (9 ) - 2(29+2)+J\12'_'.__._' 4(9+2)
—V329+3)fF - @= =@ = 4(g+3) ~V329+3)+ M2+ - @ —-@— 4g+3)

Fonte: Referéncia [7]

Uma consequéncia direta de (4.23) é o fato da matriz R relacionar os auto-

estados correspondentes aos pontos K, e K_, tal como,
\Iliﬁn,m;K+ (M) = 10y Ve, mKk_ (M)

Aseqgs. (4.23) e (4.25) sao facilmente demonstradas, onde o leitor pode usar Uy(—iZDK++
Mo.,) + (—iPx_+ Mo.) = 0 na verificagio de (4.23).

(4.25)

Uma vez que conhecemos os autoestados dos operadores Dirac-Landau mas-
sivos em K e K_ [(4.16), (4.17)], estamos aptos a introduzir as esferas fuzzy para

cada vale como,

K
Xig = <\I’ign;K+(M)‘w|‘I’ign;K+(M)> (4.26)
K_
Xoe, = (Vi ke (M)]2|V, g (M) (4.27)
Seguindo um procedimento analogo aquele da se¢ao 3.3, obtemos,
K M
Xig; = — (1 F 29571)77’1(9) ) Ss:g+n—§ (4.28)
K_ M
X =- (1 + 29571)77’1(9) S yint (4.29)
onde 729 ¢ calculado por (3.69). Entdo, devemos ter que,
2
X;:—i- . Xg-i- = Xi; Xi; = R/E(f) (4'30)
2
xe o xtr = xl x5 =R (4.31)
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onde os raios das esferas fuzzy R/fél (M) ja foram calculados e sao dados por (3.105).

As egs. (4.30) e (4.31) nos dizem que, para um dado nivel de Landau n (ndo nulo), o

parametro de massa M # 0 modifica o tamanho das quatro esferas fuzzy, de modo

que duas aumentam seus raios e as outras duas diminuem, em contra partida, para

n = 0 as esferas fuzzy nao variam seus tamanhos como mostra a figura 4.2 (¢ =3 e

M = 2 foram adotados).

Figura 4.2: Mudanca nos tamanhos das esferas fuzzy (representadas pelos

circulos) sob deformagao da massa nos niveis de Landau correspondentes.

- j@K+fK,

100

[ s

M # 0

(—L@ + I\IU:)K+%K,

K

n<« L : C) 3 n n ‘ n

Fonte: Referéncia [7]
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Iniciamos esta dissertacao estudando as propriedades eletronicas do grafeno,
no limite do continuo a baixas energias. Vimos que neste material, os portadores de
carga (elétrons) apresentam relacao de dispersao linear para o espectro de energia
e se comportam como particulas de Dirac livres, sendo descritos pela equacao de
Dirac, sem massa em 2 + 1 dimensoes.

Vimos no capitulo 2, que defeitos topolégicos num cristal (ideal), podem ser
descritos por meio de métricas de uma geometria com curvatura e torsao, isto é, uma
geometria de Einstein-Cartan. Em seguida, fizemos uma breve andlise dos defeitos
tipo desclinagoes, usando a teoria elastica de defeitos e depois via campos de gauge,
onde mostramos que desclinagoes estao associadas a curvatura da rede, sendo esta
ultima medida pelo vetor de Frank [3]. Por outro lado, tais tipos de defeitos tém
como consequéncia a mistura dos espinores correspondendo a sitios da mesma sub-
rede no grafeno, e vimos que tal mistura é descrita por um gauge nao-Abeliano,
dependente somente da topologia da rede.

No capitulo 3, estudamos os modelos de Landau relativisticos e a geometria
nao-comutativa, sendo esta 1ltima derivada por aplicacao ao método de projecao de
nivel aos modelos relativisticos de Landau. Analisamos o problema de autovalores
do operador Dirac-Landau sobre uma esfera, e vimos que seus autoestados com au-
tovalores de sinais opostos estao relacionados pela transformacao quiral o, uma vez
que a simetria quiral (3.39) ¢é satisfeita. Introduzimos as esferas fuzzy relativisticas
e nao-relativisticas por meio dos autoestados dos niveis de Landau relativisticos e
nao-relativisticos. Mostramos que, em comparagao com o caso nao-relativistico, os
raios das esferas fuzzy relativisticas diminuem para n = 0 (modos-zero) (3.75) e
para n # 0 eles aumentam (3.76). Notamos também que, sob deformagao da massa,
para niveis de Landau simétricos, os raios das esferas fuzzy variam seus tamanhos,
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enquanto que para modos-zero nao varia (ver fig. 3.5).

No capitulo 4, aplicamos todo o arcabouco tedrico visto sobre niveis de Lan-
dau relativisticos e esferas fuzzy no grafeno. Uma vez que lidamos com os graus
de liberdade dos vales, notamos que a degenerescéncia de cada nivel relativistico de
Landau é o dobro (4.11) comparado ao caso de um tunico operador Dirac-Landau.
Abordamos também, separadamente, os autovalores e as degenerescéncias do ope-
rador Dirac-Landau em cada vale (K4 e K_), vimos que mesmo sob deformagcao
da massa, o espectro do hamiltoniano do grafeno apresenta simetria com respeito a
energia zero.

Como perspectiva, podemos usar os modelos de Landau relativisticos e esferas
fuzzy para estudar o grafeno com defeito topoldgico tipo desclinagao, onde podemos
introduzir o parametro o = 1+ % na métrica da esfera S?. Este parametro descreve
o setor angular A\ retirado ou adicionado a superficie da esfera.

Departamento de Fisica - UFPB



Apeéendice A

Modelo de Landau
Nao-Relativistico

Neste apéndice faremos uma revisao do modelo de Landau nao-relativistico,
o qual descrevemos um sistema carga-monopolo. Este é um caso 3D em que temos
uma particula se movendo numa geometria esférica onde no centro da mesma hé um
monopolo cujo campo magnético radial é constante sobre a superficie da esfera. O
desenvolvimento que faremos aqui é baseado principalmente nas Refs.[7, 51].

A.1 Hamiltoniano de Landau Nao-Relativistico

Na descri¢ao do sistema carga-monopolo vamos adotar o sistema de coorde-
nadas esféricas usual,

r=rsenfcos¢p, y=rsenflsen e z=rcosf (A1)

além disso também adotaremos o formalismo de Schwinger no qual o campo de
gauge 1-forma do monopolo é dado por,

A= ggij3m+$jdxi7 onde i,j=1,2,3. (A.2)

+9°)
Onde g representa a carga do monopolo (aqui estamos considerando g > 0). Da
eq. (A.2) e usando (A.1) obtemos as componentes,

z 1
Aw = gmy = g; COtGSGH(b
A : L ot feos o
= —0—F 57X = —g— Ccot v cos
VT a2 ) &
A, =0 (A.3)
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A Hamiltoniano de Landau Nao-Relativistico 65

E conveniente expressarmos A em coordenadas esféricas, temos entdo que,
z
= —gcosfde (A.4)

A=y (xodzy — x1d2))

ou seja, sO existe componente do campo de gauge na direcao gzg, que esta em con-
cordancia com a simetria do sistema. Notemos, por outro lado, que o gauge ado-
tado apresenta uma singularidade sobre o eixo z, pois em # = 0 ou # = 7 temos
sen ) = sen = 0 fazendo com que A, e A, explodam. Na linha do equador (0 = %)
o campo de gauge do monopolo é nulo.

Associado ao campo de gauge temos um campo de forca que é dado por,

1
Fy =¢€juokAr=g—x; onde j k=123 (A.5)
r

ou equivalentemente,

F=dA (A.6)

Onde o operador ‘d’ é uma derivada exterior! sobre a 1-forma A. De forma anéloga
ao caso da derivagdo da eq.(A.4), podemos expressar F' em coordenadas esféricas,
temos,

— L
r(z? 4+ y?)
= gsen6df A do (A.7)

(ydz A dz — zdz A dy)

onde usamos a propriedade que dz’ A dz* = 0. Vemos que F é um campo 2-forma
como era de se esperar. As componentes do campo de forca sao obtidas trivialmente
a partir da eq.(A.5), donde encontramos,

x Yy z
Fx:gﬁa Fy:gr_37 Fz:gr_3 (AS)

A derivada covariante é construida a partir de,
D; =0; —iA; (A.9)
agora ao fazermos o indice j = 7,0, ¢ e notando que A, = Ay = 0 tém-se,
D, =0, Dy=0p e Dy=0,—1A4 (A.10)

mas pela eq.(A.4),
Dy = 0y +igcost (A.11)

Veja [52] para mais detalhes.
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A Hamiltoniano de Landau Nao-Relativistico 66

por outro lado, o momento angular covariante ¢ dado por,
Agg) = —igjkl.l‘le <A12)

que podem ser expressos tanto em coordenadas cartesianas quanto esféricas, assim,
reescrevendo (A.12),

Agg) = —i<€j12$1D2 + 5]'13.1’1D3 + €j21$2D1 + €j23£CQD3 + €j31$3D1 + €j32$3D2)

calculamos a componente? A;, logo,

0 0
A(g):_. 9 i (2 A
1 Zy(&z 7 Z)—Hz(ay 1 y>

20
= L§°) — gcos cos ¢, onde L§°) = — e T —

81’[

De forma anéloga calculamos as outras duas componentes, destacamos entao,

sen 6

2 29
O () R () B A13
e v gr(x2 +y?) * " Tsend cos ¢ (4.13)
2 20
AN —p©0 o 2Y o Y A.14
Y v gr(x2 +y?) v Tsend sen ¢ ( )
Agg) — Lgo) + gf = Lgo) — gcosf (A.15)
r
Os termos Lgo) sao os operadores de momento angular orbital livre e obedecem a
forma,
0 _ 9
L7 = gjuxr0;, onde usamos 0 = — (A.16)
6£El

As egs. (A.16) também podem ser postas em coordenadas esféricas, fare-
mos explicitamente o caso Lg(go) e as outras duas podem ser obtidas seguindo um
procedimento analogo, temos,

3
La(co) =—1 Z E1kTrO;

k=1

——@'ie xa—l—e xa—Fa xa
= : 1k1 kaml 1%2 kaxQ 1k3 kaxg

= i(sen ¢y + cot 6 cos p0,)

onde fizemos uso dos operadores % em coordenadas esféricas?.
1

2Note que estamos usando a seguinte convencdo para os indices: 1,2,3 equivalem a z,v, z,

respectivamente.
3Veja o exercicio 2.5.12 da ref.[53].
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O conjunto das trés egs. (A.16) sao escritas como,

L = i(sen ¢pdy + cot O cos ) (A.17)
L;O) = —i(cos ¢y — cot O sen p0y) (A.18)
LY = —io, (A.19)

A partir do campo de for¢a (A.5) e do momento angular covariante (A.12),
calculamos o momento angular total SU(2),

L@ =A@ _ % (A.20)
r
Ap6s algum trabalho algébrico pode-se organizar as componentes de L9 como,
LY = i(sen Dy + cot O cos pDg) — gz (A.21)
r
Lég) = —i(cos Dy —sen g cot §Dy) — g% (A.22)
L9 — —iD, - ¢° (A.23)
r

Por motivos que ficardao 6bvios mais a frente, vamos reescrever as egs. [(A.21)-
(A.23)] de uma maneira mais sugestiva, partindo de (A.20) e usando (A.1). Como
de costume o farei para a 1* componente, sendo as outras obtidas analogamente:

2

L9 = 10 gD o — "

sen 6 r

0 _ "
Temos que,

L@ — 0 _ " — 0 _ @ A.24
2 sy S Al ey, (A.24)
L@ — 0 _ " = LO _ sen ¢ A.25
v v Iy y2y v Tsend ( )
LY =10 = i, (A.26)

O objetivo agora é calcular o quadrado do operador momento angular total
(A.20) e para tanto vamos usar as eqs. [(A.24)-(A.26)], além de considerar uma
funcao teste! h(6, ¢), onde obtemos,

)2

L@ = (L;g)2 + L9 4 Lg9>2)h

2
o (0)2 rz (0) 2 T
_[L b2 gl g |

4Geralmente quando queremos saber a forma de um operador, fazemos o mesmo agir numa
funcao teste e depois descartamos esta tltima onde ficamos com uma equagao envolvendo os ope-
radores apenas. Veja a ref. [50].
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E identificamos imediatamente que,

2

2 (0)2 rz 0 9 T
 ACMES AC 205~ yng )+ g e (A.27)
onde,
1 1
LO? = _ = 5 (sen0dy) — ——— 02 A28
sen 0 b(sen 60y) sen2f ¢ ( )

Pode-se mostrar que os operadores (A.26) e (A.27) comutam, e da mecanica quantica

5

nao-relativistica, eles possuem autoestados simultaneos’. Isto sugere entao os se-

guintes problemas de autovalores:
L&Y =+ 1)), (A.29)
LOYI  =mYi (A.30)

onde as funcoes yg . sao chamadas harmonicos monopolares e os nimeros quanticos
¢ e m sao dados por [51]:
{=g+n, com n=012... (A.31)
m=—l, ... 0 (A.32)

Uma vez que estamos tratando com operadores tipo momento angular, é
conveniente trabalhar com os operadores nao-Hermitianos,

LY =19 +iLl9 (A.33)

que sao chamados operadores escada. Pelas eqgs. [(A.17),(A.18),(A.24),(A.25)] rees-

crevemos Lf) como:

cos ¢ sen ¢

sen d

LS‘?) — |:Z (Sen ¢a€ —+ cot 9 COS qba(ﬁ) - gsen 9

} +i {—z’ (cos 0y — cot B sen p0y) — g

= e'? (09 +icot 004 — sei@)

(9)

Ao calcular para LY as eqs. (A.33) ficam escritas como,

(9) _ _+igp . 4
LY =e <i89 + i cot 00, o 9> (A.34)

A acao dos operadores escada sobre os harmonicos monopolares produz,

LYY =VUFm)((E£m+ 1)V, . (A.35)

®Consulte J. J. Sakurai [54].
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(9)

como era de se esperar, L 2

modificam o autovalor de L;”’ por uma unidade, mas
. 2
nao afetam o autovalor correspondente a L(9)°.

Os harménicos monopolares sao explicitamente dados por [51, 7]:

12+ 1= m)(L +m)! <Se g)a( 9>5

g _ Z Z
Yem S\ (=gt +g) ") "3
x B0 (cos §) - €M (A.36)
onde,
a=m+g, f=m-—g (A.37)

e Prga’b)(cos 0) sdo os polinomios de Jacobi.® Vale ressaltar que o niimero quantico

magnético m deve ser inteiro (m € Z) para a unicidade da fun¢do de onda. Por

outro lado, isto implica que g também seja inteiro [veja egs. (A.31) e (A.32)].
Alternativamente, podemos expressar os polinémios de Jacobi como [6],

P07 (cos ) =<—1>‘+ml+§rf<—1>”(£‘g)( )

p— n g—m-+n

20+2m—2n 2n
X <sen g) (cos g) (A.38)

e substituindo (A.38) em (A.36), obtém-se,

yzm<e,¢>=<—1>“m\/ e (R mz r( 605

0 20—2n—g+m 9 2n+g—m
X <sen 5) <cos 5) (A.39)

A tabela abaixo mostra os harmonicos monopolares para g = ¢ =1,

g|l|m Vim0, 9)

1]1]-1 ;\/Ecos (2) —i¢

1]1]0 | 3/2tan (%) (cosb—1)

1 /3 (1—cos®)? ;
LTl 5\/; sen?(60/2) e’

60s polindmios de Jacobi sao definidos (fazendo x = cos #) pela férmula de Rodrigues:

= (_1)n @ - d” n+a n
mn! (1—l‘> (1+.Z') b@(l—I) + (1+l’) +b

onde z € [—1,1]. Uma discussdo detalhada sobre estes polindémios pode ser encontrada em [6].
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E interessante notar que o caso g = 0 — a = = m e os polinémios de Jacobi (veja
a nota de rodapé 6) assumem a forma [51],

14
om ((+m)! (1 — cos? 0)™2P™(cos 6) (A.40)

—1)m
Pl (cos ) = (=1

onde P™(cosf) é a fungao de legendre associada. Assim, substituindo (A.40) em

7

(A.36) recuperamos os harmonicos esféricos” usuais:

O hamiltoniano de Landau nao-relativistico de uma particula na presenca do
campo do monopolo é dado por [7, 56],

3
1
H=-——S D2
72

2

M Or2 Mror + 2Mr?

onde usamos as relagoes para % em coordenadas esféricas e as componentes do
J

(A.42)

campo de gauge (A.3).
Considerando agora que a esfera do modelo tenha raio unitério (r = 1), e
usando a relacao L@? = A@? ¢ g%, o hamiltoniano da particula sobre a esfera ser4,

1 2 1 2
HY — — A@° — _— (@7 _ ;2 A.43
oM Tk 7) (A43)
Notemos, por outro lado, que H e L@? sio observdveis compativeis, portanto

possuem ygm(e,¢) como autoestados simultaneos. Temos entao o problema de

autovalores:
H9Y,.(0,0) = BV, (0,0) (A44)
que é facilmente resolvido usando-se as eqs.(A.29, A.31), obtem-se,
1
BY = 1 on + 1 A4
© = o+ 1)+ g(2n + 1) (A.45)

Esta tultima equacao nos mostra que para o n-ésimo nivel de Landau, os
autoestados (harmonicos monopolares) sao degenerados, cuja degenerescéncia é,

204+1=2g9g+2n+1 (A.46)

"Os harmoénicos esféricos sdo definidos por:

@+ E=m) im
Ye,m :\/ o (€+m)!PZ (cos B)e™?

veja mais propriedades em [55].
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A.2 Relagcoes com os operadores Edth

Vimos que para o nimero quantico m existem operadores escada que deno-

tamos por Lgf )

responsaveis por aumentar ou diminuir o valor deste ntimero em 1
unidade. Na literatura constatou-se que também existem operadores escada para g,

estes conhecidos como operadores edth [7, 57]:

o1 _
553) = (sen6)? ((99 + Zsen08¢) (sen®)™? (A.A47)
0 = (senb) (ag Zsenﬁgd’) (send) (A.48)

Usando a funcao teste f(6, ¢) os operadores Edth podem ser expressos como,

525) =0yp Fgcoth £

0 (A.49)

A agado dos operadores edth sobre os harmonicos monopolares produz [58, 59],
00V, (0,0) = £/ ((F 9) ([ g+ D)V (6.9) (A.50)

As egs. (A.50) nos mostram que 5 / oY aumenta/diminui a carga do monopolo em

1 unidade. Em contrapartida, em termos dos niveis de Landau (A.31), os operadores
edth atuam como operadores escada dos niveis sendo que: 39) / 99 diminui /aumenta
o nivel n em 1 unidade.

Usando as eqs. [(A.48),(A.49)] e a fungao teste f(6, ¢) obtemos as seguintes
relagoes para os operadores edth,

6(9—1)6(9) _ 6(9-*-1)5583) = —2g (A.51)
il (g—1) 5(9 13 (g+1) Gl (9) _ 2(L(9)2 _ 92) (A.52)

Agora das eqs.[(A.24),(A.26),(A.48),(A.49)] pode-se verificar que os operadores edth
e momento angular sao mutuamente comutativos, isto é, que as relagoes abaixo sao

validas,
L§9+1)5(9) 5(9)L§9) 0 (A.53)
LY 89 — 9L =0 (A.54)
onde j = z,vy, 2. Para j = z, apds algum trabalho algébrico, obtemos:
0 9 6
(L9 — LW f = QZS(::29 cos pf — g 5 Cos of + g 7 Cos Of — 9 o8 7 co8 of
cos ¢ cos <b cos (b cos <b cos gb
-9 Do f — o f + a9f &z:f 5¢f
sen 6
cos ) cos (]5 cos <25
—i g Opf + 3¢>f 9y 59f
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Analogamente, calcula-se para as outras componentes. O fato de os operadores
edth e momento angular total comutarem implica que aqueles sao singletos® sob
transformacoes causadas por estes.

Usando as relagoes (A.51, A.52) podemos reescrever o Hamiltoniano de Lan-
dau (A.43) como,

1
H = — =@ 8 85 1 29 — 29)
1
_ gl 9 A
o 0% T 459

O leitor pode verificar que devido (A.53) e (A.54) o Hamiltoniano (A.55) é invariante
sob transformagcoes SU(2), isto é,

[H(9)7 ng)] =0 com ] =z,Y,2. (A56)

E interessante notarmos que a eq. (A.45) também pode ser derivada usando o ha-
miltoniano de Landau na forma (A.55) e as eqs. (A.50), uma vez que Y/, (6, ¢) é
autofuncao de H. Analogias com o caso plano podem ser encontradas em [7].

8Operadores singletos sdo aqueles que atuam em estados singletos, por exemplo, num sistema
de duas particulas com spin 1/2, o estado singleto é aquele cujo autovalor do quadrado do spin total
S? ¢ nulo. Consulte, por exemplo, a pdg. 166 da ref.[50].
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