Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza

Programa de Pés-Graduacao Stricto Sensu em Fisica

Yoshiyuki Sugawara Miranda

Transporte em um Ponto Quéantico Aberto: Estudo de

Autocorrelacoes da Condutancia e do Emaranhamento

Joao Pessoa

8 de Junho de 2017



Yoshiyuki Sugawara Miranda

Transporte em um Ponto Quantico Aberto: Estudo de
Autocorrelagdes da Condutancia e do Emaranhamento

Dissertacao de mestrado apresentada ao depar-
tamento de fisica da Universidade Federal da
Paraiba para obtencdo do titulo de mestre em

fisica.

Area de concentra¢ao: Matéria Condensada.

Orientador: Jorge Gabriel Gomes de Souza Ra-

mos.

Joao Pessoa

8 de Junho de 2017



M672t Miranda, Yoshiyuki Sugawara.

Transporte em um ponto quantico aberto: estudo de
autocorrela¢gBes da condutancia e do emaranhamento /
Yoshiyuki Sugawara Miranda. - Jodo Pessoa, 2017.

73 f.:il. -

Orientador: Jorge Gabriel Gomes de Souza Ramos.
Dissertacdo (Mestrado) - UFPB/ CCEN

1. Fisica. 2. Sistemas Mesoscopicos. 3. Transporte
Quantico. 4. Condutancia. 5. Emaranhamento. I. Titulo.

UFPB/BC CDU: 33(043)




o
N

A
Universidade Federal da Paraiba

Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pos-Graduagéo Stricto Sensu em Fisica

DECLARAGAO DE TITULACAO
Mestrado

A Comissdo Examinadora que abaixo assina este documento, reunida no dia 23 de
fevereiro de 2017, na Sala de Reunides do Departamento de Fisica do Centro de
Ciéncias Exatas e da Natureza da Universidade Federal da Paraiba, APROVA
Yoshiyuki Sugawara Miranda na defesa de sua dissertagdo intitulada “T; ransporte em
um ponto qudntico aberto: estudo de auto-correlagbes da condutdincia e do
emaranhamento”.

Jodo Pessoa, 23 de fevereiro de 2017.

Orientador:
0 \ e a%lqyomgs de &714327
(UFPB)
1° Examinador: 2° Examinador:

Prof. Dr. Dy@;‘ ﬁégl}ﬁ'ho
(UFPB)

Campus I — Jardim Universitério Jodo Pessoa-PB, Brasil CEP: 58051-900
Fone: 083-3216-7422 http://www.fisica.ufpb.br secpos@fisica.ufpb.br



Dedicatoria

Dedico este trabalho a Toshiko Sugawara.



Resumo

Uma realiza¢do importante da mecénica quantica € o transporte de elétrons através de nano-
estruturas. Neste trabalho o transporte quantico serd explorado através do formalismo estatistico
de matrizes de espalhamento aleatdrias, que, por sua vez, serd detalhadamente explorado. Este
formalismo serd entdo adequado a algumas formulacdes para a obtencdo de resultados de in-
teresse através de simulagdo computacional. Serd estudada a formulacdo de Landauer para
a condutancia a baixas temperaturas adaptada para matrizes de espalhamento. Através desta
formulacao, serdo obtidas curvas de condutancia, curvas de autocorrelagdo da condutancia e,
por fim, serd feita uma andlise da largura das curvas de autocorrelagdo para diferentes res-
sonancias. Serd estudado também um processo especifico de criacdo de emaranhamento de
formacao definido por Wooters, seguindo um modelo criado por Beenakker. Igualmente, serd
utilizado o formalismo de matrizes de espalhamento para obtencao de curvas de autocorrelagdo
do emaranhamento e da concorréncia. No caso do emaranhamento e da concorréncia serao
apresentados alguns resultados inéditos através de graficos e histogramas de probabilidade de
emaranhamento e concorréncia para energias de interesse. Os resultados serdo obtidos através
de sistemas similares, tratando de um ponto quintico aberto com dois guias e quatro canais,

estudados de acordo com a necessidade de cada formulagdo.

Palavras Chave: Transporte Quantico; Sistemas Mesoscépicos; Condutancia; Emaranhamento.



Abstract

The transport of electrons through nanostructures is an important achievement of quantum
mechanics. In this dissertation, quantum transport will be explored through the statistic forma-
lism of random scattering matrices, wich will be thoroughly explored in its own chapter. This
formalism will then be adequated to be used in computer simulation to achieve some interesting
results. We will study Landauer’s formulation for the conductance at low temperatures adapted
to scattering matrices. Through this formulation, we will obtain conductance curves, autocor-
relation curves, and finally we will analyze the width of the autocorrelation curves for different
resonances. We will also study a specific process of generation of entanglement of formation, as
defined by Wooters, following a model created by Beenakker. Following the same methodology
used for the conductance, we will use the scattering matrices formalism to obtain autocorrela-
tion curves for entanglement and conductance. Exclusively for entanglement and concurrence,
some new results will be presented through graphs and histograms of probability of entangle-
ment and concurrence for some energies of interest. The results for both the conductance and
the entanglement will be obtained through similar systems, consisting of an open quantum dot

with two leads and four channels, studied according to the necessity of each formulation.

Key Words: Quantum Transport; Mesoscopic Systems; Conductance; Entanglement.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo, iremos fazer uma breve introdu¢do, de maneira simples e objetiva, dos prin-
cipais conceitos levantados nesta dissertacdo. O objetivo principal deste capitulo € revisar os
conceitos ou até mesmo criar uma base conceitual suficientemente sélida para que ndo seja ne-
cessario um conhecimento profundo da 4rea para se poder acompanhar de maneira satisfatdria

os desenvolvimentos realizados nos proximos capitulos.

1.1 Sistemas Mesoscopicos

A terminologia “MesoscOpica”, aplicada para fisica, apareceu pela primeira vez em um
artigo de 1976 [1]. Desde entdo, esse termo vem sendo utilizado para descrever sistemas que se
encontram no limite entre sistemas cldssicos e quanticos.

Durante a maior parte da histéria, a mecanica classica foi capaz de descrever com su-
cesso os fendmenos observados na natureza. Esses problemas eram relacionados ao mundo
macroscopico. No entanto, com o passar do tempo, foram observados fendmenos que nao
mais obedeciam as regras da mecanica cldssica. Estes fendmenos sé seriam explicados satis-
fatoriamente através de um formalismo préprio. Foi entdo desenvolvida a mecanica quantica.
Enquanto a mecanica cléssica descreve os fendmenos do mundo macroscopico, a mecanica
quantica descreve os fendmenos do mundo microscopico. Com essa diferenciacdo entre as
mecanicas classica e quantica, cabe uma diferenciagcao entre o mundo macroscépico e o0 mundo
microscépico.

Quando nos referimos a0 mundo microscopico, a idéia inicial € de que seja um sistema
que ndao podemos observar a olho nu. No entanto, essa defini¢do ndo € boa o suficiente para
discriminar sistemas quanticos de sistemas cldssicos. Tomando a mecanica quantica como o
formalismo que descreve melhor as regras do mundo ao nosso redor e a mecanica cléssica
como uma aproximacdo, podemos chamar de mundo macroscopico todos os sistemas onde essa

aproximagcao € satisfatoria. Seguindo essa l6gica, podemos chamar de mundo microscopico os



sistemas onde esta aproximagao ja nao € satisfatoria. Neste caso, a regido limite entre esses dois
sistemas pode ser chamado de mundo mesoscépico.

O mundo mesoscopico com suas peculiaridades tem sido observado geralmente em estru-
turas em nanoescala, ao ponto de se chamar tais estruturas de sistemas mesoscéopicos. Pode-
mos definir o mundo mesoscopico como sistemas que se encontrem entre 1 micrometro e 1
nanOmetro.

O que mais se espera tecnologicamente da area de fisica mesoscOpica é o desenvolvimento
de aparelhos que se utilizem dos fendmenos obtidos através de circuitos em escala nanométrica.
Sendo uma drea que visa a aplicacdo de tecnologia a curto prazo, pode-se categorizar a area de
fisica mesoscopica como uma drea pratica e promissora.

Neste trabalho, iremos estudar um sistema mesoscopico de dois angulos diferentes. Iremos
estudar tal sistema observando a autocorrelagdo da condutancia e em um outro momento a

autocorrelacdo do emaranhamento gerado pelo sistema. Esta discussao foi baseada em [2].

1.2 Corrente e Condutancia

Podemos definir Corrente elétrica como cargas se movendo de uma regido do espago para
outra. Caso as cargas se movam em um loop fechado, podemos dizer que o caminho é um
circuito elétrico.

Quando particulas carregadas se movem em um circuito, energia potencial elétrica € trans-
ferida de uma fonte para um aparato no qual energia é estocada ou covertida em outra forma
(som, calor, luz, etc.). Essa caracteristica traz uma grande importancia aos circuitos elétricos.
Por isso, ha necessidade de estudar esses sistemas tanto em um regime classico quanto em um
regime mesoscopico (o que sera feito no capitulo 3).

Vamos fazer o desenvolvimento tedrico supondo situagdes envolvendo um fio condutor.
Primeiro vamos supor que o campo elétrico é nulo dentro do condutor, e devido a esse fato,
teremos corrente nula. Na estrutura interna do condutor, teremos elétrons livres circulando em
direcOes aleatdrias resultando em um movimento total nulo.

Vamos supor agora que seja aplicado um campo elétrico constante E dentro do fio condutor.

Os elétrons livres que estavam dentro do condutor estardo agora sujeitos a uma for¢a dada por
F =cE (1.1)

No entanto, dentro do condutor os elétrons estardo sujeitos a colisdes com os ions do condutor.
Cada colisdo resulta em uma mudanca aleatéria de direcdao de movimento do elétron. Tere-
mos como efeito da aplicacdo do campo elétrico E, levando em conta as colisdes aleatdrias, o

movimento dos elétrons como um grupo a uma velocidade de deriva v; na direcdo da for¢a F'



gerando corrente no condutor.

A direcao da corrente / € dada pelo sentido do fluxo de carga positiva ou o sentido contrario
do fluxo de cargas negativas. Mais detalhadamente podemos dizer que a corrente que atravessa
a secdo transversal de um condutor de area A € o fluxo total de carga atravessando tal area por

unidade de tempo, teremos entao
@

T dt

onde n € a quantidade de particulas que atravessam a se¢do A em um tempo dt, e € a carga

I = nevgA, (1.2)

de uma particula e d() é a carga que atravessa a se¢do A em um tempo dt. Diretamente de
(1.2) podemos definir que a densidade de corrente serd dada pela corrente dividida pela secao
transversal do condutor

J=3 (1.3)

onde podemos ainda escrever a densidade de corrente como um vetor J que aponta no sentido
da velocidade de deriva. O vetor densidade de corrente .J terd entdo de depender do campo
elétrico E e das propriedades do material, o que pode ser bastante complicado. Entretanto, para
alguns materiais, em especial os metais, Jé quase diretamente proporcional a E,ea propor¢ao
entre as magnitudes de E e J € constante para uma temperatura constante. Esta regra se aplica
para sistemas idealizados e é conhecida como a lei de Ohm. Para esta introdugao, esta regra é

suficientemente valida. Esta propor¢ao constante pode ser definida como resistividade

FE
= — 1.4
P=7 (1.4)
ou condutividade ;
- = 1.5
°TF (1.5)

onde obviamente 0 = 1/p. A resistividade € a caracteristica de um material, que obedece a
lei de Ohm, que define a resisténcia que o material tem em relacdo ao fluxo de cargas. Quanto
maior a resistividade, maior a magnitude do campo necessario para gerar tal corrente, enquanto
a condutividade € o exato oposto e trata da permissividade do material.

Estudamos o circuito através de expressOes para a densidade de corrente J e do campo
elétrico £. No entanto, muitas vezes € mais interessante trabalhar com a corrente total / € a
diferenca de potencial V. Ja temos uma relacdo entre a corrente e a densidade de corrente da
equacao (1.3). Precisamos entdo encontrar uma relacdo entre a diferenca de potencial e o campo
elétrico.

Caso o nosso fio tenha comprimento L, se¢do transversal A e seja aplicada uma diferenga
de potencial V' entre as pontas do fio, teremos como consequéncia um fluxo de cargas fluindo
do maior potencial para o menor. Quanto maior a diferenca de potencial, maior a corrente,

e consequentemente, maior o campo elétrico. Por sua vez, a corrente provinda da ponta com



maior potencial ird perder potencial devido as colisdes com os ions do condutor ao longo do fio.
Podemos inferir que o campo elétrico F estd entdo relacionado a diferenca de potencial através

do comprimento L do fio de maneira que quanto maior 0 comprimento menor 0 campo, ou seja

V
EF=— 1.6
T (1.6)
teremos a partir das equacoes (1.3),(1.4) e (1.6)
pLI
V=" 1.7
1 (1.7)
onde a proporg¢do entre a diferenca de potencial e a corrente € definida como resisténcia
V. pL
R=_—_=""2Z 1.8
=2 (1.8)
ou condutancia
1 JdA
G=—-=— 1.9
i (1.9)

A equacdo (1.8) nos mostra que a resisténcia de um condutor de secdo transversal uniforme
¢ diretamente proporcional ao seu comprimento e resistividade do seu material enquanto € in-
versamente proporcional a sua secao transversal. Ja a equacgao (1.9) nos diz que a condutancia
age como o inverso da resisténcia.

Resisténcia e condutincia servem ao mesmo proposito dos seus andlogos intrinsecos resis-
tividade e condutividade. No entanto resisténcia e condutincia se aplicam para o sistema como
um todo, levando em conta sua geometria e nio sé caracteristicas intrinsecas do material como
no caso da resistividade e condutividade.

No entanto, nds iremos aplicar estas relagcdes para sistemas mesoscOpicos, onde tomaremos
um condutor com tais dimensdes que podem estar fora do intervalo de validade das relacdes
obtidas. Cabe aqui um questionamento sobre o comportamento da condutividade em sistemas
mesoscopicos. Para este questionamento, vamos estudar um outro sistema.

Consideremos um condutor homogéneo achatado em “duas dimensdes” com comprimento
L e largura W entre dois contatos que estdo ligados a reservatorios de elétrons com uma certa
diferenca de potencial 11 — po a temperatura 7' = 0.

A T = 0, os elétrons abaixo do potencial 5 ndo contribuem para o fluxo de carga e serdo
ignorados. Podemos entdo focar o problema para o intervalo de energia p1 > E > po. Neste
intervalo teremos uma densidade de elétrons no contato 1 dada por N,(u; — p2), onde Ny =
m/mh? e nenhum elétron no contato 2, de maneira que teremos um gradiente de concentragio

de elétrons do contato 1 para o contato 2. Este fato implica em uma corrente de difusdo que
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Figura 1.1: Grafico da condutancia e da corrente em fun¢do da energia para um sistema classico
onde o se mantém constante.

pode ser calculada da equacdo de difusdo

f:—fDﬁnngNﬁ%i§%w+¥DMﬁ (1.10)
€
onde D é o coeficiente de difusdo. A partir da equacdo (1.5), podemos encontrar uma expressao

para a condutividade neste modelo mesoscopico
o =e?N,D (1.11)

que ¢ a relacdo de Einstein para condutores degenerados.

Uma vez investigado a condutividade, podemos investigar o comportamento da condutancia.
Diretamente da expressdo para a condutincia obtida, G = 0 A/ L, podemos observar que a con-
dutancia depende diretamente das dimensdes do condutor a ser estudado. Quando passamos
de um sistema cldssico para um sistema mesoscopico as dimensdes do condutor vao para va-
lores muito pequenos de maneira que os elétrons ndo mais “enxergam’ o condutor como algo

uniforme e isso causa uma mudang¢a no comportamento da fun¢do da condutancia.
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Figura 1.2: Gréfico da condutancia em fungdo da energia para um sistema mesoscopico

Podemos observar nas figuras (1.1) e (1.2) um exemplo do comportamento das funcdes
de condutancia para um sistema cldssico e para um sistema mesédscopico. Enquanto no caso
classico a condutancia mantém um valor constante que depende apenas das dimensdes do con-
dutor, no caso do sistema mesoscopico o comportamento da fungdo € errdtico e varia fortemente
com a energia.

Iremos estudar a condutancia mais a fundo no capitulo 3, levando em conta fenomenos
quanticos e desenvolvendo uma discussdao mais apurada. A discussdo serd feita em cima do
sistema hé pouco descrito, que serd estudado através do formalismo de espalhamento para ma-
trizes aleatérias. Neste formalismo a condutincia é proporcional ao trago dos elementos de

transmissao

G o Tr(tt") (1.12)

Esse sistema e formalismo serd entdo aproveitado para estudar um fendmeno chamado de
emaranhamento quantico. O emaranhamento quantico também pode ser relacionado a elemen-

tos da matriz de espalhamento, seguindo a seguinte relacao



v/ Dety~t
E o Y2500 {7 (1.13)

v = o,ro
Tryyt vy

Por ora, essa discussdo sobre a condutincia € suficiente e revisa 0s conceitos necessarios

para o entendimento dos desenvolvimentos a serem realizados no capitulo 3 de maneira satis-

fatéria. Essa discussao foi baseada nas referéncias [3][4]

1.3 Emaranhamento Quantico

A mecanica quantica € a teoria que melhor descreve o mundo microscépico e seu estra-
nho conjunto de regras, que muitas vezes parece ndo ter muito em comum com a realidade
macroscéopica. Como toda teoria, a mecanica quantica possui um cerne, um conjunto de carac-
teristicas singulares. Essas caracteristicas a diferenciam de outras teorias e lhe dao a capacidade
de explicar certos eventos de maneira tinica. No caso da mecanica quantica, o conceito que a
define é o emaranhamento quantico.

O fendmeno de emaranhamento quantico foi observado teoricamente pela primeira vez por
Einstein, Podolsky e Rosen[5] em 1935. Neste artigo, questionava-se a mecanica quantica
como uma teoria completa. Pela definicao de Einstein, para que uma teoria fisica pudesse ser
considerada completa, ela teria que corresponder cada elemento da realidade fisica com um
elemento de sua teoria fisica. O questionamento foi feito através do problema a seguir.

Suponha que tenhamos dois sistemas que interagiram entre si por um determinado intervalo
de tempo. Apds esse tempo, esses sistemas deixam de interagir e entdo tomamos a medida de
um deles e observamos o estado final do sistema que nao foi medido.

O sistema 1, quando medido pelo observavel A, retornara os autovalores aq, as, as, ... re-
lacionados aos autovetores u(xy), us(xz), uz(x3).... De maneira geral, podemos representar o

sistema total pds-interagdo com respeito a autoestados de A como

o0
\I/(:L'l, 1’2) = Z Un(%)@bn(%)
n=1
Uma medida de A fard o sistema selecionar um estado & dentre todos. Teremos entdao

AV (21, 29) = apVi(z1, 12) = ag[ug(z1)r(z2)]

Por outro lado, podemos representar o sistema um em termos de autoestados de um observavel
qualquer B. Nesta nova representacdo, o sistema 1 terd autovetores g (1), go(22), g3(x3), ... €

retornard os autovalores by, by, bs, ... quando feita a medi¢ao de B. Teremos neste caso o sistema



total dado por

U1, 22) = > gnla1)dn(22)
n=1
Tomando a medida em B ird fazer o estado colapsar em um estado &

BV (21, x9) = bV (z1, 22) = b[gr(z1)Pr(22)]

Podemos observar que dependendo do observdvel utilizado para fazer a medi¢do, o sistema 2
pode colapsar em dois estados diferentes (¢x(x2) ou ¢(x2)). Resultado este que causa es-
tranheza, afinal de contas, os dois sistemas ja ndo estariam mais interagindo e além disso as
medidas teriam sido feitas apenas sobre o sistema 1.

Este tipo de interagdo foi nomeado de emaranhamento quantico por Erwin Schrodinger
[6], onde o préprio classificou o emaranhamento como a caracteristica que define a mecanica
quantica. Essa configuracdo de dois sistemas receberia o0 nome de par EPR (em homenagem
aos autores do artigo inicial) e o problema foi chamado de “paradoxo EPR”.

O emaranhamento quantico gerou bastantes discussdes sobre como um sistema quantico,
em especial o caso EPR, deveria ser encarado. A duas principais linhas de pensamento diver-
giam sobre o fator de localidade de um sistema quantico. Alguns sugeriam que para manter a
localidade de um sistema quantico era necessario que houvessem variaveis ocultas[5], enquanto
outros viam o sistema quantico como nao-local.

A prova tedrica da ndo-localidade veio em 1964 com uma publicacdo de John Bell [7]. Em
sua publica¢do ele demonstrou que no caso EPR a informacdo entre dois sistemas emaranhados
deve ser transmitida instantaneamente e que esses sistemas nao devem ser independentes.

A principal drea de aplicacdo do fendmeno de emaranhamento quéntico até o momento €
sem dividas a computacdo quantica. A drea de computagido quantica trds um aumento signi-
ficativo no poder de computacdo em alguns tipos de processos, assim como permite que al-
guns novos processos sejam realizados, como por exemplo o “envio” de informagdo quantica
através de canais cldssicos (teletransporte quantico). No entanto, a implementagdo de sistemas
de computacdo quantica nao € tao simples pelo fato de ser necessario criar particulas emaranha-
das de maneira consistente. Esse € um dos principais motivos de se estudar sistemas de criacdo
de emaranhamento.

Como ja foi mencionado, neste trabalho iremos calcular o emaranhamento através do forma-
lismo de matrizes aleatdrias. Através deste formalismo pudemos observar que como mostrado
na figura (1.3), o emaranhamento tem um cardter oscilatdrio e cadtico para pequenas energias e
um cardter mais constantes para energias maiores. Através de uma amostragem grande de cur-

vas de emaranhamento foi possivel obter uma funcdo de autocorrelacido para o emaranhamento



0,8 -
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Figura 1.3: Curvas de emaranhamento (£) em funcdo da energia (E) para pontos quanticos
diferentes.

e estudar a distribuicdo de probabilidade de quantidade de emaranhamento para os ensembles
ortogonal, unitdrio e simplético.

No capitulo 4 iremos definir mais a fundo o emaranhamento e iremos mostrar resultados
obtidos através de simulagdo a partir de um sistema proposto por Beenakker para a criagao de

emaranhamento.



Capitulo 2

Teoria de Matrizes Aleatorias para
Transporte Quantico em um Ponto

Quantico

2.1 Breve Introducao a Teoria de Matrizes Aleatdrias

Teoria de matrizes aleatdrias lida com propriedades estatisticas de matrizes grandes com
elementos aleatoriamente distribuidos. A partir da distribuicdao de probabilidade das matrizes,
podemos obter fungdes de correlagdo dos autovalores e autovetores. A partir dessas funcoes
de correlagdo, é possivel extrair propriedades fisicas do sistema. Neste trabalho, focamos na
correlagdo da condutancia, da concorréncia e do emaranhamento.

A teoria de matrizes aleatérias comecou a ser estudada na década de 1930, porém sem
chamar muita atencdo por ndo haver uma drea de estudo com uma ligacdo forte a teoria. En-
tretanto, no inicio da década de 1950 foi observado que era possivel entender melhor alguns
problemas através do formalismo de matrizes aleatdrias. O problema que de fato impulsionou o
estudo de matrizes aleatdrias foi o problema dos niveis de energia de niicleos pesados abordado
por Wigner[10][11] através de TMA em 1955. A partir de entdo, o formalismo de matrizes
aleatdrias passou a ser utilizado em vérias areas da fisica e da matemadtica onde podemos ci-
tar como exemplos a caracterizacdo de sistemas cadticos, gravitacao quantica, cromodinamica
quantica, teoria de cordas e problemas de transporte quantico, onde este tltimo exemplo é de
suma importancia para este trabalho.

A TMA em um problema de transporte quantico lida com sistemas mesoscOpicos, que por
sua vez se encontram na fronteira entre o microscopico € o macroscopico. O efeito dessa
aproximacdo é que nesses sistemas os elétrons irdo manter sua coeréncia de fase quantica,
necessitando um tratamento quantico ao problema, e a0 mesmo tempo o sistema é grande o su-

ficiente para que um tratamento estatistico seja aceitdvel. Neste regime € possivel estudar uma
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variedade de novos fendmenos através da interferéncia quantica, onde parte destes fendmenos
mostram um caréter “universal”, no sentido de que até certo ponto estes fenomenos independem
do tamanho da amostra ou do grau de desordem. Neste ponto, a TMA relaciona a “universa-
lidade” destas propriedades do transporte quantico a universalidade das funcdes de correlagdao
de autovalores de transmissdo. A vantagem de se estudar o problema através deste prisma é
que se leva em conta toda a distribui¢ao de probabilidade da matriz de transmissao e, portanto,
os resultados podem ser aplicados a varias propriedades do transporte quantico, ndo se restrin-
gindo a condutancia. De acordo com Beenakker [12] temos a descricdo completa da estatistica
da matriz de transmissdo para dois tipos de geometria. Temos a geometria tipo fio e a geometria
tipo ponto quantico. Neste trabalho iremos nos focar no segundo tipo e seguiremos a descri¢ao

do mesmo como em [12].

2.2 Teoria Estatistica de Niveis de Energia

A TMA aplicada ao transporte quantico € uma teoria estatistica de autovalores de trans-
missdo de um sistema aberto. Em contrapartida, a TMA desenvolvida por Wigner e Dyson
trata da estatistica dos niveis de energia de um sistema fechado. Nesta sec¢do, falaremos um
pouco sobre o ensemble de hamiltonianos aleatérios de Wigner-Dyson focando na hipétese de

correlacdo geométrica.

2.2.1 Ensemble de Wigner-Dyson

Wigner e Dyson estudaram um ensemble de matrizes hermitianas 4 de dimensdo N x N

com a distribui¢do de probabilidade dada por
P(H)=Cexp{—8TrV(H)} (2.1)

onde C € a constante de normalizagdo. Caso o potencial seja V(H) o< H?, o ensemble é
chamado de ensemble gaussiano. Wigner focou seus estudos no ensemble gaussiano pelo fato
do ensemble seguir a relagio Tr H? = Tr HH' = > i | Hi J|* que causa o ensemble a ter
elementos matriciais independentemente distribuidos, o que acarreta a simplificacio de alguns
calculos.

Para que o hamiltoniano seja aceitavel no contexto de representar um sistema fisico, € ne-
cessdrio e suficiente que seja tomado o limite N — oo. Neste limite, as correlagOes espectrais
se tornam bastante independentes do potencial V' contanto que ndo se aproxime do limite do
espectro. O termo (3 na equacdo (2.1) é chamado de indice de simetria, ele serve para sinalizar
os graus de liberdade dos elementos da matriz e pode assumir os valores 5 = 1,2,4. Os ele-

mentos da matriz podem ser reais, complexos, ou niimeros reais quaternionicos correspondendo
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a 8 = 1,2,4 respectivamente. De maneira geral, podemos definir os sistemas com diferentes

valores de [ como:

e § =1 : Sistemas com simetria de reversdao temporal e simetria de rotacdo de spin semi-
inteiro. Esses sistemas se transformam através de uma transformacdo de similaridade
H — UHU"! onde U é ortogonal e geram matrizes hamiltonianas H com entradas H,,,
reais que satisfazem

My = Hop = H,

e =2 : Sistemas com quebra de simetria de reversdo temporal. Geralmente essa quebra
acontece devido a um campo magnético ou impurezas magnéticas. Esses sistemas se
transformam através de uma transformacdo de similaridade H — UHU ! onde U ¢
unitario. A quebra do vinculo de reversao temporal gera um novo grau de liberdade para

as entradas do hamiltoniano que seguem a seguinte relagdao
Hu = H),,

e § =4 : Sistemas com simetria de reversdo temporal e com quebra de simetria de rotacdo de
spin semi-inteiro (devido a espalhamento spin-Orbita forte). Esses sistemas se transfor-
mam através de uma transformagio de similaridade H — UHU ! onde U é simplético.
As entradas do hamiltoniano sdo quatérnions reais' e podem ser escritas seguindo a se-

guinte relacao
3
_ 140 ; J
HNV - Huul -t § H;,Lllo—j7
Jj=1
onde o; sdo as matrizes de pauli, ’H?W € um coeficiente real e Hﬂy onde j=1,2,3 sao

coeficientes complexos.

Podemos agora deduzir, a partir da distribui¢ao de probabilidade P (), a distribuicdo em
fun¢do dos autovalores e autovetores de . Tomando {E£,,} como conjunto de autovalores e U

como a matriz de autovetores, teremos para § = 1,2
H = Udiag(Ey, Es, ..., Ex)U! (2.2)

eparaf =4
H = Udiag(E\ I, By, ..., ENI)U' (2.3)

onde cada um dos N autovalores diferentes em (2.3) € duplamente degenerado. Observando

equacdo (2.1), podemos afirmar que a distribui¢ao de probabilidade depende apenas do traco de

'Um quatérnion () é uma matriz 2 x 2 que é combinaciio linear da matriz identidade e das trés matrizes de
pauli: Q = al + boy + cog + dos. Dizemos que () é um quatérnion real se a, b, ¢, d forem nimeros reais
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V(H), além disso temos a relagdo
TV (H) =Y V(E,). (2.4)

Portanto, a distribuicdo de probabilidade deve depender apenas dos autovalores, ou seja, a
distribuicdao de probabilidade (2.1) independe dos autovetores. Esse resultado implica que a
matriz U € uniformemente distribuida nas trés simetrias. Para encontrarmos a distribuicao de
probabilidade P({E,}), precisamos multiplicar a distribuicdo P(H) pelo jacobiano J que liga

um elemento de volume infinitesimal dy(H) aos elementos de volume du(U) e dE,,
du(H) = Jdu(U H dE; (2.5)

onde de acordo com [13], o jacobiano depende apenas dos autovalores € assume a seguinte

forma

J{E}) =[] 1B - B, (2.6)

i<j

Escrevendo a equacdo (2.1) em termos de (2.4), teremos

P(H) = Cexp{ BZV } (2.7)

= CHexp{—ﬁv (En)} (2.8)

e, multiplicando pelo jacobiano (2.6), iremos finalmente obter a distribui¢do de probabilidade

dos autovalores, teremos

P{En}) = J{En})P(H) (2.9)
H |E; — E,|° C’Hexp{—BV(En)} (2.10)
=CI]1E - B !5Hexp{ BV (B} Q.11)

=Cexp |0 (Z w(E;, E;) + Z V(Ei)) (2.12)

onde u(F, E') = —In|E—F’|. Esta distribui¢do tem a forma da distribui¢do de Gibbs conhecida
da mecanica estatistica. Podemos imaginar os autovalores nesta expressao como particulas ao
longo de uma linha, localizadas nos pontos £, Fs, ..., . Essas particulas se repelem entre
si por um potencial u e se atraem pelo potencial V', que como discutido antes nesta secdo é

proporcional a H?. Esse sistema € chamado de “gds coulombiano” devido a analogia com o
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potencial de duas linhas paralelas carregadas como feito por Dyson em [14]. O coeficiente (3
faz o papel do inverso da temperatura, aumentando a distancia entre as particulas quando se

aumenta o valor de [3.

2.2.2 Correlacoes Geométricas

Um dos pilares do ensemble de Wigner-Dyson € a hipdtese de que as correlacdes espectrais
sdo geométricas. Em outras palavras podemos dizer que as correlacdes espectrais acontecem
gracas apenas ao jacobiano (2.6) que relaciona elementos de volume da matriz e o espago de
autovalores. Caso haja quaisquer outras fontes de correlacdo, a funcdo u da equacdo (2.12)
correspondente a uma interacdo de repulsdo entre os autovalores nao mantém sua forma lo-
garitmica.

Efetov mostrou em [17] que elétrons dentro de um grao de metal com movimento difusivo
geram a mesma funcdo de correlacdo obtida no ensemble de Wigner-Dyson. No entanto, foi
observado que existe uma energia limite para a separagdo de energia |F — E’| que divide o
comportamento da funcdo de correlagdo em dois comportamentos distintos. Essa energia limite
¢ conhecida como energia de Thouless, que de acordo com as referéncias [18][19] € uma energia
limite que caracteriza diversas quantidades associadas a sensibilidade a condi¢des de contorno
em condutores mesoscopicos difusivos. A energia de Thoules € representada por . e é dada
por E. = hD/L? onde D é a constante de difusdo e L o tamanho do sistema. Argaman, Imry e
Smilansky [20] mostraram que quando a separacdo de energia | — E'| < E, teremos a fung¢ao
de correlagdo seguindo o comportamento logaritmico previsto pelo ensemble de Wigner-Dyson.
No caso onde |E — E'| > E,, o potencial de interacdo decai e se torna fracamente atrativo em

trés dimensoes[21].

2.3 Teoria Estatistica de Autovalores de Transmissao

A teoria que vamos desenvolver nesta se¢do nos fornecera uma descri¢do completa do trans-
porte quantico a baixas frequéncias, temperaturas e voltagens em termos dos autovalores de
transmissdo. Em suma, adaptaremos o formalismo desenvolvido na secdo anterior para um
formato mais palpavel em relacdo aos problemas estudados neste trabalho. Nesta secdo tra-
balharemos em um sistema onde interagcdes elétron-elétron podem ser negligenciadas. Além
disso, vamos lidar com um sistema formado por dois reservatdrios de elétrons ligados por guias
ideais a uma regido de fase coerente onde acontecerdo eventos de espalhamento eldstico, como

descrito na figura (2.1).
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2.3.1 Matriz de Espalhamento

A funcdo de onda ¥ de um elétron no guia, a energia de fermi E, separa-se em parte
longitudinal (como uma particula livre) e parte transversal (como uma particula confinada) da
seguinte maneira

UE(z,y,2) = O, (y, 2) exp(Fik,z) (2.13)

onde o indice n = 1,2, ..., N se refere aos modos propagantes. A onda incidente na regidao de

espalhamento serd descrita por um vetor de coeficientes

= (af,a,...;ak, by, by, ..., by) (2.14)
de maneira andloga teremos um vetor para as ondas refletidas e transmitidas dado por

A = (ay,ay, ..., ay, bf b3, ..., b%) (2.15)

onde os coeficientes a se referem ao guia da esquerda e os coeficientes b ao guia da direita como

na figura (2.1).

\— _/

a+% — b’
A —— —— b

4 N

Figura 2.1: Regido desordenada conectada a reservatdrio de elétrons através de guias ideais. A
matriz de espalhamento S relaciona as amplitudes a™, b~ das ondas incidentes as amplitudes
a~,b" das ondas transmitidas.

A matriz de espalhamento S serd uma matriz 2N x 2N que se relaciona com com estes
vetores através da relacdo

Cout — S C’m
e apresenta a seguinte estrutura

r t

t

S:

onde os elementos desta matriz sdo blocos N x N que representam reflexdes e transmissoes de

ondas provindas de cada guia.
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A conservagdo da corrente observada neste modelo nos permite inferir que a matriz .S é
unitdria. Por sua vez, a unitariedade da matriz implica que as matrizes hermitianas ¢t', ¢/t f1—
rriel—r/r/t possuem o mesmo conjunto de autovalores dado pelos coeficientes de transmissao
11,15, ...,T. Com essas propriedades em mente podemos escrever a matriz de espalhamento
em outra forma para que possamos fazer algumas observacdes. De acordo com as referéncias
[15][16], podemos escrever a matriz S em termos dos coeficientes de transmissdo 7;, por meio

de uma decomposi¢do polar. Ficaremos entdo com

) e) e
0V i ovi== ) \o v

onde U,V,U’" e V' sdo matrizes N x N unitdrias e 7 = diag(7},Ts,...,Ty) para § = 1,2 e
T =diag(ThI,T51,...,TyI) para § = 4.

Caso estejamos lidando com ensemble ortogonal (8 = 1), estaremos trabalhando com
simetria de reversdo temporal e de rotagdo de spin, teremos a matriz S unitdria e simétrica:
S =8T U =U"eV'=VT. Caso estejamos no ensemble unitdrio (3 = 2), a tinica restri¢io
imposta sobre S é que S seja unitaria. Finalmente para o ensemble simplético (8 = 4), S serd

unitdria e autodual: S = SE U =URe V' = VE,

2.3.2 Correlacoes Geométricas para Autovalores de Transmissao

Seguindo com a discussio, iremos estudar a hipdtese de correlacdo geométrica na representacao
de autovalores de transmissdo. Na sec@o anterior, vimos que o termo geométrico se refere a
hipétese da correlacdo espectral ser devido apenas ao jacobiano (2.6) que, de acordo com (2.5),
relaciona elementos de volume e o espaco de autovalores de energia. Teremos entdo que utilizar
um outro elemento de volume de onde possamos extrair o jacobiano que o relacionard desta vez
ao espaco de autovalores de transmissdo. De acordo com [22][23], podemos obter um jacobi-
ano que relaciona elementos de volume da decomposicao polar (2.16) com os autovalores de

transmissao na forma

du(S) = J [ [ du(Ua) [ [ 475, (2.17)

onde o jacobiano depende apenas dos autovalores de transmiss@o e o conjunto {U,, } € o conjunto
de matrizes unitarias em (2.16): {U,} ={U,V}sef=1oup =4;{U,} ={U, U, V,V'} se

B = 2 O jacobiano por sua vez serd dado por

Jqr.y) =117 -l T 7+ (2.18)

i<j k
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e a distribuicdo de Wigner-Dyson (2.1) serd dada por
P(S) = Cexp[—BTrf(tt)]. (2.19)

Como neste caso teremos Trf(tt") = > f(T,), podemos ainda reescrever a equagdo (2.19)

como

P(S) = C'] [ exp[-B/(T0)] (2.20)
k

Com o jacobiano e a distribuicdo de probabilidade escritos em termos dos autovalores de trans-
missdo, podemos aplicar 0 mesmo raciocinio que utilizamos para o caso dos autovalores de

energia. Multiplicando o jacobiano (2.18) por (2.20) iremos obter

PUTY) =TI — Tl T 77" expl-Bf(T1)] @.21)
i<j k

seguindo o roteiro das referéncias [24][25], vamos fazer a troca de varidveis

1
T, = .
14+ A\,

(2.22)

Como os elementos 7,, variam de 0 a 1, a varidvel \,, deve variar de 0 2 co com essa substituicao

finalmente chegamos a expressao em uma forma mais palpéavel

- (Zu(xi,m + va)] (2.23)

i<j i

P({\.}) =Cexp

onde

u(AN) = —In |\ = N| (2.24)
V) =[N — %(1 —2/8)] (1 +\) + f(1+ N7 (2.25)

Podemos entdo observar que a equacdo da distribuicdo de probabilidade na representacao
(2.23) tem a mesma forma da equagdo (2.12), ou seja, tem a mesma forma da distribui¢ao de
Gibbs, com excecdo de que os \; podem apenas tomar valores positivos devido a restri¢do na
equacgdo (2.22). Todas as informagdes microscopicas a respeito do condutor (tamanho e grau
de desordem) estdo contidos no potencial de confinamento V' (\). A hipdtese das correlagdes
geométricas ndo especifica esta funcdo. Como mostrado em [24] a distribuicao de probabilidade
(2.23) maximiza a entropia do ensemble, sujeito a restricdo de uma dada densidade p(\) média
em termo dos A;. A fungdo V()\) é o multiplicador de Lagrange para esta restricdo. Analoga-
mente o ensemble de Wigner-Dyson também pode ser interpretado como uma densidade média

dos estados.
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Antes de darmos continuidade ao estudo de TMA, é importante fazer um comentario a
respeito da validade da hip6tese de correlacdes geométricas. Como mostrado em [26][27],
pode-se afirmar que a verdadeira repulsio entre autovalores de transmissao ndo € logaritmica.
Isso se deve ao fato de existir correlagdo entre os autovalores de transmissdo além da correlagao
induzida pelo jacobiano, contrariando a hipétese de correlacdes geométricas. No entanto, existe
um limite onde a repulsdo entre os autovalores de transmissdo assumem um comportamento
logaritmico. Para valores de 7,, ~ 1 pode-se se dizer que as correlacdes entre os autovalores

sd0 geométricos.

2.4 Ponto Quantico

Figura 2.2: Cavidade cadtica (ponto quantico) acoplado a dois reservatdrios via guias estreitos
contendo barreiras de potencial. A distribuicdo da matriz de espalhamento é dado pelo nicleo
de Poisson devido as barreiras. Caso removamos as barreiras, as matrizes de espalhamento
serdao dadas pelo ensemble circular.

Pontos quanticos sdo cavidades semicondutoras que t€m um didmetro que geralmente va-
riam entre 2 ¢ 50 nandmetros. O hamiltoniano neste sistema € distribuido de acordo com o
ensemble de Wigner-Dyson. Para a estatistica de Wigner-Dyson, € indiferente se estivermos
tratando de movimento balistico ou movimento difusivo dentro da cavidade. Como discutido
na subsecdo de correlagdes geométricas, a estatistica de Wigner-Dyson representa bem o sis-

tema necessitando apenas que seja aplicado em escalas de energias pequenas em comparagao
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com a energia de Thouless .. Caracteristicas microscopicas do sistema sdo implementadas
no sistema através do potencial V' que, por si s6, ndo gera correlacio entre os autovalores em
(2.12). Portanto, estamos lidando com um formalismo geral no &mbito de pequenas separacoes
de energia em comparacdo com a energia de Thouless.

As propriedades de transporte de um ponto quantico podem ser medidas acoplando dois
reservatorios de elétrons e causando um desequilibrio entre eles. Apesar do cariter universal
apresentado pelo movimento dentro da cavidade, esta universalidade ndo se reproduz no sistema
como um todo, a escolha do tipo de acoplamento entre a cavidade e os reservatorio influencia
na maneira como se deve estudar o problema. Caso o acoplamento seja feito através de con-
tatos balisticos pontuais o sistema € representado pelo ensemble circular, caso o acoplamento
seja feito através de barreiras de tunelamento, o sistema € representado pelo nucleo de Pois-
son. Iremos descrever os dois métodos e depois iremos fazer a conexao deles com o ensemble

gaussiano e o formalismo de Mahaux-Weidenmiiller.

2.4.1 Ensemble Circular de Matrizes de Espalhamento

Bliimel e Smilansky [28] notaram que as correlagdes das mudancas de fase ¢,, para espa-

lhamento cadtico sdo bem descritas pela distribui¢do do ensemble circular

P({¢n}) = 27 MEMFA2 T | exp(ichn) — exp(i)|” (2.26)
P({¢n}) o H | exp(idn) — exp(idm)|’ (2.27)

onde V € uma constante de normalizagdo. Desejamos entdo encontrar uma distribuicdo de
probabilidade para a estatistica de autovalores de transmissdo P({7,}). Levando em contas
as propriedades do ensemble circular, podemos dizer que a medida du(S) € invariante sob
multiplicacao[29], ou seja

du(S) = du(USV) (2.28)

onde U e V sdo matrizes unitdrias e satifazem as restricdes impostas sobre S em USV. De

acordo com Dyson [30], a medida du(.S) na representacdo de espalhamento toma a forma
du(S) = [] lexplion) — exp(icn)|*du(U H d; (2.29)
nm

onde U € a matriz de autovetores que diagonaliza a matriz de espalhamento. Podemos encontrar
amedida invariante du(.S) na representacao de autovetores de transmissao analisando a equagio

(2.17). Vamos entdo reescrever a equagao (2.17) de uma maneira mais palpdvel, escrevendo o
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jacobiano por extenso

dp(S) = J [ Jdn@a) ] [ 4

du(S) = [ 1T = Tl TT 7 77 T ) T 4T (2.30)

n<m k

A decomposic¢do polar (2.16) implica que os dois guias ligados a cavidade devem ter o mesmo
numero de modos transversos. Supondo que os guias tém quantidade de modos transversos dife-
rentes, deveremos ter as matrizes t e t’ retangulares e nao mais quadradas. Como consequéncia
disto, os produtos de matrizes tt! e ¢'t't devem ter um conjunto de min(N;, N,) autovalores de
transmissao nao nulos. Computando estes valores na equacao (2.30), implica em um fator extra

I, Tk(l/ 2BIN2=N - Devyido a esta mudanca, a distribuicdo de probabilidade deverd obedecer a

relacdo
PUTY) o T 1T = Tl TT (7 77) (27 (2.31)
n<m k
P{T.}) o< [ 1T — TP J[ /2P0 1202 (2.32)
n<<m k

2.5 Nucleo de Poisson

Ao lidar com cavidades cadticas, € natural utilizar um ensemble que seja o mais aleatdrio
possivel, eis a aplicabilidade do ensemble circular para estes problemas. Porém, podemos de-
finir aleatoriedade de um ensemble através de uma relacdo de distribuicdo de probabilidade

definida por
§—— / du(S)P(S)InP(S) (2.33)

onde o ensemble mais aleatdrio € o ensemble que maximiza S obedecendo as restricdes que lhe
sdo impostas. De acordo com [31][32], além das restricdes usuais, existe o seguinte conjunto

de restri¢des
/du(S)SpP(S) = Sp, p=12.. (2.34)

onde S é uma matriz tal que SST < 1. A distribuicdo mais aleatéria sujeita a estas restricdes é
entdo dada por
P(S) x |Det(1 — St8)|~ANi+No—1+2/5 (2.35)

O ensemble circular tem para todas as matrizes de espalhamento S uma probabilidade de ser
encontrada constante, ou seja, P(S) = constante. Computando esta informag@o na equagio
(2.35), podemos afirmar que para o ensemble unitério S = 0. A distribuiciio (2.35) é conhecida

como nucleo de Poisson[33].
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O ensemble circular € o ensemble mais apropriado para lidar com cavidades cadticas com
contatos balisticos. No entanto, quando se comeca a introduzir barreiras nos contatos que ligam
os guias com a cavidade, a distribui¢do de probabilidade passa a ser representada mais fielmente

pela equagdo (2.35). Neste caso a matriz de espalhamento média € dada por

5= <T1 0 ) (2.36)
0 9

onde r; e ry sdo as matrizes de reflexdo das barreiras de elétrons incidentes dos reservatorios e

os autovalres de 1 — S.ST sdo as probabilidades de tunelamento através dos guias.

2.6 Ensemble Gaussiano

O ensemble gaussiano de hamiltonianos comecgou a ser usado no ambito de espalhamento
em um ponto quantico na década de 1960 sendo inicialmente aplicado em fisica nuclear. Neste
formalismo as hamiltonianas da cavidade se conectam aos guias através de barreiras a energia

de fermi £/r. A matriz de espalhamento associada ao hamiltoniano H é dada por

S =1 —2irWH(Ep — Hpi + it WWH W (2.37)
14 inWi(H — Ep)'W
1 —inWH(H — Ep)"'W

(2.38)

A distribuicao da hamiltoniana da cavidade cadtica ‘H € dada de acordo com a distribui¢do do

ensemble gaussiano em (2.1) por

1 1
P(H) = 7 P [_ZBM)\_QTI 7-1,2] (2.39)
onde V' € a constante de normalizagdo e A é um coeficiente arbitrario que determina a densidade
dos estados a energia de fermi Er. A distribui¢do de probabilidade P(#) é invariante sob
transformacdo de similaridade H — UHU' para 3 = 1,2, 4. A matriz de espalhamento média
S pode ser calculada no limite M — oo com niimero de modos propagantes N fixo, 2 energia

de fermi E'r e com espagamento médio entre niveis A fixo, neste limite S' € dado por

1—7aWIW/A

=13 AW/

(2.40)
Acoplar autoestados da cavidade cadtica a canais de espalhamento nos guias gera um nimero
grande de constantes de acoplamento, o que torna o formalismo do ensemble gaussiano mais
dificil de lidar do que os apresentados anteriormente.

Como este trabalho utiliza bastante o ensemble gaussiano na parte das simulagdes, nas
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secoes seguintes o formalismo gaussiano serd cuidadosamente desenvolvido e depois serd mos-

trada a equivalencia entre os diversos formalismos.

2.6.1 O Modelo Estocastico de VWZ

Para a nossa dedu¢ao da matriz de espalhamento iremos nos utilizar do modelo de Verbaars-
chot, Weidenmiiller e Zirnbauer (VWZ)[34] e faremos o desenvolvimento da deducdo seguindo
[35].

O modelo de VWZ, inicialmente desenvolvido para aplicagdo em fisica nuclear, se mostra
util para dreas da fisica quantica estocéstica devido a sua base estatistica e em teoria de matrizes
aleatdrias (TMA) para sistemas abertos, o que permite que seja tomado o limite de um niimero
arbitrariamente pequeno de canais. Nosso objetivo nesta dedugdo serd definir o caso geral do
modelo como definido no artigo original, aplica-lo para o caso de um guia semi-infinito e depois
generalizar, obtendo entdo a matriz de espalhamento de Mahaux-Weidenmiiller geral.

Em um fendmeno de espalhamento geral, assume-se que os eventos de espalhamento acon-
tecem em uma regido compacta do espago de configuracdes, o qual € genericamente chamado
de “regido de confinamento”. Os subprodutos dessa interacao na regido compacta sao denomi-
nados de “modos propagantes”, e sdo caracterizados por um conjunto enumeravel de nimeros
quanticos. Esses nimeros quanticos podem indexar os graus de liberdade internos de cada
estado assintoticamente livre.

Consideremos, primeiramente, o modelo especificado na figura 2.1, o qual consiste de mo-
dos propagantes ao longo de um guia semi-infinito com largura d. Os modos propagantes do
guia sdo quantizados ao longo da direcdo transversal.

Vamos assumir um guia que carregue M canais abertos e independentes, cada um em
uma energia I especifica. Na regido assintotica, existird, portanto, um conjunto de estados
de espalhamento denotados por |n, E,);n = 1,2, ..., M normalizados segundo a prescri¢do
(n, E1|m, E3) = 6mnd(E; — Ey). Na regifio compacta de intera¢do, por outro lado, assume-se
a existéncia de um conjunto discreto de N, estados ortogonais |u) ;= 1,2, ..., N.. Podemos

entdo escrever o hamiltoniano H como

M=) (Hido (] + Y [ dE|n.E) E (o, E]

pv n

+ Z (m)/dEWW (n, E| + h.c.)

(2.41)

O primeiro termo do lado direito da equacdo (2.41) denota a representacdo em uma base ar-

bitraria do hamiltoniano H,; da regido compacta de interacdo, a qual contém N, > 1 autoesta-
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dos de H,;.

O segundo termo do lado direito da equacgado (2.41) € a parte referente aos canais da hamil-
toniana. Este termo contém os estados da regido de canais abertos. O modelo VWZ baseia-se
na hipotese de aleatoriedade da matriz H,; que representa o operador H,;, incorporando com
isso as propriedades bdsicas de TMA para matrizes N. X N, de ordem alta. Por outro lado,
de acordo com o0 mesmo modelo, o segundo termo € deterministico e corresponde aos estados
assintoticos. Os canais de entrada se acoplam com os autoestados de H,;, criando canais de
espalhamento assintoticamente livres. O terceiro termo corresponde ao acoplamento.

O modelo foi simplificado ignorando todos os termos que acoplavam canais diferentes entre
si e anulando as transicdes de fase eldsticas. Nesse caso, a parcela do hamiltoniano que contém
os canais de reacdo esta corretamente representado como uma matriz diagonal.

Podemos entdo reescrever a equagdo (2.41) como
Ho= > |1) (Hyi) (v| + Z/dE In.E) E (n, B (2.42)
nuv n

V=>" (\m / dEW,, (n, E| + h.c.) (2.43)
W,V

O conjunto de estados de H = H, + V pertence a um espacgo de Hilbert // de dimensao
infinita. Esse conjunto pode ser visto como um espaco de estados, dotado de um certo pro-
duto interno (., .), carregando, de acordo com o teorema da representacdo de Riesz, um tnico

operador continuo H tal que{ : H — H com a seguinte propriedade
HOW @) = (o) H10®) vol) &) c g (2.44)

O operador ' é chamado de operador adjunto e é uma generalizacdo do conjugado com-
plexo. Vamos admitir que o hamiltoniano com interagio seja hermitiano e obter os estados,®()
e ®?), e as correspondentes restricdes sobre tais estados diante da hermiticidade. Apresen-
tamos uma maneira de conectar as amplitudes dos canais abertos por meio de uma matriz de
espalhamento S que incorpora os vinculos sobre o acoplamento.

Uma vez fixado o hamiltoniano e suas propriedades, podemos nos focar no exemplo com um
guia semi-infinito para obter a matriz S de espalhamento correspondente. Para isso, seguiremos

a referéncia [35].

2.6.2 Deducao da Matriz de Espalhamento de Mahaux-Weidenmiiller

Vamos agora resolver o problema da figura (2.3) utilizando a equagdo de Schrodinger bidi-

mensional, através da qual iremos obter os canais de espalhamento dentro dos guias.

23



canais de espalhamento

N

regiao de interacao

Figura 2.3: Espalhamento de modos propagantes em um guia semi-infinito causado na regiao
de interacdo

2 2 2.2
—%(% + a@—y2>\ll(x,y) = %\P(w,y) = EV(z,y), (2.45)
Onde E € a energia total do sistema e pode ser dividida em duas partes como E = E, + E, e
podemos definir £, como a energia da parte em = e £, como a energia da parte em .
Podemos observar pela figura que podemos dividir nosso problema em duas partes: um
problema de particula livre no eixo = e um problema de poco infinito de —d/2 a d/2 em y.

Dividindo a fungéo ¥(z, y) teremos

U(z,y) = Y(x)d(y) (2.46)

onde resolveremos cada parte separadamente
Como a fungdo de onda v (z) se trata de uma particula livre, a equag@o de Schrodinger se

€screve

R o

SR gy 2
2m Oz? 4

0% 2mkE,

or2 B2 4
para energias positivas teremos solugdes da forma

252

6:|:ika:tc7 Ea — kah

2m
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portanto teremos uma forma para a fun¢do de onda estaciondria dada por
(x) = C[Ae™® + Be™ "] (2.47)

onde C' é uma constante arbitraria que depende das condi¢des de contorno tomadas para deter-
minado problema.
Para a parte referente ao eixo y nos temos um problema andlogo ao pogo infinito, a equacao

de Schrodinger se escreve portanto

82
if = —ki¢ (2.48)
onde a solugdo geral para esse problema é dado por
: d : d
o(y) = A'sen | ky 3 +uy || + B'cos |k B +y (2.49)

porém neste caso teremos as condi¢des de contorno ¢(y = +d/2) = 0 devido as paredes do

guia, portanto

¢ (_9 = A'sen(0) + B'eos(0) =0, B'=0
6 (4) = Asen(i = 0 =7
5 | = Asenlked) =0, b7

podemos substituir esses resultados na equacdo (2.49) e depois encontrar o valor de A’ que

normaliza a funcdo para obter

On(y) = %sen [(%T) (y+ g)] ; n=1,2 ..M

As solugdes podem ser escritas como um produto V¥, (x,y) = (x)¢,(y), fazendo isso

encontramos a solugdo geral

U, (z,y) = [Aeﬂ‘kua: + Be_ikaﬂ \/gsen {(%) (y + g)} (2.50)

Como neste caso temos n fungdes V,,(x, y) que sdo ortogonais entre si, podemos escrever cada

um destas funcdes ¥,, como elementos de um ““vetor solu¢do” M-dimensional definido como

U= (W (2,9), Ua(w,y), .. Uar(z,))"
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Porém, a relagio E, = E — Fj implica que k2 = k* — ki ou seja

s 2112
k, = [k;? . (-) } 2.51)
d
onde o vetor de onda para a onda propagante &, deve ser real. Podemos entdo afirmar que %

deve ser menor ou igual a k. Quaisquer outros canais que tornem k, complexo sdo evanescentes
e ndo contribuem para o transporte quantico.
Exemplo: Podemos extrair a matriz S do sistema para o caso da cavidade cadtica (regiao

de interacdo) estar desacoplada dos guias. Para isso, usamos a seguinte condi¢dao de contorno

O
4 =0, (2.52)
or |,_,
representando a auséncia de fluxo de probabilidade através da interface em x = 0. Desta
condi¢do de contorno teremos
Aik, — Bik, =0 (2.53)

que implica que A = B. A condi¢do de contorno que impomos ao problema nos traz uma relagao

de reflexdo. Os canais incidentes e transmitidos s3o 0s mesmos, portanto

A= (A, A A)"T & B=(By,B,,...Bu)" (2.54)

By = Sy A (2.55)

entdo, uma vez imposto a condi¢cdo de contorno (2.52), teremos as equacoes (2.54) e (2.55) que
implicam que a matriz de espalhamento ¢ uma matriz identidade.

A interacao pode ser estabelecida considerando condi¢des de contorno mais gerais que am-
pliam o espaco de Hilbert dos estados do sistema. Consideremos entdo N, estados ortogonais

da cavidade caética e agrupemos todos eles como um vetor de estados escrito como
= g 2.56
u = (ur, up, ..., uy,) (2.56)

O vetor u pode ser obtido diretamente da matriz aleatéria H,; da cavidade. Os autoestados
do hamiltoniano, que descreve a interacao dos estados ressonantes da cavidade com os canais

propagantes no guia, podem ser escritos como
d = (u, )" (2.57)

e pertencem ao espago de Hilbert £> (IR%*, cM ) @ CV. Vamos definir o operador hamiltoniano

atuando nesse espaco de Hilbert como
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"~ 7:[7‘1' W(l)
H - < ( 1 )
we .

O operador #,; atua na regido de interagdo e é representado pela matriz hamiltoniana N, X
N,, cujos autoestados formam as ressondncias do sistema aberto. Os operadores WO e WE
descrevem o acoplamento dos canais propagantes com as ressonancias. O operador energia
cinética do guia pode ser representado por

. 2

h
He=—5—diag (07 +0.,02+0,...,0; + 02) . (2.58)
2m Y

Yy

Admitindo que o acoplamento € local, podemos escolher W® = (0 de maneira que teremos

) d/2
WOw = [ W) (0.9) = o0(0) (2.59)

—d/2

onde esta forma de W) mantem a hermiticidade de #{. Teremos neste caso ¥(0) = (¢/1(0),
12(0), ..., (0)) e w terd entradas w,, = fdc/;z dyWné(y), com pp = 1,2...,N.en =
1,2,..., M. Desta forma, a atua¢do do operador hamiltoniano nos estados do espaco de Hil-

bert estendido pode ser descrita como

HO = (Hyu + b (0), HoW)" (2.60)
Definindo o produto escalar nesse espaco de Hilbert como

d/2

(D] = ulug + (U1 |Ty) | (Ty|W,) / dy/ dzUiw,, (2.61)
0

d/2
onde consideramos que a propagacao ocorre no semi-eixo x positivo.

Para o caso geral, o operador hamiltoniano H ndo € autoadjunto. Porém neste caso iremos
impor como uma das condi¢des que ele o seja. Vamos entdo impor condi¢cdes de contorno e
encontrar um subconjunto de estados para os quais H satisfaca o requerimento de hermiticidade.

Considerando o produto interno definido anteriormente, temos

(HP1|Dy) = ( T l0)w )u2 + (HU | W), (2.62)

(1| HDs) = ul (H,us + G1ho(0)) 4 (U4 [HT,) (2.63)
Subtraindo as equagdes (2.62) e (2.63), teremos

(HD1[Pg) — (P1|HD,) = wI(O)@Tuz - “1@1/12(0)
+ (HY,[Wy) — (U [HYy)

(2.64)
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onde os valores em braket sdo dados por

82
(HU,|Wy) = awlw
(2.65)
h2 0
: +—( o)l
analogamente teremos
h2 0
() = o (P2 0 (2.66)
or ) |,_o
teremos, portanto, como resultado da subtracao
h2
(o) — (o) = o (Lol)| (o)~ ulau0)
=0
A 12 5 (2.67)
+ ] (0)e! “2—2—%( ) 7212 .

Podemos observar da equacdo (2.67) que o operador H ndo é, em geral, autoadjunto. Uma

condi¢do aceitavel que ird tornar o operador H autoadjunto € obrigar que as derivadas parciais

(@)

Queremos acoplar os canais propagantes em x = (, o que pode ser feito notando também que o

em x sigam a seguinte regra

AL (2.68)
=0

vetor u estd relacionado ao vetor de interacdo, nesse ponto, mediante a equacao de Schrodinger

do sistema

HD = (Hyu + p(0), Ho W) = E (u, ¥)", (2.69)

onde a primeira componente da igualdade anterior estabelece que
H.u+ wp(0) = Eua (2.70)

indicando conservagdo de energia no ponto de contato. Dessa forma, podemos escrever uma

segunda relagc@o entre 0s canais propagantes € as ressonancias

u=(E— M) a(0) (2.71)

Substituindo a equacdo (2.71) na equacdo (2.68) e usando a equagdo (2.47) com C' =
[27?712 (%)} _1/2, obtemos
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. i MmN\ B2 m
ON(E —Hy) ' ( ) K YA+ B)=—i— <27rh2

)1/2K1/2(A B), (@72
2mh? om -B), @7

onde K = diag(ky,ks,...,kn), € 0s vetores A e B tem como entradas as amplitudes das
autofungdes de . Podemos reescrever a equacao (2.72) de uma maneira mais agradavel através

da matriz de espalhamento S e da relagdo B = SA

) moN2 2 om N2
oN(E = ) (2%2) K™V2(1+8)A = —ir— (%h?) K'2(1-9)A  (2.73)
h2
O (E —H,y) oK (14 8) = —ig—(1-5) (2.74)
P2 E = Hog) K (14 S) = (1= 8) (2.75)

h?

Podemos agora definir

\/2m/7rh2wd1ag( VLN el ...,k;j/?) (2.76)

F=7WHE —H,.) "W (2.77)
Substituindo as equagdes (2.76) e (2.77) na equacao (2.75) ficamos com

iF(I+9)=(-29) (2.78)
S=(I—iF)(I+iF)! (2.79)

I é a matriz identidade de ordem M. A matriz S pode ser reescrita conforme a referéncia
[34]:

S=I—iF)I+iF) "' =1-2F{I+iF)""
=1 —2i(mWH(E — H.) W)Y (inWT(E — H,g) ' W)!

=0
)

=1-2) (ixW(E — H,) "' W)™+
=0
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=T —2i7WT | (inWH(E = H,i) "' W) | (B = M) ' W
=0

=1 —2inWH(I +inWH(E — H,..) "W)™ (E — H,) ' W
S =1—2imWHE — Hys +inWWH W (2.80)

Ou ainda, em termos de um hamiltoniano efetivo ndo hermitiano H.y = H,; — iI', onde I' =
7WWT caracteriza o decaimento das ressonancias.
S—1-2imwi—1 _w, (2.81)
E—H,. f
Essa € a formula de Mahaux-Weidenmiiller. As energias dos estados ressonantes sdo polos
simples desta férmula.

O passo seguinte é generalizar a equagdo (2.81) com o objetivo de incorporar multiplos
terminais. Iremos fazer isto seguindo os mesmos argumentos utilizados nesta se¢ao para o caso
de um terminal. Iremos identificar as amplitudes da mesma maneira que foi feito anteriormente
para cada terminal, adicionando um indice superior que identifica o terminal referente a aquela
amplitude. Neste exemplo teremos M terminais, portanto os vetores amplitude serdo escritos
como

1 1 1 M M M
A= <A§>,Ag>,...,A§Vj,...,A§ AN Al >>

y g eeey N

B— (BE%BS), o BY, ., BM B, ...,B,(Vf‘fj) (2.82)
A matriz K, generalizada para )M terminais, deve entdo ser definida como
K = diag(k{", k57, o kY, R RS RS (2.83)

e a funcdo de onda generalizada W (x) como

1/2
U(z) = (27:;;K> A exp(—iKz) + B exp(iKz)] (2.84)

onde ¥ € um vetor cujas entradas sao as fun¢des de onda de cada modo propagante. Refazendo
0s mesmos passos que realizamos para obtencdo equagdo (2.81), utilizando os vetores com M
terminais, iremos obtemos a mesma formula de Mahaux-Weidenmiiller anterior com a matriz

de acoplamento W modificada para

2m 1/2
W=o(
“ (wh?[() ’

onde W = (W1, Ws, ...y ) caracteriza o acoplamento, incluindo todos os terminais. A matriz S
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correspondente pode ser decomposta em blocos de “reflexdo”, r, e em blocos de “transmissao”,

t, que ligam os M terminais entre si de modo que podemos escrevé-la como

ri1 ti2 tim
g = t? e tz_M (2.85)
tar tvm2 0 Tmm

Os blocos da 7;; diagonal principal da matriz .S de ordem N; x [V}, como descrito na equagio
(2.85), caracterizam amplitudes de reflexdo do terminal [. J4 os blocos ¢;;» de ordem N} x Ny
caracterizam amplitudes de transmissdo do guia [ para o guia ['.

Podemos agora dividir a matriz diagonal W por blocos de & e de K ~'/? de maneira que a
matriz W fica escrita por por¢des correspondentes a cada terminal. A matriz de acoplamento

W de ordem N, x M pode entdo ser escrita como

p

(W) s n=12...N

Wﬂn: .(WQ)MJL,NI; n:N1+1,N1—|—2,...,N1+N2 (286)

(WM)u,n—NW,U; n = N(M71)7 N(Mfl) +1,..,N

\
com = 1,2, ..., M. Definindo a matriz W dessa forma, podemos reescrever a matriz S de uma
maneira bastante apropriada, fornecendo, diretamente, as matrizes de reflexdo e de transmissao

em termos dos propagadores e do acoplamento:

1 —2miW{D'W, —2miW]D~'W,
S=| —2mWiD'Ww, 1-2riWiD W, ... (2.87)

ondeD=F—H,,—i'el = le\il I/VlVVlT. Comparando as equacdes (2.96) e (2.98), vemos
quer;; = 1— 27riVVlTD*1VVl ety = —27riVVlTD*1VVl/. Novamente, assumiremos a condi¢ao
de ortogonalidade ou, equivalentemente, que nao hé reacoes diretas, portanto

NcA |

Wiwe = ==006, ;00 = diagw, W, ... 0{) (2.88)
m

onde A € o espacamento médio de niveis de energia dentro da cavidade.

2.7 Equivaléncia Entre Ensembles

Nesta secao, vamos mostrar através do ensemble lorentziano que em um certo limite o

ensemble circular, o ensemble gaussiano e o nucleo de Poisson sdo equivalentes.
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2.7.1 Ensemble Gaussiano e Ensemble Lorentziano

Inicialmente, vamos definir a distribui¢do de probabilidade do hamiltoniano para o ensemble

lorentziano

1
P(H) = GAMEMTEDEDeX 4 (H — )] (2072 (2.89)

onde V € a constante de normalizacdo e A e € sdo parimetros que descrevem a espessura e
o centro da distribuicdo. Para que possamos afirmar que a distribuicao de probabilidade do
ensemble lorentziano e a distribui¢ao de probabilidade do ensemble gaussiano sdo equivalentes
no limite de escala de energia fixa e M — o0, devemos mostrar que suas distribuicoes de
autovalores e autovetores sdo iguais. Podemos afirmar que a distribui¢do dos autovetores sao
equivalentes pois a distribui¢do de H depende apenas dos autovalores independentemente do
ensemble utilizado, de maneira que a distribuicao de autovetores seja uniforme para ambos. As
distribui¢cdes de autovalores sdo equivalentes e podem ser calculadas e comparadas através do

método de polindmios ortogonais.

2.7.2 Ensemble Lorentziano e Ensemble Circular

A partir da equagdo (2.85), podemos obter a distribui¢do de probabilidade em funcao dos
autovalores da mesma forma que fizemos para obter esta probabilidade no inicio desde capitulo.
Neste caso, teremos o jacobiano que relaciona o elemento de volume no espaco da hamiltoniana

‘H ao espaco de seus autovalores dado por
JUE}) =[] |1En — Bl (2.90)
n<m

e usaremos também a seguinte relagdo
Det(A) = [ [ v (2.91)

onde A € uma matriz quadrada e 7; sdo os seus autovalores. Esta relagdo, por sua vez, implica

na seguinte relacao

Det[\> + (H — €)?]" M0 = TTIN + (B; — ¢)?] M0/, (2.92)
Com estas relagdes definidas, podemos reescrever a distribuicao de probabilidade da equacdo

(2.89) em termos dos autovalores de H como

1,
P(H) — VAJ\/[(EM+2_ﬂ)/2 H[AQ 4 (Ez . 6)2}_(BM+2_B)/2, (293)

)
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e, por sua vez, teremos a distribuicdo de probabilidade no espaco dos autovalores de H dado

por
P{E;}) = [JUEDIP(H)] (2.94)
=[] E. - E.? )\M MR TTIN + (B — e)?] 7 BMH2=A21 (2.95)
n<m i
‘1/)\M M2 T 1By — Em \BH [N+ (B; — €)?]7BMH2=0)/2, (2.96)
n<m

Considerando A = 1, € = 0, podemos fazer a transformacao

1+iH
S=—7 2.97
T (2.97)
onde os autovalores ¢'%7 da matriz unitéria S se relacionam com os niveis de energia E; através

da relagcao
1+1E;

el — :
1-— ZE]"

¢; = 2 arctan F;. (2.98)
Podemos entdo escrever a distribui¢do de probabilidade das autofases a partir das equacdes

(2.85) e (2.87) como

P({¢;}) = V2 MEM2=02 TT | exp(ign) — exp(igm)|” (2.99)

n<m
que € exatamente a distribuicdo de autofases para o ensemble circular. As funcdes distancia
do enésimo nivel T* do ensemble lorentziano e as fungdes distancia do enésimo nivel T do
ensemble circular se relacionam entio da seguinte maneira
n
A c 2
T (Ey, ..., E,) =T, (2arctan Fy, ..., 2 arctan £,,) H A

7j=1 J

(2.100)

Uma relacdo entre funcdes distancia para um A geral € dado na referéncia [36] como

) H e (e —op 210D

52 arctan

E, —
TME,, ... E,) =T¢ (2 arctan —

Para reescrever essa equagdo no limite M/ — oo, podemos seguir a relacao

Hm A™T,(6A, . 6A) = Yo(&r, .., &) (2.102)

M —oc0

onde para os ensembles gaussiano e lorentziano, A = Ar/M é o espagcamento médio entre 0s

niveis no centro do espectro no limite // — oco. Como queremos um espacamento fixo, o limite
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M — oo na verdade € o limite M, A\ — oo de maneira que A se mantenha fixo para ambos os

ensembles. Vamos tomar este limite no centro do espectro.

n

E E 2\

. A IERT C 1 n
]\/1[11)1100 Tn (E17 ceey En) = ]\}ll)Iloo Tn (2 arctan T, ey 2 arctan T) j:1 W

Yn (El, 7En) = ]\}IE)IIOOTn (2 arctan m, ,2 arctan m) E WE?

2r \" s TE,

YMEy . B = lim (—— ) TC(2( )2

e = (557) 7 [2(3) 2 (53)

YME,, ... E,) =Y (B, ..., E,) (2.103)

Temos, portanto, que no limite que tomamos as fungdes distancia Y, do ensemble circular sdo
iguais as fungdes distancia do ensemble lorentziano Y,*. Temos, portanto, neste limite, uma

equivaléncia entre os ensembles gaussiano e circular.
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Capitulo 3
Condutancia

O objetivo deste capitulo é deduzir uma representacdo da condutancia que seja compativel
com o formalismo desenvolvido até entdao neste trabalho. Uma vez desenvolvida a representacao,
seremos capazes de fazer uma conexdo com a teoria de matrizes aleatdrias. Para a deducgdo desta
representacao, iremos seguir o roteiro como descrito em [4][42].

No formalismo que iremos desenvolver, a corrente que atravessa o condutor € expressa em
termos da probabilidade de transmissdo do elétron. Iremos observar a condutancia através de
uma Gtica idealizada e simplificada e que, no entanto, descreve satisfatoriamente o processo.

Nesta deducgdo, iremos tomar um condutor ideal a temperatuda 7' = 0 de maneira que
tenhamos um fluxo de corrente apenas no intervalo py > E > po. Vamos tomar também
que as caracteristicas de transmissao sejam independentes da energia neste intervalo de energia

adotado, o que pode ser interpretado como um Unico canal de energia.

3.1 Descricao Geral do Problema

Vamos considerar as condi¢des iniciais impostas no inicio deste capitulo aplicadas a um
sistema como descrito na figura (3.1). Temos um condutor balistico ligando os dois contatos
com probabilidade de reflexdo “nula” que, por sua vez, estdo ligados a dois reservatorios. Se o
condutor tiver uma largura W e dimensdes grandes o suficiente, sua condutincia serd dada por

oW

G = 7 3.1

onde o € a condutividade do material. Observando esta férmula, podemos inferir que no limite
de L tendendo a zero, a condutancia tende a ir para infinito. No entanto, evidéncias experi-
mentais apontam para um certo limite G- quando o comprimento L do condutor passa a ser
muito menor que o caminho livre médio. Esta limitagdo implica em uma resisténcia no sistema,

que neste caso provém da interface entre o condutor e os contatos. Por esse motivo, iremos
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contato 1 I ] contato 2

. .
/ IW //
o o

Figura 3.1: Um condutor ideal esté ligando dois contatos que por sua vez estao ligados a reser-
vatdrio de elétrons. Aos contatos sdo impostas a condi¢ao de ndo reflexdo, ou seja, a probabili-
dade de reflex@o nas transi¢des contato-condutor sdo negligenciaveis.

denominar a resistencia G' de resisténcia dos contatos. Especificamente, esta resisténcia é
causada pela diferenca de quantidade de modos transversais que carregam a corrente nos con-
tatos e no condutor. Este fenOmeno obriga que haja uma redistribui¢cdo da corrente entre os
modos transversais na interface entre o condutor e o contato.

Uma vez descrito o condutor e a interface entre o condutor e os contatos, precisamos agora
descrever os contatos. No inicio desta se¢do, os contatos foram definidos como tendo proba-
bilidade de reflexdo “nula”. Essa descricdo implica em uma limitacdo na drea do condutor, no
sentido de que enquanto o condutor tiver uma drea de contato muito pequena em comparagao
com 0s contatos, a reflexdo pode ser negligenciada.

Tomando essa condic¢ao inicial teremos +k estados no condutor que serdo ocupados pelos
elétrons que saem do contato esquerdo e —k estados ocupados por elétrons vindos do contato

direito, onde k£ é nimero de onda na direcdo x.

3.2 Calculo da Corrente

Para que possamos realizar o calculo da corrente é preciso notar que cada modo transversal

do condutor tem uma relagao de dispersdo F(JV, k) que possui uma energia limite
ey = E(N,k=0) (3.2)

que delimita a energia minima abaixo da qual ndo hd propagacdo. Através desta definicao, é

possivel obter o quantidade de modos transversos a uma energia £ simplesmente contando o
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numero de modos que possuem a energia limite menor que £. Teremos

ZG —EN (33)

onde 0(x) € a funcdo de Heaviside. Vamos entdo avaliar a corrente de cada modo ndo evanes-
cente e somé-los para obter a corrente total. Podemos assumir que cada modo transverso tem
seus +k estados ocupados de acordo com uma fungdo f*(F). Nessas condi¢des, um géas de
eletrons uniforme com n elétrons por unidade de comprimento se movendo a uma velocidade
v deve carregar uma corrente igual a env. Cada k-estado do condutor de comprimento L terd
uma densidade de elétrons dada por 1/L. Poderemos portanto escrever a corrente [+ devido

aos +k estados como

It = % S vrt(E) (3.4)
k
B 10E ,,
= z 7ok - fT(E) (3.5)

Podemos ainda transformar a soma sobre os valores de £ em uma integral seguindo a relagdao

Z — £/dk; (3.6)
A v

para obtermos por fim a relagdo

It = % / h fH(E)dE 3.7)

onde o limite inferior na integral se deve a energia minima para que haja propagacao do elétron.
A equacdo (3.7) nos d4 a corrente dos estados +k para um modo transverso do condutor. Para
obter a expressdo para todos os modos, temos que integrar o produto de f*(F) com M(FE)
desta vez de —oo até +oo pois a fungdo M (FE) ja cuida do limite inferior de energia. Teremos

entdo para todos os modos

1+__%§ f*( )M(E)dE (3.8)

Podemos considerar que, em um intervalo pequeno de energia (; < & < p9, a quantidade de
estados ocupados em cada modo transverso fT(E) e a quantidade de modos transversos sao

constantes. Portanto, podemos resolver a integral e teremos a corrente dada por

2e
It = =M (i = o) (3.9)
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3.3 Formula de Landauer para a Condutincia

(LY
I
M, H,
A)
condutor
guia 1 —> guia 2
T
contato 1 contato 2
B) ET T E
Wl T+ a0 -
I —> Iy —»
____________________________________________ H,
) ¢
f (E) f (E)

Figura 3.2: A) Um condutor com uma probabilidade de transmissdo 1’ esta conectado a dois
contatos através de dois guias. B) Pelo fato do sistema se encontrar a temperatura zero, a
distribui¢do das energias assume uma forma que impede que haja corrente nos dois sentidos.

Vamos agora considerar um condutor conectado a dois contatos grandes através de duas
guias que agem como condutores ideais. Cada guia terd uma quantidade constante de modos
transversos M e uma probabilidade média 7" de transmitir um elétron do guia 1 para o guia 2.
Os contatos sdo suficientemente grandes em comparagdo aos guias para que quaisquer probabi-
lidades de reflexdao possam ser negligenciados. Seguindo a linha de raciocinio da se¢do anterior,
teremos que os +k estados do guia 1 serdo ocupados apenas pelos elétrons vindos do contato 1,
que por sua vez possuem potencial eletroquimico 1. Analogamente o guia 2 terd seus —k esta-

dos ocupados apenas pelos elétrons vindos do contato 2 e que possuem potencial eletroquimico

H2-
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Mantendo a condig¢do inicial de que estamos trabalhando em um sistema a temperatura 7' =
0, podemos afirmar que o fluxo de corrente estd fixo no intervalo de energia p; < E < ps.
Seguindo os resultados obtidos na se¢do anterior, podemos escrever a corrente vindo do guia 1
como
L 2
If = M — o) (3.10)
Por sua vez a corrente que sai do guia 2 € dado pela corrente que sai do guia 1 multiplicado pela

probabilidade média de transmissdo de um elétron através do condutor central, teremos

2e
Iy = 5-MT (= pi2) (3.11)

Levando em conta que parte dos elétrons sdo refletidos no condutor central, teremos um fluxo

no sentido contrdrio no guia 1 dado pelo fluxo inicial no guia 1 menos a parte refletida R

2

Iy = S MR(u — o) (3.12)
2

= ML= T)(u — p2) (3.13)

Portanto, para este sistema, teremos que a corrente total serda dada por

[=TF I =1 (3.14)
2e
= 7 MT(p — p2) (.15)

Por fim, podemos finalmente definir a condutancia que serd dada por

I 2¢2

Sy

MT (3.16)

3.4 Formulacao de Matriz de Espalhamento para a Férmula

de Landauer

Na proposic¢ao feita por Landauer, temos uma quantidade finita de modos transversais nos
guias. Nesta proposi¢c@o, os reservatorios de elétrons estdo em equilibrio termodindmico e os

elétrons devem satisfazer a equagao de Schrodinger

[% (—ﬂﬁ)Z + V(F)} V() = B (F), (3.17)

onde V() é o potencial de confinamento e £ representa a energia incidente. Assumiremos

o0 vetor posi¢do 7 no plano (z,y), com o elétron se propagando em x e confinado em y com
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paredes em y = 0 e y = d. Como vimos na secdo 2.6, teremos uma solu¢do do tipo particula
livre e uma solugao do tipo pogo infinito, onde podemos escrever a solugdo final como produto

das solugdes
2
() = C’\/;sen(k:yy) exp|tik,z], (3.18)

onde C' € a constante de normalizacdo. Para o sentido transversal, teremos a condi¢do de

quantizagao do tipo pogo infinito
kyn=— n=12.. (3.19)

Os momentos nos respectivos eixos serdo dados por p, = hk,, p, = hk, de maneira que a

energia de Fermi F/r pode ser escrita como

2 2
EF:EI+E7n:p—I+M

2
2m = 2m (3.20)

A partir da expressdo (3.11), podemos concluir que caso F,,, < Ep, teremos que ter £, > 0,
0 que implica em um modo propagante tipo onda livre, ou canal aberto. Caso £, > Ef
teremos que ter £, < 0, o que implica em momento negativo, a exponencial em (3.9) ird decair
e teremos um modo evanescente, também conhecido como canal fechado. Logo, os modos de
espalhamento que incidem nos reservatérios em x —> Foo t€m um valor maximo n = N,
com g = 1,2 onde g € o indice do guia. Podemos agora escrever a solucdo geral da equacdo de

Schrédinger em termos das amplitudes da seguinte forma

Ng
1/19(1'7 y) = Z (ang)qu—Lv(g) + bng)gﬁ:’(g)) (3.21)
1
ou em termos dos modos transversais
+(9) 2m :
Yoo\ = msen(k;yvny) exp|£iky ). (3.22)

onde o sinal + (-) representa os canais propagante para a esquerda (direita) em cada um dos
guias. Nosso objetivo € relacionar, por meio de uma matriz de espalhamento, as amplitudes de
entrada e saida do condutor. Podemos escrever matrizes coluna em termos das amplitudes a'¥)

e b,(lg ) de maneira que teremos

Al — (agg)’ a§9)7 - as\?;)T7 B9 — (b§9)7 bég)’ - bg@;)T (3.23)
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ou criando uma matriz coluna para todos os valores de g
APHT B = (BYW, BT (3.24)
A matriz S € a matriz que conecta as amplitudes de entrada e saida. Teremos entio

B = SA. (3.25)

Podemos decompor a matriz S em blocos de transmissao e reflexao referentes a cada guia. Neste
caso, a matriz S terd dimensdo (N; + Ns) X (N7 + N3). A reflexdo do guia ¢ sera denotada
por r e terd dimensdo N; X N;, ¢ = 1,2. Sua transmissao do guia 1 para o guia 2 serd denotada
por t e terd dimensao /Ny X N,. Por fim sua transmissdo do guia 2 para o guia 1 terd dimensao
Ny x Nj e sera denotada por ¢/, de maneira que teremos a mesma notacio do capitulo 2
!/
s— ("1 (3.26)
t
Precisamos agora encontrar uma maneira de relacionar a expressdo da condutancia linear
em 7' com a matriz de espalhamento obtida no capitulo anterior. Uma vez relacionadas as duas
expressoes, poderemos utilizar a expressao da condutincia em termos de blocos da matriz de
espalhamento em nossas simulacdes. Neste caso, podemos fazer esta conexao observando que a
probabilidade de transmissao 7" pode ser escrita em forma de matriz com seus elementos repre-
sentando as probabilidades de transmissao de um determinado canal para outro. Essas matrizes
sdo exatamente os blocos de transmissao das matrizes de espalhamento. A probabilidade de

transmissao se relaciona entdo com o bloco de transmissao pela expressao
T = Tr(tt") /M,

onde a divisdo por M ¢é necesséria pois Tr(¢t!) nos da a soma das probabilidades de trasmissdo

de todos os canais. Teremos finalmente a expressao para a condutancia dada por

92 2
G= %Tr(tt*). (3.27)

3.5 Consideracoes Sobre um Sistema Menos Idealizado

Desenvolvemos nas secdes anteriores o formalismo de Landauer-Biittiker em uma forma
mais simplificada com intuito de obter o necessdrio para cobrir a base tedrica da simulacdo
que serd apresentada no final deste capitulo. Nesta secdo, iremos tratar de uma versao um

pouco menos idealizada do formalismo de Landauer-Biittiker para, na secdo seguinte, fazer um
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Figura 3.3: A) Um condutor esté ligado a dois contatos através de dois guias ideais. A proba-
bilidade de transi¢ao do guia 1 para o guia 2 € dado por 7' e a probabilidade de transicao do
guia 2 para o guia 1 é dado por 7”. B) Devido ao fato de ndo estarmos mais em um regime
de temperatura zero, temos agora distribuicdes de energia um pouco mais suaves que permitem
corrente nos dois sentidos.

questionamento sobre o limite de validade deste formalismo.

Nas secOes anteriores, estudamos o problema de transporte coerente a temperatura 7' = 0.
O que aconteceria se nosso sistema tivesse uma temperatura baixa porém diferente de zero? Em
uma temperatura diferente de zero a distribuicao de energia adota uma forma mais suavisada
e continua em comparacdo com a distribuicdo da energia a temperatura zero. Na prética isso
significa que em uma temperatura diferente de zero alguns elétrons no reservatorio 2 vao ter uma
energia maior que alguns elétrons no reservatorio 1, gerando uma corrente no sentido contrdrio.

Anteriormente, no caso ideal, chegamos a equacao da corrente dada por

2e
I= WMT(M — 12), (3.28)

onde tratamos a probabilidade de transmissdao dos modos como uma constante em um tnico
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canal. No entanto, em um caso menos idealizado, podemos ter vérios canais de energia com

probabilidades de transmiss@o diferentes no novo intervalo de energia
p1 +nkgT > E > puy —nkgT, (3.29)

onde n € um valor pequeno.
Podemos agora aplicar o raciocinio desenvolvido neste capitulo para encontrar uma ex-
pressdo para a corrente total neste novo sistema. Podemos escrever o fluxo de elétrons por

unidade de energia que sai do contato 1 para o guia 1 como

2
if (E) = 3 Mf(E). (330)

onde f;(FE) é o termo correspondente ao intervalo de energia deste sistema (que agora é dife-
rente de ;1 < E < o). Analogamente, teremos um fluxo saindo do contato 2 para o guia 2

devido a nova distribui¢ao de energias dado por

iy () = 5-M'fo(E) (3.31)

O fluxo saindo do condutor para o guia 2 deve ser uma soma do fluxo que sai do guia 1 e
atravessa o condutor e o fluxo que sai do contato 2 e é refletido no condutor, teremos entao

seguindo o raciocinio das secdes anteriores
iy (E)=Tif (E)+ (1 -T"i5(F) (3.32)

e analogamente
it (E)=01-T)if(E)+T'; (F) (3.33)

podemos finalmente escrever o fluxo total como

i(E)=if —if =if —i; (3.34)
=it —(=T)if +T'; (3.35)
= Tit —T'i; (3.36)
2
= T [M(B)T(E)fi(E) - M'(E)T'(E) f,(E)) (3:37)

i(8) = 2 [F(E) 1(E) ~ T'(B) ol B) (338

onde de acordo com [4] para sistemas neste regime e com a restri¢ao de ter apenas espalhamento
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eldstico dentro do sistema, teremos T'(E) = T"(E). O fluxo pode entdo ser escrito como

i(E) =

2{ [(E) [i(E) = f2(B)] (3:39)

e a corrente total serd dada por

I = / i(E)dE (3.40)

No caso onde da diferenca de potencial é zero (; = p2), devemos ter corrente nula, o
que implica f;(E) = fo(E). Neste regime, para pequenas variagdes, corrente é proporcional a

diferenca de potencial, podemos entdo escrever

5T = / Si(E)| dE (3.41)
_ % {[T®)] 615 = £+ - £l [T(B)] } aB (3.42)
=2 [{[7®)] 515~ 1} ar (3.43)

onde, pelas condi¢des impostas, f; = f, e portanto o segundo termo dentro da integral é nulo.

A funcdo delta pode ser desenvolvida através de expansdo de Taylor, teremos

Olf1 = fa] = (11 — pa) (g—i) = (—%> (11 — p2) (3.44)

onde fo(FE) é a fungéo de Fermi no equilibrio, dada por

1
fo(E) = {exp E = ) /kaT] 1}M:Ef (3.45)

que a baixas temperaturas pode ser aproximada a fun¢do de heaviside, ou seja
fo(E) = 0(Ef — E) (3.46)

e, pela definicdo da funcdo de Heaviside, teremos

9fo
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substituindo esse valor na expressao para 6/ ficamos com

51 = 2—; { [T(E)] (1 — 2)3(Ey — E)} dE
= 2 — )T ()
= 2T (B MBS (1 — ) (3.48)

e a condutancia € dada por

51

a-_ o 3.49
(i = )je G4
2¢2

Podemos notar que recuperamos as expressoes da corrente e da condutincia obtidas no nosso
exemplo em um sistema a temperatura zero.

Cabe agora um questionamento sobre quais situagdes obedecem a essa expressao linear da
corrente e da condutancia de maneira a ligar a teoria desenvolvida no caso com temperatura
nula e no caso com temperatura proéxima de zero.

No desenvolvimento com 7' # 0 a expressao linear foi obtida através da condi¢do inicial
imposta de que a diferenca de potencial (p; — p2) fosse muito pequena (muito menor que
kgT). No entanto essa condicdo ndo € necessdaria. Como vimos no caso inicial, a expressao é
linear com a simples imposi¢ao de trabalharmos com temperatura nula. A realidade é que as
expressoes serdo lineares independentemente da temperatura, contanto que a funcao de trans-
missio T'(F) seja aproximadamente constante no intervalo de energia onde estd acontecendo
o transporte. Nos resta encontrar sob quais condigdes podemos tratar a fun¢ao de transmissao
como constante.

Vamos reescrever a expressao para a corrente total (3.40) tomando a fun¢do de transmissao

como constante a energia de Fermi, teremos

1=24(5)) [1h() - f(E ) (3.51)

onde vimos que, a baixas temperaturas, f1(F) ~ 0(u; — E) e fo(E) =~ 0(us — E). No entanto,

de acordo com [4] estas relacdes também sdo vélidas para temperaturas altas, fazendo com que
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a parte integral, independentemente da temperatura, seja dada por

J1B) - 2BNIE = [ 61— ByiE - [0z - E)E (3.52)
= /“1 dE — /“2 dFE (3.53)

0 0
— i — 1o (3.54)

resultando em uma relacao linear para a corrente

2e ~

1= T (Ep) (i1 — pr2) (3.55)

com restri¢do apenas sobre a fun¢ao de transmissao ser constante no intervalo de energia.
Dando prosseguimento a este topico, vamos escrever a formula da corrente total de acordo
com [37]

1 M
I = —/ G(E")dE' (3.56)
I

€ Jps

onde a funcio da conduténcia G/(E’) é definida aqui como
~ / 2¢? T !
G(E') = e T(E)Fr(E — E"dE (3.57)

e Fr(FE) é a fungdo “thermal broadening”

_d 1

Fr(E) = ~dE [exp(E/k:BT) + 1} (3-58)
1 , [ E
= 4ijTsech (QkBT) (3.59)

Observando a expressdo para a corrente total (3.56), podemos afirmar que a corrente sera
dada por uma expressio linear quando a funcdo da condutincia G (E’) ndo depender da energia

no intervalo de integracdo, ficamos com uma nova expressao para a corrente

[=GE)" - 12 (3.60)
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Figura 3.4: A) Temos a fung¢do T (E') que varia bastante com a energia. B) Temos a fun¢io
Fr(E) que serve como filtro para a func¢io T'(E) dentro da operacio de convolugio. C) A
funcio G/(F) formada pela convolugio de 7'(E) e Fr(E) se torna uma fungio suave, e pode ser
considerada constante em intervalos pequenos de energia

e analogamente, teremos a condutancia dada por

I

G=—— (3.61)
= [a/€
1 — piz/e '
2e% [ -
= T(E)Fr(E — Ef)dE (3.63)

que estd de acordo com a expressdo para condutividade anteriormente obtida se fizermos a
comparagio de Frr(E — Ey) com f.

Observando a equacio (3.57), podemos ver que a funcio G (E) é dada pela convolugdo das



fungdes T(E) e Fr(E) e é a partir dessa relagio que podemos definir o intervalo de validade
das expressdes lineares obtidas.

Em um regime de temperaturas baixas a interferéncia quantica da origem a estruturas resso-
nantes que afetam significativamente o comportamento da fungdo T(E) em relacdo a variagcdo
de energia, isso significa que a energia de correlacdo do sistema € baixa. No entanto a fun¢do
Fr(E) é uma fungio bem comportada de largura da ordem de k57" e serve de suavizador e filtro
para a fun¢do T (E) dentro da operag@o de convolugdo. Portanto, como regra geral, para que se
possa utilizar uma expressao linear para a corrente e a condutancia, € interessante se manter a

diferenca de potencial muito abaixo da largura da funcdo Fir(E) ou seja (1 — p2) << kgT

3.6 Resultados Obtidos Através de Simulacao

Foram realizadas algumas simulacdes que abrangem os desenvolvimentos tedricos realiza-
dos nos capitulos 2 e 3 deste trabalho. O modelo que foi simulado é o modelo proposto no de-
senvolvimento da férmula de Landauer onde temos reservatdrios de elétrons (contatos) ligados
através de guias ideais a um condutor, que neste caso € tratado como um ponto quantico cadtico
com 4 canais. Neste caso especifico, foi tomado a probabilidade de transmissao T'(F) = 1
e o sistema € tratado com temperatura diferente de zero porém proxima a zero obedecendo o
limite de diferenca de potencial 1y — po < k7. Montamos o problema através de teoria de
matrizes aleatdrias utilizando o hamiltoniano gaussiano e variamos o nimero de ressonancias

(autovalores) no condutor para os ensembles ortogonal e unitario.

G(E) »

Figura 3.5: Diferentes curvas de condutancia obtidas através de hamiltonianos aleatdrios.

Quando se trata um problema através da teoria de matrizes aleatorias, se obtém diversos
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resultados que aparentemente ndo t€ém conexao, € necessario que seja feito um tratamento es-
tatistico em cima dos resultados iniciais. Como exemplo temos uma pequena amostragem das

fungdes da condutancia obtidas nestas simulacdes na figura (3.5).

Ress =5
1,04 Ress =20
w
d
S
(¢]
0,54
0,0 T T T
0 2 4 6 8
AE

Figura 3.6: Curvas de correlagcdo para dois valores diferentes das ressonancias da cavidade
cadtica.

A partir das condutancias € possivel calcular a autocorrelacao das condutancias para uma
mesma diferenca de potencial e a partir dai criar curvas de autocorrelagdo da condutancia. De
acordo com as flutuacdes de Ericson observadas em [39], a fun¢do de autocorrelacdo das ener-
gias da sec¢do de choque em um regime de nicleos compostos deve ser uma lorentziana com
largura I' que € a largura de uma ressondncia tipica dentro do nucleo. Esse tipo de flutuacdo
também foi observado em pontos quanticos abertos 7' ~ 1 para funcdo da autocorrelagdao da
condutancia [38] que € o caso em estudo neste capitulo. O processo de normalizacdo utilizado
consistiu em dividir pela varidncia em AFE = 0. Como ilustra¢do do processo temos duas cur-
vas de autocorrelacdo para dois valores diferentes da ressonancia na figura (3.6). Como pode
ser observado na figura (3.6), as duas curvas t€m a forma de uma lorentziana com larguras
diferentes, estando de acordo com [38].

Foram obtidas curvas de autocorrelacdo para diversas quantidades de autovalores do condu-
tor variando entre 5 e 200 autovalores e utilizando entre 200000 e 4998 matrizes aleatorias para
tracar cada curva, onde as maiores quantidades de matrizes foram utilizadas para os menores
valores das ressonancias. Foi observado uma queda do valor médio da autocorrelacio com o
aumento no nimero de ressonancias no intervalo de energia estudado. Marcando o valor médio
da autocorrelagdo para cada valor das ressonancias foi possivel tragar um grafico para cada um
dos ensembles que, por sua vez, foi fittado pela curva de uma hipérbole.

Como dito anteriormente, esse processo foi realizado para os ensembles unitario e ortogonal
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e tiveram resultados similares, o que pode ser visto nas figuras (3.7) e (3.8).

2,75
1m
2,50
1 m  f(Ress)
2,25 —— Hyperbl Fit of f(Ress)
/%\ 2,00 - Equation y = P1*/(P2 + x)
:2/ b A R Sere . Value Standard Error
=175 e R

T
200
Ress

T
0 100

Figura 3.7: Grafico das larguras das curvas de autocorrelagdo da condutincia a altura média em
func¢do das ressonancias para o ensemble ortogonal

A conexao com os resultados obtidos pode ser feita recuperando uma discussdo feita por
Alhassid [41] e Weisskopf [40]. Suponhamos um pacote de onda préximo a entrada de um
canal ¢ em um dos guias. O pacote de onda ird evoluir no tempo e ird retornar apés o tempo de
Heisenberg 74 = h/A, onde A é o espagamento médio de niveis que € o inverso do nimero
de ressondncias. A probabilidade de decaimento proximo a um canal ¢ é dado pelo coeficiente
de transmissdo 7. A taxa de decaimento I'./h de um nivel em um canal ¢ deve entdo ser dado

pelo produto entre a frequéncia de “tentativas” de decaimento e o coeficiente de transmissao

r T, AT,
L=< 3.64
h TH h ( )
E a largura total € dada pela soma das larguras para cada canal I'., portanto
A
r=— T. 3.65
2m Z ( )

C

Temos entdo que a largura da lorentziana deve ser proporcional a A ou ao inverso do nimero
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Figura 3.8: Grafico das larguras das curvas de autocorrelagao da condutancia a altura média em
func¢ao das ressonancias para o ensemble unitario

de ressonancias, o que significa que a largura da lorentziana deve diminuir com o aumento do
numero de ressondncias. Esse resultado pode ser observado nas figuras (3.7) e (3.8), onde po-
demos observar uma queda drastica da drea da lorentziana com o aumento das ressonancias em
um regime de pequenas ressonancias e variagdo minima em um regime de grandes ressonancias

com as curvas completas sendo fittadas pela curva de uma hipérbole.
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Capitulo 4

Geracao de Emaranhamento em um Ponto

Quantico Caético

Nesta secao iremos discutir o fendmeno do emaranhamento quantico. Vamos revisar a
definicdo de maneira objetiva e simples. Em seguida iremos estudar um modelo para geragcdo
de elétrons emaranhados e iremos testar esse modelo através de simulacdo ligando esta teoria

ao que temos desenvolvido até entdo neste trabalho.

4.1 Definicao de Emaranhamento e Concorréncia

Emaranhamento, como definido em[8], € uma propriedade de um estado bipartite, ou seja,
sistemas que consistem de duas partes A e B que estejam suficientemente separados entre si
para que nao haja interacao, se encontrem em um estado puro ou misto e estejam em um espago
de Hilbert que seja o produto tensorial dos espacos de Hilbert das partes H = H 4 @ Hp'.

Algebricamente, um estado pode ser considerado emaranhado quando nao € possivel fazer

uma decomposi¢do do sistema em produto direto.

Exemplo I:

) = 100) + [o1)
1B) = [0), @ (0} + 1))

Podemos observar que o sistema ndo € emaranhado.

'Definigdo alternativa de emaranhamento de formagdo para sistemas multipartites como em[9]: Inicialmente,
Alice e Bob nio compartilham particulas emaranhadas porém podem compartilhar informagdo quéntica. A questdo
se torna, entdo, quantos qubits devem passar entre Alice e Bob para que se possa criar muitos pares no estado
desejado.
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Exemplo 2:

1

V2

Neste caso ndo € possivel escrever em termos de um produto direto como no exemplo ante-

) (10) —|o1))

rior. Temos, portanto, um estado emaranhado.

4.1.1 Emaranhamento e Concorréncia em um Ensemble Puro

Matematicamente, podemos definir o emaranhamento para estados puros seguindo [8][47].
Dado um estado puro arbitrario |¥) no espago de Hilbert bipartite H = H 4 ® Hp, um par de

qubits terd a forma:

0y =D Y eylialidy,  Trinh) =1

i=0 j=0

_ T
v = oyroyt

Para criar um estado emaranhado a partir de um estado ndo emaranhado € necessario que
haja a troca de uma certa quantidade de informacado quantica. Essa informagao quantica pode
tomar a forma de pares de Bell (ou pares EPR). Os pares de Bell vao neste caso fazer o papel
de “moeda de troca”, através dos quais sera possivel quantificar o emaranhamento. O nimero
médio de pares por copia de Bell necessdrios para preparar um grande nimero de copias do

estddo puro |¥) é dado pela entropia de Von Neumann:

S(pa) = =Trapalog, pa, pa = Trp V) (V|

S(pa) = S(pp) = £()

A quantidade £ é chamada de emaranhamento de formagdo e esta no intervalo £ € [0, 1],
com £ = 1 representando o estado maximamente emaranhado. A partir da matriz de espa-
lhamento é possivel reescrever o emaranhamento de formacdo em termos de coeficientes ¢ da

seguinte forma:

1 1
& :.7:<§ + 3 1 —4DetfyfyT>

Onde F(x) = —xlogyr — (1 —x)logy(1 — x)
Podemos agora definir outra quantidade que estd diretamente ligada ao emaranhamento de
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formacdo. Essa quantidade € chamada de concorréncia. A concorrencia se encontra no mesmo
intervalo que o emaranhamento, ou seja, C € [0, 1]. Por esse fato, dependendo das condigdes,
¢ aceitavel tomar a medida da concorréncia como uma medida do emaranhamento por si so.

Matematicamente a concorrencia é definida como[47]:

C(¥) = | (¥[P) ]
DEEAY

onde |T*) é o complexo conjugado de |¥) e o, é a matriz de pauli. A operagio ¥ é chamada

spin flip. Para uma densidade geral p de dois qubits, o respectivo estado spin flip é dado por[47]:

p=(oy®ay)p (o, @0y)

A partir destes resultados podemos escrever uma defini¢do de C em termos dos coeficientes

da matriz de epalhamento, teremos entao:

C—9 \/Dety~1

-7 Tryt

Esta é a defini¢do da concorréncia para o caso geral. Para o caso de ensemble puro, Tr ' =

1, podemos entao reescrever o emaranhamento em termos da concorréncia como:

£(C) = f(% + %@)

4.1.2 Emaranhamento e Concorréncia em um Ensemble Misto

Para o caso de matrizes mistas, a matriz de densidade p pode ser decomposta em estados

puros |¥;) com peso positivo p;:
p=> pi|W) (T, p,>0, > pa=1

O emaranhamento de formagao para um estado misto p € entdo definido como emaranhamento

médio dos estados puros da decomposicao, minimizado sobre todas as decomposicoes de p:
&€(p) = min ZPZE(\I’Z)
Onde &£(¥;) é o emaranhamento de formacdo do estado puro |¥;) e os estados |¥;) sdo nor-

malizados porém ndo sdo necessariamente ortogonais. Devido a este fato o formato de p ndo é

Unico para estados mistos, ou seja, existem vdrias representagcdes equivalentes para p como uma
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mistura de estados puros.

Um estado misto no espaco de Hilbert bipartite H 4 ® Hp € ndo emaranhado caso exista
uma representagdo de |U;) tal que |¥;) = [®;),|P}) 5 com |D;) € Hy e |P)) € Hp para
todo i. Como esperado, no caso de um estado misto separavel, o valor de £(p) é nulo. O
emaranhamento mantém sua forma em termos de £(C) porém a concorrencia C serd escrita

como funcdo de p em termos das raizes em ordem decrescente \; (\; > Ao > A3 > \y) da

matriz hermitiana R = \/\/pp/p

C(p) = m&X{O, )\1 - )\2 - )\3 — )\4}

4.2 Modelo Para Producao de Emaranhamento em um Ponto

Quantico Caotico

R1

R2

Figura 4.1: Modelo do ponto quantico utilizado para gerar emaranhamento retirado da re-
feréncia [46]. Os guias superiores (L1, R1) representam o estado |1) e os guias inferiores
(L2, R2) representam o estado |0) ou vice-versa, desta maneira podemos entender um elétron
que sai do sistema pela direita ou pela esquerda como um qubit.

Os métodos usuais de criacdo de particulas emaranhadas dependem de interagcdo entre as
particulas para a geracdo do emaranhamento. No entanto, como descrito em [45], é possivel

criar emaranhamento em um reservatorio de elétrons através de espalhamento eldstico de um
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unico elétron. Nesta secdo iremos fazer uma breve discussdo sobre a criacdo de emaranhamento
através do modelo desenvolvido em [46].

A geometria do aparato proposto estd exposta na figura (4.1). Teremos um ponto quantico
conectado a dois guias a direita e dois guias a esquerda que por sua vez estardo ligados a
reservatorios de elétrons através de contatos pontuais. Cada guia estard restrito a um Unico
canal. Chamaremos os guias a esquerda de L1 e L2 e os da direita de k1 e R2. Uma diferenca
de potencial ird criar uma corrente que atravessard o ponto quantico dando inicio ao processo
de espalhamento e consequentemente criando emaranhamento. Neste modelo consideramos
espalhamento entre os canais L e R no intervalo de energia eV’ acima da energia de Fermi Er.

O grau de emaranhamento é medido através da violacao da desigualdade de Bell para cor-
relatores de flutuacOes de corrente. Entretanto, a violagdo da desigualdade de Bell requer a
mistura dos canais (R1 com R2 e L1 com L2) em cada ponta do ponto quantico. De modo a
preservar o grau de emaranhamento, esse espalhamento entre os canais deve ser local, ou seja,
o espalhamento entre canais nao deve refletir elétrons de volta ao ponto quantico. Uma maneira
de satisfazer essas condi¢des € através da insercao de matrizes unitarias quadradas Uy, e Ur que
representam barreiras parcialmente transparentes que separam os canais R1/R2 e L1/L2 e que

podem ser ajustadas por uma porta quantica.

4.3 Resultados Obtidos Através de Simulacao

A motivacao destas simulacdes vieram do interesse em investigar o comportamento de uma
grandeza sem equivalente cldssico em relagdo ao comportamento da condutancia, estabelecendo
um cardter comparativo entre as duas grandezas. No caso da condutancia obtivemos a fungao
de autocorrelacdo com a forma de uma lorentziana com largura equivalente ao inverso da res-
sonancia. Devido ao cardter comparativo desta investigacao, as simulacdes foram realizadas
de maneira bastante semelhantes ao que foi feito no capitulo 3. Através da teoria de matri-
zes aleatdrias desenvolvida no capitulo 2 junto com o formalismo de emaranhamento e con-
corréncia, pudemos obter uma base solida. Partindo desta base precisamos apenas impor as
condicdes descritas no modelo de geracdo de emaranhamento da secdo 4.2. Obtivemos entdo
fungdes do emaranhamento e da concorréncia (como mostrado no capitulo 1) que foram poste-
riormente tratadas estatisticamente para obter os resultados que serdo em breve apresentados.

Neste caso simulamos o emaranhamento e concorréncia para os ensembles unitdrio, ortogo-
nal e simplético utilizando 150000 matrizes aleatérias. Com estes resultados pudemos calcular
o valor médio da concorréncia, o valor médio do emaranhamento, a autocorrelacdo da con-

corréncia e a autocorrelagdo do emaranhamento.
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Figura 4.2: Grafico do emaranhamento médio (esquerda) e da concorréncia média (direita)
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Figura 4.3: Grafico da correlacao do emaranhamento (esquerda) e da correlacao da concorréncia
(direita) para § = 1,2,4 fittados por funcdes similares a lorentzianas porém com expoente
global diferente de 1

Podemos confirmar pela figura (4.2) que, como esperado, o comportamento do emaranha-
mento médio e da concorréncia média sao de fato similares entre si, o que estd de acordo com a

relacdo obtida.

£(C) = ]-“(% + %\/1 - c2> @.1)

com F(z) = —zxlogyx — (1 — x)logy(1 — x) 4.2)

No entanto € interessante observar pela figura (4.3) que as fungdes de emaranhamento e con-
corréncia de fato geram funcdes de autocorrelagdo com comportamento similar (até certa diferenca
de energia) as curvas obtidas para a condutincia. No casos do emaranhamento e da con-
corréncia, as curvas sdo bem fittadas por uma funcio similar a lorentziana (diferindo apenas
no expoente global) até uma certa diferenca de energia, apds a qual as curvas passam a seguir

um comportamento logaritmico. Este € um resultado inédito que pode vir a ser publicado no
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futuro.

A fim de estudar mais profundamente o comportamento das distribuicdes do emaranha-
mento médio e da concorréncia média fizemos um estudo das distribui¢des dos elementos obti-
dos nas simulacdes separando-os por ensemble. Analisando as curvas da figura (4.2) foi tomada
a decisdo de montar histogramas para os elementos em £ = (0, no minimo da sua respectiva
curva e no valor madximo de £. Os histogramas mostram entdo de forma explicita e agradavel,
as probabilidades de se obter um certo grau de emanharamento (ou concorréncia) para dado

ensemble que se deseje estudar em certos limites da diferenga de energia.

25
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Figura 4.4: Histogramas do emaranhamento (esquerda) e da concorréncia (direita) para valores
de interesse nas curvas da figura (4.2) para o ensemble ortogonal
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Figura 4.5: Histogramas do emaranhamento (esquerda) e da concorréncia (direita) para valores
de interesse nas curvas da figura (4.2) para o ensemble unitario

Um resultado interessante obtido através desse estudo foi o comportamento das distribui¢des

do emaranhamento e da concorréncia que, apesar de ter curvas de valores médio semelhantes, se
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Figura 4.6: Histogramas do emaranhamento (esquerda) e da concorréncia (direita) para valores
de interesse nas curvas da figura (4.2) para o ensemble simplético

mostram pouco parecidas nos pontos de interesse expostos nos histogramas. Podemos observar
pelos histogramas das figuras (4.4) (4.5) e (4.6) que em nenhum ensemble a distribuicao da
concorréncia se assemelha a distribui¢cdo do emaranhamento.

Os histogramas de § = 1 e § = 2 para I/ = 0 conseguem recuperar os resultados obtidos
em [48], o que indica a validade das simulacdes realizadas. A validade dos histogramas obtidos
implica num aumento na produgdo de pares de Bell para um aumento de energia, o que torna a
utilizagdo destes sistemas mais atraente. No entanto ainda € necessario uma investigacao mais
a fundo com o objetivo de determinar a validade dos resultados, o que seréa feito posteriormente

a apresentagao deste trabalho.
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Capitulo 5
Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho estudamos o transporte quantico para um ponto quantico cadtico aberto com
quatro canais. Exploramos a teoria de matrizes aleatérias visando como e quando utilizar cer-
tos formalismos para representar um dado sistema mesoscopico para certas condi¢des iniciais.
Fomos um pouco mais a fundo na investigacao do caso especifico estudado de maneira a sanar
davidas conceituais.

Desenvolvemos o formalismo de Landauer para a condutancia assim como fizemos uma
breve introduciao ao emaranhamento de formacgao de Wooters e do modelo de geracdo de emara-
nhamento de Beenakker. Através da compreensao destes sistemas foi possivel realizar simulagdes
numéricas cujos resultados foram comentados neste trabalho.

Analisando o trabalho como um todo, € possivel afirmar que este trabalho cumpre o seu
objetivo no sentido de oferecer uma base para o estudo de transporte quantico em casos mais
complexos. O estudo de transporte quantico requer um leque de conhecimentos bastante diver-
sificado que vai de conceitos de mecénica quantica a programacgdo direcionada a simulagdo e
acredito que esta dissertacdo conseguiu tocar um pouco em cada ponto.

Quanto as perspectivas, primeiramente hd um interesse em continuar o estudo das questoes
relacionadas a geracdo de emaranhamento que foram deixadas em aberto. Além disso, com
a base desenvolvida na criacao deste trabalho, tenho como objetivo a continuagdo do trabalho

desenvolvido mais voltado para a drea da computacao quantica.
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