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RESUMO

Nesta Tese, consideramos um campo fermionico massivo e carregado no espago-
tempo de uma corda césmica ideal na presenca de um campo magnético confinado
em um tubo cilindrico de raio finito a. Levamos em conta trés configuragoes para
o campo magnético: (i) uma casca cilindrica de raio a, (ii) um campo magnético
proporcional a 1/r e (ili) um campo magnético constante. Nos trés casos, o eixo
de simetria da corda césmica coincide com o eixo de simetria do tubo cilindrico de
campo magnético, dispostos ao longo do eixo z. Nossos principais objetivos nesta Tese
sdo analisar os valores esperados no vacuo (VEV) da densidade de corrente, j*, do
condensado fermionico (FC) e o VEV do tensor energia-momento (TEM), T#. Para
isto, construimos um conjunto completo de funcoes de onda de Dirac normalizadas
para cada configuragao de campo magnético e mostramos que na regiao fora do tubo,
a densidade de corrente, o CF e o VEV do TEM sao decompostos como a soma de
duas partes. A primeira corresponde a contribuicao da linha de fluxo magnético que
corre ao longo da corda césmica ideal, e a segunda contribuicao é induzida devido a
estrutura nao trivial de campo magnético. Mostramos também que o VEV do tensor
energia-momento é diagonal, obedece a condigao de conservagao e que seu traco é
expresso em termos do condensado fermionico.

Palavra-chave: Cordas cosmicas, gravitacao e teoria de particulas, teoria quantica

de campos, teoria de campos no espaco curvo.



ABSTRACT

In this work, we consider a charged massive fermionic quantum field in the idealized
cosmic string spacetime and in the presence of a magnetic field confined in a cylindrical
tube of finite radius. Three distinct configurations for the magnetic fields are taken
into account: (i) a cylindrical shell of radius a, (ii) a magnetic field proportional to 1/r
and (iii) a constant magnetic field. In these three cases, the axis of the infinitely long
tube of radius a coincides with the cosmic string. Our main objectives in this paper
are to analyze vacuum expected values (VEVs) of the current density, j#, fermionic
condensate (FC) e and the VEV of the fermionic energy-momentum tensor, 7. In
order to do that, we explicitly construct the complete set of normalized wave-functions
for each configuration of magnetic field. We show that in the region outside the
tube, the current density, the FC and the VEV of the energy-momentum tensor are
decomposed into two parts: the first ones correspond to the zero-thickness magnetic
flux contributions, and the seconds are induced by the non-trivial structure of the
magnetic field, named core-induced contributions. The latter present specific forms
depending on the magnetic field configuration considered. We also show that the VEV
of the energy-momentum tensor is diagonal, obeys the conservation condition and its
trace is expressed in terms of the fermionic condensate.

Keywords: Cosmic string, gravitation and particle theory, quantum field theory,

quantum field in curved space.
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1. INTRODUCAO

De acordo com a teoria do Big Bang, o universo esta se expandindo e resfriando-se.
Durante sua expansao, as quebras espontaneas das simetrias fundamentais levaram
0 universo a sofrer uma série de transicoes de fase. Nos modelos de fisica de altas
energias, a formagao dos defeitos topoldgicos, causados por essas transigoes, tais como
paredes de dominio, monopolos e cordas cdsmicas, entre outras, estao previstas a
ocorrerem segunda a referéncia [1][2].

A corda césmica esta entre os tipos de defeitos topoldgicos mais estudados, embora
recentes observagoes da radiacao cosmica de fundo tenham descartando-a como fonte
primaria para as perturbacoes da densidade primordial. Tal defeito serve também
como uma possivel fonte para explicar um nimero consideravel de efeitos astrofisicos
tais como rajadas de raios gama, onde a escala de energia da corda onde a simetria é
quebrada, em uma escala de energia da ordem de 10 GeV, explica a taxa, duracao
e fluéncia das rajadas de raios gama, [3], emissdes de ondas gravitacionais de alta
frequéncia, que como consequéncia dessas emissoes o conjunto estocastico de ondas
gravitacionais geradas por uma rede cosmoldgica de loops é nao gaussiana [4], e a
geracao de raios césmicos de altas energias [5], onde os raios césmicos de particulas de
altas energias podem ter se originadas durante o processo de colapso e/ou aniquilagao
de defeitos topolégicos associados com as teorias de grande unificagao.

A grandes distancias, o espago-tempo gerado por uma corda cosmica possui uma
topologia conica, no plano ortogonal a disposicao deste objeto, com um déficit de
angulo planar proporcional a densidade linear de massa desta corda césmica. Na

teoria quantica de campos, a topologia nao trivial induz valores esperados no vacuo
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(VEVs) nao nulos para os observéveis fisicos. Estes efeitos de polarizacao do vacuo, na
teoria quantica de campo, induzidos por uma estrutura conica foram alvos de muitos
trabalhos publicados. Na anadlise especifica para o VEV do tensor energia-momento,
(TH), por exemplo, tem sido investigado para os casos campos escalares, fermionicos
e vetoriais [6]-[26].

Na fisica da matéria condensada é bem conhecido que supercondutores excluem
quase que completamente qualquer campo magnético externo se este for menor que
um valor critico (efeito Meissner) [27]. Contudo, para supercondutores do tipo 2, que
sao formados por materiais em que a transicao para o estado supercondutor é gradual,
com a presenca de um estado intermediario, se o campo externo for aumentado a um
certo valor maior que valor critico, tal campo externo atravessa este supercondutor em
uma forma de tubo de fluxo magnético. A estes fenomenos damos o nome de vortices
de fluxo magnético que, por sua vez, sao quantizados.

A possibilidade da existéncia tedrica de tais vértices foi primeiramente demons-
trada por Abrikosov [28]. Ele mostrou que estes ocorrem naturalmente como solugoes
para a teoria de Ginsburg-Landau de supercondutividade na presenca de um campo
magnético externo. Seguindo esta teoria, a existéncia de tais objetos foi verificada
experimentalmente, e muitas de suas propriedades foram rigorosamente investigadas
em [27].

Alguns anos depois, Nielsen e Olesen [29] mostraram, partindo do modelo de te-
oria de campo relativistico com quebra espontanea de simetria, mais especificamente
do modelo de Higgs abeliano interagindo com um campo de calibre, que este sistema
apresenta solugoes com simetria cilindrica carregando um fluxo magnético. Estas con-
figuracoes correspondem as solugoes de vortices.

A anédlise da influéncia deste sistema na geometria do espago tempo foi analisada
por Garfinkle [30] e Laguna [31] a tempos atrds. Em seus trabalhos os autores acopla-

ram o tensor energia-momento, associado ao modelo de Nielsen-Olesen, as equacoes de
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campo de Einstein. Nesse sentido, eles mostraram que o vértice possui um estrutura
interna caracterizada pelo fluxo magnético nao-nulo que corre ao longo da mesma,
cuja extensao ¢ determinada pela escala de energia na qual a simetria é quebrada.
Dois comprimentos de escala aparecem naturalmente, um relacionado com a extensao
do fluxo magnético que, por sua vez, é proporcional ao inverso da massa do campo
vetorial, m,, campo este, que adquire massa devido ao mecanismo de Higgs. E o outro
associado com o inverso da massa do campo escalar, my, este 1ltimo, como sendo uma
medida do ponto onde o campo escalar decai para o seu valor de vacuo. Além do
mais, os autores também analisaram a geometria do espago-tempo e verificaram que
assintoticamente a superficie perpendicular ao vortice corresponde ao espago-tempo
de Minkowski menos uma fatia, o que acarreta num espago com um défice angular.

Uma solucao de vértex especial que satisfaz o limite BPS (Bogomolny-Prassad-
Sommerfield) [32][33], apresenta as massas do campo escalar e do campo de calibre
iguais, isto é, ms; = m,. Para este caso, Linet [34] foi capaz de encontrar uma solucao
exata para o tensor métrico, que é determinada em termos da densidade de energia da
corda césmica. Neste limite, a superficie perpendicular a linha da solucao de vértice
tem uma estrutura conica e, o espaco-tempo a sua volta corresponde ao espaco-tempo
de uma corda césmica idealizada.

O objetivo principal desta Tese, consiste em explorar os efeitos quanticos associados
ao vacuo do campo fermionico carregado e massivo no espago-tempo gerado por uma
corda cosmica ideal na presenca de um tubo magnético cilindrico de raio fixo a co-
axial a esta corda césmica. Vamos explorar os valores esperados do vicuo (VEV) da
densidade de corrente, (j*), na vizinhanga do defeito topoldgico [35], onde veremos
que os efeitos produzidos por tal configuracao induzirao uma densidade de corrente
nao nula apenas na diregao azimutal, (j¢). Além do mais, vamos explorar os VEVs
do condensado fermiénico (CF), (UW) e do tensor energia-momento (TEM), (T#) [36],

mostrando que, além do TEM ser conservado ele obedecera a relagao do trago em todos



1. Introducao 4

os limites assintoticos tomados. Para desenvolvermos nossa andalise vamos considerar o
nosso sistema em questao da seguinte maneira: Dispomos de uma corda césmica ideal
disposta ao longo do eixo z, preservando a simetria de boost ao longo desta direcao.
Tal defeito sera cercado por uma certa estrutura cilindrica de campo magnético com
um raio fixo a co-axial. Esta estrutura ird se apresentar em trés modelos diferentes a
considerar: (i) Um campo magnético distribuido sobre uma superficie cilindrica, (i)
um campo magnético decaindo com 1/7 e (i) um campo magnético homogéneo. Uma
andlise semelhante pode ser vista em [37]-[41], contudo os autores consideraram o caso
de campos escalares e fermionicos sem massa para analisar os VEVs da densidade de
corrente induzida e do tensor energia-momento.

Esta tese estda organizada da seguinte maneira: No capitulo 2, revisaremos os
conceitos fundamentais associados ao formalismo teoria de campos, denotando as bases
para a construc¢ao de uma teoria invariante por transformagoes de calibre do grupo U(1)
abeliano. Demonstraremos, ainda nesta secao, o mecanismo de Higgs. Que aparece
como uma consequéncia da quebra espontanea de simetria. No capitulo 3 faremos uma
breve revisao sobre a TRG e como tratamos a geometria do espago-tempo segundo
esta teoria. Em seguida apresentaremos as solucoes de voértices desenvolvidas nos
trabalhos de Nielsen e Olesen que aparecem como solucoes assintoticas das equagoes
de movimento a partir de um Ansatz com simetria cilindrica. Neste capitulo também
apresentaremos como as solugoes de vortices se apresentam no ambito da gravitacgao.

No capitulo 4, faremos um breve revisao sobre teoria cldssica de campos em um
espago-tempo curvo. Neste capitulo, mostraremos quais sao as modificacoes que devem
ser efetuadas para que possamos incluir os efeitos gravitacional e eletromagnético na
equacao de Dirac. No capitulo 5 faremos uma breve revisao sobre o processo de
quantizagao dos campos de matéria no espaco-tempo plano e estenderemos nossas
consideracoes para o espaco-tempo curvo considerando nosso objeto de interesse que

consiste no campo fermionico.
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No capitulo 6, analisaremos o comportamento quantico do campo fermionico, na
presenca do modelo tedrico aproximado proposto em nossos trabalhos, que simula o
vortice abeliano gravitacional. Este capitulo por sua vez, apresentard nosso trabalho
publicado a respeito dos céalculos que envolvem os VEVs da densidade de corrente
induzida [35], para isso, construimos inicialmente as fungdes de onda com frequéncia
positiva e com frequéncia negativa. Neste modelo consideramos que a geometria em
todo espago-tempo é conico, com um fluxo magnético confinado em tubo de raio finito,
co-axial a corda cosmica. Analisaremos também os limites em que r & a, ou seja, em
pontos proximos a estrutura cilindrica de campo magnético e r >> a, ou seja, em
pontos a grandes distancias da estrutura, este tltimo limite adotaremos dois casos. O
caso em que o campo fermionico é massivo, e o caso de campo fermionico nao massivo.
Por fim, neste capitulo, apresentaremos nossos calculos numéricos afim de preencher
de forma completa nossa analise a respeito do comportamento dese observavel fisico
induzido pela topologia nao trivial do vacuo quantico.

No capitulo 7, especificamente, analisaremos o fenomeno de polarizagao do vacuo
fermionico, isto é, calcularemos o valor do condensado fermionico e o VEV do tensor
energia-momento. Mostraremos que, além do tensor energia-momento ser conservado
ird obedecer também a relacao do traco, que diz que a soma das componentes da
diagonal principal da matriz do TEM deve ser igual a massa da teoria multiplicada
pelo condensado fermionico. Entretanto, para observarmos esta tltima propriedade
iremos, assim como faremos no Capitulo 6, analisar os limites assintéticos em que
r & aer >>a, este ultimo considerando o caso de campos massivos e nao massivos.
Finalizamos esta secao apresentando nossas analises numéricas de modo a fornecer
uma compreensao mais abrangente a respeito destes observaveis.

Nesses dois capitulos, 6 e 7, mostraremos também que as contribuicoes da densidade
de corrente, (j*), do condensado fermiénico, (¥W¥), e do tensor energia-momento, (1),

poderao ser expressas como a soma de duas contribuigoes, primeira que independe da
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dimensao do tubo de fluxo magnético, e a segunda que depende explicitamente da
dimensao deste tubo, e anula-se no limite que o raio do tubo vai a zero e que, em
geral, nao é uma fungao periédica do fluxo magnético.

Por fim, no capitulo 8, apresentaremos nossas conclusoes. Ademais, no apéndice
A, mostramos como resolver as equacoes diferenciais parciais de segunda ordem que
aparecem no desenvolvimento algébrico. E, portanto, um desenvolvimento novo quanto
a relagoes de recorréncia para as fungoes de Whittaker. No apéndice B, mostramos
uma analise do coeficiente VJ@ que carrega a informacao do modelo especifico de campo
magnético que adotamos. No apéndice C nds apresentamos um pouco da algebra que
envolve as funcgoes especiais que trabalhamos nesta Tese, que consiste nas funcgoes
de Bessel e de Whittaker. Trabalhamos nesta Tese em unidades naturais, isto é,

G=h=c=1.



2. MODELO DE HIGGS ABELIANO

De modo geral, na fisica, nao existe nenhuma razao que justifique que uma simetria
encontrada em um sistema fisico num dado estado, se mantenha também em seues-
tado fundamental. Quando o grupo de simetria do estado de vacuo corresponder a um
subgrupo do grupo de simetria da lagrangiana, dizemos que a simetria deste sistema
é espontaneamente quebrada. Como um bom exemplo simples temos o ferromagne-
tismo de Heisenberg [42], que descreve um arranjo infinito de dipolos magnéticos de
spin 1/2, contendo um termo de interagao spin-spin entre os mais vizinhos préximos.
Muito embora o Hamiltoniano deste sistema seja rotacionalmente invariante, seu es-
tado fundamental nao é, pois apresenta um estado com todos os dipolos alinhados em
uma determinada direcao, e é infinitamente degenerado.

Em teorias relativisticas contendo um ntmero infinito de graus de liberdade, temos
fenomenos onde também ocorre quebra espontanea de simetria. De fato, este processo
tem sido til para justificar a existéncia de mésons vetoriais massivos na formulagao

de interacao eletro-fraca proposta por Weinberg-Salam-Glashow [43].
2.1 'Teoria de gauge abeliana

Vamos introduzir, primeiramente, alguns conceitos uteis na formulacao de teorias de
campos. Comecemos com a grandeza denominada densidade lagrangiana, indicada
pela letra £, onde para campos de matéria representados por fungoes ¢(Z,t) = ¢(x),
é dada por £ = L(¢(x),dup(x)), isto é, esta densidade é um funcional dos campos e
suas respectivas derivadas.

A lagrangiana associada a esta teoria pode ser obtida a partir da integracao espacial



2. Modelo de Higgs Abeliano 8

da densidade £ = L(p(x), dyp(x)). Assim temos,

L(t) = /d%ﬁ. (2.1.1)

A acao S pode ser obtida pela integracao da lagrangiana com respeito ao tempo

que, por sua vez, leva a integracao da densidade de lagrangiana no espago-tempo

L= L(e(x), 0up(x))
S = /dt/d%ﬁ = /d4:c£. (2.1.2)

Determinamos as equacoes dinamicas de movimento, ou simplesmente equacoes de

Euler-Lagrange, através do principio variacional da acao minima, ou seja, 05 = 0,

logo temos
oL oL
d'roL = /d4m {—5 + ———0(0 } =0. 2.1.3
Fazendo uma integragao por partes na equacao acima encontramos que
oL oL
d*x [— -0 (—)} S =0, 2.1.4
f o |5 -2 (59 —

como dp é uma variagao arbitraria nao nula a Eq.(2.1.4) é satisfeita se o seu integrando

oL oL
5~ (30,) =° )

onde vemos, de acordo com a equacao acima, a conhecida equacao de movimento de

for nulo, ou seja,

Euler-Lagrange para campos.

Esta formulacao de densidade lagrangiana para campos é construida de tal forma
que seja invariante por transformagoes de Lorentz. Além disso, admitiremos deste
ponto em diante que esta densidade também serd invariante perante outros tipos
de transformacoes, ditas transformagoes de gauge (ou também chamadas de trans-
formacoes de calibre).

Vamos supor a seguinte transformacao sobre os campos de matéria

[7eY

p(x) — ¢'(2) = ep(2), (2.1.6)
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onde o é uma constante arbitraria real. Deste modo a derivada dos campos se trans-

forma da seguinte maneira

Dup(x) — 0,9 (x) = € 0,0(). (2.1.7)

Tais transformacoes nos campos e nas suas derivadas sao ditas como sendo trans-
formagoes gauge de primeira espécie (ou global). Isto é necessario para a construcao
de uma lagrangiana, para esses campos, invariante por estas transformagcoes. A trans-

formacao da densidade de lagrangiana dar-se-a da seguinte maneira,

L(p(z), 0up(x)) — L' (), 0,6 (2)) = L(e"p(x), " *D,0(x)). (2.1.8)

Neste caso dizemos que o grupo de simetria da teoria é o grupo Abeliano U(1), que
caracteriza as transformagoes unitarias nos campos, geradas por um unico parametro.
O grupo U(1) pode ser interpretado como o grupo de rotagoes ao longo do circulo de
raio unitario. Neste caso o grupo apresenta apenas um unico gerador, e os elementos
deste grupo podem ser genericamente representados por g = exp(iea), sendo “e” o
gerador do grupo e a um parametro que pode ou nao depender do ponto z*.

Além do mais, escolhendo o parametro « infinitesimal tal que a Eq.(2.1.6) possa

ser reescrita aproximadamente como

¢ () ~ (1 + iea)p(r) — dp(z) = @/ (x) — o), (2.1.9)

onde identificamos ieap(x) = dp(z).
Como L ¢ invariante para uma transformacao qualquer de gauge global, ou seja,
0L = 0, teremos que

oL oL
—d0p+ ———94(0 =0. 2.1.10

Do fato de que 6(0,¢) = 0,(0p) e usando a Eq.(2.1.5) e a Eq.(2.1.9) na Eq.(2.1.10)

encontramos que

9, (ieago(x)aﬁ(w’)’a“@(x))) — 0. (2.1.11)

O(Oup(x))
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Assim, podemos dizer que existe uma corrente de Noether, ou seja, uma corrente

conservada, 0,J#(z) = 0, associada a esta invariancia, onde

OL(p(x), Dup(z))

JH(z) = iep(x) (2.1.12)
O(Oup(x))
Podemos definir uma carga conservada da seguinte forma
Q= /d3:z:J0(:(:). (2.1.13)

Vamos supor agora que na transformagao do campo segundo a Eq.(2.1.6) o parametro

a dependa do ponto z#, ou seja

¢ (x) = @ yp(z) = Ulx)p(z). (2.1.14)

A este tipo de transformagdo damos o nome de transformagao de gauge local.
Entao, os termos envolvendo derivadas na densidade lagrangiana irao se transformar

da seguinte forma

Aup(x) = O () = 0 (U(z)p(x)) = U(2)dup(x) + p(2)0,U(x),  (2.1.15)

ou seja, a derivada do campo ¢(x) nao se transforma como o préprio campo. Portanto
o segundo termo que aparece na Eq.(2.1.15) faz com que a densidade lagrangiana nao
seja mais invariante por transformacoes locais. Por outro lado, na obtencao de uma
teoria que seja invariante por transformacoes deste tipo, faz-se necessario a introdugao
de novos campos de gauge em que generalizamos o conceito de derivada. Seja A, (x)

o campo de gauge, definiremos entao a derivada D, da seguinte forma
D, =0, +ieA,(x). (2.1.16)

Sob uma transformacao de gauge local, a nova definicao de derivada, também

conhecida como derivada covariante, ird se transformar da seguinte forma:

D;gp’(x) = U(x)0,p(z) + (0,U(x))p(x) + ieAL(x)U(x)gp(x). (2.1.17)
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O significado de uma transformacao de calibre local esta associada a transmissao da
informagao ponto a ponto através do campo de calibre.

Admitindo que o campo de gauge se transforme como
A(x) = Ay () + é(@uU(:r))U_l(:r) — A () — dyale), (2.1.18)
segue da Eq.(2.1.17) que a derivada covariante ird se transformar
D¢ (x) = U(z) Dyuep(), (2.1.19)

ou seja, a derivada covariante do campo @(z) ird se transformar da mesma maneira
que o proprio campo, neste ponto, entao, a densidade lagrangiana total do sistema

deverd ser modificada para
Lr = L(p,D,p) + L(A,). (2.1.20)

Onde esse o termo £(A,) deverd levar em consideracdo apenas a dindmica do campo
de gauge. Sendo, agora, L1 a densidade lagrangiana invariante nao so frente as trans-
formagoes de Lorentz como também invariante perante quaisquer transformacoes de
gauge.

Analisando a teoria de Maxwell do eletromagnetismo vemos que o tensor de inten-

sidade de campo F},,, que é antissimétrico, pode ser escrito como
F. =0,A,(x) - 0,A,(z). (2.1.21)

Verificamos que tal tensor é invariante perante a transformacao de gauge definida
pela Eq.(2.1.18), ou seja, F), = Fj,,. Com isso podemos inferir que o campo de
gauge, A,(x), é de fato o quadri-potencial vetor do eletromagnetismo. Onde £(A,,) é
a densidade lagrangiana de Maxwell, a qual é escrita como

L(A,) = Loy = _}lFWFW. (2.1.22)

Portanto, identificando o fator “e”, que aparece como gerador das transformacoes

locais de gauge, como sendo a magnitude da carga elementar, concluimos que esta
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teoria é invariante de gauge por transformacoes do grupo U(1), acopla fétons com a

matéria carregada, que é denominada de eletrodinamica quantica.

2.2 Quebra espontanea de simetria

Nesta secao iremos analisar a dinamica de sistemas no qual o estado fundamental
nao possui as mesmas propriedades de simetria da lagrangiana que descreve o sistema.
Quando este fenomeno ocorre, veremos que inevitavelmente aparecem bdsons escalares
sem massa na teoria, chamados bdosons de Goldstone. Contudo, quando associamos
a essa teoria uma invariancia local de gauge, onde os campos de gauge nao possuem
massa, os bosons de Goldstone sao absorvidos como sendo uma componente longitu-
dinal destes campos de gauge, ou seja, os campos de gauge que absorvem os bdsons

de Goldstone adquirem massa como ocorre na fenomenologia das interagoes fracas.

2.2.1 O modelo \y*

Vamos considerar inicialmente o modelo mais simples, que trata desta teoria com um
grau de liberdade, que é o modelo onde consideramos apenas um campo escalar real.

Seja esta lagrangiana dada por

L= S(0,0)(0") ~ V() (2.2.23)

Para estudarmos este modelo com quebra espontanea de simetria vamos considerar

que o potencial V' (¢) seja dado por
V(p) = p2o* + At + cte (2.2.24)

onde A é uma constante de auto-acoplamento.
Este potencial ¢ invariante por Z(2)!, ou seja, ¢ invariante por transformacoes de
paridade. Dependendo dos sinais de p? e A, podemos ter diferentes formas de V (i).

Abaixo listamos alguns casos, considerando a constante nula em (2.2.24). Neste caso,

! Chamamos atencio para o fato de que, neste caso, a lagrangiana é invariante sobre Z(2), que
representa o grupo de transformacao especular, isto é, ¢ — —¢, sendo esta uma transformagao
discreta.
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V()

L L L L
-10 -05 05 10

Fig. 2.1: A <0, u?> >0

descrito pela Fig.2.1, onde consideramos A < 0 e u? > 0 , o sistema nao corresponde
a um modelo fisico aceitavel, pois fica claro que o hamiltoniano nao possui um limite
inferior

Por outro lado, se A > 0, teremos duas situagoes distintas, como veremos a seguir:

Considerando p? > 0, como vemos na Fig.2.2, o estado de minimo potencial ocorre

Vi$)

I I I I
-10 -05 05 10

Fig. 22: A> 0, u2 >0

para ¢ = 0, e neste caso, nao hé quebra espontanea de simetria. Por fim, na Fig.2.3,

Vi$)
51

4F
3f
2k

1F

I I I
-10 -0.5 05 1.0

Fig. 2.3: A>0, u2 <0

vemos que, para u? < 0, o estado minimo do potencial ocorre para dois valores de

2 ~ . .
Yo = * % = +C # 0, e, neste caso, ocorre uma quebra espontanea de simetria.
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De fato, este modelo com quebra espontanea de simetria é de grande interesse na
fisica [43]. Para estudarmos a fisica deste sistema na vizinhanca de um dos vécuos,
devemos definir um novo campo ¢ tal que, escolhendo o vcuo positivo por exemplo,
¢ = ¢ —C. Feito isto, reescrevemos o potencial em termos deste novo campo de modo
que

|1??

V(') = A"t + 44X C + 4N C? - o

(2.2.25)

Como vemos da expressdo acima para V(¢'), o termo de massa para o novo campo,
4)\g0’202, indica que este campo apresenta uma massa positiva m = 2Cv/2\, onde
notamos também que a simetria original, Z(2), é quebrada.

A seguir, ainda a respeito deste modelo com quebra espontanea de simetria, va-
mos tomar ¢ como sendo um campo complexo, agora com dois graus de liberdade.

Considerando a lagrangiana deste modelo com campo complexo dada por

L= (9up)(0"¢)" = V(lel) - (2.2.26)

onde |¢| = (pp*)'/2. Seja V(||) uma fungdo polinomial, vamos escolher esta de modo
que

V(lgl) = 1Ppp* + Mepp™)? + cte (2.2.27)

onde A é uma constante de acoplamento. Usando as equacoes de Euler-Lagrange,

podemos mostrar que a equacao de movimento para esta teoria é:

(00,05 — 1) = 2Xp (") . (2.2.28)

Reescrevemos assim, a lagrangiana para o campo complexo da seguinte maneira:

L= (8,0)(0"0)" = pP o™ — Mpw™)? + cte . (2.2.29)

Vemos que esta lagrangiana é invariante frente a uma transformagao global de
gauge, definida por (2.1.6). O termo cinético em L se anulard caso ¢ = constante.
Deste modo o estado fundamental serda dado pelo minimo do potencial V'(|¢]). Con-

siderando o caso em que p? < 0 e A > 0, a forma do potencial V (p*¢) para o campo
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escalar complexo é dada pela Fig.5.1 e o estado de mais baixa energia é infinitamente

7 2 7’ 7 . ya
degenerado, de modo que ¢y = Ce™, onde C' = % e A é um numero real arbitrario.

Fig. 2.4: Aqui definimos um gréfico de maneira geral, que define a forma do potencial
V(¢*), consideramos p? = —10 e A = 20.

Vamos analisar agora as vizinhangas do sistema no estado fundamental, por exem-

plo, tomemos ¢q = C' (A = 0). Escolhendo, entao,

1
p(r) = E[U +n(z) +i&(7)] , (2.2.30)
onde n(x) e {(r) s@o campos reais, com v = l”—;l Substituindo (2.2.30) em (2.2.29)
obtemos
1 2, 1 2 2 ¢2\2 2, 2
L= 5((‘9“77) + 5(8,@) — un(n® — €))7 — M’y + cte. . (2.2.31)

Da expressao acima podemos identificar que o campo 7(x) adquire uma massa dada
por m7 = 2|4*|, sendo o campo £(x) nao massivo, ou seja, um béson de Goldstone?.

Comparando os resultados obtidos para o casos em que consideramos o campo ¢
real e, posteriormente, complexo, vemos que os bdosons de Goldstone surgem apenas
quando a simetria de gauge quebrada for continua.

Note que, recaimos para o caso livre tomando A = 0 e p? > 0.

2 Neste caso a lagrangiana ndo apresenta mais uma invariancia por U(1).
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A densidade hamiltoniana, associada a este sistema € escrita da seguinte forma

H=rr+|Vel> + V(y) , (2.2.32)

oL _
Bang) = o

onde m =
Podemos generalizar o modelo com campo complexo de modo a incluir “n” campos
escalares reais. Seja a lagrangiana descrita por

L= %@s@j)(@“s@j) - %/fszoj —Me'’) (2.2.33)

Vemos que £ é invariante perante o grupo ortogonal n-dimensional O(n), que mistura
as componentes entre si e possuem n(n — 1)/2 geradores. Considerando o espago
interno de isospin, que contém as n-componentes do campo, o mesmo se transforma

da seguinte maneira:

©1

o(z) = 9032 — 0p(r) . (2.2.34)

Pn
Assim, pip? = pTp — TOTOP = pTp. Logo vemos que © é um elemento do grupo

O(n).

Novamente podemos ver que existe um “anel”, que é definido agora por ¢/’ =
|112| /2, que, para p? > 0, representa os estados de mais baixa energia®. Podemos esco-
lher o vacuo desta teoria como sendo o estado representado por uma dada componente
@) = cte # 0, e as demais componentes nulas, ou seja,

0

< O

o(x) = , (2.2.35)
0
onde u = \/|u?|/2\. Desta maneira podemos ver que o vicuo desta teoria é invariante

por transformagcoes que misturam todas as suas componentes nulas. Entao, o grupo

3 Por analogia, podemos imaginar que ¢/ é uma componente de um vetor ¢ que estd em uma
dire¢do arbitréria, cujo o médulo desse vetor é \/|u?|/2\ que representa o véacuo da teoria.
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de simetria deste viacuo agora passa a ser O(n — 1) com (n — 1)(n — 2)/2 geradores.
Notamos entao que a diferenga entre o niimero de geradores inicial e final ¢ den—1. E
portanto, dizemos que n — 1 geradores foram quebrados. Deste modo, procedendo com
o estudo da fisica nas vizinhancas de um dos n vacuos da teoria, percebe-se que apenas
uma unica componente adquire massa. As n — 1 componentes que permanecem sem
massa sao chamadas de bosons de Goldstone. De maneira sucinta podemos enunciar o
teorema de Goldstone da seguinte forma: “Para cada gerador quebrado, num processo

de quebra espontanea de simetria, aparece um béson escalar sem massa” [44].

2.2.2 O mecanismo de Higgs-Kibble

De maneira geral, o mecanismo de Higgs-Kibble é um processo que gera, espontane-
amente, massa para os campos de gauge [45]. A seguir, discutiremos este fendmeno
considerando o caso Abeliano, isto é, consideraremos a lagrangiana de um campo esca-
lar complexo com acoplamento minimo com um campo de gauge, A, Abeliano. Seja

a lagrangiana desta teoria dada por

1

£:4

F'E,, + (0, +ieA)][(0" —ieAM)p*] — pop* — Mpp®)? . (2.2.36)

Onde sabemos que esta lagrangiana é invariante frente a transformacoes de gauge local,

definidas segundo (2.1.14) onde
1
A, — Ay(z) = Au(z) — gﬁua(:c) : (2.2.37)

Restringindo ao caso em que esta teoria apresenta uma quebra espontanea de
simetria de gauge, isto ¢, tomando A > 0 e p? < 0. Onde, neste caso, sabemos que
existe um “anel” de estados de vacuo degenerados. Procedendo de maneira semelhante
ao que foi proposto para o campo escalar complexo, o estudo das vizinhancas de
um estado de vacuo é feito tomando o campo complexo expresso na forma dada por

(2.2.30), e por conseguinte ¢y = C. Deste modo a lagrangiana desta teoria é expressa
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da seguinte maneira

1 2,,2
L=—"F"E, — %

1 1
1 A AR + =(0,m)* + 5((u)? — M*n® — evA, 0"+ ... (2.2.38)

2

O termo A, A" que aparece, mostra que o campo de gauge, A,, adquire massa.
Podemos ver também da lagrangiana acima a presenca de um campo bosonico massivo,
7, cuja massa € my = 2\v®, e um campo bosonico de Goldstone, €.

Um resultado menos evidente estd diretamente relacionado com os graus de li-
berdade da teoria. Inicialmente partimos de uma teoria que apresenta um campo
complexo acoplado com um campo de gauge nao massivo, de modo que tinhamos
quatro graus de liberdade, dois do campo escalar complexo e dois do campo vetorial
sem massa. Por fim temos dois campos escalares reais, e portanto dois graus de li-
berdade, sendo um de cada campos escalar real, e um campo vetorial massivo, agora
com trés graus de liberdade, dois transversos e um longitudinal (no sentido da massa),
totalizando por fim cinco graus de liberdade.

Entretanto o grau de liberdade associado ao béson de Goldstone é nao fisico, de
modo que este pode ser eliminado através de uma redefinicao do campo de gauge.
Para absorvermos este grau de liberdade nao fisico redefinimos o campo de gauge da
seguinte maneira

B, = A, —ed,¢ (2.2.39)

onde (2.2.38) podera ser escrita na forma

1. e2v? L1 ) 5 o
L=—1B" By — ——B,B" + S (0m)* = M’ + ..., (2.2.40)
onde agora
B, =90,B,—-0,B,=0,A,—0,A, . (2.2.41)

O campo B,, apresenta massa mp = €v.
O mecanismo de Higgs-Kibble também ocorre no caso onde o grupo de simetria de

gauge do sistema é ndo Abeliano, por exemplo, o grupo O(n) paran > 3. Em [46], por
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exemplo, os autores mostraram que em uma teoria de campos nao comutativa em 241
hé quebra espontanea de simetria do grupo de rotacao O(n) através da combinacao

de auto-acoplamento quartico ou séxtuplo nos campos.



3. A CORDA COSMICA

As cordas césmicas correspondem a defeitos topoldgicos lineares que podem ter sido
formados nas transi¢oes de fases que ocorreram nos momentos iniciais da histéria do
universo [1]-[30]. Geometricamente, esse defeito topoldgico pode ser caracterizado por
um espago-tempo cuja métrica a ele associada é tal que o tensor de Riemann-Christoffel
correspondente ¢ nulo em todos os pontos, menos no defeito, isto é, o espago-tempo

possui uma singularidade conica.
3.1 Relatividade Geral e o espaco-tempo

Uma das revolugoes na fisica moderna ocorreu devido as ideias de Albert Einstein,
em 1915, a respeito de como a estrutura do espaco e do tempo eram afetadas devido
a presenca de matéria e de energia. Para formular matematicamente estas ideais,
Einstein dotou o espaco de uma métrica. Toda informacgao geométrica a respeito do
espago-tempo estaria contida no objeto matematico chamado tensor métrico, g,,. Em
outras palavras, a distribuicao de matéria e energia diz como deve ser a geometria do
espaco-tempo. A equacao proposta por Einstein para a teoria da relatividade geral é
dada por

1
Ry, — §9uvR =8rGT,, , (3.1.1)

onde R, ¢ o tensor de Ricci obtido a partir do tensor de Riemann, R = ¢g""R,,, ¢ o
escalar de curvatura, G ¢ a constante da gravitagao universal de Newton e 7}, ¢ o tensor
energia momento. De modo a introduzir a ideia da estrutura métrica do espaco-tempo,
iremos revisar brevemente os conceitos basicos necessarios, como referencial inercial e

intervalo de eventos [47].
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Num referencial inercial S, um intervalo de tempo préprio (evento) infinitesimal ds,
também chamado de elemento de linha, é dado, usando as coordenadas (¢, x, y, z),
por

ds® = dt* — da? — dy® — d=* | (3.1.2)
que é um invariante por transformacoes de Lorentz.

Mas se considerarmos um sistema de referéncia nao-inercial, o elemento de linha
nao sera dado, em geral, pela soma dos quadrados das diferenciais das coordenadas.
Neste caso, para um melhor entendimento, vamos considerar um evento em um refe-
rencial girante, em torno do eixo z, cuja frequéncia angular de rotagao seja w. Seja
(t', o', v, ') as coordenadas desse novo referencial S’, as transformagoes gerais de

coordenadas entre os referenciais S e S’ sao dadas da seguinte forma
r = 2'cos(wt) —y' sen(wt) (3.1.3)
y = a'sen(wt) + y'cos(wt)

z = 2.

Desta forma o elemento de linha tomara a forma expressa pela equacao
ds? = [1 — (2 + y/*)dt? + 2wdt(y'da’ — 2'dy) — (da'® + dy* + d2") . (3.1.4)

Vemos, portanto, que o elemento de linha nao é somente a soma ou a diferenca
dos quadrados das coordenadas diferenciais. A equagao (3.1.2) pode ser colocada na
forma

ds® = n,,drtdz” (3.1.5)
onde definimos o quadri-vetor posi¢do por z# = (¢, —7), e o tensor métrico, 7, por
N = diag(1,—1,—1,—1).

Em geral, quando o sistema de coordenadas nao-inerciais sao usados, o elemento

de linha incluira termos que sao produtos das diferenciais de coordenadas diferentes.

Deste modo podemos escrever o elemento de linha da seguinte forma

ds® = g, (x)dzdz” (3.1.6)
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onde g,,, () representa um conjunto de dez fun¢des das coordenadas de espaco e tempo,
sendo este tensor simétrico, ou seja, g, = g, O sistema descrito por (3.1.6) é
chamado de curvilineo e corresponde a um sistema de referéncia acelerado. As fungoes
g contém todas as propriedades geométricas do espaco-tempo. Para o caso em que
tratamos de referenciais inerciais apenas temos que g,, = 1.

Einstein mostrou que referenciais acelerados sao equivalentes a campos gravitacio-
nais, de modo que os efeitos gravitacionais serao descritos pelo tensor métrico, g, (z).
Neste caso, a gravitacao pode ser entendida como um desvio na métrica do espago-
tempo plano. Além do mais, esta métrica nao é fixada arbitrariamente, mas dependera
da distribuicao de matéria local.

De fato, esta equivaléncia é verificada apenas localmente. Em um sistema nao-
inercial, dada uma métrica g,,(x), podemos sempre reduzi-la globalmente a forma de
Galileu, (3.1.5), por meio de uma transformacao adequada de coordenadas. Por outro
lado, um campo gravitacional nao pode ser eliminado globalmente por uma trans-
formagao de coordenadas, e a métrica sé pode ser reduzida a forma plana (Minkowski)
apenas numa regiao finita muito pequena do espaco, ou seja, localmente. Quando tal
situacao ocorre, o espaco-tempo é chamado de espaco tempo pseudo-Riemanniano!.

Num espaco-tempo pseudo-Riemanniano o tensor métrico é um tensor covariante
e simétrico de ordem 2. Além deste, podemos também definir um tensor métrico
contravariante ¢g"’(x), definido como o inverso do tensor métrico covariante. Entao
g’ ¢é dado por

AW

g = , 3.1.7
J (3.1.7)

onde g ¢ o determinante do tensor métrico g,, e A" é o co-fator de g,,. Consequen-
temente, temos que a relagao g*?gs, = o5 deve ser satisfeita, onde o7 é a delta de

Kronecker. Mediado pelos tensores métrico g,, e g"”, podemos levantar ou abaixar os

! Uma variedade pseudo-Riemanniana é uma variedade diferencidvel equipada com um tensor
métrico de ordem(0, 2)-diferencidvel, simétrico, que é ndao degenerado em cada ponto da variedade nao
sendo obrigado a ser um tensor positivo definido. As variedades pseudo-Riemannianas generalizam o
conceito de variedade Riemanniana neste sentido.
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indices de tensores ordinarios.

A lei de transformacao de tensores depende da transformagao associada aos sis-
temas de coordenadas distintos, e uma identidade tensorial deve ser preservada sob
transformacoes gerais de coordenadas. Assim, de modo a representar as leis fisicas que
preservam a forma sob tais transformacoes, devemos expressa-las matematicamente na
forma tensorial. Esta exigéncia implica, como visto na se¢ao anterior, no surgimento

do conceito de derivada covariante.
3.2 C(Corda cosmica

Uma corda césmica é um objeto que pode ser obtido a partir de uma distribuicao
infinitamente concentrada de matéria, com densidade linear de massa p. No caso de
uma certa distribuicao estar localizada sobre o eixo z, o tensor energia-momento, em

coordenadas cilindricas, é dada por
T, = p diag(1,0,0,1)6®(7) (3.2.8)

onde 0 () ¢é a funcdo delta de Dirac em duas dimensdes.

Queremos que a distribuigao (3.2.8) gere uma geometria com simetria cilindrica.
Desta forma, o elemento de linha mais geral, em coordenadas cilindricas, que apresenta
tal simetria e mantém invariancia por transformacoes de “boosts” ao longo do eixo z,
¢é dada por

ds® = A%(r)dt* — dr* — B*(r)d¢* — A*(r)d2* . (3.2.9)

Seja a equacao de Einstein da relatividade geral dada por

1
R, — 29", R = 87GT", . (3.2.10)

substituindo (3.2.8) em (3.2.10), obtemos um conjunto de equagoes diferenciais, nao

lineares, cuja solugao fornece o seguinte elemento de linha [2] [7]

ds* = dt* — dr* — r*(1 — 4Gp)d¢* — d2* (3.2.11)
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onde G é a constante gravitacional de Newton. Redefinindo o termo angular do ele-
mento de linha, dada por (3.2.11), de tal forma que tomamos ¢’ = ¢/q, onde tomamos

q¢ ' = (1 — 4Gp) recaimos numa métrica de Minkowski dada por
ds? = dt* — dr?* — r?d¢’® — d2? | (3.2.12)

onde a coordenada angular varia no intervalo de [0, 27 /|, de modo que o espaco-tempo
agora ¢ localmente plano exceto em r = 0. Este elemento de linha, do ponto de vista
global, corresponde ao espaco-tempo de Minkowski menos um pedaco subtendido pelo
angulo 87Gpu. A quantidade Gu tem grande importancia na teoria de cordas, pois,
ela caracteriza a intensidade da interacao gravitacional e seu valor, obtido a partir de
Teorias de Grande Unificacao, é compreendida da ordem de 10~% conforme exibido em
[12][13].

A geometria acima descrita apresenta muitas caracteristicas interessantes, tais

COIMo:

e Auséncia de potencial gravitacional newtoniano, embora, isto nao implique na

auséncia de efeitos gravitacionais [48];

Défict de angulo planar igual a A¢ = 887G [48];

Pode atuar como lente gravitacional [2];

Andlogo gravitacional do efeito Aharonov-Bohm [49];

e Auto-interacdo eletrostatica [34].
3.3 Vértices Abelianos

Nesta secao apresentaremos o modelo proposto por Nielsen e Olesen para vortices
Abelianos que, no contexto da relatividade geral, gera uma estrutura geométrica se-

melhante a de uma corda césmica, sendo assim um forte candidato para descreve-las.
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Nielsen e Olesen, partindo de uma teoria relativistica de campos, em 1973, mos-
traram que é possivel obter solugoes de vértices [29]. Para tal feito, eles partiram
da lagrangiana do modelo de Higgs abeliano, equacao (2.2.36). As configuragoes de
vortices podem ser obtidas a partir do seguinte ansatz [29]

VA

o qual representa um fluxo de campo magnético ao longo do eixo-z. O nimero inteiro

Ay=0, A=A, ®(r,0) = —f(r)e™, 1* =1+ (3.3.13)

n é chamado de vorticidade.
Analisando as equagbes de Euler-Lagrange, verificamos que as fungoes A(r) e f(r)
admitem as seguintes formas assintéticas

Alr) = =2, f(r) =1, (3.3.14)

,
para grandes valores de r. Estas condigoes sao requeridas para a obtencao de solugoes

de vacuo no infinito. Para r — 0 as condic¢oes abaixo
A(r) = = () = forl™, (3.3.15)

evitam singularidades na origem, isto ¢, sobre o defeito [29].

Garfinkle, em 1985, estudou os efeitos gravitacionais associados aos vértices de
Nielsen e Olesen [30]. Com esta finalidade, ele usou o tensor energia-momento, 7},,,
obtido a partir da lagrangiana do modelo de Higgs abeliano, no contexto da relativi-

dade geral, como fonte das equagoes de Einstein. Admitindo que a variedade apresenta

simetria cilindrica, ele escreveu o elemento de linha como se segue
ds® = e“dt* — dr* — e“df? — edz* | (3.3.16)

onde os parametros a, b e ¢ sao fungoes de r satisfazendo as seguintes condigoes de
contorno:

a(0) =b(0) =0, lim— =1. (3.3.17)

Posteriormente em 1986, Linet [34], tomando o limite em que os parametros e, A —

oo mantendo a razao e?/8\ = cte, mostrou que o tensor energia-momento utilizado
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por Garfinkle fornece a mesma distribuigao da expressao (3.2.8). Desta forma, vemos

que a estrutura gerada por tais vortices é andlogo a estrutura de uma corda cosmica.



4. O CAMPO FERMIONICO

Neste capitulo procuramos estender o formalismo de teoria de campos para os espagos
curvos. Este procedimento é padrao e, de maneira geral, propoe deixar a acao de
um sistema fisico invariante por transformacoes gerais de coordenadas. Mostraremos
como a teoria fermionica deve ser generalizada de modo a se tornar invariante por tais

transformacoes.

4.1 Equacao de Dirac no espaco plano

A descri¢ao quantica de um particula de spin 1/2 é feita através de um espinor ¥ (x),

que obedece a equacao de Dirac no espago de Minkowski, como se segue

(iv"0, — m)Y(x) =0 . (4.1.1)

Esta equacao é de primeira ordem na derivada do campo, onde v* sao as matrizes de
Dirac usuais, que possuem vdrias representacoes neste espaco [43][50][51][52]. Apli-

cando o operador 77”0, na equagao acima obtemos
(=" 07" 0y —m(¥70,))ib(x) = 0, (4.1.2)
onde usando (4.1.1) mais uma vez obtemos
(Y97 0,0, + m*)(z) =0 . (4.1.3)
Como 0,0, = 0,0, entao v#v” pode ser substituida peca combinagao simétrica

1 v 12 1 12
5(7’“”7 +97Y) = 5{7“,7 b (4.1.4)

sendo {v*,7"} o anticomutador entre as matrizes de Dirac. Assim podemos escrever

(% {1,797} 0,0, + mz) P(x) =0 (4.1.5)



4. O campo fermibnico 28

A teoria da relatividade restrita exige que a relacdo energia-momento-massa seja
satisfeita e portanto, cada componente de ¥ (z) deve satisfazer a equagao de Klein-
Gordon. Assim as matrizes de Dirac devem obedecer a seguinte relacao de antico-
mutagao

{2t =29 (4.1.6)

Na sua formulacao Dirac propos um campo espinorial de quatro componentes, o
qual levava em consideracao dois possiveis estados de energia e de spin. A equacao

entao proposta é matricial com derivadas lineares no espaco e no tempo.
4.2 Equacao de Dirac na presenca de um campo eletromagnético

interagdo de um campo espinorial carregado, ¥ (z), com um campo eletromagnético,
A, ¢é descrita pela troca da derivada usual, d,, pela derivada covariante, D,,, como se
segue:

8, — Dy = 8, +ieA, , (4.2.7)

onde, A, é o quadri-vetor potencial eletromagnético e e é a carga do elétron. Esta ma-
neira de introduzir a interacao com o campo eletromagnético nos garante a invariancia
de gauge da teoria. Deste modo podemos expressar a lagrangiana desta teoria da

seguinte forma

L = S[(e" Dub(z) — (Dyib())" ()] — mib(x)v(z) . (4.2.8)

DN | =

Aqui, ¥ (z) é um espinor de quatro componentes e, ¥ = 1’7" é o espinor adjunto.
Nesta tese, no espaco plano, usaremos a representacao das matrizes de Dirac na

qual a matriz 4% ¢ diagonal, ou seja,

o (1 0 u 0 o B
T ( 0 -1)> 7T 7\ 26 0 , =1,2,3... (4.2.9)

onde I é a matriz identidade 2 X 2 e 0 sdo as matrizes de Pauli [52].
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Notemos que, variando (4.2.8) com respeito a 1, obtemos a equacdo de Dirac

acoplada minimamente com o campo de gauge eletromagnético.
(iv*D,, —m)y(z) =0 . (4.2.10)

A expressao para o tensor energia-momento do campo de Dirac na presenca de

campo eletromagnético externo é dada por [51][52]

[w’)/(,uDu)w - (Diku¢)’7u)7/}] 3 (4'2'11>
que satisfaz a condigao T, = T,,".
4.3 Equacao de Dirac na presenca de um campo gravitacional

Vamos considerar, nesta secao, a interagao do campo fermionico com um campo gra-
vitacional classico. Para que tal efeito, é necessario uma generalizagao do conceito de
covariancia da equagao de Dirac, pois esta generalizagao requer uma extensao para a
nocao de espinor quando tratamos da teoria de Dirac no espaco pseudo-Riemanniano.
De acordo com as referéncias [51][52] tem-se que, a equagao de Dirac, no caso plano,
é covariante por transformacoes de Lorentz, ou seja, preserva sua forma se, junto com
as transformagoes de grupo de Lorentz, o espinor se transformar de acordo com a
representacao desse grupo.

Na geometria pseudo-Riemanniana sabemos que, localmente, o espago-tempo é
plano portanto, a exigéncia de uma covariancia de Lorentz da equacao de Dirac pode
ser imposta localmente. Para isto, em um ponto qualquer x, sobre a variedade M,
podemos introduzir um espaco tangente pseudo-Euclidiano, onde neste espago a co-
variancia local de Lorentz é preservada. Como uma base de vetores para descre-
ver esse espaco tangente, podemos escolher as chamadas bases tétradas e(“)“, com

a=0,1,2, 3.

L Em (4.2.11), devido a esta simetria, estamos usando a seguinte notagio para tensores simétricos:
YuDvy = 5(Dy + 1 Dp).
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4.3.1 Bases tétradas

Uma das quantidades mais importantes na relatividade geral ¢ o tensor métrico g,,,
do qual podemos descrever a geometria do espaco. Em termos deste tensor podemos

definir o elemento de linha ds? e o produto interno entre dois vetores da seguinte forma:
ds* = g, dz'dz” (4.3.12)

VW =g, VWY, (4.3.13)

onde V' e W sao dois vetores quaisquer definidos sobre a variedade.

A métrica é covariante, simétrica e nao singular. Sua inversa g, é definida por

g;wgyp = gyugpy = 6/3 . (4314)
A assinatura que estamos usando é (+ — ——). Isto significa que g pode ser diagona-
lizado por uma transformacao
Guv = O;w,Dab(O_1>ub s (4315)
onde (O71),, = O, tal que
AO 0 0 0
0 —x® 0 0
0 0 0 —-®

A néo singularidade implica que A% #£ 0, e a assinatura da métrica significa que
M) >0, para todo a =0, 1, 2, 3.

Segundo [53], o carater Lorentziano do espago-tempo da Relatividade Geral permite
definir referenciais locais, associados a uma escolha de tétradas, e&a), tal que localmente

a métrica assuma valores constantes da Relatividade Restrita.

Definindo as bases tétradas como

el = V@O

p pa s

(4.3.17)
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onde o indice a que aparece em O,,, nao ¢ um indice de soma. Desse modo g,, pode
Ser expresso por
G = eff‘)e,(f’)nab , (4.3.18)

onde 1y é o tensor métrico de Minkowski. Admitindo que e,(f) possua uma inversa,

e’{a), que satisfaca as relacoes

elmes) =0, (4.3.19)
e
elyes) = ol (4.3.20)
nés podemos mostrar diretamente que
el = 9" musel? (4.321)
e
Nap = g el el (4.3.22)

A equacdo acima, (4.3.22), permite uma interpretacao geométrica associada as
tétradas, onde vemos que esta base esta associada a uma transformacao local do sis-
tema de coordenadas, ¢, para coordenadas locais, z%, tal que, no ponto considerado,
a métrica assume a forma de Minkowski, 7,,. De (4.3.21), vemos que os indices latinos,
associados ao espaco tangente ao ponto, sao levantados, abaixados e contraidos com a
métrica de Minkowski. Podemos observar ainda que os indices gregos sao abaixados,
levantados e contraidos com o tensor métrico referente a variedade.

Segundo as equacgoes acima, as tétradas eLa) formam um conjunto completo de
vetores ortonormais no espago tangente ao espaco Riemanniano, num ponto x. Entao,

para qualquer vetor, ou tensor, temos que

|

Ve Ve=edve, (4.3.23)

onde V#* e V® sao, respectivamente, as componentes de um vetor V' nas bases de

coordenadas sobre a variedade e sobre o espaco tangente local. Deste modo, em
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termos das tétradas, escrevemos o elemento de linha por
ds® = naelePdrtdz” . (4.3.24)

Dada a métrica g, (x), as bases tétradas ndo sao unicamente determinadas. Desta

maneira, para uma transformacao de Lorentz local qualquer

¢t = Avel?), (4.3.25)
onde
A% A = 58 (4.3.26)

deve ser satisfeita, as equagoes (4.3.18) e (4.3.22) permanecem inalteradas. Com isso,
necessitamos estender o principio da covariancia geral, exigindo que as equagoes da
teoria gravitacional sejam covariantes sob mudancas de bases de coordenadas no espaco
tangente da variedade Riemanniana e sob transformagoes de Lorentz locais das bases

ortonormais da variedade.

4.3.2 Equacao de Dirac no espago-tempo curvo

Em cada ponto da variedade, independentemente, vamos tomar uma estrutura espino-
rial local de Dirac. Esses espinores de Dirac sao objetos de quatro componentes que,
sob o grupo de transformagoes de Lorentz locais (4.3.15), se transformam como um

espinor no espaco plano, ou seja,
U(x) = ¢'(x) = S(A(2))y(x) (4.3.27)

e o seu conjugado correspondente

U(@) = ¥(2) = ¥(@)S™ (Ax)) , (4.3.28)

sendo S(A(z)) uma matriz 4 x 4, que opera sobre os vetores coluna de quatro compo-
nentes, que depende da transformagao de Lorentz, A*g(x). Esta matriz deve satisfazer

a restrigdo de possuir o seu determinante unitério e positivo, ou seja, det(S) = 1.
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Em termos das componentes, podemos escrever (4.3.27) e (4.3.28) como
V(x) = (@) = S ()" (@) (4.3.29)

Yol@) = V(1) = ()5S ulz) . (4.3.30)

Sob transformagoes de coordenadas na variedade, % — 2/“ = 2/%(x), os espinores
se transformam como escalares, ou seja, 1'(2’) = ¥(x). Neste caso nao existe uma
relacao entre o grupo de transformagoes gerais de coordenadas sobre a variedade e o
grupo local de Lorentz, pois no espaco-tempo curvo a estrutura invariante de Lorentz
local existe independentemente em cada ponto e estas transformagoes locais nao podem
constituir uma representagao das transformagoes gerais da variedade. Diferentemente
da variedade plana da relatividade restrita, onde o grupo de transformagoes (4.3.27)
e (4.3.28) pode constituir uma representacao de grupo de transformagoes lineares e
homogéneas sobre a variedade.

A generalizacao da equacao de Dirac para o espago tempo curvo, especificado pelo
tensor métrico, g,,, pode ser obtida usando o principio da covariancia geral, o que
nos permite definir sobre a variedade um campo de matrizes de Dirac local, y*(x)?,
correlacionadas com as matrizes de Dirac v* constantes, que satisfazem a relacao de

anticomutagao (4.1.6), através das bases tétradas da seguinte maneira
V(x) = eo(z)y" (4.3.31)

onde esta relacdo, devido as equagoes (4.1.6), (4.3.19) e (4.3.20), satisfaz a seguinte

relagao de anticomutacgao

(@), 7" ()} = " (x)y" (7) + 4" (27" (7) = 29", (4.3.32)

constituindo assim, uma algebra de Clifford associada a esse campo de matrizes sobre

a variedade.

2 Como estamos correlacionando o campo de matrizes de Dirac sobre a variedade com as matrizes
constantes no espago tangente (plano) local, designamos os indices Gregos para as matrizes -y sobre
a variedade, e os indices Latinos para as matrizes v (constantes) definidas no espago plano
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Sob o grupo de transformagoes (4.3.29) e (4.3.30) as matrizes de Dirac y*(z) se

transformam da seguinte maneira

("), = §%(S7)% (1) g = (S(@)y*(2)S ™ ()", - (4.3.33)

Usando o formalismo das tétradas, obtemos
(A @)% = S(2)y* S~ (x) . (4.3.34)

Esta é uma expressao conhecida quando tratamos com espinores de Dirac no espaco
plano, mostrando que as matrizes constantes de Dirac devem preservar sua forma sob
transformagoes de Lorentz [52][51].

Sob transformagoes gerais de coordenadas, as matrizes locais de Dirac, v*(z), se

transformam como um quadri-vetor contravariante

x) = gj:y”(x) : (4.3.35)

/u(

Pelo fato de que as matrizes do grupo de transformagao (4.3.27) e (4.3.28) sao
funcoes de ponto, a derivada de um espinor nao se transformara como um espinor.

Assim, devemos definir o conceito de derivada covariante de um espinor por
Vo™ (z) = Ogtp® + T2, 0" (4.3.36)
de tal forma que, sobre o grupo (4.3.29), se transforme como um espinor, ou seja,
Vo' (z) = S%(2) Vot . (4.3.37)

Deste modo da lei de transformagao dada pela equacao acima segue que a quanti-

dade T',, deve se transforma como se segue
"o = STas (ST, = (0aS")a(S7HY, (4.3.38)

ou ainda

[y = ST,S™ — (0,5)571 . (4.3.39)
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A lei de transformacao para I',, dada pela equacao acima, garante que a derivada
covariante de um espinor se transforme como um espinor, frente a uma transformacao
de Lorentz local. Sob transformacoes gerais de coordenadas I',, se transforma como
um vetor covariante. As quantidades I',, introduzidas para manter a invariancia de
Lorentz local do espaco espinorial sao denominadas conexoes espinoriais.

A expressio 1,1)® = ¢1p é um escalar sob as transformacoes (4.3.27) e (4.3.28),

deste modo temos V,(1,1%) deve ser tal que

Va(z/}awa) = Va(%)w“ + %Voﬂba = aa(wawa) . (43'40)

Desse modo definimos que a derivada covariante atuando sobre o espinor adjunto, v,

opera da seguinte forma:
vad)a(x) = aoﬂ/}a - Fga¢b . (4341)

Para um objeto com leis bem definidas, sob transformacoes gerais de coordenadas
sobre a variedade e sob rotagoes dos referenciais locais, a derivada covariante é dada
por

D, = aaFAabFQBFBab + T8 Py =T F (4.3.42)

que generaliza a derivada covariante usual.
Como sabemos o espaco-tempo da relatividade geral é pseudo-Riemanniano e, neste

caso, temos D,g,, = 0. Entao, a partir de (4.3.32) temos que
2Dagy = Da(Vu(@) 70 () + 10 (@) 0(@)) =0 . (4.3.43)
Uma condicao suficiente para (4.3.43) é que
DoV = 9aVu — Tpan — WLa + Loy - (4.3.44)

Usando (4.3.31) e as propriedades da algebra de Dirac gerada pelas matrizes constantes

~v¢, podemos mostrar que a conexao espinorial é dada por

1
Lo = =3 [1"(0a) = @ar )" = Tha (V"7 = 17" - (4.3.45)
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Podemos ainda mostrar também que

1
Lo = §waa62“b : (4.3.46)
onde
Waab = _eb,u(aoaeau) - aneauebu s (4347)
€
ab 1 a b
ot = Lo ) (1349

sendo [y, 7°] = v%9® — 4’4 o anticomutador das matrizes de Dirac no espago plano.
A imposicao (4.3.44) é suficiente para garantir que D,g,,, = 0, mas nao ¢ tnica.

Segundo [53] existe outra imposicao que também garante D, g,, = 0. De fato, tomando
Da’yu = [Vaa’yll] 5 (4349)

para qualquer V,, pertencendo a élgebra de Pauli das matrizes 7*(z), a condi¢do de
termos a afinidade métrica (Dyg,, = 0) é preservada.

Entretanto, vamos optar pela imposicao (4.3.44), pois, neste caso, o tensor energia-
momento do campo de Dirac interagindo com a gravitacao tem a sua forma da relativi-
dade restrita preservada, a menos da substituicao d, — V. Onde a conexao espinorial
é dada segundo a equagao (4.3.45), denominadas coeficientes de Fock-Ivanenko.

Deste modo podemos agora generalizar a equacao de Dirac para incluirmos os
efeitos causados pela gravitacao, obedecendo as nocoes de transformacgoes locais de
Lorentz e de transformagoes gerais de coordenadas, pela prescri¢ao 9, — V,, = 0,+1,,.

Assim, reescrevemos a equacao de Dirac no espago curvo da seguinte forma:
(iv"(x)V, —m)(z) =0 . (4.3.50)

A equacgao de Dirac generalizada, é obtida da equacao de Euler-Lagrange para a

lagrangiana
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Da agao para a lagrangiana acima, obtemos também o tensor energia-momento

4.4 Campo Fermionico na presenca de campos eletromagnético e
gravitacional

Nesta secao, finalizamos nosso capitulo de revisao, a respeito da equacgao de Dirac,
considerando o caso em que o campo fermionico esteja interagindo diretamente com os
campos eletromagnético e gravitacional simultaneamente. Como vimos anteriormente,
a interagao com o campo eletromagnético é descrita pela troca da derivada ordinéria,
Oy, pela derivada estendida, D, = 0, +1ieA,,, garantindo, desta maneira, que a equacao
de Dirac seja invariante por transformacoes de gauge. No caso em que o campo ) esta
interagindo com o campo gravitacional, devemos introduzir o conceito de derivada
covariante pela troca 9, -+ V, = 0, +1',, garantindo assim que a derivada de um
espinor se transforme como um espinor frente a transformacoes de Lorentz locais. Tal
troca, para incluir os efeitos da gravitacao, faz com que a equacgao de Dirac, como
ja foi dito, seja invariante por transformacoes locais de Lorentz e por transformagoes
gerais de coordenadas.

Baseando-nos na discussao acima, podemos escrever a equacgao de Dirac, para um
campo espinorial ¢ (z), interagindo com campos eletromagnético e gravitacional, da

seguinte maneira:

[iv"(x)(V, +ieA,) —mlp(z) =0 . (4.4.53)

A equacao de Dirac escrita desta forma, é invariante de gauge e covariante por trans-
formacgoes de Lorentz locais e transformacoes gerais de coordenadas.

A expressao para o tensor energia-momento, dada por (4.3.52), devera contemplar
também, agora, a interacao simultanea com o campo de gauge, logo devera ser reescrita

Ccomo

T,uzz = % [QE’V(MDV)'L# - (D?MZZ>’7V)¢] ) (4454>
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onde usamos a notagao D, =V, +ieA,.



5. TEORIA QUANTICA DE CAMPOS NO ESPACO CURVO

Neste capitulo temos como objetivo fazer uma breve revisao a quantizacao dos cam-
pos bosonico e fermionico. Trataremos de campos, em cada ponto do espaco, como
variaveis dinamicas e quantizaremos os mesmo usando o formalismo candnico. Deste
modo, tal formalismo generaliza a mecanica classica de um sistema de particulas e sua
quantizagao, para um sistema continuo, ou seja, para campos.

Sabe-se que, as equacoes de campo sao obtidas através da lagrangiana, por meio
do principio de Hamilton. De posse dessa lagrangiana, quantizaremos os campos im-
pondo relagoes de comutacao candnica aos campos e seus momentos conjugados. Este
procedimento nos leva a obtencao de uma teoria quantica bosonica. Por outro lado,
para quantizar o campo fermionico, necessitamos de uma outra prescricao. Na ver-
dade teremos que impor relagoes de anticomutagao aos campos e momentos conjugados
[50][43].

Nossas discussoes, ao longo deste capitulo, serao feitas no espago-tempo plano e
por simplicidade trataremos campos livres. Em seguida faremos uma extensao desse

formalismo no espacgo-tempo curvo para o caso da quantizacao do campo fermionico.
5.1 Quantizacao do campo bosonico

Vamos considerar um sistema descrito por vdarios campos ¢,.(z), r = 1,2,...,N. O
indice r pode rotular componentes do mesmo campos ou se referir a campos indepen-
dentes. Vamos admitir que as equagdes do campo ¢,(z) sdo obtidas pelo principio

variacional de uma acao integral envolvendo a lagrangiana

L= L(op(x),00pr(T)) . (5.1.1)
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A lagrangiana (5.1.1), dependendo dos campos e de suas primeiras derivadas ape-
nas, nao € o caso mais geral, mas cobre as teorias que discutiremos nesse trabalho e
simplifica o formalismo.

A quantizacao desta teoria classica pelo formalismo canonico deve seguir o seguinte
procedimento: (i) Definimos as varidveis canonicamente conjugadas e (i7) promovemos
tais variaveis a operadores impondo relacoes de comutacao. Como sabemos, estamos
tratando com um sistema com um numero infinito de graus de liberdade, correspon-
dendo aos valores do campo ¢, () em cada ponto do espago. Deste maneira, podemos
aproximar este sistema por um sistema com graus de liberdade enumeraveis e depois
tomarmos o limite do continuo.

Vamos considerar o sistema em um dado instante de tempo ¢ e decompor o espago
tridimensional em células de volume igual, d%;, rotuladas pelos indices i =, 1,2, ....
Aproximaremos os valores dos campos de cada célula pelos seus valores nos centros
das células (¥ = ;). Agora, o sistema é descrito pelo conjunto de coordenadas gene-

ralizadas

0 = @r(iyt) = o (Z5,t), r=1,..,.N 1=1,2 .. (5.1.2)

Se reescrevermos as derivadas espaciais dos campos pelas diferenciais dos campos loca-
lizados em sitios vizinhos, rotulados pelos indices i e 7', podemos escrever o lagrangiano

do sistema como
L(t) =Y 6mili(ei(i, t), gu(i 1), (i, 1)) | (5.1.3)
onde ¢,.(i,t) = dp,(1,1)/0t. O momento conjugado a ¢,; é definido por

oL oL R, N/
=90, 9eiD) - m(i,)07; , onde m.(i,t) = 95,

No limite do continuo (0#; — 0) temos entao a definigdo do momento conjugado

ao campo @, que é dado por
oL
oo,

(5.1.5)

Ty =
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Neste limite o Lagrangiano do sistema sera escrito por

L(t) = / PEL (00 (2), uipr(2)) (5.1.6)

Para irmos da teoria classica de campos para a teoria quantica de campos, devemos
interpretar as equagoes (5.1.2) e (5.1.5) como operadores de Heisenberg sujeitos as

relagoes de comutagao canonica

oG t) 1) = 25222 5.17)
I:()OT(j’ t)7S05<j/’t):| - |:7T7'(j’ t)7 ¢S(j,7 t)] = 0 ° (5'1‘8)

Novamente, no limite do continuo', as equagoes (5.1.7) e (5.1.8) tornam-se as

relagoes de comutagao para os campos:
[0 (), ()] = 10,50(F — Z') (5.1.9)

[907’(33)’ QOS(ZL‘)] = [7‘(}(1‘), 905(1‘)] =0, (5'1'10)

5.1.1 Quantizacao do campo escalar real

Sabemos que, um campo escalar real possui apenas momento angular orbital e nao
possui momento angular de spin, ou seja, ele representa particulas de spin nulo [50].
Este campo que descreve particulas eletricamente neutras satisfaz a equacao de Klein-
Gordon

(O—m?)p(z)=0. (5.1.11)
Segue-se também que, a equagao acima pode ser obtida da lagrangiana

L == (0up()0"p(x) — m*p(z)) . (5.1.12)

N |

Assim, de acordo com a defini¢ao (5.1.5), o momento conjugado a ¢ é

m(x) = % = ¢(x) . (5.1.13)

! Lembremos que, no limite de §7; — 0, §;;/0Z; torna-se a fungdo delta de Dirac tridimensional,
§(Z — '), estando os pontos T e &' respectivamente nas células j e j’
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Deste modo, na quantizacao do campo escalar real, o campo ¢(x) torna-se um

operador Hermitiano que satisfaz as relagoes de comutagao (5.1.9) e (5.1.10):
[p(z), p(x)] = i6(F — 2) , (5.1.14)

[p(2), p(2)] = [¢(x), ¢(x)] =0 . (5.1.15)
Para estabelecermos uma relacdo com particulas, vamos expandir ¢(z) em um

conjunto completo de solugoes da equacao de Klein-Gordon como se segue

o) = 1 () + ¢ (2) (5.1.16)
1 o\ —ikx
04 :zk: ma(l@)e F (5.1.17)
1

al (k)e™* (5.1.18)

onde V e wy, serdo especificados mais abaixo. Nos desenvolvimentos acima, a(k) e a' (k)
sao os coeficientes da expansao que sao identificados respectivamente como os opera-
dores de aniquilacao e de criagao de bodsons, os quais satisfazem a uma relacao de
comutacao.

Sabemos que o campo ¢(z) possui infinitos graus de liberdade. De modo a simpli-
ficar o problema, vamos considerar que o campo escalar esteja dentro de um cubo de
lado L e, portanto, de volume V = L3, e que o mesmo satisfaz condicoes de contorno
periédicas. Entao, k= 27”7%, com N = (ng,ny,n,), sendo os mesmos interiores. Desta
maneira, o campo () pode ser representado como uma série de Fourier como foi feito
acima, isto é, ele pode ser especificado por um conjunto enumeravel de coeficientes de
Fourier e, com isso, obtemos a descricao do campo em termos de infinitos, mas enu-
meraveis, graus de liberdade. A relacao de dispersao obtida é £ = w, = Vm?2 + k2.

Utilizando a equagao (5.1.16) nas relagoes de comutagao definidas por (5.1.14) e

(5.1.15), obtemos as relagdes de comutagao para os operadores a(E) e aT(E), dadas por

-

la(k), a' (K)] = o (5.1.19)
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— —

[a(k),a(K)] = [a(k),a" (F)] =0 . (5.1.20)

Estas sao as mesmas relagoes de comutacao obedecidas pelos operadores escadas do
oscilador harmonico simples na mecanica quantica nao-relativistica. Desse modo, to-
dos os resultados obtidos anteriormente para o oscilador harmonico quantico podem
ser aplicadas aqui. O espaco de Hilbert associado, passa a ser o espaco de Fock, ou de
nimero de ocupacao, que pode ser construido definindo-se o estado de véacuo, isto é,

o de nenhuma particula, |0), o qual é normalizado e satisfaz a relacao
a(k)[0) =0, Vk . (5.1.21)

Sendo assim, o estado de n-particula no nivel quantico k, pode ser construido a partir
de sucessivas aplicacdes do operador af(k), cujo estado normalizado de n-particulas é

tal que
n(k) ) = =—=——=10) . (5.1.22)

O operador ntimero de particulas no estado k é
N(k) = a' (F)a(k) , (5.1.23)

cuja equagao de autovalor fornece

- -

N‘n(k)> = n(k) )n(k)> , n(F)=0,1,2,3,... . (5.1.24)

De fato, numa generalizagao direta do oscilador harmonico, podemos interpretar
que a(l;) e aT(E) sao, respectivamente, operadores de aniquilagao e criagao de particulas
no modo k.

Os operadores Hamiltoniano e momento do campo, sao obtidos respectivamente a
partir das integrais espaciais das componentes Ty e Tp; do tensor energia-momento,

0s quais sao:

1
H= /df”f5 [+ (Vp)? + m?p?] (5.1.25)

P=- /dgfgngp : (5.1.26)
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Substituindo as equagoes (5.1.16), (5.1.17) e (5.1.18) nas equagoes acima, obtemos

H=> w (aT(E)a(/Z) + 5) (5.1.27)

P=>"k (aT(/%’)a(lZ) + 5) . (5.1.28)
k

As equagoes acima confirmam a nossa interpretacao de N (k) como o operador nimero
de particulas.

As autofuncgoes do operador Hamiltoniano (5.1.27) sao dadas por

‘. n(F).. > -TI ‘n(E)> (5.1.29)
k
€ 0S autovalores Sa0

zk:wk <n(12) + %) . (5.1.30)

Da equagao (5.1.30), vemos que o estado de mais baixa energia do campo de Klein-
Gordon, é o estado de vacuo |0), que possui energia infinita igual & % > wwi. Todavia,
como sabemos [50], este valor de energia nao faz sentido fisico, pois na fisica, o que
medimos sao as diferencas de energia. Isto significa que devemos subtrair dos valores
de energia, associados a um estado fisico, o valor da energia do vacuo, isto é, E,, — Fj.
Chamamos este procedimento de renormalizacao.

Um procedimento formal de renormalizacao, o qual é chamado de ordenamento
normal, consiste em ordenar os operadores de aniquilacao a direita dos operadores de

criacao, como exemplificamos abaixo

ca(ky)a(ky)al (ks) := al (ks)a(ky)a(ky), (5.1.31)

onde o simbolo “::” representa a ordenagao normal dos operadores.

Redefinindo os observaveis como produtos normais, seus valores esperados no vacuo
sao nulos. Em particular, as equagoes (5.1.27) e (5.1.28) tornam-se, em uma forma
compacta,

P = (H,P) =Y k“'(k)a(k) ,onde k* = (wy, k) . (5.1.32)
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Vimos que o nimero de ocupagao das particulas do campo de Klein-Gordon n(E)
pode assumir todos os valores 0, 1, 2, ... Entao, estas particulas satisfazem a estatistica
de Bose-Einstein [54], ou seja, tais particulas sdo denominadas bdsons. Outro fato
observado é que os estados de bdsons, dados por (5.1.29), sdo simétricos sob a mudanga

de rétulos das particulas.

5.1.2 Quantizacao do campo escalar complexo

O campo real de Klein-Gordon descreve particulas idénticas com spin 0 sem carga. E
facil generalizar isto para particulas que tem um grau de liberdade interno. A genera-
lizacao mais simples ¢ um dubleto de particulas que pode ser descrito por um campo
complexo ¢ # ¢* (consequentemente os operadores de campo sao nao-hermitianos:
¢ # oh).
Para o campo complexo de Klein-Gordon, a lagrangiana ordenada normalmente é
dada por
L =: (9,000 — m*plp) : | (5.1.33)
onde ¢ e ¢ sdo tratados como campo independentes. Os dois momentos canonica-

mente conjugados a ¢ e o' sdo:

m(z) =N (z), 7(x) = p(x) (5.1.34)
e as relagoes de comutagao (5.1.7) e (5.1.8) tornam-se

[p(Z,1), T (&, 1)] = 6 (& — &) (5.1.35)

(@), (&, )] = [0(Z, 1), " (&, )] = [2(Z, 1), (", 1)] (5.1.36)

= [o(,1),9"(&, 1)] = [p(@, 1), p(T, )] = 0.

De maneira andloga a (5.1.16), escrevemos as expansoes de Fourier dos campos

CcOo1mo

1

\/m[a(k)e_ikx + bl (k)e™) (5.1.37)

p(r) = pi(x) +o_(x) =)
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b(k)e ™ + at(k)e™™] . (5.1.38)

ol () = ol (2) = Z

Segue entao das equagoes (5.1.35) e (5.1.36) as seguintes relagoes de comutagao:
[a(R), @} (B)] = [b(R), b ()] = gz (5.1.39)

[a(k), a(k)] = [b(k), b(k)] = [a(k), b(k)] = [a' (), b(k)] = 0 . (5.1.40)

Das relacdes acima, podemos interpretar a(k), a'(k), b(k) e b (k), como operadores
de aniquilagao e criacao de dois tipos de particulas, as quais chamamos de particulas

do tipo a e do tipo b. Os operadores
No(F) = af()a(k), Ny(k) = b (k)b(k) (5.1.41)

sao os operadores de nimero, respectivamente de particulas do tipo a e do tipo b, cujos
autovalores sao 0,1, 2, ... Novamente, o espaco de Fock associado pode ser construido,
a partir do estado de vacuo |0), o qual, por defini¢do, ndo contém nenhuma particula

e pode ser representado por
a(k)[0) = b(k)[0) =0,V i . (5.1.42)

Em termos dos operadores de criacao e aniquilagao, o operador energia-momento

assume a seguinte forma:

—

P(H,P) =" k*[Na(k) + Ny(k)] - (5.1.43)

Da invariancia da lagrangiana (5.1.33) sob transformagoes globais de fase, isto é, ¢ —
e"%p e pf — T segue o operador conservacao de carga ), pode ser reescrito,

usando as equagoes (2.1.12) e (2.1.13) como

@z—m/fﬂhW@ﬂ@—¢@w%m:, (5.1.44)

que em termos do operador nimero de particulas fica

= qz — Ny(K)) . (5.1.45)
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De acordo com a equacao acima, devemos associar as cargas +¢ e —¢ com as
particulas a e b respectivamente. De fato, se trocarmos a por b mudaremos o sinal do
operador de carga (). A carga é a unica propriedade que difere as particulas a e b.
Essas particulas sao interpretadas respectivamente como particula e antiparticula. No
caso do campo escalar real de Klein-Gordon a carga ) é nula, e isto significa que tais
campos correspondem a bdsons neutros.

Esta nocao de carga nao é restrita apenas a carga elétrica. Na verdade, a invariancia
da lagrangiana (5.1.33) por transformagoes de fase globais pode levar a conservacao

de outras quantidades, genericamente chamadas de cargas.

5.1.3 O propagador de bésons

O propagador de Feynman associado aos campos de Klein-Gordon, é definido como o
valor esperado no vacuo (VEV) do produto ordenado temporalmente dos operadores

de campo. Assim,
iAp(z — ') = (0|T {e(x)e(z)}0) | (5.1.46)
onde

T{p(@)p()} = O — t)p(z)p(a’) + O — t)p(z)p(z) , (5.1.47)

sendo O(x) a fungao de Heaviside [55].
Como exemplo dos propagadores de Feynman iremos tratar com o campo real.

Neste caso, podemos mostrar que [50]

iIAT(z— ') = —iA (x —2') = (0]|p(z)p(x")] 0) | (5.1.48)
onde
i _}efik(xf:p’)
Atz —2)=-A"(x—-2') = 307 /d%T : (5.1.49)

Desse modo, o propagador de Feynman pode ser escrito da seguinte maneira:

iNp(x —2') =0t —t)At(x —2') + O —t)A™(x — ') . (5.1.50)
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A funcao de Green associada a equagao de Klein-Gordon (5.1.11) deve satisfazer,

por definicao, a seguinte equacao diferencial nao-homogeénea
(O —mA)G(z, ') = —0W(z —2) . (5.1.51)

Escrevendo a fungao de Green no espago dos momentos, através de uma transfor-

mada de Fourier temos

G(r,2) = % / d*kG(k)e k=) (5.1.52)

(27)
Substituindo (5.1.52) em (5.1.51), levando em consideragio que k2 = w? —m?, encon-

tramos que

1
Gk)=———F——— 5.1.53
(8) =~ oo (5.1.53)
sendo assim, a fungao de Green dada em (5.1.52) pode ser expressa por
1 I efik:o(:p_:v’o)
) =— &’k Z’f@—“/dko— . 1.54
G(z, ) (27?)4/ e 97— () (5.1.54)

A integral em £° pode ser calculada através de uma integral de contorno fechado
no plano complexo. Como vemos, esta integral apresenta polos em k° = 4wy, ou
seja, existem dois polos sobre o eixo Re(k?). Entao, para obtermos a equivaléncia
entre a funcao de Green e o propagador de Feynman, adotaremos a seguinte pres-
crigdo: Fechando um contorno no semiplano superior, +I/m(k°), incluiremos o polo

—wy. Fechando um contorno no semiplano inferior, —I'm(k), incluiremos o polo +wy,.

Este procedimento é equivalente a fazer a mudanca w, — wp — i1 na equagao
(5.1.54), onde n é uma quantidade positiva e infinitesimal [50]. Consequentemente,

podemos escrever a integral em k° da seguinte maneira

0 e—iko(mo—m/o) 0 e—iko (9—2'%)
dk . = j{ dk - — 5.1.55
/ (7 —(or =i~ Sy ™ B0 (o — i) (5.1:55)

dko e_ik.O(xO_x/O)
/c, (K9)? = (wp —in)*
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Almko)

Re(ko)

Fig. 5.1: Contornos de integracao sobre o plano complexo em kg onde, C's é o semicirculo de
integracao superior que inclui o polo —wy e exclui o polo +wg. E C7 é o contorno
inferior que inclui o polo +wy, e exclui o polo —wy.

ou

/ gy 74 PO (5.1.56)
(k)2 = (wr —10)?  Joup  (K0)2 — (wi — in)? o
77;]60(330717/0)

- / S P .

onde Cs e (] sao os caminhos semicirculares que fecham o contorno nos semiplanos
superior e inferior respectivamente, cujos raios sao R.

O caminho C} deve ser escolhido quando ¢t > t/, pois, caso t < t/, a segunda integral
do lado direito da equagao (5.1.55) ird divergir. Além disso, a escolha desse contorno
estd associada a propagacao de particulas com energia positiva. Para t < ¢, o contorno
de integracao devera ser fechado no semiplano superior, pelos mesmos motivos acima.
Neste caso, este contorno nos permite obter a funcao de Green associada a propagacao
de particulas com energia negativaZ.

De acordo com (5.1.54), a integral em k" se estende por todo eixo real, dessa forma

teremos que tomar R — oo, onde R = kj. Podemos observar que as integrais nos

2 Qutro contorno de integracio diferente do escolhido pode ser feito, porém levaria a funcoes de
Green nao causais[50]
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caminhos C7 e Cg sao nulas. Sendo assim, obtemos

g o1 g ao T 5.1.57
=0(t—t .
I e R Gl S ey S
7ik0(x07:v/0)

HO =0

Do teorema do residuo, tomando 1 — 0, obtemos

—iko(zo—:c’o) . —iwk(mo—m/o) - iwg (20 —2"7)
e € 1€
dk® =0(t—t)——— -0t —t)—— . (5.1.58
[ G — -0, E-t—p— 6158

Finalmente, substituindo a equagao acima em (5.1.54), podemos escrever a fungao de

Green como
Glz—2)=01t—-t")AT(zr—2") -6 —t) A (z —2') . (5.1.59)

Comparando (5.1.50) e (5.1.59), vemos que o propagador de Feynman para bdsons coin-
cide com a funcao de Green associada a equacao de Klein-Gordon. Além disso, vemos
que é possivel calcular uma quantidade quantica, como por exemplo (0 |7 {¢(x)p(z’)}| 0),
a partir da fungao de Green.

Apesar de desenvolvermos nossas deducgoes partirem do campo escalar real livre,
quando tratamos do campo escalar complexo, interagindo com outros campos de gauge,

todos os resultados obtidos, neste caso, permanecem validos.

5.2  Quantizacao do campo fermionico no espaco plano

Como vimos nas relagoes de comutagao (5.1.14) e (5.1.15) para campos escalares os
operadores de aniquilagao e criacao satisfazem um algebra de Bose-Einstein.... an-
teriormente que o procedimento de quantizagao canodnica leva a obtencao de bdsons.
Neste formalismo, os coeficientes da expansao de Fourier satisfazem uma algebra de
comutacgao semelhante a algebra obedecida pelos operadores de levantamento e abai-
xamento do oscilador harmonico quantico nao-relativistico.

Na quantizacao do campo de Dirac, vamos impor que as relagoes de comutacao
deverao ser trocadas por relagoes de anticomutagao. De fato, veremos que este forma-

lismo leva a obtencao de férmios.
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Supondo que os operadores a,, al. V r =1,2,... satisfacam as relacdes de antico-
mutacao
{a,,al} =6, , {ar,a;}={al,al} =0 (5.2.60)
e, em particular

(a,)> = (al)*=0. (5.2.61)

r

Definindo o operador N, tal que
N, = ala, (5.2.62)
e usando as relagoes de anticomutacao (5.2.60), mostramos diretamente que
[Ny, as) = =0rsas [Ny, al] = 6,5af . (5.2.63)

Isto nos permite interpretar a,, ale N, como operadores de aniquilagdo, criaciao e
nimero de particulas, respectivamente. Além do mais, ainda das relagoes (5.2.60),

chegamos ao seguinte resultado
N? = ala.ala, = al(1 —ala,)a, = N, | (5.2.64)
isto é,
N.(N,—1)=0. (5.2.65)

O que significa que, se os operadores de criagao e aniquilagao anticomutam, o operador
numero de particulas adquire autovalores n, = 0 e n, = 1. O que significa dizer que
estamos tratando com particulas que obedecem a estatistica de Fermi-Dirac.

O estado de vacuo é definido, mais uma vez, por
a,10) =0 . (5.2.66)
O estado r de uma particula é tal que

al 0) . (5.2.67)
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Para o estado de duas particulas, temos de (5.2.60) que

11,, 1) = alal |0) = —alal|0) = —|1,,1,) , (5.2.68)

sTr

ou seja, os estados sao antissimétricos sob troca de particulas. Para r = s, temos

12,) = (al)?]0) = 0, estando de acordo com o principio da exclusao de Pauli.

5.2.1 Segunda quantizacao

O campo de Dirac descreve particulas elementares carregadas de spin 1/2, a exemplo
dos elétrons. Este campo é, na verdade, um campo espinorial de 4 componentes. A
equagao que governa este campo ¢é a equagao de Dirac, que corresponde a uma equagao
matricial diferencial de primeira ordem. No caso do elétron livre, esta equacao é dada
por [50][52][51]

(iv'0, — m)Y(x) =0, (5.2.69)

onde v* sao as matrizes de Dirac, as quais satisfazem as relacoes de anticomutagao

{7y =2 (5.2.70)

e as condicdes de hermiticidade 7T = 7% e YT = —7 para ¥ = (71,72, 7?).

O campo adjunto ¥ (x) é definido por

P =Pia0 (5.2.71)

que satisfaz a equacao de Dirac adjunta

() (107" +m) =0 . (5.2.72)

As equagbes (5.2.69) e (5.2.72) podem ser derivadas da seguinte lagrangiana

L= [0 (z) — (O (2)y"Y(2)] — mi(a)(z) . (5.2.73)

N | =

Ainda a respeito da equacao de Dirac, podemos mencionar que esta prevé a existéncia
de antiparticulas, tais como o pdsitron que é uma particula de spin 1/2, cuja massa é

igual a do elétron porém possui carga elétrica positiva.
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Para quantizacao do campo de Dirac, vamos expandir o mesmo num conjunto com-
pleto de solugoes da equacgao de Dirac e, em seguida, promové-lo a operador impondo
relagoes de anticomutagao apropriadas aos coeficientes da expansao. Um conjunto de
completo ortonormal de solucoes da equacao de Dirac, para cada momento p’ e energia
positiva

E, = (m? + %)/ (5.2.74)

¢é dada por

e—ipx (‘.) eip;v
y Ur
VV Vi

Nas expressoes acima, u,(p) e v,(p) sdo espinores constantes que satisfazem as equagoes

u,(p) Vor=12. (5.2.75)

(9, + mYun () = 0, (p, +m)v () =0, r=1,2. (5.2.76)

Cujas relacoes de ortonormalidade sao tais que

ul (D) = el P)ea) = 25, (5.2.77)

ul(P)vs(—p) = 0.

De maneira andloga as expansoes (5.1.37) e (5.1.38), o operador de campo ()

pode ser expandido em termos do conjunto (5.2.75) onde

bla) = oile) + () (5.2.78)

m 1/2 , .
) Z (VE) e (P (Be ™ + di e (7)e™]

e o operador de campo adjunto é dado por

Bw) = Pole) 4@ (5:279)
m \ Y2 ‘ ‘
- () e d@n e

onde @, = uly° e v, = v]7°.
Sabendo que a equagao de Dirac descreve particulas de spin 1/2, as quais obedecem

o principio de Pauli e a estatistica de Fermi-Dirac, devemos impor as seguintes relagoes
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de anticomutacao aos coeficientes da expansao

{CT‘(@vCi(@} = {dr(ﬁ)adi(ﬁ)} = OrsOpp (5.2.80)

e, para qualquer outra combinacao envolvendo os coeficientes c,, ¢, d, e d! tal relacao
de anticomutacao deve ser nula.

Se definirmos os operadores

N(p) = cl(D)e, (D) . N\P(B) = dl(P)d. (D) , (5.2.81)

Entao interpretamos c,, cf, N como os operadores de aniquilacao, criacao e nimero
de particulas do tipo ¢ e, d,, dI,Nﬁd) como os operadores de aniquilacao, criacao e
nimero de particulas do tipo d.

De maneira analoga ao coso bosonico, podemos construir o espaco de Fock associ-

ado a férmios, definindo o vacuo como
¢ (p)]0) =d.(p)|0) =0, paratodoper=12. (5.2.82)

Os estados que contém particulas sao gerados do vacuo através dos operadores de
criacao. Os estados do operador nimero de ocupacao, N(E), Sao ‘ . n(lg) .. .>, onde
n(k) =0,1.

O operador Hamiltoniano do campo de Dirac é obtido a partir da componente Ty
do tensor energia-momento, juntamente com a equacao de movimento, o que resulta
em [50]

H= /dgf: {¢(2)[—iv0; + mly(2)} + (5.2.83)
onde o ordenamento normal foi introduzido pelos mesmo motivos discutidos no trata-
mento do campo de Klein-Gordon. Desta maneira, substituindo as expansoes (5.2.78) e
(5.2.79) na equacao acima, e usando as relagoes de ortonormalidade (5.2.77), podemos
expressar o operador Hamiltoniano da seguinte forma

H =Y E,[N“) + N - (5.2.84)

T?p
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Frente a uma transformagao global de gauge, a lagrangiana (5.2.73) é invariante.
Logo existe uma densidade de corrente de Noether conservada, j* = gy, o que

implica em uma carga conservada

Q = q/d?’fzzﬁ(x)l/}(x): (5.2.85)
= o SINO@ + VO]

onde na segunda igualdade acima, usamos as expansoes dos operadores de campo de
Dirac, e suas relagoes de ortonormalidade.

Se admitirmos que o parametro ¢, na equacao anterior, seja a carga do elétron
(¢ = —e) e identificarmos m, na equagao de Dirac, como a massa do elétron, podemos
interpretar as particulas associadas com os operadores ¢ e d como elétrons e positrons,

respectivamente.

5.2.2 O propagador de férmios

O propagador de Feynman para férmios é definido como uma matriz dada por

iSe(x,a') = 0| T {(a)b(a")} 0) . (5.2.86)

onde definimos o produto de ordenamento temporal como?

T {(x)b(a)} = Ot - {)b(a) @ B(a') - Ot — Wi(a') @ b(x) . (5.2.87)

Esta definigao difere por um fator (—1), no termo ¢’ > ¢, da defini¢ao correspondente
ao caso bosonico. Esta mudanca de sinal reflete a propriedade de anticomutacao do
campo fermidnico [50].

Usando as relagoes de ortonormalidade (5.2.75), podemos mostrar que

iS5 (x — ') = (0] P()i(a") [0) = (0] {¢+(2), ¥—(2") } |0) (5.2.88)

iS5 ( — ') = (0] &) (2)[0) = (O] {—(a"), & (@)} 0) | (5.2.8)

3 0O sfmbolo ® representa um produto direto
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Onde identificamos

SE(x) = (iy"0, + m)A*(z) . (5.2.90)

Combinando as equagoes acima, podemos expressar o propagador de Feynman para

férmios da seguinte maneira:
Sp(z—2") =0@t—t")ST(x—2")—O{t' —t)S™ (z—2') = (ir"d,+m)Ar(z—2'), (5.2.91)

onde Ap(x — ') é o propagador de bdsons, definido pela equacao (5.1.50).

Para o caso que tratamos de um campo livre, ocorre uma correspondéncia muito
simples entre os propagadores de bdsons e de férmios. De fato, se conhecermos a
expressao Ap(z — 2') podemos calcular o propagador Sg(x — z') usando a equagéo
(5.2.91). O que nao ocorre quando tratamos de um campo com interacao. Na ver-
dade, quando tratamos de um campo interagindo com um campo de gauge, devemos
generalizar o conceito da derivada que aparece em (5.2.91) de modo a incluir essa
interagao, ou seja, devemos fazer 9, — D,,, onde D, ¢ a derivada generalizada, assim

asseguramos que Sp(z — ') = (iv*D, + m)Ap(x — 2') para o caso de interagao.
5.3 TQC no espaco-tempo curvo

Nesta se¢ao apresentaremos um breve estudo da teoria quantica de campos no espago
tempo curvo [56][57][58]. Neste formalismo, o espago-tempo é descrito por um tensor
métrico classico, g, (). Algumas vezes este estudo é chamado de teoria semicléssica,
pois quantiza apenas os campos de matéria. Veremos, no decorrer desta breve anélise,
que considerar um espago-tempo curvo, ou seja, nao Minkowskiano, ird produzir alguns
efeitos quanticos novos, tais como criacao e aniquilagao de particulas e a polarizagao

do vécuo.

5.3.1 Quantizacao do campo no espaco-tempo curvo

De fato, para realizarmos uma quantizacao dos campos de matéria no espaco curvo,

devemos utilizar de quatro ingredientes basicos para tal construcao, sao eles:
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A lagrangiana ou, equivalentemente, a equacao de movimento da teoria classica.

e Uma prescricao ou escolha da quantizacao, por exemplo a quantizacao canonica.

A caracterizagao dos estados.

A interpretacao fisica de estados observaveis.

No espago-tempo plano, a invariancia de Lorentz nos permite identificar um tinico
estado de vacuo para a teoria. Em um espaco-tempo curvo, nao hé simetria de Lorentz.
Mas a auséncia desta simetria nao é um problema crucial nos dois primeiros passos
listados acima. De fato, as diferencas reais entre os procedimentos de quantizacao nos
espacos plano e curvo aparecem nos dois 1ltimos passos. Em geral, nao existe um tinico
estado de vacuo num espago-tempo curvo. Como resultado, o conceito de particulas
torna-se ambiguo, e o problema da interpretacao das quantidades fisicas torna-se mais
dificil.

A maneira de discutir esta questao em mais detalhes é a andlise de um modelo
em particular. Vamos considerar um campo escalar real e massivo, cuja lagrangiana é

dada por

1

L= _5\/—_9(%@8“30 +m** + ERY?) (5.3.92)

A equagao de onda correspondente é
(O—m? —ER)p(x) =0, (5.3.93)

onde g = Det(g,,) e O = V,V* é o operador d’Alembertiano generalizado, R é o
escalar de curvatura e £ ¢ uma nova constante de acoplamento entre o campo escalar e
a geometria. O caso em que & = 0 é conhecido como acoplamento minimo, e a equacao
resultante é chamada de Klein-Gordon. Se o termo de massa for nulo, isto é, m = 0,
a teoria torna-se invariante conforme para £ = 1/6.

Um conceito util para este sistema é o produto interno de um par de solugoes da
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equacgao de Klein-Gordon, o qual é definido por [56]

(f1, f2) = —i/z (f10uf5 — fa0ufr)dEH (5.3.94)

onde d¥* = d¥n*, sendo d¥ o elemento de volume em uma hipersuperficie tipo-espaco,
isto é, uma superficie na qual o intervalo entre dois pontos da mesma é negativo, n*
é o vetor unitdrio tipo-tempo, ou seja, |n| = 1, e normal a hipersuperficie. Um fato
interessante é que este produto interno independe da escolha desta hipersuperficie [56]
uma vez que as fungoes anulam-se no infinito.

A quantizacao de um campo escalar, no espago curvo, pode ser feita seguindo o
procedimento canonico. Inicialmente, devemos escolher uma forma de folhear o espaco-
tempo em hipersuperficies tipo-espago. Sendo ¥ uma hipersuperficie particular com o
vetor n* rotulado por um valor constante da coordenada tempo t, isto é, escolhendo
n* = (1,0,0,0), a derivada de ¢ na diregdo normal é ¢ = n*d, e, e 0 momento canénico

é definido por
oL
=5

Seguindo o procedimento discutido nas se¢oes anteriores, devemos impor a relacao de

() (5.3.95)

comutagao canonica
(@, 1), 7(#, 1)) = 0@, &) | (5.3.96)
onde 0(#,2") é a fungao delta na hipersuperficie com a propriedade

/ (7, 7)dS =1 . (5.3.97)

Considerando que {f;} é um conjunto completo de solugées da equagao (5.3.93),
{ f;} serd um conjunto de solugoes com norma negativa e { fi f;} formard um conjunto
completo de solucoes da equacao de onda, em termos do qual podemos expandir uma
solugao arbitraria. Desse modo, seguindo o mesmo procedimento visto nas secgoes
anteriores, devemos escrever o operador de campo ¢ como uma soma de operadores

de criagao e aniquilagao, como segue:

p=> (a;fj+alf), (5.3.98)

J
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onde [aj,a;] = 0, Esta expansdo define o estado de vacuo |0) por a;|0) = O.
No espago-tempo plano, escolhemos as solugoes de norma positiva como solugoes de
frequéncia positiva, f; oc e”*. Indiferente ao referencial de Lorentz escolhido, no qual
t é a coordenada temporal, este procedimento define um tnico estado de véacuo de
Minkowski. Em outras palavras, podemos dizer que, no espaco plano, a escolha de
{f;} é tnica.

No espago-tempo curvo, a situacao é completamente diferente. Nao existe, em
geral, uma unica escolha de {f;} e, logo, ndo existe um unico estado de vacuo. Isto
significa que nao podemos identificar um estado de vacuo univocamente, e a nogao
de particula torna-se ambigua. Esta nao unicidade é responsavel por algumas con-

sequéncias fisicas, tais como o fenomeno de criagao de particulas.

5.3.2 Criacao de particulas e polarizacao do vacuo
Criacao de particulas

Vamos considerar um espaco-tempo que assintoticamente seja plano no passado e no
futuro, e curvo na regiao intermedidria. Seja {f;} as solugoes com frequéncias positivas
no passado (regidao-in), e seja {F;} as solugdes com frequéncias positivas no futuro
(regido-out). Admitindo que estes conjuntos de solugoes sao ortonormais, segundo as

equagoes (5.3.94) e (5.3.96), temos

(fi; fir) = (F}, Fy) = 0y
(f7. 1) = (F} Fp) = —d (5.3.99)

(fin f3) = (Fj, F) = 0.

Como os conjuntos sao completos, podemos escrever um em termo do outro. Como

exemplo, podemos expandir os modos in em termos dos modos out, ou seja,

fi=>_ (auF + BFy) . (5.3.100)
k
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Utilizando as relagoes (5.3.99) na equagao anterior obtemos as seguintes condigoes:

D (g, = BiwbBin) = 0y (5.3.101)
k
e
> (agwagn = BinBin) =0 . (5.3.102)
k
A expansao inversa é
b= Z (ajifi + Biwf;) - (5.3.103)

j
Assim, o operador de campo ¢ pode ser escrito em termos de ambos os conjuntos, isto

€,

= Z (b;Fy + b F;) = Z (ajfi +aif}) . (5.3.104)

J J

Os operadores a; e a} sao, respectivamente, os operadores de criacao e aniquilacao
na regiao in, enquanto que b; e b} sao os operadores correspondentes na regiao out.
O estado de vacuo é definido entdo como a;|0) = 0V j, e descreve a situagdo em
que nenhuma particula estd presente inicialmente. O estado de vacuo na regiao out é
definido por b,]0) = 0V j, descrevendo assim a situacdo em que nenhuma particula
esta presente em um tempo futuro. Tomando em nota que a; = (¢, f;) e b; = (¢, F}),

podemos expandir um conjunto de operadores em termos do outro, ou seja,

aj; = Z (b — B]*kb;) e b= Z (ajra; — ﬁj*ka;r) . (5.3.105)
k J
Esta transformacao é chamada de transformacao de Bogoliubov, e os coeficientes
aji € Bjk sao chamados de coeficientes de Bogoliubov [58].

Agora podemos descrever o fenomeno fisico de criacao de particulas por um campo
gravitacional dependente do tempo. Vamos admitir que nenhuma particula esta pre-
sente antes do campo gravitacional ser “ligado”. Se adotarmos a descricao de Hei-

senberg, o estado |0), serd o estado do sistema em qualquer instante de tempo. No

entanto, o operador niimero, que conta particulas na regiao out é NP = b;ibk. Desta
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forma, o niimero médio de particulas criadas no modo k sera

(N8 i = (O1Bib [0} = D I8l - (5.3.106)

Entao podemos observar que, se os coeficientes 3;, sao diferentes de zero, ocorrera
o fenomeno de criacao de particulas. Uma aplicagao direta dos conceitos discutidos

acima é a criagao de particulas por um universo em expansao [59].

Polarizacao do vacuo

A ideia de vacuo em uma teoria quantica de campos, difere essencialmente da nogao
de vazio da fisica classica. O estado de vacuo, como vimos, corresponde ao estado do
operador niimero de particulas cujo autovalor do mesmo é nulo. De acordo com a ideia
de Dirac para férmios, o estado de vacuo quantico é um estado cujos niveis de energia
negativa estao ocupados, de acordo com o principio de exclusao de Pauli, e todos os
niveis de energia positiva estdo vazios [52][51]. Todavia, o estado de vdcuo depende
de campos externos, e este fenomeno se manifesta no calculo dos VEVs de operadores

bilineares nos campos:

A =3 Ao @), 0@} (5.3.107)

onde A(f,g) pode ser um operador diferencial bilinear.

O efeito da polarizagao do vacuo é mais comumente associado as flutuagoes do
vacuo de campos de matéria na presenca de interacoes eletromagnéticas externas, como
vemos na QED [50]. Estas flutuagoes surgem da interagdo do campo eletromagnético
com as particulas que constituem o “mar de Dirac”. Em particular, o calculo da funcao

de Green associada ao campo eletromagnético,
(O] A () Ay (') 0) = G, 2') | (5.3.108)

apresenta um resultado formalmente divergente em teoria de perturbacao. Para ob-

termos assim, um resultado finito para esta fungao, devemos renormalizé-la, que neste
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caso tal processo de renormalizacao consiste numa redefinicao da carga elétrica do
elétron [52].

As flutuagoes quanticas de campos de matéria na presenga de campos de fundo gra-
vitacionais (cldssicos), sdo também denominadas de polariza¢ao do vécuo. Neste caso,
o célculo do VEV do operador energia-momento (7#) também ¢é formalmente diver-
gente. Mais uma vez, de modo a obtermos um resultado finito bem definido, devemos
realizar um processo de renormalizacao. Fazendo isto, as contribuigoes espirias sao
absorvidas nas redefini¢oes da constante gravitacional e cosmolégica. Além do mais,
surgem termo quadraticos nos tensores de Riemann, Ricci e no escalar de curvatura,
dos quais estao ausentes na teoria cldssica de Einstein [58]. Este formalismo torna-se
evidente quando consideramos o VEV do tensor energia-momento como fonte no lado

direito da equacao semiclassica de Einstein, ou seja,
G + Agp = 87G(T),) . (5.3.109)

Contudo, o VEV do tensor energia-momento renormalizado, deve satisfazer ainda

restricoes de modo a manter o principio de covariancia geral e ser conservado.



6. A CORRENTE FERMIONICA INDUZIDA POR UM TUBO DE
CAMPO MAGNETICO NO ESPACO-TEMPO DA CORDA
COSMICA

Neste capitulo temos como objetivo estudar a corrente fermionica induzida, (j*), de-
vido a um tubo de fluxo magnético de extensao finita a no espago-tempo gerado por
uma corda cosmica ideal. Para esse fim consideramos trés configuracoes distintas de
campo magnético: (i) Na forma de uma casca cilindrica de raio a, (i7) um campo
magnético que decai com 1/r e (i4i) um campo magnético homogéneo constante [35].

Nielsen e Olesen [29] mostraram, partindo do modelo abeliano com quebra es-
pontanea de simetria, que este sistema apresenta solugoes com simetria cilindrica car-
regando um fluxo magnético ao longo do eixo de simetria. Estas configuragoes corres-
pondem as solugoes de vortices encontradas por Abrikosov [28]. A anélise da influéncia
deste sistema na geometria do espaco tempo foi analisada por Garfinkle [30] e Laguna
[31]. E, em seus trabalhos, os autores acoplaram o tensor energia-momento, associado
ao modelo de Nielsen-Olesen, as equagoes de campo de Einstein. Assim, mostraram
que o vértice possui um estrutura interna caracterizada pelo fluxo magnético nao-nulo
que corre ao longo da mesma, cuja extensao é determinada pela escala de energia na
qual a simetria é quebrada.

Dois comprimentos de escala aparecem naturalmente, um relacionado com a ex-
tensao do fluxo magnético que, por sua vez, é proporcional ao inverso da massa do
campo vetorial, m,, que adquire massa devido ao mecanismo de Higgs. E o outro
associado com o inverso da massa do campo escalar, m, este ultimo, como sendo uma
medida do ponto onde o campo escalar decai para o seu valor de vacuo. Além do

mais, os autores também analisaram a geometria do espago-tempo e verificaram que
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assintoticamente a superficie perpendicular ao vortice corresponde ao espago-tempo
de Minkowski menos uma fatia, o que acarreta num espago com um défice angular.
Nosso modelo baseia-se na aproximacao onde tomamos, ms; >> m,, € que as
energias associadas aos férmios sejam menores que a massa do campo escalar. Sendo
assim, o comprimento de escala que delimita a estrutura interna da corda cdsmica,
proporcional ao inverso de my, se torna muito menor que o comprimento de escala que
delimita a extensao do fluxo magnético, que é proporcional ao inverso de m,. Logo,
podemos desprezar a estrutura interna da corda césmica tratando-a como uma corda
cHésmica ideal, que sera circundada por uma estrutura de campo magnético em forma

tubo cilindrico de alcance a, coaxial a corda césmica ideal.
6.1 A geometria da variedade e a obtencao das fungoes de onda

O arcabougo geométrico associado com uma corda césmica ideal disposta ao longo do
eixo z pode ser estudada, em coordenadas cilindricas, através do seguinte elemento de
linha

ds? = dt* — dr? — r?d¢* — d2* (6.1.1)

onde, (t,2) € [—o0,400], 7 > 0e ¢ € [0,27/q]. Como vimos, o pardmetro ¢, associado
com o déficit de angulo planar, é relacionado com a densidade linear de massa da

corda, i, através das seguintes equacao
¢l=1—4u. (6.1.2)

Por outro lado, visto que, a dinamica quantica de uma campo espinorial com massa,
acoplado com um campo de gauge A* no espago-tempo curvo, é regida pela equagao
de Dirac na forma

[i9"(V,, + ieA,) — mlib(z) =0 , (6.1.3)

sendo V,, = 9, + I',. Onde I, é a conexao espinorial e v* sao as matrizes de Dirac

no espaco-tempo curvo, ambas relacionadas com as matrizes de Dirac v(%) no espaco-
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tempo de Minkowski através das seguintes equacoes.

I y a
Ly = _Zﬂ( Oelpewun, = e?aﬂ( E (6.1.4)

Nas expressoes acima, e’{a) representa as bases tétradas que satisfazem a relacao
e?a)e’(’b)nab = g¢g", visto que, n® e g" sdo os tensores métricos no espaco-tempo de
Minkowski e no espago-tempo curvo, respectivamente.

Especificamente, estaremos interessados no espago-tempo gerado por uma corda
cosmica ideal, cujo tensor métrico é dado por (6.1.1).

O sistema que vamos analisar leva em consideracao trés configuracoes de campo
magnético diferentes. Sao eles: (i) Um campo magnético na forma de uma casca
cilindrica de raio a, isto ¢, um campo magnético que esta distribuido sobre uma su-
perficie cilindrica de raio finito, (i4) um campo magnético que decai com 1/r e, por
fim, (4i7) um campo magnético cilindrico constante de raio a. Nesses trés casos, o eixo
de simetria do campo magnético coincide com o eixo da corda césmica. A estrutura
de campo magnética coaxial a distribuicao da corda césmica ideal pode ser ilustradas

segundo a figura abaixo.

Fig. 6.1: Tlustragao da estrutura cilindrica de campo magnético com raio fixo a coaxial a
distribuicao da corda césmica.

O quadri-potencial vetor, capaz de gerar tais modelos aproximados, é especificada
como se segue:

A, = (0,0, A4(r),0) , (6.1.5)
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com

Ay(r) = —ga(r) | (6.1.6)

Deste modo, para o primeiro modelo temos
a(r) =06(r—a) . (6.1.7)

Como dizemos anteriormente, a configuragao acima representa um campo magnético
proporcional & d(r — a). Obviamente isto ¢ um modelo aproximado para descrever um
campo magnético altamente concentrado em um cilindro de raio a. E, para o segundo

e terceiro modelo temos
a(r) = f(r)®(a—r)+ f(r)©(r —a) , (6.1.8)
em que

r/a, ara o segundo modelo |,
fr) = { ja. P & (6.1.9)

r?/a?, para o terceiro modelo .

Nas expressoes acima, ©(z) é a funcdo de Heaviside [55], e ® é o fluxo magnético.
Com o objetivo de obter um conjunto completo de fun¢oes de onda de Dirac ado-

taremos a seguinte base tétrada:

1 0 0 0

i _ 0 COS(Q¢> - Sln(Q¢)/T 0

“@7 1 0 sin(ge) cos(gp)/r 0 | (6.0.10)
0 0 0 1

Desta maneira, utilizando a relacdo (6.1.4) e as formas explicitas das matrizes de
Dirac no espago plano, (4.2.9), podemos expressar as matrizes de Dirac no sistema de

coordenadas cilindricas, adequado ao problema proposto, da seguinte forma

1 0 0 o

onde introduzimos, em coordenadas cilindricas, as matrizes de Pauli 2 x 2, ¢! para

l=(r, ¢, 2):

) 0 e s if 0 e o (1 0
J—(eiqu 0 )’U__;<—eiq¢ 0 )’0_(0—1)’ (6.1.12)
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Sendo assim, para a conexao espinorial e o termo que a acopla com as matrizes de

Dirac, podemos escrever

1-a 0.0 l-q .

— ¢ _
Lu=—==7"00 . "Tu=——7 (6.1.13)
Entao, a equacao de Dirac toma a seguinte forma
. l—q , .
(0, +ieA,) + —5 7 +im | =0. (6.1.14)
r

Para obtermos as solugoes de energia positiva da equacao de Dirac, assumindo que

a dependéncia temporal das autofuncoes sejam da forma e *#! e decompomos o espi-
nor ¢ (z) em dois espinores menores de duas componentes, sendo ¢(z) a componente

superior e x(z) a componente inferior.

U(z) = e~ ( igg ) . (6.1.15)

Este procedimento para resolvermos a equagao de Dirac é bem conhecido na litera-
tura, e pode ser visto na referéncia [52], tratado para o caso mais simples, que consiste
na solucao da equagao de Dirac para um férmio livre.

Fazendo isto, para as solugoes de energia positiva encontramos as seguintes equagoes,

rqar} X(@) =0, (6.1.16)

(E—m)p(x) +1 {01 (0, +ieA)) +

(E+m)x(z)+i {al (0, +ied;) + ! _rqa’} o(x)=0. (6.1.17)

De (6.1.17), escrevemos a fungao x(x) em termos de ¢(x) e, em seguida, substituimos

o resultado em (6.1.16). Com isso, obtemos uma equagao diferencial de segunda ordem

para o espinor p(z):

1— 2
02 + 1o, + (0¢ +ieAy —1i 5 qaz) +

7307 + E* — m?) — ;UZ&"Acb] p(x) = 0. (6.1.18)

Notemos que, em (6.1.16) poderfamos explicitar ¢(z) em termos de x(z), e substi-

tuir o resultado em (6.1.17), ainda assim obteriamos a mesma equagao acima, trocando
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apenas ¢(z) por x(z). Entao, podemos expressar uma solugao geral para ¢(z) e x(z)

em termos do seguinte ansatz,
e Ra(r)eie
o(z) = e ( Rar)eim ) (6.1.19)

Ry (r)etmé

x(z) =eP* ( R, (r)eiono > , (6.1.20)

onde usamos p-x = Et — kz, sendo k o momento ao longo do eixo z. Desta forma,
este ansatz preserva a simetria cilindrica da teoria.
Além disso, impomos que nossas solucoes sejam autofuncoes do operador momento

angular total na direcao z, isto é,

~ . .q .
Jup = (—28¢ + 257“)7(2)) v =qjv, (6.1.21)

onde

j=n+1/2, n=0, £1, +2, .., (6.1.22)

com isso obtemos que ny = nq + 1t

Para construirmos o conjunto completo de fungoes de onda da equacao de Dirac,
devemos considerar, separadamente, a equacao (6.1.18) nas regides em que r < a
(regido-in) e r > a (regiao-ext). Para a regiao-in temos trés configuragdes distintas
de campo magnético especificadas pelo potencial vetor de acordo com as equagoes
(6.1.6) a (6.1.8). Tais configuracoes de campo magnético foram usadas em [60] para
analisar, no background da mecanica quantica nao relativistica, o movimento de uma
particula carregada de spin 1/2 com uma razao giromagnética g # 2 interagindo com
um campo magnético e considerando a presenc¢a de uma interacao de dipolo magnético.
Entretanto, no ambito da mecanica quantica relativistica, uma anélise dessa interacao
foi desenvolvida em [61], onde o autor considerou apenas duas configuragées de campo
magnético, que foi a configuracao de um campo homogéneo e de uma casca cilindrica

com um distribuicao tipo delta de Dirac.

L' A partir daqui usaremos a seguinte notagao: ny =n and ny =n + 1.
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Para a regiao-ext, isto é, r > a, O potencial vetor toma seguinte forma segundo

(6.1.7) e (6.1.8):
_a®

Ap=—o, (6.1.23)

sendo ® o fluxo de campo magnético. Entao, a equagao (6.1.18) pode ser escrita como

1_ 2
02 + 10, + (8¢ +ieAy —1 5 qoz) +

(02 + B —m®)] p(z) = 0. (6.1.24)

Substituindo (6.1.23) em (6.1.24) encontramos a solucdo externa para a funcao de
onda de Dirac, com energia positiva, dada em termos das fungoes de Bessel, J,(z), e

de Neumann, Y, (2):

CIJ,Bj ()\7’) + D1Y5j ()\T) >

__ _—ip.x iqne
90(17) =€ e ( [OQJﬁj-i-ej ()\T) + D2YB]'+€]' ()\7’)} ez’q¢> (6125)

Procedendo de maneira similar para a componente inferior encontramos que

A1y, (Ar) + B1 Y, (Ar) > , (6.1.26)

() = emrem ( [AnTs, e, (Ar) + DoY, 1 ()] 0
onde A\ é o momento associado ao plano ortogonal a corda césmica, com n = j — 1/2
sendo um numero inteiro. Assim, definimos a seguinte quantidade: €; = 1 para j > —«
ee; = —1para j < —a. Sendo a = edy/q = —D/Py, com &y = 27/e definindo o
fluxo quantico e

. €5
By =dli+al =3 (6.1.27)

Como podemos ver, foi introduzido um conjunto de oito constantes arbitrarias Cj,
D;, A; e B; com i =1, 2 para a solucao geral acima.

A energia é expressa em termos de A\, k e m pela relacao
E =V +Ek>+m? (6.1.28)

N6s podemos encontrar uma relacao entre as constantes das componentes superior e
inferior do espinor de Dirac utilizando (6.1.16) e (6.1.17). Tais relagoes sao dadas por

i k’Cl — iEj/\CQ

A _k?CQ — iEj)\Cl
e E+m

A, —
) 2 E—I—m

(6.1.29)
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kDqy —1€;AD kDy — 1€;AD

B, = FD L ieADy kD —igADy (6.1.30)
E+m E+m

Além do mais, para uma caracterizacao futura mais especifica das autofuncoes,

impondo uma condicao extra que relaciona as constantes supracitadas. Como tal

condigao, seguindo [62], requeremos que a seguinte relacdo entre as componentes su-

perior e inferior seja tal que:

RQ(’I“)

Rs(r) = psRi(r), Ry(r)=— P (6.1.31)
com
4 52 2
ps = +5k RALCRE (6.1.32)
Fazendo isto, é possivel obter as seguintes relagoes
Ay =psC, Ay = —02/03 ) (6-133)
Bl = ple s BQ = —Dg/ps . (6134)

Desta forma, as solugoes com energia positiva, na regiao-ext, para a equacao de
Dirac, especificadas pelo conjunto de nimeros quanticos o = (A, j, k, s), pode ser
escrita da seguinte forma:

CIJ,B]-()\T) + D1Y5j (/\T)
ie;psbST [CrTp e, (V) + D1 Y, 4o, (Ar)] €99

(+) ___—ip.x_iqno
¢J(6xt) (33) =c e 0, [Cljgj<)\7’) 4 D1Y5j ()\T‘)} , (6135)
—iejbgﬂ [C1J3,4¢, (A1) + D1Yp, e, (Ar)] €177
onde introduzimos
+ 2 D)
p) = M SVAT M (6.1.36)

s A

Para a regiao-in, isto é, r < a, temos trés configuracoes de campo magnético di-
ferentes, como mencionamos anteriormente. Desta maneira, obteremos trés solugoes
gerais diferentes para a regiao interna a partir de (6.1.18). Primeiramente, vamos no-
mear cada uma dessas funcgoes radiais por Rl(i), onde i =1, 2, 3, é o indice associado
com o modelo e, [ = 1, 2, 3, 4 o indice que especifica a componente do espinor.

Usando a expressao geral para a componente azimutal do quadri-potencial (6.1.5), é
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possivel mostrar que as relagoes (6.1.31) e (6.1.32) se preservam. Entao, usando as
relagoes (6.1.16) e (6.1.17) entre as componentes superior e inferior do campo espino-
rial, podemos escrever o campo espinorial com energia positiva, na regiao-in, na forma

geral, como se segue:

R (A7)
z'psngr)Rg) (A, r)elt?
PRy (A7)
—ibSI RPN, r)eiad

wl((+) (iL‘) _ C(i)e—ip.xeiqmz)

in) (6.1.37)
Os coeficiente C; e D; em (6.1.35) e, C® em (6.1.37) sdo determinados partindo
da condigao de continuidade da funcao de onda fermionica em r = a. Apds alguns

calculos algébricos intermediarios, escrevemos

0, = —%(M)O“’Rﬁ“(&a)f/gj(Aa), (6.1.38)

D, = g()\a)o(i)Rgi)()\7a)jﬁj()\a)7 (6.1.39)

onde

RPN, a)

Z.z:e-Z.e.z—V@/\,aZ.z,withV@)\,a: .
8,(2) = € Z3,1¢,(2) = V;7 (A a) Z3,(2) i (A a) 20 a)

(6.1.40)

Em (6.1.40) Z, representa as fungoes de Bessel J, ou Y,. Com esta notagao, toda
informacao a respeito da estrutura interna, delimitada pela forma do campo magnético,
fica contida no coeficiente V]@.

Finalmente, a constante C'Y) pode ser obtida partindo da condicio de normalizacio

da func¢ao de onda
/ Par/g® () g = 6,00, (6.1.41)

onde d,,/, do lado direito da igualdade, pode ser compreendido como a funcao delta
de Dirac para os numeros quanticos continuos A e k, e como uma delta de Kronecker
para os indices discretos n e s, onde ¢©® é o determinante da parte espacial do tensor
métrico. A integral sobre a coordenada radial deve ser feita sobre o intervalo [0, co).

Devido a simetria cilindrica do sistema podemos escrever o campo espinorial em uma
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forma geral, como segue-se abaixo:

F1(>\, T)
) (+) iqp
(+) _ —ipx igng Z,Osbs Fg()\,'r’)e
¢U (l’) (& e psFl (/\7 T) (6142)
—ibP Fy (N, r)eie?
Consequentemente de (6.1.41) obtemos,
(1+02) l/ dr rFy (A ) Fy (X, 7) (6.1.43)
0

+ ()2 /OOO dr rF5 (), T)Fg(/\’,r)] = (QZ)Qé(/\ -\

A integral sobre a regiao interior é finita, consequentemente, a contribuicao domi-
nante em (6.1.43) para ' = A vem da integracdo na regiao exterior a estrutura de
campo magnético. Utilizando as integrais padrao envolvendo as funcoes de Bessel,

com simetria cilindrica, encontramos

2 2 21 _ qA
2m)*[|CLf* + |Du|?] = LR (6.1.44)

Substituindo (6.1.38) e (6.1.39) na expressao acima chegamos na relagao:

CORY(N a) =E(Na) , (6.1.45)

com

1 1 1 1
E(\a) = 4

1/2
ar? /\(1+p§)(1+(b§+))2)] V3, 0a))2 + (75, (Aa))?

(6.1.46)

Esta relacao determina a constante de normalizacao para funcao de onda interior,
regiao-tn. Com esta normalizacao construimos o espinor de fungdao de onda para a

regiao-ext, r > a:

( ggj()\a, A1)

(+) () ipa igne | €Psbs g e; (Aa, AT e
Vg (enpy (7) = C e %e 5y (A2 AT) : (6.1.47)

—iejbg+)g5j+€j (\a, Ar)et?

onde introduzimos a notacao,
1/2
1 A

o = — < , (6.1.48)
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Y/gj ()\G)Jgj ()\T) — j]g].()\a)YBj (/\T)

gs;(Aa, Ar) = — —
V5, 00))2 + (J5, (Aa))?

(6.1.49)

Y/ﬁj()‘a)‘]ﬂfrq (AT) - j/?’j (Aa)yﬁfrej ()‘T) '
V5, 0a))2 + (J5,(ha))?

Seguindo o mesmo procedimento, podemos encontrar as solugoes com energia nega-

gﬁj-‘rﬁj ()\a7 )\T) = (6150)

tiva tanto para a regiao-in como para a regiao-ext. Uma vez que, os VEVs calculados
nesse trabalho serao desenvolvidos utilizando o método de soma sobre os modos nor-
malizados da fungao de onda fermionica, podemos escrever as solugdes com energia

positiva e energia negativa, na regiao-ext, para a equacao de Dirac, da seguinte forma

r ()\a, )‘T) )
' (i)g (Aa, A\r)ei?

(£) _ (&) Fipa igi-1/2)6 | Fi€ipsbs T gp4e;(Aa,

77Z}U(eaﬁt) (ZE) e € psgﬂj()\a; )\T) ) (6151)
:Fiéjbgi)ggj+ej (Aa, Ar)et?
onde C2) = (C (+))Tb§+), logo de forma compacta temos
1/2
1 A

C = ! (6.1.52)

2 [+ o) (14 00p)

De posse das fungoes de onda com energia negativa na regiao-ext, isto é, para
r > a, podemos entao investigar as propriedades do vacuo fermionico interagindo com
um campo eletromagnético externo no espaco tempo curvo, neste caso, numa topologia

conica devido a presenca da corda cosmica.
6.2 A corrente fermionica induzida

Nosso objetivo principal nesta secao, ¢ investigar a densidade de corrente induzida no
vacuo fermionico devido a topologia do espago-tempo e da interagao com o campo de
gauge abeliano, neste caso um campo eletromagnético externo com simetria cilindrica.

Na secao anterior construimos um conjunto completo de fungoes de onda com
energia positiva e energia negativa nas regioes em que r < a e r > a, uma vez

que vamos expandir o operador de campo segundo (5.2.78). Feito isto, nesta se¢ao



6. A corrente fermiénica induzida por um tubo de campo magnético no espago-tempo da corda césmica 74

desenvolveremos o VEV do operador densidade de corrente fermionica, j* = epy*1),

utilizando o método da soma dos modos normalizados da funcao de onda,

(0]5"(x)|0) = —eZw 2)y" ) (@) (6.2.53)

aqui, usamos a notacao compacta definida por

Z /dA/+oodk >y (6.2.54)

j=41/2,... s=%1

Nas subsecoes a seguir, iremos calcular separadamente todas as componentes do
VEV do operador densidade de corrente. Como veremos no decorrer destas subsecoes,
desenvolveremos nossa analise mostrando que a corrente induzida no vacuo podera
ser decomposta em duas partes: A primeira devido a presenca de uma corda cosmica
ideal e a segunda parte referente as contribuicoes da estrutura de campo magnético

escolhida.

6.2.1 Densidade de carga e a densidade de corrente radial e axial

Nosso objetivo nesta subsegao consiste em provar que as componentes (j°) (densidade
de carga), (j7) (corrente radial) e (j*) (corrente axial) sdo nulas. Vamos comegar entao

pela densidade de carga,

plo) = (@) =ed W5 (@) (@) . (6.2.55)

g

Substituindo (6.1.51) e (6.1.52) em (6.2.55) obtemos que

/ dk / dh > [(95,(Aa, M) + (g5,4¢,(Aa, )] . (6.2.56)

j=%1/2,..

Além do mais, substituindo (6.1.49) e (6.1.50) na expressao acima observamos que a

densidade de carga pode ser escrita da seguinte maneira

p(r) = ps(r) + pe(r) (6.2.57)

onde

ps(r)z(;f)Q /Oodk: > / d/\)\ Jﬂ (W) +J5 1, (M)) (6.2.58)

=+1/2,..
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representa a densidade de carga devido a presenca de uma linha de fluxo magnético

ao longo de uma corda césmica ideal® e
l
Ar))? + (Hg() . (Ar))?

pc(r):_Q(&/ de/ d)\)\Jg (Aa) Z l)()\a)j i ’

=1 ,6’]
(6.2.59)

representa a densidade de carga induzida devido a presenca de um tubo de fluxo
magnético que circunda a corda. Em (6.2.59) Hﬁl)(x) com | = 1, 2 sdo as fungoes de
Hankel [55][63].

De acordo com [65], na densidade de carga, p,, as integracoes sobre A e k em
(6.2.58) sao divergentes. Como devemos obter uma solucao finita e bem definida foi
introduzido um cutoff. Com este cutoff, as integrais puderam ser desenvolvidas. Por
uma subtracao de uma parte Minkowskiana, que corresponde a subtrair o termo que
contribui com oy = 0 e ¢ = 1 no resultado, o cutoff pode ser removido, e como
resultado mostrou-se que esta contribui¢ao renormalizada para a densidade de carga

era nula. Ainda de acordo com [65], foi considerado que
a=ely/q=—D/Py=ny+ o, (6.2.60)

onde ng é um ndmero inteiro e ag € (—1/2,1/2)

Por outro lado, para p., em principio, tal contribuicao é finita e nao necessita de
nenhum método de renormalizacao. Para calcular sua contribui¢ao procedemos da
seguinte maneira: no plano complexo A rotacionamos o contorno de integragao por
um angulo de 7/2 para [ = 1 e por um angulo de —m/2 para [ = 2. E visto no

Apéndice A que o coeficiente VJ@()\, a), em (6.1.40), satisfaz a relagao abaixo®
V7 (FiA, a) = £illm{V;"(i\, a)} . (6.2.61)

Entao, usando (6.2.61) e as bem conhecidas rela¢oes envolvendo as fungdes de

Bessel e Hankel [55] de argumentos imagindrios com as fungoes de Bessel modificadas

2 Ao longo desta Tese, quando escrevemos o termo “presenca da corda césmica ideal””, estamos
nos referindo especificamente a dependéncia que tais quantidades irao apresentar devido apenas linha
de fluxo magnético que corre ao longo de uma corda césmica ideal.

3 De fato, a relagao (6.2.61) é satisfeita para todas as fungoes radiais associadas com as trés
configuracées de campo magnético.
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[63], vemos que o integrando da primeira contribuigao, isto é, (I = 1), se cancela com
a contribuigao para (I = 2), provando deste modo que a contribuigao p. em (6.2.59),
que carrega a informagao da estrutura de campo magnético também é nula. Sendo
assim, concluimos que a densidade de carga do sistema é nula.

Para analisar o VEV da densidade de corrente radial e axial, usaremos os seguintes

modos de soma,

(@) = e (W (@) i (@) (6.2.62)

(e

(G (2)) = e Y (@ (@) vy el (@) . (6.2.63)
o

Substituindo (6.1.51) e (6.1.52) nas expressoes acima observamos que: Para a compo-
nente radial da densidade de corrente ocorrerd cancelamentos diretos entre todos os
termos envolvidos. Todavia, para a componente axial da densidade de corrente, obte-
remos uma func¢ao impar em k integrada num intervalo simétrico, consequentemente a
integracao sobre essa variavel serd nula. Este tltimo resultado estd em concordancia
com a simetria do sistema por transformacao de boost ao longo da direcao z. O que

implica no VEV de 57 igual a densidade de carga, p.
Deste modo, concluimos que nao hé densidade de carga induzida no vacuo, bem

como nao hé densidade de corrente induzida nas direcoes radial e axial no sistema.

6.2.2 Densidade de corrente azimutal

O VEV da densidade de corrente azimutal é dado por,

(@) = ey (W5 (@) "9 (@) - (6.2.64)

Utilizando (6.1.51), (6.1.52) e a forma explicita das matrizes de Dirac dadas por

(6.1.11) e (6.1.12) obtemos a seguinte expressao:

oy o ebs (2 = 1)A

%) = — 98, (Aa, Ar)gs; e, (Aa, Ar) 6.2.65
{ 22y ~ (1+(bg_))2)(1+p§) g, ( )98,+¢, ( ) ( )
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podemos ver facilmente que

- A
1+ O +p2) 2V K2+ m?

Assim, substituindo esta expressao em (6.2.65), vemos que a soma sobre s fornece um

(6.2.66)

fator 2. Logo, chegamos na expressao para a densidade de corrente azimutal dada por

] 00 2
o €] A“dA Z '
G = 272y /_oo dk/o A2+ k% +m? = € 193, (0, Ar)gi 1y (R, Ar)] (6:2.67)

Desenvolvendo o produto gg,(Aa, A\7)gs; 1¢; (Aa, Ar) de uma forma conveniente, isto é,
separando a contribuicao que nao depende da estrutura de campo magnético daquela
que depende, podemos escrever o resultado acima como a soma de duas contribuigoes,

como mostramos a seguir:

(@) = (5°(x))s + (°(2))e - (6.2.68)

O primeiro termo, (j°(z))s, corresponde a densidade de corrente azimutal na geometria
de uma corda césmica ideal cujo campo magnético flui ao longo da linha correspondente
a direcao em que que a corda esta disposta, esta contribuicao ja foi extensamente cal-
culada e pode ser revisitada, por exemplo, em [65]. A segunda contribuicao, (j(z)).,
¢ a componente induzida pela estrutura de campo magnético de raio a, introduzida
neste trabalho.

Vemos que (j¢(x))., pode ser reescrita como,

00 e8] 2
4 e / ” / D\
<] (x»c (271')27” . ; 21k 1 om2
2 HY () H (M)

XY €ds (Aa) Y 0
J

=1 B; (Aa)

Com o objetivo de desenvolvermos nossos calculos, levamos a integracao A para o plano

(6.2.69)

complexo através de uma rotacao, como feito quando calculamos na segao anterior para
a densidade de carga: Rotacionamos por 7/2 para l =1 e —7/2 para [ = 2. Usando

a propriedade (6.2.61), vemos que a integral sobre os segmentos (0, ivm? + k?) e
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(0, —ivm? + k?) se cancelam. Na integral remanescente sobre o eixo imaginario,

introduzimos as fungoes de Bessel modificadas [55], cujas relagoes sdo dadas abaixo:

L(z) = e "™2], () (6.2.70)

K () = gle; (iz) .

Que é o correspondente a fazer a substituicao A = £iz. Assim, a densidade de corrente

azimutal induzida pela estrutura leva a,

, eq [ > dz2?
(7°(@))e = _T/ d’f/ oo p——
™" Jo /E2+m? 22 —k2—m
ZKﬁj(zr)K5j+ej(zr)Fj(i)(za) , (6.2.71)

J

onde foi introduzido a notacao

pOy) = Lot () ~ IV, g/ a)lls, )
! Kg,ve, (y) + ImD\ iy /a, a) K s, ()

J

(6.2.72)

Ap6s uma série de transformagoes de coordenadas podemos escrever (6.2.71) como se

segue?:

Gl =—oh [0S Ky (e (D elafr) . (0273)

w2rd Jo. -

J
Desenvolvendo até este ponto, a expressao fechada que fornece a densidade de
corrente azimutal induzida no vacuo pela estrutura, como a unica componente nao

nula, podemos agora investigar o comportamento desta componente nos seus limites

assintoticos.

Anélise assintdtica

Vamos comecar esta analise de comportamento tomando o limite de grandes distancias
em relacao a estrutura. Primeiramente, vamos considerar o caso massivo, isto é, o li-

mite em que mr >> 1. Para fazer esta andlise, assumimos que o produto Kz, (2) K3, 4, (2)

4Em (6.2.71) primeiro tomamos a substitui¢do simples * = v/22 — k2 — m2, em seguida fazemos
uma substituicio polar onde p? = 22 + k2. Por fim tomamos mais duas substituicoes simples nesta
ordem: y = /p? + m? seguida pela transformacao y = z/r.
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pode ser expresso em termos de suas formas assintoticas correspondentes. Assim, te-

mos que a densidade de corrente induzida é dada como

. €q > —2z i
(7%)e = _271'7’4/ dz ze™? ZF;)(,Z(a/r)) . (6.2.74)
mr ]

A contribuicao dominante é dada préximo do limite inferior de integracao. Entao o

termo de ordem que lidera a contribuicao é,

eqm*

(5(r))e = )3672”””" > " F(ma) . (6.2.75)

~Adr(mr ,

j
Podemos ver que para campos massivos a grandes distancias da estrutura, a densidade
de corrente induzida decai com e~?™" /(mr)3. Comparando este comportamento com o
correspondente comportamento para o caso de uma corda césmica ideal [65], observa-
se que para ¢ > 2 tal componente decai com e~2™"s(7/) /(my)5/2 - Consequentemente
a contribuicao dominante é devido a corda césmica ideal. Para ¢ < 2, a contribuicao
de (js), e (Js), para a corrente azimutal total, em largas distancias, sao de mesma
ordem.

Nossa proxima andlise sera desenvolver a densidade de corrente azimutal induzida
pela estrutura tomando o limite de grandes distancias, considerando o caso de campos
fermionicos nao massivos. Essa andlise pode ser desenvolvida a partir do uso da forma
explicita das fungoes radiais, na regiao-in. No Apéndice A desenvolvemos as solugoes
exatas para Ri(r) e Ry(r) com os trés modelos adotados de campo magnético. Sao

eles:

1. Para a casca cilindrica:

RV = J,00)

RY(r) = (6.2.76)

tildee; e, (Ar) | (6.2.77)

ondel/j:q|j]—%,com€j:1paraj>Oe€j:—1paraj<0.
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2. Para o campo magnético proporcional a 1/7:

B - el
R () = cﬁ”—M"”ﬂ}fj(m, (6.2.78)
onde
6= 2VpaT o , = -2 (6:2.79)
(S

A 1 :
o _ { car J >0 (6.2.80)
! 524 +1), j<0.

3. Para o campo magnético homogeéneo:

M . vi (T7%)
R =
MH; vie; (T7%)
RY(r) = O , (6.2.81)
onde 7 e k sao dados por
A2 '
T =qajd’, k= i % : (6.2.82)
com
A1 ~
c®—{ v 1>0 (6.2:83)
’ —(2qlj| +1), j <0

Para o segundo e terceiro modelo, as fungoes radiais sao dadas em termos das
fungoes de Whittaker, M, ,(z) [63][64].

Para o caso de campos fermionicos sem massa a grandes distancias da estrutura, o
comportamento da componente induzida pela estrutura de campo magnético pode ser
desenvolvida como se segue: Em vez de usar a soma sobre o momento angular j em
(6.2.73), usamos n = j — 1/2. Sendo assim, uma nova notagao pode ser introduzida

para o termo que carrega a informacao do modelo especifico de campo magnético,
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Fﬁf') = Fj(i). Além disso, trocando n por n — ng, sendo ng dado em (6.2.60). Entao, de

(6.2.73) podemos escrever,

(e = -5 Omdzzﬂ N Ka()K5(2)F, ((afr)) . (6.2.84)

n=—oo

Na expressao acima, utilizamos a notacgao:

) I3(z(a/r)) — mV, (iz, (a/r))s(2(a/r))

F(2(afr) = e (6.2.85)
K5(z(a/r)) + Im{V, 2, (iz, (a/r))] Kp(z(a/r))
Em (6.2.85) as ordens das fung¢oes de Bessel sao dadas por
1|n+1/24 ng|
= 1/2 _ -
B Q|n+ / +Oéo| 2n—|—1/2—|—a0 )
~ L|n+1/2+ ng|
= 1/2 = . 2.
f=aln+1/2+ ot 50T 0o, (6.2.86)

Expandindo o integrando de (6.2.84) em poténcias de a/r, o termo dominante é
dado pela menor poténcia desta razao. Logo, temos duas possibilidades: Para ay > 0
(0 < ap < 1/2) este termo é dados por n = —1, e para ap < 0 (—1/2 < ap < 0) este
termo é dado por n = 0.

Agora, usando a expansao para as funcoes de Bessel modificadas para argumentos

pequenos [63], os termos de contribuigao dominantes sao:

e Para ag > 0:

L4V, (iz,a/r) (22) <ﬁ)

. 2
P <z9> ~ ‘ . (6.2.87)
T/ POEGE v Gz /) (28) (5) ()7
e Para ag <0
' o 5(0) a) (28
FE?LO <Zg> N 2 1+ Zv—no (Z'Zv a/T) (Zr) ( az ) (6288)

T OAT(B) ()% IV, (izafr) (2) (%)

az

Nosso proximo passo é desenvolver o calculo dos termos dominantes para o coefi-

ciente que contém toda informagao sobre a estrutura, Vgi,no (iz,a/r) e V@lo (iz,a/T),

para os trés modelos. Isto pode ser feito por uma substituicao explicita das fungoes
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radiais, Rgi) (iz,a/r) e Rgi) (iz,a/r), em (6.1.40). Deste modo, para campos sem massa,

encontramos:
—_+
9(r)), ~ 2%l €4 B—x 8 6.2.89
<] (r)>C ap 7.(.27.4 (&)2,6)((1) 25_‘_ 1 ) ( )
onde
1 1
B=q (5 - |ao|> . (6.2.90)

e x é o parametro dependente do modelo de campo magnético especifico, dado por:

(

v =q|ng — %%| — %%, Para o modelo (7)
M%M (2q2)
)= P lo (1
NOE qo(q + )Mg%%,u+1(2qa)’ ara o modelo (i) (6.2.91)
Vao M*%@@v%(m?)
(g + 1) g7 T Para o modelo (i) .

k Tag 2%

De posse destes resultados podemos dizer que, para os trés modelos considerados,
a densidade de corrente induzida devido a estrutura nao trivial de campo magnético
decai com W, para grandes distancias do tubo de campo magnético. Foi mostrado
em [65] que no limite de massa nula, para o caso de uma corda césmica ideal apenas,
que esta contribuicao decai como 1/r%. Assim, concluimos que para grandes distancias
da estrutura, no caso de campos sem massa, a contribuicao dominante para a densidade
de corrente azimutal total, vem do termo que considera apenas a presenca da corda
cosmica ideal em (6.2.68).

Agora vamos investigar o comportamento da densidade de corrente azimutal in-
duzida pela estrutura, (j¢), no limite de pontos préximos a esta estrutura, ou seja,
em pontos onde r > a, novamente para os trés modelos. Em geral esta densidade de
corrente diverge préximo a essa regiao. A contribui¢ao dominante em (6.2.73) advém
dos valores de |j| muito grande. Para encontrar estas contribui¢oes dominantes é con-
veniente introduzir uma nova varidvel a qual chamamos de z = 3z, e usar a expansao
uniforme para grandes ordens das fungdes de Bessel modificadas [63]. Contudo, antes
de fazermos isto, gostariamos de notar que, trocando n — —n—1 a soma sobre j nao se

altera, mas os parametros v; modificam-se, v; — ; e v; — v;. Se, com isso, também
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trocarmos o« — —a, segue que 3; — Bj e Bj — ;. Isto significa que, quando fazemos
n——n-—1ea— —a temos Fj(i) (y) — —Fj(i) (y). Com base nisso, e considerando
a > 0, o comportamento da densidade de corrente induzida pela estrutura proxima a

fronteira é dada por

(N~ 25 S / dr 2 F O (Ba(a/r) K, (B2) Kooy (B2) - (62:92)

Como consideramos n >> 1, de agora em diante, nesta analise usamos a aproximacao,
Bj = vj = qn.

Para os trés modelos de campo magnético, é necessario encontrar o termo de lide-
ranga em Fj(i) para grandes valores de j. Para os dois primeiro modelos, este termo
é obtido utilizando a expansao uniforme para grandes ordens das funcoes de Bessel
modificadas para o primeiro modelo, e a expansao assintética correspondente para
as fungoes de Whittaker no segundo modelo. Apds alguns calculos algébricos in-
termediarios, encontramos que ambos os termos dominantes coincidem para os dois

modelos e sao dados por,

1 e2ann

4¢%m n2(1 + e27)

" (qna(a/r)) =~ : (6.2.93)

onde 77 = /1 + 2%(a/r)?.
O terceiro modelo converge para o mesmo resultado. Para verificarmos isto, basta

expressar as fungoes de Whittaker em termos das fungoes hipergeométricas confluentes

63], M, () = e /222 M (1/2 4+ pp — K, 1 + 25 2), e usar a expansdo abaixo,
M(a,b; 2) ”Z(Z’kz 220k g2V =az) . (6.2.94)

Usando as expansoes uniformes para as funcoes de Bessel com grandes ordens segue
que para os trés modelos que a densidade de corrente induzida devido a estrutura de
campo magnético é dada por

e—2qn(n—1)

‘¢ C ~ dz ?
() 47T r4 Z /nr 1 + e21)y/1+ 22

(6.2.95)
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onde n = v/1+ z2. Usando a aproximagao n — 7 =~ 2(1 — a/r), e observando que o
denominador do integrando em (6.2.95) pode ser aproximado para a unidade, para os

trés modelos, temos:

47T r4

(jO(x))e ~ Z/ dz z2e2an(i=a/r) (6.2.96)

Resolvendo a integra acima temos

(GO(r))e ~ (4;q>2%(r _1a)3 . (6.2.97)

Onde, devemos notar que a densidade de corrente azimutal, (j¢), diverge préximo ao
tubo de campo magnético.

Como a densidade de corrente azimutal, (j(r))s, apresenta um valor finito préximo
a fronteira, podemos concluir que, neste limite, a densidade de corrente azimutal to-
tal, (6.2.68) é dominada pela contribuigdo da densidade de corrente que carrega a
informagao da estrutura de campo magnético.

Uma maneira alternativa para mostrar que os trés modelos conduzem ao mesmo
resultado proximo a fronteira, pode ser visto analisando a equacao diferencial radial
(A.1) e (A.2) dado no Apéndice A para grandes valores de j. Trocando o parametro

A por iv;z, especificamente para (A.1), encontramos:”

2eA,(r)

Vj

r?R{(r) + rR\(r) — r*v;2* Ry (r) — v} (1 + ) Ri(r) =~ 0. (6.2.98)

Substituindo a forma explicita do potencial vetor, A,(r), dada por (6.1.6), e utili-
zando as equagoes (6.1.7) e (6.1.8) na equagao acima, que especificam qual das trés
configuragoes de campo magnético estamos utilizando, é possivel ver que as solugoes
podem ser escritas, para as trés configuragoes diferentes, em uma forma geral mostrada
abaixo:

Ry(r) = 1, (vjzr)f(r) , (6.2.99)

&

5 Para Ry (r) a equacdo ¢ similar a (6.2.98) trocando v; por v; + 5.
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onde f(r) é igual a unidade para o primeiro modelo, e para o segundo e terceiro

modelos, é tal que,

2

rqa  qoz [(qo r 1
~1- 11 —(— 1)— 0 (v, 6.2.100
f(r) oty o) (6.2.100)
e
2
g rqa Qo qoe \ T 1
respectivamente.

Como o coeficiente VJ@ depende da razao entre as duas fungoes radiais, Ro(r) e

Ry(r), para grandes valores de j, o termo dominante desta razao é:

Ro(r) _ Lyie; (v + €/2)zr)
Ry(7) I, (v;zr) ’

(6.2.102)

Consequentemente o comportamento dos trés modelos, neste limite, sao similares.

Anélise numérica

Ap6s nossas discussoes, a respeito da corrente induzida no vacuo, de maneira analitica,
podemos mostrar uma andlise numérica a respeito da densidade de corrente azimutal
induzida no vacuo de maneira a agregar mais informacoes das quais nao é tao facil de
notar-se analiticamente.

Na Fig.6.2 mostramos a dependéncia da densidade de corrente azimutal induzida
pela estrutura, (j°(r))., como fun¢ao de mr considerando ¢ = 1.5 e ma = 1. No gréfico
da esquerda, apresentamos o comportamento da densidade de corrente induzida para
o primeiro caso, que consiste na casca cilindrica de campo magnético, levando em
conta valores positivo e negativos do parametro . De modo a fornecer um melhor
entendimento sobre esta densidade de corrente, do lado direito do grafico exibimos
seu comportamento como funcao de mr, para os trés modelos de campo magnético
considerando o = 2.1. Desta maneira podemos inferir que o para um dado ponto fora
do tubo, a intensidade de corrente azimutal induzida no vacuo é maior para o primeiro

modelo
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Fig. 6.2: A densidade de corrente induzida azimutal devido a estrutura foi formada, em

unidades de “m?e”, como funcdo de mr para os valores de ¢ = 1.5 e ma = 1. Do
lado esquerdo consideramos a corrente induzida pelo modelo 1, tomando a« = 2.1 e

a = —2.1. Do lado esquerdo comparamos a intensidade da densidade de corrente
induzida para os trés modelos de campo magnético considerando o = 2.1.

Outra andlise que desenvolvemos esta relacionada a dependéncia da densidade

de corrente induzida com o parametro ¢ definindo assim, sua dependéncia a pre-

senca da corda césmica. Entao, na Fig.6.3, mostramos, para o campo magnético

disposto pelo modelo 1, o comportamento de (j®(r)). como funcao de mr para q =
1.5, 2.5, 3.5. Como podemos ver, a intensidade da densidade de corrente aumenta

quando o parametro ¢ também aumenta. Para este grafico consideramos a = 1.2 e

ma = 1. Finalmente na Fig.6.4, exibimos o comportamento da densidade de corrente
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Fig. 6.3: A densidade de corrente azimutal induzida pela estrutura, em unidades de “m*e”,

para o primeiro modelo, foi escrita em fungdo de mr considerando trés valores
diferentes de q. Neste caso adotamos o valor o = 1.2.

devido a presenca de uma estrutura de campo magnético como funcao de «, conside-
rando ma = 1 e mr = 2. No grafico da esquerda, mostramos a densidade de corrente
induzida pelo primeiro modelo de campo magnético com diferentes valores de q. Estes

valores sao para ¢ = 1.5, 2.0, 3.5. No grafico da direita, mostramos as densidades de



6. A corrente fermiénica induzida por um tubo de campo magnético no espago-tempo da corda césmica 87

0.004

0.002

—~ )
E,/ E 0.000 e LR

Model 1

~0.002F ~~ Model 2
== Model 3

Y A
~0.002 '\ i Nl

b 5
~0.004 VWA ~0.003}-
N

Fig. 6.4: A densidade de corrente induzida pela estrutura de campo magnético estd mon-
tada, em unidades de “m?e”, como funcéo de « fixando ma = 1 e mr = 2. Do lado
esquerdo, vemos a densidade de corrente apenas para o primeiro modelo com dife-
rentes valores de g. No lado direito, apresentamos a densidade de corrente induzida
pelos trés modelos de campo magnético deferentes, considerando ¢ = 1.5.

corrente induzidas pelos trés diferentes modelos de campo magnético, adotando o valor
de ¢ = 1.5. Para ambos os gréficos, assumimos que « varia no intervalo de [—7.0, 7.0].
Nos dois casos podemos ver diretamente que, mais uma vez, a intensidade da densi-
dade de corrente aumente de acordo com o aumento de ¢ (Imagem da esquerda) e que

o primeiro modelo prové a densidade de corrente mais forte (Imagem da direita).



7. O (T,) E O (I¥) INDUZIDOS POR UM TUBO MAGNETICO
NO ESPACO-TEMPO DE UMA CORDA COSMICA

Neste capitulo temos como objetivo estudar o condensado fermionico (CF), (UW), e o
VEV do tensor energia-momento (TEM), (T*), devido os efeitos no espago-tempo ge-
rado por uma corda césmica, acoplando minimamente o campo de Dirac com o campo
de gauge eletromagnético. Consideraremos os mesmos modelos de campo magnético
apresentados no Capitulo 6, que se apresentard em trés configuragoes distintas: (i) Na
forma de uma casca cilindrica de raio a, (i¢) um campo magnético que decai com 1/r
e (#i7) um campo magnético homogéneo constante [35][36]. Tal aproximagao, como ja
explicamos anteriormente, reside no fato de considerarmos o limite em que mg >> m,,.
Desta forma, consideramos apenas a estrutura interna do campo de gauge como sendo

relevante.
7.1 O condensado fermionico

Nesta segao vamos desenvolver o VEV do condensado fermionico. Vamos mostrar que
o mesmo pode ser escrito como a soma de duas partes sendo a primeira devido a
presenca da corda cosmica ideal, e a segunda devido a presenca de uma estrutura de
campo magnético, analogo ao que fizemos no Capitulo 6, para o caso da densidade de
corrente (j").

Novamente, pelo uso do método de soma dos modos da funcao de onda normalizada

temos
(T0) = o (@)l )(@) (7.1.1)
onde a soma sobre o corresponde a (6.2.54).

Usando a expressao explicita para a funcao de onda com energia negativa definida
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por (6.1.51) e (6.1.52), pode-se mostrar que as contribui¢oes para s = 1 e s = —1 forne-
cem o mesmo resultado, consequentemente, o condensado fermionico toma a seguinte

forma:

(DT) = —% Zj:/_i dk /OOO d)\% <g§j()\a, Ar) + g2 (Aa, Ar)) , (7.1.2)

onde, usamos a notagao Bj = B +e€;.
Levando em conta (6.1.40) e usando as relagoes entre as fungoes de Bessel [63],
encontramos que,
(UW) = (WU) +(VT) . (7.1.3)
Onde mostramos que o condensado fermionico pode ser expresso como a soma de
duas contribuigoes distintas: A primeira, <\II\I/>S, corresponde a contribui¢ao devido a
linha de fluxo magnético através da corda cosmica idealizada, e a segunda, <\I/\Il>c, leva
em consideracao a estrutura de campo magnético nao nula. Esta tltima, apresenta,
como ja especificamos anteriormente, trés modelos distintos de campo magnético.
Apods alguns calculos intermediarios essas duas contribuicoes sao expressas da seguinte

forma:

(PT) = — Z/ dk/ d>\ (A, Ar) + T3 (Aa, Ar)) (7.1.4)

W)) (HS (Ar))*

(T0) = 2ﬂ/ de/ N = J5,(ha 22: . (7.1.5)

1=1 ()\a)

onde H (x) com [ = 1, 2 representa as funcdes de Hankel [55][63].

O termo que representa a dependéncia apenas da presenca da corda césmica ide-
alizada, equacao (7.1.4), foi investigada em [66], e necessita de um processo de re-
normalizagao para que possamos obter um resultado finito do condensado fermionico,
tal processo, no espaco localmente plano, consiste em subtrair a contribuicao tipo
espaco-tempo de Minkowski. Por outro lado, o termo que apresenta a dependéncia da
estrutura de campo magnético, equacao (7.1.5) é finita e, portanto, ndo necessita de

uma renormalizacao.
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7.1.1 O condensado fermionico induzido pela estrutura

Para desenvolvermos o calculo do CF induzido pelo tubo de fluxo magnético, <\if\11>c,
procedemos de modo analogo ao que foi feito para a densidade de carga e de corrente
azimutal. No plano complexo A rotacionamos a integral de contorno por um angulo
7w/2 para | = 1 e por um angulo de —m/2 para [ = 2. Como ja vimos no Capitulo 6,
utilizando o Apéndice B, mostramos que o coeficiente VJ@()\, a) em (6.1.40) satisfaz
(6.2.61). Desta forma, utilizando (6.2.61) e as relagoes entre as funcoes de Hankel e
Bessel [63], obtém-se que a integral sobre os segmentos (0, +iyv/m? + k2) se cancelam,

o que nos leva a forma do condensado fermionico induzido dado por

(vw), =

27r3 K /JW \/W
Z (ng (2r) — K2, (zr)) F(za) , (7.1.6)

J
onde, Fj(i)(za) é dado por (6.2.72). Notemos que, desligando o campo magnético, isto
é, tomando « = 0, Fj(i)(za) se anula.
Novamente, seguindo a mesma sequéncia de transformagoes de coordenadas utili-
zada no célculo da densidade de corrente fermionica azimutal induzida pelo tubo de

campo magnético, podemos escrever (7.1.6) como se segue:

(o) =1 rdzzZ(ng(z)—Kéj(z)) F (zf) (7.1.7)

222 - r
J
Anéglise assintética

A respeito do CF (condensado fermionico), vamos analisar o seu comportamento para
alguns limites especificos, assim como foi feito para o caso da densidade de corrente
azimutal induzida. O primeiro caso que vamos analisar sera no limite de mr >> ma.

Com o intuito de desenvolver nossa analise, reescrevemos as fungoes de Bessel modi-

ficadas em (7.1.7) em termos de suas formas assintéticas?. Entao, podemos aproximar

! De fato, a relacio (6.2.61) é satisfeita para todas as funcdes radiais associadas com as trés
configuracoes de campo magnético.

2 | visto que, para obtermos um resultado nao nulo para o integrando de (7.1.7) tivemos que usar
as expansoes assintéticas das fungdes de Bessel modificadas até segunda ordem.
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o integrando de (7.1.7) e consequentemente, obter uma expressao aproximada para o

CF:

2 00 —2z
T qam € . i a
(vw), ~ 47T7,2/ d==—>eili+alF? (%) . (7.1.8)

mr j
Devido a supressao da exponencial no integrando, as contribuicoes dominantes

estao dadas na regiao do limite inferior da integracao. Logo, o termo dominante é

para,

2 .
(W) ~ LN |+ al Y (ma) . (7.1.9)

A3

J
No6s podemos ver que no limite de campos massivos a grandes distancias da estrutura,

O CF induzido decai exponencialmente com mr. O termo F j(i) (ma) dependerd apenas
do modelo especifico de campo magnético que estamos trabalhando.

Também podemos obter a contribuicao do termo dominante para a expressao no
limite de ma << 1. Para fazer isto, precisamos analisar, para cada modelo especifico
de campo magnético, o comportamento do fator F' j(i) (ma) para pequenos argumentos.

No limite ma << 1, o comportamento do CF induzido pode ser desenvolvido da
seguinte maneira: Primeiro trocamos a soma em j, em (7.1.9), por n = j—1/2. Sendo

(i)

assim, podemos usar a notacao, F,&’) = F};7. Também trocamos n por n — ng, sendo

no dado em (6.2.60). Entao de (7.1.9) escrevemos,

2 +oo
T, q —2mr 7
(IV) =~ gt 2N ealn+1/2+ aol FY,,, (ma) (7.1.10)

Onde escrevemos Fr(f,)no (ma) segundo (6.2.85), cujas ordens das fungoes de Bessel
modificadas sao dadas por (6.2.86).

Expandindo as fungoes de Bessel em (6.2.85) como poténcias de ma, o termo domi-
nante é dado pela menor poténcia. Logo, temos duas possibilidades: para0 < ag < 1/2
esse termo é dado para n = —1, e para —1/2 < oy < 0 este termo é dado para n = 0.
Do mesmo modo como desenvolvemos para a densidade de corrente fermionica azi-
mutal induzida. Sendo assim, para 0 < ag < 1/2 e n = —1, ol (ma) é dado por

n—ng

(6.2.87) e, para —1/2 < ap < 0 com n = 0, FY (ma) é dado por (6.2.88).

n—no
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O proximo passo consiste nos célculos das contribuigoes dominantes para o coefi-
ciente que contém toda informagao sobre a estrutura cilindrica de campo magnético,

Vﬂ,no (im,a) e V1

o (im, a), para os trés modelos. Isso pode ser feito por uma subs-

tituicdo direta das funcoes radiais, Rgi) (tm,a) e Réi)(z'm,a), em (6.1.40). Logo, para

ma << 1, encontramos:

_ 2 28 B — (@)
q P (ma) b —x
), ~ —————— 1/2 — — —_— 7.1.11
2% 27r27.31"2(5)6 11/ || 9 %0 ( )

onde B é dado por (6.2.90), e o parametro x!), que especifica os modelos os trés
modelos de campo magnético, é dado por (6.2.91).

Nossa tltima anélise a respeito do CF consiste em investigar o comportamento
de <\Tf\11>c préximo da estrutura, isto é, r > a, para as trés configuragoes de campo
magnético diferentes. Em geral, o condensado fermionico diverge proximo dessa regiao
dai, as contribui¢oes dominantes em (7.1.7) vem dos maiores valores possiveis de |[j.
Para encontrarmos o termo dominante, é conveniente introduzir uma nova variavel
2z = fjx e usar as expansoes das funcoes de Bessel modificadas para grandes ordens,
de modo igual quando tratamos da corrente azimutal induzida.

Para tornar nosso desenvolvimento mais simples, notando-se que (7.1.7) é uma
funcao par em «, que pode ser verificada observando ao trocarmos @« - —a e j — —J.
As ordens das fungoes de Bessel trocam da seguinte maneira: 3; — Bj e vice-versa.
Analogamente, obtemos que v; — 7; e vice-versa. Sendo assim, Fj(i) (y) — —Fj(i)(y)
e o integrando de (7.1.7) ndo muda. Portanto, consideramos o > 0 em nossa anélise.
Na soma sobre j procedemos da seguinte maneira: Para valores positivos de j, temos
Bj = B; + 1 e para valores negativos de j, fazendo a troca j — —j, entao, Bj =61
todavia, o fator Fj(i) muda seu sinal. Como consequéncia podemos considerar apenas
a soma sobre os valores positivos de j e dobrar o resultado obtido.

Assim, ap0s introduzir a nova variavel e utilizar a expansao para grandes ordens

das fungoes de Bessel modificadas, o termo dominante no integrando de (7.1.7) é

T 1

Q—ﬁﬁe_%gjn(e_zn - 1) y (7].].2)
J

KG (Bjx) — K5, (Bjz) =
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onde n = /1 + 2.

Para os trés modelos de campo magnético, é necessario encontrar o termo domi-
nante de F (ﬁj %) para grandes valores de j, porém isto ja foi feito, no Capitulo 6,
especificamente, na secao que tratamos da densidade de corrente azimutal, onde mos-
tramos anteriormente que, para os trés modelos, recaimos na mesma expressao dada
por (6.2.93). Como j = n + 1/2, para grandes valores de j tomamos a aproximagao
Bj =~ gqn. Assim o CF induzido pela estrutura pode ser aproximado para a seguinte

forma:
o0 =21 _ 1 e—2qn(n—17)

- m €
<\IJ\IJ>CN87T2T2”Z>15 szxl—I—GQﬁ Vita?

(7.1.13)

Ainda mais, podemos também tomar a aproximacgao n — 7 ~ x(1 — a/r), que é

valida para x >> 1. Observando que a seguinte razao pode ser aproximada para

2n -1
i P (1 - g) e~ (7.1.14)

assim, temos que a integral em (7.1.13) pode ser aproximada para

(PT) ~ — LT_:;/T Z / daa?e2am(1=e/r) (7.1.15)

mnr
qn

Por fim, resolvendo a integracao acima temos que
m 672mr(17a/r) 1

20302 (1 — 2 nd
1672¢3r2 (1 —a/r) ~n

(V) ~ — (7.1.16)

Significando que o CF induzido pela estrutura diverge préximo & fronteira®, e sua
divergéncia é proporcional a

m w2

<\IJ\IJ>C ~ 1440¢3r2 (1 — a/r)?

(7.1.17)

Como a parcela do CF que depende apenas da presenca da corda cosmica ideal,

ren

<\I/\If> , € finita nessa regiao, vemos que o condensado fermionico total, (7.1.3), é

dominado pelo termo que envolve a estrutura cilindrica de campo magnético.

3 Lembramos aqui que, quando nos referimos a fronteira, estamos nos referindo a estrutura de
campo magnético cilindrica que envolve a corda césmica.
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Anélise numérica

Como podemos ver, na Fig.7.1, mostramos a dependéncia do condensado fermionico
induzido, <\I/(x)\lf(ac)>c, como fungao de mr, considerando ¢ = 2 e ma = 1. No gréafico
da esquerda, mostramos seu do condensado fermionico induzido pela estrutura apenas
para o modelo 1, levando em conta valores positivos e negativos de . Com o intuito
de prover um melhor entendimento a respeito do condensado, no grafico da direita
exibimos seu comportamento, também como funcao de mr, para os trés modelos dife-
rentes de campo magnético, considerando o« = 1.2. Por esses graficos podemos inferir
que num dado ponto fora do tubo cilindrico, a intensidade do condensado fermionico

associado com o primeiro modelo apresenta o maior valor.
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Fig. 7.1: O condensado fermionico induzido pela estrutura foi mostrado, em unidades de
“m3”, como funcdo de mr para os valores de ¢ = 2.0 e ma = 1. Do lado esquerdo,
consideramos o CF induzido para o primeiro modelo assumindo o« = £1.2. Do lado
direito, comparamos a intensidade do CF induzido para os trés modelos distintos

considerando o = 1.2.

Outras duas analises numéricas que desenvolvemos estao relacionadas com a de-
pendéncia do CF induzido com os parametros que traduzem a presenca da corda
coésmica, ¢, e a intensidade do campo magnético, a. Entao, do lado esquerdo da
Fig.7.2, mostramos o comportamento do condensado fermionico, para o modelo 1,
<\Il(x)\11(a:)>c, como funcao de mr para¢=1, 1.5 e 2.5 com o = 1.2 ¢ ma = 1. Como
podemos ver a intensidade do condensado fermionico induzido aumenta de acordo com
o aumento de g. Do lado direito, para o mesmo modelo, mostramos o comportamento
do termo (W¥(z)¥(x)) , também como fungao de mr para a = 1.0, 1.5 e 2.0 conside-

rando ¢ = 1.5 e ma = 1. Vemos também que tal termo aumenta quando a intensidade
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do campo magnético aumenta, ou seja, quando a aumenta.
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Fig. 7.2: O CF induzido pela estrutura foi mostrado, em unidades de “m3”, como funcio de
mr considerando ma = 1. Do lado esquerdo, consideramos o CF induzido para o
primeiro modelo, com @ = 1.2 e ¢ = 1, 1.5 e 2.5. Do lado direito, consideramos,
também para o primeiro modelo, o CF induzido, tomando ¢ = 1.5 e « = 1.0, 1.5
e 2.0. Vemos que para os dois caso quando aumentamos « ou g o condensado
fermionico também aumenta em intensidade.

7.2 'lensor energia-momento

Outra caracteristica importante do vacuo fermionico esta associado com VEV do ope-
rador tensor energia-momento (TEM). Para um campo fermionico carregado e massivo,

na presenc¢a de um campo eletromagnético externo, tal operador é expresso por

T,uzz = % WW(MDVW - (D(MQZ)WV)'(” ) (7218>

onde, 'DM@Z_J = ,ﬂﬁ — ieA,ﬂE — @ZFM. Os parénteses nos indices da expressao acima
significam que o tensor é simétrico sobre os mesmos. Similarmente, seguindo os mesmo
passos desenvolvido para a densidade de corrente e de carga, como também para o
condensado fermionico, o VEV do tensor energia-momento, (0|7),,|0) = (7,,,), pode

ser desenvolvido pelo método da soma dos modos normalizados da fun¢ao de onda
fermionica, isto é,

(7.2.19)

(Tow) = %Z (D577 Dyt s) = (DS )y s?)]

o

Sendo assim, devemos desenvolver aqui todas as componentes do tensor energia-

momento.

No sistema que estamos considerando, o TEM pode ser decomposto como se segue

(1)) = (1)) +(T)). (7.2.20)
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onde (T*), é a contribuigao devido a presenca apenas da corda césmica ideal, e (T%),
¢é a contribuicao induzida pela estrutura nao trivial de campo magnético.

No que se segue, apresentaremos, nesta Tese, as expressoes para todas as com-
ponentes nao nulas para o termo que carrega a dependéncia da estrutura de campo
magnético nao trivial do TEM, (T#).. Pois o desenvolvimento para as componentes
do termo (T#), foram analisadas em [66][67]. Nao queremos nos prolongar, nesta Tese,
com a repeticao de calculos matematicos que ja foram feitos tanto na densidade de
corrente azimutal e densidade de carga, quanto feitos no condensado fermionico que,
por sua vez, sao idénticos aos calculos do TEM, que mostramos nesta se¢ao. Deste
modo, vamos apenas comenta-los partindo entao, para a anélise fisica das expressoes
obtidas.

Em [68] os autores calcularam, para o caso de um campo escalar massivo e car-
regado, na topologia de uma corda césmica em dimensoes maiores, o VEV do tensor
energia-momento. Entretanto, mesmo sendo para o caso de um campo escalar, os

calculos desenvolvidos neste trabalho mostram resultados similares aqueles calculados

para o caso de campos fermidénicos apresentados em [67].

7.2.1 A densidade de energia (1))

Vamos partir da componente densidade de energia do TEM, (77)). Dai, levando em
conta que Ag e I'g sao nulos, sendo 8t¢¢(7_) = iE¢g_), podemos escrever a densidade de

energia como
(1) = = > B (7.2.21)
Utilizando a forma explicita da funcao de onda de Dirac de energia negativa, dada

por (6.1.51), e a equagao (6.1.52), ao realizar a soma sobre s, encontramos a seguinte

expressao

q o0 o
(Ty) = _4_7r22/ dk/o d)\)\E[g%j()\a, AT) +g§j()\a, Ar)] . (7.2.22)

—0o0
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Logo, desenvolvendo a expressao acima, de acordo com (7.2.20), podemos mostrar

que

(1) = 4W2Z / dk / AANE[JE (Ar) + J5 (Ar)] (7.2.23)

00 2
q z i a
(T0). = — 5,2 /m dzz (— - m2) SR () - KRN (+5) . (12.20)
onde Fj(i) ¢ dado por (6.2.85).

7.2.2 A tensao radial (T)

Nosso préximo passo é desenvolver a componente radial do TEM, (7). Neste caso

temos: A, = I, = 0. Logo a expressao da componente radial do tensor energia-

momento, em sua forma covariante mais geral, é dada por

i (=) AT - 7(—= o (—
(T7) = 5 D WOV 000 — (00 ul) (7:2.25)
Substituindo a fun¢do de onda fermionica de energia negativa na expressao acima
temos
A3 ,
(T7) = —H dk/ d)\ j()\a, /\r)g/;;j()\a, Ar) —g Bj(/\a, )\T)gﬁj(/\a,/\r)] :

(7.2.26)
onde o apdéstrofo significa a derivada com relagao ao argumento Ar das funcgoes de
Bessel contidas dentro da defini¢do das fungoes gg vistas em (6.1.49) e (6.1.50). Sendo
assim, podemos mostra que (7)) pode ser expressa como a soma de duas contribuigdes.
A primeira contribuicao, que depende apenas da presenca da corda césmica ideal, é

dada por

(17, = — dk/ d)\E ZS (Ar), (7.2.27)

47T2

onde introduzimos a notacao

26]’ + €5
z

Si(z) = Jgj(z) + Jgj(z) - J5.(2)J5,(2) - (7.2.28)
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E a segunda, que consiste no termo induzido pela estrutura cilindrica nao trivial, é,

r q > i a
(TD)e = 522 / dz2® Y Wi(2)F)” (z—) , (7.2.29)
r i

m r
onde introduzimos outra funcao, W;(z), como se segue

Wy(2) = K2 (2) — K3, (2) — %QK@(@K@(Z) . (7.2.30)

7.2.3 A tensao azimutal (Tf )

Para desenvolvermos a componente azimutal do TEM, (T f ), devemos levar em consi-

deracao que,
Ay =—— (7.2.31)

sendo ® o fluxo magnético, e

Ty = —%(1 —g)E®), (7.2.32)

2(3) = diag(ag, 0'3) s

com o3 sendo a matriz de Pauli no espaco-tempo plano. Entao, esta componente é

escrita como

(72) = %Z [0S Do) — (DTN 457] (7.2.33)

o

Para facilitar nosso desenvolvimento, podemos expressar a derivada, d,, em termos
do momento angular na direcao z: J, = i — 433, Entao temos Dy = i(J + eAy —
%2(3)). Logo, o operador momento angular atuando na funcao de onda com energia
negativa, nos da o seguinte resultado j@b},—)(x) = qj@bg_). Além do mais, podemos
observar que o anticomutador, {v‘b, 2(3)}, que aparece no desenvolvimento, é nulo.

Seguidamente, apos alguns passos algébricos, temos

(T9) = —q ) (G + )i y*el) (7.2.34)
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Agora, substituindo a matriz de Dirac v?, dada por (6.1.11) e a expressao da fungao
de onda com energia negativa, obtemos
¢ 00 o )2
(T$> =53 Zﬁj(j + ) /_oO dk/O d)\Eggj (Aa, Ar)ggz. (Aa, Ar) . (7.2.35)
j
Onde a soma sobre s fornece um fator extra multiplicativo 2. Assim, obtemos para a
componente azimutal do tensor energia-momento, como referido em (7.2.20), a seguinte

expressao

2 [e¢) o] 2
q . A
(T =557 > &l +a) / dk /0 AN T, (M) T (Ar) (7.2.36)
j —0o0

que corresponde a contribuicao da corda césmica ideal, e

<T$>c = 2 €7+ a) /OO dzzQng(z)KBj(z)ZTJ(i) (zg) , (7.2.37)

2,4
T 7 mr r

que corresponde a contribuicao induzida pela estrutura cilindrica de campo magnético.

7.2.4 A tensao axial (T7)

Para o desenvolvimento da componente axial do TEM, tomamos A, = I', = 0 na
derivada covariante do operador de campo, desta maneira temos Dz’l/)((;_) = —ikw((,_).
Além do mais, a matriz v* coincide com a matriz de Dirac padrao no espago-tempo

plano [52]. Para esta componente, temos entao que

(T2) = kSl (7.2.38)
Substituindo a solugao de func¢ao de onda com energia negativa, (6.1.51), e a matriz
~v* na expressao acima podemos mostrar que
S dAx2? J_

(17 = L dek2 /0 h d)% > [J;j()\r) + Jgj(m] , (7.2.39)

para a parte que depende apenas da presenca da corda cosmica, e

(7). = —# /moj dzz (i—j - mz) Z [ng(z) - ng(z)] Fj(i) (z%) . (7.2.40)

J
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para o termo induzido pela estrutura de campo magnético.

Em [67] vemos que, por uma transformagao conveniente, as expressoes renormali-
zadas para o termo que corresponde apenas na presenca de uma corda cosmica ideal,
a densidade de energia coincide com o termo axial do tensor energia-momento, isto €,
(T =(T7)"". Aqui, também podemos observar este mesmo comportamento para
as contribuicoes dessas mesmas componentes devido a estrutura nao trivial de campo

magnético, ou seja, vemos que (7.2.24) coincide com (7.2.40), revelando que, para este

termo, a invariancia de boost ao longo da diregao z ¢ preservada.
7.3 As propriedades do vacuo e o tensor energia-momento

Nesta secao iremos investigar as propriedades e o comportamento assintético dos VEVs
encontrados na se¢ao anterior. Estamos interessados em mostrar que o TEM obedece

a condicao de conservagao,

Vu(T}) =0, (7.3.41)

que, para o sistema em consideracao é reduzido a uma unica equacao diferencial,
O, (7)) = (1) (7.3.42)

e a relacao do trago,

(T =m (V) . (7.3.43)

Tais condigoes ja foram provadas em [67], onde os autores mostraram que o VEV
renormalizado associado com o caso idealizado, (T') , obedece as duas propriedades ci-
tadas acima. Para a contribuigao oriunda da estrutura nao trivial, a equacao (7.3.42) é
automaticamente satisfeita por uma substituigao direta das equagoes (7.2.29), (7.2.30)
e (7.2.37) na mesma. Também, a relacdo do trago, (7.3.43), pode ser verificada fa-
cilmente pela soma direta das componentes da diagonal principal do tensor energia-
momento induzido pela estrutura cilindrica de campo magnético, isto é, somando

(7.2.24), (7.2.29), (7.2.37) e (7.2.40), e comparando com o CF dado em (7.1.7).
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Agora, prosseguindo nesta secdo, vamos investigar o comportamento das compo-
nentes do VEV induzido pela estrutura do tensor energia-momento na regiao préxima
da estrutura, r ~ a, e na regiao muito longe da estrutura, r >> a. Nesta ultima
regiao consideramos os casos de campo massivo e nao massivo. De fato, é visto que
a densidade energia coincide com a componente axial, assim, a soma da parte espa-
cial consistird apenas na soma das componentes radial e azimutal do tensor energia-
momento. Neste sentido, podemos usar a notagao (T7) = (T7) + (T (f ). Consequente-
mente (T) = 2(T¢) + (T7}).

Os procedimentos para desenvolvermos estas duas andlises assintéticas sao muito
similares aquelas desenvolvidas para a densidade de corrente azimutal induzida [35]

e para o condensado fermidnico [36]. Entao, podemos apresentar de forma direta os

resultados obtidos e fazer nossas discussoes encima deles.

e Para mr >> ma,

2
a _omr : i
(T0). = —g e D _eli+ alF}" (ma) , (7.3.44)
J
2
% qam _ mr . i
(T~ —ge ™™™ Y eili+al F}”(ma) (7.3.45)

J
onde vemos que para grandes distancias as componentes acima do tensor energia mo-

mento decaem exponencialmente, como no caso do CF.
e Para r = a,

3 w2 3m 2

0 ~ _ P
{1o). = 2880¢" p1 (1 — )" 1440¢°r3(1 —a/r)?

5m? w2 1
- O(———~ 7.3.46
2880¢3 ;2 (1_2)2 * (1—a/r> ’ ( )

3 2 3 2

(1) ~ m - m m

¢ 1440¢3 4 (1-29) 720¢3 r3(1 —a/r)3
m? w2 1

O(——] . 7.3.47
+360q37a2 (1_9)2+ (1—&/r> ( )
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Nas duas expressoes acima mantivemos todos os termos relevantes divergentes, com o
intuito de obter a relagdo do trago de maneira correta, (7.3.43).

Em nossa proxima andlise, vamos considerar o VEV do TEM no limite » >> «a
para o caso de campos nao massivos. Como o sistema apresenta uma invariancia de
boost ao longo da direcao z, para o caso de campos sem massa temos que a relagao
do trago é resumida a (T}). = —2(TD).. Assim, precisamos apenas calcular o termo

(TY)., neste limite:

(T = 153 Z/ dz2* (K2 (2) = K3, (2)) B (z%) . (7.3.48)

Para explorar o comportamento da densidade de energia neste limite, precisamos
apenas tomar a aproximacao assintotica do termo F j(i) (z%) para a/r << 1. De fato,
ja fizemos isto tanto para o caso da densidade de corrente quanto para o condensado
fermionico, onde obtivemos as expressoes correspondentes dadas por (6.2.87) e (6.2.88).
Sendo assim, para este caso devemos apenas mudar o argumento ma para za/r. Os

resultados que obtivemos sao dados entao por:

e Para ag > 0

) B+iVY , (iz.a/r) (Z_aﬁ)

BU2(8) LUt jy) | (iz,afr) (32) 771

FO. (za/r) ~ (7.3.49)

“’Ig

e Para ag <0

2r3
F(i) N L za 23 1+ ZV_nO (ZZ a/T’) ( ) ] 7.3.50
o) ~ g (50) 1 VO, (i0/1) (3) -

Substituindo as expressoes acima em (7.3.48) levando em conta as fungoes radiais,

Rl(i) (iz,a/r), neste limite, para os trés diferentes modelos, ap6s alguns passos algébricos

intermediarios, encontramos que:

o4 B=xX TC2+p
<T(?> ~ _24571_27,4 (2)266Xl F2(6>F(4 T 2,6) (7351)

(2r(2+ B)I (1 +28) — T*(2+28)) |
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onde 3 e x) sdo dados por (6.2.90) e (6.2.91), respectivamente.

Entao, concluimos que no limite de campos nao massivos para r >> a, o tensor

: . 28 o
energia-momento decai com r* (2) . Percebamos que, em todos os limites tomados a

relacao do traco deste tensor é preservada.

Anélise numérica

Apoés nossas consideragoes analiticas a respeito do TEM induzido pela estrutura, gos-
tariamos prover algumas informacoes adicionais que nao sao faceis de observarmos
através da expressoes analiticas. Entao, com o objetivo de preencher esta lacuna, no
que resta deste capitulo vamos desenvolver algumas analises numéricas.

Na Fig.7.3, mostramos a dependéncia do VEV induzido do TEM, (T¢),, como

funcao de mr tomando ¢ = 2 e ma = 1. Na imagem da esquerda, apresentamos

seu comportamento considerando o modelo da casca cilindrica de campo magnético,
modelo 1, tomando em conta valores positivos e negativos para «. Na imagem da
direita, para um melhor entendimento a respeito da densidade de energia, mostramos

seu comportamento, para os trés modelos de campo magnético, considerando a = 1.2.

Assim, do grafico da direita, podemos inferir que em um dado ponto fora do tubo, o

primeiro modelo apresenta maior intensidade.

0.020
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\ [
\ i
1
0.015] \ ] 0o15f 1}
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S| & 0010} \ 1 8[E o000 1 ~~ Model 2
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N “x\\.~
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Fig. 7.3: A densidade de energia induzida pela estrutura estd mostrada, em unidades de

“m*” | como uma funcao de mr para o valor ma = 1. No grafico da esquerda, foi
considerado a configuracdo de campo magnético do modelo 1, para a = £1.2 e

q = 2. No gréafico da direita, foi considerado os trés modelos de campo magnéticos
diferentes, para o = 1.2 e ¢ = 2.

Outra analise que devemos desenvolver esta relacionada com a dependéncia da den-
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sidade de energia induzida com a variacao do parametro ¢, que codifica a intensidade
do déficit de angulo planar, e o parametro «, relacionado com a intensidade do campo

magnético. Para as duas andlises, utilizamos especificamente o modelo 1. Entao, na

Fig.7.4 mostramos o comportamento da densidade de energia induzida pela estrutura
como funcao de mr.
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Fig. 7.4: A densidade de energia induzida pela estrutura estd mostrada, em unidades de
Gy 4
m

, como funcao de mr para o valor de ma = 1. No grafico da esquerda con-
sideramos a densidade de energia induzida pela estrutura tomando ¢ = 1, 1.5 e

2.5 fixando o« = 1.2. No grafico da direita consideramos trés intensidades de fluxo
magnético diferentes, sendo elas o = 1, 1.5 e 2.0, fixando ¢ = 2. Ambos os gréficos
foram construidos para o modelo 1.

No grafico da esquerda exibimos o comportamento da densidade de energia induzida
para um valor fixo do fluxo de campo magnético, a« = 1.2, tomando trés valores
diferentes de déficit de angulo planar, ¢ = 1, 1.5 e 2.5. No grafico da direita mostramos
o comportamento da densidade de energia fixando um valor de déficit de angulo planar,
g = 2, tomando em conta trés diferentes valores do fluxo de campo magnético, a =
1, 1.5 e 2. No dois casos, podemos ver que quanto maior for o parametro g ou o

parametro o mais intenso sera a densidade de energia induzida pela estrutura de
campo magnético.



8. CONCLUSOES

Nesta Tese investigamos a influéncia da topologia conica do espago-tempo gerado
por uma corda césmica ideal, e a presenca de um campo magnético de extensao finita,
sobre o vacuo associado ao campo fermionico massivo. Especificamente calculamos
os VEVs associados com a densidade de corrente e de carga, (j*), apresentado no
capitulo 6, com o condensado fermionico, (¥'W), e com o tensor energia-momento, (T},
apresentado no capitulo 7, na regiao fora da estrutura cilindrica de campo magnético.
Salientamos que, os capitulos 6 e 7 representam as nossas contribuicoes originais para
esta Tese.

Em nossa anélise, adotamos que a geometria do espago-tempo corresponde a de
uma corda cosmica ideal em todo o espaco, cercada por um tubo cilindrico de campo
magnético de raio fixo a que se apresenta em trés modelos diferentes. O primeiro
modelo se apresenta como uma casca cilindrica de campo magnético, o segundo se
refere a um campo magnético, com simetria cilindrica, que decai com um fator de
1/r e o terceiro consiste e um campo magnético homogéneo. Tal escolha para os
modelos de campo magnético surge devido a simetria cilindrica do problema, que
permite encontrarmos nao sé solugoes numéricas, como também solucoes analiticas.

Com o objetivo de desenvolver nossas analises, tivemos que construir a funcao de
onda normalizada para a regiao fora do tubo cilindrico de campo magnético e calcular
a densidade de corrente induzida, o condensado fermionico e o tensor energia-momento
utilizando o método da soma dos modos normalizados da funcao de onda de Dirac,
como podemos ver em (6.2.53), (6.2.54), (7.1.1), e (7.2.19). O conjunto completo das

funcoes de onda fermionicas foi construida pela imposicao de continuidade da funcao
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de onda entre as regides de dentro (regiao-in) e de fora (regido-ext) da estrutura
cilindrica, isto €, na fronteira em r = a. Ap0ds isso, conseguimos construir os modos da
fungao de onda com energia negativa e energia positiva, dados por (6.1.51)-(6.1.36).

Adotando a método da soma, mostramos que as expressoes encontradas para os
VEVs da densidade de corrente apresentam apenas a componente azimutal nao nula.
Além disso, mostramos também que as expressoes encontradas para a densidade de
corrente, (j*), para o condensado fermionico, <\I/\I/>, e para o tensor energia momento,
(T*), podem ser decompostas como a soma de duas contribuigdes distintas, como ve-
mos em (6.2.57), (6.2.68), (7.1.3) e (7.2.20). Os primeiros termos, (j*)s, <\I/\If>s e
(T*),, dependem apenas da parte fraciondria da razao do fluxo magnético pelo fluxo
quantico, que é uma consequéncia do efeito tipo Aharonov-Bohm. A segunda contri-
buigao, representada por (j*)., <\II\II>C e (T#),, em geral ndo sao fungoes periddicas do
fluxo magnético e dependem do fluxo magnético total dentro da estrutura.

Também, nesta Tese, apresentamos anélises a respeito do comportamento da den-
sidade de corrente azimutal, do condensado fermionico e do VEV do tensor energia-
momento induzidos pela estrutura cilindrica de campo magnético. Observamos que,
considerando campos fermionicos massivos a grandes distancias do tubo cilindrico,
isto é, mr >> ma, a componente azimutal da densidade de corrente induzida pela
estrutura, o condensado fermionico induzido e o VEV do tensor energia-momento de-
caem exponencialmente. Para a densidade de corrente azimutal induzida temos que
o decaimento exponencial ocorre com e~2™" /(mr)3, para o condensado fermionico en-

672m'r 672mr

contramos “—3— e no mesmo limite para a densidade de energia temos <

Em seguida, analisamos a densidade de corrente induzida, o CF induzido e o VEV
do tensor energia-momento para duas outras regioes assintoticas, que consistem no
limite de pontos proximos da estrutura, isto é, em r > a, e no limite de pontos a
largas distancias da estrutura de campo magnético, isto ¢, em r >> a. Este tultimo

considerando o caso de campos fermionicos nao massivos. Contudo, para fazermos isso,
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tivemos que considerar as solugoes explicitas para as funcoes radiais na regiao-in, para
as trés configuragoes diferentes de campo magnético. Considerando pontos proximos
da estrutura cilindrica, mostramos que a densidade de corrente azimutal induzida

diverge com enquanto que o CF induzido e o VEV do TEM apresentam

uma divergéncia em m e em m, respectivamente. Como a contribuicao
do termo que depende apenas da presenca da corda césmica ideal neste limite, em
geral, ¢é finita, tanto para a densidade de corrente azimutal induzida como para o
CF e o VEV do tensor energia-momento induzido, concluimos que para essas trés
quantidades dadas por (6.2.68), (7.1.3) e (7.2.20), respectivamente, sdo dominadas
pelas contribuigoes induzidas pela estrutura cilindrica de campo magnético.

Para campos fermionicos nao massivos e a grandes distancias do tubo, i.e., em
r >> a encontramos que a densidade de corrente induzida e a densidade de energia
induzida pela estrutura cilindrica decaem com o mesmo fator, W Neste limite de
campo nao massivo e a grande distancia da estrutura foi mostrado que a contribuicao
do termo que carrega dependéncia apenas da presenca da corda cosmica ideal decai
com = [67], ou seja, neste limite tanto o termo (j?), quanto o termo (7)), dominam,
quando comparados com suas respectivas contribui¢oes da estrutura, (j%). e (1))
Com relacao as propriedades que o tensor energia-momento obedece, para todos os
limites observados, vemos necessariamente que nossos resultados satisfazem a relacao
do trago, (7.3.43), e é conservado, (7.3.42).

Para fim, em nossas conclusoes, fechamos com algumas observagoes numéricas a
respeito dos observaveis estudados nesta Tese, como funcao de varias quantidades
fisicas. Nas Fig.6.2, Fig.7.1 e Fig.7.3 mostramos dois graficos. Nos graficos a esquerda,
consideramos apenas o modelo 1, e como esperado, mostramos que a densidade de
corrente azimutal induzida pela estrutura é uma funcao impar do parametro «, ou
seja, como esperado, ao mudarmos o sentido do campo magnético a corrente muda de

sentido. Por outro lado, para o CF e o VEV da densidade de energia induzidas pela
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estrutura vemos que ambos sao funcoes pares de a. Nos graficos a direita, Nas Fig.6.2,
Fig.7.1 e Fig.7.3, apresentamos o comportamento da densidade de corrente azimutal,
do CF e do VEV da densidade de energia induzidos pela estrutura como funcao de
mr, para as trés configuragoes de campo magnético, onde concluimos que o modelo
1, que representa a configuragao de campo magnético em forma de casca cilindrica,
apresenta a maior intensidade, para os trés observaveis fisicos citados.

Nas Fig.6.4, Fig.7.2 e Fig.7.4, mostramos a densidade de corrente azimutal, o CF
e a densidade de energia, respectivamente, induzidos pela estrutura como funcao de
mr. Nos graficos a esquerda mostramos, considerando apenas o modelo 1, que esses
trés observaveis induzidos pela estrutura cilindrica de campo magnético aumentam
em intensidade a medida que o parametro ¢ aumenta, tomando um valor fixo do
parametro «. Nos graficos a direita, considerando as trés configuragoes de campo
magnético adotados nesta Tese, mostramos que, fixando um valor para o parametro ¢,
a intensidade da densidade de corrente azimutal, Fig.6.4, do CF, Fig.7.2, e da densidade
de energia, Fig.7.4, todos induzidos pela estrutura nao trivial de campo magnético,
aumentam de intensidade a medida que o parametro o aumenta. Notemos ainda que,
na Fig.6.4 mostramos a densidade de corrente azimutal induzida como fungao de «,
mostrando também que o termo (j?). nao é uma funcio periédica do fluxo magnético.

Como foi mencionado na Introducao, nao ha evidéncias fortes da existéncia de
vortices abelianos no cosmos. Todavia, se admitirmos sua existéncia, a interagao
desses objetos topoldgicos com o vacuo poderia fornecer grandes fenémenos como cor-
rentes induzidas e VEVs nao nulos do tensor energia-momento induzidos. Estes sao os
principais objetivos desta Tese. Contudo, para obtermos uma informacao completa a
respeito destes VEVs, é necessario ter conhecimento sobre a estrutura interna das cor-
das cosmicas, e infelizmente nao existe uma forma matemaética fechada que reproduza
tal comportamento, tanto da estrutura interna da mesma, quanto do fluxo de campo

magnético que permeia tal estrutura. Entao, a relevancia deste modelo adotado nesta
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Tese, considerando um campo magnético abeliano de alcance finito num espago-tempo
coOnico, é uma possibilidade de como podemos aproximar a andlise para o caso mais
real possivel para observar os VEVs induzidos por tais objetos. E claro que para uma
analise mais precisa é necessario também levar em consideracgao a interacao do campo
com a estrutura da corda como foi feito em [69]. Sendo assim, este refinamento pode
ser colocado para um trabalho futuro em outra publicacao.

Finalizando esta secao, gostariamos de ressaltar que a andlise de um campo quantico
na presencga de um campo magnético confinado em um tubo cilindrico de raio finto a,
foi desenvolvido em [37] cujo VEV do tensor energia-momento foi associado ao campo
escalar, e em [37] associado a um campo fermionico [39], ambos sem massa. Logo, esta
Tese, fundada nos nossos trabalhos publicados [35] e [36], onde consideramos campos
fermidénicos massivos e carregados, junto com os trabalhos das referéncias [37] e [39]

formam uma anédlise completa associada a campos quanticos de matéria.
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A. RELACOES DE RECORRENCIA

Neste apéndice nés iremos desenvolver explicitamente as equagés diferenciais radiais,

que sao satisfeitas pelas fungés Ri(r) e Ry(r), considerando as trés configuracés de

campo magnético, dados pelo ansatz (6.1.16) em (6.1.17):

1\ 2 A
2\ — (qj + 6A£;) - —) —er’BO(r)

) LY '
r2\? — <qj + eAfb) + —> + er’BO(r)

2

2

Ry(r) + TQR;/ (r) + TR/I(T) =0,

Ry(r) + T2Rl2l (r) + rR;(r) =0,

(A1)

(A.2)

onde o indice superior ¢ = 1, 2, 3 caracteriza qual modelo nés estamos tratando.

Agora nés temos o sistema de equagés diferenciais mais geral que envolve os trés

modelos, que fornecerd, logicamente, trés solucés distintas para R (r).

Al

O campo magnético na casca cilindrica

Para este caso o potencial vetor é da forma

o
A((;) =—q—0O(r—a).

2T

(A.3)

Na regiao r < a, tanto o potencial vetor quanto o campo magnético sao nulos. Entao

as equages (A.1) e (A.2) nos levam a

7‘2)\2 . (
r2X\? — (

1

QJ—§

.+1
4] 5

;
;

Ri(r) +r*R{(r) +rRy(r) =0,

Ro(r) + r?Ry(r) + rRy(r) =0 .

(A.4)

(A.5)

As solugeés para este sistema de equagés que é regular na origem, r = 0, sdo as

funces de Bessel de primeiro tipo. Entao, para a componente superior da funcao de
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onda fermionica nés temos
__ _ikz jigng CLJ,,()\T’) )
=e"e J ; , A6
Y+ < by, e, (Ar)elt? (A-6)
onde v; = q|j| — %, com€; =1for j >0eé€ = —1for j <0. A componente inferior
é encontrada quando substituimos a solugdo acima em (6.1.17), assim temos
o ek giang )\b[Jl',jJrgj (\r) + l/j)-\‘;ej Jv,4e,(Ar)] +ikad,, (Ar) (A7)
- (E+m) {)\CL[J;],()\T) — ZJy, (Ar)] —ikbJ, e, (Ar)}e'® | '

Utilizando as relagés de recorréncia envolvendo as fungeés de Bessel[55][63], podemos

escrever:
__ _ikz Jigno CJV'(/\T) )
Y- =ee ( dJ,, e, (Ar)eis® ) (A-8)
sendo ¢ e d os novos coeficientes que sao dados por,
ka — ie;Ab
- I A9
¢ E+m (8.9)
kb — ie; a
d=———2— A.10
E+m ( )
A.2 O campo magnético proporcional a 1/r
Para este caso o potencial vetor é dado por
Pr
a0 A1l
¢ q27ra ( )
O campo magnético é B = —¢z2-. Dal por (A.1) e (A.2) segue que,
_ N -
e (‘” Faag - 5) — T R + PRI + TR =0, (AL2)
[ 919 roo1\? qozr_ 9
TN — <qj + qa— + 5) + —| Ro(r) + r*Ry(r) + rRy(r) =0 . (A.13)
a a

As soluces regulares na origem que satisfazem o sistema acima sao as funcgés de

Whittaker M, \(z). Para a componente superior temos

vy

e

—

ikz eiqncf)

(

Co Mn,uj +é; (§T)€iq¢

1Moy (E7) (A14)

)
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onde os parametros k e & sdo dados segundo (6.2.79). A componente inferior é deter-

minada quando substituimos a solu¢ao acima em (6.1.17). Assim temos:

—iethzeland ( e I:MI;,Vj+€j (§r) + qj+§o;r/a My, (67)] + iker My, (€7) )(A.15)

(E + m)\/F {501 [M/;,z/j (£T) - (UZ#MMH,VJ' (57”)] - ikCQMH,Vj+€j (£T>}eiq¢

Infelizmente, nés nao encontramos na literatura nenhuma relaco de recorréncia

V=

deste tipo que envolva as funces de Whittaker, que conecta as solugés da componente
superior com a componente inferior em uma forma simples. Entao, expressando tais
fungés em termos das fungés hipergeométricas concluentes, e utilizando da algebra

computacional, nés podemos construir as seguintes relages:

e Para j > 0, nés temos,

v;: + 1/2 K (+)
My @) (22 = 2 M) = VM) (A0
Vj + 1/2 K (=)
My (2) = ( z 2w+ My, (2) = ¢ "My (2) - (A.17)

e Para j < 0, nds temos:

- —1/2
Mgy i0) = (B2 = ) M) =670, (2) (A28

z 2VJ—1
v, —1/2 K _
A@4@+(”Z/-@V_Jﬂhwa—éﬁmwlw- (A.19)
J
(£)

Nas expressoes acima os coeficientes ¢;* sao dados da seguinte forma:

2v;+1), j>0.

+ _ 2
c = ok . (A.20)
j giyj{l—<2yj+1)},j<0.
1 2K 2 .
Cg.’) = EIZEE)) {1 B <2Vj+1> } ,J>0. (A.21)

21/j , 3 <0.
Finalmente, nés podemos escrever a fungao de onda de Dirac com energia positiva na

seguinte forma abaixo

] e Can,l/j (57”) )
(+) — efzpzezqn CQMn,ujJréj (gr)ezmb
1/} (.T) \/; élMli,l/j (57") ’ (A22>

C2 Mn,uj +é; (57‘) e'4?
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onde

~ ke — i020§+) key + iclc<_)

~ J
C1 = E T m Cy = —E—}-m . (A23)

A.3 O campo magnético homogéneo

Nossa tltima analise é para o campo magnético homogéneo. Neste caso, a componente

azimutal do potencial vetor é,

D /r\2
APy =T (5) . A24
Oy =-2 (- (A24)
O campo magnético é B®) = —227‘33;. Seguindo os mesmo passos algébricos feitos

para o campo magnético que decai em 1/r, as solugés serao as funcés de Whittaker

regulares na origem. Para a componente superior temos

eikz giqné clM . vi (77?%)
_ 173 4
Yy = r oM v (Tr)eld ) (A.25)
Kt
onde 7 e k sao dados por
A gj
= 2 =— — = A.26
T=qafa’, K=o (A.26)

Substituindo (A.25) em (6.1.17) nés temos que a componente inferior é dada por

1
ke gians o (qu 2+ 7r + &) M, o (7r) + ikclMﬁ_,% (17)

o, (1) }et?

_ . ’ A.27)
(E+m)r \ {¢ (@ — ‘13‘5—”’"2) M __ vi(1r) —ikcaM , 5, (
) KTy 3

W =

T

Também nao encontramos na literatura relages de recorréncia envolvendo as funces
de Whittaker necessdrias para expressar (A.27) de uma forma simples. Usando o
mesmo procedimento desenvolvido para o caso do campo decaindo com 1/r, nds con-

seguimos desenvolver as seguintes relaces de recorréncia:

e Para j > 0:

(+)

; 1 d C;
(_ﬁ R _) MR_ 4 (2) - ]\4’{4_l v+l (z) ) (A.29)
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e Para j <0

v+l 1 d % ,
( o 2T a: Mwi,”’{l(z) 2\/ZM*”~—H(Z)’ (A.30)

(=)
Vj + 1 1 d . Cj
( o tat ) Mo n @ =g M 0 (@) (A-3)

- . +) o~
Nas expressoes acima, cg- ) 530 dados por,

) 2(VJ+1),j>O

K . A.32
- 2?1/;11)) , 7 <0 ( )
_ 4k—1 ;
) (1+55). i>0 (A.33)
21/j, j < 0

Finalmente para o terceiro modelo nés temos a fungao de onda com energia positiva

escrita como

ClMﬁ_7%(TT2)
—ipzigné | coM 5, (T1?)ei?
() = e | Mg )

r 61MI;_ vi (77?%) ’ (A.34)
)

eoM |, 5, (T1?)e'?
K

NS

J
2
onde ¢ 5 também sdo dados segundo (A.23).



B. ANALISE DO COEFICIENTE V")

Para provar (6.2.61) nés devemos usar a sua forma explicita dada abaixo:

; R(i)
VO(+i), a) = fi)(r) . (B.1)
Ry (r)
Para o modelo 1, que consiste na casca de campo magnético temos
Jz. (ida)
(1) ; ~ 7Y
(4N, a) = B.2
VJ ( t 7a) EJJ,,],(Z'AG) ( )

Usando as bem conhecidas relagés de recorréncia envolvendo as fungés de Bessel com

argumento imaginério e as fungés de Bessel modificadas [63], a equagao acima se torna

~

o ()\CL)
I,(Aa)

VIV (&), @) = & (i)Y (B.3)

Notemos que, para valores positivos ou negativos de j, €; = 1, consequentemente

€;(+i)% = +i. Desta maneira nds temos:
My, _ 4 M,
V7 (FiA, a) = £ilm [V (i), a)]. (B.4)

Para os outros dois modelos, o procedimento para mostrar que (6.2.61) é o mesmo,
pois ambos os casos tratam da mesma funcao especial. Especificamente para o segundo

modelo, nés podemos usar (6.2.78)-(6.2.80). Entao, nés temos

@1 @M (a)
V7 (Fid, a) = ¢; M., (¢a) (B.5)

Tomando A — i\ nds obtemos:

e Para valores positivos de j

o @Y1
J £ 2qlj|+1

= +ilm[c!?] (B.6)
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e Para valores negativos j
@ & : @
¢ = —E(2q|j| + 1) = £ilm[c;”] . (B.7)
Consequentemente, para o segundo modelo
MH . lca
VO (+i), a) = P2 ;(8a) _ +ilmV{? (i), a)] . (B.8)



C. FUNCOES ESPECIAIS

Neste apéndice nods iremos apresentar algumas das propriedades obedecidas pelas
funcoes de Bessel e Whittaker, as quais foram foram usadas para calcularmos os ob-
servaveis fisicos e desenvolver explicitamente as equages diferenciais radiais, que sao
satisfeitas pelas fungés R;(r) e Ry(r), considerando as trés configuragés de campo

magnético.
C.1 Funcoes de Bessel

A equacao de Bessel é dada por

,d*Z, N dz,
z z
dz? dz

+ (2 —=1vHZ,=0. (C.1)
Cujas solugoes linearmente independentes (LI) sao

2\Y o (—D)*(=z/2)*
7= (3) ; T+ DTk + 0+ 1) (C2)

cos(vm)J,(z) — J_,(2) '

sin(v)

Ny(z) = (C.3)

As fungoes N, (z) sao as chamadas fungoes de Neumann ou Bessel de segundo tipo.
Se v A@ inteiro, J,(z) = (=1)"J,(2) e portanto

_1[0J,(2) O(-1)"J_,(2)
: x|l oo ov ' (€4

rv=n

Outro conjunto de fungoes, Hl(,l)(z) e Hl(,2)(z), chamadas de Hankel de primeiro e

segundo tipo, respectivamente, sdo utilizadas para apresentar as solugoes LI de (C.1):

HWY(2) = J,(2) +iN,(2) (C.5)

v
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e
HP(2) = J,(2) —iN,(2) . (C.6)
As fungoes de Bessel modificadas, I,(z) e K, (z), sdo solugoes da equagao diferencial
d*Z dz
2 v v 2 2 —
T T (" +v9)Z,=0. (C.7)
Estas fungoes sao definidas por:
g v 3/2 2k
I(z) =1 ( ) Z k10 (C.8)
e

ZI,V(Z) _ [I/(Z)
2 sin(vw)

T H W (i2) = (C.9)

Ky(z) =2

As fungoes 1,(z) sao regulares na origem e as fungdes K, (z) anulam-se exponenci-

almente para z — oo.

C.2 Funcoes de Whittaker

A equagao de Whittaker é dada por

d*w 1 X 1/4—p?
it S A e A el =0. C.10
dz? i ( 4 * z v 22 v ( )
Cujas solucoes linearmente independentes sao
1
M, ,(z) = e~ pa NS (5 +pu— kK, 14 2u; z> (C.11)
e
1, 1y 1
Wyo(z) =e 2722710 5—}—,u—;<:,1+2,u;z : (C.12)

onde M(a,b; z) e U(a,b; z) sA£o as funcées de Kummer, definidas por

L a ala+1)2> ala+1)(a+2)23
Mla,biz) =14 gt ey o Yoo Do+ 2) 3 (C-13)
.. M (a,b;z) Lo M(a+1—-0,2—0;2)

Ula.bi2) = ooy [T v a—orm) ~~ rare—b | W

sendo b #0,—1,—2...

Apenas as fungdes M, ,(z) sao regulares na origem (z ~ 0).
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