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RESUMO

Nesta Tese, consideramos um campo fermiônico massivo e carregado no espaço-

tempo de uma corda cósmica ideal na presença de um campo magnético confinado

em um tubo ciĺındrico de raio finito a. Levamos em conta três configurações para

o campo magnético: (i) uma casca ciĺındrica de raio a, (ii) um campo magnético

proporcional a 1/r e (iii) um campo magnético constante. Nos três casos, o eixo

de simetria da corda cósmica coincide com o eixo de simetria do tubo ciĺındrico de

campo magnético, dispostos ao longo do eixo z. Nossos principais objetivos nesta Tese

são analisar os valores esperados no vácuo (VEV) da densidade de corrente, jµ, do

condensado fermiônico (FC) e o VEV do tensor energia-momento (TEM), T µν . Para

isto, constrúımos um conjunto completo de funções de onda de Dirac normalizadas

para cada configuração de campo magnético e mostramos que na região fora do tubo,

a densidade de corrente, o CF e o VEV do TEM são decompostos como a soma de

duas partes. A primeira corresponde a contribuição da linha de fluxo magnético que

corre ao longo da corda cósmica ideal, e a segunda contribuição é induzida devido a

estrutura não trivial de campo magnético. Mostramos também que o VEV do tensor

energia-momento é diagonal, obedece a condição de conservação e que seu traço é

expresso em termos do condensado fermiônico.

Palavra-chave: Cordas cósmicas, gravitação e teoria de part́ıculas, teoria quântica

de campos, teoria de campos no espaço curvo.



ABSTRACT

In this work, we consider a charged massive fermionic quantum field in the idealized

cosmic string spacetime and in the presence of a magnetic field confined in a cylindrical

tube of finite radius. Three distinct configurations for the magnetic fields are taken

into account: (i) a cylindrical shell of radius a, (ii) a magnetic field proportional to 1/r

and (iii) a constant magnetic field. In these three cases, the axis of the infinitely long

tube of radius a coincides with the cosmic string. Our main objectives in this paper

are to analyze vacuum expected values (VEVs) of the current density, jµ, fermionic

condensate (FC) e and the VEV of the fermionic energy-momentum tensor, T µν . In

order to do that, we explicitly construct the complete set of normalized wave-functions

for each configuration of magnetic field. We show that in the region outside the

tube, the current density, the FC and the VEV of the energy-momentum tensor are

decomposed into two parts: the first ones correspond to the zero-thickness magnetic

flux contributions, and the seconds are induced by the non-trivial structure of the

magnetic field, named core-induced contributions. The latter present specific forms

depending on the magnetic field configuration considered. We also show that the VEV

of the energy-momentum tensor is diagonal, obeys the conservation condition and its

trace is expressed in terms of the fermionic condensate.

Keywords: Cosmic string, gravitation and particle theory, quantum field theory,

quantum field in curved space.
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5. Teoria Quântica de Campos no espaço curvo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5.1 Quantização do campo bosônico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5.1.1 Quantização do campo escalar real . . . . . . . . . . . . . . . . 41



Conteúdo ii
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Apêndice 110

A. Relações de Recorrência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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delo 1, para α = ±1.2 e q = 2. No gráfico da direita, foi considerado os
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1. INTRODUÇÃO

De acordo com a teoria do Big Bang, o universo está se expandindo e resfriando-se.

Durante sua expansão, as quebras espontâneas das simetrias fundamentais levaram

o universo a sofrer uma série de transições de fase. Nos modelos de f́ısica de altas

energias, a formação dos defeitos topológicos, causados por essas transições, tais como

paredes de domı́nio, monopolos e cordas cósmicas, entre outras, estão previstas a

ocorrerem segunda a referência [1][2].

A corda cósmica está entre os tipos de defeitos topológicos mais estudados, embora

recentes observações da radiação cósmica de fundo tenham descartando-a como fonte

primaria para as perturbações da densidade primordial. Tal defeito serve também

como uma posśıvel fonte para explicar um número considerável de efeitos astrof́ısicos

tais como rajadas de raios gama, onde a escala de energia da corda onde a simetria é

quebrada, em uma escala de energia da ordem de 1014 GeV , explica a taxa, duração

e fluência das rajadas de raios gama, [3], emissões de ondas gravitacionais de alta

frequência, que como consequência dessas emissões o conjunto estocástico de ondas

gravitacionais geradas por uma rede cosmológica de loops é não gaussiana [4], e a

geração de raios cósmicos de altas energias [5], onde os raios cósmicos de part́ıculas de

altas energias podem ter se originadas durante o processo de colapso e/ou aniquilação

de defeitos topológicos associados com as teorias de grande unificação.

À grandes distâncias, o espaço-tempo gerado por uma corda cósmica possui uma

topologia cônica, no plano ortogonal a disposição deste objeto, com um déficit de

ângulo planar proporcional a densidade linear de massa desta corda cósmica. Na

teoria quântica de campos, a topologia não trivial induz valores esperados no vácuo
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(VEVs) não nulos para os observáveis f́ısicos. Estes efeitos de polarização do vácuo, na

teoria quântica de campo, induzidos por uma estrutura cônica foram alvos de muitos

trabalhos publicados. Na análise especifica para o VEV do tensor energia-momento,

〈T µν 〉, por exemplo, tem sido investigado para os casos campos escalares, fermiônicos

e vetoriais [6]-[26].

Na f́ısica da matéria condensada é bem conhecido que supercondutores excluem

quase que completamente qualquer campo magnético externo se este for menor que

um valor cŕıtico (efeito Meissner) [27]. Contudo, para supercondutores do tipo 2, que

são formados por materiais em que a transição para o estado supercondutor é gradual,

com a presença de um estado intermediário, se o campo externo for aumentado à um

certo valor maior que valor cŕıtico, tal campo externo atravessa este supercondutor em

uma forma de tubo de fluxo magnético. A estes fenômenos damos o nome de vórtices

de fluxo magnético que, por sua vez, são quantizados.

A possibilidade da existência teórica de tais vórtices foi primeiramente demons-

trada por Abrikosov [28]. Ele mostrou que estes ocorrem naturalmente como soluções

para a teoria de Ginsburg-Landau de supercondutividade na presença de um campo

magnético externo. Seguindo esta teoria, a existência de tais objetos foi verificada

experimentalmente, e muitas de suas propriedades foram rigorosamente investigadas

em [27].

Alguns anos depois, Nielsen e Olesen [29] mostraram, partindo do modelo de te-

oria de campo relativ́ıstico com quebra espontânea de simetria, mais especificamente

do modelo de Higgs abeliano interagindo com um campo de calibre, que este sistema

apresenta soluções com simetria ciĺındrica carregando um fluxo magnético. Estas con-

figurações correspondem as soluções de vórtices.

A análise da influência deste sistema na geometria do espaço tempo foi analisada

por Garfinkle [30] e Laguna [31] à tempos atrás. Em seus trabalhos os autores acopla-

ram o tensor energia-momento, associado ao modelo de Nielsen-Olesen, às equações de
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campo de Einstein. Nesse sentido, eles mostraram que o vórtice possui um estrutura

interna caracterizada pelo fluxo magnético não-nulo que corre ao longo da mesma,

cuja extensão é determinada pela escala de energia na qual a simetria é quebrada.

Dois comprimentos de escala aparecem naturalmente, um relacionado com a extensão

do fluxo magnético que, por sua vez, é proporcional ao inverso da massa do campo

vetorial, mv, campo este, que adquire massa devido ao mecanismo de Higgs. E o outro

associado com o inverso da massa do campo escalar, ms, este último, como sendo uma

medida do ponto onde o campo escalar decai para o seu valor de vácuo. Além do

mais, os autores também analisaram a geometria do espaço-tempo e verificaram que

assintoticamente a superf́ıcie perpendicular ao vórtice corresponde ao espaço-tempo

de Minkowski menos uma fatia, o que acarreta num espaço com um défice angular.

Uma solução de vórtex especial que satisfaz o limite BPS (Bogomolny-Prassad-

Sommerfield) [32][33], apresenta as massas do campo escalar e do campo de calibre

iguais, isto é, ms = mv. Para este caso, Linet [34] foi capaz de encontrar uma solução

exata para o tensor métrico, que é determinada em termos da densidade de energia da

corda cósmica. Neste limite, a superf́ıcie perpendicular à linha da solução de vórtice

tem uma estrutura cônica e, o espaço-tempo a sua volta corresponde ao espaço-tempo

de uma corda cósmica idealizada.

O objetivo principal desta Tese, consiste em explorar os efeitos quânticos associados

ao vácuo do campo fermiônico carregado e massivo no espaço-tempo gerado por uma

corda cósmica ideal na presença de um tubo magnético ciĺındrico de raio fixo a co-

axial à esta corda cósmica. Vamos explorar os valores esperados do vácuo (VEV) da

densidade de corrente, 〈jµ〉, na vizinhança do defeito topológico [35], onde veremos

que os efeitos produzidos por tal configuração induzirão uma densidade de corrente

não nula apenas na direção azimutal, 〈jφ〉. Além do mais, vamos explorar os VEVs

do condensado fermiônico (CF), 〈Ψ̄Ψ〉 e do tensor energia-momento (TEM), 〈T µν 〉 [36],

mostrando que, além do TEM ser conservado ele obedecerá a relação do traço em todos
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os limites assintóticos tomados. Para desenvolvermos nossa análise vamos considerar o

nosso sistema em questão da seguinte maneira: Dispomos de uma corda cósmica ideal

disposta ao longo do eixo z, preservando a simetria de boost ao longo desta direção.

Tal defeito será cercado por uma certa estrutura ciĺındrica de campo magnético com

um raio fixo a co-axial. Esta estrutura irá se apresentar em três modelos diferentes a

considerar: (i) Um campo magnético distribúıdo sobre uma superf́ıcie ciĺındrica, (ii)

um campo magnético decaindo com 1/r e (iii) um campo magnético homogêneo. Uma

análise semelhante pode ser vista em [37]-[41], contudo os autores consideraram o caso

de campos escalares e fermiônicos sem massa para analisar os VEVs da densidade de

corrente induzida e do tensor energia-momento.

Esta tese está organizada da seguinte maneira: No caṕıtulo 2, revisaremos os

conceitos fundamentais associados ao formalismo teoria de campos, denotando as bases

para a construção de uma teoria invariante por transformações de calibre do grupo U(1)

abeliano. Demonstraremos, ainda nesta seção, o mecanismo de Higgs. Que aparece

como uma consequência da quebra espontânea de simetria. No caṕıtulo 3 faremos uma

breve revisão sobre a TRG e como tratamos a geometria do espaço-tempo segundo

esta teoria. Em seguida apresentaremos as soluções de vórtices desenvolvidas nos

trabalhos de Nielsen e Olesen que aparecem como soluções assintóticas das equações

de movimento a partir de um Ansatz com simetria ciĺındrica. Neste caṕıtulo também

apresentaremos como as soluções de vórtices se apresentam no âmbito da gravitação.

No caṕıtulo 4, faremos um breve revisão sobre teoria clássica de campos em um

espaço-tempo curvo. Neste caṕıtulo, mostraremos quais são as modificações que devem

ser efetuadas para que possamos incluir os efeitos gravitacional e eletromagnético na

equação de Dirac. No caṕıtulo 5 faremos uma breve revisão sobre o processo de

quantização dos campos de matéria no espaço-tempo plano e estenderemos nossas

considerações para o espaço-tempo curvo considerando nosso objeto de interesse que

consiste no campo fermiônico.
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No caṕıtulo 6, analisaremos o comportamento quântico do campo fermiônico, na

presença do modelo teórico aproximado proposto em nossos trabalhos, que simula o

vórtice abeliano gravitacional. Este caṕıtulo por sua vez, apresentará nosso trabalho

publicado a respeito dos cálculos que envolvem os VEVs da densidade de corrente

induzida [35], para isso, constrúımos inicialmente as funções de onda com frequência

positiva e com frequência negativa. Neste modelo consideramos que a geometria em

todo espaço-tempo é cônico, com um fluxo magnético confinado em tubo de raio finito,

co-axial a corda cósmica. Analisaremos também os limites em que r ≈ a, ou seja, em

pontos próximos a estrutura ciĺındrica de campo magnético e r >> a, ou seja, em

pontos a grandes distâncias da estrutura, este último limite adotaremos dois casos. O

caso em que o campo fermiônico é massivo, e o caso de campo fermiônico não massivo.

Por fim, neste caṕıtulo, apresentaremos nossos cálculos numéricos afim de preencher

de forma completa nossa análise a respeito do comportamento dese observável f́ısico

induzido pela topologia não trivial do vácuo quântico.

No caṕıtulo 7, especificamente, analisaremos o fenômeno de polarização do vácuo

fermiônico, isto é, calcularemos o valor do condensado fermiônico e o VEV do tensor

energia-momento. Mostraremos que, além do tensor energia-momento ser conservado

irá obedecer também a relação do traço, que diz que a soma das componentes da

diagonal principal da matriz do TEM deve ser igual a massa da teoria multiplicada

pelo condensado fermiônico. Entretanto, para observarmos esta última propriedade

iremos, assim como faremos no Caṕıtulo 6, analisar os limites assintóticos em que

r ≈ a e r >> a, este último considerando o caso de campos massivos e não massivos.

Finalizamos esta seção apresentando nossas analises numéricas de modo a fornecer

uma compreensão mais abrangente a respeito destes observáveis.

Nesses dois caṕıtulos, 6 e 7, mostraremos também que as contribuições da densidade

de corrente, 〈jµ〉, do condensado fermiônico, 〈Ψ̄Ψ〉, e do tensor energia-momento, 〈T µν 〉,

poderão ser expressas como a soma de duas contribuições, primeira que independe da
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dimensão do tubo de fluxo magnético, e a segunda que depende explicitamente da

dimensão deste tubo, e anula-se no limite que o raio do tubo vai a zero e que, em

geral, não é uma função periódica do fluxo magnético.

Por fim, no caṕıtulo 8, apresentaremos nossas conclusões. Ademais, no apêndice

A, mostramos como resolver as equações diferenciais parciais de segunda ordem que

aparecem no desenvolvimento algébrico. E, portanto, um desenvolvimento novo quanto

a relações de recorrência para as funções de Whittaker. No apêndice B, mostramos

uma analise do coeficiente V(i)
j que carrega a informação do modelo especifico de campo

magnético que adotamos. No apêndice C nós apresentamos um pouco da álgebra que

envolve as funções especiais que trabalhamos nesta Tese, que consiste nas funções

de Bessel e de Whittaker. Trabalhamos nesta Tese em unidades naturais, isto é,

G = ~ = c = 1.



2. MODELO DE HIGGS ABELIANO

De modo geral, na f́ısica, não existe nenhuma razão que justifique que uma simetria

encontrada em um sistema f́ısico num dado estado, se mantenha também em seues-

tado fundamental. Quando o grupo de simetria do estado de vácuo corresponder a um

subgrupo do grupo de simetria da lagrangiana, dizemos que a simetria deste sistema

é espontaneamente quebrada. Como um bom exemplo simples temos o ferromagne-

tismo de Heisenberg [42], que descreve um arranjo infinito de dipolos magnéticos de

spin 1/2, contendo um termo de interação spin-spin entre os mais vizinhos próximos.

Muito embora o Hamiltoniano deste sistema seja rotacionalmente invariante, seu es-

tado fundamental não é, pois apresenta um estado com todos os dipolos alinhados em

uma determinada direção, e é infinitamente degenerado.

Em teorias relativ́ısticas contendo um número infinito de graus de liberdade, temos

fenômenos onde também ocorre quebra espontânea de simetria. De fato, este processo

tem sido útil para justificar a existência de mésons vetoriais massivos na formulação

de interação eletro-fraca proposta por Weinberg-Salam-Glashow [43].

2.1 Teoria de gauge abeliana

Vamos introduzir, primeiramente, alguns conceitos úteis na formulação de teorias de

campos. Comecemos com a grandeza denominada densidade lagrangiana, indicada

pela letra L, onde para campos de matéria representados por funções ϕ(~x, t) ≡ ϕ(x),

é dada por L = L(ϕ(x), ∂µϕ(x)), isto é, esta densidade é um funcional dos campos e

suas respectivas derivadas.

A lagrangiana associada à esta teoria pode ser obtida a partir da integração espacial
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da densidade L = L(ϕ(x), ∂µϕ(x)). Assim temos,

L(t) =

∫
d3xL. (2.1.1)

A ação S pode ser obtida pela integração da lagrangiana com respeito ao tempo

que, por sua vez, leva a integração da densidade de lagrangiana no espaço-tempo

L = L(ϕ(x), ∂µϕ(x))

S =

∫
dt

∫
d3xL =

∫
d4xL . (2.1.2)

Determinamos as equações dinâmicas de movimento, ou simplesmente equações de

Euler-Lagrange, através do prinćıpio variacional da ação mı́nima, ou seja, δS = 0,

logo temos ∫
d4xδL =

∫
d4x

[
∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
δ(∂µϕ)

]
= 0 . (2.1.3)

Fazendo uma integração por partes na equação acima encontramos que∫
d4x

[
∂L
∂ϕ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)]
δϕ = 0, (2.1.4)

como δϕ é uma variação arbitrária não nula a Eq.(2.1.4) é satisfeita se o seu integrando

for nulo, ou seja,

∂L
∂ϕ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)
= 0, (2.1.5)

onde vemos, de acordo com a equação acima, a conhecida equação de movimento de

Euler-Lagrange para campos.

Esta formulação de densidade lagrangiana para campos é constrúıda de tal forma

que seja invariante por transformações de Lorentz. Além disso, admitiremos deste

ponto em diante que esta densidade também será invariante perante outros tipos

de transformações, ditas transformações de gauge (ou também chamadas de trans-

formações de calibre).

Vamos supor a seguinte transformação sobre os campos de matéria

ϕ(x) −→ ϕ′(x) = eiαϕ(x), (2.1.6)
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onde α é uma constante arbitrária real. Deste modo a derivada dos campos se trans-

forma da seguinte maneira

∂µϕ(x) −→ ∂µϕ
′(x) = eiα∂µϕ(x). (2.1.7)

Tais transformações nos campos e nas suas derivadas são ditas como sendo trans-

formações gauge de primeira espécie (ou global). Isto é necessário para a construção

de uma lagrangiana, para esses campos, invariante por estas transformações. A trans-

formação da densidade de lagrangiana dar-se-á da seguinte maneira,

L(ϕ(x), ∂µϕ(x)) −→ L′(ϕ′(x), ∂µϕ
′(x)) = L(eiαϕ(x), eiα∂µϕ(x)). (2.1.8)

Neste caso dizemos que o grupo de simetria da teoria é o grupo Abeliano U(1), que

caracteriza as transformações unitárias nos campos, geradas por um único parâmetro.

O grupo U(1) pode ser interpretado como o grupo de rotações ao longo do ćırculo de

raio unitário. Neste caso o grupo apresenta apenas um único gerador, e os elementos

deste grupo podem ser genericamente representados por g = exp(ieα), sendo “e” o

gerador do grupo e α um parâmetro que pode ou não depender do ponto xµ.

Além do mais, escolhendo o parâmetro α infinitesimal tal que a Eq.(2.1.6) possa

ser reescrita aproximadamente como

ϕ′(x) ≈ (1 + ieα)ϕ(x) −→ δϕ(x) = ϕ′(x)− ϕ(x), (2.1.9)

onde identificamos ieαϕ(x) = δϕ(x).

Como L é invariante para uma transformação qualquer de gauge global, ou seja,

δL = 0, teremos que

∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
δ(∂µϕ) = 0. (2.1.10)

Do fato de que δ(∂µϕ) = ∂µ(δϕ) e usando a Eq.(2.1.5) e a Eq.(2.1.9) na Eq.(2.1.10)

encontramos que

∂µ

(
ieαϕ(x)

∂L(ϕ(x), ∂µϕ(x))

∂(∂µϕ(x))

)
= 0. (2.1.11)
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Assim, podemos dizer que existe uma corrente de Noether, ou seja, uma corrente

conservada, ∂µJ
µ(x) = 0, associada a esta invariância, onde

Jµ(x) = ieϕ(x)
∂L(ϕ(x), ∂µϕ(x))

∂(∂µϕ(x))
. (2.1.12)

Podemos definir uma carga conservada da seguinte forma

Q =

∫
d3xJ0(x). (2.1.13)

Vamos supor agora que na transformação do campo segundo a Eq.(2.1.6) o parâmetro

α dependa do ponto xµ, ou seja

ϕ′(x) = eieα(x)ϕ(x) = U(x)ϕ(x). (2.1.14)

A este tipo de transformação damos o nome de transformação de gauge local.

Então, os termos envolvendo derivadas na densidade lagrangiana irão se transformar

da seguinte forma

∂µϕ(x)→ ∂µϕ
′(x) = ∂µ(U(x)ϕ(x)) = U(x)∂µϕ(x) + ϕ(x)∂µU(x), (2.1.15)

ou seja, a derivada do campo ϕ(x) não se transforma como o próprio campo. Portanto

o segundo termo que aparece na Eq.(2.1.15) faz com que a densidade lagrangiana não

seja mais invariante por transformações locais. Por outro lado, na obtenção de uma

teoria que seja invariante por transformações deste tipo, faz-se necessário a introdução

de novos campos de gauge em que generalizamos o conceito de derivada. Seja Aµ(x)

o campo de gauge, definiremos então a derivada Dµ da seguinte forma

Dµ = ∂µ + ieAµ(x). (2.1.16)

Sob uma transformação de gauge local, a nova definição de derivada, também

conhecida como derivada covariante, irá se transformar da seguinte forma:

D′µϕ
′(x) = U(x)∂µϕ(x) + (∂µU(x))ϕ(x) + ieA′µ(x)U(x)ϕ(x). (2.1.17)
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O significado de uma transformação de calibre local está associada a transmissão da

informação ponto a ponto através do campo de calibre.

Admitindo que o campo de gauge se transforme como

A′µ(x) = Aµ(x) +
i

e
(∂µU(x))U−1(x) = Aµ(x)− ∂µα(x), (2.1.18)

segue da Eq.(2.1.17) que a derivada covariante irá se transformar

D′µϕ
′(x) = U(x)Dµϕ(x), (2.1.19)

ou seja, a derivada covariante do campo ϕ(x) irá se transformar da mesma maneira

que o próprio campo, neste ponto, então, a densidade lagrangiana total do sistema

deverá ser modificada para

LT = L(ϕ,Dµϕ) + L(Aµ). (2.1.20)

Onde esse o termo L(Aµ) deverá levar em consideração apenas a dinâmica do campo

de gauge. Sendo, agora, LT a densidade lagrangiana invariante não só frente as trans-

formações de Lorentz como também invariante perante quaisquer transformações de

gauge.

Analisando a teoria de Maxwell do eletromagnetismo vemos que o tensor de inten-

sidade de campo Fµν , que é antissimétrico, pode ser escrito como

Fµν = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x). (2.1.21)

Verificamos que tal tensor é invariante perante a transformação de gauge definida

pela Eq.(2.1.18), ou seja, F ′µν = Fµν . Com isso podemos inferir que o campo de

gauge, Aµ(x), é de fato o quadri-potencial vetor do eletromagnetismo. Onde L(Aµ) é

a densidade lagrangiana de Maxwell, a qual é escrita como

L(Aµ) = LM = −1

4
F µνFµν . (2.1.22)

Portanto, identificando o fator “e”, que aparece como gerador das transformações

locais de gauge, como sendo a magnitude da carga elementar, conclúımos que esta
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teoria é invariante de gauge por transformações do grupo U(1), acopla fótons com a

matéria carregada, que é denominada de eletrodinâmica quântica.

2.2 Quebra espontânea de simetria

Nesta seção iremos analisar a dinâmica de sistemas no qual o estado fundamental

não possui as mesmas propriedades de simetria da lagrangiana que descreve o sistema.

Quando este fenômeno ocorre, veremos que inevitavelmente aparecem bósons escalares

sem massa na teoria, chamados bósons de Goldstone. Contudo, quando associamos

a essa teoria uma invariância local de gauge, onde os campos de gauge não possuem

massa, os bósons de Goldstone são absorvidos como sendo uma componente longitu-

dinal destes campos de gauge, ou seja, os campos de gauge que absorvem os bósons

de Goldstone adquirem massa como ocorre na fenomenologia das interações fracas.

2.2.1 O modelo λϕ4

Vamos considerar inicialmente o modelo mais simples, que trata desta teoria com um

grau de liberdade, que é o modelo onde consideramos apenas um campo escalar real.

Seja esta lagrangiana dada por

L =
1

2
(∂µϕ)(∂µϕ)− V (ϕ) . (2.2.23)

Para estudarmos este modelo com quebra espontânea de simetria vamos considerar

que o potencial V (ϕ) seja dado por

V (ϕ) = µ2ϕ2 + λϕ4 + cte , (2.2.24)

onde λ é uma constante de auto-acoplamento.

Este potencial é invariante por Z(2)1, ou seja, é invariante por transformações de

paridade. Dependendo dos sinais de µ2 e λ, podemos ter diferentes formas de V (ϕ).

Abaixo listamos alguns casos, considerando a constante nula em (2.2.24). Neste caso,

1 Chamamos atenção para o fato de que, neste caso, a lagrangiana é invariante sobre Z(2), que
representa o grupo de transformação especular, isto é, ϕ → −ϕ, sendo esta uma transformação
discreta.
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Fig. 2.1: λ < 0, µ2 > 0

descrito pela Fig.2.1, onde consideramos λ < 0 e µ2 > 0 , o sistema não corresponde

a um modelo f́ısico aceitável, pois fica claro que o hamiltoniano não possui um limite

inferior

Por outro lado, se λ > 0, teremos duas situações distintas, como veremos a seguir:

Considerando µ2 > 0, como vemos na Fig.2.2, o estado de mı́nimo potencial ocorre
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Fig. 2.2: λ > 0, µ2 > 0

para ϕ = 0, e neste caso, não há quebra espontânea de simetria. Por fim, na Fig.2.3,
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Fig. 2.3: λ > 0, µ2 < 0

vemos que, para µ2 < 0, o estado mı́nimo do potencial ocorre para dois valores de

ϕ0 = ±
√
|µ|2
2λ

= ±C 6= 0, e, neste caso, ocorre uma quebra espontânea de simetria.



2. Modelo de Higgs Abeliano 14

De fato, este modelo com quebra espontânea de simetria é de grande interesse na

f́ısica [43]. Para estudarmos a f́ısica deste sistema na vizinhança de um dos vácuos,

devemos definir um novo campo ϕ
′

tal que, escolhendo o vácuo positivo por exemplo,

ϕ′ = ϕ−C. Feito isto, reescrevemos o potencial em termos deste novo campo de modo

que

V (ϕ′) = λϕ′
4

+ 4λϕ′
3
C + 4λϕ′

2
C2 − |µ

2|2

4λ
. (2.2.25)

Como vemos da expressão acima para V (ϕ′), o termo de massa para o novo campo,

4λϕ′2C2, indica que este campo apresenta uma massa positiva m = 2C
√

2λ, onde

notamos também que a simetria original, Z(2), é quebrada.

A seguir, ainda a respeito deste modelo com quebra espontânea de simetria, va-

mos tomar ϕ como sendo um campo complexo, agora com dois graus de liberdade.

Considerando a lagrangiana deste modelo com campo complexo dada por

L = (∂µϕ)(∂µϕ)∗ − V (|ϕ|) . (2.2.26)

onde |ϕ| = (ϕϕ∗)1/2. Seja V (|ϕ|) uma função polinomial, vamos escolher esta de modo

que

V (|ϕ|) = µ2ϕϕ∗ + λ(ϕϕ∗)2 + cte , (2.2.27)

onde λ é uma constante de acoplamento. Usando as equações de Euler-Lagrange,

podemos mostrar que a equação de movimento para esta teoria é:

(ηβν∂ν∂β − µ2)ϕ = 2λϕ(ϕϕ∗) . (2.2.28)

Reescrevemos assim, a lagrangiana para o campo complexo da seguinte maneira:

L = (∂µϕ)(∂µϕ)∗ − µ2ϕϕ∗ − λ(ϕϕ∗)2 + cte . (2.2.29)

Vemos que esta lagrangiana é invariante frente a uma transformação global de

gauge, definida por (2.1.6). O termo cinético em L se anulará caso ϕ = constante.

Deste modo o estado fundamental será dado pelo mı́nimo do potencial V (|ϕ|). Con-

siderando o caso em que µ2 < 0 e λ > 0, a forma do potencial V (ϕ∗ϕ) para o campo
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escalar complexo é dada pela Fig.5.1 e o estado de mais baixa energia é infinitamente

degenerado, de modo que ϕ0 = CeiΛ, onde C =
√
|µ2|
2λ

e Λ é um número real arbitrário.
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Fig. 2.4: Aqui definimos um gráfico de maneira geral, que define a forma do potencial
V (ϕ∗ϕ), consideramos µ2 = −10 e λ = 20.

Vamos analisar agora as vizinhanças do sistema no estado fundamental, por exem-

plo, tomemos ϕ0 = C (Λ = 0). Escolhendo, então,

ϕ(x) =
1√
2

[v + η(x) + iξ(x)] , (2.2.30)

onde η(x) e ξ(x) são campos reais, com v =
√
|µ2|
λ

. Substituindo (2.2.30) em (2.2.29)

obtemos

L =
1

2
(∂µη)2 +

1

2
(∂µξ)

2 − λvη(η2 − ξ2)2 − λv2η2 + cte. . (2.2.31)

Da expressão acima podemos identificar que o campo η(x) adquire uma massa dada

por m2
η = 2|µ2|, sendo o campo ξ(x) não massivo, ou seja, um bóson de Goldstone2.

Comparando os resultados obtidos para o casos em que consideramos o campo ϕ

real e, posteriormente, complexo, vemos que os bósons de Goldstone surgem apenas

quando a simetria de gauge quebrada for cont́ınua.

Note que, recáımos para o caso livre tomando λ = 0 e µ2 > 0.

2 Neste caso a lagrangiana não apresenta mais uma invariância por U(1).
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A densidade hamiltoniana, associada a este sistema é escrita da seguinte forma

H = π∗π + |~∇ϕ|2 + V (ϕ) , (2.2.32)

onde π = ∂L
∂(∂0ϕ)

= ∂0ϕ.

Podemos generalizar o modelo com campo complexo de modo a incluir “n” campos

escalares reais. Seja a lagrangiana descrita por

L =
1

2
(∂µϕ

j)(∂µϕj)− 1

2
µ2ϕjϕj − λ(ϕjϕj)2 . (2.2.33)

Vemos que L é invariante perante o grupo ortogonal n-dimensional O(n), que mistura

as componentes entre si e possuem n(n − 1)/2 geradores. Considerando o espaço

interno de isospin, que contém as n-componentes do campo, o mesmo se transforma

da seguinte maneira:

ϕ(x) =


ϕ1

ϕ2
...
ϕn

→ Θϕ(x) . (2.2.34)

Assim, ϕjϕj = ϕTϕ→ ϕTΘTΘϕ = ϕTϕ. Logo vemos que Θ é um elemento do grupo

O(n).

Novamente podemos ver que existe um “anel”, que é definido agora por ϕjϕj =

|µ2|/2λ, que, para µ2 > 0, representa os estados de mais baixa energia3. Podemos esco-

lher o vácuo desta teoria como sendo o estado representado por uma dada componente

ϕj = cte 6= 0, e as demais componentes nulas, ou seja,

ϕ(x) =


0
0
u
...
0

 , (2.2.35)

onde u =
√
|µ2|/2λ. Desta maneira podemos ver que o vácuo desta teoria é invariante

por transformações que misturam todas as suas componentes nulas. Então, o grupo

3 Por analogia, podemos imaginar que ϕj é uma componente de um vetor ϕ que está em uma
direção arbitrária, cujo o módulo desse vetor é

√
|µ2|/2λ que representa o vácuo da teoria.
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de simetria deste vácuo agora passa a ser O(n − 1) com (n − 1)(n − 2)/2 geradores.

Notamos então que a diferença entre o número de geradores inicial e final é de n−1. E

portanto, dizemos que n−1 geradores foram quebrados. Deste modo, procedendo com

o estudo da f́ısica nas vizinhanças de um dos n vácuos da teoria, percebe-se que apenas

uma única componente adquire massa. As n − 1 componentes que permanecem sem

massa são chamadas de bósons de Goldstone. De maneira sucinta podemos enunciar o

teorema de Goldstone da seguinte forma: “Para cada gerador quebrado, num processo

de quebra espontânea de simetria, aparece um bóson escalar sem massa” [44].

2.2.2 O mecanismo de Higgs-Kibble

De maneira geral, o mecanismo de Higgs-Kibble é um processo que gera, espontane-

amente, massa para os campos de gauge [45]. A seguir, discutiremos este fenômeno

considerando o caso Abeliano, isto é, consideraremos a lagrangiana de um campo esca-

lar complexo com acoplamento mı́nimo com um campo de gauge, Aµ, Abeliano. Seja

a lagrangiana desta teoria dada por

L = −1

4
F µνFµν + [(∂µ + ieAµ)ϕ][(∂µ − ieAµ)ϕ∗]− µ2ϕϕ∗ − λ(ϕϕ∗)2 . (2.2.36)

Onde sabemos que esta lagrangiana é invariante frente a transformações de gauge local,

definidas segundo (2.1.14) onde

Aµ → A′µ(x) = Aµ(x)− 1

e
∂µα(x) . (2.2.37)

Restringindo ao caso em que esta teoria apresenta uma quebra espontânea de

simetria de gauge, isto é, tomando λ > 0 e µ2 < 0. Onde, neste caso, sabemos que

existe um “anel” de estados de vácuo degenerados. Procedendo de maneira semelhante

ao que foi proposto para o campo escalar complexo, o estudo das vizinhanças de

um estado de vácuo é feito tomando o campo complexo expresso na forma dada por

(2.2.30), e por conseguinte ϕ0 = C. Deste modo a lagrangiana desta teoria é expressa
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da seguinte maneira

L = −1

4
F µνFµν −

e2v2

2
AµA

µ +
1

2
(∂µη)2 +

1

2
(∂µξ)

2 − λv2η2 − evAµ∂µξ + . . . (2.2.38)

O termo AµA
µ que aparece, mostra que o campo de gauge, Aµ, adquire massa.

Podemos ver também da lagrangiana acima a presença de um campo bosônico massivo,

η, cuja massa é m2
η = 2λv2, e um campo bosônico de Goldstone, ξ.

Um resultado menos evidente está diretamente relacionado com os graus de li-

berdade da teoria. Inicialmente partimos de uma teoria que apresenta um campo

complexo acoplado com um campo de gauge não massivo, de modo que t́ınhamos

quatro graus de liberdade, dois do campo escalar complexo e dois do campo vetorial

sem massa. Por fim temos dois campos escalares reais, e portanto dois graus de li-

berdade, sendo um de cada campos escalar real, e um campo vetorial massivo, agora

com três graus de liberdade, dois transversos e um longitudinal (no sentido da massa),

totalizando por fim cinco graus de liberdade.

Entretanto o grau de liberdade associado ao bóson de Goldstone é não f́ısico, de

modo que este pode ser eliminado através de uma redefinição do campo de gauge.

Para absorvermos este grau de liberdade não f́ısico redefinimos o campo de gauge da

seguinte maneira

Bµ = Aµ − e∂µξ , (2.2.39)

onde (2.2.38) poderá ser escrita na forma

L = −1

4
BµνBµν −

e2v2

2
BµB

µ +
1

2
(∂µη)2 − λv2η2 + . . . , (2.2.40)

onde agora

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ = ∂µAν − ∂νAµ . (2.2.41)

O campo Bµ apresenta massa mB = ev.

O mecanismo de Higgs-Kibble também ocorre no caso onde o grupo de simetria de

gauge do sistema é não Abeliano, por exemplo, o grupo O(n) para n ≥ 3. Em [46], por
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exemplo, os autores mostraram que em uma teoria de campos não comutativa em 2+1

há quebra espontânea de simetria do grupo de rotação O(n) através da combinação

de auto-acoplamento quártico ou sêxtuplo nos campos.



3. A CORDA CÓSMICA

As cordas cósmicas correspondem a defeitos topológicos lineares que podem ter sido

formados nas transições de fases que ocorreram nos momentos iniciais da história do

universo [1]-[30]. Geometricamente, esse defeito topológico pode ser caracterizado por

um espaço-tempo cuja métrica a ele associada é tal que o tensor de Riemann-Christoffel

correspondente é nulo em todos os pontos, menos no defeito, isto é, o espaço-tempo

possui uma singularidade cônica.

3.1 Relatividade Geral e o espaço-tempo

Uma das revoluções na f́ısica moderna ocorreu devido as ideias de Albert Einstein,

em 1915, a respeito de como a estrutura do espaço e do tempo eram afetadas devido

a presença de matéria e de energia. Para formular matematicamente estas ideais,

Einstein dotou o espaço de uma métrica. Toda informação geométrica a respeito do

espaço-tempo estaria contida no objeto matemático chamado tensor métrico, gµν . Em

outras palavras, a distribuição de matéria e energia diz como deve ser a geometria do

espaço-tempo. A equação proposta por Einstein para a teoria da relatividade geral é

dada por

Rµν −
1

2
gµνR = 8πGTµν , (3.1.1)

onde Rµν é o tensor de Ricci obtido a partir do tensor de Riemann, R = gµνRµν é o

escalar de curvatura, G é a constante da gravitação universal de Newton e Tµν é o tensor

energia momento. De modo a introduzir a ideia da estrutura métrica do espaço-tempo,

iremos revisar brevemente os conceitos básicos necessários, como referencial inercial e

intervalo de eventos [47].
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Num referencial inercial S, um intervalo de tempo próprio (evento) infinitesimal ds,

também chamado de elemento de linha, é dado, usando as coordenadas (t, x, y, z),

por

ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 , (3.1.2)

que é um invariante por transformações de Lorentz.

Mas se considerarmos um sistema de referência não-inercial, o elemento de linha

não será dado, em geral, pela soma dos quadrados das diferenciais das coordenadas.

Neste caso, para um melhor entendimento, vamos considerar um evento em um refe-

rencial girante, em torno do eixo z, cuja frequência angular de rotação seja ω. Seja

(t′, x′, y′, z′) as coordenadas desse novo referencial S ′, as transformações gerais de

coordenadas entre os referenciais S e S ′ são dadas da seguinte forma

x = x′cos(ωt)− y′sen(ωt) (3.1.3)

y = x′sen(ωt) + y′cos(ωt)

z = z′ .

Desta forma o elemento de linha tomará a forma expressa pela equação

ds2 = [1− ω2(x′
2

+ y′
2
)]dt2 + 2ωdt(y′dx′ − x′dy′)− (dx′

2
+ dy′

2
+ dz′

2
) . (3.1.4)

Vemos, portanto, que o elemento de linha não é somente a soma ou a diferença

dos quadrados das coordenadas diferenciais. A equação (3.1.2) pode ser colocada na

forma

ds2 = ηµνdx
µdxν , (3.1.5)

onde definimos o quadri-vetor posição por xµ = (t, −~r), e o tensor métrico, ηµν , por

ηµν = diag(1,−1,−1,−1).

Em geral, quando o sistema de coordenadas não-inerciais são usados, o elemento

de linha incluirá termos que são produtos das diferenciais de coordenadas diferentes.

Deste modo podemos escrever o elemento de linha da seguinte forma

ds2 = gµν(x)dxµdxν , (3.1.6)



3. A corda cósmica 22

onde gµν(x) representa um conjunto de dez funções das coordenadas de espaço e tempo,

sendo este tensor simétrico, ou seja, gµν = gνµ. O sistema descrito por (3.1.6) é

chamado de curviĺıneo e corresponde a um sistema de referência acelerado. As funções

gµν contém todas as propriedades geométricas do espaço-tempo. Para o caso em que

tratamos de referenciais inerciais apenas temos que gµν = ηµν .

Einstein mostrou que referenciais acelerados são equivalentes a campos gravitacio-

nais, de modo que os efeitos gravitacionais serão descritos pelo tensor métrico, gµν(x).

Neste caso, a gravitação pode ser entendida como um desvio na métrica do espaço-

tempo plano. Além do mais, esta métrica não é fixada arbitrariamente, mas dependerá

da distribuição de matéria local.

De fato, esta equivalência é verificada apenas localmente. Em um sistema não-

inercial, dada uma métrica gµν(x), podemos sempre reduzi-la globalmente a forma de

Galileu, (3.1.5), por meio de uma transformação adequada de coordenadas. Por outro

lado, um campo gravitacional não pode ser eliminado globalmente por uma trans-

formação de coordenadas, e a métrica só pode ser reduzida a forma plana (Minkowski)

apenas numa região finita muito pequena do espaço, ou seja, localmente. Quando tal

situação ocorre, o espaço-tempo é chamado de espaço tempo pseudo-Riemanniano1.

Num espaço-tempo pseudo-Riemanniano o tensor métrico é um tensor covariante

e simétrico de ordem 2. Além deste, podemos também definir um tensor métrico

contravariante gµν(x), definido como o inverso do tensor métrico covariante. Então

gµν é dado por

gµν =
∆µν

g
, (3.1.7)

onde g é o determinante do tensor métrico gµν e ∆µν é o co-fator de gµν . Consequen-

temente, temos que a relação gαβgβµ = δαµ deve ser satisfeita, onde δαµ é a delta de

Kronecker. Mediado pelos tensores métrico gµν e gµν , podemos levantar ou abaixar os

1 Uma variedade pseudo-Riemanniana é uma variedade diferenciável equipada com um tensor
métrico de ordem(0, 2)-diferenciável, simétrico, que é não degenerado em cada ponto da variedade não
sendo obrigado a ser um tensor positivo definido. As variedades pseudo-Riemannianas generalizam o
conceito de variedade Riemanniana neste sentido.
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ı́ndices de tensores ordinários.

A lei de transformação de tensores depende da transformação associada aos sis-

temas de coordenadas distintos, e uma identidade tensorial deve ser preservada sob

transformações gerais de coordenadas. Assim, de modo a representar as leis f́ısicas que

preservam a forma sob tais transformações, devemos expressá-las matematicamente na

forma tensorial. Esta exigência implica, como visto na seção anterior, no surgimento

do conceito de derivada covariante.

3.2 Corda cósmica

Uma corda cósmica é um objeto que pode ser obtido a partir de uma distribuição

infinitamente concentrada de matéria, com densidade linear de massa µ. No caso de

uma certa distribuição estar localizada sobre o eixo z, o tensor energia-momento, em

coordenadas ciĺındricas, é dada por

T µν = µ diag(1, 0, 0, 1)δ(2)(~r) , (3.2.8)

onde δ(2)(~r) é a função delta de Dirac em duas dimensões.

Queremos que a distribuição (3.2.8) gere uma geometria com simetria ciĺındrica.

Desta forma, o elemento de linha mais geral, em coordenadas ciĺındricas, que apresenta

tal simetria e mantém invariância por transformações de “boosts” ao longo do eixo z,

é dada por

ds2 = A2(r)dt2 − dr2 −B2(r)dφ2 − A2(r)dz2 . (3.2.9)

Seja a equação de Einstein da relatividade geral dada por

Rµ
ν −

1

2
gµνR = 8πGT µν , (3.2.10)

substituindo (3.2.8) em (3.2.10), obtemos um conjunto de equações diferenciais, não

lineares, cuja solução fornece o seguinte elemento de linha [2] [7]

ds2 = dt2 − dr2 − r2(1− 4Gµ)dφ2 − dz2 , (3.2.11)
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onde G é a constante gravitacional de Newton. Redefinindo o termo angular do ele-

mento de linha, dada por (3.2.11), de tal forma que tomamos φ′ = φ/q, onde tomamos

q−1 = (1− 4Gµ) recáımos numa métrica de Minkowski dada por

ds2 = dt2 − dr2 − r2dφ′
2 − dz2 , (3.2.12)

onde a coordenada angular varia no intervalo de [0, 2π/q], de modo que o espaço-tempo

agora é localmente plano exceto em r = 0. Este elemento de linha, do ponto de vista

global, corresponde ao espaço-tempo de Minkowski menos um pedaço subtendido pelo

ângulo 8πGµ. A quantidade Gµ tem grande importância na teoria de cordas, pois,

ela caracteriza a intensidade da interação gravitacional e seu valor, obtido a partir de

Teorias de Grande Unificação, é compreendida da ordem de 10−6 conforme exibido em

[12][13].

A geometria acima descrita apresenta muitas caracteŕısticas interessantes, tais

como:

• Ausência de potencial gravitacional newtoniano, embora, isto não implique na

ausência de efeitos gravitacionais [48];

• Défict de ângulo planar igual a ∆φ = 8πGµ [48];

• Pode atuar como lente gravitacional [2];

• Análogo gravitacional do efeito Aharonov-Bohm [49];

• Auto-interação eletrostática [34].

3.3 Vórtices Abelianos

Nesta seção apresentaremos o modelo proposto por Nielsen e Olesen para vórtices

Abelianos que, no contexto da relatividade geral, gera uma estrutura geométrica se-

melhante a de uma corda cósmica, sendo assim um forte candidato para descrevê-las.
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Nielsen e Olesen, partindo de uma teoria relativ́ıstica de campos, em 1973, mos-

traram que é posśıvel obter soluções de vórtices [29]. Para tal feito, eles partiram

da lagrangiana do modelo de Higgs abeliano, equação (2.2.36). As configurações de

vórtices podem ser obtidas a partir do seguinte ansatz [29]

A0 = 0, ~A = A(r)θ̂, Φ(r, θ) =
m√
λ
f(r)einθ, r2 = x2 + y2, (3.3.13)

o qual representa um fluxo de campo magnético ao longo do eixo-z. O número inteiro

n é chamado de vorticidade.

Analisando as equações de Euler-Lagrange, verificamos que as funções A(r) e f(r)

admitem as seguintes formas assintóticas

A(r)→ −n
r
, f(r)→ 1, (3.3.14)

para grandes valores de r. Estas condições são requeridas para a obtenção de soluções

de vácuo no infinito. Para r → 0 as condições abaixo

A(r)→ −r2|n|+1, f(r)→ f0r
|n|, (3.3.15)

evitam singularidades na origem, isto é, sobre o defeito [29].

Garfinkle, em 1985, estudou os efeitos gravitacionais associados aos vórtices de

Nielsen e Olesen [30]. Com esta finalidade, ele usou o tensor energia-momento, Tµν ,

obtido a partir da lagrangiana do modelo de Higgs abeliano, no contexto da relativi-

dade geral, como fonte das equações de Einstein. Admitindo que a variedade apresenta

simetria ciĺındrica, ele escreveu o elemento de linha como se segue

ds2 = eadt2 − dr2 − ecdθ2 − ebdz2 , (3.3.16)

onde os parâmetros a, b e c são funções de r satisfazendo as seguintes condições de

contorno:

a(0) = b(0) = 0, lim
r→0

ec

r2
= 1 . (3.3.17)

Posteriormente em 1986, Linet [34], tomando o limite em que os parâmetros e, λ→

∞ mantendo a razão e2/8λ = cte, mostrou que o tensor energia-momento utilizado
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por Garfinkle fornece a mesma distribuição da expressão (3.2.8). Desta forma, vemos

que a estrutura gerada por tais vórtices é análogo a estrutura de uma corda cósmica.



4. O CAMPO FERMIÔNICO

Neste caṕıtulo procuramos estender o formalismo de teoria de campos para os espaços

curvos. Este procedimento é padrão e, de maneira geral, propõe deixar a ação de

um sistema f́ısico invariante por transformações gerais de coordenadas. Mostraremos

como a teoria fermiônica deve ser generalizada de modo a se tornar invariante por tais

transformações.

4.1 Equação de Dirac no espaço plano

A descrição quântica de um part́ıcula de spin 1/2 é feita através de um espinor ψ(x),

que obedece a equação de Dirac no espaço de Minkowski, como se segue

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0 . (4.1.1)

Esta equação é de primeira ordem na derivada do campo, onde γµ são as matrizes de

Dirac usuais, que possuem várias representações neste espaço [43][50][51][52]. Apli-

cando o operador iγν∂ν na equação acima obtemos

(−γµ∂µγν∂ν −m(γν∂ν))ψ(x) = 0 , (4.1.2)

onde usando (4.1.1) mais uma vez obtemos

(γµγν∂µ∂ν +m2)ψ(x) = 0 . (4.1.3)

Como ∂µ∂ν = ∂ν∂µ, então γµγν pode ser substitúıda peça combinação simétrica

1

2
(γµγν + γνγµ) ≡ 1

2
{γµ, γν} , (4.1.4)

sendo {γµ, γν} o anticomutador entre as matrizes de Dirac. Assim podemos escrever(
1

2
{γµ, γν} ∂µ∂ν +m2

)
ψ(x) = 0 . (4.1.5)
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A teoria da relatividade restrita exige que a relação energia-momento-massa seja

satisfeita e portanto, cada componente de ψ(x) deve satisfazer a equação de Klein-

Gordon. Assim as matrizes de Dirac devem obedecer à seguinte relação de antico-

mutação

{γµ, γν} = 2ηµν . (4.1.6)

Na sua formulação Dirac propôs um campo espinorial de quatro componentes, o

qual levava em consideração dois posśıveis estados de energia e de spin. A equação

então proposta é matricial com derivadas lineares no espaço e no tempo.

4.2 Equação de Dirac na presença de um campo eletromagnético

interação de um campo espinorial carregado, ψ(x), com um campo eletromagnético,

Aµ é descrita pela troca da derivada usual, ∂µ, pela derivada covariante, Dµ, como se

segue:

∂µ → Dµ = ∂µ + ieAµ , (4.2.7)

onde, Aµ é o quadri-vetor potencial eletromagnético e e é a carga do elétron. Esta ma-

neira de introduzir a interação com o campo eletromagnético nos garante a invariância

de gauge da teoria. Deste modo podemos expressar a lagrangiana desta teoria da

seguinte forma

L =
i

2
[ψ̄(x)γµDµψ(x)− (D∗µψ̄(x))γµψ(x)]−mψ̄(x)ψ(x) . (4.2.8)

Aqui, ψ(x) é um espinor de quatro componentes e, ψ̄ = ψ†γ0 é o espinor adjunto.

Nesta tese, no espaço plano, usaremos a representação das matrizes de Dirac na

qual a matriz γ0 é diagonal, ou seja,

γ0 =

(
1 0
0 −1

)
, γµ =

(
0 σa

−σa 0

)
, µ = 1, 2, 3... (4.2.9)

onde I é a matriz identidade 2× 2 e σa são as matrizes de Pauli [52].
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Notemos que, variando (4.2.8) com respeito a ψ̄, obtemos a equação de Dirac

acoplada minimamente com o campo de gauge eletromagnético.

(iγµDµ −m)ψ(x) = 0 . (4.2.10)

A expressão para o tensor energia-momento do campo de Dirac na presença de

campo eletromagnético externo é dada por [51][52]

Tµν =
i

2

[
ψ̄γ(µDν)ψ − (D∗(µ ψ̄)γν)ψ

]
, (4.2.11)

que satisfaz a condição Tµν = Tνµ
1.

4.3 Equação de Dirac na presença de um campo gravitacional

Vamos considerar, nesta seção, a interação do campo fermiônico com um campo gra-

vitacional clássico. Para que tal efeito, é necessário uma generalização do conceito de

covariância da equação de Dirac, pois esta generalização requer uma extensão para a

noção de espinor quando tratamos da teoria de Dirac no espaço pseudo-Riemanniano.

De acordo com as referências [51][52] tem-se que, a equação de Dirac, no caso plano,

é covariante por transformações de Lorentz, ou seja, preserva sua forma se, junto com

as transformações de grupo de Lorentz, o espinor se transformar de acordo com a

representação desse grupo.

Na geometria pseudo-Riemanniana sabemos que, localmente, o espaço-tempo é

plano portanto, a exigência de uma covariância de Lorentz da equação de Dirac pode

ser imposta localmente. Para isto, em um ponto qualquer x, sobre a variedade M ,

podemos introduzir um espaço tangente pseudo-Euclidiano, onde neste espaço a co-

variância local de Lorentz é preservada. Como uma base de vetores para descre-

ver esse espaço tangente, podemos escolher as chamadas bases tétradas e(a)
µ, com

a = 0, 1, 2, 3.

1 Em (4.2.11), devido a esta simetria, estamos usando a seguinte notação para tensores simétricos:
γ(µDν) = 1

2 (γµDν + γνDµ).
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4.3.1 Bases tétradas

Uma das quantidades mais importantes na relatividade geral é o tensor métrico gµν ,

do qual podemos descrever a geometria do espaço. Em termos deste tensor podemos

definir o elemento de linha ds2 e o produto interno entre dois vetores da seguinte forma:

ds2 = gµνdx
µdxν , (4.3.12)

V ·W = gµνV
µW ν , (4.3.13)

onde V e W são dois vetores quaisquer definidos sobre a variedade.

A métrica é covariante, simétrica e não singular. Sua inversa gµν é definida por

gµνg
νρ = gνµg

ρν = δρµ . (4.3.14)

A assinatura que estamos usando é (+−−−). Isto significa que g pode ser diagona-

lizado por uma transformação

gµν = OµaDab(O
−1)νb , (4.3.15)

onde (O−1)bν = Oνb tal que

Dab =


λ(0) 0 0 0
0 −λ(1) 0 0
0 0 −λ(2) 0
0 0 0 −λ(3)

 . (4.3.16)

A não singularidade implica que λ(a) 6= 0, e a assinatura da métrica significa que

λ(a) > 0, para todo a = 0, 1, 2, 3.

Segundo [53], o caráter Lorentziano do espaço-tempo da Relatividade Geral permite

definir referenciais locais, associados a uma escolha de tétradas, e
(a)
µ , tal que localmente

a métrica assuma valores constantes da Relatividade Restrita.

Definindo as bases tétradas como

e(a)
µ =

√
λ(a)Oµa , (4.3.17)
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onde o ı́ndice a que aparece em Oµa não é um ı́ndice de soma. Desse modo gµν pode

ser expresso por

gµν = e(a)
µ e(b)

ν ηab , (4.3.18)

onde ηab é o tensor métrico de Minkowski. Admitindo que e
(a)
µ possua uma inversa,

eµ(a), que satisfaça as relações

eµ(a)e
(b)
µ = δba (4.3.19)

e

eµ(a)e
(a)
ν = δµν , (4.3.20)

nós podemos mostrar diretamente que

eµ(a) = gµνηabe
(b)
ν (4.3.21)

e

ηab = gµνeµ(a)e
(b)
ν (4.3.22)

A equação acima, (4.3.22), permite uma interpretação geométrica associada as

tétradas, onde vemos que esta base está associada a uma transformação local do sis-

tema de coordenadas, xα, para coordenadas locais, xa, tal que, no ponto considerado,

a métrica assume a forma de Minkowski, ηab. De (4.3.21), vemos que os ı́ndices latinos,

associados ao espaço tangente ao ponto, são levantados, abaixados e contráıdos com a

métrica de Minkowski. Podemos observar ainda que os ı́ndices gregos são abaixados,

levantados e contráıdos com o tensor métrico referente a variedade.

Segundo as equações acima, as tétradas e
(a)
µ formam um conjunto completo de

vetores ortonormais no espaço tangente ao espaço Riemanniano, num ponto x. Então,

para qualquer vetor, ou tensor, temos que

V µ = eµ(a)V
a, V a = e(a)

µ V µ , (4.3.23)

onde V µ e V a são, respectivamente, as componentes de um vetor V nas bases de

coordenadas sobre a variedade e sobre o espaço tangente local. Deste modo, em
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termos das tétradas, escrevemos o elemento de linha por

ds2 = ηabe
(a)
µ e(b)

ν dx
µdxν . (4.3.24)

Dada a métrica gµν(x), as bases tétradas não são unicamente determinadas. Desta

maneira, para uma transformação de Lorentz local qualquer

e′
(a)
µ = Λa

be
(b)
µ , (4.3.25)

onde

Λa
cΛb

c = δab (4.3.26)

deve ser satisfeita, as equações (4.3.18) e (4.3.22) permanecem inalteradas. Com isso,

necessitamos estender o prinćıpio da covariância geral, exigindo que as equações da

teoria gravitacional sejam covariantes sob mudanças de bases de coordenadas no espaço

tangente da variedade Riemanniana e sob transformações de Lorentz locais das bases

ortonormais da variedade.

4.3.2 Equação de Dirac no espaço-tempo curvo

Em cada ponto da variedade, independentemente, vamos tomar uma estrutura espino-

rial local de Dirac. Esses espinores de Dirac são objetos de quatro componentes que,

sob o grupo de transformações de Lorentz locais (4.3.15), se transformam como um

espinor no espaço plano, ou seja,

ψ(x)→ ψ′(x) = S(Λ(x))ψ(x) (4.3.27)

e o seu conjugado correspondente

ψ̄(x)→ ψ̄′(x) = ψ̄(x)S−1(Λ(x)) , (4.3.28)

sendo S(Λ(x)) uma matriz 4× 4, que opera sobre os vetores coluna de quatro compo-

nentes, que depende da transformação de Lorentz, Λα
β(x). Esta matriz deve satisfazer

a restrição de possuir o seu determinante unitário e positivo, ou seja, det(S) = 1.
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Em termos das componentes, podemos escrever (4.3.27) e (4.3.28) como

ψa(x)→ ψ′
a
(x) = Sab(x)ψb(x) , (4.3.29)

ψa(x)→ ψ′a(x) = ψb(x)S−1b
a(x) . (4.3.30)

Sob transformações de coordenadas na variedade, xα → x′α = x′α(x), os espinores

se transformam como escalares, ou seja, ψ′(x′) = ψ(x). Neste caso não existe uma

relação entre o grupo de transformações gerais de coordenadas sobre a variedade e o

grupo local de Lorentz, pois no espaço-tempo curvo a estrutura invariante de Lorentz

local existe independentemente em cada ponto e estas transformações locais não podem

constituir uma representação das transformações gerais da variedade. Diferentemente

da variedade plana da relatividade restrita, onde o grupo de transformações (4.3.27)

e (4.3.28) pode constituir uma representação de grupo de transformações lineares e

homogêneas sobre a variedade.

A generalização da equação de Dirac para o espaço tempo curvo, especificado pelo

tensor métrico, gµν , pode ser obtida usando o prinćıpio da covariância geral, o que

nos permite definir sobre a variedade um campo de matrizes de Dirac local, γµ(x)2,

correlacionadas com as matrizes de Dirac γa constantes, que satisfazem a relação de

anticomutação (4.1.6), através das bases tétradas da seguinte maneira

γµ(x) = eµa(x)γa , (4.3.31)

onde esta relação, devido as equações (4.1.6), (4.3.19) e (4.3.20), satisfaz a seguinte

relação de anticomutação

{γµ(x), γν(x)} ≡ γµ(x)γν(x) + γν(x)γµ(x) = 2gµν , (4.3.32)

constituindo assim, uma álgebra de Clifford associada a esse campo de matrizes sobre

a variedade.

2 Como estamos correlacionando o campo de matrizes de Dirac sobre a variedade com as matrizes
constantes no espaço tangente (plano) local, designamos os ı́ndices Gregos para as matrizes γ sobre
a variedade, e os ı́ndices Latinos para as matrizes γ (constantes) definidas no espaço plano
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Sob o grupo de transformações (4.3.29) e (4.3.30) as matrizes de Dirac γµ(x) se

transformam da seguinte maneira

(γ′
µ
)ab = Sac(S

−1)db(γ
µ)cd = (S(x)γµ(x)S−1(x))ab . (4.3.33)

Usando o formalismo das tétradas, obtemos

(Λ−1(x))abγ
b = S(x)γaS−1(x) . (4.3.34)

Esta é uma expressão conhecida quando tratamos com espinores de Dirac no espaço

plano, mostrando que as matrizes constantes de Dirac devem preservar sua forma sob

transformações de Lorentz [52][51].

Sob transformações gerais de coordenadas, as matrizes locais de Dirac, γµ(x), se

transformam como um quadri-vetor contravariante

γ′
µ
(x) =

∂xµ

∂xν
γν(x) . (4.3.35)

Pelo fato de que as matrizes do grupo de transformação (4.3.27) e (4.3.28) são

funções de ponto, a derivada de um espinor não se transformará como um espinor.

Assim, devemos definir o conceito de derivada covariante de um espinor por

∇αψ
a(x) = ∂αψ

a + Γaαbψ
b , (4.3.36)

de tal forma que, sobre o grupo (4.3.29), se transforme como um espinor, ou seja,

∇αψ
′a(x) = Sab(x)∇αψ

b . (4.3.37)

Deste modo da lei de transformação dada pela equação acima segue que a quanti-

dade Γα deve se transforma como se segue

Γ′
a
αb = SabΓ

d
αf (S

−1)f b − (∂αS
a)d(S

−1)db , (4.3.38)

ou ainda

Γ′α = SΓαS
−1 − (∂αS)S−1 . (4.3.39)



4. O campo fermiônico 35

A lei de transformação para Γα, dada pela equação acima, garante que a derivada

covariante de um espinor se transforme como um espinor, frente a uma transformação

de Lorentz local. Sob transformações gerais de coordenadas Γα se transforma como

um vetor covariante. As quantidades Γα introduzidas para manter a invariância de

Lorentz local do espaço espinorial são denominadas conexões espinoriais.

A expressão ψaψ
a = ψ̄ψ é um escalar sob as transformações (4.3.27) e (4.3.28),

deste modo temos ∇α(ψaψ
a) deve ser tal que

∇α(ψaψ
a) = ∇α(ψa)ψ

a + ψa∇αψ
a = ∂α(ψaψ

a) . (4.3.40)

Desse modo definimos que a derivada covariante atuando sobre o espinor adjunto, ψ̄,

opera da seguinte forma:

∇αψa(x) = ∂αψa − Γbαaψb . (4.3.41)

Para um objeto com leis bem definidas, sob transformações gerais de coordenadas

sobre a variedade e sob rotações dos referenciais locais, a derivada covariante é dada

por

DαF λa
b = ∂αF

λa
bΓ

λ
αβF

βa
b + ΓaαdF

λd
b − ΓdαbF

λa
d , (4.3.42)

que generaliza a derivada covariante usual.

Como sabemos o espaço-tempo da relatividade geral é pseudo-Riemanniano e, neste

caso, temos Dαgµν = 0. Então, a partir de (4.3.32) temos que

2Dαgµν = Dα(γµ(x)γν(x) + γν(x)γµ(x)) = 0 . (4.3.43)

Uma condição suficiente para (4.3.43) é que

Dαγµ = ∂αγµ − Γλµαγλ − γµΓα + Γαγµ . (4.3.44)

Usando (4.3.31) e as propriedades da álgebra de Dirac gerada pelas matrizes constantes

γa, podemos mostrar que a conexão espinorial é dada por

Γα = −1

8

[
γµ(∂αγµ)− (∂αγµ)γµ − Γρµα(γµγρ − γργµ)

]
. (4.3.45)
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Podemos ainda mostrar também que

Γα =
1

2
ωαabΣ

ab , (4.3.46)

onde

ωαab = −ebµ(∂αea
µ)− Γρµαea

µebµ , (4.3.47)

e

Σab =
1

4
[γa, γb] , (4.3.48)

sendo [γa, γb] = γaγb − γbγa o anticomutador das matrizes de Dirac no espaço plano.

A imposição (4.3.44) é suficiente para garantir que Dαgµν = 0, mas não é única.

Segundo [53] existe outra imposição que também garante Dαgµν = 0. De fato, tomando

Dαγν = [Vα, γν ] , (4.3.49)

para qualquer Vα pertencendo a álgebra de Pauli das matrizes γµ(x), a condição de

termos a afinidade métrica (Dαgµν = 0) é preservada.

Entretanto, vamos optar pela imposição (4.3.44), pois, neste caso, o tensor energia-

momento do campo de Dirac interagindo com a gravitação tem à sua forma da relativi-

dade restrita preservada, a menos da substituição ∂α → ∇α. Onde a conexão espinorial

é dada segundo a equação (4.3.45), denominadas coeficientes de Fock-Ivanenko.

Deste modo podemos agora generalizar a equação de Dirac para incluirmos os

efeitos causados pela gravitação, obedecendo as noções de transformações locais de

Lorentz e de transformações gerais de coordenadas, pela prescrição ∂µ → ∇µ = ∂µ+Γµ.

Assim, reescrevemos a equação de Dirac no espaço curvo da seguinte forma:

(iγµ(x)∇µ −m)ψ(x) = 0 . (4.3.50)

A equação de Dirac generalizada, é obtida da equação de Euler-Lagrange para a

lagrangiana

L =
√
−g
{
i

2
[ψ̄(x)γµ(x)∇µψ(x)− (∇µψ̄(x))γµ(x)ψ(x)]−mψ̄(x)ψ(x)

}
. (4.3.51)
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Da ação para a lagrangiana acima, obtemos também o tensor energia-momento

Tµν =
i

2

[
ψ̄γ(µ∇ν)ψ − (∇∗(µ ψ̄)γν)ψ

]
. (4.3.52)

4.4 Campo Fermiônico na presença de campos eletromagnético e
gravitacional

Nesta seção, finalizamos nosso caṕıtulo de revisão, a respeito da equação de Dirac,

considerando o caso em que o campo fermiônico esteja interagindo diretamente com os

campos eletromagnético e gravitacional simultaneamente. Como vimos anteriormente,

a interação com o campo eletromagnético é descrita pela troca da derivada ordinária,

∂µ, pela derivada estendida, Dµ = ∂µ+ieAµ, garantindo, desta maneira, que a equação

de Dirac seja invariante por transformações de gauge. No caso em que o campo ψ está

interagindo com o campo gravitacional, devemos introduzir o conceito de derivada

covariante pela troca ∂µ → ∇µ = ∂µ + Γµ, garantindo assim que a derivada de um

espinor se transforme como um espinor frente a transformações de Lorentz locais. Tal

troca, para incluir os efeitos da gravitação, faz com que a equação de Dirac, como

já foi dito, seja invariante por transformações locais de Lorentz e por transformações

gerais de coordenadas.

Baseando-nos na discussão acima, podemos escrever a equação de Dirac, para um

campo espinorial ψ(x), interagindo com campos eletromagnético e gravitacional, da

seguinte maneira:

[iγµ(x)(∇µ + ieAµ)−m]ψ(x) = 0 . (4.4.53)

A equação de Dirac escrita desta forma, é invariante de gauge e covariante por trans-

formações de Lorentz locais e transformações gerais de coordenadas.

A expressão para o tensor energia-momento, dada por (4.3.52), deverá contemplar

também, agora, a interação simultânea com o campo de gauge, logo deverá ser reescrita

como

Tµν =
i

2

[
ψ̄γ(µDν)ψ − (D∗(µ ψ̄)γν)ψ

]
, (4.4.54)
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onde usamos a notação Dµ = ∇µ + ieAµ.



5. TEORIA QUÂNTICA DE CAMPOS NO ESPAÇO CURVO

Neste caṕıtulo temos como objetivo fazer uma breve revisão a quantização dos cam-

pos bosônico e fermiônico. Trataremos de campos, em cada ponto do espaço, como

variáveis dinâmicas e quantizaremos os mesmo usando o formalismo canônico. Deste

modo, tal formalismo generaliza a mecânica clássica de um sistema de part́ıculas e sua

quantização, para um sistema cont́ınuo, ou seja, para campos.

Sabe-se que, as equações de campo são obtidas através da lagrangiana, por meio

do prinćıpio de Hamilton. De posse dessa lagrangiana, quantizaremos os campos im-

pondo relações de comutação canônica aos campos e seus momentos conjugados. Este

procedimento nos leva a obtenção de uma teoria quântica bosônica. Por outro lado,

para quantizar o campo fermiônico, necessitamos de uma outra prescrição. Na ver-

dade teremos que impor relações de anticomutação aos campos e momentos conjugados

[50][43].

Nossas discussões, ao longo deste caṕıtulo, serão feitas no espaço-tempo plano e

por simplicidade trataremos campos livres. Em seguida faremos uma extensão desse

formalismo no espaço-tempo curvo para o caso da quantização do campo fermiônico.

5.1 Quantização do campo bosônico

Vamos considerar um sistema descrito por vários campos ϕr(x), r = 1, 2, ..., N . O

ı́ndice r pode rotular componentes do mesmo campos ou se referir a campos indepen-

dentes. Vamos admitir que as equações do campo ϕr(x) são obtidas pelo prinćıpio

variacional de uma ação integral envolvendo a lagrangiana

L ≡ L(ϕr(x), ∂αϕr(x)) . (5.1.1)
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A lagrangiana (5.1.1), dependendo dos campos e de suas primeiras derivadas ape-

nas, não é o caso mais geral, mas cobre as teorias que discutiremos nesse trabalho e

simplifica o formalismo.

A quantização desta teoria clássica pelo formalismo canônico deve seguir o seguinte

procedimento: (i) Definimos as variáveis canonicamente conjugadas e (ii) promovemos

tais variáveis à operadores impondo relações de comutação. Como sabemos, estamos

tratando com um sistema com um número infinito de graus de liberdade, correspon-

dendo aos valores do campo ϕr(x) em cada ponto do espaço. Deste maneira, podemos

aproximar este sistema por um sistema com graus de liberdade enumeráveis e depois

tomarmos o limite do cont́ınuo.

Vamos considerar o sistema em um dado instante de tempo t e decompor o espaço

tridimensional em células de volume igual, δ~xi, rotuladas pelos ı́ndices i =, 1, 2, ....

Aproximaremos os valores dos campos de cada célula pelos seus valores nos centros

das células (~x = ~xi). Agora, o sistema é descrito pelo conjunto de coordenadas gene-

ralizadas

qri ≡ ϕr(i, t) ≡ ϕr(~xi, t), r = 1, ..., N i = 1, 2, ... (5.1.2)

Se reescrevermos as derivadas espaciais dos campos pelas diferenciais dos campos loca-

lizados em śıtios vizinhos, rotulados pelos ı́ndices i e i′, podemos escrever o lagrangiano

do sistema como

L(t) =
∑
i

δxiLi(ϕi(i, t), ϕ̇r(i, t), ϕr(i′, t)) , (5.1.3)

onde ϕ̇r(i, t) ≡ ∂ϕr(i, t)/∂t. O momento conjugado a qri é definido por

pri =
∂L

∂q̇ri
≡ ∂L

∂ϕ̇r(i, t)
≡ πt(i, t)δ~xi , onde πr(i, t) ≡

∂L
∂ϕ̇r

. (5.1.4)

No limite do cont́ınuo (δ~xi → 0) temos então a definição do momento conjugado

ao campo ϕr que é dado por

πr =
∂L
∂ϕ̇r

. (5.1.5)
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Neste limite o Lagrangiano do sistema será escrito por

L(t) =

∫
d3~xL(ϕr(x), ∂αϕr(x)) . (5.1.6)

Para irmos da teoria clássica de campos para a teoria quântica de campos, devemos

interpretar as equações (5.1.2) e (5.1.5) como operadores de Heisenberg sujeitos às

relações de comutação canônica

[ϕr(j, t), πs(j
′, t)] = i

δrsδj′j
δ~xj

(5.1.7)

e

[ϕr(j, t), ϕs(j
′, t)] = [πr(j, t), ϕs(j

′, t)] = 0 . (5.1.8)

Novamente, no limite do cont́ınuo1, as equações (5.1.7) e (5.1.8) tornam-se as

relações de comutação para os campos:

[ϕr(x), πs(x)] = iδrsδ(~x− ~x′) (5.1.9)

[ϕr(x), ϕs(x)] = [πr(x), ϕs(x)] = 0 , (5.1.10)

5.1.1 Quantização do campo escalar real

Sabemos que, um campo escalar real possui apenas momento angular orbital e não

possui momento angular de spin, ou seja, ele representa part́ıculas de spin nulo [50].

Este campo que descreve part́ıculas eletricamente neutras satisfaz a equação de Klein-

Gordon

(2−m2)ϕ(x) = 0 . (5.1.11)

Segue-se também que, a equação acima pode ser obtida da lagrangiana

L =
1

2

(
∂µϕ(x)∂µϕ(x)−m2ϕ(x)

)
. (5.1.12)

Assim, de acordo com a definição (5.1.5), o momento conjugado a ϕ é

π(x) =
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇(x) . (5.1.13)

1 Lembremos que, no limite de δ~xj → 0, δjj′/δ~xj torna-se a função delta de Dirac tridimensional,
δ(~x− ~x′), estando os pontos ~x e ~x′ respectivamente nas células j e j′
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Deste modo, na quantização do campo escalar real, o campo ϕ(x) torna-se um

operador Hermitiano que satisfaz as relações de comutação (5.1.9) e (5.1.10):

[ϕ(x), ϕ̇(x)] = iδ(~x− ~x′) , (5.1.14)

[ϕ(x), ϕ(x)] = [ϕ̇(x), ϕ̇(x)] = 0 . (5.1.15)

Para estabelecermos uma relação com part́ıculas, vamos expandir ϕ(x) em um

conjunto completo de soluções da equação de Klein-Gordon como se segue

ϕ(x) = ϕ+(x) + ϕ−(x) (5.1.16)

com

ϕ+ =
∑
k

1√
2V ωk

a(~k)e−ikx (5.1.17)

e

ϕ− =
∑
k

1√
2V ωk

a†(~k)eikx , (5.1.18)

onde V e ωk serão especificados mais abaixo. Nos desenvolvimentos acima, a(~k) e a†(~k)

são os coeficientes da expansão que são identificados respectivamente como os opera-

dores de aniquilação e de criação de bósons, os quais satisfazem a uma relação de

comutação.

Sabemos que o campo ϕ(x) possui infinitos graus de liberdade. De modo a simpli-

ficar o problema, vamos considerar que o campo escalar esteja dentro de um cubo de

lado L e, portanto, de volume V = L3, e que o mesmo satisfaz condições de contorno

periódicas. Então, ~k = 2π
L
n̂, com n̂ = (nx, ny, nz), sendo os mesmos interiores. Desta

maneira, o campo ϕ(x) pode ser representado como uma série de Fourier como foi feito

acima, isto é, ele pode ser especificado por um conjunto enumerável de coeficientes de

Fourier e, com isso, obtemos a descrição do campo em termos de infinitos, mas enu-

meráveis, graus de liberdade. A relação de dispersão obtida é k0 ≡ ωk =
√
m2 + ~k2.

Utilizando a equação (5.1.16) nas relações de comutação definidas por (5.1.14) e

(5.1.15), obtemos as relações de comutação para os operadores a(~k) e a†(~k), dadas por

[a(~k), a†(~k′)] = δ~k~k′ (5.1.19)
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[a(~k), a(~k′)] = [a†(~k), a†(~k′)] = 0 . (5.1.20)

Estas são as mesmas relações de comutação obedecidas pelos operadores escadas do

oscilador harmônico simples na mecânica quântica não-relativ́ıstica. Desse modo, to-

dos os resultados obtidos anteriormente para o oscilador harmônico quântico podem

ser aplicadas aqui. O espaço de Hilbert associado, passa a ser o espaço de Fock, ou de

número de ocupação, que pode ser constrúıdo definindo-se o estado de vácuo, isto é,

o de nenhuma part́ıcula, |0〉, o qual é normalizado e satisfaz a relação

a(~k) |0〉 = 0, ∀~k . (5.1.21)

Sendo assim, o estado de n-part́ıcula no ńıvel quântico k, pode ser constrúıdo a partir

de sucessivas aplicações do operador a†(~k), cujo estado normalizado de n-part́ıculas é

tal que

|n(~k) 〉 =
[a†(~k)]n(~k)√

n(~k)!
|0〉 . (5.1.22)

O operador número de part́ıculas no estado k é

N(~k) = a†(~k)a(~k) , (5.1.23)

cuja equação de autovalor fornece

N
∣∣∣n(~k)

〉
= n(~k)

∣∣∣n(~k)
〉
, n(~k) = 0, 1, 2, 3, . . . . (5.1.24)

De fato, numa generalização direta do oscilador harmônico, podemos interpretar

que a(~k) e a†(~k) são, respectivamente, operadores de aniquilação e criação de part́ıculas

no modo ~k.

Os operadores Hamiltoniano e momento do campo, são obtidos respectivamente a

partir das integrais espaciais das componentes T00 e T0i do tensor energia-momento,

os quais são:

H =

∫
d3~x

1

2
[ϕ̇+ (∇ϕ)2 +m2ϕ2] (5.1.25)

P = −
∫
d3~xϕ̇∇ϕ . (5.1.26)
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Substituindo as equações (5.1.16), (5.1.17) e (5.1.18) nas equações acima, obtemos

H =
∑
k

ωk

(
a†(~k)a(~k) +

1

2

)
(5.1.27)

e

P =
∑
k

~k

(
a†(~k)a(~k) +

1

2

)
. (5.1.28)

As equações acima confirmam a nossa interpretação de N(~k) como o operador número

de part́ıculas.

As autofunções do operador Hamiltoniano (5.1.27) são dadas por∣∣∣. . . n(~k) . . .
〉

=
∏
k

∣∣∣n(~k)
〉

(5.1.29)

e os autovalores são ∑
k

ωk

(
n(~k) +

1

2

)
. (5.1.30)

Da equação (5.1.30), vemos que o estado de mais baixa energia do campo de Klein-

Gordon, é o estado de vácuo |0〉, que possui energia infinita igual à 1
2

∑
k ωk. Todavia,

como sabemos [50], este valor de energia não faz sentido f́ısico, pois na f́ısica, o que

medimos são as diferenças de energia. Isto significa que devemos subtrair dos valores

de energia, associados a um estado f́ısico, o valor da energia do vácuo, isto é, En−E0.

Chamamos este procedimento de renormalização.

Um procedimento formal de renormalização, o qual é chamado de ordenamento

normal, consiste em ordenar os operadores de aniquilação à direita dos operadores de

criação, como exemplificamos abaixo

: a(~k1)a(~k2)a†(~k3) := a†(~k3)a(~k1)a(~k2), (5.1.31)

onde o śımbolo “::” representa a ordenação normal dos operadores.

Redefinindo os observáveis como produtos normais, seus valores esperados no vácuo

são nulos. Em particular, as equações (5.1.27) e (5.1.28) tornam-se, em uma forma

compacta,

Pα = (H,P ) =
∑
k

kαa†(~k)a(~k) , onde kα = (ωk, ~k) . (5.1.32)
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Vimos que o número de ocupação das part́ıculas do campo de Klein-Gordon n(~k)

pode assumir todos os valores 0, 1, 2, . . . Então, estas part́ıculas satisfazem a estat́ıstica

de Bose-Einstein [54], ou seja, tais part́ıculas são denominadas bósons. Outro fato

observado é que os estados de bósons, dados por (5.1.29), são simétricos sob a mudança

de rótulos das part́ıculas.

5.1.2 Quantização do campo escalar complexo

O campo real de Klein-Gordon descreve part́ıculas idênticas com spin 0 sem carga. É

fácil generalizar isto para part́ıculas que tem um grau de liberdade interno. A genera-

lização mais simples é um dubleto de part́ıculas que pode ser descrito por um campo

complexo ϕ 6= ϕ∗ (consequentemente os operadores de campo são não-hermitianos:

ϕ 6= ϕ†).

Para o campo complexo de Klein-Gordon, a lagrangiana ordenada normalmente é

dada por

L =: (∂µϕ
†∂µϕ−m2ϕ†ϕ) : , (5.1.33)

onde ϕ† e ϕ são tratados como campo independentes. Os dois momentos canonica-

mente conjugados a ϕ e ϕ† são:

π(x) = ϕ̇†(x) , π†(x) = ϕ̇(x) (5.1.34)

e as relações de comutação (5.1.7) e (5.1.8) tornam-se

[ϕ(~x, t), ϕ̇†(~x′, t)] = iδ(3)(~x− ~x′) (5.1.35)

[ϕ(~x, t), ϕ(~x′, t)] = [ϕ(~x, t), ϕ†(~x′, t)] = [ϕ̇(~x, t), ϕ̇(~x′, t)] (5.1.36)

= [ϕ̇(~x, t), ϕ̇†(~x′, t)] = [ϕ(~x, t), ϕ̇(~x′, t)] = 0 .

De maneira análoga a (5.1.16), escrevemos as expansões de Fourier dos campos

como

ϕ(x) = ϕ+(x) + ϕ−(x) =
∑
k

1√
2V ωk

[a(~k)e−ikx + b†(~k)eikx] (5.1.37)
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ϕ†(x) = ϕ†+(x) + ϕ†−(x) =
∑
k

1√
2V ωk

[b(~k)e−ikx + a†(~k)eikx] . (5.1.38)

Segue então das equações (5.1.35) e (5.1.36) as seguintes relações de comutação:

[a(~k), a†(~k)] = [b(~k), b†(~k)] = δ~k~k′ (5.1.39)

[a(~k), a(~k)] = [b(~k), b(~k)] = [a(~k), b(~k)] = [a†(~k), b(~k)] = 0 . (5.1.40)

Das relações acima, podemos interpretar a(~k), a†(~k), b(~k) e b†(~k), como operadores

de aniquilação e criação de dois tipos de part́ıculas, as quais chamamos de part́ıculas

do tipo a e do tipo b. Os operadores

Na(~k) = a†(~k)a(~k), Nb(~k) = b†(~k)b(~k) (5.1.41)

são os operadores de número, respectivamente de part́ıculas do tipo a e do tipo b, cujos

autovalores são 0, 1, 2, . . . Novamente, o espaço de Fock associado pode ser constrúıdo,

a partir do estado de vácuo |0〉, o qual, por definição, não contém nenhuma part́ıcula

e pode ser representado por

a(~k) |0〉 = b(~k) |0〉 = 0 ,∀ ~k . (5.1.42)

Em termos dos operadores de criação e aniquilação, o operador energia-momento

assume a seguinte forma:

Pα(H, ~P ) =
∑
k

kα[Na(~k) +Nb(~k)] . (5.1.43)

Da invariância da lagrangiana (5.1.33) sob transformações globais de fase, isto é, ϕ→

e−iqαϕ e ϕ† → eiqαϕ†, segue o operador conservação de carga Q, pode ser reescrito,

usando as equações (2.1.12) e (2.1.13) como

Q = −iq
∫
d3~x : [ϕ̇†(x)ϕ(x)− ϕ̇(x)ϕ†(x)] : , (5.1.44)

que em termos do operador número de part́ıculas fica

Q = q
∑
k

(Na(~k)−Nb(~k)) . (5.1.45)
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De acordo com a equação acima, devemos associar as cargas +q e −q com as

part́ıculas a e b respectivamente. De fato, se trocarmos a por b mudaremos o sinal do

operador de carga Q. A carga é a única propriedade que difere as part́ıculas a e b.

Essas part́ıculas são interpretadas respectivamente como part́ıcula e antipart́ıcula. No

caso do campo escalar real de Klein-Gordon a carga Q é nula, e isto significa que tais

campos correspondem a bósons neutros.

Esta noção de carga não é restrita apenas a carga elétrica. Na verdade, a invariância

da lagrangiana (5.1.33) por transformações de fase globais pode levar a conservação

de outras quantidades, genericamente chamadas de cargas.

5.1.3 O propagador de bósons

O propagador de Feynman associado aos campos de Klein-Gordon, é definido como o

valor esperado no vácuo (VEV) do produto ordenado temporalmente dos operadores

de campo. Assim,

i∆F (x− x′) = 〈0 |T {ϕ(x)ϕ(x′)}| 0〉 , (5.1.46)

onde

T {ϕ(x)ϕ(x′)} = Θ(t− t′)ϕ(x)ϕ(x′) + Θ(t′ − t)ϕ(x′)ϕ(x) , (5.1.47)

sendo Θ(x) a função de Heaviside [55].

Como exemplo dos propagadores de Feynman iremos tratar com o campo real.

Neste caso, podemos mostrar que [50]

i∆+(x− x′) = −i∆−(x− x′) = 〈0 |ϕ(x)ϕ(x′)| 0〉 , (5.1.48)

onde

∆+(x− x′) = −∆−(x− x′) = − i

2(2π)3

∫
d3~k

e−ik(x−x′)

ωk
. (5.1.49)

Desse modo, o propagador de Feynman pode ser escrito da seguinte maneira:

i∆F (x− x′) = Θ(t− t′)∆+(x− x′) + Θ(t′ − t)∆−(x− x′) . (5.1.50)
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A função de Green associada a equação de Klein-Gordon (5.1.11) deve satisfazer,

por definição, a seguinte equação diferencial não-homogênea

(2−m2)G(x, x′) = −δ(4)(x− x′) . (5.1.51)

Escrevendo a função de Green no espaço dos momentos, através de uma transfor-

mada de Fourier temos

G(x, x′) =
1

(2π)4

∫
d4kG(k)e−ik(x−x′) . (5.1.52)

Substituindo (5.1.52) em (5.1.51), levando em consideração que ~k2 = ω2
k −m2, encon-

tramos que

G(k) = − 1

(k0)2 − (ωk)2
, (5.1.53)

sendo assim, a função de Green dada em (5.1.52) pode ser expressa por

G(x, x′) = − 1

(2π)4

∫
d3~kei

~k(~x−~x′)
∫
dk0 e−ik

0(x−x′0)

(k0)2 − (ωk)2
. (5.1.54)

A integral em k0 pode ser calculada através de uma integral de contorno fechado

no plano complexo. Como vemos, esta integral apresenta polos em k0 = ±ωk, ou

seja, existem dois polos sobre o eixo Re(k0). Então, para obtermos a equivalência

entre a função de Green e o propagador de Feynman, adotaremos a seguinte pres-

crição: Fechando um contorno no semiplano superior, +Im(k0), incluiremos o polo

−ωk. Fechando um contorno no semiplano inferior, −Im(k0), incluiremos o polo +ωk.

Este procedimento é equivalente a fazer a mudança ωk → ωk − iη na equação

(5.1.54), onde η é uma quantidade positiva e infinitesimal [50]. Consequentemente,

podemos escrever a integral em k0 da seguinte maneira∫
dk0 e−ik

0(x0−x′0)

(k0)2 − (ωk − iη)2
=

∮
Inf

dk0 e−ik
0(x0−x′0)

(k0)2 − (ωk − iη)2
− (5.1.55)∫

CI

dk0 e−ik
0(x0−x′0)

(k0)2 − (ωk − iη)2
,
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Fig. 5.1: Contornos de integração sobre o plano complexo em k0 onde, CS é o semićırculo de
integração superior que inclui o polo −ωk e exclui o polo +ωk. E CI é o contorno
inferior que inclui o polo +ωk e exclui o polo −ωk.

ou ∫
dk0 e−ik

0(x0−x′0)

(k0)2 − (ωk − iη)2
=

∮
Sup

dk0 e−ik
0(x0−x′0)

(k0)2 − (ωk − iη)2
(5.1.56)

−
∫
CS

dk0 e−ik
0(x0−x′0)

(k0)2 − (ωk − iη)2
,

onde CS e CI são os caminhos semicirculares que fecham o contorno nos semiplanos

superior e inferior respectivamente, cujos raios são R.

O caminho CI deve ser escolhido quando t > t′, pois, caso t < t′, a segunda integral

do lado direito da equação (5.1.55) irá divergir. Além disso, a escolha desse contorno

está associada a propagação de part́ıculas com energia positiva. Para t < t′, o contorno

de integração deverá ser fechado no semiplano superior, pelos mesmos motivos acima.

Neste caso, este contorno nos permite obter a função de Green associada à propagação

de part́ıculas com energia negativa2.

De acordo com (5.1.54), a integral em k0 se estende por todo eixo real, dessa forma

teremos que tomar R → ∞, onde R = k0. Podemos observar que as integrais nos

2 Outro contorno de integração diferente do escolhido pode ser feito, porém levaria a funções de
Green não causais[50]
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caminhos CI e CS são nulas. Sendo assim, obtemos∫
dk0 e−ik

0(x0−x′0)

(k0)2 − (ωk − iη)2
= Θ(t− t′)

∮
Inf

dk0 e−ik
0(x0−x′0)

(k0)2 − (ωk − iη)2
(5.1.57)

+Θ(t′ − t)
∮
Sup

dk0 e−ik
0(x0−x′0)

(k0)2 − (ωk − iη)2
.

Do teorema do reśıduo, tomando η → 0, obtemos∫
dk0 e−ik

0(x0−x′0)

(k0)2 − (ωk − iη)2
= Θ(t− t′)ie

−iωk(x0−x′0)

ωk
−Θ(t′ − t)ie

iωk(x0−x′0)

ωk
. (5.1.58)

Finalmente, substituindo a equação acima em (5.1.54), podemos escrever a função de

Green como

G(x− x′) = Θ(t− t′)∆+(x− x′)−Θ(t′ − t)∆−(x− x′) . (5.1.59)

Comparando (5.1.50) e (5.1.59), vemos que o propagador de Feynman para bósons coin-

cide com a função de Green associada a equação de Klein-Gordon. Além disso, vemos

que é posśıvel calcular uma quantidade quântica, como por exemplo 〈0 |T {ϕ(x)ϕ(x′)}| 0〉,

a partir da função de Green.

Apesar de desenvolvermos nossas deduções partirem do campo escalar real livre,

quando tratamos do campo escalar complexo, interagindo com outros campos de gauge,

todos os resultados obtidos, neste caso, permanecem válidos.

5.2 Quantização do campo fermiônico no espaço plano

Como vimos nas relações de comutação (5.1.14) e (5.1.15) para campos escalares os

operadores de aniquilação e criação satisfazem um álgebra de Bose-Einstein.... an-

teriormente que o procedimento de quantização canônica leva a obtenção de bósons.

Neste formalismo, os coeficientes da expansão de Fourier satisfazem uma álgebra de

comutação semelhante a álgebra obedecida pelos operadores de levantamento e abai-

xamento do oscilador harmônico quântico não-relativ́ıstico.

Na quantização do campo de Dirac, vamos impor que as relações de comutação

deverão ser trocadas por relações de anticomutação. De fato, veremos que este forma-

lismo leva à obtenção de férmios.
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Supondo que os operadores ar, a
†
r ∀ r = 1, 2, . . ., satisfaçam às relações de antico-

mutação {
ar, a

†
s

}
= δr,s , {ar, as} =

{
a†r, a

†
s

}
= 0 (5.2.60)

e, em particular

(ar)
2 = (a†r)

2 = 0 . (5.2.61)

Definindo o operador Nr tal que

Nr = a†rar (5.2.62)

e usando as relações de anticomutação (5.2.60), mostramos diretamente que

[Nr, as] = −δrsas , [Nr, a
†
s] = δrsa

†
s . (5.2.63)

Isto nos permite interpretar ar, a
†
re Nr como operadores de aniquilação, criação e

número de part́ıculas, respectivamente. Além do mais, ainda das relações (5.2.60),

chegamos ao seguinte resultado

N2
r = a†rara

†
rar = a†r(1− a†rar)ar = Nr , (5.2.64)

isto é,

Nr(Nr − 1) = 0 . (5.2.65)

O que significa que, se os operadores de criação e aniquilação anticomutam, o operador

número de part́ıculas adquire autovalores nr = 0 e nr = 1. O que significa dizer que

estamos tratando com part́ıculas que obedecem a estat́ıstica de Fermi-Dirac.

O estado de vácuo é definido, mais uma vez, por

ar |0〉 = 0 . (5.2.66)

O estado r de uma part́ıcula é tal que

a†r |0〉 . (5.2.67)
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Para o estado de duas part́ıculas, temos de (5.2.60) que

|1r, 1s〉 = a†ra
†
s |0〉 = −a†sa†r |0〉 = − |1s, 1r〉 , (5.2.68)

ou seja, os estados são antissimétricos sob troca de part́ıculas. Para r = s, temos

|2r〉 = (a†r)
2 |0〉 = 0, estando de acordo com o prinćıpio da exclusão de Pauli.

5.2.1 Segunda quantização

O campo de Dirac descreve part́ıculas elementares carregadas de spin 1/2, a exemplo

dos elétrons. Este campo é, na verdade, um campo espinorial de 4 componentes. A

equação que governa este campo é a equação de Dirac, que corresponde a uma equação

matricial diferencial de primeira ordem. No caso do elétron livre, esta equação é dada

por [50][52][51]

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = 0 , (5.2.69)

onde γµ são as matrizes de Dirac, as quais satisfazem as relações de anticomutação

{γµ, γν} = 2ηµν (5.2.70)

e as condições de hermiticidade γ0† = γ0 e ~γ† = −~γ para ~γ = (γ1, γ2, γ3).

O campo adjunto ψ̄(x) é definido por

ψ̄ = ψ†γ0 , (5.2.71)

que satisfaz a equação de Dirac adjunta

ψ̄(x)(i∂µγ
µ +m) = 0 . (5.2.72)

As equações (5.2.69) e (5.2.72) podem ser derivadas da seguinte lagrangiana

L =
i

2

[
ψ̄(x)γµ∂µψ(x)− (∂µψ̄(x))γµψ(x)

]
−mψ̄(x)ψ(x) . (5.2.73)

Ainda a respeito da equação de Dirac, podemos mencionar que esta prevê a existência

de antipart́ıculas, tais como o pósitron que é uma part́ıcula de spin 1/2, cuja massa é

igual à do elétron porém possui carga elétrica positiva.
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Para quantização do campo de Dirac, vamos expandir o mesmo num conjunto com-

pleto de soluções da equação de Dirac e, em seguida, promovê-lo a operador impondo

relações de anticomutação apropriadas aos coeficientes da expansão. Um conjunto de

completo ortonormal de soluções da equação de Dirac, para cada momento ~p e energia

positiva

Ep = (m2 + ~p2)1/2 (5.2.74)

é dada por

ur(~p)
e−ipx√
V

, vr(~p)
eipx√
V
∀ r = 1, 2 . (5.2.75)

Nas expressões acima, ur(~p) e vr(~p) são espinores constantes que satisfazem as equações

(γµpµ +m)ur(~p) = 0, (γµpµ +m)vr(~p) = 0, r = 1, 2 . (5.2.76)

Cujas relações de ortonormalidade são tais que

u†r(~p)us(~p) = v†r(~p)vs(~p) =
Ep
m
δrs (5.2.77)

u†r(~p)vs(−~p) = 0 .

De maneira análoga às expansões (5.1.37) e (5.1.38), o operador de campo ψ(x)

pode ser expandido em termos do conjunto (5.2.75) onde

ψ(x) = ψ+(x) + ψ−(x) (5.2.78)

=
∑
r,~p

(
m

V Ep

)1/2

[cr(~p)ur(~p)e
−ipx + d†r(~p)vr(~p)e

ipx]

e o operador de campo adjunto é dado por

ψ̄(x) = ψ̄+(x) + ψ̄−(x) (5.2.79)

=
∑
r,~p

(
m

V Ep

)1/2

[dr(~p)v̄r(~p)e
−ipx + c†r(~p)ūr(~p)e

ipx] ,

onde ūr = u†rγ
0 e v̄r = v†rγ

0.

Sabendo que a equação de Dirac descreve part́ıculas de spin 1/2, as quais obedecem

o prinćıpio de Pauli e a estat́ıstica de Fermi-Dirac, devemos impor as seguintes relações
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de anticomutação aos coeficientes da expansão

{
cr(~p), c

†
s(~p)

}
=
{
dr(~p), d

†
s(~p)

}
= δrsδ~p~p′ (5.2.80)

e, para qualquer outra combinação envolvendo os coeficientes cr, c
†
r, dr e d†r tal relação

de anticomutação deve ser nula.

Se definirmos os operadores

N (c)
r (~p) = c†r(~p)cr(~p) , N (d)

r (~p) = d†r(~p)dr(~p) , (5.2.81)

Então interpretamos cr, c
†
r, N

(c)
r como os operadores de aniquilação, criação e número

de part́ıculas do tipo c e, dr, d
†
r, N

(d)
r como os operadores de aniquilação, criação e

número de part́ıculas do tipo d.

De maneira análoga ao coso bosônico, podemos construir o espaço de Fock associ-

ado à férmios, definindo o vácuo como

cr(~p) |0〉 = dr(~p) |0〉 = 0 , para todo ~p e r = 1, 2 . (5.2.82)

Os estados que contém part́ıculas são gerados do vácuo através dos operadores de

criação. Os estados do operador número de ocupação, N(~k), são
∣∣∣. . . n(~k) . . .

〉
, onde

n(~k) = 0, 1.

O operador Hamiltoniano do campo de Dirac é obtido a partir da componente T00

do tensor energia-momento, juntamente com a equação de movimento, o que resulta

em [50]

H =

∫
d3~x :

{
ψ̄(x)[−iγj∂j +m]ψ(x)

}
: , (5.2.83)

onde o ordenamento normal foi introduzido pelos mesmo motivos discutidos no trata-

mento do campo de Klein-Gordon. Desta maneira, substituindo as expansões (5.2.78) e

(5.2.79) na equação acima, e usando as relações de ortonormalidade (5.2.77), podemos

expressar o operador Hamiltoniano da seguinte forma

H =
∑
r,~p

Ep[N
(c)
r (~p) +N (d)

r (~p)] . (5.2.84)
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Frente a uma transformação global de gauge, a lagrangiana (5.2.73) é invariante.

Logo existe uma densidade de corrente de Noether conservada, jµ = qψ̄γµψ, o que

implica em uma carga conservada

Q = q

∫
d3~x : ψ†(x)ψ(x) : (5.2.85)

= q
∑
r,~p

[N (c)
r (~p) +N (d)

r (~p)] ,

onde na segunda igualdade acima, usamos as expansões dos operadores de campo de

Dirac, e suas relações de ortonormalidade.

Se admitirmos que o parâmetro q, na equação anterior, seja a carga do elétron

(q = −e) e identificarmos m, na equação de Dirac, como a massa do elétron, podemos

interpretar as part́ıculas associadas com os operadores c e d como elétrons e pósitrons,

respectivamente.

5.2.2 O propagador de férmios

O propagador de Feynman para férmios é definido como uma matriz dada por

iSF (x, x′) = 〈0|T
{
ψ(x)ψ̄(x′)

}
|0〉 , (5.2.86)

onde definimos o produto de ordenamento temporal como3

T
{
ψ(x)ψ̄(x′)

}
= Θ(t− t′)ψ(x)⊗ ψ̄(x′)−Θ(t′ − t)ψ̄(x′)⊗ ψ(x) . (5.2.87)

Esta definição difere por um fator (−1), no termo t′ > t, da definição correspondente

ao caso bosônico. Esta mudança de sinal reflete a propriedade de anticomutação do

campo fermiônico [50].

Usando as relações de ortonormalidade (5.2.75), podemos mostrar que

iS+(x− x′) = 〈0|ψ(x)ψ̄(x′) |0〉 = 〈0|
{
ψ+(x), ψ̄−(x′)

}
|0〉 (5.2.88)

e

iS−(x− x′) = 〈0| ψ̄(x′)ψ(x) |0〉 = 〈0|
{
ψ−(x′), ψ̄+(x)

}
|0〉 , (5.2.89)

3 O śımbolo ⊗ representa um produto direto
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Onde identificamos

S±(x) = (iγµ∂µ +m)∆±(x) . (5.2.90)

Combinando as equações acima, podemos expressar o propagador de Feynman para

férmios da seguinte maneira:

SF (x−x′) = Θ(t−t′)S+(x−x′)−Θ(t′−t)S−(x−x′) = (iγµ∂µ+m)∆F (x−x′) , (5.2.91)

onde ∆F (x− x′) é o propagador de bósons, definido pela equação (5.1.50).

Para o caso que tratamos de um campo livre, ocorre uma correspondência muito

simples entre os propagadores de bósons e de férmios. De fato, se conhecermos a

expressão ∆F (x − x′) podemos calcular o propagador SF (x − x′) usando a equação

(5.2.91). O que não ocorre quando tratamos de um campo com interação. Na ver-

dade, quando tratamos de um campo interagindo com um campo de gauge, devemos

generalizar o conceito da derivada que aparece em (5.2.91) de modo a incluir essa

interação, ou seja, devemos fazer ∂µ → Dµ, onde Dµ é a derivada generalizada, assim

asseguramos que SF (x− x′) = (iγµDµ +m)∆F (x− x′) para o caso de interação.

5.3 TQC no espaço-tempo curvo

Nesta seção apresentaremos um breve estudo da teoria quântica de campos no espaço

tempo curvo [56][57][58]. Neste formalismo, o espaço-tempo é descrito por um tensor

métrico clássico, gµν(x). Algumas vezes este estudo é chamado de teoria semiclássica,

pois quantiza apenas os campos de matéria. Veremos, no decorrer desta breve análise,

que considerar um espaço-tempo curvo, ou seja, não Minkowskiano, irá produzir alguns

efeitos quânticos novos, tais como criação e aniquilação de part́ıculas e a polarização

do vácuo.

5.3.1 Quantização do campo no espaço-tempo curvo

De fato, para realizarmos uma quantização dos campos de matéria no espaço curvo,

devemos utilizar de quatro ingredientes básicos para tal construção, são eles:
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• A lagrangiana ou, equivalentemente, a equação de movimento da teoria clássica.

• Uma prescrição ou escolha da quantização, por exemplo a quantização canônica.

• A caracterização dos estados.

• A interpretação f́ısica de estados observáveis.

No espaço-tempo plano, a invariância de Lorentz nos permite identificar um único

estado de vácuo para a teoria. Em um espaço-tempo curvo, não há simetria de Lorentz.

Mas a ausência desta simetria não é um problema crucial nos dois primeiros passos

listados acima. De fato, as diferenças reais entre os procedimentos de quantização nos

espaços plano e curvo aparecem nos dois últimos passos. Em geral, não existe um único

estado de vácuo num espaço-tempo curvo. Como resultado, o conceito de part́ıculas

torna-se amb́ıguo, e o problema da interpretação das quantidades f́ısicas torna-se mais

dif́ıcil.

A maneira de discutir esta questão em mais detalhes é a análise de um modelo

em particular. Vamos considerar um campo escalar real e massivo, cuja lagrangiana é

dada por

L = −1

2

√
−g(∂αϕ∂

αϕ+m2ϕ2 + ξRϕ2) . (5.3.92)

A equação de onda correspondente é

(2−m2 − ξR)ϕ(x) = 0 , (5.3.93)

onde g = Det(gµν) e 2 = ∇µ∇µ é o operador d’Alembertiano generalizado, R é o

escalar de curvatura e ξ é uma nova constante de acoplamento entre o campo escalar e

a geometria. O caso em que ξ = 0 é conhecido como acoplamento mı́nimo, e a equação

resultante é chamada de Klein-Gordon. Se o termo de massa for nulo, isto é, m = 0,

a teoria torna-se invariante conforme para ξ = 1/6.

Um conceito útil para este sistema é o produto interno de um par de soluções da



5. Teoria Quântica de Campos no espaço curvo 58

equação de Klein-Gordon, o qual é definido por [56]

(f1, f2) = −i
∫

Σ

(f1∂µf
∗
2 − f ∗2∂µf1)dΣµ , (5.3.94)

onde dΣµ ≡ dΣnµ, sendo dΣ o elemento de volume em uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço,

isto é, uma superf́ıcie na qual o intervalo entre dois pontos da mesma é negativo, nµ

é o vetor unitário tipo-tempo, ou seja, |n| = 1, e normal a hipersuperf́ıcie. Um fato

interessante é que este produto interno independe da escolha desta hipersuperf́ıcie [56]

uma vez que as funções anulam-se no infinito.

A quantização de um campo escalar, no espaço curvo, pode ser feita seguindo o

procedimento canônico. Inicialmente, devemos escolher uma forma de folhear o espaço-

tempo em hipersuperf́ıcies tipo-espaço. Sendo Σ uma hipersuperf́ıcie particular com o

vetor nµ rotulado por um valor constante da coordenada tempo t, isto é, escolhendo

nµ = (1, 0, 0, 0), a derivada de ϕ na direção normal é ϕ̇ = nµ∂µϕ, e o momento canônico

é definido por

π(x) =
∂L
∂ϕ̇

. (5.3.95)

Seguindo o procedimento discutido nas seções anteriores, devemos impor a relação de

comutação canônica

[ϕ(~x, t), π(~x′, t)] = iδ(~x, ~x′) , (5.3.96)

onde δ(~x, ~x′) é a função delta na hipersuperf́ıcie com a propriedade∫
δ(~x, ~x′)dΣ = 1 . (5.3.97)

Considerando que {fj} é um conjunto completo de soluções da equação (5.3.93),{
f ∗j
}

será um conjunto de soluções com norma negativa e
{
fj, f

∗
j

}
formará um conjunto

completo de soluções da equação de onda, em termos do qual podemos expandir uma

solução arbitrária. Desse modo, seguindo o mesmo procedimento visto nas seções

anteriores, devemos escrever o operador de campo ϕ como uma soma de operadores

de criação e aniquilação, como segue:

ϕ =
∑
j

(ajfj + a†jf
∗
j ) , (5.3.98)
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onde [aj, a
†
j] = δjj′ . Esta expansão define o estado de vácuo |0〉 por aj |0〉 = 0.

No espaço-tempo plano, escolhemos as soluções de norma positiva como soluções de

frequência positiva, fj ∝ e−iωt. Indiferente ao referencial de Lorentz escolhido, no qual

t é a coordenada temporal, este procedimento define um único estado de vácuo de

Minkowski. Em outras palavras, podemos dizer que, no espaço plano, a escolha de

{fj} é única.

No espaço-tempo curvo, a situação é completamente diferente. Não existe, em

geral, uma única escolha de {fj} e, logo, não existe um único estado de vácuo. Isto

significa que não podemos identificar um estado de vácuo univocamente, e a noção

de part́ıcula torna-se amb́ıgua. Esta não unicidade é responsável por algumas con-

sequências f́ısicas, tais como o fenômeno de criação de part́ıculas.

5.3.2 Criação de part́ıculas e polarização do vácuo

Criação de part́ıculas

Vamos considerar um espaço-tempo que assintoticamente seja plano no passado e no

futuro, e curvo na região intermediária. Seja {fj} as soluções com frequências positivas

no passado (região-in), e seja {Fj} as soluções com frequências positivas no futuro

(região-out). Admitindo que estes conjuntos de soluções são ortonormais, segundo as

equações (5.3.94) e (5.3.96), temos

(fj, fj′) = (Fj, Fj′) = δjj′

(f ∗j , f
∗
j′) = (F ∗j , F

∗
j′) = −δjj′ (5.3.99)

(fj, f
∗
j′) = (Fj, F

∗
j′) = 0 .

Como os conjuntos são completos, podemos escrever um em termo do outro. Como

exemplo, podemos expandir os modos in em termos dos modos out, ou seja,

fj =
∑
k

(αjkFk + βjkF
∗
k ) . (5.3.100)
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Utilizando as relações (5.3.99) na equação anterior obtemos as seguintes condições:

∑
k

(αjkα
∗
j′k − βjkβ∗j′k) = δjj′ (5.3.101)

e ∑
k

(αjkαj′k − βjkβj′k) = 0 . (5.3.102)

A expansão inversa é

Fk =
∑
j

(αjkfj + βjkf
∗
j ) . (5.3.103)

Assim, o operador de campo ϕ pode ser escrito em termos de ambos os conjuntos, isto

é,

ϕ =
∑
j

(bjFj + bjF
∗
j ) =

∑
j

(ajfj + ajf
∗
j ) . (5.3.104)

Os operadores aj e a†j são, respectivamente, os operadores de criação e aniquilação

na região in, enquanto que bj e b†j são os operadores correspondentes na região out.

O estado de vácuo é definido então como aj |0〉 = 0 ∀ j, e descreve a situação em

que nenhuma part́ıcula está presente inicialmente. O estado de vácuo na região out é

definido por bj |0〉 = 0 ∀ j, descrevendo assim a situação em que nenhuma part́ıcula

está presente em um tempo futuro. Tomando em nota que aj = (ϕ, fj) e bj = (ϕ, Fj),

podemos expandir um conjunto de operadores em termos do outro, ou seja,

aj =
∑
k

(α∗jkbk − β∗jkb
†
j) e bk =

∑
j

(α∗jkaj − β∗jka
†
j) . (5.3.105)

Esta transformação é chamada de transformação de Bogoliubov, e os coeficientes

αjk e βjk são chamados de coeficientes de Bogoliubov [58].

Agora podemos descrever o fenômeno f́ısico de criação de part́ıculas por um campo

gravitacional dependente do tempo. Vamos admitir que nenhuma part́ıcula está pre-

sente antes do campo gravitacional ser “ligado”. Se adotarmos a descrição de Hei-

senberg, o estado |0〉in será o estado do sistema em qualquer instante de tempo. No

entanto, o operador número, que conta part́ıculas na região out é N b
k = b†kbk. Desta
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forma, o número médio de part́ıculas criadas no modo k será

〈
N b
k

〉
in

= 〈0| b†kbk |0〉in =
∑
j

|βjk|2 . (5.3.106)

Então podemos observar que, se os coeficientes βjk são diferentes de zero, ocorrerá

o fenômeno de criação de part́ıculas. Uma aplicação direta dos conceitos discutidos

acima é a criação de part́ıculas por um universo em expansão [59].

Polarização do vácuo

A ideia de vácuo em uma teoria quântica de campos, difere essencialmente da noção

de vazio da f́ısica clássica. O estado de vácuo, como vimos, corresponde ao estado do

operador número de part́ıculas cujo autovalor do mesmo é nulo. De acordo com a ideia

de Dirac para férmios, o estado de vácuo quântico é um estado cujos ńıveis de energia

negativa estão ocupados, de acordo com o prinćıpio de exclusão de Pauli, e todos os

ńıveis de energia positiva estão vazios [52][51]. Todavia, o estado de vácuo depende

de campos externos, e este fenômeno se manifesta no cálculo dos VEVs de operadores

bilineares nos campos:

〈A(x)〉 =
∑
k

A
{
ϕ

(−)
k (x), ϕ

(+)
k (x)

}
, (5.3.107)

onde A(f, g) pode ser um operador diferencial bilinear.

O efeito da polarização do vácuo é mais comumente associado às flutuações do

vácuo de campos de matéria na presença de interações eletromagnéticas externas, como

vemos na QED [50]. Estas flutuações surgem da interação do campo eletromagnético

com as part́ıculas que constituem o “mar de Dirac”. Em particular, o cálculo da função

de Green associada ao campo eletromagnético,

〈0|Aµ(x)Aν(x
′) |0〉 = Gµν(x, x

′) , (5.3.108)

apresenta um resultado formalmente divergente em teoria de perturbação. Para ob-

termos assim, um resultado finito para esta função, devemos renormalizá-la, que neste
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caso tal processo de renormalização consiste numa redefinição da carga elétrica do

elétron [52].

As flutuações quânticas de campos de matéria na presença de campos de fundo gra-

vitacionais (clássicos), são também denominadas de polarização do vácuo. Neste caso,

o cálculo do VEV do operador energia-momento 〈T µν 〉 também é formalmente diver-

gente. Mais uma vez, de modo a obtermos um resultado finito bem definido, devemos

realizar um processo de renormalização. Fazendo isto, as contribuições espúrias são

absorvidas nas redefinições da constante gravitacional e cosmológica. Além do mais,

surgem termo quadráticos nos tensores de Riemann, Ricci e no escalar de curvatura,

dos quais estão ausentes na teoria clássica de Einstein [58]. Este formalismo torna-se

evidente quando consideramos o VEV do tensor energia-momento como fonte no lado

direito da equação semiclássica de Einstein, ou seja,

Gµν + Λgµν = 8πG〈Tµν〉 . (5.3.109)

Contudo, o VEV do tensor energia-momento renormalizado, deve satisfazer ainda

restrições de modo a manter o prinćıpio de covariância geral e ser conservado.



6. A CORRENTE FERMIÔNICA INDUZIDA POR UM TUBO DE
CAMPO MAGNÉTICO NO ESPAÇO-TEMPO DA CORDA

CÓSMICA

Neste caṕıtulo temos como objetivo estudar a corrente fermiônica induzida, 〈jµ〉, de-

vido à um tubo de fluxo magnético de extensão finita a no espaço-tempo gerado por

uma corda cósmica ideal. Para esse fim consideramos três configurações distintas de

campo magnético: (i) Na forma de uma casca ciĺındrica de raio a, (ii) um campo

magnético que decai com 1/r e (iii) um campo magnético homogêneo constante [35].

Nielsen e Olesen [29] mostraram, partindo do modelo abeliano com quebra es-

pontânea de simetria, que este sistema apresenta soluções com simetria ciĺındrica car-

regando um fluxo magnético ao longo do eixo de simetria. Estas configurações corres-

pondem as soluções de vórtices encontradas por Abrikosov [28]. A análise da influência

deste sistema na geometria do espaço tempo foi analisada por Garfinkle [30] e Laguna

[31]. E, em seus trabalhos, os autores acoplaram o tensor energia-momento, associado

ao modelo de Nielsen-Olesen, às equações de campo de Einstein. Assim, mostraram

que o vórtice possui um estrutura interna caracterizada pelo fluxo magnético não-nulo

que corre ao longo da mesma, cuja extensão é determinada pela escala de energia na

qual a simetria é quebrada.

Dois comprimentos de escala aparecem naturalmente, um relacionado com a ex-

tensão do fluxo magnético que, por sua vez, é proporcional ao inverso da massa do

campo vetorial, mv, que adquire massa devido ao mecanismo de Higgs. E o outro

associado com o inverso da massa do campo escalar, ms, este último, como sendo uma

medida do ponto onde o campo escalar decai para o seu valor de vácuo. Além do

mais, os autores também analisaram a geometria do espaço-tempo e verificaram que
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assintoticamente a superf́ıcie perpendicular ao vórtice corresponde ao espaço-tempo

de Minkowski menos uma fatia, o que acarreta num espaço com um défice angular.

Nosso modelo baseia-se na aproximação onde tomamos, ms >> mv, e que as

energias associadas aos férmios sejam menores que a massa do campo escalar. Sendo

assim, o comprimento de escala que delimita a estrutura interna da corda cósmica,

proporcional ao inverso de ms, se torna muito menor que o comprimento de escala que

delimita a extensão do fluxo magnético, que é proporcional ao inverso de mv. Logo,

podemos desprezar a estrutura interna da corda cósmica tratando-a como uma corda

cósmica ideal, que será circundada por uma estrutura de campo magnético em forma

tubo ciĺındrico de alcance a, coaxial a corda cósmica ideal.

6.1 A geometria da variedade e a obtenção das funções de onda

O arcabouço geométrico associado com uma corda cósmica ideal disposta ao longo do

eixo z pode ser estudada, em coordenadas ciĺındricas, através do seguinte elemento de

linha

ds2 = dt2 − dr2 − r2dφ2 − dz2 , (6.1.1)

onde, (t, z) ∈ [−∞,+∞], r ≥ 0 e φ ∈ [0, 2π/q]. Como vimos, o parâmetro q, associado

com o déficit de ângulo planar, é relacionado com a densidade linear de massa da

corda, µ, através das seguintes equação

q−1 = 1− 4µ . (6.1.2)

Por outro lado, visto que, a dinâmica quântica de uma campo espinorial com massa,

acoplado com um campo de gauge Aµ no espaço-tempo curvo, é regida pela equação

de Dirac na forma

[iγµ(∇µ + ieAµ)−m]ψ(x) = 0 , (6.1.3)

sendo ∇µ = ∂µ + Γµ. Onde Γµ é a conexão espinorial e γµ são as matrizes de Dirac

no espaço-tempo curvo, ambas relacionadas com as matrizes de Dirac γ(a) no espaço-
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tempo de Minkowski através das seguintes equações.

Γµ = −1

4
γ(a)γ(b)eν(a)e(b)ν;µ , γµ = eµ(a)γ

(a) . (6.1.4)

Nas expressões acima, eµ(a) representa as bases tétradas que satisfazem a relação

eµ(a)e
ν
(b)η

ab = gµν , visto que, ηab e gµν são os tensores métricos no espaço-tempo de

Minkowski e no espaço-tempo curvo, respectivamente.

Especificamente, estaremos interessados no espaço-tempo gerado por uma corda

cósmica ideal, cujo tensor métrico é dado por (6.1.1).

O sistema que vamos analisar leva em consideração três configurações de campo

magnético diferentes. São eles: (i) Um campo magnético na forma de uma casca

ciĺındrica de raio a, isto é, um campo magnético que está distribúıdo sobre uma su-

perf́ıcie ciĺındrica de raio finito, (ii) um campo magnético que decai com 1/r e, por

fim, (iii) um campo magnético ciĺındrico constante de raio a. Nesses três casos, o eixo

de simetria do campo magnético coincide com o eixo da corda cósmica. A estrutura

de campo magnética coaxial a distribuição da corda cósmica ideal pode ser ilustradas

segundo a figura abaixo.

Fig. 6.1: Ilustração da estrutura ciĺındrica de campo magnético com raio fixo a coaxial à
distribuição da corda cósmica.

O quadri-potencial vetor, capaz de gerar tais modelos aproximados, é especificada

como se segue:

Aµ = (0, 0, Aφ(r), 0) , (6.1.5)
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com

Aφ(r) = −qΦ
2π
a(r) . (6.1.6)

Deste modo, para o primeiro modelo temos

a(r) = Θ(r − a) . (6.1.7)

Como dizemos anteriormente, a configuração acima representa um campo magnético

proporcional à δ(r− a). Obviamente isto é um modelo aproximado para descrever um

campo magnético altamente concentrado em um cilindro de raio a. E, para o segundo

e terceiro modelo temos

a(r) = f(r)Θ(a− r) + f(r)Θ(r − a) , (6.1.8)

em que

f(r) =

{
r/a, para o segundo modelo ,
r2/a2, para o terceiro modelo .

(6.1.9)

Nas expressões acima, Θ(z) é a função de Heaviside [55], e Φ é o fluxo magnético.

Com o objetivo de obter um conjunto completo de funções de onda de Dirac ado-

taremos a seguinte base tétrada:

eµ(a) =


1 0 0 0
0 cos(qφ) − sin(qφ)/r 0
0 sin(qφ) cos(qφ)/r 0
0 0 0 1

 . (6.1.10)

Desta maneira, utilizando a relação (6.1.4) e as formas expĺıcitas das matrizes de

Dirac no espaço plano, (4.2.9), podemos expressar as matrizes de Dirac no sistema de

coordenadas ciĺındricas, adequado ao problema proposto, da seguinte forma

γ0 = γ(0) =

(
1 0
0 −1

)
, γl =

(
0 σl

−σl 0

)
, (6.1.11)

onde introduzimos, em coordenadas ciĺındricas, as matrizes de Pauli 2 × 2, σl para

l = (r, φ, z):

σr =

(
0 e−iqφ

eiqφ 0

)
, σφ = − i

r

(
0 e−iqφ

−eiqφ 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (6.1.12)
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Sendo assim, para a conexão espinorial e o termo que a acopla com as matrizes de

Dirac, podemos escrever

Γµ =
1− q

2
γ(1)γ(2)δφµ , γµΓµ =

1− q
2r

γr . (6.1.13)

Então, a equação de Dirac toma a seguinte forma(
γµ(∂µ + ieAµ) +

1− q
2r

γr + im

)
ψ = 0 . (6.1.14)

Para obtermos as soluções de energia positiva da equação de Dirac, assumindo que

a dependência temporal das autofunções sejam da forma e−iEt e decompomos o espi-

nor ψ(x) em dois espinores menores de duas componentes, sendo ϕ(x) a componente

superior e χ(x) a componente inferior.

ψ(x) = e−iEt
(
ϕ(~x)
χ(~x)

)
. (6.1.15)

Este procedimento para resolvermos a equação de Dirac é bem conhecido na litera-

tura, e pode ser visto na referência [52], tratado para o caso mais simples, que consiste

na solução da equação de Dirac para um férmio livre.

Fazendo isto, para as soluções de energia positiva encontramos as seguintes equações,

(E −m)ϕ(x) + i

[
σl (∂l + ieAl) +

1− q
2r

σr
]
χ(x) = 0 , (6.1.16)

(E +m)χ(x) + i

[
σl (∂l + ieAl) +

1− q
2r

σr
]
ϕ(x) = 0 . (6.1.17)

De (6.1.17), escrevemos a função χ(x) em termos de ϕ(x) e, em seguida, substitúımos

o resultado em (6.1.16). Com isso, obtemos uma equação diferencial de segunda ordem

para o espinor ϕ(x):[
r2∂2

r + r∂r +

(
∂φ + ieAφ − i

1− q
2

σz
)2

+

r2(∂2
z + E2 −m2)− e

r
σz∂rAφ

]
ϕ(x) = 0 . (6.1.18)

Notemos que, em (6.1.16) podeŕıamos explicitar ϕ(x) em termos de χ(x), e substi-

tuir o resultado em (6.1.17), ainda assim obteŕıamos a mesma equação acima, trocando
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apenas ϕ(x) por χ(x). Então, podemos expressar uma solução geral para ϕ(x) e χ(x)

em termos do seguinte ansatz,

ϕ(x) = e−ip.x
(
R1(r)eiqn1φ

R2(r)eiqn2φ

)
, (6.1.19)

χ(x) = e−ip.x
(
R3(r)eiqn1φ

R4(r)eiqn2φ

)
, (6.1.20)

onde usamos p · x = Et − kz, sendo k o momento ao longo do eixo z. Desta forma,

este ansatz preserva a simetria ciĺındrica da teoria.

Além disso, impomos que nossas soluções sejam autofunções do operador momento

angular total na direção z, isto é,

Ĵzψ =
(
−i∂φ + i

q

2
γ(1)γ(2)

)
ψ = qjψ , (6.1.21)

onde

j = n+ 1/2, n = 0, ±1, ±2, ... , (6.1.22)

com isso obtemos que n2 = n1 + 11.

Para construirmos o conjunto completo de funções de onda da equação de Dirac,

devemos considerar, separadamente, a equação (6.1.18) nas regiões em que r < a

(região-in) e r > a (região-ext). Para a região-in temos três configurações distintas

de campo magnético especificadas pelo potencial vetor de acordo com as equações

(6.1.6) a (6.1.8). Tais configurações de campo magnético foram usadas em [60] para

analisar, no background da mecânica quântica não relativ́ıstica, o movimento de uma

part́ıcula carregada de spin 1/2 com uma razão giromagnética g 6= 2 interagindo com

um campo magnético e considerando a presença de uma interação de dipolo magnético.

Entretanto, no âmbito da mecânica quântica relativ́ıstica, uma análise dessa interação

foi desenvolvida em [61], onde o autor considerou apenas duas configurações de campo

magnético, que foi a configuração de um campo homogêneo e de uma casca ciĺındrica

com um distribuição tipo delta de Dirac.

1 A partir daqui usaremos a seguinte notação: n1 = n and n2 = n+ 1.
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Para a região-ext, isto é, r > a, O potencial vetor toma seguinte forma segundo

(6.1.7) e (6.1.8):

Aφ = −qΦ
2π

, (6.1.23)

sendo Φ o fluxo de campo magnético. Então, a equação (6.1.18) pode ser escrita como[
r2∂2

r + r∂r +

(
∂φ + ieAφ − i

1− q
2

σz
)2

+

r2(∂2
z + E2 −m2)

]
ϕ(x) = 0 . (6.1.24)

Substituindo (6.1.23) em (6.1.24) encontramos a solução externa para a função de

onda de Dirac, com energia positiva, dada em termos das funções de Bessel, Jµ(z), e

de Neumann, Yµ(z):

ϕ(x) = e−ip.xeiqnφ
(

C1Jβj(λr) +D1Yβj(λr)[
C2Jβj+εj(λr) +D2Yβj+εj(λr)

]
eiqφ

)
. (6.1.25)

Procedendo de maneira similar para a componente inferior encontramos que

χ(x) = e−ip.xeiqnφ
(

A1Jβj(λr) +B1Yβj(λr)[
A2Jβj+εj(λr) +D2Yβj+εj(λr)

]
eiqφ

)
, (6.1.26)

onde λ é o momento associado ao plano ortogonal à corda cósmica, com n = j − 1/2

sendo um número inteiro. Assim, definimos a seguinte quantidade: εj = 1 para j ≥ −α

e εj = −1 para j < −α. Sendo α = eAφ/q = −Φ/Φ0, com Φ0 = 2π/e definindo o

fluxo quântico e

βj = q|j + α| − εj
2
. (6.1.27)

Como podemos ver, foi introduzido um conjunto de oito constantes arbitrárias Ci,

Di, Ai e Bi com i = 1, 2 para a solução geral acima.

A energia é expressa em termos de λ, k e m pela relação

E =
√
λ2 + k2 +m2. (6.1.28)

Nós podemos encontrar uma relação entre as constantes das componentes superior e

inferior do espinor de Dirac utilizando (6.1.16) e (6.1.17). Tais relações são dadas por

A1 =
kC1 − iεjλC2

E +m
, A2 = −kC2 − iεjλC1

E +m
(6.1.29)
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B1 =
kD1 − iεjλD2

E +m
, B2 = −kD2 − iεjλD1

E +m
. (6.1.30)

Além do mais, para uma caracterização futura mais espećıfica das autofunções,

impondo uma condição extra que relaciona as constantes supracitadas. Como tal

condição, seguindo [62], requeremos que a seguinte relação entre as componentes su-

perior e inferior seja tal que:

R3(r) = ρsR1(r), R4(r) = −R2(r)

ρs
, (6.1.31)

com

ρs =
E + s

√
λ2 +m2

k
, s = ±1 . (6.1.32)

Fazendo isto, é posśıvel obter as seguintes relações

A1 = ρsC1 , A2 = −C2/ρs , (6.1.33)

B1 = ρsD1 , B2 = −D2/ρs . (6.1.34)

Desta forma, as soluções com energia positiva, na região-ext, para a equação de

Dirac, especificadas pelo conjunto de números quânticos σ = (λ, j, k, s), pode ser

escrita da seguinte forma:

ψ
(+)
σ(ext)(x) = e−ip.xeiqnφ


C1Jβj(λr) +D1Yβj(λr)

iεjρsb
(+)
s

[
C1Jβj+εj(λr) +D1Yβj+εj(λr)

]
eiqφ

ρs
[
C1Jβj(λr) +D1Yβj(λr)

]
−iεjb(+)

s

[
C1Jβj+εj(λr) +D1Yβj+εj(λr)

]
eiqφ

 , (6.1.35)

onde introduzimos

b(±)
s =

±m+ s
√
λ2 +m2

λ
. (6.1.36)

Para a região-in, isto é, r < a, temos três configurações de campo magnético di-

ferentes, como mencionamos anteriormente. Desta maneira, obteremos três soluções

gerais diferentes para a região interna a partir de (6.1.18). Primeiramente, vamos no-

mear cada uma dessas funções radiais por R
(i)
l , onde i = 1, 2, 3, é o ı́ndice associado

com o modelo e, l = 1, 2, 3, 4 o ı́ndice que especifica a componente do espinor.

Usando a expressão geral para a componente azimutal do quadri-potencial (6.1.5), é
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posśıvel mostrar que as relações (6.1.31) e (6.1.32) se preservam. Então, usando as

relações (6.1.16) e (6.1.17) entre as componentes superior e inferior do campo espino-

rial, podemos escrever o campo espinorial com energia positiva, na região-in, na forma

geral, como se segue:

ψ
(+)
i(in)(x) = C(i)e−ip.xeiqnφ


R

(i)
1 (λ, r)

iρsb
(+)
s R

(i)
2 (λ, r)eiqφ

ρsR
(i)
1 (λ, r)

−ib(+)
s R

(i)
2 (λ, r)eiqφ

 . (6.1.37)

Os coeficiente C1 e D1 em (6.1.35) e, C(i) em (6.1.37) são determinados partindo

da condição de continuidade da função de onda fermiônica em r = a. Após alguns

cálculos algébricos intermediários, escrevemos

C1 = −π
2

(λa)C(i)R
(i)
1 (λ, a)Ỹβj(λa) , (6.1.38)

D1 =
π

2
(λa)C(i)R

(i)
1 (λ, a)J̃βj(λa) , (6.1.39)

onde

Z̃βj(z) = εjZβj+εj(z)− V(i)
j (λ, a)Zβj(z) , with V(i)

j (λ, a) =
R

(i)
2 (λ, a)

R
(i)
1 (λ, a)

. (6.1.40)

Em (6.1.40) Zµ representa as funções de Bessel Jµ ou Yµ. Com esta notação, toda

informação a respeito da estrutura interna, delimitada pela forma do campo magnético,

fica contida no coeficiente V(i)
j .

Finalmente, a constante C(i) pode ser obtida partindo da condição de normalização

da função de onda ∫
d3x
√
g(3)

(
ψ(+)
σ

)†
ψ

(+)
σ′ = δσ,σ′ , (6.1.41)

onde δσ,σ′ , do lado direito da igualdade, pode ser compreendido como a função delta

de Dirac para os números quânticos cont́ınuos λ e k, e como uma delta de Kronecker

para os ı́ndices discretos n e s, onde g(3) é o determinante da parte espacial do tensor

métrico. A integral sobre a coordenada radial deve ser feita sobre o intervalo [0, ∞).

Devido a simetria ciĺındrica do sistema podemos escrever o campo espinorial em uma
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forma geral, como segue-se abaixo:

ψ(+)
σ (x) = e−ip.xeiqnφ


F1(λ, r)

iρsb
(+)
s F2(λ, r)eiqφ

ρsF1(λ, r)

−ib(+)
s F2(λ, r)eiqφ

 . (6.1.42)

Consequentemente de (6.1.41) obtemos,

(1 + ρ2
s)

[∫ ∞
0

dr rF ∗1 (λ, r)F1(λ′, r) (6.1.43)

+(b(+)
s )2

∫ ∞
0

dr rF ∗2 (λ, r)F2(λ′, r)

]
=

q

(2π)2
δ(λ− λ′)

A integral sobre a região interior é finita, consequentemente, a contribuição domi-

nante em (6.1.43) para λ′ = λ vem da integração na região exterior à estrutura de

campo magnético. Utilizando as integrais padrão envolvendo as funções de Bessel,

com simetria ciĺındrica, encontramos

(2π)2[|C1|2 + |D1|2] =
qλ

(1 + ρ2
s)(1 + (b

(+)
s )2)

. (6.1.44)

Substituindo (6.1.38) e (6.1.39) na expressão acima chegamos na relação:

C(i)R
(i)
1 (λ, a) = Ξ(λ, a) , (6.1.45)

com

Ξ(λ, a) =
1

aπ2

[
q

λ

1

(1 + ρ2
s)

1

(1 + (b
(+)
s )2)

]1/2
1√

(Ỹβj(λa))2 + (J̃βj(λa))2

. (6.1.46)

Esta relação determina a constante de normalização para função de onda interior,

região-in. Com esta normalização constrúımos o espinor de função de onda para a

região-ext, r > a:

ψ
(+)
σ(ext)(x) = C(+)e−ip.xeiqnφ


gβj(λa, λr)

iεjρsb
(+)
s gβj+εj(λa, λr)e

iqφ

ρsgβj(λa, λr)

−iεjb(+)
s gβj+εj(λa, λr)e

iqφ

 , (6.1.47)

onde introduzimos a notação,

C(+) =
1

2π

 qλ

(1 + ρ2
s)
(

1 + (b
(+)
s )2

)
1/2

, (6.1.48)
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gβj(λa, λr) =
Ỹβj(λa)Jβj(λr)− J̃βj(λa)Yβj(λr)√

(Ỹβj(λa))2 + (J̃βj(λa))2

(6.1.49)

e

gβj+εj(λa, λr) =
Ỹβj(λa)Jβj+εj(λr)− J̃βj(λa)Yβj+εj(λr)√

(Ỹβj(λa))2 + (J̃βj(λa))2

. (6.1.50)

Seguindo o mesmo procedimento, podemos encontrar as soluções com energia nega-

tiva tanto para a região-in como para a região-ext. Uma vez que, os VEVs calculados

nesse trabalho serão desenvolvidos utilizando o método de soma sobre os modos nor-

malizados da função de onda fermiônica, podemos escrever as soluções com energia

positiva e energia negativa, na região-ext, para a equação de Dirac, da seguinte forma

ψ
(±)
σ(ext)(x) = C(±)e∓ip.xeiq(j−1/2)φ


gβj(λa, λr) ,

±iεjρsb(±)
s gβj+εj(λa, λr)e

iqφ

ρsgβj(λa, λr)

∓iεjb(±)
s gβj+εj(λa, λr)e

iqφ

 , (6.1.51)

onde C(−) = (C(+))†b
(+)
s , logo de forma compacta temos

C(±) =
1

2π

 qλ

(1 + ρ2
s)
(

1 + (b
(±)
s )2

)
1/2

. (6.1.52)

De posse das funções de onda com energia negativa na região-ext, isto é, para

r > a, podemos então investigar as propriedades do vácuo fermiônico interagindo com

um campo eletromagnético externo no espaço tempo curvo, neste caso, numa topologia

cônica devido a presença da corda cósmica.

6.2 A corrente fermiônica induzida

Nosso objetivo principal nesta seção, é investigar a densidade de corrente induzida no

vácuo fermiônico devido a topologia do espaço-tempo e da interação com o campo de

gauge abeliano, neste caso um campo eletromagnético externo com simetria ciĺındrica.

Na seção anterior constrúımos um conjunto completo de funções de onda com

energia positiva e energia negativa nas regiões em que r ≤ a e r > a, uma vez

que vamos expandir o operador de campo segundo (5.2.78). Feito isto, nesta seção
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desenvolveremos o VEV do operador densidade de corrente fermiônica, jµ = eψ̄γµψ,

utilizando o método da soma dos modos normalizados da função de onda,

〈0|jµ(x)|0〉 = 〈jµ(x)〉 = e
∑
σ

ψ̄(−)
σ (x)γµψ(−)

σ (x) , (6.2.53)

aqui, usamos a notação compacta definida por∑
σ

=

∫ ∞
0

dλ

∫ +∞

−∞
dk

∑
j=±1/2,...

∑
s=±1

. (6.2.54)

Nas subseções a seguir, iremos calcular separadamente todas as componentes do

VEV do operador densidade de corrente. Como veremos no decorrer destas subseções,

desenvolveremos nossa análise mostrando que a corrente induzida no vácuo poderá

ser decomposta em duas partes: A primeira devido a presença de uma corda cósmica

ideal e a segunda parte referente as contribuições da estrutura de campo magnético

escolhida.

6.2.1 Densidade de carga e a densidade de corrente radial e axial

Nosso objetivo nesta subseção consiste em provar que as componentes 〈j0〉 (densidade

de carga), 〈jr〉 (corrente radial) e 〈jz〉 (corrente axial) são nulas. Vamos começar então

pela densidade de carga,

ρ(x) =
〈
j0(x)

〉
= e

∑
σ

(ψ(−)
σ (x))†ψ(−)

σ (x) . (6.2.55)

Substituindo (6.1.51) e (6.1.52) em (6.2.55) obtemos que

ρ(x) =
eq

(2π)2

∫ ∞
−∞

dk

∫ ∞
0

dλ
∑

j=±1/2,...

[
(gβj(λa, λr))

2 + (gβj+εj(λa, λr))
2
]
. (6.2.56)

Além do mais, substituindo (6.1.49) e (6.1.50) na expressão acima observamos que a

densidade de carga pode ser escrita da seguinte maneira

ρ(r) = ρs(r) + ρc(r) , (6.2.57)

onde

ρs(r) =
eq

(2π)2

∫ ∞
−∞

dk
∑

j=±1/2,...

∫ ∞
0

dλλ
(
J2
βj

(λr) + J2
βj+εj

(λr)
)

(6.2.58)
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representa a densidade de carga devido a presença de uma linha de fluxo magnético

ao longo de uma corda cósmica ideal2 e,

ρc(r) = − eq

2(2π)2

∫ ∞
−∞

dk
∑
j

∫ ∞
0

dλλJ̃βj(λa)
2∑
l=1

(H
(l)
βj

(λr))2 + (H
(l)
βj+εj

(λr))2

H̃
(l)
βj

(λa)
,

(6.2.59)

representa a densidade de carga induzida devido a presença de um tubo de fluxo

magnético que circunda a corda. Em (6.2.59) H
(l)
ν (x) com l = 1, 2 são as funções de

Hankel [55][63].

De acordo com [65], na densidade de carga, ρs, as integrações sobre λ e k em

(6.2.58) são divergentes. Como devemos obter uma solução finita e bem definida foi

introduzido um cutoff. Com este cutoff, as integrais puderam ser desenvolvidas. Por

uma subtração de uma parte Minkowskiana, que corresponde a subtrair o termo que

contribui com α0 = 0 e q = 1 no resultado, o cutoff pode ser removido, e como

resultado mostrou-se que esta contribuição renormalizada para a densidade de carga

era nula. Ainda de acordo com [65], foi considerado que

α = eAφ/q = −Φ/Φ0 = n0 + α0 , (6.2.60)

onde n0 é um número inteiro e α0 ∈ (−1/2, 1/2) .

Por outro lado, para ρc, em prinćıpio, tal contribuição é finita e não necessita de

nenhum método de renormalização. Para calcular sua contribuição procedemos da

seguinte maneira: no plano complexo λ rotacionamos o contorno de integração por

um ângulo de π/2 para l = 1 e por um ângulo de −π/2 para l = 2. É visto no

Apêndice A que o coeficiente V(i)
j (λ, a), em (6.1.40), satisfaz a relação abaixo3

V(i)
j (±iλ, a) = ±iIm{V(i)

j (iλ, a)} . (6.2.61)

Então, usando (6.2.61) e as bem conhecidas relações envolvendo as funções de

Bessel e Hankel [55] de argumentos imaginários com as funções de Bessel modificadas

2 Ao longo desta Tese, quando escrevemos o termo “presença da corda cósmica ideal´´, estamos
nos referindo especificamente a dependência que tais quantidades irão apresentar devido apenas linha
de fluxo magnético que corre ao longo de uma corda cósmica ideal.

3 De fato, a relação (6.2.61) é satisfeita para todas as funções radiais associadas com as três
configurações de campo magnético.
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[63], vemos que o integrando da primeira contribuição, isto é, (l = 1), se cancela com

a contribuição para (l = 2), provando deste modo que a contribuição ρc em (6.2.59),

que carrega a informação da estrutura de campo magnético também é nula. Sendo

assim, conclúımos que a densidade de carga do sistema é nula.

Para analisar o VEV da densidade de corrente radial e axial, usaremos os seguintes

modos de soma,

〈jr(x)〉 = e
∑
σ

(ψ(−)
σ (x))†γ0γrψ(−)

σ (x) (6.2.62)

e

〈jz(x)〉 = e
∑
σ

(ψ(−)
σ (x))†γ0γzψ(−)

σ (x) . (6.2.63)

Substituindo (6.1.51) e (6.1.52) nas expressões acima observamos que: Para a compo-

nente radial da densidade de corrente ocorrerá cancelamentos diretos entre todos os

termos envolvidos. Todavia, para a componente axial da densidade de corrente, obte-

remos uma função impar em k integrada num intervalo simétrico, consequentemente a

integração sobre essa variável será nula. Este último resultado está em concordância

com a simetria do sistema por transformação de boost ao longo da direção z. O que

implica no VEV de jz igual a densidade de carga, ρ.

Deste modo, conclúımos que não há densidade de carga induzida no vácuo, bem

como não há densidade de corrente induzida nas direções radial e axial no sistema.

6.2.2 Densidade de corrente azimutal

O VEV da densidade de corrente azimutal é dado por,

〈jφ(x)〉 = e
∑
σ

(ψ(−)
σ (x))†γ0γφψ(−)

σ (x) . (6.2.64)

Utilizando (6.1.51), (6.1.52) e a forma expĺıcita das matrizes de Dirac dadas por

(6.1.11) e (6.1.12) obtemos a seguinte expressão:

〈jφ〉 = − eq

2π2r

∑
σ

εjb
(−)
s (ρ2

s − 1)λ

(1 + (b
(−)
s )2)(1 + ρ2

s)
gβj(λa, λr)gβj+εj(λa, λr) . (6.2.65)
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podemos ver facilmente que

b
(−)
s (ρ2

s − 1)

(1 + (b
(−)
s )2)(1 + ρ2

s)
=

λ

2
√
λ2 + k2 +m2

. (6.2.66)

Assim, substituindo esta expressão em (6.2.65), vemos que a soma sobre s fornece um

fator 2. Logo, chegamos na expressão para a densidade de corrente azimutal dada por

〈jφ〉 = − eq

2π2r

∫ ∞
−∞

dk

∫ ∞
0

λ2dλ√
λ2 + k2 +m2

∑
j

εj
[
gβj(λa, λr)gβj+εj(λa, λr)

]
.(6.2.67)

Desenvolvendo o produto gβj(λa, λr)gβj+εj(λa, λr) de uma forma conveniente, isto é,

separando a contribuição que não depende da estrutura de campo magnético daquela

que depende, podemos escrever o resultado acima como a soma de duas contribuições,

como mostramos a seguir:

〈jφ(x)〉 = 〈jφ(x)〉s + 〈jφ(x)〉c . (6.2.68)

O primeiro termo, 〈jφ(x)〉s, corresponde a densidade de corrente azimutal na geometria

de uma corda cósmica ideal cujo campo magnético flui ao longo da linha correspondente

a direção em que que a corda está disposta, esta contribuição já foi extensamente cal-

culada e pode ser revisitada, por exemplo, em [65]. A segunda contribuição, 〈jφ(x)〉c,

é a componente induzida pela estrutura de campo magnético de raio a, introduzida

neste trabalho.

Vemos que 〈jφ(x)〉c, pode ser reescrita como,

〈jφ(x)〉c =
eq

(2π)2r

∫ ∞
−∞

dk

∫ ∞
0

dλλ2

√
λ2 + k2 +m2

×
∑
j

εjJ̃βj(λa)
2∑
l=1

H
(l)
βj

(λr)H
(l)
βj+εj

(λr)

H̃
(l)
βj

(λa)
. (6.2.69)

Com o objetivo de desenvolvermos nossos cálculos, levamos a integração λ para o plano

complexo através de uma rotação, como feito quando calculamos na seção anterior para

a densidade de carga: Rotacionamos por π/2 para l = 1 e −π/2 para l = 2. Usando

a propriedade (6.2.61), vemos que a integral sobre os segmentos (0, i
√
m2 + k2) e
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(0, −i
√
m2 + k2) se cancelam. Na integral remanescente sobre o eixo imaginário,

introduzimos as funções de Bessel modificadas [55], cujas relações são dadas abaixo:

Iν(x) = e−iνπ/2Jν(e
iπ/2x) (6.2.70)

Kν(x) =
π

2
iν+1H1

ν (ix) .

Que é o correspondente a fazer à substituição λ = ±iz. Assim, a densidade de corrente

azimutal induzida pela estrutura leva a,

〈jφ(x)〉c = − eq

π3r

∫ ∞
0

dk

∫ ∞
√
k2+m2

dzz2

√
z2 − k2 −m2∑

j

Kβj(zr)Kβj+εj(zr)F
(i)
j (za) , (6.2.71)

onde foi introduzido a notação

F
(i)
j (y) =

Iβj+εj(y)− Im[V(i)
j (iy/a, a)]Iβj(y)

Kβj+εj(y) + Im[V(i)
j (iy/a, a)]Kβj(y)

. (6.2.72)

Após uma série de transformações de coordenadas podemos escrever (6.2.71) como se

segue4:

〈jφ(x)〉c = − eq

π2r4

∫ ∞
mr

z2dz
∑
j

Kβj(z)Kβj+εj(z)F
(i)
j (z(a/r)) . (6.2.73)

Desenvolvendo até este ponto, a expressão fechada que fornece a densidade de

corrente azimutal induzida no vácuo pela estrutura, como a única componente não

nula, podemos agora investigar o comportamento desta componente nos seus limites

assintóticos.

Análise assintótica

Vamos começar esta análise de comportamento tomando o limite de grandes distâncias

em relação a estrutura. Primeiramente, vamos considerar o caso massivo, isto é, o li-

mite em quemr >> 1. Para fazer esta análise, assumimos que o produtoKβj(z)Kβj+εj(z)

4 Em (6.2.71) primeiro tomamos a substituição simples x =
√
z2 − k2 −m2, em seguida fazemos

uma substituição polar onde ρ2 = x2 + k2. Por fim tomamos mais duas substituições simples nesta
ordem: y =

√
ρ2 +m2 seguida pela transformação y = z/r.
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pode ser expresso em termos de suas formas assintóticas correspondentes. Assim, te-

mos que a densidade de corrente induzida é dada como

〈jφ〉c ≈ −
eq

2πr4

∫ ∞
mr

dz ze−2z
∑
j

F
(i)
j (z(a/r)) . (6.2.74)

A contribuição dominante é dada próximo do limite inferior de integração. Então o

termo de ordem que lidera a contribuição é,

〈jφ(r)〉c ≈ −
eqm4

4π(mr)3
e−2mr

∑
j

F
(i)
j (ma) . (6.2.75)

Podemos ver que para campos massivos à grandes distâncias da estrutura, a densidade

de corrente induzida decai com e−2mr/(mr)3. Comparando este comportamento com o

correspondente comportamento para o caso de uma corda cósmica ideal [65], observa-

se que para q > 2 tal componente decai com e−2mr sin(π/q)/(mr)5/2. Consequentemente

a contribuição dominante é devido a corda cósmica ideal. Para q 6 2, a contribuição

de 〈jφ〉s e 〈jφ〉c para a corrente azimutal total, em largas distâncias, são de mesma

ordem.

Nossa próxima análise será desenvolver a densidade de corrente azimutal induzida

pela estrutura tomando o limite de grandes distâncias, considerando o caso de campos

fermiônicos não massivos. Essa análise pode ser desenvolvida a partir do uso da forma

explicita das funções radiais, na região-in. No Apêndice A desenvolvemos as soluções

exatas para R1(r) e R2(r) com os três modelos adotados de campo magnético. São

eles:

1. Para a casca ciĺındrica:

R
(1)
1 (r) = Jνj(λr)

R
(1)
2 (r) = (6.2.76)

tildeεjJνj+ε̃j(λr) , (6.2.77)

onde νj = q|j| − ε̃j
2

, com ε̃j = 1 para j > 0 e ε̃j = −1 para j < 0.
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2. Para o campo magnético proporcional a 1/r:

R
(2)
1 (r) =

Mκ,νj(ξr)√
r

R
(2)
2 (r) = C

(2)
j

Mκ,νj+ε̂j(ξr)√
r

, (6.2.78)

onde

ξ =
2

a

√
q2α2 − λ2a2 , κ = −2q2jα

ξa
(6.2.79)

e

C
(2)
j =

{ λ
ξ

1
(2q|j|+1)

, j > 0 .

− ξ
λ
(2q|j|+ 1), j < 0 .

(6.2.80)

3. Para o campo magnético homogêneo:

R
(3)
1 (r) =

M
κ− 1

4
,
νj
2

(τr2)

r

R
(3)
2 (r) = C

(3)
j

M
κ+ 1

4
,
νj+ε̂j

2

(τr2)

r
, (6.2.81)

onde τ e κ são dados por

τ = qα/a2, κ =
λ2

4τ
− qj

2
, (6.2.82)

com

C
(3)
j =

{
λ√
τ

1
2q|j|+1

j > 0 .

−
√
τ
λ

(2q|j|+ 1), j < 0 .
(6.2.83)

Para o segundo e terceiro modelo, as funções radiais são dadas em termos das

funções de Whittaker, Mκ,ν(z) [63][64].

Para o caso de campos fermiônicos sem massa à grandes distâncias da estrutura, o

comportamento da componente induzida pela estrutura de campo magnético pode ser

desenvolvida como se segue: Em vez de usar a soma sobre o momento angular j em

(6.2.73), usamos n = j − 1/2. Sendo assim, uma nova notação pode ser introduzida

para o termo que carrega a informação do modelo espećıfico de campo magnético,
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F
(i)
n ≡ F

(i)
j . Além disso, trocando n por n− n0, sendo n0 dado em (6.2.60). Então, de

(6.2.73) podemos escrever,

〈jφ(x)〉c = − eq

π2r4

∫ ∞
0

dzz2

∞∑
n=−∞

Kβ(z)Kβ̃(z)F
(i)
n−n0

(z(a/r)) . (6.2.84)

Na expressão acima, utilizamos a notação:

F
(i)
n−n0

(z(a/r)) =
Iβ̃(z(a/r))− Im[V(i)

n−n0
(iz, (a/r))]Iβ(z(a/r))

Kβ̃(z(a/r)) + Im[V(i)
n−n0

(iz, (a/r))]Kβ(z(a/r))
. (6.2.85)

Em (6.2.85) as ordens das funções de Bessel são dadas por

β = q|n+ 1/2 + α0| −
1

2

|n+ 1/2 + n0|
n+ 1/2 + α0

,

β̃ = q|n+ 1/2 + α0|+
1

2

|n+ 1/2 + n0|
n+ 1/2 + α0

. (6.2.86)

Expandindo o integrando de (6.2.84) em potências de a/r, o termo dominante é

dado pela menor potência desta razão. Logo, temos duas possibilidades: Para α0 > 0

(0 ≤ α0 < 1/2) este termo é dados por n = −1, e para α0 < 0 (−1/2 < α0 ≤ 0) este

termo é dado por n = 0.

Agora, usando a expansão para as funções de Bessel modificadas para argumentos

pequenos [63], os termos de contribuição dominantes são:

• Para α0 > 0:

F
(i)
−1−n0

(
z
a

r

)
≈ 2

Γ2(β)

1 + iV(i)
−1−n0

(iz, a/r)
(
z a
r

) (
az
2rβ

)
Γ(1−β)

Γ(β)
− iV(i)

−1−n0
(iz, a/r)

(
z a
r

) (
az
2r

) (
2r
az

)2β
. (6.2.87)

• Para α0 < 0

F
(i)
−n0

(
z
a

r

)
≈ − 2

βΓ2(β)

1 + iV(i)
−n0

(iz, a/r)
(
z a
r

) (
2rβ
az

)(
2r
az

)2β − iΓ(1−β)
Γ(β)
V(i)
−n0

(iz, a/r)
(
z a
r

) (
az
2r

) . (6.2.88)

Nosso próximo passo é desenvolver o cálculo dos termos dominantes para o coefi-

ciente que contém toda informação sobre a estrutura, V(i)
−1−n0

(iz, a/r) e V(i)
−n0

(iz, a/r),

para os três modelos. Isto pode ser feito por uma substituição expĺıcita das funções
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radiais, R
(i)
1 (iz, a/r) e R

(i)
2 (iz, a/r), em (6.1.40). Deste modo, para campos sem massa,

encontramos:

〈jφ(r)〉c ≈ 2
|α0|
α0

eq

π2r4

β − χ(l)(
2r
a

)2β
χ(l)

β

2β + 1
, (6.2.89)

onde

β = q

(
1

2
− |α0|

)
+

1

2
(6.2.90)

e χ(l) é o parâmetro dependente do modelo de campo magnético espećıfico, dado por:

χ(l) =



ν = q|n0 − 1
2
|α0|
α0
| − 1

2
|α0|
α0
, Para o modelo (i)

qα(q + 1)
M q

2
|α0|
α0

,ν
(2qα)

M q
2
|α0|
α0

,ν+1
(2qα)

, Para o modelo (ii)

√
qα

2
(q + 1)

M
− 1

2
|α0|
α0

q+1
2 , ν2

(τR2)

M
− 1

2
|α0|
α0

q+1
2 , ν2

(τR2)
, Para o modelo (iii) .

(6.2.91)

De posse destes resultados podemos dizer que, para os três modelos considerados,

a densidade de corrente induzida devido a estrutura não trivial de campo magnético

decai com 1
r4(a/r)2β

, para grandes distâncias do tubo de campo magnético. Foi mostrado

em [65] que no limite de massa nula, para o caso de uma corda cósmica ideal apenas,

que esta contribuição decai como 1/r4. Assim, conclúımos que para grandes distâncias

da estrutura, no caso de campos sem massa, a contribuição dominante para a densidade

de corrente azimutal total, vem do termo que considera apenas a presença da corda

cósmica ideal em (6.2.68).

Agora vamos investigar o comportamento da densidade de corrente azimutal in-

duzida pela estrutura, 〈jφ〉, no limite de pontos próximos a esta estrutura, ou seja,

em pontos onde r ≥ a, novamente para os três modelos. Em geral esta densidade de

corrente diverge próximo a essa região. A contribuição dominante em (6.2.73) advêm

dos valores de |j| muito grande. Para encontrar estas contribuições dominantes é con-

veniente introduzir uma nova variável a qual chamamos de z = βjx, e usar a expansão

uniforme para grandes ordens das funções de Bessel modificadas [63]. Contudo, antes

de fazermos isto, gostaŕıamos de notar que, trocando n→ −n−1 a soma sobre j não se

altera, mas os parâmetros νj modificam-se, νj → ν̃j e ν̃j → νj. Se, com isso, também
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trocarmos α→ −α, segue que βj → β̃j e β̃j → βj. Isto significa que, quando fazemos

n → −n − 1 e α → −α temos F
(i)
j (y) −→ −F (i)

j (y). Com base nisso, e considerando

α > 0, o comportamento da densidade de corrente induzida pela estrutura próxima à

fronteira é dada por

〈jφ(x)〉c ≈ 2
eq

π2r4

∑
n>0

β3
j

∫ ∞
mr
βj

dx x2F
(i)
j (βjx(a/r))Kβj(βjx)Kβj+εj(βjx) . (6.2.92)

Como consideramos n >> 1, de agora em diante, nesta análise usamos a aproximação,

βj ≈ νj ≈ qn.

Para os três modelos de campo magnético, é necessário encontrar o termo de lide-

rança em F
(i)
j para grandes valores de j. Para os dois primeiro modelos, este termo

é obtido utilizando a expansão uniforme para grandes ordens das funções de Bessel

modificadas para o primeiro modelo, e a expansão assintótica correspondente para

as funções de Whittaker no segundo modelo. Após alguns cálculos algébricos in-

termediários, encontramos que ambos os termos dominantes coincidem para os dois

modelos e são dados por,

F
(1,2)
j (qnx(a/r)) ≈ 1

4q2π

e2qnη̃

n2(1 + e2η̃)
, (6.2.93)

onde η̃ =
√

1 + x2(a/r)2.

O terceiro modelo converge para o mesmo resultado. Para verificarmos isto, basta

expressar as funções de Whittaker em termos das funções hipergeométricas confluentes

[63], Mκ,µ(z) = e−z/2z1/2+µM(1/2 + µ− κ, 1 + 2µ; z), e usar a expansão abaixo,

M(a, b; z) = Γ(b)ezx
∞∑
k=0

Ckz
k(−az)

1
2

(1−b−k)Jb−1+k(2
√
−az) . (6.2.94)

Usando as expansões uniformes para as funções de Bessel com grandes ordens segue

que para os três modelos que a densidade de corrente induzida devido a estrutura de

campo magnético é dada por

〈jφ(x)〉c ≈
eq

4π2r4

∑
n>0

∫ ∞
mr
qn

dz z2 e−2qn(η−η̃)

(1 + e2η̃)
√

1 + z2
, (6.2.95)
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onde η =
√

1 + x2. Usando a aproximação η − η̃ ≈ z(1 − a/r), e observando que o

denominador do integrando em (6.2.95) pode ser aproximado para a unidade, para os

três modelos, temos:

〈jφ(x)〉c ≈
eq

4π2r4

∑
n>0

∫ ∞
mr
qn

dz z2e−2qn(1−a/r) . (6.2.96)

Resolvendo a integra acima temos

〈jφ(r)〉c ≈
e

(4πq)2

1

r

1

(r − a)3
. (6.2.97)

Onde, devemos notar que a densidade de corrente azimutal, 〈jφ〉, diverge próximo ao

tubo de campo magnético.

Como a densidade de corrente azimutal, 〈jφ(r)〉s, apresenta um valor finito próximo

a fronteira, podemos concluir que, neste limite, a densidade de corrente azimutal to-

tal, (6.2.68) é dominada pela contribuição da densidade de corrente que carrega a

informação da estrutura de campo magnético.

Uma maneira alternativa para mostrar que os três modelos conduzem ao mesmo

resultado próximo a fronteira, pode ser visto analisando a equação diferencial radial

(A.1) e (A.2) dado no Apêndice A para grandes valores de j. Trocando o parâmetro

λ por iνjz, especificamente para (A.1), encontramos:5

r2R′′1(r) + rR′1(r)− r2ν2
j z

2R1(r)− ν2
j

(
1 +

2eAφ(r)

νj

)
R1(r) ≈ 0 . (6.2.98)

Substituindo a forma expĺıcita do potencial vetor, Aφ(r), dada por (6.1.6), e utili-

zando as equações (6.1.7) e (6.1.8) na equação acima, que especificam qual das três

configurações de campo magnético estamos utilizando, é posśıvel ver que as soluções

podem ser escritas, para as três configurações diferentes, em uma forma geral mostrada

abaixo:

R1(r) = Iνj(νjzr)f(r) , (6.2.99)

5 Para R2(r) a equação é similar à (6.2.98) trocando νj por νj +
ε̃j
2 .
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onde f(r) é igual a unidade para o primeiro modelo, e para o segundo e terceiro

modelos, é tal que,

f(r) ≈ 1− rqα

a
+
qαz

2

(qα
az

+ 1
) r2

a
+O

(
νj
−1
)

(6.2.100)

e

f(r) ≈ e−
rqα

a2z

(
1 +

rqα

a2z
− qα

2

(
1− qα

z2a2

) r2

a2
+O

(
νj
−1
))

, (6.2.101)

respectivamente.

Como o coeficiente V(i)
j depende da razão entre as duas funções radiais, R2(r) e

R1(r), para grandes valores de j, o termo dominante desta razão é:

R2(r)

R1(r)
≈
Iνj+ε̃j/2((νj + ε̃j/2)zr)

Iνj(νjzr)
. (6.2.102)

Consequentemente o comportamento dos três modelos, neste limite, são similares.

Análise numérica

Após nossas discussões, a respeito da corrente induzida no vácuo, de maneira anaĺıtica,

podemos mostrar uma análise numérica a respeito da densidade de corrente azimutal

induzida no vácuo de maneira à agregar mais informações das quais não é tão fácil de

notar-se analiticamente.

Na Fig.6.2 mostramos a dependência da densidade de corrente azimutal induzida

pela estrutura, 〈jφ(r)〉c, como função de mr considerando q = 1.5 e ma = 1. No gráfico

da esquerda, apresentamos o comportamento da densidade de corrente induzida para

o primeiro caso, que consiste na casca ciĺındrica de campo magnético, levando em

conta valores positivo e negativos do parâmetro α. De modo a fornecer um melhor

entendimento sobre esta densidade de corrente, do lado direito do gráfico exibimos

seu comportamento como função de mr, para os três modelos de campo magnético

considerando α = 2.1. Desta maneira podemos inferir que o para um dado ponto fora

do tubo, a intensidade de corrente azimutal induzida no vácuo é maior para o primeiro

modelo
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Fig. 6.2: A densidade de corrente induzida azimutal devido a estrutura foi formada, em
unidades de “m4e”, como função de mr para os valores de q = 1.5 e ma = 1. Do
lado esquerdo consideramos a corrente induzida pelo modelo 1, tomando α = 2.1 e
α = −2.1. Do lado esquerdo comparamos a intensidade da densidade de corrente
induzida para os três modelos de campo magnético considerando α = 2.1.

Outra análise que desenvolvemos está relacionada a dependência da densidade

de corrente induzida com o parâmetro q definindo assim, sua dependência à pre-

sença da corda cósmica. Então, na Fig.6.3, mostramos, para o campo magnético

disposto pelo modelo 1, o comportamento de 〈jφ(r)〉c como função de mr para q =

1.5, 2.5, 3.5. Como podemos ver, a intensidade da densidade de corrente aumenta

quando o parâmetro q também aumenta. Para este gráfico consideramos α = 1.2 e

ma = 1. Finalmente na Fig.6.4, exibimos o comportamento da densidade de corrente

q
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Fig. 6.3: A densidade de corrente azimutal induzida pela estrutura, em unidades de “m4e”,
para o primeiro modelo, foi escrita em função de mr considerando três valores
diferentes de q. Neste caso adotamos o valor α = 1.2.

devido a presença de uma estrutura de campo magnético como função de α, conside-

rando ma = 1 e mr = 2. No gráfico da esquerda, mostramos a densidade de corrente

induzida pelo primeiro modelo de campo magnético com diferentes valores de q. Estes

valores são para q = 1.5, 2.0, 3.5. No gráfico da direita, mostramos as densidades de
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Fig. 6.4: A densidade de corrente induzida pela estrutura de campo magnético está mon-
tada, em unidades de “m4e”, como função de α fixando ma = 1 e mr = 2. Do lado
esquerdo, vemos a densidade de corrente apenas para o primeiro modelo com dife-
rentes valores de q. No lado direito, apresentamos a densidade de corrente induzida
pelos três modelos de campo magnético deferentes, considerando q = 1.5.

corrente induzidas pelos três diferentes modelos de campo magnético, adotando o valor

de q = 1.5. Para ambos os gráficos, assumimos que α varia no intervalo de [−7.0, 7.0].

Nos dois casos podemos ver diretamente que, mais uma vez, a intensidade da densi-

dade de corrente aumente de acordo com o aumento de q (Imagem da esquerda) e que

o primeiro modelo provê a densidade de corrente mais forte (Imagem da direita).



7. O 〈Tµν〉 E O 〈Ψ̄Ψ〉 INDUZIDOS POR UM TUBO MAGNÉTICO
NO ESPAÇO-TEMPO DE UMA CORDA CÓSMICA

Neste caṕıtulo temos como objetivo estudar o condensado fermiônico (CF), 〈Ψ̄Ψ〉, e o

VEV do tensor energia-momento (TEM), 〈T µν 〉, devido os efeitos no espaço-tempo ge-

rado por uma corda cósmica, acoplando minimamente o campo de Dirac com o campo

de gauge eletromagnético. Consideraremos os mesmos modelos de campo magnético

apresentados no Caṕıtulo 6, que se apresentará em três configurações distintas: (i) Na

forma de uma casca ciĺındrica de raio a, (ii) um campo magnético que decai com 1/r

e (iii) um campo magnético homogêneo constante [35][36]. Tal aproximação, como já

explicamos anteriormente, reside no fato de considerarmos o limite em que ms >> mv.

Desta forma, consideramos apenas a estrutura interna do campo de gauge como sendo

relevante.

7.1 O condensado fermiônico

Nesta seção vamos desenvolver o VEV do condensado fermiônico. Vamos mostrar que

o mesmo pode ser escrito como a soma de duas partes sendo a primeira devido a

presença da corda cósmica ideal, e a segunda devido a presença de uma estrutura de

campo magnético, análogo ao que fizemos no Caṕıtulo 6, para o caso da densidade de

corrente 〈jµ〉.

Novamente, pelo uso do método de soma dos modos da função de onda normalizada

temos 〈
Ψ̄Ψ
〉

=
∑
σ

ψ̄(−)
σ (x)ψ(−)

σ (x) , (7.1.1)

onde a soma sobre σ corresponde a (6.2.54).

Usando a expressão expĺıcita para a função de onda com energia negativa definida
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por (6.1.51) e (6.1.52), pode-se mostrar que as contribuições para s = 1 e s = −1 forne-

cem o mesmo resultado, consequentemente, o condensado fermiônico toma a seguinte

forma:〈
Ψ̄Ψ
〉

= − qm

(2π)2

∑
j

∫ ∞
−∞

dk

∫ ∞
0

dλ
λ

E

(
g2
β̃j

(λa, λr) + g2
βj

(λa, λr)
)
, (7.1.2)

onde, usamos a notação β̃j = βj + εj.

Levando em conta (6.1.40) e usando as relações entre as funções de Bessel [63],

encontramos que, 〈
Ψ̄Ψ
〉

=
〈
Ψ̄Ψ
〉
s

+
〈
Ψ̄Ψ
〉
c
. (7.1.3)

Onde mostramos que o condensado fermiônico pode ser expresso como a soma de

duas contribuições distintas: A primeira,
〈
Ψ̄Ψ
〉
s
, corresponde a contribuição devido a

linha de fluxo magnético através da corda cósmica idealizada, e a segunda,
〈
Ψ̄Ψ
〉
c
, leva

em consideração a estrutura de campo magnético não nula. Esta última, apresenta,

como já especificamos anteriormente, três modelos distintos de campo magnético.

Após alguns cálculos intermediários essas duas contribuições são expressas da seguinte

forma:〈
Ψ̄Ψ
〉
s

= − qm

(2π)2

∑
j

∫ ∞
−∞

dk

∫ ∞
0

dλ
λ

E

(
J2
β̃j

(λa, λr) + J2
βj

(λa, λr)
)

(7.1.4)

e 〈
Ψ̄Ψ
〉
c

=
qm

2(2π)2

∫ ∞
−∞

dk
∑
j

∫ ∞
0

dλ
λ

E
J̃βj(λa)

2∑
l=1

(H
(l)
βj

(λr))2 + (H
(l)

β̃j
(λr))2

H̃
(l)
βj

(λa)
, (7.1.5)

onde H
(l)
ν (x) com l = 1, 2 representa as funções de Hankel [55][63].

O termo que representa a dependência apenas da presença da corda cósmica ide-

alizada, equação (7.1.4), foi investigada em [66], e necessita de um processo de re-

normalização para que possamos obter um resultado finito do condensado fermiônico,

tal processo, no espaço localmente plano, consiste em subtrair a contribuição tipo

espaço-tempo de Minkowski. Por outro lado, o termo que apresenta a dependência da

estrutura de campo magnético, equação (7.1.5) é finita e, portanto, não necessita de

uma renormalização.
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7.1.1 O condensado fermiônico induzido pela estrutura

Para desenvolvermos o cálculo do CF induzido pelo tubo de fluxo magnético,
〈
Ψ̄Ψ
〉
c
,

procedemos de modo análogo ao que foi feito para a densidade de carga e de corrente

azimutal. No plano complexo λ rotacionamos a integral de contorno por um ângulo

π/2 para l = 1 e por um ângulo de −π/2 para l = 2. Como já vimos no Caṕıtulo 6,

utilizando o Apêndice B, mostramos que o coeficiente V(i)
j (λ, a) em (6.1.40) satisfaz

(6.2.61)1. Desta forma, utilizando (6.2.61) e as relações entre as funções de Hankel e

Bessel [63], obtêm-se que a integral sobre os segmentos (0, ±i
√
m2 + k2) se cancelam,

o que nos leva a forma do condensado fermiônico induzido dado por

〈
Ψ̄Ψ
〉
c

=
qm

2π3

∫ ∞
−∞

dk

∫ ∞
√
k2+m2

dz
z√

z2 − k2 −m2∑
j

(
K2
β̃j

(zr)−K2
βj

(zr)
)
F

(i)
j (za) , (7.1.6)

onde, F
(i)
j (za) é dado por (6.2.72). Notemos que, desligando o campo magnético, isto

é, tomando α = 0, F
(i)
j (za) se anula.

Novamente, seguindo a mesma sequência de transformações de coordenadas utili-

zada no cálculo da densidade de corrente fermiônica azimutal induzida pelo tubo de

campo magnético, podemos escrever (7.1.6) como se segue:

〈
Ψ̄Ψ
〉
c

=
qm

2π2r2

∫ ∞
mr

dzz
∑
j

(
K2
β̃j

(z)−K2
βj

(z)
)
F

(i)
j

(
z
a

r

)
. (7.1.7)

Análise assintótica

A respeito do CF (condensado fermiônico), vamos analisar o seu comportamento para

alguns limites espećıficos, assim como foi feito para o caso da densidade de corrente

azimutal induzida. O primeiro caso que vamos analisar será no limite de mr >> ma.

Com o intuito de desenvolver nossa análise, reescrevemos as funções de Bessel modi-

ficadas em (7.1.7) em termos de suas formas assintóticas2. Então, podemos aproximar

1 De fato, a relação (6.2.61) é satisfeita para todas as funções radiais associadas com as três
configurações de campo magnético.

2 É visto que, para obtermos um resultado não nulo para o integrando de (7.1.7) tivemos que usar
as expansões assintóticas das funções de Bessel modificadas até segunda ordem.
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o integrando de (7.1.7) e consequentemente, obter uma expressão aproximada para o

CF: 〈
Ψ̄Ψ
〉
c
≈ q2m

4πr2

∫ ∞
mr

dz
e−2x

x

∑
j

εj|j + α|F (i)
j

(
z
a

r

)
. (7.1.8)

Devido a supressão da exponencial no integrando, as contribuições dominantes

estão dadas na região do limite inferior da integração. Logo, o termo dominante é

para, 〈
Ψ̄Ψ
〉
c
≈ q2

4πr3
e−2mr

∑
j

εj|j + α|F (i)
j (ma) . (7.1.9)

Nós podemos ver que no limite de campos massivos à grandes distâncias da estrutura,

O CF induzido decai exponencialmente com mr. O termo F
(i)
j (ma) dependerá apenas

do modelo espećıfico de campo magnético que estamos trabalhando.

Também podemos obter a contribuição do termo dominante para a expressão no

limite de ma << 1. Para fazer isto, precisamos analisar, para cada modelo espećıfico

de campo magnético, o comportamento do fator F
(i)
j (ma) para pequenos argumentos.

No limite ma << 1, o comportamento do CF induzido pode ser desenvolvido da

seguinte maneira: Primeiro trocamos a soma em j, em (7.1.9), por n = j−1/2. Sendo

assim, podemos usar a notação, F
(i)
n ≡ F

(i)
j . Também trocamos n por n − n0, sendo

n0 dado em (6.2.60). Então de (7.1.9) escrevemos,

〈
Ψ̄Ψ
〉
c
≈ q2

4π2r3
e−2mr

+∞∑
n=−∞

εn|n+ 1/2 + α0|F (i)
n−n0

(ma) . (7.1.10)

Onde escrevemos F
(i)
n−n0

(ma) segundo (6.2.85), cujas ordens das funções de Bessel

modificadas são dadas por (6.2.86).

Expandindo as funções de Bessel em (6.2.85) como potências de ma, o termo domi-

nante é dado pela menor potência. Logo, temos duas possibilidades: para 0 ≤ α0 < 1/2

esse termo é dado para n = −1, e para −1/2 < α0 ≤ 0 este termo é dado para n = 0.

Do mesmo modo como desenvolvemos para a densidade de corrente fermiônica azi-

mutal induzida. Sendo assim, para 0 ≤ α0 < 1/2 e n = −1, F
(i)
n−n0

(ma) é dado por

(6.2.87) e, para −1/2 < α0 ≤ 0 com n = 0, F
(i)
n−n0

(ma) é dado por (6.2.88).
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O próximo passo consiste nos cálculos das contribuições dominantes para o coefi-

ciente que contém toda informação sobre a estrutura ciĺındrica de campo magnético,

V(i)
−1−n0

(im, a) e V(i)
−n0

(im, a), para os três modelos. Isso pode ser feito por uma subs-

tituição direta das funções radiais, R
(i)
1 (im, a) e R

(i)
2 (im, a), em (6.1.40). Logo, para

ma << 1, encontramos:

〈Ψ̄Ψ〉c ≈
q2

2π2r3Γ2(β)
e−2mr|1/2− |α0||

(ma
2

)2β β − χ(l)

βχ(l)
, (7.1.11)

onde β é dado por (6.2.90), e o parâmetro χ(l), que especifica os modelos os três

modelos de campo magnético, é dado por (6.2.91).

Nossa última análise a respeito do CF consiste em investigar o comportamento

de
〈
Ψ̄Ψ
〉
c

próximo da estrutura, isto é, r ≥ a, para as três configurações de campo

magnético diferentes. Em geral, o condensado fermiônico diverge próximo dessa região

dáı, as contribuições dominantes em (7.1.7) vem dos maiores valores posśıveis de |j|.

Para encontrarmos o termo dominante, é conveniente introduzir uma nova variável

z = βjx e usar as expansões das funções de Bessel modificadas para grandes ordens,

de modo igual quando tratamos da corrente azimutal induzida.

Para tornar nosso desenvolvimento mais simples, notando-se que (7.1.7) é uma

função par em α, que pode ser verificada observando ao trocarmos α→ −α e j → −j.

As ordens das funções de Bessel trocam da seguinte maneira: βj → β̃j e vice-versa.

Analogamente, obtemos que νj → ν̃j e vice-versa. Sendo assim, F
(i)
j (y) → −F (i)

j (y)

e o integrando de (7.1.7) não muda. Portanto, consideramos α > 0 em nossa análise.

Na soma sobre j procedemos da seguinte maneira: Para valores positivos de j, temos

β̃j = βj + 1 e para valores negativos de j, fazendo a troca j → −j, então, β̃j = βj − 1;

todavia, o fator F
(i)
j muda seu sinal. Como consequência podemos considerar apenas

a soma sobre os valores positivos de j e dobrar o resultado obtido.

Assim, após introduzir a nova variável e utilizar a expansão para grandes ordens

das funções de Bessel modificadas, o termo dominante no integrando de (7.1.7) é

K2
β̃j

(βjx)−K2
βj

(βjx) ≈ π

2βj

1√
1 + x2

e−2βjη(e−2η − 1) , (7.1.12)
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onde η =
√

1 + x2.

Para os três modelos de campo magnético, é necessário encontrar o termo domi-

nante de F
(i)
j (βjx

a
r
) para grandes valores de j, porém isto já foi feito, no Caṕıtulo 6,

especificamente, na seção que tratamos da densidade de corrente azimutal, onde mos-

tramos anteriormente que, para os três modelos, recáımos na mesma expressão dada

por (6.2.93). Como j = n + 1/2, para grandes valores de j tomamos a aproximação

βj ≈ qn. Assim o CF induzido pela estrutura pode ser aproximado para a seguinte

forma: 〈
Ψ̄Ψ
〉
c
≈ m

8π2r2

∑
n>1

1

n

∫ ∞
mr
qn

dx
e−2η − 1

1 + e2η̃

e−2qn(η−η̃)

√
1 + x2

. (7.1.13)

Ainda mais, podemos também tomar a aproximação η − η̃ ≈ x(1 − a/r), que é

válida para x >> 1. Observando que a seguinte razão pode ser aproximada para

e2η − 1

1 + e2η̃
≈ −2x

(
1− a

r

)
e−2η , (7.1.14)

assim, temos que a integral em (7.1.13) pode ser aproximada para

〈
Ψ̄Ψ
〉
c
≈ −m(1− a/r)

4π2r2

∑
n>1

1

n

∫ ∞
mr
qn

dxx2e−2qnx(1−a/r) . (7.1.15)

Por fim, resolvendo a integração acima temos que

〈
Ψ̄Ψ
〉
c
≈ − m

16π2q3r2

e−2mr(1−a/r)

(1− a/r)2

∑
n>1

1

n4
. (7.1.16)

Significando que o CF induzido pela estrutura diverge próximo à fronteira3, e sua

divergência é proporcional a

〈
Ψ̄Ψ
〉
c
≈ − m

1440q3r2

π2

(1− a/r)2
. (7.1.17)

Como a parcela do CF que depende apenas da presença da corda cósmica ideal,〈
Ψ̄Ψ
〉ren
s

, é finita nessa região, vemos que o condensado fermiônico total, (7.1.3), é

dominado pelo termo que envolve a estrutura ciĺındrica de campo magnético.

3 Lembramos aqui que, quando nos referimos a fronteira, estamos nos referindo a estrutura de
campo magnético ciĺındrica que envolve a corda cósmica.
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Análise numérica

Como podemos ver, na Fig.7.1, mostramos a dependência do condensado fermiônico

induzido,
〈
Ψ̄(x)Ψ(x)

〉
c
, como função de mr, considerando q = 2 e ma = 1. No gráfico

da esquerda, mostramos seu do condensado fermiônico induzido pela estrutura apenas

para o modelo 1, levando em conta valores positivos e negativos de α. Com o intuito

de prover um melhor entendimento a respeito do condensado, no gráfico da direita

exibimos seu comportamento, também como função de mr, para os três modelos dife-

rentes de campo magnético, considerando α = 1.2. Por esses gráficos podemos inferir

que num dado ponto fora do tubo ciĺındrico, a intensidade do condensado fermiônico

associado com o primeiro modelo apresenta o maior valor.
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Fig. 7.1: O condensado fermiônico induzido pela estrutura foi mostrado, em unidades de
“m3”, como função de mr para os valores de q = 2.0 e ma = 1. Do lado esquerdo,
consideramos o CF induzido para o primeiro modelo assumindo α = ±1.2. Do lado
direito, comparamos a intensidade do CF induzido para os três modelos distintos
considerando α = 1.2.

Outras duas análises numéricas que desenvolvemos estão relacionadas com a de-

pendência do CF induzido com os parâmetros que traduzem a presença da corda

cósmica, q, e a intensidade do campo magnético, α. Então, do lado esquerdo da

Fig.7.2, mostramos o comportamento do condensado fermiônico, para o modelo 1,〈
Ψ̄(x)Ψ(x)

〉
c
, como função de mr para q = 1, 1.5 e 2.5 com α = 1.2 e ma = 1. Como

podemos ver a intensidade do condensado fermiônico induzido aumenta de acordo com

o aumento de q. Do lado direito, para o mesmo modelo, mostramos o comportamento

do termo
〈
Ψ̄(x)Ψ(x)

〉
c
, também como função de mr para α = 1.0, 1.5 e 2.0 conside-

rando q = 1.5 e ma = 1. Vemos também que tal termo aumenta quando a intensidade
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do campo magnético aumenta, ou seja, quando α aumenta.
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Fig. 7.2: O CF induzido pela estrutura foi mostrado, em unidades de “m3”, como função de
mr considerando ma = 1. Do lado esquerdo, consideramos o CF induzido para o
primeiro modelo, com α = 1.2 e q = 1, 1.5 e 2.5. Do lado direito, consideramos,
também para o primeiro modelo, o CF induzido, tomando q = 1.5 e α = 1.0, 1.5
e 2.0. Vemos que para os dois caso quando aumentamos α ou q o condensado
fermiônico também aumenta em intensidade.

7.2 Tensor energia-momento

Outra caracteŕıstica importante do vácuo fermiônico está associado com VEV do ope-

rador tensor energia-momento (TEM). Para um campo fermiônico carregado e massivo,

na presença de um campo eletromagnético externo, tal operador é expresso por

Tµν =
i

2

[
ψ̄γ(µDν)ψ − (D(µ ψ̄)γν)ψ

]
, (7.2.18)

onde, Dµψ̄ = ∂µψ̄ − ieAµψ̄ − ψ̄Γµ. Os parênteses nos ı́ndices da expressão acima

significam que o tensor é simétrico sobre os mesmos. Similarmente, seguindo os mesmo

passos desenvolvido para a densidade de corrente e de carga, como também para o

condensado fermiônico, o VEV do tensor energia-momento, 〈0|Tµν |0〉 ≡ 〈Tµν〉, pode

ser desenvolvido pelo método da soma dos modos normalizados da função de onda

fermiônica, isto é,

〈Tµν〉 =
i

2

∑
σ

[
ψ̄(−)
σ γ(µDν)ψ

(−)
σ − (D(µ ψ̄

(−)
σ )γν)ψ

(−)
σ

]
. (7.2.19)

Sendo assim, devemos desenvolver aqui todas as componentes do tensor energia-

momento.

No sistema que estamos considerando, o TEM pode ser decomposto como se segue

〈T µν 〉 = 〈T µν 〉s + 〈T µν 〉c , (7.2.20)
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onde 〈T µν 〉s é a contribuição devido a presença apenas da corda cósmica ideal, e 〈T µν 〉c

é a contribuição induzida pela estrutura não trivial de campo magnético.

No que se segue, apresentaremos, nesta Tese, as expressões para todas as com-

ponentes não nulas para o termo que carrega a dependência da estrutura de campo

magnético não trivial do TEM, 〈T µν 〉c. Pois o desenvolvimento para as componentes

do termo 〈T µν 〉s foram analisadas em [66][67]. Não queremos nos prolongar, nesta Tese,

com a repetição de cálculos matemáticos que já foram feitos tanto na densidade de

corrente azimutal e densidade de carga, quanto feitos no condensado fermiônico que,

por sua vez, são idênticos aos cálculos do TEM, que mostramos nesta seção. Deste

modo, vamos apenas comentá-los partindo então, para a análise f́ısica das expressões

obtidas.

Em [68] os autores calcularam, para o caso de um campo escalar massivo e car-

regado, na topologia de uma corda cósmica em dimensões maiores, o VEV do tensor

energia-momento. Entretanto, mesmo sendo para o caso de um campo escalar, os

cálculos desenvolvidos neste trabalho mostram resultados similares aqueles calculados

para o caso de campos fermiônicos apresentados em [67].

7.2.1 A densidade de energia 〈T 0
0 〉

Vamos partir da componente densidade de energia do TEM, 〈T 0
0 〉. Dáı, levando em

conta que A0 e Γ0 são nulos, sendo ∂tψ
(−)
σ = iEψ

(−)
σ , podemos escrever a densidade de

energia como 〈
T 0

0

〉
= −

∑
σ

Eψ(−)†
σ ψ(−)

σ . (7.2.21)

Utilizando a forma expĺıcita da função de onda de Dirac de energia negativa, dada

por (6.1.51), e a equação (6.1.52), ao realizar a soma sobre s, encontramos a seguinte

expressão

〈
T 0

0

〉
= − q

4π2

∑
j

∫ ∞
−∞

dk

∫ ∞
0

dλλE[g2
β̃j

(λa, λr) + g2
βj

(λa, λr)] . (7.2.22)
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Logo, desenvolvendo a expressão acima, de acordo com (7.2.20), podemos mostrar

que 〈
T 0

0

〉
s

= − q

4π2

∑
j

∫ ∞
−∞

dk

∫ ∞
0

dλλE[J2
β̃j

(λr) + J2
βj

(λr)] (7.2.23)

e

〈
T 0

0

〉
c

= − q

4π2r2

∫ ∞
mr

dzz

(
z2

r2
−m2

)∑
j

[K2
β̃j

(z)−K2
βj

(z)]F
(i)
j

(
z
a

r

)
, (7.2.24)

onde F
(i)
j é dado por (6.2.85).

7.2.2 A tensão radial 〈T rr 〉

Nosso próximo passo é desenvolver a componente radial do TEM, 〈T rr 〉. Neste caso

temos: Ar = Γr = 0. Logo a expressão da componente radial do tensor energia-

momento, em sua forma covariante mais geral, é dada por

〈T rr 〉 =
i

2

∑
σ

[ψ̄(−)
σ γr∂rψ

(−)
σ − (∂rψ̄

(−)
σ )γrψ(−)

σ ] . (7.2.25)

Substituindo a função de onda fermiônica de energia negativa na expressão acima

temos

〈T rr 〉 = − q

4π2

∫ ∞
−∞

dk

∫ ∞
0

dλ
λ3

E

∑
j

[
g′βj(λa, λr)gβ̃j(λa, λr)− g

′
β̃j

(λa, λr)gβj(λa, λr)
]
,

(7.2.26)

onde o apóstrofo significa a derivada com relação ao argumento λr das funções de

Bessel contidas dentro da definição das funções gβ vistas em (6.1.49) e (6.1.50). Sendo

assim, podemos mostra que 〈T rr 〉 pode ser expressa como a soma de duas contribuições.

A primeira contribuição, que depende apenas da presença da corda cósmica ideal, é

dada por

〈T rr 〉s =
q

4π2

∫ ∞
−∞

dk

∫ ∞
0

dλ
λ3

E

∑
j

Sj(λr), (7.2.27)

onde introduzimos a notação

Sj(z) = J2
β̃j

(z) + J2
βj

(z)− 2βj + εj
z

Jβ̃j(z)Jβj(z) . (7.2.28)
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E a segunda, que consiste no termo induzido pela estrutura ciĺındrica não trivial, é,

〈T rr 〉c =
q

2π2r4

∫ ∞
mr

dzz3
∑
j

Wj(z)F
(i)
j

(
z
a

r

)
, (7.2.29)

onde introduzimos outra função, Wj(z), como se segue

Wj(z) = K2
β̃j

(z)−K2
βj

(z)− 2βj + εj
z

εjKβ̃j
(z)Kβj(z) . (7.2.30)

7.2.3 A tensão azimutal 〈T φφ 〉

Para desenvolvermos a componente azimutal do TEM, 〈T φφ 〉, devemos levar em consi-

deração que,

Aφ = −qΦ
2π

, (7.2.31)

sendo Φ o fluxo magnético, e

Γφ = − i
2

(1− q)Σ(3), (7.2.32)

Σ(3) = diag(σ3, σ3) ,

com σ3 sendo a matriz de Pauli no espaço-tempo plano. Então, esta componente é

escrita como 〈
T φφ

〉
=
i

2

∑
σ

[
ψ̄(−)
σ γφDφψ(−)

σ − (Dφψ̄(−)
σ )γφψ(−)

σ

]
. (7.2.33)

Para facilitar nosso desenvolvimento, podemos expressar a derivada, ∂φ, em termos

do momento angular na direção z: ∂φ = iĴ − i q
2
Σ(3). Então temos Dφ = i(Ĵ + eAφ −

1
2
Σ(3)). Logo, o operador momento angular atuando na função de onda com energia

negativa, nos dá o seguinte resultado Ĵψ
(−)
σ (x) = qjψ

(−)
σ . Além do mais, podemos

observar que o anticomutador,
{
γφ,Σ(3)

}
, que aparece no desenvolvimento, é nulo.

Seguidamente, após alguns passos algébricos, temos

〈T φφ 〉 = −q
∑
σ

(j + α)ψ̄(−)
σ γφψ(−)

σ . (7.2.34)
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Agora, substituindo a matriz de Dirac γφ, dada por (6.1.11) e a expressão da função

de onda com energia negativa, obtemos

〈T φφ 〉 =
q2

2π2r

∑
j

εj(j + α)

∫ ∞
−∞

dk

∫ ∞
0

dλ
λ2

E
gβj(λa, λr)gβ̃j(λa, λr) . (7.2.35)

Onde a soma sobre s fornece um fator extra multiplicativo 2. Assim, obtemos para a

componente azimutal do tensor energia-momento, como referido em (7.2.20), a seguinte

expressão

〈T φφ 〉s =
q2

2π2r

∑
j

εj(j + α)

∫ ∞
−∞

dk

∫ ∞
0

dλ
λ2

E
Jβj(λr)Jβ̃j(λr) , (7.2.36)

que corresponde a contribuição da corda cósmica ideal, e

〈T φφ 〉c =
q2

π2r4

∑
j

εj(j + α)

∫ ∞
mr

dzz2Kβj(z)Kβ̃j
(z)F

(i)
j

(
z
a

r

)
, (7.2.37)

que corresponde a contribuição induzida pela estrutura ciĺındrica de campo magnético.

7.2.4 A tensão axial 〈T zz 〉

Para o desenvolvimento da componente axial do TEM, tomamos Az = Γz = 0 na

derivada covariante do operador de campo, desta maneira temos Dzψ(−)
σ = −ikψ(−)

σ .

Além do mais, a matriz γz coincide com a matriz de Dirac padrão no espaço-tempo

plano [52]. Para esta componente, temos então que

〈T zz 〉 =
∑
σ

kψ̄(−)
σ γzψ(−)

σ . (7.2.38)

Substituindo a solução de função de onda com energia negativa, (6.1.51), e a matriz

γz na expressão acima podemos mostrar que

〈T zz 〉s =
q

4π2

∫ ∞
−∞

dkk2

∫ ∞
0

dλ
λ

E

∑
j

[
J2
βj

(λr) + J2
β̃j

(λr)
]
, (7.2.39)

para a parte que depende apenas da presença da corda cósmica, e

〈T zz 〉c = − q

4π2r2

∫ ∞
mr

dzz

(
z2

r2
−m2

)∑
j

[
K2
β̃j

(z)−K2
βj

(z)
]
F

(i)
j

(
z
a

r

)
, (7.2.40)
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para o termo induzido pela estrutura de campo magnético.

Em [67] vemos que, por uma transformação conveniente, as expressões renormali-

zadas para o termo que corresponde apenas na presença de uma corda cósmica ideal,

a densidade de energia coincide com o termo axial do tensor energia-momento, isto é,

〈T 0
0 〉
ren
s = 〈T zz 〉

ren
s . Aqui, também podemos observar este mesmo comportamento para

as contribuições dessas mesmas componentes devido a estrutura não trivial de campo

magnético, ou seja, vemos que (7.2.24) coincide com (7.2.40), revelando que, para este

termo, a invariância de boost ao longo da direção z é preservada.

7.3 As propriedades do vácuo e o tensor energia-momento

Nesta seção iremos investigar as propriedades e o comportamento assintótico dos VEVs

encontrados na seção anterior. Estamos interessados em mostrar que o TEM obedece

a condição de conservação,

∇µ 〈T µν 〉 = 0 , (7.3.41)

que, para o sistema em consideração é reduzido a uma única equação diferencial,

∂r(r 〈T rr )〉 = 〈T φφ 〉 , (7.3.42)

e a relação do traço, 〈
T µµ
〉

= m
〈
Ψ̄Ψ
〉
. (7.3.43)

Tais condições já foram provadas em [67], onde os autores mostraram que o VEV

renormalizado associado com o caso idealizado, 〈T µν 〉s, obedece as duas propriedades ci-

tadas acima. Para a contribuição oriunda da estrutura não trivial, a equação (7.3.42) é

automaticamente satisfeita por uma substituição direta das equações (7.2.29), (7.2.30)

e (7.2.37) na mesma. Também, a relação do traço, (7.3.43), pode ser verificada fa-

cilmente pela soma direta das componentes da diagonal principal do tensor energia-

momento induzido pela estrutura ciĺındrica de campo magnético, isto é, somando

(7.2.24), (7.2.29), (7.2.37) e (7.2.40), e comparando com o CF dado em (7.1.7).
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Agora, prosseguindo nesta seção, vamos investigar o comportamento das compo-

nentes do VEV induzido pela estrutura do tensor energia-momento na região próxima

da estrutura, r ≈ a, e na região muito longe da estrutura, r >> a. Nesta última

região consideramos os casos de campo massivo e não massivo. De fato, é visto que

a densidade energia coincide com a componente axial, assim, a soma da parte espa-

cial consistirá apenas na soma das componentes radial e azimutal do tensor energia-

momento. Neste sentido, podemos usar a notação 〈T ii 〉 = 〈T rr 〉 + 〈T φφ 〉. Consequente-

mente 〈T µµ 〉 = 2〈T 0
0 〉+ 〈T ii 〉.

Os procedimentos para desenvolvermos estas duas análises assintóticas são muito

similares aquelas desenvolvidas para a densidade de corrente azimutal induzida [35]

e para o condensado fermiônico [36]. Então, podemos apresentar de forma direta os

resultados obtidos e fazer nossas discussões encima deles.

• Para mr >> ma,

〈
T 0

0

〉
c
≈ − q2

8πr4
e−2mr

∑
j

εj|j + α|F (i)
j (ma) , (7.3.44)

〈
T ii
〉
c
≈ q2m

4πr3
e−2mr

∑
j

εj|j + α|F (i)
j (ma) , (7.3.45)

onde vemos que para grandes distâncias as componentes acima do tensor energia mo-

mento decaem exponencialmente, como no caso do CF.

• Para r ≈ a,

〈
T 0

0

〉
c
≈ − 3

2880q3

π2

r4
(
1− a

r

)4 −
3m

1440q3

π2

r3(1− a/r)3

− 5m2

2880q3

π2

r2
(
1− a

r

)2 +O

(
1

1− a/r

)
, (7.3.46)

〈
T ii
〉
c
≈ 3

1440q3

π2

r4
(
1− a

r

)4 +
3m

720q3

π2

r3(1− a/r)3

+
m2

360q3

π2

r2
(
1− a

r

)2 +O

(
1

1− a/r

)
. (7.3.47)
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Nas duas expressões acima mantivemos todos os termos relevantes divergentes, com o

intuito de obter a relação do traço de maneira correta, (7.3.43).

Em nossa próxima análise, vamos considerar o VEV do TEM no limite r >> a

para o caso de campos não massivos. Como o sistema apresenta uma invariância de

boost ao longo da direção z, para o caso de campos sem massa temos que a relação

do traço é resumida à 〈T ii 〉c = −2〈T 0
0 〉c. Assim, precisamos apenas calcular o termo

〈T 0
0 〉c, neste limite:

〈T 0
0 〉c =

q

4π2r4

∑
j

∫ ∞
0

dzz3
(
K2
β̃j

(z)−K2
βj

(z)
)
F

(i)
j

(
z
a

r

)
. (7.3.48)

Para explorar o comportamento da densidade de energia neste limite, precisamos

apenas tomar a aproximação assintótica do termo F
(i)
j

(
z a
r

)
para a/r << 1. De fato,

já fizemos isto tanto para o caso da densidade de corrente quanto para o condensado

fermiônico, onde obtivemos as expressões correspondentes dadas por (6.2.87) e (6.2.88).

Sendo assim, para este caso devemos apenas mudar o argumento ma para za/r. Os

resultados que obtivemos são dados então por:

• Para α0 > 0

F
(i)
−1+n0

(za/r) ≈ 2

βΓ2(β)

β + iV(i)
−1−n0

(iz, a/r)
(
za
2rβ

)
Γ(1−β)

Γ(β)
− iV(i)

−1−n0
(iz, a/r)

(
za
2r

)−2β+1
. (7.3.49)

• Para α0 < 0

F
(i)
−n0

(za/r) ≈ 2

βΓ2(β)

(za
2r

)2β 1 + iV(i)
−n0

(iz, a/r)
(

2rβ
za

)
1− iΓ(β−1)

Γ(β)
V(i)
−n0

(iz, a/r)
(
za
2r

) . (7.3.50)

Substituindo as expressões acima em (7.3.48) levando em conta as funções radiais,

R
(i)
l (iz, a/r), neste limite, para os três diferentes modelos, após alguns passos algébricos

intermediários, encontramos que:

〈
T 0

0

〉
≈ − q

24βπ2r4

β − χl

( r
a
)2ββχl

Γ(2 + β)

Γ2(β)Γ(4 + 2β)
(7.3.51)(

2Γ(2 + β)Γ(1 + 2β)− Γ2(2 + 2β)
)
,
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onde β e χ(l) são dados por (6.2.90) e (6.2.91), respectivamente.

Então, conclúımos que no limite de campos não massivos para r >> a, o tensor

energia-momento decai com r4
(
r
a

)2β
. Percebamos que, em todos os limites tomados a

relação do traço deste tensor é preservada.

Análise numérica

Após nossas considerações anaĺıticas a respeito do TEM induzido pela estrutura, gos-

taŕıamos prover algumas informações adicionais que não são fáceis de observarmos

através da expressões anaĺıticas. Então, com o objetivo de preencher esta lacuna, no

que resta deste caṕıtulo vamos desenvolver algumas análises numéricas.

Na Fig.7.3, mostramos a dependência do VEV induzido do TEM, 〈T 0
0 〉c, como

função de mr tomando q = 2 e ma = 1. Na imagem da esquerda, apresentamos

seu comportamento considerando o modelo da casca ciĺındrica de campo magnético,

modelo 1, tomando em conta valores positivos e negativos para α. Na imagem da

direita, para um melhor entendimento a respeito da densidade de energia, mostramos

seu comportamento, para os três modelos de campo magnético, considerando α = 1.2.

Assim, do gráfico da direita, podemos inferir que em um dado ponto fora do tubo, o

primeiro modelo apresenta maior intensidade.
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Fig. 7.3: A densidade de energia induzida pela estrutura está mostrada, em unidades de
“m4”, como uma função de mr para o valor ma = 1. No gráfico da esquerda, foi
considerado a configuração de campo magnético do modelo 1, para α = ±1.2 e
q = 2. No gráfico da direita, foi considerado os três modelos de campo magnéticos
diferentes, para α = 1.2 e q = 2.

Outra análise que devemos desenvolver está relacionada com a dependência da den-
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sidade de energia induzida com a variação do parâmetro q, que codifica a intensidade

do déficit de ângulo planar, e o parâmetro α, relacionado com a intensidade do campo

magnético. Para as duas análises, utilizamos especificamente o modelo 1. Então, na

Fig.7.4 mostramos o comportamento da densidade de energia induzida pela estrutura

como função de mr.
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Fig. 7.4: A densidade de energia induzida pela estrutura está mostrada, em unidades de
“m4”, como função de mr para o valor de ma = 1. No gráfico da esquerda con-
sideramos a densidade de energia induzida pela estrutura tomando q = 1, 1.5 e
2.5 fixando α = 1.2. No gráfico da direita consideramos três intensidades de fluxo
magnético diferentes, sendo elas α = 1, 1.5 e 2.0, fixando q = 2. Ambos os gráficos
foram constrúıdos para o modelo 1.

No gráfico da esquerda exibimos o comportamento da densidade de energia induzida

para um valor fixo do fluxo de campo magnético, α = 1.2, tomando três valores

diferentes de déficit de ângulo planar, q = 1, 1.5 e 2.5. No gráfico da direita mostramos

o comportamento da densidade de energia fixando um valor de déficit de angulo planar,

q = 2, tomando em conta três diferentes valores do fluxo de campo magnético, α =

1, 1.5 e 2. No dois casos, podemos ver que quanto maior for o parâmetro q ou o

parâmetro α mais intenso será a densidade de energia induzida pela estrutura de

campo magnético.
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Nesta Tese investigamos a influência da topologia cônica do espaço-tempo gerado

por uma corda cósmica ideal, e a presença de um campo magnético de extensão finita,

sobre o vácuo associado ao campo fermiônico massivo. Especificamente calculamos

os VEVs associados com a densidade de corrente e de carga, 〈jµ〉, apresentado no

caṕıtulo 6, com o condensado fermiônico, 〈Ψ̄Ψ〉, e com o tensor energia-momento, 〈T µν 〉,

apresentado no caṕıtulo 7, na região fora da estrutura ciĺındrica de campo magnético.

Salientamos que, os caṕıtulos 6 e 7 representam as nossas contribuições originais para

esta Tese.

Em nossa análise, adotamos que a geometria do espaço-tempo corresponde a de

uma corda cósmica ideal em todo o espaço, cercada por um tubo ciĺındrico de campo

magnético de raio fixo a que se apresenta em três modelos diferentes. O primeiro

modelo se apresenta como uma casca ciĺındrica de campo magnético, o segundo se

refere a um campo magnético, com simetria ciĺındrica, que decai com um fator de

1/r e o terceiro consiste e um campo magnético homogêneo. Tal escolha para os

modelos de campo magnético surge devido a simetria ciĺındrica do problema, que

permite encontrarmos não só soluções numéricas, como também soluções anaĺıticas.

Com o objetivo de desenvolver nossas análises, tivemos que construir a função de

onda normalizada para a região fora do tubo ciĺındrico de campo magnético e calcular

a densidade de corrente induzida, o condensado fermiônico e o tensor energia-momento

utilizando o método da soma dos modos normalizados da função de onda de Dirac,

como podemos ver em (6.2.53), (6.2.54), (7.1.1), e (7.2.19). O conjunto completo das

funções de onda fermiônicas foi constrúıda pela imposição de continuidade da função
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de onda entre as regiões de dentro (região-in) e de fora (região-ext) da estrutura

ciĺındrica, isto é, na fronteira em r = a. Após isso, conseguimos construir os modos da

função de onda com energia negativa e energia positiva, dados por (6.1.51)-(6.1.36).

Adotando a método da soma, mostramos que as expressões encontradas para os

VEVs da densidade de corrente apresentam apenas a componente azimutal não nula.

Além disso, mostramos também que as expressões encontradas para a densidade de

corrente, 〈jµ〉, para o condensado fermiônico,
〈
Ψ̄Ψ
〉
, e para o tensor energia momento,

〈T µν 〉, podem ser decompostas como a soma de duas contribuições distintas, como ve-

mos em (6.2.57), (6.2.68), (7.1.3) e (7.2.20). Os primeiros termos, 〈jµ〉s,
〈
Ψ̄Ψ
〉
s

e

〈T µν 〉s, dependem apenas da parte fracionária da razão do fluxo magnético pelo fluxo

quântico, que é uma consequência do efeito tipo Aharonov-Bohm. A segunda contri-

buição, representada por 〈jµ〉c,
〈
Ψ̄Ψ
〉
c

e 〈T µν 〉c, em geral não são funções periódicas do

fluxo magnético e dependem do fluxo magnético total dentro da estrutura.

Também, nesta Tese, apresentamos análises a respeito do comportamento da den-

sidade de corrente azimutal, do condensado fermiônico e do VEV do tensor energia-

momento induzidos pela estrutura ciĺındrica de campo magnético. Observamos que,

considerando campos fermiônicos massivos a grandes distâncias do tubo ciĺındrico,

isto é, mr >> ma, a componente azimutal da densidade de corrente induzida pela

estrutura, o condensado fermiônico induzido e o VEV do tensor energia-momento de-

caem exponencialmente. Para a densidade de corrente azimutal induzida temos que

o decaimento exponencial ocorre com e−2mr/(mr)3, para o condensado fermiônico en-

contramos e−2mr

r3
e no mesmo limite para a densidade de energia temos e−2mr

r4
.

Em seguida, analisamos a densidade de corrente induzida, o CF induzido e o VEV

do tensor energia-momento para duas outras regiões assintóticas, que consistem no

limite de pontos próximos da estrutura, isto é, em r ≥ a, e no limite de pontos a

largas distâncias da estrutura de campo magnético, isto é, em r >> a. Este último

considerando o caso de campos fermiônicos não massivos. Contudo, para fazermos isso,
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tivemos que considerar as soluções expĺıcitas para as funções radiais na região-in, para

as três configurações diferentes de campo magnético. Considerando pontos próximos

da estrutura ciĺındrica, mostramos que a densidade de corrente azimutal induzida

diverge com 1
r4(1−a/r)3 , enquanto que o CF induzido e o VEV do TEM apresentam

uma divergência em 1
r2(1−a/r)2 e em 1

r4(1−a/r)4 , respectivamente. Como a contribuição

do termo que depende apenas da presença da corda cósmica ideal neste limite, em

geral, é finita, tanto para a densidade de corrente azimutal induzida como para o

CF e o VEV do tensor energia-momento induzido, conclúımos que para essas três

quantidades dadas por (6.2.68), (7.1.3) e (7.2.20), respectivamente, são dominadas

pelas contribuições induzidas pela estrutura ciĺındrica de campo magnético.

Para campos fermiônicos não massivos e a grandes distâncias do tubo, i.e., em

r >> a encontramos que a densidade de corrente induzida e a densidade de energia

induzida pela estrutura ciĺındrica decaem com o mesmo fator, 1
r4(r/a)2β

. Neste limite de

campo não massivo e a grande distância da estrutura foi mostrado que a contribuição

do termo que carrega dependência apenas da presença da corda cósmica ideal decai

com 1
r4

[67], ou seja, neste limite tanto o termo 〈jφ〉s quanto o termo 〈T 0
0 〉s dominam,

quando comparados com suas respectivas contribuições da estrutura, 〈jφ〉c e 〈T 0
0 〉c.

Com relação as propriedades que o tensor energia-momento obedece, para todos os

limites observados, vemos necessariamente que nossos resultados satisfazem a relação

do traço, (7.3.43), e é conservado, (7.3.42).

Para fim, em nossas conclusões, fechamos com algumas observações numéricas a

respeito dos observáveis estudados nesta Tese, como função de várias quantidades

f́ısicas. Nas Fig.6.2, Fig.7.1 e Fig.7.3 mostramos dois gráficos. Nos gráficos à esquerda,

consideramos apenas o modelo 1, e como esperado, mostramos que a densidade de

corrente azimutal induzida pela estrutura é uma função ı́mpar do parâmetro α, ou

seja, como esperado, ao mudarmos o sentido do campo magnético a corrente muda de

sentido. Por outro lado, para o CF e o VEV da densidade de energia induzidas pela
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estrutura vemos que ambos são funções pares de α. Nos gráficos à direita, Nas Fig.6.2,

Fig.7.1 e Fig.7.3, apresentamos o comportamento da densidade de corrente azimutal,

do CF e do VEV da densidade de energia induzidos pela estrutura como função de

mr, para as três configurações de campo magnético, onde conclúımos que o modelo

1, que representa a configuração de campo magnético em forma de casca ciĺındrica,

apresenta a maior intensidade, para os três observáveis f́ısicos citados.

Nas Fig.6.4, Fig.7.2 e Fig.7.4, mostramos a densidade de corrente azimutal, o CF

e a densidade de energia, respectivamente, induzidos pela estrutura como função de

mr. Nos gráficos à esquerda mostramos, considerando apenas o modelo 1, que esses

três observáveis induzidos pela estrutura ciĺındrica de campo magnético aumentam

em intensidade à medida que o parâmetro q aumenta, tomando um valor fixo do

parâmetro α. Nos gráficos à direita, considerando as três configurações de campo

magnético adotados nesta Tese, mostramos que, fixando um valor para o parâmetro q,

a intensidade da densidade de corrente azimutal, Fig.6.4, do CF, Fig.7.2, e da densidade

de energia, Fig.7.4, todos induzidos pela estrutura não trivial de campo magnético,

aumentam de intensidade à medida que o parâmetro α aumenta. Notemos ainda que,

na Fig.6.4 mostramos a densidade de corrente azimutal induzida como função de α,

mostrando também que o termo 〈jφ〉c não é uma função periódica do fluxo magnético.

Como foi mencionado na Introdução, não há evidências fortes da existência de

vórtices abelianos no cosmos. Todavia, se admitirmos sua existência, a interação

desses objetos topológicos com o vácuo poderia fornecer grandes fenômenos como cor-

rentes induzidas e VEVs não nulos do tensor energia-momento induzidos. Estes são os

principais objetivos desta Tese. Contudo, para obtermos uma informação completa a

respeito destes VEVs, é necessário ter conhecimento sobre a estrutura interna das cor-

das cósmicas, e infelizmente não existe uma forma matemática fechada que reproduza

tal comportamento, tanto da estrutura interna da mesma, quanto do fluxo de campo

magnético que permeia tal estrutura. Então, a relevância deste modelo adotado nesta
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Tese, considerando um campo magnético abeliano de alcance finito num espaço-tempo

cônico, é uma possibilidade de como podemos aproximar a análise para o caso mais

real posśıvel para observar os VEVs induzidos por tais objetos. É claro que para uma

analise mais precisa é necessário também levar em consideração a interação do campo

com a estrutura da corda como foi feito em [69]. Sendo assim, este refinamento pode

ser colocado para um trabalho futuro em outra publicação.

Finalizando esta seção, gostaŕıamos de ressaltar que a análise de um campo quântico

na presença de um campo magnético confinado em um tubo ciĺındrico de raio finto a,

foi desenvolvido em [37] cujo VEV do tensor energia-momento foi associado ao campo

escalar, e em [37] associado a um campo fermiônico [39], ambos sem massa. Logo, esta

Tese, fundada nos nossos trabalhos publicados [35] e [36], onde consideramos campos

fermiônicos massivos e carregados, junto com os trabalhos das referências [37] e [39]

formam uma análise completa associada a campos quânticos de matéria.



APÊNDICE



A. RELAÇÕES DE RECORRÊNCIA

Neste apêndice nós iremos desenvolver explicitamente as equaçẽs diferenciais radiais,

que são satisfeitas pelas funçẽs R1(r) e R2(r), considerando as três configuraçẽs de

campo magnético, dados pelo ansatz (6.1.16) em (6.1.17):[
r2λ2 −

(
qj + eA

(i)
φ −

1

2

)2

− er2B(i)(r)

]
R1(r) + r2R

′′

1(r) + rR
′

1(r) = 0 , (A.1)

[
r2λ2 −

(
qj + eA

(i)
φ +

1

2

)2

+ er2B(i)(r)

]
R2(r) + r2R

′′

2(r) + rR
′

2(r) = 0 , (A.2)

onde o ı́ndice superior i = 1, 2, 3 caracteriza qual modelo nós estamos tratando.

Agora nós temos o sistema de equaçẽs diferenciais mais geral que envolve os três

modelos, que fornecerá, logicamente, três soluçẽs distintas para R(i)(r).

A.1 O campo magnético na casca ciĺındrica

Para este caso o potencial vetor é da forma

A
(1)
φ = −q Φ

2π
Θ(r − a) . (A.3)

Na região r < a, tanto o potencial vetor quanto o campo magnético são nulos. Então

as equaçẽs (A.1) e (A.2) nos levam a[
r2λ2 −

(
qj − 1

2

)2
]
R1(r) + r2R′′1(r) + rR′1(r) = 0 , (A.4)

[
r2λ2 −

(
qj +

1

2

)2
]
R2(r) + r2R′′2(r) + rR′2(r) = 0 . (A.5)

As soluçẽs para este sistema de equaçẽs que é regular na origem, r = 0, são as

funçẽs de Bessel de primeiro tipo. Então, para a componente superior da função de
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onda fermiônica nós temos

ψ+ = eikzeiqnφ
(

aJνj(λr)
bJνj+ε̃j(λr)e

iqφ

)
, (A.6)

onde νj = q|j| − ε̃j
2

, com ε̃j = 1 for j > 0 e ε̃j = −1 for j < 0. A componente inferior

é encontrada quando substitúımos a solução acima em (6.1.17), assim temos

ψ− =
−ieikzeiqnφ

(E +m)

(
λb[J

′
νj+ε̃j

(λr) +
νj+εj
λr

Jνj+ε̃j(λr)] + ikaJνj(λr)

{λa[J
′
νj

(λr)− νj
λr
Jνj(λr)]− ikbJνj+ε̃j(λr)}eiqφ

)
. (A.7)

Utilizando as relaçẽs de recorrência envolvendo as funçẽs de Bessel[55][63], podemos

escrever:

ψ− = eikzeiqnφ
(

cJνj(λr)
dJνj+ε̃j(λr)e

iqφ

)
, (A.8)

sendo c e d os novos coeficientes que são dados por,

c =
ka− iεjλb
E +m

(A.9)

d = −kb− iεjλa
E +m

(A.10)

A.2 O campo magnético proporcional a 1/r

Para este caso o potencial vetor é dado por

A
(2)
φ = −q Φr

2πa
. (A.11)

O campo magnético é B(2) = −q Φ
2πar

. Dáı por (A.1) e (A.2) segue que,[
r2λ2 −

(
qj + qα

r

a
− 1

2

)2

− qαr

a

]
R1(r) + r2R′′1(r) + rR′1(r) = 0 , (A.12)

[
r2λ2 −

(
qj + qα

r

a
+

1

2

)2

+
qαr

a

]
R2(r) + r2R′′2(r) + rR′2(r) = 0 . (A.13)

As soluçẽs regulares na origem que satisfazem o sistema acima são as funçẽs de

Whittaker Mκ,λ(z). Para a componente superior temos

ψ+ =
eikzeiqnφ√

r

(
c1Mκ,νj(ξr)

c2Mκ,νj+ε̃j(ξr)e
iqφ

)
, (A.14)
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onde os parâmetros κ e ξ são dados segundo (6.2.79). A componente inferior é deter-

minada quando substitúımos a solução acima em (6.1.17). Assim temos:

ψ− =
−ieikzeiqnφ

(E +m)
√
r

(
ξc2[M

′
κ,νj+ε̃j

(ξr) + qj+αr/a
ξr

Mκ,νj+ε̃j(ξr)] + ikc1Mκ,νj(ξr)

{ξc1[M
′
κ,νj

(ξr)− qj+αr/a
ξr

Mκ,νj(ξr)]− ikc2Mκ,νj+ε̃j(ξr)}eiqφ

)
.(A.15)

Infelizmente, nós não encontramos na literatura nenhuma relaço de recorrência

deste tipo que envolva as funçẽs de Whittaker, que conecta as soluçẽs da componente

superior com a componente inferior em uma forma simples. Então, expressando tais

funçẽs em termos das funçẽs hipergeométricas concluentes, e utilizando da álgebra

computacional, nós podemos construir as seguintes relaçẽs:

• Para j > 0, nós temos,

M ′
κ,νj+1(z) +

(
νj + 1/2

z
− κ

2νj + 1

)
Mκ,νj+1(z) = c

(+)
j Mκ,νj(z) , (A.16)

M ′
κ,νj

(z)−
(
νj + 1/2

z
− κ

2νj + 1

)
Mκ,νj(z) = c

(−)
j Mκ,νj+1(z) . (A.17)

• Para j < 0, nós temos:

M ′
κ,νj−1(z)−

(
νj − 1/2

z
− κ

2νj − 1

)
Mκ,νj−1(z) = c

(+)
j Mκ,νj(z) , (A.18)

M ′
κ,νj

(z) +

(
νj − 1/2

z
− κ

2νj − 1

)
Mκ,νj(z) = c

(−)
j Mκ,νj−1(z) . (A.19)

Nas expressões acima os coeficientes c
(±)
j são dados da seguinte forma:

c
(+)
j =

 2(νj + 1) , j > 0 .

1
8νj

[
1−

(
2κ

2νj+1

)2
]
, j < 0 .

(A.20)

c
(−)
j =

 − 1
8(νj+1)

[
1−

(
2κ

2νj+1

)2
]
, j > 0 .

2νj , j < 0 .
(A.21)

Finalmente, nós podemos escrever a função de onda de Dirac com energia positiva na

seguinte forma abaixo

ψ(+)(x) =
e−ipxeiqnφ√

r


c1Mκ,νj(ξr)

c2Mκ,νj+ε̃j(ξr)e
iqφ

c̃1Mκ,νj(ξr)
c̃2Mκ,νj+ε̃j(ξr)e

iqφ

 , (A.22)
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onde

c̃1 =
kc1 − ic2c

(+)
j

E +m
c̃2 = −

kc2 + ic1c
(−)
j

E +m
. (A.23)

A.3 O campo magnético homogêneo

Nossa última analise é para o campo magnético homogêneo. Neste caso, a componente

azimutal do potencial vetor é,

A
(3)
φ (r) = −qΦ

2π

(r
a

)2

. (A.24)

O campo magnético é B(3) = − 2qΦ
2πa2

. Seguindo os mesmo passos algébricos feitos

para o campo magnético que decai em 1/r, as soluçẽs serão as funçẽs de Whittaker

regulares na origem. Para a componente superior temos

ψ+ =
eikzeiqnφ

r

(
c1Mκ− 1

4
,
νj
2

(τr2)

c2Mκ+ 1
4
,
νj+ε̃j

2

(τr2)eiqφ

)
, (A.25)

onde τ e κ são dados por

τ = qα/a2, κ =
λ2

4τ
− qj

2
. (A.26)

Substituindo (A.25) em (6.1.17) nós temos que a componente inferior é dada por

ψ− =
−ieikzeiqnφ

(E +m)r

 c2

(
qj− 1

2

r
+ τr + ∂r

)
M

κ+,
ν̃j
2

(τr) + ikc1Mκ−,
νj
2

(τr)

{c1

(
∂r −

qj− 1
2

+τr2

r

)
M

κ−,
νj
2

(τr)− ikc2Mκ+,
ν̃j
2

(τr)}eiqφ

 .(A.27)

Também não encontramos na literatura relaçẽs de recorrência envolvendo as funçẽs

de Whittaker necessárias para expressar (A.27) de uma forma simples. Usando o

mesmo procedimento desenvolvido para o caso do campo decaindo com 1/r, nós con-

seguimos desenvolver as seguintes relaçẽs de recorrência:

• Para j > 0: (
νj
2τ

+
1

2
+

d

dz

)
M

κ+ 1
4
,
νj+1

2

(z) =
c

(+)
j

2
√
z
M

κ− 1
4
,
νj
2

(z) , (A.28)

(
− νj

2τ
+

1

2
+

d

dz

)
M

κ− 1
4
,
νj
2

(z) =
c

(−)
j

2
√
z
M

κ+ 1
4
,
νj+1

2

(z) . (A.29)
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• Para j < 0(
−νj + 1

2τ
+

1

2
+

d

dz

)
M

κ+ 1
4
,
νj−1

2

(z) =
c

(+)
j

2
√
z
M

κ− 1
4
,
νj
2

(z) , (A.30)

(
νj + 1

2τ
+

1

2
+

d

dz

)
M

κ− 1
4
,
νj
2

(z) =
c

(−)
j

2
√
z
M

κ+ 1
4
,
νj−1

2

(z) . (A.31)

Nas expressões acima, c
(±)
j são dados por,

c
(+)
j =

{
2(νj + 1), j > 0(

1− 4κ+1
2(νj+1)

)
, j < 0

(A.32)

c
(−)
j =

{
−
(

1 + 4κ−1
2νj

)
, j > 0

2νj, j < 0
(A.33)

Finalmente para o terceiro modelo nós temos a função de onda com energia positiva

escrita como

ψ(+)(x) =
e−ipxeiqnφ

r


c1Mκ−,

νj
2

(τr2)

c2Mκ+,
ν̃j
2

(τr2)eiqφ

c̃1Mκ−,
νj
2

(τr2)

c̃2Mκ+,
ν̃j
2

(τr2)eiqφ

 , (A.34)

onde c̃1,2 também são dados segundo (A.23).



B. ANÁLISE DO COEFICIENTE V (I)
J

Para provar (6.2.61) nós devemos usar a sua forma expĺıcita dada abaixo:

V(i)
j (±iλ, a) =

R
(i)
2 (r)

R
(i)
1 (r)

. (B.1)

Para o modelo 1, que consiste na casca de campo magnético temos

V(1)
j (±iλ, a) = ε̃j

Jν̃j(iλa)

Jνj(iλa)
. (B.2)

Usando as bem conhecidas relaçẽs de recorrência envolvendo as funçẽs de Bessel com

argumento imaginário e as funçẽs de Bessel modificadas [63], a equação acima se torna

V(1)
j (±iλ, a) = ε̃j(±i)ε̃j

Iν̃j(λa)

Iνj(λa)
. (B.3)

Notemos que, para valores positivos ou negativos de j, ε̃j = ±1, consequentemente

ε̃j(±i)ε̃j = ±i. Desta maneira nós temos:

V(1)
j (±iλ, a) = ±iIm[V(1)

j (iλ, a)]. (B.4)

Para os outros dois modelos, o procedimento para mostrar que (6.2.61) é o mesmo,

pois ambos os casos tratam da mesma função especial. Especificamente para o segundo

modelo, nós podemos usar (6.2.78)-(6.2.80). Então, nós temos

V(2)
j (±iλ, a) = c

(2)
j

Mκ,ν̃j(ξa)

Mκ,νj(ξa)
. (B.5)

Tomando λ→ ±iλ nós obtemos:

• Para valores positivos de j

c
(2)
j =

(±iλ)

ξ

1

2q|j|+ 1
= ±iIm[c

(2)
j ] (B.6)
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• Para valores negativos j

c
(2)
j = − ξ

±iλ
(2q|j|+ 1) = ±iIm[c

(2)
j ] . (B.7)

Consequentemente, para o segundo modelo

V(2)
j (±iλ, a) = c

(2)
j

Mκ,ν̃j(ξa)

Mκ,νj(ξa)
= ±iIm[V(2)

j (iλ, a)] . (B.8)



C. FUNÇÕES ESPECIAIS

Neste apêndice nós iremos apresentar algumas das propriedades obedecidas pelas

funções de Bessel e Whittaker, as quais foram foram usadas para calcularmos os ob-

serváveis f́ısicos e desenvolver explicitamente as equaçẽs diferenciais radiais, que são

satisfeitas pelas funçẽs R1(r) e R2(r), considerando as três configuraçẽs de campo

magnético.

C.1 Funções de Bessel

A equação de Bessel é dada por

z2d
2Zν
dz2

+ z
dZν
dz

+ (z2 − ν2)Zν = 0 . (C.1)

Cujas soluções linearmente independentes (LI) são

Jν(z) =
(z

2

)ν ∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k

Γ(k + 1)Γ(k + ν + 1)
(C.2)

e

Nν(z) =
cos(νπ)Jν(z)− J−ν(z)

sin(νπ)
. (C.3)

As funções Nν(z) são as chamadas funções de Neumann ou Bessel de segundo tipo.

Se ν Ã c© inteiro, Jν(z) = (−1)νJν(z) e portanto

Nn(z) =
1

π

[
∂Jν(z)

∂ν
− ∂(−1)nJ−ν(z)

∂ν

]
ν=n

. (C.4)

Outro conjunto de funções, H
(1)
ν (z) e H

(2)
ν (z), chamadas de Hankel de primeiro e

segundo tipo, respectivamente, são utilizadas para apresentar as soluções LI de (C.1):

H(1)
ν (z) = Jν(z) + iNν(z) (C.5)
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e

H(2)
ν (z) = Jν(z)− iNν(z) . (C.6)

As funções de Bessel modificadas, Iν(z) e Kν(z), são soluções da equação diferencial

z2d
2Zν
dz2

+ z
dZν
dz
− (z2 + ν2)Zν = 0 . (C.7)

Estas funções são definidas por:

Iν(z) = i−νJν(iz) =

(
3

2

)ν ∞∑
k=0

(3/2)2k

k!(k + ν)!
(C.8)

e

Kν(z) =
π

2
iν+1H(1)

ν (iz) =
π

2

I−ν(z)− Iν(z)

sin(νπ)
. (C.9)

As funções Iν(z) são regulares na origem e as funções Kν(z) anulam-se exponenci-

almente para z →∞.

C.2 Funções de Whittaker

A equação de Whittaker é dada por

d2w

dz2
+

(
−1

4
+
λ

z
+

1/4− µ2

z2

)
w = 0 . (C.10)

Cujas soluções linearmente independentes são

Mκ,ν(z) = e−
1
2
zz

1
2

+µM

(
1

2
+ µ− κ, 1 + 2µ; z

)
(C.11)

e

Wκ,ν(z) = e−
1
2
zz

1
2

+µU

(
1

2
+ µ− κ, 1 + 2µ; z

)
, (C.12)

onde M(a, b; z) e U(a, b; z) sÃ£o as funções de Kummer, definidas por

M(a, b; z) = 1 +
a

b
z +

a(a+ 1)

b(b+ 1)

z2

2!
+
a(a+ 1)(a+ 2)

b(b+ 1)(b+ 2)

z3

3!
+ . . . (C.13)

e

U(a, b; z) =
π

sin(πb)

[
M(a, b; z)

Γ(1 + a− b)Γ(b)
− z1−bM(a+ 1− b, 2− b; z)

Γ(a)Γ(2− b)

]
, (C.14)

sendo b 6= 0,−1,−2 . . .

Apenas as funções Mκ,ν(z) são regulares na origem (z ≈ 0).
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