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Resumo

Nesta dissertagao trabalhamos com o modelo de Gross-Neveu em (2+1) dimensoes
na expansdo 1/N no contexto de Horava-Lifshitz. Primeiro, faremos uma revisdo
do artigo [6], onde se mostra que o Modelo de Gross-Neveu na expansao 1/N
apresenta uma geracao dinamica de massa mediante a introducao de um campo
auxiliar, o que traz como consequéncia a quebra dinamica da simetria de paridade.
Calculamos a equacgao de gap, onde veremos a dependéncia da massa gerada com a
constante de acoplamento. Apos isso, acoplaremos um campo de gauge ao modelo,
e estudamos o tensor de polarizagao, o qual vai gerar um termo induzido de tipo
Chern-Simons na lagrangiana efetiva. Como novidade, trabalhamos com o Modelo
de Gross-Neveu no contexto de Horava-Lifshitz, onde se faz um escalonamento
anisotropico, quebrando, assim, a invariancia de Lorentz. Introduzimos um campo
auxiliar e estudamos os casos em que o valor do exponente dinamico critico z é par
e quando ¢ impar. No caso em que z é par, nao ha geragao dinamica de massa pelo
que a simetria de paridade é conservada e também nao teremos o termo induzido de
Chern-Simons. No caso em que z é impar, vamos ter a geracao dinamica de massa
e val ocorrer a quebra dindmica de simetria de paridade. Finalmente, acoplamos
um campo de gauge no modelo e encontramos o termo tipo Chern-Simons, o qual
mostra claramente a anisotropia do espaco tempo para valores de z > 1.

Palavras chave: Modelo de Gross-Neveu, Expansao 1/N, Equagao de gap, Tensor

de Polarizacao, Chern-Simons, Escalonamento Anisotrépico, Horava-Lifshitz

il



Abstract

In this dissertation we work with the Horava-Lifshitz-like Gross-Neveu model in
(241) dimensions in the Large N expansion. Firstly we make an article revision
[6] where it is shown that the Gross-Neveu Model in the 1/N expansion presents a
dynamic mass generation by means of the introduction of an auxiliary field, which
results in the dynamical parity broken. We calculate the gap equation where we
will see the generated mass dependence with the coupling constant. After that,
we will put a gauge field to the model and study the polarization tensor which will
generate an induced Chern-Simons term in the Effective Lagrangian. As a novelty,
we work with the Gross-Neveu Model in the context of Horava-Lifshitz, where
anisotropic scaling is done, thus breaking the Lorentz invariance. We introduce
an auxiliary field and we study the cases which the value of the critical dynamic
exponent 7 is even and when it is odd. In the case where z is even, there is no
dynamic mass generation so the parity symmetry is conserved and we will not
have the term induced of Chern-Simons either. In the case where z is odd, we will
have the dynamic mass generation and the dynamic parity symmetry will occur.
Finally we couple a gauge field in the model and find the Chern-Simons term,
which clearly shows the anisotropy of space and time for values of z> 1

keywords: Gross-Neveu model, Large N expansion, gap equation, polarization
tensor, Chern-Simons, lifshitz scaling, Horava-Lifshitz
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria Quantica de Campos (TQC) é uma aplicacao conjunta da Relatividade
Restrita e da Mecanica Quantica. Ela surgiu da descricao quantica da interacao
eletromagnética através da Eletrodinamica Quantica (QED). Devido ao sucesso da
QED, pensou-se em aplicar o formalismo da TQC as outras forcas da natureza:
forcas fraca, forte e gravitacional, fracassando nesta tltima.

Apesar do fracasso gravitacional, a TQC obteve varios sucessos empiricos,
sendo a QED uma das teorias mais precisas da Fisica. Porém, desde seu sur-
gimento, encontrou-se um problema sério, que é o problema dos infinitos: em
muitas situacgoes, a teoria prevé valores infinitos para determinadas quantidades
que devem ser observaveis e, portanto, finitas, como por exemplo, correcoes de
carga e massa do elétron.

Para resolver o problema dos infinitos, foram desenvolvidas as técnicas de Re-
normalizacao, as quais se baseiam nas ideias de que a massa efetiva de um elétron,
por exemplo, é composta por uma massa nua (sem fotons virtuais) que se pressu-
poe ser infinita, e por uma outra massa levando em conta os foétons virtuais, que
pode ser calculada na teoria e fornece um valor infinito, e de que uma quantidade
infinita “cancela” a outra, de forma que a massa observada experimentalmente seja
uma massa efetiva finita. Assim, a renormalizacdo pode ser entendida como o pro-
cesso no qual as divergéncias sao eliminadas, absorvendo-as em novas defini¢oes
dos parametros fisicos, como nesse caso particular, a massa.

A renormalizacao conseguiu resolver os problemas da QED e corroborar resul-
tados empiricos, pelo que gerou grande expectativa em poder descrever as outras
interacoes da natureza por meio de TQC’s renormalizaveis, tal como a QED. No
decorrer dos anos, e nao isento de problemas, logrou-se descrever as interagoes for-
tes e fracas, conseguiu-se unificar a forga eletromagnética com a forca fraca dando
origem a Teoria Eletrofraca e teve o desenvolvimento da QCD (siglas em inglés de
Cromodinamica Quantica), mas a interagao gravitacional resistiu-se até os dias de
hoje.
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No ano 2009, Horava propos uma teoria gravitacional renormalizavel [2,3],
baseando-se nas ideias de escalonamento anisotropico (escalonamento de Lifshitz)
que Lifshitz propos no ano 1941 [1], para descrever o fendémeno dos pontos tri-
criticos da matéria condensada, onde sugere um escalonamento do tipo

t — b°t, r, = br' (i=1,..d).

onde o inteiro z é o exponente dinamico critico que indica o grau de anisotropia
entre o espaco e o tempo. Devido a esse escalonamento anisotropico, a simetria de
Lorentz é explicitamente quebrada para z # 1. No caso da gravitacdo, em (3+1)
dimensoes, a teoria torna-se renormalizavel para z = 3.

Nos ultimos anos, a ideia da gravitagao de Horava-Lifshitz foi o ponto de partida
para o estudo de outras teorias de campos com um escalonamento de Lifshitz.

No ano 1971, D. Gross e A. Neveu propuseram um modelo de campos fermio-
nicos sem massa de duas dimensGes com uma interagao quartica [4], descrito pela
densidade de lagrangiana

2
£ = Gidhp + (0

Os autores analisaram a teoria utilizando a expansdo 1/N e obtiveram dois
importantes resultados: a teoria é assintoticamente livre e ocorre uma quebra es-
pontanea de simetria chiral. E por isso que o modelo de Gross-Neveu ¢ considerado
um “Toy Model” da QCD, ja que compartilham algumas caracteristicas dinamicas.

O modelo de Gross-Neveu corresponde a uma versao em (1+1)-dimensoes re-
normalizével do modelo em (3+1)-dimensoes de Nambu-Jona-Lasinio [5| que é ndo
renormalizavel.

No decorrer dos anos, o modelo de Gross-Neveu também tem sido estudado no
contexto de Temperatura Finita, sendo motivado pela prestacao do modelo a pro-
ver informagoes como modelo efetivo tanto da QCD, como de sistemas fermionicos
na matéria condensada, onde tem aplicacoes, por exemplo, em supercondutividade
e em grafeno [22-35].

No ano 1990, M. Gomes, V. O. Rivelles e A. J. da Silva publicaram um artigo no
qual trabalham com o modelo de Gross-Neveu em (2+1)-dimensdes na expansao
1/N [6], onde o modelo torna-se renormalizavel, estudando entre outras coisas,
a equacao de gap e a geracao de um termo induzido de Chern-Simons quando o
modelo é acoplado a um campo de gauge A,,.

Nesta dissertagao, vamos fazer uma revisdo do artigo [6] e, como novidade,
vamos fazer os calculos da equacao de gap e do termo induzido do Chern-Simons
no contexto de Horava-Lifshitz para o modelo de Gross-Neveu em (2+41) dimensoes.

Assim, esta dissertacao fica organizada da seguinte maneira: No capitulo 2 fa-
remos uma revisao do método da expansao 1/N utilizando como exemplo o modelo
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Ap?*, também revisaremos o argumento de contagem de poténcias e a regulariza-
¢ao dimensional. No capitulo 3, trabalharemos com o modelo de Gross-Neveu em
(2+1) dimensdes na expansdo 1/N e faremos uma revisdo dos célculos feitos em
[6] para a equagdo de gap e o termo induzido de Chern-Simons. No capitulo 4,
trabalharemos com o modelo de Gross-Neveu em (2+1) dimensoes no contexto de
Horava-Lifshitz e faremos os calculos para a equagao de gap e o termo induzido de
Chern-Simons. Finalmente, serao apresentadas as conclusoes e perspectivas.



Capitulo 2

Expansao 1/N

A expansao 1/N é um método que ajuda a simplificar o estudo de TQC’s com
um grupo de simetria interna O(N) ou SU(N). Consiste em redefinir a constante
de acoplamento como fungao do termo 1/N e logo fazer uma expansao em série
de poténcias da constante de acoplamento para obter as propriedades fisicas do
sistema. Ao considerar N — oo vao ficar s6 os termos de ordem mais baixa da
expansao, os quais vao prover a informacao dominante e mais importante da teoria.

O primeiro que aplicou o método da expansao 1/N em TQC no estudo de teo-
rias com interacoes quérticas de campos escalares Ap* e em teorias com interacoes
de quatro fermions g (&w)zfoi Wilson [37].

No ano 1974, ’t Hooft [38,39] propos aplicar o método da expansao 1/N na
QCD, com o que se conseguiu ter grandes simplificacoes no modelo obtendo resul-
tados que sao consistentes com os dados experimentais.

Uma compilagao de trabalhos na expansio 1/N pode ser revisado em [40].

2.1 Modelo ¢*

Como exemplo, vamos considerar um modelo de N campos escalares ¢* (a =

1,....,N), com uma interagao quéartica, cuja dinamica ¢é definida pela densidade de
lagrangiana
1 a a 1 a, a 1 a a
L =50, 0"p" — m™e"¢" = 2A (9% ). (2.1.1)

Assim, temos as seguintes regras de Feynman
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_ idab
a b p? —m? +ic
] C
= —iX Oab O
b d

Figura 2.1.1: Regras de Feynman para o propagador do campoy e para o vértice,
respectivamente

Num processo de espalhamento de dois mésons do tipo “a” com dois mésons do
tipo “b”, teremos os seguintes diagramas:
?

a b a \\ b
<
a4./ b
/><\
a b a b
(a) (b)
a b a : b a /-(—l\} b
fu ."II 4 y,
\ /"\ \ /S\ /’1-\5:; \ ’/’\F \-.
\__/ INAA \__/
c ¢ " c
a b a b a b
() (d) (e)

Figura 2.1.2: Diagramas do ordem mais baixo do espalhamento a +a — b+ b com

a # b.

Na figura 2.1.2 podemos ver que o diagrama (a) é da ordem de \; o diagrama
(b), onde os campos intermediarios sao fixos, ¢ da ordem de \?; no diagrama (c), o
campo intermediario ¢ nao é fixo pelo que temos que somar todas as possibilidades,
o que faz o diagrama ser da ordem de NA?; por 1ltimo, os diagramas (d) e (e) sao
da ordem de N2)\3.
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Como podemos ver, a série nao ¢ bem definida no limite em que N — o0, ja que
as correcoes sao proporcionais a poténcias de N. Para solucionar este problema,
vamos reescalar a constante de acoplamento A. Fazendo A = ¢g/N no limite em
que N — oo com g fixo, A\ vai ser da ordem de % Dessa forma, o diagrama (a)
vai ser da ordem de £; o diagrama (c) vai ser da ordem de %; os diagramas (d) e
(e) sdo da ordem de %. O diagrama (b) é da ordem ]%—22 pelo que é desprezivel.

A nova lagrangiana vai ficar

1 1 g 2
L= =0,0°0"0" — —m*p" " — == (¢%p")". 2.1.2
SOup" 0" — ome ot — T (9% (2.1.2)

A fim de simplificar nosso modelo, vamos introduzir um campo auxiliar o, o
qual podemos pensar como o mediador da interacao entre os campos ¢. Para

implementar o campo auxiliar, vamos adicionar na lagrangiana o termo
1N g 2
—— o — =—=p%") . 2.1.3
2g<0 ¢¢) (2.1.3)
Dessa forma, somando (2.1.3) em (2.1.2) e com um pouco de algebra bésica,
obtemos
IN , 1

- 50@“@“. (2.1.4)

1 1
L= Aot — — 2 a a -

A equacao de Euler-Lagrange para o campo o é

9
= L _p%° 2.1.5

sendo uma equacao de vinculo que permite reobter a lagrangiana (2.1.2) ao subs-
tituir (2.1.5) em (2.1.4).

A introducao do campo auxiliar, traz consigo a possibilidade de ter um valor
esperado no vacuo nao nulo, ou seja,

< 0|O"O >= 0y,

onde oy pode assumir qualquer valor constante. Para resolver este problema, vamos
definir o campo deslocado ¢/ = 0— < 0 >= 0 — 09, 0 qual tem um valor esperado
no vacuo nulo

< 0[0’|0 >= 0.

Por simplicidade, vamos voltar a notacao sem linha para o campo auxiliar, tal
que a lagrangiana (2.1.4) vai ficar
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1IN N 1N
——0*+ —0g0 +=—05,  (2.1.6)

1 a a 1 a, a 1 a, a
L= -0,0" 0" — Sl " — Sopp® +
2 g g 2.4

2 2 2
de p*> =m? 6 d 1
onde p° = m”+oy é a nova massa do campo escalar ¢.
A introducao do novo campo auxiliar deslocado na nossa lagrangiana acarreta
em novas regras de Feynman, dadas nas figuras abaixo

_ iOab
a b p? —m? +ie
e = S
N
a
e = —i0ap
b

Figura 2.1.3: Regras de Feynman do modelo com o campo auxiliar

Figura 2.1.4: Diagramas a.b e ¢ da fig. 2.1.2 com o campo auxiliar

2.2 Contagem de Poténcias

Vamos considerar o grafico (¢) da figura (2.1.2), o qual, em um espago-tempo
quadridimensional, corresponde a integral

/ d*k ) )
(27_‘_)4 (k + p)Z _ m2 k? _ m2 :

No limite em que k — o0, a integral comporta-se como
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ftte
(k22" ) &

ou seja, ¢ logaritmicamente divergente.
De modo geral, para um grafico com L momentos internos, em um espago-
tempo D-dimensional, vamos ter uma integral do tipo

dPrk
/5%

Esta integral é dita ser superficialmente convergente se DL—o < 0. Caso contrario,
a integral é superficialmente divergente.

Se DL — o = 0, o grafico vai ser logaritmicamente divergente; se DL — o =
1, o grafico vai ser linearmente divergente; se DL — o = 2, o grafico vai ser
quadraticamente divergente, etc.

Seja G um grafico genérico, se define o grau de divergéncia superficial d(G)
como

d(G)=DL—2n+Y_ D, (2.2.1)

onde
» D, é o numero de derivadas no termo de interacao
» > representa a soma sobre os vértices, V, de G
» n é o namero de linhas internas de G
Da relacao de Euler, temos que
L=n—-V+1, (2.2.2)

onde V' é o nimero total de vértices de G. Da relacao topoldgica, temos que

on = Z ve — Ng, (2.2.3)

a

onde
» Ng é o nimero de linhas externas de GG

» 1, nimero de linhas juntando-se em V,
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Insertando (2.2.2) em (2.2.1), obtemos que
d(G)=Dn—DV+D—=2n+» D,

agora utilizando (2.2.3), obtemos

d(G) =D — (?)NG—Z <D— (D;Q)Va—pa), (2.2.4)

a

a eq (2.2.4) corresponde ao grau de divergéncia superficial para teorias que contém
somente campos bosonicos. Para campos fermiénicos o procedimento é analogo.
A formula final para uma teoria que contem bodsons e férmions vem dada pela

seguinte expressao
D -2 D -1
6= (252) - (252 s

_za: [D _p, - (?) . (#) yf} | (2.2.5)

sendo
» Np(r) o ntimero de linhas externas de G do tipo bosonicas (fermionicas).

B(F . . . . s .
> U, F) 5 ntimero de linhas do tipo bosonicas (fermidnicas) que se juntam em

Va-

Assim, a dimensao do vértice V, no caso mais geral, vem dada por

D —2 D—-1
da:Da+ (T) V(1B+ (T) Vfa
segundo o valor de d,, o vértice V,, pode ser classificado da seguinte maneira
» Super-renormalizavel se d, < D.
» Renormalizavel se d, = D.

» Nao renormalizavel se d, > D.

A dimensao do vértice V,, representa a dimensao resultante do produto dos campos
e suas derivadas no termo de interacao Lf,, da densidade lagrangiana da teoria,
pelo que

c;

int

] = ] [m]™
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onde )\, é a constante de acoplamento.
Por outro lado, sabemos que [S]=1e

S—/dD:c Lo+ ) L],

daqui é facil ver que

L= [m] ™" (L],

= 1= [m] "7 [m]™ [\,

pelo que se d, < D vamos ter que a dimensao em unidades de massa da constante
de acoplamento é [\,] > 0,se d, =D = [\,] =0esed, > D = [\,] <0 pelo que
podemos classificar o vértice segundo a dimensao da constate de acoplamento da
seguinte maneira

» Super-renormalizével se [\,] > 0.
» Renormalizavel se [\,] = 0.
» Nao renormalizavel se [A\,] < 0.

A presenca de vértices super-renormalizéveis tende a melhorar as propriedades
de convergéncia, caso oposto acontece com vértices nao renormalizaveis, os quais
pioram o comportamento ultravioleta. Nesse caso, todas as fun¢oes de Green sao,
em principio, divergentes.

Teorias cuja lagrangiana contém pelo menos um vértice nao renormalizavel, sao
ditas nao renormalizdveis. Se uma teoria nao contém vértices nao renormalizaveis,
mas tem pelo menos um vértice renormalizavel, a teoria é dita renormalizavel.
Nesse caso, somente os graficos com um niimero pequeno de linhas externas serao
divergentes. Finalmente, uma teoria contendo s6 vértices super-renormaliziveis é
dita super-renormalizavel, sendo divergentes s6 os graficos de ordem mais baixa.

A modo de exemplo, vamos submeter & analise dimensional o modelo ¢* e
decidir segundo o argumento de contagem de poténcias se é ou nao renormalizavel.
De (2.1.1) temos que

2

Do primeiro termo da acao podemos ver que

1 1 1
S = /de {5%90“3“@“ — omPpp® — g (@“90“)2} -
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e do dltimo termo vemos que

pelo que se D > 4 a teoria é nao renormalizavel, se D = 4 a teoria é renormalizavel

e se D < 4 a teoria é super-renormalizavel.
1

2.3 Regularizacao Dimensional

A ideia basica por tras da Regularizacdo Dimensional é, quando temos uma
integral do tipo

d*k 1
I = 2.3.1
/ (2m)2 (k2 — 2 +ie)™’ ( )

fazemos uma rotacao de Wick para ir do espaco de Minkowski ao espago Euclideo,
a qual vem dada por

k’o — ikEo,
dko — 1dkg,,

SR =k2 -k k2, — kL = —K2,

Im (k%)

Figura 2.3.1: Rotacao de Wick

e generalizamos a integral para D dimensoes

[~

1Obs: No contexto de Horava-Lifshitz, o grau de divergéncia superficial ¢ modificado.
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1= (~1)" / (gﬂ)’; (k2+102)”' (2.3.2)

Como o integrando de (2.3.2) depende s6 da magnitude de k, podemos escrever,
em coordenadas esféricas

dPk = kP~ dkdS2p,

onde 2p é o angulo solido d-dimensional, tal que

27TD/2
QD = )
foo=Tm

em que I'(£) ¢ a fungao gama de D/2. Assim (2.3.2) vai ficar

2rP/2 dk kPl
I = (-1 / I — (2.3.3)
reg) J @2mP (k2+c?)
Fazendo a mudanca de variavel
c
k=cyy = dk = —=dy,
VY NG
a eq. (2.3.3) vai ficar
aD/2 ygfl
I=(-1)"i———p D‘Q”/d : 2.3.4
( ) Z(ZW)DF(g)C y(y+1)n ( )

A integral em (2.3.4) corresponde a uma fung¢ao beta, a qual ¢ definida como

B(a,v) = /dyya‘l(yﬂ)‘a‘”, Re(a) > 0, Re(vy) > 0, (2.3.5)
0
F(Q)F(V)
B(a,
E facil ver que na integral (2.3.4) o = % ey = %, pelo que obtemos
D/2 T(2\(n -2
I = (_1)TLZ m — CD—Qn (2) (7’L 2)
2m)PI(3) I'(n)

Finalmente, fazemos D = 4 para obter o resultado

(~1)" 40n (0= 2)

I —
2472 I'(n)
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Um fato importante é que em teorias em dimensoes impar, a regularizacao
dimensional elimina os infinitos da integral sempre que trabalhemos em um laco.



Capitulo 3

Modelo de Gross-Neveu na
expansao 1/N

O Modelo de Gross-Neveu consiste em N campos espinoriais sem massa com
uma interacdo quartica em (1+1) dimensoes, o qual foi originalmente estudado
na expansao 1/N em [4], sendo um dos modelos mais simples de interagao de 4
femions. Este estudo mostrou que a teoria é assintoticamente livre, o qual é uma
propriedade da QCD, além disso o modelo apresenta uma quebra dinamica da
simetria quiral, o que também é observado na QCD. Assim, o modelo de Gross-
Neveu surgiu como uma teoria efetiva mais simples para a QCD. Posteriormente,
o modelo também tem sido estudado em dimensoes maiores, tanto como teoria
efetiva da QCD, quanto de sistemas fermionicos da Matéria Condensada.

3.1 Modelo de Gross-Neveu em (2+1) dimensoes

A acdo do modelo é dada por

T q, -
S = /de (my by — 5(W)Z’) . (3.1.1)
Fazendo a anilise dimensional, obtemos para a constante de acoplamento que

9] = [M]P . (3.1.2)

ou seja,
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pelo que estamos no caso em que a constante de acoplamento tem dimensao menor
que 0 em unidades de massa. Segundo o argumento de contagem de poténcias, a
nossa teoria é nao renormalizavel.

A expansao 1/N foi abordada na secao (1.2) para o caso de bosons. No caso de
férmions, o procedimento é analogo e torna nosso modelo renormalizavel. Assim,
o modelo de Gross-Neveu na expansao 1/N ¢ descrito pela lagrangiana

L =ity — %(W)Q. (3.1.3)

A lagrangiana (3.1.3) possui simetria por transformagao de paridade, a que cor-
responde a inversao com relacao a origem de um dos eixos espaciais, por exemplo,
1, assim temos

w(x(b Ty, x2> — vlw($07 —&, I2)7

1/_)(1‘0@1@2) — %E($0,—951,$2)71,
entao

v(@)d(e) = —v(z,)Y(,),

(Widp)(x) — (Didh))(xy),

com = = (g, T1,T2) € T, = (Tg, —T1, T2).
Assim como no modelo ¢*, é conveniente introduzir na lagrangiana um campo
auxiliar o, adicionando na lagrangiana (3.1.3) o termo

7 (o= %)

Desenvolvendo a algebra, a densidade de lagrangiana do modelo torna-se

2

(3.1.4)

. _ N
L = idp — o(Py)) + 502. (3.1.5)
O campo auxiliar pode ter um valor esperado no vicuo nao nulo, ou seja,
< 0]e|0 >= gy, .

pelo que, com o fim de ter um valor esperado no vacuo nulo, vamos redefinir o
campo auxiliar como

o— o =0+ o, (3.1.6)
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assim, substituindo (3.1.6) em (3.1.5), vamos obter

L = (id-oo)p — o(Pih) + gaoa + %02 + %00, (3.1.7)

a introdugao do campo auxiliar deslocado gera uma massa oy nos férmios, o que
implica uma quebra dinamica da simetria de paridade.

O modelo apresenta as seguintes regras de Feynman descritas pelas figuras
abaixo

b T Ko

a

————— ———— = _?5ab

Figura 3.1.1: Regras de Feynman do modelo de Gross-Neveu como o campo auxi-
liar

3.2 Equacao de Gap

Como sabemos, o valor esperado no vacuo do campo o é nulo, isto &, < 0|c|0 >= 0,
o qual diagramaticamente é representado por

Figura 3.2.1: Forma diagramatica da equacao de gap

que é equivalente & expressao

0o dgk 1 .
7 =] - a2
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com }52 o k2tao2 e K ="k, entdo temos
—0 90
0o . dgk ’)ﬂuku + 00
o9 T —0. 3.2.2
g+l/(27T)3 r[k2_08 ( )

Como Triv"k,] =0 a eq. (3.2.2) vai ficar

@H/ (d3k Tr{ % ] 0. (3.2.3)

g 2m)3 k? — o
Usando que T'r [k{—%g} = Tr[ag]ﬁ = aoTr[I]ﬁ = kfi;‘;g, vamos ter
o) . dgl{? 20’0
— — = 0. 3.2.4
g +Z/(27r)3k2—ag ( )

E facil ver que a integral (3.2.4) & divergente, pelo que vamos utilizar a regu-
larizacao dimensional para resolvé-la.
Vamos primeiramente fazer uma rotacao de Wick, onde

]{?0 — ’ikOE,
dk’o — idk?OE,
= k* =k — k*® = (tkop)? — k3, = —k3p — k% = —k% e assim (3.2.4) vai ficar
0o dgka 20’0
20 R A S 2.
3+ ermrs 929

Por simplicidade, vamos escrever kp — k. Assim, generalizando a integral para
D dimensoes, temos

ol / dPk 1
2= 2 [ s
g @r)P k2 1 03

Como dPk = kP~1dkdS, com [dQ = 2;}2;, a integral acima toma a forma
2
o0 2rD/2 / dk kP!
— =2 .
1% ) emP kRt a3

Agora, vamos fazer a mudanca de variavel

7%

k = (O-(Q)y)l/Q — dl{} = W

dy,

pelo que a integral fica
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1 91D/2 (52 D_3 D_g
L _%/dy i (3.2.6)
g I'(5)(2m) (y+1)
A integral em (3.2.6) corresponde a funcdo beta com v = 2 ey =1 - 2.
Assim, temos que
D
1 PP r@)r - 2)
9 r(5)(2m)P (1)
Em nosso caso, temos que D = 3, pelo que finalmente obtemos
1
L_ Jodl, (3.2.7)
g 27

A equacao (3.2.7) mostra a dependéncia da constante de acoplamento com a
massa gerada pela introducao do campo auxiliar deslocado. Vemos também como
o método da regularizagdo dimensional eliminou, de fato, os infinitos.

3.3 Termo de Chern-Simons

Nesta secao vamos acoplar um campo de gauge a nossa teoria mediante a adi¢cao
na lagrangiana do termo de interacao

e -
Ling = —— AH, 3.3.1
t \/Nw%ﬂﬂ ( )
pelo que a nossa lagrangiana vai ficar
_ - N N e -
L =Y(id-o0)) — o + —000 + —0% + —— A*, 3.3.2
U( 0)V (V) p 0 29 \/N?W;W ( )

mais um termo constante que desprezamos.

E facil ver que ndo temos propagador para o campo de gauge, pois nio te-
mos um termo quadratico do campo na lagrangiana, mas podemos encontrar as
correcoes do propagador, as quais sao nao nulas. Diagramaticamente, vamos ter

Figura 3.3.1: Corre¢ao do propagador do féton a 1-loop

Vamos agora, entao, calcular o tensor de polarizagao 7, dado por
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Bk . .
™ (p) = GQ/WTT (WM]{_FZ;— UOFYV]{—Z 00) 7 (3.3.3)

o qual podemos rescrevé-lo como

d3k (YPks +v°p, + 00) , (V*ka + 00)
W) — o2 Tr (#1258 p T 0] il e T 0 3.3.4
w0 = [ gt (O ) A

Estamos interessados em encontrar um termo de Chern-Simons, pelo que pro-
curamos uma parcela do tensor de polarizacao que seja proporcional ao momentum
p e ao tensor de Levi-Civita, o que vai aparecer no traco do produto de trés matrizes
gama. Assim, o termo que procuramos ¢é

d’k Vp o
2 p v
- Tr | +* . 3.3.5
¢ /(27r)3 T(7 (k:—i—p)Q—J(z)7 k% — o2 ( )
Usando que T7 (Y*v°p,y"00) = aoTr (Y97 ) p, e Tr (YyPy") = —2ich?, a
eq. (3.3.5) vai ficar

2ie*o0e" p,F(p?), (3.3.6)

onde

3k 1 1
F(p*) = :
v7) / (27m)% (k + p)? — 0} k% — o}

Para momentos externos muito pequenos vamos ter

Pk 1
F(p?) =
"= | e
tal que ao fazermos uma rotacao de Wick, temos
A3k 1
F(p*) =i 3.
)= | Gy (337

em coordenadas cilindricas temos que d*k = k2*senfdkdfdg, com 0 < k < oo,
0<0<me0<¢ <27 Integrando em 0 e ¢ vamos ter:

® 2
F:z’/(dk Amk (3.3.8)
0

27)3 (k2 + 02)%’

Introduzindo o cutoff A temos
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A
b 4mk?
F=i 3.3.9
Z/ (2m)* (k2 + 03)2" (3.3.9)
0

agora definimos k = ogtan = dk = \/o2 sec? 0df = |og|sec? 0dh, entdo (3.3.9)

val ficar

, df|og|sec?§  of tan? 6
F =44 3.3.10
! 7T/ (2m)3  (cZtan?6 + 03)?’ ( )

:i47r/ df |og|od tan? 6 it |00\UO/ df sin? o,
(2m)* (07)? sec? 6 (08)* J (2m)?

- g e [5- fone)]

2 4
mas 0 = arctan(k/og), entao

F=q

47 |oglop [arctan(k/og)
(2m)* (03)? 2
utilizando que quando A — oo = arctan(A/og) = § e quearctan(0) = 0, obtemos
4 2 1
F=i_" |002’UO T —sin(7) |,
(2m)3 (05)? |4 4
i |og|og
" 8r (03)2
Substituindo (3.3.11) em (3.3.6) temos

1
~ 1 sin(2 arctan(k/ao))} v=h

(3.3.11)

. G |UO|00
2ie’ oot ,
o |G

|0-0|O-0 wpv
" °< TR

2
e
—E(sgnag)s“p”pp, (3.3.12)

Esse termo corresponde a um termo de Chern-Simons induzido na lagrangiana
efectiva do tipo

2

8—W(sgnao)5“p”Au(9pA,,,

O termo de Chern-Simons pode ser obtido gracgas a geragao dinamica de massa
e é finito no ultravioleta.



Capitulo 4

O modelo de Gross-Neveu em um
ponto de Lifshitz

4.1 Escalonamento de Lifshtiz

O escalonamento de Lifshitz nas coordenadas espaco-temporais é definido por

[t] = (M), (4.1.1)

[2;] = [M] ", (4.1.2)

onde z é um inteiro positivo. A anisotropia do espaco tempo para z # 1 implica
na quebra da simetria de Lorentz.
A acéo dada por

S = /dth:c {% (8y)? — %qﬁ(—A)%} : (4.1.3)

onde A = 9?, & um dos exemplos mas simiples de uma teoria com o escalonamento
de Lifshitz, onde temos que a dimensao em unidades de massa do campo ¢ é

g =222 (4.1.4)
2

Como podemos ver, segundo o valor de z, a dimensao do campo ¢ pode mu-
dar, o que para teorias com interagao vai acarretar uma mudancga na dimensao da
constante de acoplamento, o que ¢ interessante pensando no argumento de con-
tagem de poténcias, ja que para um z dado, podemos converter uma teoria nao

renormalizavel em uma teoria renormalizavel.
Agora, vamos fazer a analise dimensional para o modelo de Gross-Neveu com o

escalamento de Lifshitz, o qual é definido por (4.1.1) e (4.1.2). Como consequéncia

21
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de (4.1.2) e (4.1.3), e para nao ter contradi¢oes na dimensao do campo 1, vamos
ter que modificar a derivada do seguinte modo

"0, — iv' 0, + (i7'9;)”, (4.1.5)

assim a acao (3.1.1) vai tornar-se

S = /dtddx (2/_1 [14°00 + (iv'0:)7] v — g(z/?W) , (4.1.6)
onde d = D — 1. Vamos calcular a dimensao do campo v, a qual podemos calcular
do primeiro ou do segundo termo da acao, pois (4.1.5) garante que vamos obter o
mesmo resultado. Assim, obtemos que

[¥] = (M), (4.1.7)

conhecendo a dimensao do campo . Fazemos o andlise dimensional no tltimo
termo para encontrar a dimensao da constante de acoplamento g, obtendo

mas comod = D — 1, vamos ter que

lg) = (M0 (4.1.8)

Como estamos trabalhando com D = 3, temos que a dimensao da constante de
acoplamento em unidades de massa é

l9] =2 -2,

pelo que, para valores de z = 2, vamos ter uma teoria renormalizavel, e para
z >uma teoria super-renormalizavel, porém, por construcao, a teoria vai quebrar
a invariancia de Lorentz.

4.2 O modelo de Gross-Neveu em um ponto de
Lifshitz

Com a mudanga da derivada, a lagrangiana do modelo de Gross-Neveu, para N
campos espinoriais, vai tornar-se

£ = $([7°0 + (170) ] — 52 (G0)?

com o fim de simplificar nosso modelo, vamos introduzir o campo auxiliar o, tal
como foi feito anteriormente. Assim, vamos definir a nova lagrangiana
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E’:/J—l—%(a—

de onde vamos obter
y A0 - in\? 7 N ,
L =9([iV°0+ (7' 0:) )Y — o () + 257
O campo auxiliar pode ter um valor esperado no vicuo nao nulo, pelo que

faremos um deslocamento no campo o — o+m~* para garantir que o valor esperado
no vacuo seja nulo, tal como se fez na secao 2.1, pelo que a lagrangiana vai ficar

L=19([in'0 + (Wzaz)z] -m*)p — o (Yah) + gmza + %02, (4.2.1)

a mudanca no termo derivativo espacial na lagrangiana acarreta uma mudanca das
regras de Feynman, em particular, no propagador do campo ), o qual fica

= 0ij
ko + (vki)® —m?
Vao existir diferencas no propagador para valores pares e impares de z, pelo

que vamos analisar cada caso por separado.
Para valores pares, podemos reescrever z como z = 2k, entao

Sy (k) =< Ti(k)sy (k) > = 5,5(k),

1
) = .
Vo + (7)™ — m?
onde (v'k;)?* = (ki + v2ko)?* = (—k? — k2)F = (=Kk?)*, pelo que

1
ko + (—K2)F —m]

S(k)

o que pode ser reescrito como

S(k) = ﬂoko - |- mj | (4.2.2)
= | (k) — ]

Para valores impares, podemos reescrever z como z = 2k + 1, entao
7

S(k) =
" ko + (7'k;)

M

onde (Yk) ™ = (vk) (ki)™ = 7ki(—K2)*
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l

S pu—
T kg + vk (k) —

o que pode ser reescrito como

Y

Z,’)/O]{?O + ’)/Zkz (—k2)k + m?

4.2.3
&~ 007 —m 2

4.3 Equacao de gap

A imposicao de que o valor de esperado no vacuo seja nulo (< ¢ >= 0), nos leva
a ter a seguinte equacao de gap,

z

+tr[S(k)] =0, (4.3.1)
g
representada diagramaticamente pela figura (3.2.1).
Como a equacao depende diretamente do propagador do campo fermiénico,
ela vai mudar para cada valor de z, pelo que a calcularemos para valores pares e
impares.

4.3.1 Equacao de gap para z par

A equagao de gap para valores par de z é obtida ao colocar o propagador (4.2.2)
na eq. (4.3.1), resultando

m? / Bl ko — [(—kQ)k - mz] o (43.2)

g W ' k2 — [(_k2>k _ mz]2

Utilizando que Tr[y°] = 0 e Tr[(—k2)* — m?] = 2((=k2)* — m?), a eq. (4.3.2)
vai ficar

= dhuke 2 |(K) =

g (27)3 . [<_k2)k B mzr =0, (4.3.3)

o que apo6s uma rotagao de Wick vai ficar

(4.3.4)

me [k |(K) =]
R
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Vamos resolver, primeiramente, a integral em kg, a qual ¢ dada por

o0 ke [(_kg)k _ mz:|
her / 2 oy [(—kQ)"’ - mzr 45

e definimos Q(k) = (—k2)" — m?* pelo que a eq. (4.3.5) vai tomar a forma

o0

; 2/dk0 Q(k)
b 2r k2 + O02(k)’

—0o0

A integral [; é divergente, pelo que ao integrar diretamente obtemos

I 1 ; ko 17 1
1 = 5-arctan k) =3

—00

assim, a eq. (4.3.4) vai ficar

m* 1 [ &k
= - 5/ e (4.3.6)

A integral em (4.3.6) é nula por regularizagdo dimensional, como é mostrado
em Ref.[12], assim

onde 51] nao pode ser nulo, pois se for, nao existiria o acoplamento de 4 fermions e
teriamos uma teoria livre. Assim, podemos afirmar que

m* =0 (4.3.7)

Como podemos ver, fazendo um escalonamento de Lifshitz no modelo de Gross-
Neveu, para todo valor de z par, nao vamos ter uma geracao dindmica de massa e
a simetria de paridade vai ser conservada.

4.3.2 Equacao de gap para z impar

A equagao de gap para um z impar é obtida ao colocar o propagador (4.2.3) na
eq (4.3.1), e vem dada pela expressiao

z 3 0 i1 (__1.2\F z
m_+/ dkTT qu‘o—i—vkl(zk) +m
9 (2m)3 k2 — (k)* —m?=

= 0. (4.3.8)
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Temos que Tr[7°] = Trly'] = 0 e Tr[m*] = 2m?, entdo (4.3.8) & rescrita como

oy [ [ !
g 2m)2 ) 27 k2 — [(k)* +m2]

e, ap6s uma rotacao de Wick, vamos obter

1 d*k dky 1
;=2 o | T e
)

Definimos 72(k) = (k)** +m?*. Assim, a integral em k, vai ficar

e [
") 2 B2+ I2(k)

A integral I; e convergente, pelo que podemos integrar diretamente, obtendo

1 ko 1°°
L =2 t —_—
YT () {mk)] |

—00

L=—— (4.3.10)

1 Pk 1
5“/@@’

1 d’k 1
g _/ (27)2 [(k)Zz %] 1z (4.3.11)

Para resolver a integral em k vamos utilizar o método da regularizacao dimen-
sional, pelo que a integral em (4.3.11) vai ficar

pelo que (4.3.9) vai ficar

o qual é equivalente a

dPk 1
I, = .
/ (27T)D [(k)QZ +m2z} 1/2

Como dPk = kP~ 'dkdQ), com [dQ = 2;(/32/)27 temos que
2

27TD/2 kP-1
I, = m/dk [(k>22 erQZ} 12" (4.3.12)

Com o objeto de deixar a integral em (4.3.12) com a estrutura da funcdo beta
(2.3.5), vamos fazer a mudanga de variavel
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1/2z

k=my — dk = gy%_ldy,
z

fazendo a substituicao em (4.3.12), vamos ter que

7'('D/2 m D
I, = dyyz "' (y +1)712, 4.3.13
2= GBI (D) Zlml / yyz= "~ (y+1) ( )
0
agora a integral tem a forma de uma funcao Beta com a = % ey = % — % , assim
D/2 (i _ LD
L=—— mP D(G)IG — 3) (4.3.14)
(2m)PI(3) zlml? I'(3 )
Em nosso caso, temos que D = 2, pelo que vai fica
1 2 p(Hpi o1
I, = m® I(5) <12 z>, (4.3.15)
Ar (1) z|m]| F(i)
o que é equivalente a
1 m? 1
I, = -+ 1)I'(=— -
2 47r3/2|m| ( + ) (2 Z>’
pelo que, finalmente, a eq (4.3.11) vai ficar
1 1 m? 1 1 1
—=———TI(-+1)I"(=— -
g 4732 |m|? (z+ ) <2 2)7
e 9 ol 11
=— r—+nHr(=-—-). 4.3.16
i = - 550G + DI - 2) (43.16)

A eq.(4.3.16) fornece o valor da massa para valores impares de z. Pode-se
observar que ao contrario do que acontece quando z é par, a massa nao é nula,
produzindo, assim, uma quebra na simetria de paridade. Além disso, a equacao
acima implica que g < 0 para qualquer z > 1.

Para testar nossa expressao, vamos ver o caso z = 1, onde temos que obter um
resultado equivalente ao obtido em (3.2.7).

Substituindo z = 1 na eq. (4.3.16), temos

onde F(2> =1e F(_%) — _27.‘,1/27
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o resultado é equivalente a (3.2.7), pelo que podemos assumir que a expressao
(4.3.16) ¢ valida para todo z impar.

4.4 Termo de Chern-Simons

Acoplaremos um campo de gauge a nossa teoria mediante a adicao na lagrangiana
do termo de interacao

(&

\/Nl/;ijuijua (441)

e vamos calcular o tensor de polarizacao, que é dado pela expressao

£int -

™ (p) = € / %TT (v S(k+p)vS(k)). (4.4.2)

Figura 4.4.1: Tensor de polarizacao

Vamos fazer o calculo s6 no caso em que z é impar, dado que no caso em que
z é par, m = 0, pelo que nao vai se gerar o termo do tipo Chern-Simons.

4.4.1 Termo de Chern-Simons para z impar

Para z impar, vamos utilizar o propagador (4.2.3), pelo que (4.4.2) vai ficar

T (p) = o2 f %TT (/yMiVO(kO+(p’:)+’Yi(lzi_+pi)(Q(ijpii)k+mz ,yl,i’yokotiiki(;i?)::rmz
0+po)*—(k+p)~*—m ki—(k)"*—m
Como estamos interessados em encontrar um termo do tipo Chern-Simons,
vamos selecionar os termos que sejam proporcionais a0 momentum p e ao tensor
de Levi-Civita que aparece no traco de trés matrizes gama. Assim, encontramos
que o termo de interesse é

e = —e? / ok 149 poy’m? + 4y piy” (=K m?
“ @)\ (ko +p0)* = (k+ D) — m) (K — ()% —m?) )

utilizando no primeiro termo que

Tr(y#4°poy’m*) = m*Tr(y#4°4" )po = m* (=2 )py = —2im*e"* py,
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e no segundo que

Tr(yypiy” (k%) m#) = m*Tr(y#'y" )pi (- kz)
= m*(—2ie")p; (—k2)* = —2im7ervp; (—k2)*
obtemos

i [ Bt
(2m)° \ (ko +po)” = (k +p)** — m2z) (k2 — (0% —m=) )

Para momentos externos muito pequenos, vamos ter

2ime? / dhodle (% py + py (I)]
@m* \ (k2 - ®* -—m2)" )’

o qual, ap6s uma rotacao de Wick, vai ficar

(4.4.3)

—2m’e

dkod?k (5“0”p0+8“’” pi (—k?) >
@m* \ (k2 + (k)% + m2?)’

Vamos reescrever (—k2)k como (ik)*" e vamos definir a funcio
H2<k) — k2z+m2z’

assim, as integrais em (4.4.3) vao ser

Il :€M0Vp0/ d2k /%—1 .
(2m)* ) 27 (k2 + I12(k))’

I, = vy, / P / ko KF
@) 2w (03 (k)

Nas duas integrais, a integral em ky é convergente, pelo que integrando direta-
mente, obtemos
d*k 1
L=e"py |~
(2m)2 4113 (k)

) d2k k2k
I, = 2k _piv 1/
2T P o A (k)

mas como I1%(k) = k¥*+m? = II3(k) = (k*+m?>)*? as integrais vao ficar
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I — "%y / d*k 1
4 ) (2m)7 (k2= pm2e)??
2k nivy, P2k K2k
4 / (27)? (k2o -m22)%/%
Agora, vamos resolver as integrais em k pelo método da regularizacao dimen-
sional, assim

[2:

I — 5“0”;00/ dPk 1
Ty (2m)P (k22 )2
Zng,uwp / de k2k
(

I, =
2 4 2m)P (k22+m2z>3/27

o qual é equivalente a

I =

107, 27rD/27 dk kPl
4 F(%) / (2m)P (k22+m22)3/27

Z'ng'uiyp~ 27TD/2 x dk kD+2k—1
h=" | .
T 1) ] CrP ey

Vamos agora fazer uma mudanca de variavel definida por k = my'/?* = dk =
1
Zy2=~dy, pelo que vamos ter

1

pov pi2 T mP-1 D
[ € po 21 / m 2;_ Y22
1= D 3/27
I'(s) / 2 (ym?2#+m??) /

P D k_1
Zng;uypi 27TD/2 m 1 1mD+2k 1y22+z P

dy--y2~ ;
4(27T)D F(%) J 2 (ym22+m2z>3/2

[2: yz
z

3/2 3/2

no denominador temos (ym*+m??)”“ o qual pode ser escrito como [m|**(y+1)

assim vamos ter

€,u01/p0 7TD/2 mP i 32
I — dyyz 1 (y+1)" 4.4.4
= Sy | A e (144
0
i2k5“iyp~ 71_D/2 mP 12k P
I, = : dyyzt=t (y+1)7%2, 445
= T 1 e | A o) (145)
0
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daqui vemos que a integral em (4.4.4) ¢ uma funcdo Betacoma =2 ey=3-2

e a integral em (4.4.5) é uma funcdo Betacom o = 2 +E ey =3 D 5" Agsim,
no caso D = 2 e considerando que I'(1) = 1 e I'(3) = 17'/2, vamos obter

gy 2 ()1 (3~ 1)

4(27)2 z |m|3? ml/2 ’

I =

§2kehivy, @ m2H2k 2T (% + &) r (§ — % — f)

4(2m)2 z |m|? wi/2

12:

pelo que o termo (4.4.3) vai ficar

BV 1 2tz 1 3 1 2k _piv 21 24-2k+z 1 k 3 1
—e? ﬂ_m_p S Yl +Z‘€ pi 2m T i )l
47312 zm|3* \ 2 2z 432z ml3? 2 2z

utilizando as propriedades da funcao gama, temos

—62 <€u0Vp0 m2+z]_, (l i 1) I (§ _ l) X P2kemivy, 1 m2+2k+zF (ﬂ + 1) r (% . % .

47-(-3/2 ‘m‘Sz 2 P 471'3/2 1+k ‘m‘Sz

(0] qual vamos reescrever como

z

62

_471'3/2
m2 1 3 1

= r{=+1)r(s-=
“T T (*) (2 )

ik m2tk 1+ k 3 1 k
- r )r(2---=%
2T Tk |m |2 ( P ) (2 z z) ’

comz=2k+1ek=0,1,2...

sendo

sgn (m) (c1""po + 26" pi) | (4.4.6)

A eq.(4.4.6) representa o termo que vai induzir o termo de Chern-Simons na
lagrangiana efetiva no modelo de Gross-Neveu com o escalonamento de Lifshitz
para todo z fmpar. E facil ver que para z # 1(k # 0) vamos ter que c¢; # cs,
deixando em evidéncia a anisotropia do espago-tempo.

Para testar a expressao, vamos verificar o caso em que z = 1(k = 0), onde
devemos reobter o resultado obtido em (3.3.12). Assim, fazendo z = 1, vamos ter

que
m2 1

- " royr(-

=t @ (2)
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(4.4.6) vai ficar
o2
 A3/2

o que pode ser rescrito como

sgn (m) (7r1/26“0"p0 + Wl/Qe“i”pi) ,

2

_Z_ngn(m)gupvpp_ (4.4.7)

A expressao (4.4.7) é equivalente com (3.3.12), pelo que podemos assumir que
a expressao (4.4.6) é valida para todo valor impar de z. Além disso, verificamos
que para z = 1, a invariancia de Lorentez é recuperada.



Capitulo 5

Conclusao

Nesta dissertacao trabalhamos com o modelo de Gross-Neveu em (2-+1)-dimensoes,
o qual nao é renormalizavel, e aplicamos as técnicas da expansdo 1/N (que ja
foi trabalhado em Ref.|6]) e do escalonamento de Lifshitz para tornar o modelo
renormalizavel.

Na expansao 1/N vemos que ocorre uma geragdo dinamica de massa nos fér-
mions, que acarreta uma quebra espontanea de simetria. Apods isso, calculamos a
equacao de gap, que mostra a relacao entre a constante de acoplamento e a massa
gerada. Acoplamos um campo de gauge ao modelo e calculamos o tensor de pola-
rizagao, o que vem da correcao do propagador do féton, e que produto da massa
gerada fornece um termo induzido de Chern-Simons.

Como novidade, apresentamos as mesmas contas, mas desta vez utilizando
um escalonamento de Lifshitz. Este escalonamento traz como consequéncia uma
mudanca no propagador do campo fermidnico, o que vai ser diferente para valores
par e impar do exponente critico z. Assim, estudamos o caso para z par e para z
impar, obtendo os seguintes resultados:

» Para z par: Ao calcular a equagao de gap, obtemos que a massa gerada ¢ nula,
pelo que nao temos a quebra espontanea de simetria e nao teremos o termo
induzido de Chern-Simons ao acoplar o campo de gauge na lagrangiana.

» Para z impar: Ao calcular a equagao de gap, obtemos o valor da massa como
uma funcao de z e da constante de acoplamento g, o qual em nenhum caso
é nulo, pelo que vamos ter a quebra espontanea de simetria para qualquer z
impar. Acoplamos um campo de gauge na lagrangiana e calculamos o tensor
de polarizacao de onde obtemos um termo induzido de Chern-Simons depen-
dente do valor de z. Para z = 1, obtemos resultados equivalentes aos obtidos
utilizando a expansdo 1/N, e para valores maiores, vemos, claramente, como
a simetria de Lorentz é explicitamente quebrada.

33
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Uma possivel continuagao deste trabalho ¢ o estudo da equacao de gap a tempe-
ratura finita e discutir a possibilidade de ter transicoes de fase na teoria. Também
seria interessante estudar possiveis aplicacoes na matéria condensada.



Apéndice A
Notacao

Nesta dissertacao adotamos o sistema de unidades natural h = ¢ = 1 e a métrica
de Minkowski com a signos (4, —, —).
Coordenadas espago-temporais x* sdo etiquetadas por indices gregos (u =
0,1,2), onde z° & a coordenada temporal. Coordenadas espaciais ' sao etiqueta-
das por indices latinos (i = 1,2). Adotamos a conven¢ao somatoria de Einstein.

» Tri-vetor covariante

ot = (20, 2', %) = (2%, ) com p,v = 0,1,2.

» Tensor métrico

1 0 0
gv=1 0 -1 0 com u,v=0,1,2.
0 0 -1

» Vetor contravariante

Ty = g’ = (330, v —xg) = (o, —7),

onde g,,, ¢ o tensor métrico contravariante, o qual satisfaz a seguinte relagao

Ose,usé)\}

nv — M:
2 {lse,u:)\

» Produto escalar de dois tri-vetores a e b

%
ab = a,b" = g, a"b0" = a®® —atht — a2 =a° — .
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» Generalizagao do gradiente e D’Alambertiano em (2-+1) dimensoes

0 s, 9] 9]
= — = _— H — _—  — _— =
Ou= dx+ (8x0’§> 9 oz, (8x0’ §> ’
52

—8(950)2 —~ V2

0=0,0"=



Apéndice B
Matrizes Gama

Em (2-+1) dimensoes existem duas representagoes inequivalentes para as matrizes
Gama * de 2x2 com p = 0, 1, 2, nesta dissertacao adotaremos
O =3 4l =iol en? = ig?,

onde ¢’ sdo as matrizes de Pauli

L (01N 5 [0 —i s (10
"_(10 2=\ 0 )7 7o -1 )

A outra representacao, inequivalente a esta, tem um representante tipico, o
qual difere somente pelo sinal de uma.
As matrizes gama satisfazem a seguinte regra de anti-comutacao

[y, 7" = 29"
O campo de Dirac adjunto é definido por
b =N
Identidades algebraicas
7;/7“ = 3.
YWy ==

WYY = 497 = N

WYYV = =2
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Outras relagoes tteis sao os tracos de produtos de matrizes gama seguintes

Tr[y"] =0.

Tr [7“7"7’\] = — 2,

Tr [y 7] = 2(g" 9™ — g"g" + 9" g™).

Tr ['y“fy”fy)‘fyafy ] = —2ig“”e)‘aﬁ — 2ig’\a5””f3 - 2iga65‘”’)‘ + Qig)‘ﬁe””o‘.

Tr [y Y] = g7 Tr [y 9"y ] =g Tr [ + g7 T [y 2] .

—g7Tr [V *y°] + g7 Tr [y 7] .
O tensor completamente antissimétrico, €%, igual a +/-1, segundo se tenha
uma permutacao par ou impar de o, 8,7 =0, 1, 2.
Para um ntimero par de matrizes gama se cumpre

Tr [7“7”...70‘75] =Tr [’yﬁya...’y”y“] ,
identidade que nao se cumpre para um numero impar de matrizes gama, ja que,
por exemplo

Tr [y'y"y*] = =Tr [y 4"~"].



Apéndice C
Funcao gama

A funcdo gama é definida por

o0

I(z) = /tz_le_tdt,
0
a qual diverge sempre que Re(z) > 0. A fungdo gama pode ser estendida a todo o
plano complexo, sempre que Re(z) # 0 e # de inteiros negativos, valores nos quais
I'z) — .
Se n for um inteiro positivo, temos que

I'(n)=(n—1)L

Uma das propriedades mais importantes da funcao gama, e que é empregada
no desenvolvimento desta dissertacao, é

It+1)=tI(t).
Alguns valores da fun¢ao gama sao

> [

> I’

vV VvV V
!

v
~
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