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Resumo

Nesta tese estudamos a influéncia das cordas césmicas nao-Abelianas na geometria do
espago-tempo. Para este fim, utilizamos um modelo de Higgs ndo-Abeliano acoplado com
a gravidade e obtemos um sistema de equacdes diferenciais ndo-lineares. Como este sistema
de equacdes diferenciais ndo possui solu¢do analitica, realizamos andlise numérica para ob-
ter o comportamento dos campos de Higgs, de gauge e métricos em funcdo da distancia a
corda césmica. O modelo considerado apresenta dois campos bosdnicos e um campo de gauge
ndo-Abeliano. Como os dois setores bosdnicos podem apresentar um acoplamento direto, in-
vestigamos a relevancia deste acoplamento no sistema, especificamente na densidade linear de
energia e no déficit de angulo planar. Também analisamos o comportamento destas quantida-
des como funcdo da escala de energia onde a simetria de gauge é espontaneamente quebrada.
Ampliamos este estudo para as cordas césmicas ndo-Abelianas no espago-tempo de de Sitter
e anti-de Sitter. Para isto, construimos um sistema de equagdes de campo considerando a pre-
senca da constante cosmoldgica. Utilizando a andlise numérica, fornecemos o comportamento
dos campos de Higgs, de gauge e dos campos métricos para valores especificos dos parametros
fisicos do modelo. Para o caso do espaco-tempo de de Sitter, salientamos o surgimento do ho-
rizonte cosmoldgico que, embora seja consequéncia da constante cosmoldgica, esta fortemente
relacionado ao acoplamento gravitacional. Para o espaco-tempo de anti-de Sitter, encontramos
que o sistema ndo apresenta horizonte. Esta caracteristica do sistema esté relacionada as com-
ponentes (7t) e (zz) do tensor métrico, que divergem para grandes distancias da corda césmica.

Palavras-chaves: Cordas cosmicas, Abeliano, ndo-Abeliano, Teoria da Relatividade Geral,

Quebra Espontanea de Simetria, Espaco-tempo de de Sitter e anti-de Sitter, Andlise Numérica.
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Abstract

In this thesis, we study the influence of gravitating non-Abelian cosmic strings on the spa-
cetime geomerty. In order to develop this analysis, we constructed a set of coupled non-linear
differential equations. Because there is no closed solution for this set of equations, we solve
it numerically to determine the behaviour for the Higgs, gauge and metric fields. This model
under consideration present two bosonic sectors, besides the non-Abelian gauge field. The two
bosonic sectors may present a direct coupling. So, we investigate the relevance of this coupling
on the system, specifically in the linear energy density of the string and on the planar angle
deficit. We also analyze the behaviors of these quantities as function of the energy scale where
the gauge symmetry is spontaneously broken. We have extented this analysis to de Sitter and
anti-de Sitter spacetimes. In order to do that we construct the complete set of equations of
motion considering the presence of a cosmological constant. By using numerical analysis we
provide the behavior of the Higgs and gauge fields and also for the metric tensor for specific
values of the physical parameters of the theory. For de Sitter case, we find the appearance
of horizons that although being consequence of the presence of the cosmological constant it
strongly depends on the value of the gravitational coupling. In the anti-de Sitter case, we find
that the system does not present horizons. In fact the new feature of this system is related
with the behavior of the (¢7) and (zz) components of the metric tensor. They present a strongly
increasing for large distance from the string.

Key-words: Cosmic strings, Abelian, ndao-Abelian, General Theory of Relativity, Sponta-

neous symmetry breaking, de Sitter and anti-de Sitter spacetime, Numerical analysis.
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CAPITULO 1

Introducao

Nosso entendimento do Universo estd baseado no modelo cosmoldgico padrao conhecido
como A-CDM!. A principal caracteristica deste modelo é que o Universo estd se expandindo
e esfriando. Durante os instantes primordiais de sua evolu¢@o, o Universo sofreu uma série de
transicdes de fase caracterizada por quebras espontaneas de simetria [1]. Estas transi¢des de
fase desempenharam um papel importante no contexto cosmoldgico, ou seja, estas transigoes
de fase forneceram um mecanismo para a formagdo de defeitos topoldgicos que podem ser
descritos por teoria cldssica de campos [2]. As configuragcdes de viacuo da teoria de campo
que descrevem estes defeitos topoldgicos apresentam solucdes elegantes e topologicamente
estaveis com implicagdes fisicas relevantes. Estas solu¢des sdo conhecidas como paredes de
dominio, monopolos e cordas césmicas entre outras [3]. Entre as solucdes, as cordas césmicas,
além de serem defeitos topdgicos, tem atraido a atencao dos fisicos e sdo estudadas por serem
candidatas a explicarem as anisotropias da radiacdo c6smica de fundo em micro-ondas (CMB)
ou associadas a emissdo de ondas gravitacionais [4—6].

Na década de 1970, as solu¢des das teorias de campo tipo vortices foram obtidas por Niel-
sen e Olesen através de uma teoria cldssica de campos e relativistica considerando um sistema
composto por campos de gauge Abeliano e ndo-Abeliano acoplados a campos de Higgs [7].
Neste sistema foi considerado um potencial de auto-interacdo associado ao campo de Higgs
que apresenta solu¢c@o de vacuo nao trivial responsdvel pela quebra espontanea de simetria. In-

felizmente, o sistema de equacdes de campo que descrevem estes objetos topoldgicos sdo nao-

10 modelo A-CDM, é um modelo que descreve o Universo em concordincia com a Teoria do Big Bang, que
explica as observacdes realizadas sobre a radiagdo césmica de fundo em microondas, a estrutura em larga escala e
a expansdo acelerada do Universo. A sigla A-CDM significa A-Cold Dark Matter (Matéria Escura Fria), onde A é
a constante cosmologica.



2 CAPITULO | INTRODUCAO

lineares e, em geral, ndo possuem solucdo analitica. Na década de 1980, o modelo Abeliano
foi adotado para se estudar a influéncia desses defeitos lineares na geometria do espago-tempo
pelo acoplamento do tensor momento-energia associado ao vortice de Nielsen e Olensen com
as equacOes de campo de Einstein [8,9], e recentemente o modelo Higgs Abeliano também foi

investigado no contexto da gravitacdo de Einstein em [10, 11].

Nosso objetivo nesta tese € estudar a influéncia das cordas césmicas ndo-Abelianas na ge-
ometria do espago-tempo. Para isto, escreveremos as equacao de campo do modelo de Higgs
nao-Abeliano acoplado as equagdes de campo de Einstein. Analisaremos numericamente este
sistema de equagdes e compararemos os resultados com o caso da corda césmica Abeliana.
Também ampliamos essa andlise, estendendo esse modelo para espago-tempo na presenca da
constante cosmoldgica. Ou seja, estudaremos a influéncia das cordas cosmicas nao-Abelianas

no espago-tempo de de Sitter e anti-de Sitter.

Esta tese estd organizada da seguinte forma: no capitulo 2, fazemos uma revisdo da Teoria
da Relatividade Geral, abordando os pontos mais importantes desta Teoria que serdo utiliza-
dos nesta tese. Partimos do Principio da Equivaléncia e construimos os objetos geométricos
necessdrios para a defini¢do de curvatura do espaco-tempo. Também construimos o tensor
momento-energia do campo gravitacional e de um campo escalar. Finalmente escrevemos a

equacgdo de campo de Einstein.

No capitulo 3, fazemos um breve revisdo de defeitos topoldgicos. Abordamos a quebra

espontanea de simetria global e local e discutimos os vortices Abelianos e ndo-Abelianos.

No capitulo 4, abordamos as cordas cosmicas. Apresentamos o Modelo Césmologico Pa-
drdo e descrevemos a métrica da corda cdsmica, bem como seu efeito na geometria do espago-
tempo através da definicdo do déficit de angulo planar. Também apresentamos alguns efeitos

cosmoldgicos provocados pelas cordas cosmicas.

Nos capitulos 5 e 6 apresentamos as nossas principais contribui¢cdes no estudo das cordas

cosmicas. No capitulo 5, estudamos a influéncia das cordas c6smicas ndo-Abelianas na geo-
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metria do espago-tempo. Obtemos o sistema de equacdes diferenciais ndo-lineares e acopladas,
cujas solucdes descrevem o comportamento dos campos das cordas cdsmicas nao-Abelianas.
Uma vez que este sistema de equacdes diferenciais ndo possui solucdo analitica, desenvol-
vemos a andlise numérica através da aplicacdo do COLSYS, um software para resolugdo de
problemas de valores de contorno para EDOs. Também aplicamos o método computacional ao
caso das cordas césmicas Abelianas e comparamos a influéncia das cordas c6smicas Abelianas
e ndo-Abelianas na geometria do espago-tempo.

No capitulo 6, estendemos nosso estudo ao espago-tempo de de Sitter e de anti-de Sitter.
Obtemos o sistema de equacdes para cordas cosmicas ndo-Abelianas para o espago-tempo de
de Sitter e obtemos numericamente o comportamento dos campos para esta geometria. Com-
paramos os nossos resultados com o caso das cordas csmicas Abelianas e determinamos o ho-
rizonte cosmoldgico. Também realizamos a andlise da corda césmica ndo-Abeliana no espago-
tempo de anti-de Sitter e comparamos os resultados com o caso Abeliano.

No capitulo 7, apresentamos nossas conclusdes e em seguida os apéndices. No apéndice A,
fazemos uma breve descricao do software COLSYS e seu funcionamento. No apéndice B apre-
sentamos os cddigos mais importantes no desenvolvimento das andlises numéricas realizadas.

Apresentamos abaixo os artigos publicados e submetidos a publicagdao durante o desenvol-

vimento desta tese. Sao eles:

¢ S. Bellucci, E. R. Bezerra de Mello, A. de Padua, A. A. Saharian, Fermionic vacuum

polarization in compactified cosmic string spacetime, Eur. Phys. J. C (2014) 74:2688;

* Antonio de Padua Santos and Eugénio R Bezerra de Mello, Gravitating non-Abelian

cosmic string, Class. Quatum Grav. 32, 155001 (2015);

* Antonio de Pddua Santos and Eugénio R. Bezerra de Mello, Non-Abelian Cosmic Strings

in the de Sitter and anti-de Sitter Space, submetido ao Class. and Quantum Grav.

Ao longo deste tese, usaremos o sistema de coordenadas naturais, isto €, a menos que seja
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explicitado no texto, consideraremos G = ¢ = 1. Também adotaremos a assinatura (4, —, —, —)

para o espaco-tempo.



CAPITULO 2

Teoria da Relatividade Geral

Todas as particulas sofrem a influéncia da gravidade. Esta caracteristica da gravidade é
uma propriedade que faz a gravidade ser considerada uma interacio universal'. Em 1915,
Albert Einstein propoe a Teoria da Relatividade Geral, onde a intera¢ao gravitacional € descrita

como a manifestacio da curvatura do espaco-tempo.

A Teoria da Relatividade Geral pode ser obtida a partir do Principio da Minima Acao,
sendo que a acdo serd formada por um termo geométrico € um termo de matéria. Assim, para
compreendermos a interacao gravitacional devemos desenvolver as ferramentas matematicas e
geométricas necessdrias que nos permitam representar a interacao gravitacional com as parti-
culas. Neste capitulo vamos fazer uma breve descri¢ao de alguns principios e conceitos desses
objetos geométricos a fim de entendermos melhor a interacdo gravitacional. Maiores detalhes

podem ser encontrados em [12-17].

2.1 Principio da Equivaléncia

E através do Principio da Equivaléncia que descrevemos a Teoria da Relatividade Geral.
Ele € a base conceitual que permite entender a interacdo gravitacional como uma curvatura
do espaco-tempo. O Princio da Equivaléncia pode ser dividido em duas formas: Principio da

Equivaléncia Fraco e o Principio da Equivaléncia Forte [12-17]:

IEste fato foi apresentado por Isaac Newton nos Principios Mateméticos da Filosofia Natural, onde o livro 3 é
didicado a gravitagao.
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1. Principio da Equivaléncia Fraco: As particulas sob influencia da interagdo gravitacio-
nal tem a mesma aceleracdo independente da composi¢do, da forma ou de sua massa.
Ou seja, nao ha nenhuma caracteristica especial nas particulas que as diferencie para a
gravidade. Este principio determina a universalidade da gravitagdo e estabelece que a
massa inercial € igual a massa gravitacional. A consequéncia desta universalidade € que
a interacdo gravitacional estd acoplada a tudo. Além disso, a trajetéria das particulas
dependem apenas da posi¢do incial e da velocidade inicial sendo, portanto, descritas por

equagoes diferenciais de segunda ordem.

2. Pricipio da Equivaléncia Forte: Este principio estabelece que podemos determinar um
sistema de coordenadas local e inercial, de maneira que para regides suficientemente
pequenas do espago-tempo, as leis da natureza satisfazem aos principios da Relatividade
Especial. Isto sugere que a deformagdo no espaco-tempo provocada pela gravitacio é

uma mudanca de métrica.

Em outras palavras, ndo podemos distinguir entre um campo gravitacional e um referencial
acelerado. Assim, deveremos observar os mesmos fendmenos fisicos para as duas situacdes.
Por exemplo, o movimento de uma particula em queda livre num campo gravitacional constante
€ equivalente a0 movimento de uma particula em um referencial cuja aceleracio € a mesma do

campo gravitacional.

2.2 Transformaciao de Coordenadas

Para localizar um ponto no espaco-tempo, usamos um sistema de N coordenadas. A escolha
destas coordenadas € arbitraria, de maneira que podemos passar de um sistema de coordena-

das para outro. Esta mudanga de coordenadas € realizada através de uma transformacdo de
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coodenadas x* — x’ expressa por N equagdes

A =xH (K2 Y, (u=1,2,...N) 2.1)

onde cada nova coordenada € dada em termos da coordenada antiga. Considerando que a
equagdo (2.1) é formada por funcdes continuas e diferencidveis, podemos determinar a matriz

de transformacgdo como

axll axll axll
oxl oxZ oWV
ax/z 8)6/2 axlz
IR | ar a2 o 55
8_xv - . . . 9 ( . )
ax/N ax/N 3x/N
Xl T AN
tal que chamamos de Jacobiano o determinante da matriz de transformagao,
dx'H
J = det [ | (2.3)
Se J # 0, podemos determinar a transformagao inversa {%} de maneira que
/ \%
Zax“ ox _ sk 2.4)
axV ax'p P’ '

onde 5# € o delta de Kronecker.

Se fizermos uma transformacado de um sistema de coordenadas $ para um sistema de coorde-

nadas §’, define-se vetores contravariantes os vetores que se transformam segundo a expressdo

ox'H

VK
dx*

VA, (2.5)
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enquanto que define-se vetores covariantes os vetores que se transformam obdecendo a expres-

sao
oxt
o
Vu = Svi V,.

(2.6)

Podemos usar a transformagao de coordenadas para definir os tensores contravariante e covari-

ante de 2* ordem respectivamente como

/ /v
X' IV o5

v _

AT = dx% JxP @.7)
e

0x° JdxP
/

Buv == ax—/‘um op- (28)

Para um tensor misto, a transformacao obedece a
w 0x% XY 2.9)

B oxt gxp O

E interessante notar que a lei de transformacdo é homogénea. Assim, se todas as componentes
de um tensor s@o nulas em um sistema de coordenadas, as componentes deste tensor também
serdo nulas em outro sistema de coordenadas. Ou seja, propriedades intrinsecas dos espagos
nio devem depender do sistema de coordenadas utilizado para descrevé-las. Por exemplo, se
um espago ndo apresenta curvatura, esta propriedade nao deve depender do sistema de coorde-
nadas utilizado. Esta caracteristica permite que o formalismo dos tensores seja o formalismo
matematico adequado ao estudo da Teoria da Relatividade, uma vez que as leis da Fisica devem
ser as mesmas em qualquer sistema de coordenadas.

Outra caracteristica importante dos tensores é que podemos contrair seus indices. Consi-
dere um tensor misto de indices contravariantes ri,r,...,r, € covariantes si,s7,...,Sy, que

representaremos por (”7’1)2. Dizemos que este tensor tem ordem n + m. Suponha agora que

De fato, esse processo se faz igualando um indice contravariante com outro indice covariante e somamos
nesses indices.
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diminuamos em 1 a quantidade de indices superior e inferior passando a ter um novo tensor de
indices (;’1:11) Este novo tensor terd ordem (n— 1)+ (m— 1) = n+m—2. Ou seja, 0 novo
tensor terd ordem reduzida por 2. Para vermos isso, considere a de lei de transformagdo para

um tensor de indices (%), Taﬁ o>

ap X ox'B 9xH A

T = g gt gy b 10
Mas, temos que
oxX'* Jx¥
K _
5# = 3 3% .11
entao,
ox'P
7% _ OX ek 2.12)

“ oxh

que corresponde a lei de transformagdo para um vetor contravariante.

Uma outra caracteristica importante dos tensores refere-se as suas simetrias. Dizemos, por
exemplo, que um tensor de ordem 2 covariante € simétrico se Tpg = Tgq, que tem %N (N+1)

componentes independentes. Usando a notag@o 7{4p) tal que para tensores simétricos, temos

1
Tiap) = 5(Tap + Tpa): 2.13)

e de maneira similar para tensores contravariantes TP,

Por outro lado, dizemos que um tensor de ordem 2 covariante € antissimétrico se Tpg =
—Tgq que tem %N (N — 1) componentes independentes. A nota¢do usada para tensores antissi-

meétricos é T[aﬁ]. Assim, temos,

1
Tiap) = E(Tocﬁ —Tga)s (2.14)

e de maneira similar para tensores contravariantes T Além disso, tensores de mesma ordem
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e tipo podem ser adicionados ou subtraidos conforme a regra

Sk, =AX,+BS, e CK, =A%, —BE,. (2.15)

2.3 Meétrica e Conexao

Embora tenhamos estudado algumas caracteristicas dos vetores, ainda nao falamos sobre
o comprimento ou norma de um vetor. Podemos definir geometricamente um vetor a partir
de dois pontos. Ou seja, podemos falar em comprimento ou norma de um vetor a partir da
distancia entre dois pontos. Vamos definir o produto interno entre dois vetores como uma
aplicagdo bilinear e simétrica que atua em dois vetores, U e V de dimensdo N, resultando em

um escalar. Denotaremos essa aplicagdo por g(U,V) =U-V, tal que [15,17]
¢(U,V): (U,V)—R. (2.16)
Escrevendo U e V como combinag@o linear de suas respectivas bases, ey, temos que

g(U,V) = g(Utey,VVey)

= g(U,V) = guvU“Vv, 2.17)
onde fizemos
guv:e#‘ev. (2.18)

Chamamos g,y de tensor métrico covariante representado por uma matriz quadrada com deter-

minante g = det(guv),
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e|1-ey er-ér ...e1-enN
€r-€e1 ex2:-€ér ...e€2-€en

8uv = . . . , (2.19)
eéN-€] éen-€) ...EN"EN

Como o produto interno (2.18) € comutativo, temos que g,y € simétrico, ou seja, gy =
N(N+1) . . . . L~

gvu, com ——— componentes independentes. Considerando que a matriz g, acima € ndo

singular (g # 0), o tensor simétrico contravariante g"" é definido como sendo a matriz inversa

e simétrica de gy, tal que

g"%gay =6y (2.20)

Por simplicidade, frequentemente o tensor métrico g,y quando escrito em termos de um
sistema de coordenadas ¢ chamado de métrica. Isto se deve ao fato de que g,v descreve a
métrica do espago a qual estd relacionada ao sistema de coordenadas. Na Teoria da Relatividade
Geral, o tensor métrico € o elemento fundamental do qual podemos obter todas as informacdes

geométricas do espagco-tempo.

Podemos usar o tensor métrico g,y para determinar a distancia entre dois pontos. Seja a dis-
tancia infinitesimal ds entre dois pontos em Ay e A9 + dA em uma curva parametrizada x* (1),
onde A é um parametro real. Considere também um vetor tangente a curva, V. Definimos o

comprimento ou norma de V por [17]:
1/2
VI= (VW)= [gv.v)] 21

Usando a equagdo (2.17), temos que

|V = (V-V)12 = (guyVEVY) 2, (2.22)
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Como o vetor V € tangente a curva x* (A1), podemos dizer que | V |= j—/{ e VH = %. Substi-
tuindo em (2.22), temos que

ds* = guydxtdx", (2.23)

onde a distancia infinitesimal entre dois pontos ds é denominada de elemento de linha associado

a guv

Podemos usar o tensor métrico para realizar uma aplicacao linear que levem as componentes
de tensores covariantes em contravariantes de mesma ordem (ou vice-versa). Por exemplo,
para o caso de um vetor V (tensor de 1* ordem) de componentes contravariantes, obtemos as

componenentes covariantes atraveés
Vi=2g(V,en)=g(VVey,ey) =VV'g(ev,en) = guvV". (2.24)

e de maneira semelhante para um vetor V de componentes covariantes, obtemos as componen-

tes contravariantes usando a expressao

VE = ghv,,. (2.25)

Em geral, a derivada ordindria de um tensor ndo é convariante quando realizamos uma
transformacao de coordenadas. Para que isso ocorra € necessdrio introduzir uma correcao que
permita derivar covariantemente os tensores. Esta correcao € feita através da introducao de uma

conexao, I'. A derivada covariante de um vetor contravariante ¢ dada por
% A
D,V =29,V +F"MV , (2.26)
e de maneira semelhante, a derivada covariante de um vetor covariante €

D“'V - aqu - FVA/JV‘M (2.27)
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onde os sfmbolos I'" u chamados de coeficientes da conexdo ou simbolos de Christoffel de
segunda espécie [15]. Podemos interpretar os coeficientes da conexdo como uma quantidade
que conecta o valor de um vetor em um ponto da variedade com o valor deste vetor em outro
ponto da variedade, ou seja, a conex@o permite realizar operacdes com vetores que pertecem a
espacos tangentes distintos. Além disso, no caso de mudanca de coordenadas, os coeficientes
da conexdo ndo se transformam como um tensor, mas deve se transformar de acordo com a

expressao
u OxMOXTOXP . oxt 92
VAT X% 9xV gxh T TP 9@ gxvaxt

(2.28)

Como a derivada convariante de um vetor é um tensor, a subtracdo de derivadas convariantes
de dois vetores também € um tensor, ou seja, D,V — D,V também € um tensor. Substituindo a

expressao da derivada covariante para vetores covariantes, (2.27), temos
D,V—D,V =0, —T{,)V,. (2.29)

Em coordenadas cartesianas, a derivada covariante € igual a derivada ordindria. Portanto, o lado
esquerdo da equagdo (2.29) € igual a zero. Como a diferenca D,V — D,V € uma tensor, entao
esta diferenca é zero em qualquer sistema de coordenadas, o que implica em Fﬁv — F’au =0.

Consequentemente, os coeficientes da conexao sao simétricos em relacdo aos indices inferiores,

Iy =T, (2.30)

Uma vez que definimos a derivada covariante, podemos extender o conceito de derivada
covariante para tensores. A derivada covariante para um tensor covariante de segunda ordem ¢é

dada por

DuTy, = auTM—rPMTpV—erT,IP, (2.31)
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enquanto que as derivadas covariantes para tensores contravariante e misto sdo dadas, respecti-

vamente, por

DuT* =9y T* +T% TPV +TV, TP (2.32)
c
_ PP
DuT) = o Ty + T, Ty 1, | 1) (2.33)

2.4 Conexao de Levi-Civita

Em uma dada variedade existem uma infinidade de conexdes que obedecem a expressao
(2.28). Porém, podemos encontrar uma conexao especial em que a métrica é conservada, ou
seja, uma conexao tal que os vetores conservam seu modulo e angulo. Esta conexdo especial
obedece a uma condi¢do chamada de condi¢do de compatibilidade da métrica. Para obté-la
precisamos determinar a derivada covariante do tensor métrico. Da equacdo (2.31) para o

tensor métrico gy, podemos escrever
Doguv = doguv —ucgov —Tvosup- (2.34)
Usando a equagdo (2.18) e aplicando a regra de Leibnitz para derivada parcial de gy,
ds8uv = (dseyn) -ev +ey - (dsey). (2.35)
Mas defindo 8Geu =I° uc€p [15] e substituindo em (2.35), obtemos

doguv =T uegov + T 68up- (2.36)
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Subtituindo (2.36) em (2.34) obtemos

A equacdo (2.37) é chamada de condi¢do de compatibilidade da métrica. Neste caso, existe
uma conexdo em que o métrica é conservada, ou seja, o produto interno entre dois vetores
permanece o mesmo durante o transporte paralelo ao longo de qualquer curva. Podemos usar a
equagdo (2.31) na equagdo (2.37) para o caso do tensor métrico gy € considerar a simetria dos
coeficientes da conexao, equagdo (2.30), para encontrar a expressao para os coeficientes desta

conexdo. Assim, temos que

Ix8up =T ux8op =T pgus = 0. (2.38)

Realizando duas permutacdes ciclicas dos indices, obtemos

ugox — T ugox — 8o =0, (2.39)

Adicionando a equacdo (2.38) com a equacgdo (2.39) e subtraindo a equacao (2.40), chegamos

a

Multiplicando por gPV, encontramos

1
= Egvp(a'(gup +Jugip — Ip8ux)- (2.42)
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Como obtemos uma expressao para os coeficientes da conexdo em termos do tensor métrico
e suas derivadas, equacdo (2.42), a partir da condi¢cdo de compatibilidade da métrica, equagdo
(2.37), denominamos esta conexdao de conexdao métrica ou conexao de Levi-Civita. As suas

componentes FVNK sdo chamadas de simbolos de Christoffel [15-17].

Em um sistema de coordenadas cartesianas, os coeficientes da conexao F‘;,v sdo nulos e a
equagdo da geodésica tem como solucao linhas retas. Por outro lado, como uma geodésica € a
menor distincia entre dois pontos em um espago curvo, podemos usar o principio variacional
para mostrar que as curvas geodésicas sdao um extremo de um comprimento de arco definido
pelo elemento de linha ds entre os pontos P e Q, (ver figura (2.1)), onde podemos parametrizar
a curva por x*(A), onde A € um pardmetro real. No entanto, como o elemento de linha é
descrito pela equagdo ds? = g, vdxdx¥ é mais conveniente calcular § [ds®> = 0, [12]. Uma

5 H
vez que x* = %, podemos escrever,

Ay
5 / (guvis")dA = 0. (2.43)
M

A

Definimos a lagrangiana como L(x*,x*) = g, x*x* e usamos a equagio de Euler-Lagrange

XM

Figura 2.1 Curva parametrizada entre os pontos P e Q.
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L d ([ JL
o dh (W) =0 (249

para determinar a equagao da geodésica. Temos que

oL oy
i = St

JdL

Substituindo na equacgdo de Euler-Lagrange (2.44), obtemos
LKA LKA oK
8xa X X —ZgH,Q;Lx X" —2guk” =0. (2.46)
Multiplicando por gHP,
) up KA 1 up KA
48" g XX —Eg g puX X =0. 2.47)

Uma vez que 3" é simetrico em relagdo a k <> A, temos Sur) = %(gum?t +8ua k). Substi-

tuindo na equagdo (2.47), obtemos a equacdo da geodésica,

o o 1 K
i+ 8P (8uea + urw — 8xau) A =0, (248)
ou simplesmente,
#4170t =0 (2.49)
onde
1
Fpic/l - Egp”(guic,/l +gu/l,1<_g1d,u)~ (2.50)

Ao usarmos o principio variacional, obtemos uma expressio para I ) que € a mesma ex-
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pressdo para conexdo de Levi-Civita, dada na equagdo (2.42). Dizemos entdo que a Teoria da
Relatividade Geral utiliza uma conexdo em que a métrica é conservada. As particulas sob a
influéncia da interacio gravitacional percorrem trajetdrias descritas pela equagdo da geodésica

que € a menor distancia entre dois pontos em um espago curvo.

2.5 Curvatura

Como a derivada covariante de um vetor € um tensor, podemos definir o comutador formado
pela derivada covariante D, que atua sobre a derivada covariante de um vetor DyV*, ou seja,

Dy(DyV*). Assim,
DD V* = 0 (o VA + T4 VH) +TA (9, VO +T5,, V) T, (dsV* + T4 ,VH) (251
e de forma semelhante,
DyDV* =0y (9VH + T4 VI + T (9¢V T + T, VH) =T, (dsV* +T% ;VH). (2.52)
Subtraindo a equagdo (2.52) da equacgdo (2.51), definimos o comutador como,
[Dy,DylV* = DD, V* — D,D,V?, (2.53)
tal que substituindo (2.51) e (2.52) em (2.53) , temos,

[Dp, DyIV* = 0@V +T% VH) + T (9 VC + TG, VH) =TV, (9 V* + T o0H)
— 0y (OV* + rﬁmvﬂ) —T* (0xVE° + r%VH)

4T, (dsV* + r’lmv“). (2.54)
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Considerando que derivadas de primeira ordem comutam, que da equagdo (2.30), IS, =1"%,,.,

e que
ot Ve
A wy uv A
Hh(I"yWVH) = P +FavW7 (2.55)
ort Ve
A wy MK A
(V) = Y +FGKW’ (2.56)
ave
o —FEKV“, (2.57)
ave
G = TR @59
chegamos a
ort,, or
Dy, D,V = ( P R e Y _rgvr%) vE, (2.59)
tal que podemos escrever
Dy, Dy VA =R%, VH, (2.60)

sendo o tensor de curvatura ou tensor de Riemann RA#VK definido por

or*  orh
y) nv ux A A
Ry = Sk T o +T GKF‘LV -r ovF(Lx- (2.61)

Podemos interpretar geometricamente o comutador formado pela derivada covariante como
sendo a diferenca o (ver figura (2.2)) entre o vetor final e o vetor inicial quando realizamos o
transporte paralelo por dois percursos diferentes, isto €, no sentido ANBA ou ABNA conforme
a figura (2.2). Se esta diferenca o for zero, entdo o tensor de curvatura R}“”v,( = 0. Se o espago
ndo apresenta curvatura, o transporte paralelo de um vetor ndo depende da trajetéria de maneira
que dizemos que o espaco € plano. O tensor de curvatura possui as seguintes propriedades de

simetria:

1. Rl,uv;c +R1K,uv +R/lv;<u =0
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Figura 2.2 Transporte paralelo de um vetor por uma curva fechada.
2. Rapvie = —Rapuxv
3. R/luvx = _R,u)ucv-
4. R/luvrc = Rwdu
5. DpRy vk +DicRyypv + DvRyyip = 0. (Identidade de Bianchi)

A partir do tensor de curvatura, definimos um tensor simétrico chamado tensor de Ricci

através da contracdo com o tensor métrico,
A A
Ruv :R/,L/lv =8 KRKWIW (2.62)

sendo o tensor de Ricci simétrico, ou seja, R,y = Ryy. Realizando a contragdo do tensor de

Ricci com a o tensor métrico, definimos o escalar de curvatura ou escalar de Ricci,
R = (glvaR‘u'v7 (2.63)

onde o escalar de curvatura associa um escalar a cada ponto do espaco.
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A partir da identidade de Bianchi, das defini¢es de tensor de Ricci, do escalar de Ricci e

usando as propriedades de simetria do tensor de curvatura descritas acima, temos que

Multiplicando essa equacao por g™V, obtemos

Mas, das propriedades de simetria de Rj ., temos que DVRXKP = —Dle‘i pi» €Ntao,

Ap6s algumas manipulagdes algébricas, multiplicando por gP¥ e fazendo k¥ — u e multipli-
cando por (— %) , temos

1
Dy (R —2g""R) =0. (2.67)

Onde definimos o tensor de Einstein como,

1
GHV = RHY — Eg“VR, (2.68)
ou na sua forma covariante
1
Guv =Rpy — EguvR- (2.69)

Como o tensor métrico e de Ricci sdo simétricos, o tensor de Einstein também € simétrico, ou
seja, Gyy = Gyy. Da equagido (2.67), podemos notar que a derivada covariante do tensor de

Einstein é nula, D, G*Y = 0.
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2.6 Tensor Momento-Energia

Nesta secdo vamos apresentar o tensor momento-energia associado a um campo escalar,
como também mostrar como se obtém o tensor de Einstein, a partir da variagdo da acdo de

Einstein-Hilbert com respeito a variagdo do tensor métrico.

2.6.1 Campo Gravitacional

Vamos mostrar como, através da acdo do campo gravitacional, conhecida como acdo de
Einstein-Hilbert, Sgy, podemos chegar ao tensor de Einstein definido na equagdo (2.69). A
acdo de Einstein-Hilbert é descrita em termos de uma densidade lagragena que é um escalar
e que depende apenas do tensor métrico, g,y € de suas derivadas. O escalar mais simples

construido a partir do tensor métrico e suas derivadas € o escalar de Ricci, R, tal que

1
Sen = / R\/—g d*x, (2.70)

onde \/—g d*x é o elemento invariante de hipervolume. A constante k é dada por

K = 8”4(;, 2.71)
C

sendo G a constante gravitacional de Newton e ¢ € a velocidade da luz. O fator ﬁ € escolhido
de maneira conveniente para que possamos obter o acoplamento do campo gravitacional com a

sua fonte. Escrevendo R = g‘“’Ruv em (2.70), obtemos

1
Sy = > / (g"VRuv)v/—g d*x. (2.72)

A variagdo de guv — guv + 8guv corresponderd na variagdo da agdo Spy, onde a variacdo de

guv se anula no contorno, ver figrua (2.3). Assim, calculando a varia¢do de Sy em relagdo a
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variagdo de g"V, temos que

1
O0Sen = E/ (8"V/=8ORyuv +Ruv/—g88"" + g Ry 6(v/=3)) d*x. (2.73)

Ou seja, podemos separar em trés termos:

1 1
8Spy = ;/(Sg“V)Ruv\/—g d*x + E/g”v((SRuv)\/—g d*x
81, o1,

1
+ / "Ry (8/—g) d*x (2.74)

J/

-~

oL

Observe que 8/ jd estd em termos de §g*V. Portanto, precisamos calcular a variagdo de R,y e

a variagdo de \/—g na equagdo (2.74) que corresponde a 81, € O15.
Para calcularmos a variagdo de R,y em 61, considere a expressdo para o tensor de curvatura:
R‘L‘,p = 8\,1“%, — QchLv + FTMPF"W — FTMVFGTp. (2.75)

A variacdo do tensor de curvatura equivale a fazer a variagdo nos coeficientes da conexao,
F‘Lv — F‘Lv + 51“‘1”,, tal que, embora os coeficientes da conexdo ndo seja um tensor, a di-
ferenca 5F‘LV se transforma como um tensor. Portanto podemos escolher um sistemos de
coordenadas locais de maneira que em um ponto P qualquer tenhamos F‘LV(P) = 0. Neste
ponto P, a variagdo do tensor de curvatura torna-se [15]

ORS,

wvp = v (00%,,) = dp(0T%,). (2.76)

Como no ponto P, a derivada covariante € igual a derivada ordindria, ou seja, temos

ORS,

2 vp = Dv(8T%,) — Dp(8T%,), 2.77)
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e como a equacao (2.77) € um tensor, esta expressao € valida em qualquer sistema de coorde-

nadas. Contraindo o com p e fazendo ¢ — Vv, obtemos a variacao do tensor de Ricci

Substituindo em 81, e usando o fato que a derivada covariante do tensor métrico é nula, temos

8h = % / [Dy (8"Y8T%, 5 — 8" 8T, 5) | v/ —8d . (2.79)

Calculando 81, como uma integral de superficie no contorno dQ e considerando que a vari-
acdo da métrica se anula nesse contorno (ver figura (2.3)), finalmente usando o teorema da
divergéncia, encontramos

8L =0. (2.80)

Para calcularmos 613, precisamos calcular 6(,/—g) em relagdo a variagdo de g"V. Para isso

Figura 2.3 Espago-tempo Q com contorno dQ. A variagéo do tensor métrico no contorno € nula.

considere g = det(guv), tal que podemos escrever [15,17]

g=Y gud", (2.81)
u
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onde gV é o cofator de g,v. Derivando g em relagdo ao tensor métrico, encontramos

aag — gHv. (2.82)
Suv

Usando a notacéo de Einstein e multiplicando ambos lados da equagdo (2.81) por ghP, temos

que g*V = ggMV. Substituindo em (;;—g, encontramos
uv

0
- E _ gghv. (2.83)
8uv

Fazendo 6(,/—g) e substituindo o valor de %,

5(\/__g) = @&?uv,

ag,uv
1 1
6(v/—g) = ————gg"vguy. 2.84
Mas 6(guvg"’) = 0= g"Vdguv = —guvOg"". Substituindo em (2.84), temos
1
8(V=8) = —5V -8 guvds"". (2.85)
Portanto, 615 torna-se
51, = 1 [k L/ 5g%B )a*
3-;8 uv _5 —8 8ap08 X
1 1 of 4
ol = E/ — Eg“ﬁR 0gP\/—g dx. (2.86)
Substituindo 617, 81 e 613 em 0Sgpy, equacdo (2.74), obtemos,
1 1 WP

O termos entre paréntesis da equagio (2.87) € o tensor de Einstein, Gy, obtido geometrica-
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mente na se¢do anterior, equagdo (2.69).

2.6.2 Campo Escalar

Vamos agora considerar um campo escalar real ¢ (x*), definido em todo o espago-tempo de

maneira que a densidade de lagrageana é dada por [15],

Lia = 36" (40)(20) ~V(9), .88)

onde o primeiro termo designa a energia cinética e o termo V(¢) é o potencial. A agdo corres-

ponde a essa densidade lagrangeana é

su= [ |36 @u0)0v0) - Vi0)]| vz ' @59)

Vamos analisar como a a¢io S varia sob a variag¢do do tensor métrico g"",

5= [ {|306)0,0)000)] v - |3 @u0)@0) - vI0)] 5y fas
(2.90)

Da referéncia [15] e substituindo a equagdo (2.85) na equacao (2.90), temos

35 = [ {3(010)000) ~ S| 32000 200) V()| }og vt 29m

Reorganizando os termos,

35 =5 [ { @u0)@u0) - gu | 50°0)000) - vi0)] 8V TR a4 @92)
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O tensor momento-energia é definido como [16]:

2 OSm
Assim da equacgdo (2.92), concluimos que
1
Tuv = (9u@)(9v9) —8uv | 5(97¢)(do9) —V(9) . (2.94)

Observamos que o termo entre os colchetes é a densidade lagrageana, logo podemos escrever

o tensor momento-energia de um campo escalar real como

Tuv = (au(P)(av(P) - gung- (2.95)

Como o tensor métrico g,y € simétrico e as derivadas parciais comuntam, temos que o tensor
momento-energia € simétrico, ou seja, Ty = Tyy.
Pode-se também mostrar [16], que a derivada covariante do tensor momento-energia € nula,

isto é, D, TH" = 0.

2.7 Equacoes de Campo de Einstein

Nosso objetivo € construir uma acdo S a partir da qual possamos derivar as equacdes de
campo de Einstein. Vamos considerar que esta a¢do, S, tenha um termo que corresponde ao
campo gravitacional dada pela acdo de Einstein-Hilbert, Sgg, e outro termo responsavel pela
fonte do campo gravitacional, Sy;. Especificamente vamos considerar apenas campos escalares
reais.

Considere que um sistema fisico formado por campos nao-gravitacionais. Como vimos na

se¢do anterior, a esses campos estdo associados o tensor de momento-energia, 7j,y. Podemos
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usar o principio variacional para obter as equacdes de campo que descrevem o comportamento

desse sistema fisico.

Podemos dividir a acdo para este sistema em duas parcelas. Uma em relagdo ao campo gra-
vitacional descrito pela acdo de Einstein-Hilbet, Sy, e outra parcela que descreve os campos
ndo-gravitacionais, ou seja, o termo de fonte ou matéria, Sy;. Assim, temos que a acao total €
dada por

1
S= ESEH—}—SM, (2.96)

onde x é dada na expressdo (2.71). Considerando a varia¢do da agdo S em relagdo a gV,

obtemos
oS B 16Sey  O6Sy

- — =0. 297
oghv Kk Oghv ~ oghv (2.97)
Da equacdo (2.87), definimos [15]
2 OSkn
Guy = _\/——_g e (2.98)
e da equacdo (2.93)
2 oS
Tyy = M (2.99)

Rtk
onde Gy € o tensor de Einstein definido na equagio (2.69) e T,y € o tensor momento-energia
associado a campos escalares reais definido na equagdo (2.95). Substituindo as equacdes (2.98)
e (5.61) na equacao (2.8.1), obtemos

1

O lado esquerdo da equagdo de campo de Einstein, eq. (2.100), descreve a configuracdo ge-
ométrica do espaco-tempo devido a presenca da fonte definida pelo tensor momento-energia,

T,v, no lado direito dessa equagdo.

Uma outra forma de escrever a equagao de campo de Einstein € isolando o tensor de Ricci.
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Para isto, multiplicamos a equagao (2.100) por g"v e obtemos R = k7. Substituimos em (2.100)
e chegamos a
1

Esta sera a forma da equacao de campo de Einstein que usaremos nesta tese.

2.8 Espaco-tempo de de Sitter e anti-de Sitter

Devido a sua importancia nos modelos cosmoldgicos, podemos inserir a constante cos-
moldgica A nas equagdes de campo de Einstein. Assim, a equacdo de campo de Einstein
torna-se [15],

Guy +Aguy = —KTyy. (2.102)

Considerando valores positivos para constante cosmoldgica, denominamos este espago-tempo
de espago-tempo de de Sitter. Caso a constante cosmoldgica assuma valores negativos, o

espago-tempo correspondente serd denominado de espago-tempo de anti-de Sitter.

2.8.1 Espaco-tempo de de Sitter (dS)

O espaco-tempo de de Sitter (dS) € uma das solu¢cdes maximalmente simétricas das equa-
¢Oes de campos de Einstein na presenca de uma constante cosmoldgica positiva, Gy +Aguy =
0. Neste contexto, o Universo pode ser descrito por um espago-tempo de de Sitter [18, 19], o
qual representa um espaco cuja a secdo espacial estd se expandindo. Podemos também descre-

ver o espaco-tempo de dS como hiperboloide dado pela equacdo abaixo [20-22]

z%—z%—z%—z%—zﬁz—az, (2.103)
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imerso em um espago-tempo de Minkowski de 5 dimensdes, representado pela métrica [22]

ds* = —dz§+dzi +dz5 +dz3 +dzj. (2.104)

O parametro ¢ estd associado a curvatura da variedade. A constante cosmoldgica para espago-

tempo de dS é A = %, enquanto que o escalar de curvatura € uma constante dada por R = %.
Podemos expressar a equacdo (2.103) adotando as coordenadas [16,22]
a enh( ! ) 4ot |x]? (2.105)
= s — )+ —e .
0 a/ 2o ’
t 1 t
= acosh(—)—— 2a X2, 2.106
24 o ) oce x| ( )
z = eax;, i=123; —oo< (t,x;)< oo (2.107)
Neste contexto, o elemento de linha é, portanto, escrito nessas novas coordenadas por,
2 2_ 2% : i\2
ds* =dr* —e« ) (dx')’. (2.108)
i=1
Utilizando um sistema de coordenadas descrito através de um tempo conforme dado por
T=—qe @, —oo<T<0, (2.109)

obtemos que o elemento de linha (2.108) fica escrito por,
2 A PR
ds® — (_) dt* =Y (ax')?|, (2.110)

de maneira que o espago-tempo de de Sitter ¢ conformemente relacionado a regido espago-

: : 2
tempo de Minkowski com o fator conforme (%),
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Para um sistema de coordenadas estatico [21],

20 = msenh(é>, @2.111)
2 = Vo2 —r2cosh (é) 2.112)
Z» = rsenfcos0, (2.113)
z3 = rsenfsenq, (2.114)
24 = rcosf, 0<r<oe, 0<0<m 0< ¢ <2m, (2.115)

obtemos o seguinte elemento de linha,

—1
2 2
ds? = (1 — %)dﬂ — (1 - %) dr* —r*(d6? +sen’0d¢?). (2.116)

2.8.2 [Espaco-tempo de anti-de Sitter (AdS)

O espaco-tempo de anti-de Sitter (AdS), que também é uma das solugdes maximamente
simétricas das equagdes de campos de Einstein na presenca de uma constante cosmoldgica
negativa, desempenha um importante papel na fisica teérica como, por exemplo, a realiza¢do do
principio hologréfico conhecido como Correspondéncia AdS/CFT [23-25]. Podemos descrever

o0 espacgo-tempo de AdS como um hiperboloide em R(23) [16,21],

z%—z%—z%—z%—i—zﬁ:az, 2.117)

onde o parametro & € o raio de curvatura. Este hiperboloide € imerso em um espaco-tempo de

Minkowski de 5 dimensdes, cuja a métrica é dada por

ds* = —dz§ +dz; +dz3 +dz5 — dzj. (2.118)
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Considerando o < 0, a constante cosmoldgica para espago-tempo de AdS é A = — %, enquanto
que o escalar de curvatura é dado por R = —%. O espaco-tempo de anti-de Sitter pode ser

parametrizado pelas coordenadas globais [16]

Zo0 = ocosTcoshp, (2.119)
71 = osentcoshp, (2.120)
zp = osenhpcos, (2.121)
z3 = «asenhpsenOcos @, (2.122)
Z4 = osenhpsenOsen@ (2.123)

onde —T<T<7m 0<p <o, 0<O0 <7, 0< ¢ <27m. Com esta parametriza¢do, a métrica

serd dada por

ds® = o? | cosh? pdt?> — dp? — sinh® p(d6” + sen’0d ¢?) |, (2.124)

Fazendo uma mudanca de varidveis

t
T = — 2.125
ot ( )
r = osinhp, 0<r<oo, (2.126)
obtemos a métrica como
2 2 -1
ds* = | 1+ = ar* — [ 1+ = dr* —r*(d6” +sen’0dg?). (2.127)

O sistema de coordenadas globais salienta a caracteristica esférica dos espagos maximamente
simétricos. No entanto podemos escolher um sistema de coordenadas que descreva o espaco-

tempo de AdS em um espago plano. Para isto, utilizaremos o sistema de coordenadas de Poin-



2.8 ESPACO-TEMPO DE DE SITTER E ANTI-DE SITTER

caré [26], que cobre a metade do hiperboloide (2.117),

20

<1

<2

<3

4

onde x;,t € (—oo,00) e u € (0,00) e chegamos a expressdo para o elemento de linha,

2u
ot

)
u

1 4
— [(x2+u2 N Z(x,-)z},
i=3

4

1 [(az—u2+t2—2(xi)2},

2u =

2

o
ds* = — |dt* +du* - Y (dx;)?|.
u "

1

33

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

Observamos que o elemento de linha torna-se conformente ralacionado ao espago-tempo de

) ) 2 .. )
Minkowski pelo fator conforme (%) ,onde 0 <u < oo, Os limites u = 0 corresponde a fronteira

e u = oo corresponde ao horizonte do espaco-tempo de AdS.






CAPITULO 3

Defeitos Topologicos

As transi¢cdes de fase sdo fendmenos que acontecem com certa frequéncia na natureza.
Elas ocorrem quando um sistema fisico passa de um estado com maior simetria para outro
estado com menor simetria. No contexto da Matéria Condensada, as transi¢des de fase podem
produzir defeitos topoldgicos tais como as linhas de fluxo magnético nos supercondutores do
tipo II, linhas de voértices em ‘He superfluido, disloca¢des em cristais, dominios em materiais
ferromagnéticos, ou até mesmo vdrios tipos de defeitos nas diversas fases de cristais liquidos

[27].

Em Cosmologia, as transi¢Oes de fase também apresentam um papel importante. No con-
texto cosmolégico, nosso entendimento do Universo estd baseado no modelo cosmoldgico pa-
drao conhecido como A-CDM, que descreve o Universo em concordancia com a Teoria do Big
Bang, que explica as observagdes realizadas sobre a radiagdo c6smica de fundo em microondas,
a estrutura em larga escala e a expansado acelerada do Universo. De acordo com este modelo,
o Universo primordial apresentava uma temperatura muito elevada. Durante sua fase inicial
de evolucao, o Universo foi expandindo e esfriando muito rapidamente, sofrendo uma série de
transi¢cdes de fase caracterizadas por quebras espontaneas de simetrias [1,2]. Estas transi¢des
de fase desencadeiam um mecanismo de formacao de defeitos topoldgicos descritos por teorias
classicas de campos, cujas configuracdes de vacuo possuem solucdes topologicamente estaveis
com relevantes implicacdes fisicas. Tais solu¢des sao conhecidos como paredes de dominio,

monopolos, cordas cosmicas, texturas, entre outras [3].

Analisando o mecanismo de formacdo de defeitos, hd uma analogia entre o papel exercido

pelos defeitos topoldgicos tanto na Cosmologia como na Matéria Condensada, dado que estes

35
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defeitos topoldgicos sdo resultados da quebra espontanea de simetria nas transisdes de fase.
Esta analogia € tao forte que permite que os métodos e as ideias da gravitacdo e cosmologia
possam ser tteis no estudo de alguns sistemas da matéria condensada e, em contrapartida, a
fisica da matéria condensada pode ser um laboratério de teste de algumas ideias e hip6teses
cosmoldgicas [28].

Por outro lado, no contexto das Teorias de Grande Unificacdo (TGU) da fisica de parti-
culas elementares, os defeitos topoldgicos tem exercido um papel importante como resultado
de quebras espontaneas de simetrias de um grupo de simetria maior G. No modelo padrao
de particulas elementares, as interagdes bdsicas da natureza estavam todas unificadas em uma
escala de alta energia da ordem de 10'® GeV'!. Durante a expansio, e consequente esfriamento
do Universo, ocorreram uma série de quebras espontaneas de simetria que resultaram nas in-
teracoes fundamentais conhecidas hoje. Podemos representar essas quebras de simetrias pelo

diagrama abaixo,

G — H — SU(3) x SUgr(2) x Uy (1) — SUc(3) x Uy (1), (3.1)

onde os grupos Ugy (1), SUEF(2), SUc(3), representam as simetrias associadas as respectivas
interagdes fundamentais da natureza.

O eletromagnetismo, responsavel pela interacdo entre particulas eletricamente carregadas,
estd associado ao grupo U(1). A intera¢do nuclear fraca, que descreve a radioatividade, estd
associada ao grupo SU(2). Esta descrigdo foi unificada ao eletromagnetismo por S. Weinberg,
A. Salam e S. Glashow formando a teoria Eletrofraca descrita pelo grupo de simetria SU(2) x
U(1), cujas previsdes foram confirmadas no inicio da década de 1980 [29-31]. A interagdo
nuclear forte, responsdvel pela interacdo entre os quarks e a formacao dos nicleos atdmicos,
estd associada ao grupo SU (3).

A interag@o gravitacional, como vimos no capitulo 2, é uma teoria geométrica e ainda ndo

11GeV = 10%eV.
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se encontra unificada as outras interagdes fundamentais e, portanto, nao faz parte das TGU.
Na escala nuclear, a interacdo gravitacional € insignificante, no entanto, em largas escalas,
a interacdo gravitacional € a interagdo dominante. Por outro lado, acredita-se que em altas
energias, da ordem da escala de Planck, cerca de 10" GeV, a interacdo gravitacional esteja
compativel as outras interacdes fundamentais da natureza [16].

Podemos notar que tdo frequente na natureza quanto as transi¢des de fase, os defeitos to-
poldgicos estdo de certa forma presentes em diversos aspectos da natureza, sendo estudados
por diferentes abordagens e delimita¢des que vao da cosmologia, da gravitacdo, passando pela
matéria condensada e chegando até mesmo a fisica das particulas elementares. Embora haja
uma diversidade de defeitos topoldgicos, nesta tese dedicaremos nosso estudo aos defeitos li-
neares conhecidos como cordas cdésmicas. Passamos agora a descrever a quebra espontanea de

simetria sob a abordagem da Teoria Clédssica de Campos.

3.1 Quebra Espontinea de Simetria Global

Em geral, o conceito de simetria estd associado as leis de conservagdo dos sistemas fisi-
cos. A simetria, portanto, revela a invariancia de um determinado sistema fisico em relagdo
as transformacdes de coordenadas ou em relagdo a um espago interno, representado por um
determinado grupo de simetria. Em Teoria de Campos, usualmente descrevemos os sistemas
fisicos por densidade de lagrangiano. Consequentemente, as propriedades de simetria se ma-
nifestam nas propriedades de invaridncia da densidade de lagrangiano do sistema fisico em
andlise. Dessa maneira, compreender a quebra de simetria significa compreender as causas da
quebra de invariancia da densidade de lagragiano em relacdo as transformacdes a que o sistema
fisico é submetido.

Um tipo especial de quebra de simetria € a quebra espontinea de simetria que, como vimos

na secao anterior, estd associada as transicdes de fase. Além disso, quando o sistema apresenta
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2

estados de vacuo degenerados, isto €, multiplos estados de vacuo”, o sistema evolui de maneira

aleatdria para qualquer um desses estados de vicuo, caracterizando a quebra espontanea de
simetria do sistema.
Para podemos compreender melhor como ocorre a quebra espontanea de simetria, considere

a densidade de lagrangiano .’ para um campo escalar complexo,
£ = (9u0)(0"9)" =V (9), (3.2)
em que o potencial V(¢) é dado por,
A * 2\2
V(o) =500 -n"), (3.3)

onde A e 1 sdo constantes. A densidade de lagrangiano (3.2) € invariante por uma transforma-

¢do de gauge global, descrita pelo grupo de simetria U(1),
0'(x) — 9 (x), (3.4)

sendo o é uma constante. Para o caso em que A > 0 e 1 < 0, o sistema apresenta um tinico

Minimum

Minimum —/

Figura 3.1 Potencial: A >0, n2 <0 Figura 3.2 Potencial: A >0, n2 >0

2 Adotaremos por estados de vacuo, o estado de energia mais baixa do sistema fisico.
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estado de védcuo, e portanto, ndo hd quebra de simetria, ver figura (3.1). No entanto, para A > 0
e n1° > 0, os minimos do potencial (3.3) sdo encontrados para o circulo no plano complexo,
|¢| = 1, logo estado de vécuo € infinitamente degenerado, ver figura (3.2). Assim, podemos
escrever este estado como

< o> =ne®, (3.5)

onde 0 é uma fase arbirtraria. Usando a transformacgdo (3.4), o estado de vacuo é levado da

fase 0 para (0 + ), de maneira que a simetria é quebrada espontaneamente.

Como o estado de vacuo apds a quebra de simetria possui infinitos valores equivalentes,
podemos escolher arbitrariamente 8 = 0, de maneira que < ¢g >= 1. Para estudarmos a fisica
em torno da vizinhanga deste vicuo, fazemos uma pertubacdo em torno do valor de vacuo.

Desta maneira, podemos escrever o campo pertubado ¢ da seguinte forma,

¢=n+ %(‘Pl +ifn), (3.6)

onde @; e @ sd@o campos escalares reais com valores de vacuo nulos. Substituindo o campo
pertubado (3.6) na densidade de lagrangiano (3.2), temos que apds desenvolvimento algébrico,

chegamos a

1 1 1
<z = E(au%)(a“(lﬁ)+§(au¢2)(<9“¢2)—57“72%2
Lire

| 1 1 1
—gh003 — g AT — 1AV} — 1eA (01 +92). 37

(4 ~
oénteragao

O termo Zperacio descreve a autointeragdo entre os campos e o deixaremos de lado. Podemos

reescrever a densidade de lagrangiano como,

1 1 1
Z = 5(3;1(251)(8“(1’1) + E(au¢2)(au¢2) - 57”12%2 +=%ntera§50a (3-8)
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em que o termo de interagao -Zjpeeracio inclui os termos de ordem superior de ¢ e ¢, conforme a
equagdo (3.7). Da densidade de lagrangiano (3.8), observamos que o campo ¢; adquire massa,
my, = VAn. O campo ¢, é um campo sem massa chamado de béson de Goldstone. Ou seja,
apods a quebra de simetria, ocorre o surgimento de uma particula sem massa como consequéncia

da quebra espontanea de simetria global. Este fato é descrito pelo teorema de Goldstone:

Teoremos de Goldstone: Seja um sistema fisico sob a¢do de uma simetria continua. Para

cada gerador desta simetria que nao deixa o vdcuo invariante, surgird um bdson escalar sem

massa chamado de boson de Goldstone.

3.2 Quebra Espontianea de Simetria Local
Para descrever a quebra espontanea de simetria local, estabeleceremos que o campo ¢ deve
se transformar pelo grupo local U(1),

o) — o

0 (x) — e *We*, (3.9)
No entanto, a derivada de ¢ (x) ndo se transforma da mesma maneira que os campos, ou seja:
I’ #— 9[99 +i(dua(x))d]. (3.10)

Assim, precisamos inserir um campo vetorial compensador, Ay, na derivada para que a derivada

do campo se transforme como o campo,
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sendo que Ay, se transforma por uma transformagao de gauge como
, 1

A constante e € a constante de acoplamento. A derivada expressa na equacao (3.11) é chamada
de derivada covariante e representa o acoplamento minimo entre o campo de matéria e o campo

de gauge, Aj,. Vemos agora que
Dup — D¢’ =Dy ¢, (3.13)

onde

D), = Oy +ieAy,. (3.14)
Assim, a densidade de lagrangiano passa a ser escrita por

= LR PR (Gt ieAw)0(2F —ieAM)o'] - S (00— (1s)

onde o primeiro termo representa a densidade de lagrangiano do campo compensador, sendo

Fyy = dyAy — dyAy, o qual € invariante de gauge. O estado de vicuo € obtido para
2 2
< |9ol* >=17, (3.16)
de maneira que podemos escrever o estado de vicuo como

0o =neP. (3.17)
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Como f é arbitrario, podemos escolher um f3 = 0 tal que ¢y seja real. Analisando o sistema na

vizinhanca desse estado de vacuo, podemos expandir ¢ na vizinhanga desse estado de véacuo:

¢:ﬂ+%(¢1+i¢2), (3.18)

onde ¢; e ¢, sdo campos reais. Substituindo ¢ na densidade de lagrangiano (3.15), obtemos

1 1 1
L = = FuyF* 4 5 (0u01) (9 01) = SA0°07 + N AA + Lhnerngaor (319)

onde Zyeragio contém os termos de ordem maior ou igual a trés nos campos. Observando a
densidade de lagrangiano (3.19), vemos que o campo ¢ possui massa, mgy, = VA 1, mas tam-
bém surge um béson de gauge, com massa my, = V2en, como consequéncia do Mecanismo

de Higgs.

Assim, comparando o caso da quebra espontanea de simetria global com a quebra espon-
tanea de simetria local, temos que no caso da quebra espontinea de simetria global, ocorre o
surgimento de um campo sem massa, conforme o Teorema de Goldstone. No caso da quebra
espontanea de simetria local, o Mecanismo de Higgs faz com que o campo de gauge absorva o

boson de goldstone, gerando uma massa para 0 mesmo.

3.2.1 Vortices Abelianos

Como vimos, a quebra espontanea de simetria permite a formacao de defeitos topoldgicos.
Tais defeitos sdo as solugdes estaveis das equagdes de campo e que apresentam energia finita.
Um tipo especifico de defeito topoldgico que surge em sistemas tridimensionais sdo os vortices.
O estudo dos vortices, sobretudo na Matéria Condensada, se tornou mais relevante a partir do
trabalho de A. A. Abrikosov em 1957 que demostrou, via teoria de supercondutividade de

Ginzburg-Landau [32], a existéncia de confinamento do campo magnético em supercondutores
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do tipo II.

Entretanto, foi em 1973 que Nielsen e Olesen apresentaram uma solugdo tipo vortices a
partir de uma Teoria de Campo usando um modelo de Higgs abeliano [7]. Faremos a seguir
uma breve descricao sobre a proposta de Nielsen-Olesen em que apresenta um modelo com
campo escalar complexo e um campo de gauge. A densidade de lagragiano do sistema é dada
por,

A
P == FuP (D) (D7) + 5 (670 — ) (3.20)

As equagdes de campo sdo [33]

DuD'9 = —A9(979—n?), (3.21)
PRy = Ju=—3ie[9"(3u9) ~9(9"9")] + A4u(9°0). (322

Para vortices magnéticos apontando na dire¢do do eixo z, podemos determinar o fluxo mag-
nético que passa por uma regido do plano xy, confome a figura (3.3). Parametrizando o campo
de Higgs por

¢ =19le”, (3.23)

o fluxo que atravessa a regido definida pelo caminho fechado P, veja figura (3.3) € dado por,

CI>:/F12 dxa’y:/Ai(x) dx' = —l/dx"a,-x, (3.24)
P P

e

onde consideramos que a corrente, Jy, € nula ao longo do contorno P. Como ) deve ser

univoca, esta exigéncia leva a

Lr) - 20 = 27”,1 (n=0,41,42,.). (3.25)

P=-
e

Vemos que o fluxo de campo magnético € quantizado e o nimero n é chamado de vorticidade.
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Figura 3.3 Regifo definida pelo contorno em torno do voritce.

Como estamos interessados em estudar as configuragdes de vortices, vamos agora analisar
as equacdes de campo, admitindo que as mesmas apresentam simetria cilindrica, as quais sao

dadas pelo ansatz abaixo

Ag=0, A=A, ¢=7r(rem, rP=x>+y" (3.26)

Este ansatz leva a equagdes de campo (3.21) e (3.22) a serem escritas como

2
1d d n 2 2\|
d|1ld 2 €\ 2
—E[;EQA) + [ Ae —;)f —0. (3.28)

Estas equagdes diferenciais sdo acopladas e ndo-lineares. Embora elas ndo apresentem solucoes

analiticas, € possivel fazer uma andlise assintética. Existem duas escalas distintas de massa nas
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equagdes (3.27) e (3.28): A massa m; = \/ﬁn que corresponde a massa do campo escalar
deslocado ¢’ = ¢ — 1 e a massa m, = Me que corresponde ao campo de gauge que adquire
massa devido ao Mecanismo de Higgs. Definimos comprimento de penetragdo, 6 = mlv, aescala
de variacdo espacial dos efeitos eletromagnéticos, equanto que o comprimento de coeréncia,
&= %, € a escala variagdo espacial do campo de Higgs. Considerando que o vértice deve

apresentar energia finita, esta condicdo leva a

fr)=-—(1-Cie”%)n (3.29)
€
A(r) = — 24 G0, (3.30)
r—e er

onde C; e (; sdo constantes. A relagdo entre esses dois comprimentos € chamado de parametro

de Ginzburg-Landau, .

S . p)
= \/’gm :\/7_. (3.31)

Esta razdo permite distinguir duas categorias de supercondutores:

K

c K< % = supercondutor de tipo I;

L

= supercondutor de tipo II.

Apenas métodos numéricos fornecem os comportamentos dos campos de Higgs e de gauge.

Na figura (3.4) apresentamos o comportamtento dos campos de Higgs e de gauge.

3.2.2 Voértices nido-Abelianos

Uma vez que descrevemos os vortices abelianos, naturalmente nos pergutamos se € possivel
obter solugdes tipo vortices a partir de uma densidade de lagrangiano com simetria interna nao-

abeliana, como por exemplo, via o grupo SU(2). Nielsen e Olesen também mostraram que para
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Figura 3.4 Comportamento dos campos de Higgs, f(r), e de gauge, H(r).

se obter solucdes do tipo vortices ndo-abelianos, topologicamente estdveis, seria necessdrio a
presenca de dois setores bosonicos [7]. Nessa se¢do, faremos uma breve descri¢do da proposta
de Nielsen e Olesen, a qual foi incorporada por de H. J. de Vega [34] para os espaco-tempo de
Minkowski 3.

Consideremos a densidade de lagrangiano a qual € invariante de gauge frente ao grupo
SU(2):

1 1 1
L =~ Fil P4 4 2 (Do) + 5 (Du) ~ V(9. 2%). (3.32)

Nessa densidade de lagrangiano, o indice a corresponde ao indice de isospin, associado ao

grupo SU(2), (a=1,2,3). O tensor intensidade de campo, F;!

1iv- € do tipo Yang-Mills, conforme

a expressao

Ffl, = OuAy — 0yAY + e A} AS,, (3.33)

sendo Aﬁ o0 iso-potencial vetor, e a constante de acoplamento e €b¢ 3 constante de estrutura do

grupo SU (2). As derivadas covariante dos campos de Higgs sdo

D¢ = 99 + ee™ Al ¢, (3.34)

3 Apresentaremos de forma breve, o modelo que serd analisado com mais detalhes no Capitulo 5 desta Tese
para descrever o sistema fisico que apresenta vértices ndo-abelianos SU (2).
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bc A b
Dux“ =dux" +ee™ A x". (3.35)

O potencial de interacdo, V (%, x%), é descrito por

Vie'.x") = % (o) —nf]" + % () 3]
+% [(@)? =i} [(x")* = 2] (3.36)

onde A; e A, sdo constantes positivas de autoacoplamento dos campos de Higgs. A3 é a cons-
tante de acoplamento dos setores de Higgs, 171 € 1> sdo parametros que correspondem a escala
de energia em que a simetria de gauge é quebrada.

O potencial acima tem propriedades diferentes conforme o sinal do discriminante A =

MAy — A2:

* Para A > 0, o potencial é positivo e o minimo global é determinado para (¢%)? = n12 and

(x*)* =n3.

* Para A < 0, obtemos pontos de sela e dois minimos locais ocorrem:

u A
(992 =0, (x*)*=ni+ rin% (3.37)

a a a’
x)?=0, (p%)?= nf+fn§~ (3.38)

Os valores do potencial sdo, respectivamente,

nt 3
Vin = JLA o Vo = -2A 3.3
=, T (3.39)

Ambos valores de V,,;, sdo negativos para A < 0.

Usaremos um ansatz para os setores bosonico e para o campo de gauge [34], descrito pelas
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expressoes abaixo:

cos(9)
“(p)=f(p)| sin(9) | (3.40)
0
—sin(¢)
x‘(P)=g(P)| cos(d) | (3.41)
0
A’a(p) = (]3 <1_e—[;(p)> 5a,3 = _él%g)ga,?ﬁ (3.42)
€
Af(p)=0, a=1,23, (3.43)

em que os campos bosonicos satisfazem a condicdo de ortogonalidade, ¢“x“ = 0. Definimos

novas varidveis e fun¢des adimensionais conforme abaixo:

x=Vamp, f(p)=mX(®), gp)=mY(®), H(p)=HE). (44

Substituindo (3.44) no ansatz dos campos de Higgs, e usando a equacdo de Euler-Lagrange

para a densidade de lagrangiano (3.32), encontramos as equagdes de campo

d*xX  dXx
P tx— = X[PXP-1)+p5 (Y —¢?) +H?], (3.45)
dx dx
d’y dy
Pt = VB (X 1)+ B (VP ) + . (3.46)
H_1dH o(X*+Y*H (3.47)
dx?2  xdx ’ :

onde os parametros @, g € ﬁiz sao definidos por

l.
a=, 4= ﬁ"z:)T;’ i=1,2,3. (3.48)

A m
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As equacdes de campo (3.45 - 3.47) sdao equagdes diferenciais de segunda ordem nado-lineares
e acopladas. Infelizmente ndo existem solucdes analiticas para o conjunto de equagdes acima.
Apenas por métodos numéricos poderemos inferir os comportamentosdos campos como fungao
da distancia. Escolhendo os parimetros &, ¢ e f3; adequadamente é possivel encontramos as
solu¢des numéricas para o comportamento dos campos. Na figura (3.5) apresentamos o com-
portamento dos campos de Higgs e de gauge para os parametros a = 1.0, 3, = 1.0, 3 =0.9,

q=20..8.

08— _

0.6 _
— X(x)

L — Y(x) i
— HK)
04— -

0,2 _

Figura 3.5 Comportamento dos campos de Higgs X (x), Y (x) e de gauge, H(x), para os parimetros
a=1.0, B=1.0, B3 =0.9,q=0.8.






CAPITULO 4

Cordas Cosmicas

4.1 Modelo Cosmolégico Padrao

O modelo cosmolégico padrao, conhecido como Big Bang, € fundamentado em dois pilares

observacionais: a recessao das galdxias e a radiacdo césmica de fundo em micro-ondas.

Em 1929, Edwin Hubble observou, a partir da anélise do desvio para o vermelho da radiacdo
emitida das estrelas varidveis Cefeidas e supernovas de galédxias distantes, que a velocidade de

recessao das galdxias € proprocional a distancia [35],
v =Hr, 4.1)

onde H = 100k km-s~' - Mpc~! é o pardmetro de Hubble. O parimetro adimensional /4 des-
creve a incerteza atual das medidas. Com as atuais medidas dos parametros cosmoldgicos, a

idade do Universo € estimada em 13,799 +0,021 bilhdes de anos [4].

A radiacdo cosmica de fundo é uma reliquia da radiacdo emitida quando o Universo era
quente e denso, sendo observada pela primeira vez por A. Penzias e R. Wilson em 1965 [36].
Esta radiacdo tem um espectro térmico de corpo negro com intensidade na faixa de micro-onda

e temperatura de 2,726 0,01 K [37].

Admitindo que o Universo é homogéneo e isotropico em larga escala, podemos utilizar
coordenadas comoveis, de maneira que neste sistema de coordenadas, as galdxias mantém sua

posi¢do. Assim, a distincia real das galdxias r(¢) estd relacionada com sua distincia coordenada

51
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x por um fator de escala universal a(t),
r(t) = a(t)x. 4.2)

Ou seja, a distancia r(¢) caracteriza a expansdo do Universo. Desta forma, a lei de Hubble (4.1)
torna-se,

=9 (4.3)
a

O desvio para o vermelho da radiacao de objetos distantes, como galdxias ou quasares, é dado

por 1 +z= ‘;((’[”)), onde fy é o tempo atual e ¢ € o tempo em que a radiacdo foi emitida pelo

objeto. A evolugdo temporal do fator de escala é dada pela equacido de Friedmann de acordo

com a Teoria da Relatividade Geral [38],
H=—=—""p— (4.4)
a

onde G € a constante gravitacional de Newton, ¢ € a velocidade da luz, p é a densidade do
Universo, K € a curvatura da se¢do espacial do Universo. Se K > 0, o Universo é espacialmente
fechado e expandira até um determminado raio e depois se contraird, e possivelmente chegando
a um "big crunch". Se K < 0, o Universo € aberto e se expandird para sempre. Se K =0, o

Universo € plano, aberto e também se expandird para sempre.

Usando a equacdo de Friedmann, equacdo (4.4), podemos expressar esta condi¢ao de ex-
pansdo em termos da densidade. Considere que para um dado H, existe um valor especial da
densidade do Universo que faz com que o Universo seja plano, ou seja K = 0. Chamamos
esse valor da densidade de densidade critica, p.. Substituindo essas condi¢cdes na equacao (4.4)

obtemos,
3H?

Pc

Por outro lado, conhecendo o valor do pardmetro de Hubble hoje, que denotaremos por Hy,
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podemos determinar a densidade critica do Universo. Substituindo o valor da constante gravi-

tacional de Newton, G, obtemos,
pe(to) = 1,88 K2 x 10720 Kg-m ™3, (4.6)

onde 7y denota o valor de p, medido no tempo atual. No entanto, o Universo ndo precisa
ser necessariamente plano, logo podemos definir um parametro adimensional conhecido como
parametro de densidade, €, tal que

P
Q=—. 4.7)
Pe

Como p. e p dependem do tempo, entdo £ também depende do tempo. Vamos denotar o valor
atual do parametro de densidade por €. Substituindo p dado na equagdo (4.7) na equacdo de

Friedmann, equacao (4.4), obtemos

3G K
H=—"—pQ—=. (4.8)
3 a
Utilizando a equacdo (4.5), chegamos a
K

Para usar a equacdo de Friedmann, equacdo (4.4), devemos determinar a densidade p. Para

1$s0, usamos a equacdo da energia que € obtida a partir da 1* Lei da Termodinamica,

dE + pdV = Tds, (4.10)

2

aplicado a um volume V em termos do raio comével. Assim, considerando E = mc*, o volume,
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V= ‘%cﬁ e que a densidade € dada por p = {7, temos que
dE da 4m ;dp
— =dna’pc? —a—=c? 4.11
ar PG T u e (+11)
e
dv Zda
— =4na"—. 4.12
dt a dt (4.12)

Considerando que a expansdo é reversivel (dS = 0) e substituindo (4.11) e (4.12) na equacgdo

(4.10), obtemos a equacao da energia
. a
p+35(p+p):0. (4.13)

onde fizemos ¢ = 1.

Para resolver esta equacdo consideramos que hd uma equacdo de estado que relaciona a
pressdo p com a densidade p. Vamos considerar duas situagdes possiveis: Um Universo do-
minado pela radiagdo em que p = %p e um Universo dominado pela matéria ndo-relativistica
(poeira) com p = (. Assim, para o Universo dominado pela radiacdo, a equacdo (4.13) leva a

4 enquanto que para um Universo dominado pela matéria ndo-relativistica, a equacio

Prad < a
(4.13) leva a Py o< a—>. Considerando que no Universo primordial, a densidade p era muito
proximo do valor da densidade critica, p., e substituindo os respectivos valores de p de cada era
do Universo na equacao de Friedmann, equacao (4.4), temos que a o< t1/2 para o caso em que

o Universo € dominado pela radiacdo e a o< 12/3 para a situa¢do em que o Universo é dominado

pela matéria ndo-relativistica (poeira).

Considerando a homogeneidade e isotropia do Universo em larga escala, uma boa aproxi-

magcdo para a estrutura do Universo é dada pela métrica de Robertson-Walker,

d 2
ds® = dr* — a*(1) ( . _}rz +12d6? 4 1? sin® 9d¢2> (4.14)
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Recentes medidas dos pardmetros cosmoldgicos [4], sugerem que atualmente K = 0, tal que o

Universo seja descrito por uma métrica espacialmente plana,

ds? = dr* — a*(1)dx?, (4.15)

onde dx? descreve a secio espacial do Universo.

Como a densidade de radiagdo, p,,s, cai mais rapido que a densidade de matéria, P4,
entdo rapidamente o Universo tornou-se frio o suficiente para que elétrons e nucleos se re-
combinassem e formassem um gas neutro. As cordas césmicas podem ter sido formadas no
periodo do Universo primordial, portanto em uma época em que o Universo era dominado pela
radiacdo [3,39]. Como neste periodo do Universo o fator de escala universal era a o< t'/2, o
parametro de Hubble era

H=—. 4.1
> (4.16)

Nestas condicdes, substituindo a equagao (4.16) na equacgao da densidade (4.5), a densidade da

era da radiacdo € dada por
3

—_— 4.17
32nGt? .17)

Prad =

Quando abordamos a quebra espontanea de simetria no Capitulo 3, consideramos o po-
tencial puramente cldssico. No entanto, uma descri¢do realista evolve campos quanticos que
interagem entre si € com outros campos. Além disso, para uma descricdo mais completa das
transicOes de fase, € necessario considerar que o pontencial também dependa da temperatura.
Assim, o principal efeito ¢ trocar potencial V (¢) por um potencial efetivo V, (¢) na densidade

de lagrangiano, em que V,¢(¢) é determinado pela expansio pertubativa'

Ver(0) =V () +Vi(¢)+Va(d)+---, (4.18)

! Aqui seguiremos a descricdo de A. Vilenkin e E. P. S. Shellard dada na referéncia [3].
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onde V(¢) é o potencial cldssico e os V;(¢) sdo as contribui¢des das pertubagdes. Para altas

temperaturas, o potencial efetivo, V, f(q), T), é dado por [3,39]

A +3e?
Ver(9,T) = V(9) + =129 -

272

15 T, (4.19)

O termo em T* nio depende de |¢

e, portanto, nao afeta a quebra de simetria. Logo, a corre¢dao
mais importante ocorre no termo que depende de 72, que leva a restauragio da simetria em altas
temperaturas. Considerando o potencial

V() ="(9*9 -1, (4.20)

IS

e desprezando os termos independentes de ¢, podemos escrever o pentencial efetivo para altas
temperaturas como

Ver(9,7) =m2<T>|¢\2+%!¢\4- (@21)

onde m?(T) é a massa efetiva do campo escalar no estado simétrico, dada por

Ao 61°). (4.22)

m*(T) = E(

Esta massa se anula para T = T, = \/6n. Para T > T,, o termo m?(T) é positivo e 0 minimo
do potencial efetivo, V. r(¢,T), é alcangado quando ¢ = 0. Neste caso, o valor esperado de ¢
se anula e a simetria ¢ restaurada. Para T < T, o termo m?*(T') é negativo, o estado simétrico
fica instdavel e o valor esperado de ¢ torna-se diferente de zero. O valor minimo do potencial

efetivo, V,¢(¢,T), para T < T é encontrado quando

(T2 —T%)'/2, (4.23)

1
W:%

No estdgio primordial, o Universo se encontrava muito quente e, portanto, em um estado
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simétrico tal que ndo havia formagdo de cordas cdsmicas. Quanto o Universo esfriou abaixo
da temperatura critica, 7, o campo de Higgs, ¢, acomodou-se na regido contendo o circulo de
valores minimos do potencial efetivo, V,r. Eventualmente, quando 7' = 0, o sistema tenderd a

um dos estados de vacuo descritos pelos pontos no circulo conforme a figura (4.1).

Figura 4.1 Potencial: V(¢) = %((p*(p _ 772)2-

No contexto cosmoldgico, quando o Universo sofreu transicdes de fase a medida em que
esfriava, o campo ¢ alcangava o valor dado pela equacdo (4.23). No entanto, a fase 8 do
campo ¢ ndo depende apenas na fisica local, mas também das flutuacdes randomicas, podendo
assumir diferentes valores em diferentes regides do espaco. A dependéncia do potencial efetivo

da temperatura é mostrado na figura (4.2),

A

Vul®.T) =0
T<T,
T>T.
o\
N 0

Figura 4.2 Comportamento do potencial efetivo em relagdo a temperatura.
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4.2 Meétrica da Corda Cosmica

Para descrever as cordas cosmicas idealizadas usaremos o modelo de vortices de Nielsen-
Olesen. Nesse sentido, se acopla ao tensor momento-energia associado a esses objetos as equa-

¢coes de campo de Einstein, e se estuda a influéncia dos mesmos na geometria do espago-tempo.

Entretanto, as equacdes que descrevem as cordas cOsmicas sdo equacdes diferenciais de
segunda ordem, nao-lineares, acopladas e ndo possuem solugdes analiticas. No entanto, pode-
mos estudar as cordas césmicas se fizermos duas importantes simplificacdes. Primeiro, con-
siderando que a espessura da corda césmica é muito menor que todas as outras dimensdes
relevantes. A outra simplificacdo € considerarmos que a interagdo gravitacional da corda € su-
ficientemente fraca de maneira que possarmos usar as equacdes de Einstein linearizadas. Estas
condi¢des certamente ndo sdo véalidas para todas as situacdes, mas ¢ uma boa aproximagdo
para o caso em que 1) < mp, onde 1N € a escala de energia onde ocorre a quebra espontanea de

simetria e m, € a massa de Planck [3].

Vilenkin mostrou que o tensor momento-energia associado a uma corda cosmica estdtica,

infinitamente longa é dado por [40,41],

Ty = pd(x)8(y)diag(1,0,0,1), (4.24)

onde u é a densidade linear de massa®. Assumindo que o parimetro adimensional Gu < 1,
Vilenkin também mostrou que a métrica da regido exterior a corda cosmica pode ser encon-
trada a partir da a solugdo das equagdes de campo de Einstein linearizadas para corda césmica.

Observando a simetria cilindrica, o elemento de linha é dado por [41],

ds? = dt* —dp® — (1 —4Gu)p*d¢* — dz*. (4.25)

2Em geral, utiliza-se a forma adimensional Gy, onde G é a constante gravitacional de Newton.
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Definindo uma nova coordenada angular,

¢' = (1-4Gu)¢, (4.26)

podemos escrever o elemento de linha (4.25) como

ds® = di* —dp* — p*d¢” — dZ?, (4.27)

onde 0 < ¢’ < 2m(1 —4Gu). Esta métrica é localmente minkowskiana e descreve um espago

cdnico, cujo deficit dngulo planar, &, é dado por

0 =8nGu. (4.28)

O espago conico exterior a corda césmica pode ser visualizado ao se retirar uma regido do
espaco de Minkowski correspondene ao angulo 8wGu e identificando as bordas da superficie,

conforme podemos ver na figura (4.3). Uma corda césmica no espago de Minkowski ao longo

«—— Singularidade
conica tipo O

2n(1— 4Gp)

Figura 4.3 Espaco conico formado a partir da retirada de uma regido correspondente ao angulo 8xtGL.

do eixo z € invariante sob transla¢do temporal, translacdo ao longo do eixo z, rotacdo em torno
do eixo z. Também € invariante sob boots de Lorentz no eixo z.
Os efeitos das vortices na geometria do espago-tempo foram analisados através do acopla-

mento tensor momento-energia associado ao vortice de Nielsen-Olesen e a equagdes de campo
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de Einstein [8,9,42]. Nestes artigos, as solucdes cilindricas e estéticas para o campo de ma-
téria, campo de gauge e para o tensor métrico sao obtidos pela andlise numérica das equacoes

diferenciais ordindrias ndo-lineares e acopladas.

Considerando que as propriedades de simetria se mantém para o caso de cordas cosmicas
geradas a partir dos vértices, podemos escrever o elemento de linha mais geral invariante sob
translagdes espaciais na direcao do eixo z, invariante sob boost de Lorentz na direcdo do eixo

Z, invariante sob translagcdo temporal e cilindricamente simétrico como
ds® = N?(p)dt* —dp* — L*(p)do* — N*(p)dz*. (4.29)

Para este caso, o déficit de angulo planar € estabelecido pelo comportamento assintético da
funcdo L'(p) no infinito [3], ou seja,

5= 27:[1 —1im L' (p)]. (4.30)

p—yeo

4.3 Efeitos Cosmolégicos das Cordas Cosmicas

Devido a topologia nao trivial do espaco-tempo na presenga das cordas césmicas, alguns
efeitos s@o previstos. Tais efeitos induzem fenomenos que podem ser tanto de natureza clds-
sica quanto quantica e a observagdo ou detec¢cdo desses fendmenos podem ter consequéncias

relevantes para Astrofisica ou Cosmologia.

Fendmenos cldssicos como o movimento de particulas teste no espago-tempo de cordas
cosmicas foi analisado através do estudo de geodésicas em [43,44] e a analogia com o efeito
Aharonov-Bohm foi investigado em [45-47]. Fen6nemos de natureza quantica como a dina-
mica quantica relativistica de particulas foi investigado em [48] e o espalhamento de f6tons

no espago tempo de cordas césmicas foi estudado em [49]. Em Teoria Quantica de Campos,
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criacdo em pares de particulas e decaimento de particulas massivas foram analisados em [50] e
a polarizagdo do vacuo foi examinado em [51-54]. A polariza¢do do vacuo também foi inves-
tigada tanto no espago de de Sitter em [55], como no espago de anti-de Sitter em [56]. Esses
exemplos sdo uma pequena parte de fendmenos que mostram que desde o inicio da década de
80 do século passado que o estudo da influéncia das cordas césmicas tem despertado intenso

interesse.

Os efeitos gravitacionais das cordas césmicas dependem do pardmetro adimensional G ~
2
<m1> . No cendrio cosmoldgico, a escala de energia de grande unificagdo é da ordem de
P
n ~ 101 GeV, o que corresponde a G ~ 1073, enquanto para a interacdo eletrofraca, a escala

de energia é ) ~ 10% GeV, correspondendo a G ~ 10734, O valor de Gu proporciona o limite

superior para o qual seria possivel a detec¢do de cordas cosmicas [3,37].

As cordas cosmicas foram sugeridas como explicacdo alternativa a Teoria da Inflagdo para
as flutuacdes da densidade do Universo primordial que possibilitariam a formagao de galaxias
[57]. Entretanto, dados do satélite WMAP 3 apresentaram resultados que sdo consistentes
com a Teoria do Big Bang, com a Teoria da Inflacdo e mostrou que as cordas césmicas tem
pouca contribui¢do para as flutuagdes da densidade do Universo primordial para a formagao
de estruturas [58]. Pelos dados do WMAP, o parametro adimensional para as cordas csmicas

teria como valor superior Gu ~ 1077 [59].

Uma outra perspectiva é que as cordas césmicas também poderiam levar a descontinui-
dade ou anisotropias da radiagdo césmica de fundo em micro-ondas. Tal anisotropia seria
consequéncia de um pequeno desvio no efeito Doppler da temperatura da radiagdo cosmica
de fundo [60-62]. Este fendmeno seria caracterizado pelo valor do parametro adimensional
Gu ~ 107> [37]. Além das anisotropias da radia¢io césmica de fundo em micro-ondas, as
cordas cosmicas também tem sido propostas como origem da raios césmicos de alta energia.

Cordas césmicas supercondutoras poderiam explicar a alta emissdo de radiacdo na faixa de

3A sigla WMAP é formada palas iniciais de Wilkinson Microwave Anisotropy Probe.
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raios gama no Universo [63, 64].

Um outro fato potencialmente importante é que, devido a natureza conica do espaco ao
redor da corda césmica, podem ser formadas imagens duplas de objetos localizados atrds da
corda cosmica. Este fenomeno € conhecido como lentes gravitacionais [65—67]. Para entender
a formacao de imagens duplas, podemos notar que o espaco conico é formado pela retirada
de uma regido corresponde ao dngulo 6 = 8wGu do espago plano e depois identificando as
bordas. Devido a isto, o observador verad duas imagens da fonte com uma separacdo angular de

O a entre as duas imagens conforme a figura (4.4) .

//—\\ corda

// césmica

7
deficit de angulo m
planar

G =
X
.  Espago-tempo em %
/ “~._torno da corda césmica

raios de luz

Figura 4.4 Formacio de lentes gravitacionais devido a natureza conica do espacgo.



CAPITULO 5

Cordas Cosmicas nao-Abelianas

Neste capitulo vamos desenvolver o modelo para cordas césmicas geradas por vortices
nao-abelianos [68]. Partiremos da secdo (3.2.2), onde descrevemos vortices ndo-Abelianos e

detalharemos a andlise das consequéncias na geometria do espago-tempo.

5.1 O Modelo

O modelo que propomos para descrever a corda cosmica basea-se no vortice ndo-Abeliano

de Nielson-Olesen acoplado as equagdes de Einstein. A acdo que descreve esse sistema € [68]:
S= [ d*x—g| —=R+Z 5.1
[ ( Ry ) (5.1)

onde R € o escalar de Ricci, G € a constante gravitacional de Newton e %), denota a densidade
de lagrangiano de matéria do modelo de Higgs ndo-Abeliano, a qual é dada por

1 1 1
L= = F Y+ 5 (Du o) + 5 (Dux’)* =V (9%, 2°). (5.2)

Como vimos na se¢do (3.2.2), nessa densidade de lagrangiano, o indice a corresponde ao indice
de isospin, associado ao grupo de simetria de gauge SU(2), (a = 1,2,3). O tensor intensidade

de campo, F/,,, € do tipo Yang-Mills, dado pela expressao

v

Ffl, = 0uA% — 0yA% + e AD A, (5.3)

63
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sendo A} o iso-potencial vetor, e a constante de acoplamento e £%¢ a constante de estrutura do

grupo SU(2). As derivadas covariante dos campos de Higgs sdo
D¢ = 9y ¢ + e Al ¢, (5.4)

Dux® = dux®+ e Al " (5.5)

O potencial de interagdo, V (@%, x*), é descrito por

V(e x") = % (9“2 —nf]" + % () =n3)’
+%3 (@) =n?] [(x*) = m3], (56)

onde A; e A, s@o constantes positivas de autoacoplamento dos campos de Higgs. A3 é a cons-
tante de acoplamento dos setores de Higgs, 171 e 1> sdo parametros que correspondem a escala

de energia em que a simetria de gauge é quebrada.

O potencial acima tem propriedades diferentes conforme o sinal do discriminante A =

1112—1322

* Para A > 0, o potencial é positivo e o minimo global é determinado para (¢%)? = 7712 e
(x“)* =nj.

* Para A < 0, obtemos pontos de sela e dois minimos locais ocorrem:

a a A
(99)2=0, (x*)?= n§+£n% (5.7)

A
(x?=0, (e =ni+ fn%- (5.8)
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Os valores do potencial sdo, respectivamente,

4

4
_ M Voo = 2 A (5.9)

Vinin =
min = 4a, s © 42

Ambos valores de V,,;;, sdo negativos para A < 0.

5.1.1 O Ansatz

Para encontrarmos solugdes do tipo vortices, vamos admitir que o sistema apresenta sime-
tria cilindrica, seja estdtico e simétrico em relacdo ao boost de Lorentz ao longo do eixo z.
Assim, usaremos um ansatz para os setores bosdnicos e para o campo de gauge [34], descrito

pelas expressdes abaixo:

cos(9)
¢“(p)=f(p) | sin(¢) | - (5.10)
0
—sin(9)
x‘(p)=28p)| cos(d) |- (5.11)
0
Ap)=¢ <1_6—Z(p)) 803 = —</3A£—:)))5a,3 (5.12)
c
Af(p)=0, a=1,23. (5.13)

Vemos que os campos bosonicos satisfazem a condi¢do de ortogonalidade, ¢“ - y“ = 0.

Vamos considerar o o elemento de linha mais geral invariante sob boost de Lorentz na



66 CAPITULO 5 CORDAS COSMICAS NAO-ABELIANAS

direcdo do eixo z, e cilindricamente simétrico. Esse elemento de linha tem a seguinte estrutura:

ds? = N?(p)dt> —dp* — L*(p)d¢* — N*(p)dz?, (5.14)

onde as fungdes N e L dependem apenas da coordenada p. Assim a forma do tensor métrico é
dado por:
N*(p) © 0 0

-1 0 0

8uv = (5.15)

0

0 0 —L*(p) 0

0 0 ~N*(p)
O tensor métrico contravariante, g*", é obtido atraves da equagdo g"Vg,v =1, onde 1 é a matriz

indentidade.

Por simplicidade, usaremos a seguinte notacdo para os campos de Higgs, de gauge e métri-

COs:

flp)  —f, glp)—zg (5.16)
N(p) —N, L(p)—L (5.17)
Alp) —A (5.18)

Vamos usar o ansatz (5.10) e (5.11) para escrever os campos de Higgs e suas nas derivadas

covariantes. Para os campos de Higgs, temos

() = f2, (5.19)

(x)?=g" (5.20)
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Usando as equacdes (5.19) e (5.20) na equagdo (5.6), o potencial serd escrito como

V(f.g)= %(f2 - nf)z + % (¢~ n§)2 + % (£2-nt)(2-mi). G2

Os quadrados das derivadas covariante dos campos de Higgs expressas nas equacgdes (5.4)

e (5.5) tornam-se, respectivamente,

2
(Dug* = (Dug Do) =~ |2+ L1~ a7 5.2
€
2
(Dux)” = " (Dugp")(Dyx) = = [g’2 50 —A)z} : (5.23)
onde f' = %) e o/ = 441

(€N

Ap = —A(ep) (5.24)
Substituindo (5.24) em (5.3), obtemos
Fgp=—Fy = A;/, (5.25)
onde A’ = %E)p). Assim sendo, termo de gauge na densidade de lagrangiano € escrito como,
2 A?
FiyFY = PP g By Foy + 8% 8PP FopFop = 5 — (5.26)

Substituindo as equacdes (5.21), (5.22), (5.23) e (5.26) na densidade de lagrangeano (5.2)
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encontramos,

1(2A? 1
= —z<ﬁe—z>“

—%( z—n%)z—%(gz—nzz)z—%(fz—n%) (¢-m). 627

2 2
1

Como os campos determinardo a geometria do espago-tempo, precisamos multiplicar .Z;,

por \/—g, onde g = det(gyv), com o tensor métrico, g,v, dado na equacdo (5.15). Ou seja,

L ==8Ln, (5.28)

em que g = —N*L?. A densidade de lagrangiano, ., torna-se,

L(N2A2\ N°L| , f? | N’L

z = _§<L e2> P-4 - L2(1_A)
/INL 2 LN?L 2 MN’L
(At - 2= () - 2= (A -nd) (82— nd).

(5.29)

Com relacgdo a acdo de Einstein-Hilbert, o escalar de Ricci € escrito pela contracao do tensor

de Ricci, R = gHVRyy.

5.2 Equacoes de Campo

Nessa secdo, vamos descrever o procedimento para determinar as equagdes de campo que

descrevem a corda cosmica ndo-Abeliana.
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5.2.1 Equacoes de Campo de Higgs e de Gauge

Vamos agora usar a equagdo de Euler-Lagrange para os campos f,g € A para obter as
equagdes de movimento para os campos correspondentes. Assim para cada um desses campo,

temos a equacdo de Euler-Lagrange

¢ d (%L
of ~dp <3f’> - >
0L d (9%
Jg _dp<8g’) -0 30
07 d (0L
oA dp (am) =0 632

Substituindo a densidade de lagrangiano (5.29) nas equagdes de Euler-Lagrange (5.30), (5.31)

e (5.32) obtemos as equagdes de campo para f, g e A, respectivamente,

df df (24N 1dLY_J

dp? +%(ﬁdp +L%) = (=AM f(f=ni) +Aaf (8 —my),  (5:33)

d’g dg(2dN 1dL\ g 2 2 2 2 .2
W-F%(N%'Fz%) = E(l_A) -I-Mg(g _772) +A3g(f —771), (5.34)
d’A dA(sz 1dL>

202 2\
a2 Tap\Ndp “Lap) =~ U HENI-A). (5.35)

Ndp Ldp

5.2.2 Equacoes dos Campos Métricos

Para encontrarmos as equag¢des dos campos métricos, L e N, vamos usar a equacio de

Einstein, que escreveremos convenientemente da seguinte forma:

1

Ruv = =Ty = 5807 ) (5.36)
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O tensor de Ricci, Ryy, € determinado a partir da contragio do tensor de Riemann, confome a
equac;ﬁo,1

Ryy =R}, = " Ry (5.37)

Para o tensor métrico, g,v, dado na equagdo (5.15), as componentes ndo nulas do tensor de

Ricci, Ryy, sd0:2

NLN" +NN'L' + L(N')?

Ry = —Ry=-— L ) (5.38)
2LN" +NL"
R = — 5.39
pp NL ) ( )
L2N'L’ +NL"
Ryy = ( N+ ), (5.40)

onde o simbolo (/) denota a derivada em relagdo a p.

O tensor momento-energia, Ty, na equagdo (5.36) serd determinado através da agdo de

matéria, ou seja,
2 0SS,

Ty = V=8 dghv’

que escrevendo em termos da densidade de lagrangiano de matéria, obtemos

(5.41)

4
Toy = \/_5gw (/d —8.L ) (5.42)

Considerando os campos ¢ e ¥, definidos no modelo, temos que,
Tuv = (Dp @) (Dy9*) + (Dux“)(Dvx") — F§ “Foo — 8uv-Lm- (5.43)

Vamos agora escrever explicitamente todas as componentes nao-nulas do tensor momento-

IPara maiores detalhes, veja a se¢io (2.5) do Cap. 2.
20 célculo das componentes do tensor de Ricci é muito exaustivo, porém essas componentes podem ser en-
contradas facilmente utilizando um software de computacio simbdlica como o Maple ou Mathematica.
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energia. A componente 7;; do tensor memento-energia é dada por,

Tii = (D) (D1¢) + (Di ") (Dix*) = F2*Fig — 8uZin- (5.44)

Como os campos @, ¥, A ndo dependem do tempo e Ay = 0, a densidade de energia torna-se,

T = —N*>.%,. (5.45)

Substituindo .Z;,, dado na equagdo (5.27), obtemos,

A/2N2 1 ) N2f2 1 N2g2
T — - _ /2 sy 1—A 2 - 2 n o l—A 2
1t 2€2L2+2 N f + L2 ( ) +2 8 + L2 ( )
MN2( o N2 N2/, N2 N /L N2 o
+ ) (f —771> + 1 (8 —772> +T<f —771)<g —772>- (5.46)

A préxima componente ndo-nula € 7,,. Da equacdo (5.43), temos que para a coordenada p,
Top = (Dp9“)(Dp @) + (Dpx“)(Dpx") — Fy “Fys — 8ppZLm- (5.47)
Do ansatz, equacdes (5.10), (5.11) e (5.12), temos que

(Dp9")(Dpo®) = f=, (5.48)

Dpx")(Dpx") = & (5.49)

Apenas as componentes ¢ = ¢ € ¢ = p sobrevivem no termo Fp"“F;G. Logo,

A/2

Fy o = 8" (0pA9) (9pAs) = =75

(5.50)

onde usamos a componente g?? a partir do tensor métrico (5.15), e do ansatz usamos a equagio

(5.24), Ay = —@. Substituindo as equagdes (5.48), (5.49), (5.50), a componente gpp do
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tensor métrico e .Z;, na equacio (5.47), chegamos a componente 7, ou seja,

2

g2 -5 (1-a)

_ 2
Top = 20212 ' 2 L2<1_A) 2 12

—%( Z—n%)z— %(gz—n%)z— %(fz—mz) (¢-m). 65D

A2 1 2 1
+ [/Z_f_ 4

Para a componente Ty 4, temos

Top = (Dy @) (Dy @) + (Do x“) (Do x") — Fy “Fiy5 — 800 Lm- (5.52)

Seguindo desenvolvimento semelhante realizado no caso anterior, temos que

(Dp @) (Dy9) = f*(1-A)%, (5.53)

(Dex)(Dyx®) = g (1—-A)%, (5.54)
A/2

Fg'Foo = —— (5.55)

Substituindo as equagdes (5.53), (5.54) e (5.55), a componente ggg do tensor métrico e %, na

equagdo (5.52), obtemos

T — A” L2f/2 f2( ) _l L2 ” 2(1_A2
00 = 547 2|8 -8 )

_’“TLZ(fz-nf)z B (@ om) - B () (2 nd). 550

Para a componente 7, temos

I, = (DZ(PQ)<DZ(Pa) + (Dz%a)(sza) - FZGHFZ% — 8xLm- (5.57)
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Como os campos @, ¥, A ndo dependem da componente z e A? = 0, portanto,

Te = —82%m. (5.58)

Substituindo a componente g,, do tensor métrico, equacio (5.15) e .%,, dado em (5.27), obte-

mos
APN> 1| oop  NPFP L 2 n N
TZZ = 2 272 E[N f/ +— 12 (I—A) —E N gl +— 12 (1 —A)
MN% /0 N2 N2/, N2 MNP/, N2 o
S s Ny P

Ou seja, T,; = —T;.

O trago do tensor momento-energia, 7', € determinado pela contra¢do do tensor 7, com o

tensor métrico, ou seja,

T =g Tyy =g"Tii 4+ 8PP Tpp +8%0Tyo + 8T (5.60)

Substituindo os valores de g*V obtidos a partir do tensor métrico (5.15) e usando as equagoes

(5.46), (5.51), (5.56) e (5.59), temos que

f?
12

(2 =)+ A (g — M) 243 (2 — ) (g* — 7). (5.61)

2
T = f24g?+ (AR + 5 (1-a)

Agora que obtivemos as expessdes para as componentes nao-nulas de 7,y e também ob-
tivemos a expressdo para o traco 7, podemos determinar as equagds dos campos métricos.
Para isso, substituiremos na equagdo de Einstein (5.36), as respectivas expressdes das com-
ponentes ndo-nulas do tensor de Ricci, Ry, do tensor momento-energia, 7y, € T. Embora

possamos obter quatro equagdes, uma equagdo para cada componente do espago-tempo, duas
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dessas equagdes sdo linearmente dependentes. Assim, como ja encontramos as equagdes dife-
renciais para os campos de Higgs, f, g e do campo de gauge, A, (as equagdes de Euler-Lagrange
(5.33), 5.34), (5.35)), precisaremos apenas determinar uma equacao diferencial para N e outra
equagdo diferencial para L. Para a coordenada ¢, a equagdo de Einstein torna-se,

1
Ru = —x(Ti = 58uT). (5.62)

onde k¥ = 87G. Fazendo uma simplificacdo, podemos rescrever a equacgdo (5.38) como

LNN')
Ry = —( ) (5.63)
L
substituindo gy, as equagdes (5.46) e (5.61), (5.63) na equacdo (5.62), obtemos
(LNN")' A” Mo oo Ay s Ao o5
L = Nl3aE T T(f —Ni)" - 1(8 —n3)" - ?(f —ni)g"—m)|. (5.64)
Para a componente ¢, a equacdo de Einstein torna-se,
1
R¢¢ = —K<T¢¢ — Eg(pq,T). (565)
Fazendo uma simplificacdo, a equacao (5.40) pode ser rescrita como,
(NZL/)'
Ryp = ——. 5.66

Substituindo g4, as equagdes (5.56), (5.61) e (5.66) na equagdo (5.65), obtemos

NZL// A/2 2 2
Ly [ AP s
N2L 2212 2 L?

A A A
PP+ E ) S e )| (56D

(1-4)?
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As equacodes (5.30), (5.31), (5.32), (5.64) e (5.67) formam um sistema de 5 equacdes dife-
renciais de segunda ordem, ndo-lineares e acopladas. A solucdo destas equacdes diferenciais
descrevem o comportamente dos campos de Higgs f e g , de gauge A e os campos métricos
N e L. Infelizmente, este sistema de equacdes ndo possui solug@o analitica. Apenas métodos
numéricos permitem obter as solucdes que descrevem o comportamtento dos campos. Apre-
sentamos abaixo o sistema formado pelas 5 equagdes de campo. As equagdes para os campos

de Higgs e gauge:

2
df+df(2dN+ldL> :i(l—A)z-i-Mf(fz—mz)+7L3f(82_n22)7 (5.68)

dp? "dp\Ndp Ldp) L2

d’¢ dg(2dN 1dL ) S 2

W—f—%(ﬁ% Z%) Lz(l_ )" +hag(g" —m3) + A8 (f° - i), (5.69)

d’A dA(2dN 1dL
( > E(fP+g4)(1-A). (5.70)

dp? " dp\Ndp ~ Ldp

E as equagdes para os campos métricos:

LNN' A" A A
( NZL) [262L2 1<f i) - 72(82—7722)2—f(fz—nf)(gz—nzz)]7 (5.71)
€
(NZL/)/ ”n f2 2
N2L K[2e2L2 +E(1 A)2+L2(1 _A>
A A
Mt e mr e By —n%><g2—n2>] (5.72)

Iremos resolver este sistema de equacdes diferenciais numericamente, adotando valores
especiais para as constantes fisicas do sistema. Sdo elas: e, 4,1, 43,M1,M2 € G. Para usar estas
constantes como parametros, precisamos escrever o sistema de equacdes diferenciais (5.68) a

(5.72) de forma mais apropriada para aplicar os métodos numéricos. Para isto, definimos novas
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varidveis e funcdes adimensionais,

x=vaump, flp)=mX(x), gp)=mY(x),

L(x) = VAamLp) e H(p)=1-A(p)=H(x). (5.73)

Consequentemente, a densidade de lagrangiano dependerd apenas dos seguintes parametros

adimensionais:

A’.
a=2 4= ﬁ’?:?t_i’ i=1,2,3, y=Kkn?e k =871G . (5.74)

A P

Substituindo as funcdes e parametros (5.73) e (5.74) nas equagdes (5.68), (5.69), (5.70), (5.71)

e (5.72), obtemos as equagdes de Euler-Lagrange para os campos de Higgs X,Y e gauge H,

respectivamente,
N2LX'Y H?
(NT) =X {X2—1+B32 (Y2 -4 +F] : (5.75)
(N*LY') 2 (2 22 o, H
N =Y |B3 (X —1)+[32 (Y _Q)-i—ﬁ ; (5.76)
L (N2H"
e ( - ) = a(X*+Y?)H. (5.77)

E as equagdes dos campos métricos N e L sdo, respectivamente:

LNN') H? 1 ; 3
( NZL) - y[zam T (x* - 1)2_72 <Y2_q2)2_ﬁ73 (x*=1) (Yz_qz)] O

(very

H"? H> 1 2
— _y[2aL2+(X2+Y2)ﬁ+Z(X2—1)

By Beea) o

Agora o simbolo () denota as derivadas em relag@o a x.
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Verificamos que as equacdes de campos (5.75) a (5.79) se reduzem ao modelo Higgs Abe-
liano [10] se considerarmos um dos campos de Higgs nulo ¢ 3, = B3 = 0. Como um de nossos
objetivos é comparar nossos resultados com o modelo Abeliano, consideraremos, quando ne-
cessdrio, o campo bosonico ¥ = 0, o qual em termos das funcdes adimensionais, corresponde

aYy =0.

Vamos escrever as componentes ndo-nulas do tensor memento-energia em termos das fun-
¢coes adimensionais. A densidade de energia por unidade de comprimento esta relacionada a

componente 7, do tensor momento-energia. A densidade de energia é dada por [3]:

e= [ /g Tapdo. (5.80)

onde ) g € o determinante do elemento de linha (2+1)-dimensional dado em (5.14), conside-
rando dz =0 e T é a componente-00 do tensor momento-energia dado por 7 = g T;,. Substi-
tuindo g", a equag@o (5.46) e considerando as equagdes (5.73) e (5.74), obtemos 7} em termos

das funcdes adimensionais. Ou seja,

H? 1 1 H? 1 )
T = i [mei(X’2+Y'2)+§(X2+Y2)F+Z(X2—l)
2 2
+% (Yz—q2)2+%3(xz—1) (Yz—qz)] - (5.81)

Portanto, a densidade de energia escrita em termos das fungdes adimensionais torna-se

e H? 1 1 H* 1 2
e = 27rn12/0 NLLOCL2+§(X/2+Y/2)+§( P4Y?) S+ g (X2 1)
2 2
+%2(Y2—q2)2+%3(xz—1) (Y2 —¢%) |dx. (5.82)

As componentes Tlf e T¢¢ do tensor momento-energia sdo obtidas através de T,f =gPPT,p e
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T¢¢ = g% Ty¢, que escritas em termos das fungdes adimensionais sdo, respectivamente,

H/2 1 1 H2 1 )
Ty = ni‘ﬂul—z(uz—z( P2+ (XYY 4 (X -1)
2 2
+%(Y2—qz)2+%3(x2—1) (Yz—qz)] : (5.83)

o H? 1 1 H? 1 2
T, = nih [—2aL2+§(X’2+Y’2)—§(X2+Y2)ﬁ+Z(X2—1)

+ﬁ—22(1/2—qz)z+ﬁ—32 (x2—1) (Yz—qz)]. (5.84)

Seguindo o mesmo procedimento para a componente 77 do tensor momento-energia, temos

que T} =T}.

5.2.3 Condicoes de Contorno

Para que possamos encontrar as solugdes das equacdes de campo, precisamos definir as
condig¢des de contorno. A necessidade de regularidade das solu¢des na origem e de estabilidade
topoldgica das solugdes, levam as seguintes condi¢gdes de contorno para os campos de Higgs e

de gauge,

H0)=1; H(w)=0, (5.85)

X(0)=0, X(eo)=1, Y(0)=0, Y(wo)= 2y, (5.86)

NO)=1, N(0)=0, L0)=0, L(0)=1. (5.87)
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Na préxima secdo faremos a andlise numérica deste sistema de equacdes e apresentaremos 0s

resultados obtidos.

5.3 Resultados Numéricos

Nosso objetivo nessa sec¢do € analisar numericamente o comportamento das solucdes das
equagoes diferenciais que descrevem a corda césmica ndo-Abeliana, a partir da escolha de pa-
rametros fisicos do sistema. Além disso, vamos comparar o comportamento dos campos das
cordas cosmicas ndo-Abelianas com o comportamento dos campos das cordas cosmica Abeli-
anas, observando a influéncia de cada um desses sistemas na geometria do espaco-tempo. E
possivel obter solucdes numéricas para diversos valores dos parametros fisicos, desde que os
mesmos obedecam a condi¢do do discriminante do potencial, ou seja, A= A1 A, — 7L32 > 0, onde
A; sdo dados em termos dos f3; conforme a equagédo (5.74). No entanto, para fins de compa-
racdo entre o comportamento da corda césmica ndo-Abeliana e Abeliana, consideraremos um
conjunto especifico de pardmetros fisicos «, 7, B2, B3,q, conforme descrito nos graficos.

Para realizar o estudo numérico, usamos o programa computacional para resolver equagdes
diferenciais COLSYS [69-71]. Os detalhes da implementacdo do COLSYS para solucdo das
equagoes diferenciais ordindrias (5.75) a (5.79) que descrevem o comportamento dos campos
com as condi¢des de contorno (5.85) a (5.87) estdo descritas no Apéndice A e os codigos em
FORTRAN estio no apéndice B. Os erros relativos das fungdes sdo da ordem 1078 a 10710 ¢,
dependendo da escolha 6tima dos valores dos parametros fisicos, podendo ser até menores.

Analisamos o comportamentos dos campos de Higgs, do campo de gauge e dos campos
métricos para o caso Abeliano e ndo-Abeliano e construimos os graficos para estes campos
como funcdes da varidvel adimensional x.

O caso das cordas cosmicas nao-Abelianas € apresentado na figura (5.1). Na figura (5.1a),

apresentamos o comportamento dos campos de Higgs, X e Y, e do campo de gauge, H. Na
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figura (5.1b), apresentamos o comportamento dos campos métricos N e L. Nesta andlise, foram
utilizados os parametros fisicos @ =2.0,7y=0.6,8, =2.0,35=1.0eg=1.0.

O caso das cordas cosmicas Abelianas € apresentado na figura (5.2). Na figura (5.2a) apre-
sentamos o comportamento do campo de Higgs X e gauge H e na figura (5.2b) apresentamos
o comportamento dos campos métricos. Neste caso, os parametros fisicos utilizados foram
a=2.0,y=0.6.

Gostariamos nesse momento de comparar as influéncias das cordas cdsmicas nao-Abelianas
e Abelianas na geometria do espago-tempo. Isto é observado na figura (5.3), onde apresentamos
a comparacdo do comportamento dos campos métricos para o caso Abeliano e ndo-Abeliano.
Gostariamos também de apresentar as densidade linear de energia para estes dois objetos.

Tanto as cordas césmicas Abelianas, como o as cordas césmica ndo-Abelianas apresentam
déficit de angulo planar. Como vimos no capitulo 4, o déficit de angulo planar é dado pela

expressao (4.30),
5= 2n[1 —1im L' (p)]. (5.88)

p—roo

Considerando os valores do parametros fisicos usados na andlise apresentada nos graficos an-

teriores, os déficits de angulo planar para a corda césmica nio-Abeliana e Abeliana sio,>

ONA 0
— ~0. — ~0.3493 . .
o 0.7998 e o 0.3493 (5.89)

Também determinamos a densidade linear de energia, €, calculando numericamente a inte-
gral dada na equacdo (5.82). Para as cordas cosmicas ndo-Abeliana e Abeliana, as densidades
lineares de energia sdo, respectivamente,

EnA

27N

~ 1.2856 e ~ 1.1646 . (5.90)

€A
2nn?

30s indices NA e A referem-se a ndo-Abeliano e Abeliano, respectivamente.
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(a) Campos de Higgs X, Y e de gauge H em funcdo (b) Campos métricos N e L em funcéo de x.
de x.

Figura 5.1 Comportamento dos campos para cordas césmicas ndo-Abelianas considerando os parame-
tros ¢ =2.0,y=0.6,4, =2.0,f5=1.0eqg=1.0.

A partir de nossos resultados, verificamos que a corda cosmica nao-Abeliana fornece um
déficit de angulo planar maior que o déficit de angulo planar da corda césmica Abeliana cor-
respondente, embora a densidade linear de energia seja muito proxima, ou seja,

MNA 50200 ¢ A 1104, (5.91)

04 €A
Analisamos também o comportamento da densidade linear de energia por unidade de 271:1712

em fungdo do acoplamento dos setores de Higgs, 33, e do acoplamento gravitacional, 7y, para

0 ‘ ! ‘ L : ‘ | ‘ 0 ‘ ! ‘ \ ‘ L ‘ \ ‘
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X

(a) Campos de Higgs X e de gauge H em fungdo de (b) Campos métricos N e L em funcio de x.
X.

Figura 5.2 Comportamento dos campos para cordas césmicas Abelianas considerando os parametros
a=2.0,y=0.6.
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\ —— Nao-Abeliano
—————— Abeliano

0,5+ _

Figura 5.3 Comparagdo do comportamento dos campos métricos como funcao de x, considerando a =
1.0 e y=0.6. Para o caso das cordas c6smicas nao-Abelianas, consideramos 3, =2.0, 83 =1.0e g =1.0.

cordas cOsmicas ndo-Abelianas. Na figura (5.4a) exibimos o este comportamente considerando
Y = 0.6. Na figura (5.4b), apresentamos o comportamento da densidade linear de energia em
termos 7Y, considerando B3 = 1.0. Em ambos os gréficos, os parAmetros fisicos foram o =

1.0, =2.0e g = 1.0.

O comportamento do déficit de Angulo planar em unidades de 27, § /27, é apresentado na
figura (5.5a) em fungdo da constante de acoplamento dos setores de Higgs e da constante de
acoplamento gravitacional, ¥, considerando ¥ = 0.6. Na figura (5.5b), exibimos o comporta-
mento do déficit de angulo planar em unidades de 27 em fungdo da constante de acoplamento
gravitacional 7, considerando 83 = 1.0. Em ambos os gréficos, mantivemos os parimentros

0=20,B=1.0eqg=1.0.

Nesta tese, analisamos os casos em que o déficit de angular planar é menor que 27. As
solu¢des que obedecem esta condi¢do sao chamadas de cordas césmicas regulares. O déficit de
angulo planar determina a intensidade da modificacdo na geometria do espaco-tempo provo-
cada pela interagdo gravitacional do sistema. Para obter cordas cosmicas regulares € necessario

uma escolha 6tima dos parAmetros fisicos o, v, B>, B3 € g. Considerando valores fixos de 3>, B3
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(a) Comportamento da densidade de energia por  (b) Comportamento da densidade de energia por uni-
unidade de 27171712 em fungdo de fB3, considerando  dade de 27171712 em funcéo de 7y, considerando 3 =
Y=0.6. 1.0.

Figura 5.4 Comportamento da densidade de energia por unidade de 27‘[1]12 em funcdo da constante de
acoplamento dos setores de Higgs, B3, ¢ da constante de acoplamente gravitacional, Y. Em ambos os
graficos, consideramos os pardmetros @ = 2.0, =1.0e g = 1.0.

e g, podemos determinar as solu¢des regulares examinando a regido abaixo da curva do espago

de parametros (o — ¥). No entanto, pela expressao da densidade de energia dada pela equa-

0,80 1.0

0,78 — —

0.6/ B
8/2m 0,76 | B s

041 -

02— ,

ol L0 e e ey ookl
0 08 06 04 02 00 02 04 06 08 10 90 o 02 03 04 05 06 07

By v
(a) Comportamento do déficit de angulo planar em (b) Comportamento do déficit de angulo planar em
unidades de 27 em fun¢@o de f3, considerando Y= unidades de 27 em fungéo de ¥, considerando 33 =
0.6. 1.0.

Figura 5.5 Comportamento do déficit de angulo planar em unidades de 27 em fun¢do da constante de
acoplamento dos setores de Higgs, 33, ¢ da constante de acoplamente gravitacional, Y. Em ambos os
gréficos, consideramos os pardmetros & = 2.0, 3, = 1.0e ¢ = 1.0.

¢do (5.82), a densidade de energia diminui com o aumento do pardmetro ¢ e aumenta com o
crescimento do parametro ¥, conforme mostrado na figura (5.4b). Portanto, as cordas cOsmi-

cas regulares podem ser obtidas até um valor critico de ¥, que chamaremos de 7,,. O valor de
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Yer € dado pela curva no espaco de pardmetros (o — y). Para 3 = 0, ndo ha contribui¢ido da
interagdo entre setores bosonicos, e o valor de 7, torna-se maior que no caso em que f33 # 0.
Isto é, chamamos a atencdo para o fato que desligando a interacdo entre os setores bosonicos,
podermos obter solucdes regulares para maiores valores de y. Na figura (5.6) apresentamos
o gréfico do espago de pardmetros (@ — ) para dois valores distintos de 33, considerando os

pardmetros B, =2.0e g = 1.0.

2
1.8 —
1,6 —
14+
’Y -
12—
=
, — B, =2.0:B, =10
-/ --B,=2.0;B,=00 i
0,81 —
L i
[}
0,6 1 P P P P P 1
0 5 10 15 20 25 30

Figura 5.6 Regido no espago de parametros (o — ¥) que contém cordas cosmicas ndo-Abelianas regu-
lares, considerando 3, = 1.0 e ¢ = 1.0.

5.4 Caso Especial

Sabemos que o sistema Higgs-Abeliano apresenta solu¢des BPS [72, 73] para as equacdes
de campo. Neste caso, os campos satisfazem um conjunto de equagdes diferenciais de primeira
ordem que minimiza a densidade energia da corda cosmica. Esta configuracdo de campos é

obtida considerando o = 2.0 nas equagdes de movimento e considerando N = 1 para o caso da
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corda césmica Abeliana [10]. Para o sistema ndo-Abeliano estudado nesta tese, ele se reduzira a
condicdo de ‘BPS’ do sistema Higgs Abeliano a partir das equagdes diferenciais (5.75) a (5.79)
considerando 3, = 33 =0, @ = 2.0, o campo Y = 0 e o campo métrico N = 1. Substituindo

esses valores na equagdo (5.78) e (5.79), obtemos respectivamente,

X2 (X2-1)°
! _ 2 "n__
H=L(X"-1) e L'=—yL 2t (5.92)
Substituindo @ =2,Y = 0e N = 1 na equagdo (5.77), obtemos
H
X' =X—. 5.93
7 (5.93)

O conjunto de equacdes (5.92) e (5.93) correspondem a condi¢do de BPS. Desprezando a in-
fluéncia na geometria, isto €, tornando Y = 0 e L = 1, encontramos um conjunto de duas equa-

coes diferenciais lineares e acopladas.

Vamos agora analisar o caso em que as equagdes de campos da corda csmica ndo-Abeliana
poderia apresentar a condi¢ao andloga a de BPS. Para obter a solucao tipo ‘BPS’ a partir das
equacdes diferencias do sistema nao-Abeliano, precisamos considerar & = 2.0, f; = 1.0, N =
1 e ¢ = 1.0 nas equacdes (5.78) e (5.79). Dessa forma, encontramos, A = AjA; — 132 =0.
Esta condicdo corresponde a um ponto de sela, e ndo podemos mais afirmar que a solugcdo

correspondende € topologicamente estdvel. Adotando esses valores, obtemos

H =L(X*+Y*-2), (5.94)
2
= | () D D oa)?] (5.95)

Considerando que a = 2.0 na equacdo (5.77), duas equacdes diferenciais particulares e linear-
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mente independentes podem ser obtidas. Sao elas:
H H
X'=X— e Y =Y—. (5.96)
L L

Substituindo (5.96) nas equacdes (5.83) e (5.84), verificamos que as componentes radial e

azimutal do tensor momento-energia se anulam?®,

TP = qu’ =0. (5.97)

A densidade de energia e a componente axial do tensor momento-energia podem ser determi-

nadas substituindo as equacdes (5.94) a (5.96) nas equacao (5.81)

n
2L

/

T =T = [H(X?+Y"?-2)], (5.98)

onde as derivadas sdo em relacdo a x.

Como o objetivo de mostrar a consisténcia entre as equacoes de campos no limite BPS,
com as equagdes originais, apresentamos nossos resultados numéricos para as cordas cdsmicas
ndo-Abeliana e Abeliana. Esses resultados sdo apresentados na figura (5.7). Na figura (5.7a)
exibimos o comportamtento dos campos de Higgs, de gauge e dos campos métricos para o caso
especial tipo BPS para a corda c6smica ndo-Abeliana, considerando o = 2.0,8, = 3 = 1.0
e g = 1.0. Vemos que as curvas correspondentes aos campos X e Y coincidem, o que esta de
acordo com a equagao (5.96). Na figura (5.7b), apresentamos o comportamento dos campos de
Higgs, de gauge e campos métricos para a condicdo de BPS para a corda césmica Abeliana,

considerando o = 2.0. Para ambos os casos, consideramos Y = 0.6.

Gostarfamos de mencionar que para ambas as configuragdes, as densidades lineares de

energia por unidade de 27rn]2 sao iguais a unidade. Além disso, o déficit de angulo planar para

“Esse fato também se verifica na configuracio BPS para cordas Abelianas.
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(a) Comportamento dos campos de Higgs, de gauge  (b) Comportamento dos campos de Higgs, de gauge
e métricos para o caso especial da corda cosmica e métricos para a corda césmica Abeliana na con-
ndo-Abeliana. dicdo de BPS.

Figura 5.7 Comportamento dos campos para o caso especial da corda csmica ndo-Abeliana conside-
rando @ =2.0, y=0.6, B = B3 =1e g =1, e para a corda cdsmica Abeliana na condi¢do de BPS,
considerando ¢ =2.0e y=0.6.

o caso de cordas cosmicas Abelianas na condi¢ao de BPS ¢ [74],

(5.99)

Para o caso especial da corda césmica nao-Abeliana, utilizando as equacdes (5.94) a (5.96),

obtemos
Uu:_gpﬂx2+yz—2ﬂ’. (5.100)
Integrando a equacao acima, obtemos
L) ::—gpﬂ@(x%@+dﬂ@y—a] . (5.101)
0 0

A partir das condi¢des de contorno, encontramos,

im L' (x)=1-7. (5.102)

X—ro
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Usando a definicao de défict de angulo planar dada pela equacao (4.30), encontramos,

" (5.103)

Vemos, portanto, que embora ambas solucdes apresentem a mesma densidade linear de
energia, o déficit de angulo planar para a corda césmica ndo-Abeliana na condi¢do semelhante
a condicao de BPS € o dobro do déficit de angulo planar para a corda césmica Abeliana na
condi¢do de BPS. A razdo para isto é que no caso da corda cdsmica nido-Abeliana na condi¢do
semelhante a condicao de BPS, existe a contribui¢do dos dois setores bosdnicos, enquanto que
no caso Abeliano na condi¢do de BPS, ha apenas um setor bosdnico. Também gostariamos de

mencionar que nossos resultados numéricos apresentam em ambos 0s casos,

* densidade linear de energia igual a unidade;

* deficit de angulo planar em acordo com as equagdes (5.99) e (5.103).



CAPITULO 6

Cordas Cosmicas nao-Abelianas no Espaco-tempo

de de Sitter e de anti-de Sitter

6.1 O Modelo

O espaco-tempo de de Sitter e anti-de Sitter sdo solu¢cdes maximalmente simétricas das
equagdes de campo de Einstein na presenca de valores positivo e negativo da constante cos-
moldgica A, respectivamente. Devido a simetria, vdrios fendmenos fisicos foram estudados
recentemente nessas geometrias. Uma breve descri¢do do espaco-tempo de de Sitter e anti-de

Sitter foi realizada nas subsecdes 2.8.1 e 2.8.2 desta tese.

No capitulo 5 estudamos o comportamento das cordas cosmicas na auséncias da constante
cosmoldgica. Neste capitulo, estudaremos a influéncia da constante cosmoldgica sobre as cor-
das césmicas Abelianas e ndo-Abelianas. Para este objetivo, o modelo que estudaremos ¢é

descrito pela seguinte acdo:

1

S:/d4x\/—_g (%(R—ZA%LD%I), (6.1)

onde R é o escalar de Ricci, G € a constante gravitacional de Newton e A € a constante cosmo-
l6gica. Para o espaco-tempo de de Sitter, A > 0, enquanto que para o espago-tempo de anti-de

sitter, A < 0.

A densidade de lagrangiano de matéria para o modelo de Higgs ndo-Abeliano serd o mesmo

89
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utilizado no capitulo 5, ou seja

1 1 1
L= = Fi P + S (D) + 5 (Dux )’ = V(9% 1), a=123  (62)

onde F;j, denota o tensor intensidade de campo do tipo Yang-Mills,
Ffl, = OuAY — 0yAY + e AD AS,. (6.3)

Da mesma forma que descrevemos no capitulo anterior, as derivadas covariantes dos campos
de Higgs sdo dadas por D, ¢ = dy, ¢ + ee“bcAz ¢°, onde os indices latinos denotam o grupo
de simetria SU(2). AP & o iso-potential vetor e e é a constante de acoplamento de gauge. O

U

potencial de interagdo, V (¢%, x“), é definido pela expressao

Vot = Lot m 2 [ i)
+%3 [(0*)* =] [(x*)* —m3]. (6:4)

onde A; e A, sdo constantes positivas que descrevem o autoacoplamento dos campos de Higgs,
e A3 é a constante de acoplamento dos setores bosOnicos. 1 e 1, sdo parimentros que corres-

ponde as escalas de energias onde a simetria de gauge € espontaneamente quebrada.

Conforme descrevemos na sec¢do 5.1, potencial de intera¢do, V (¢@%, x*), apresenta diferen-

tes propriedade de acordo com o sinal do discriminante A = A1 A, — 7L32 [68]:

* Para A > 0, o potencial é positivo e o seu minimo global é determinado para (¢%)? = n12

and (x)? = n;.

* Para A < 0, esta configuracdo leva a pontos de sela, com dois minimos locais em:

(@) =0, (x“)Y?=n3+ el (6.5)
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a a A
(x?=0, (p9?>=ni+ /Tf”%' (6.6)

O valor do potencial para estes casos sdo, respectivamente,

ny n3
Vinin = @A e Viin= ﬁA. (6.7)

Ambos valores de V,,;;, sdo negativos para A < 0.

6.1.1 O Ansatz

O ansatz adotado para as configuracdes de campo estdtico e com simetria cilindrica serd o
mesmo utilizado no capitulo 5. Desta forma, vamos considerar o elemento de linha mais geral

invariante sob boost de Lorentz na dire¢do do eixo z e cilindricamente simético,
ds®> = N*(p)dt* —dp® —L*(p)d¢* — N*(p)dz* . (6.8)

Para esta métrica, as componentes ndo-nulas do tensor de Ricci, Ryy, sdo

_ NLN"+NN'L'+L(N')?

Ry = _Rzz - I s (6-9)
2LN" +NL"
Rpp=——— 6.10
L2N'L' +NL"
Ryp = ( N+ ), (6.11)

onde as derivadas sdo em relacdo a p.
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Para os campos de Higgs e de gauge, temos as seguintes expressoes [34]:

cos(¢)
o“(p)=f(p) | sin(¢) | - (6.12)
0
—sin(¢)
x‘(p)=2gP) | cos(¢) | - (6.13)
0
Aa _ A 1_H<p)
AOﬂ—¢<—7;—)&3 (6.14)
c
A%p)=0, a=1273. (6.15)

Novamente ressaltamos que ambos campos bosOnicos satisfazem a condi¢do de ortogonalidade,

¢ x*=0.

6.2 Equacoes de Campo

Para encontrarmos as equacdes de campos, usaremos a mesma notacdo do capitulo 5 para

as varidves e func¢des adimensionais, ou seja,
x=vVamp, flp)=mXx), gE)=mYk), e L) =+vVAlmL(p). (6.16)
Assim, a densidade de lagrangiano dependerd apenas das varidveis e parametros adimensionais:

e m 2 A . 2 3 A
o= _—, = ) l:172737 =K 7A:—eK:87rG' (617)
a7 B gy Y= K7j T



6.2 EQUACOES DE CAMPO 93

Para o espacgo-tempo de de Sitter e anti-de Sitter, escreveremos a equagdo de Einstein conveni-

entemente da seguinte forma:

1
R'uv:_K(T’uv_Eg'uvT> +Ag’u\/, com T:guvT’uv € [,L,V:l‘7x,¢,z. (618)

O tensor momento-energia é dado pela expressao (5.42),

Ty = \/_5gﬂv (/d4x\/_$ ) g =det(gpuy)- (6.19)

A variagdo da acdo (6.1) em relagdo aos campos de matéria e de gauge levera as mesmas
equagdes de campo de Higgs e de gauge encontradas no capitulo 5. O procedimento para
obter estas equacdes de campo foi detalhado nas subsecdes 5.1.1 e 5.2.1. Portanto, apenas

apresentaremos as equagdes dos campos de Higgs e de gauge. Estas esquacdes sdo:

NZLX/ / H2
(NT):X )(2—1+/332(Y2—qz)+F , (6.20)
(NZLY/)/ H2
o Y| BN B (=) + 5|, 6.21)
L (N*H"\'
m( - ):a(X2+Y2)H. (6.22)

Para determinarmos as equacdes de campos métricos, seguiremos um procedimento semelhante
ao realizado na secdo 5.2.2, mas agora acrescentaremos a constante cosmologica, A, nas equa-
coes de Einstein. Assim, da mesma forma que procedemos no capitulo anterior, devido ao fato
que apenas duas equacdes de campos métricos sao linearmente independentes, precisamos me-
ramente encontrar uma equacdo para o campo métrico N e outra equacao para o campo métrico

L. Utilizando a equagdo (6.18), a equacdo de Einstein para a coordenada ¢ torna-se,

1
Ry = —K<Ttt - EgnT> +Agu, (6.23)
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enquanto que para a coordenada ¢, escrevemos a equacgdo de Einstein como

1
R¢¢ = _K<T¢¢ — ngT) +Ag¢¢. (6.24)

As componentes T;;, Tyy sdo dadas, respectivamente, pelas equagdes (5.46) e (5.56), ou seja

A/2 N2 1 ) 2 f2
T — N /2 A 2
1t 2€2L2 [ f + ( )

!
2

N2 2
N2g? L8 (1—A)2]

L?
I B B () (). o2

__— A2 [szfz 20— )]_l[Lz 2_ 21— A)?

—QLITLZ(f2 —nf)2 - AZTLZ(gZ—n%)Z— %—L(f —n?)(s2-n?). ©626)

O trago do tensor momento-energia, 7', € dado pela equacdo (5.61), ou seja

f 2
T = f?4+4%+ LZ(I—A) +L2

(2= D)7+ (g2 — M) 243 (f2 —n) (g — 7).

(1-A)
(6.27)

As componententes do tensor métrico g, € g¢¢ sdo0 determinados a partir do elemento de linha

(6.8). Substituindo g;; e as equagdes (6.9), (6.25) e (6.27) na equagdo (6.23) e considerando as

reparametrizagdes (6.16) e (6.17), obtemos para o campo métrico N

(LNN') - H"? 2 B3 2 B3
N = A e g O - () - S (X () ) 628)

De maneira semelhante, substituindo gg¢, (6.11), (6.26) e (6.27) na equagdo (6.24) e conside-
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rando as transformacdes (6.16) e (6.17), obtemos para o campo métrico L,

(N2 _ 2 H? 1 2 P} 2
i = Ay 2aL2+(X2+Y2)§+Z(X2—1) —}—ZZ(YZ—qZ)
+—ﬁ32 (X2 —1) (v*— 2)] (6.29)
5 q’)|- :

As derivadas dessas equacodes sdo em relacdo a x. O sistema de equagdes diferenciais formado
pelas equacdes (6.20) a (6.22), (6.28) e (6.29) descrevem a corda césmica nao-Abeliana no

espaco-tempo de de Sitter e de anti-de Sitter!.

Para melhor visualizacdo deste sistema de equagdes diferenciais, vamos reunir as equagoes
de campo que descrevem a corda césmica ndo-Abeliana abaixo. A partir das equacdes de

Euler-Lagrange, obtivemos as equagdes de campo de Higgs e de gauge,

(N°LX")' 2 22 ooy,
i =X XS B (- + 5| (6.30)
(NZLY/)/ _y [32 (X2_1>+B2 (YZ_ 2)+H_2 (6.31)
L (N*H"Y' s s
— =o(X“+Y°)H . 6.32
72 ( 7 ) (X*+7?) (6.32)
E a partir da equacdo de Einstein, obtivemos as equagdes de campo métrico,

(LNN')’ X H? 1., 2 Bion 22 B o 2 2
———=-A — —— (X" —1) ——= (Y — ——=(X"-1)(Y"— . (6.33
N2L +Y 202 4( ) 4( q) 2( )( 6]) ( )

]Dependendo, respectivamente, se a constante cosmoldgica, A, for positiva ou negativa.
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N2I/ ! _ H"? H?2 1 2
Gt = Al oo G0 oy
2
+73(X2—1) (Y2 —4%)|. (6.34)

Como podemos notar, este sistema de equagdes diferenciais ndo-lineares e acopladas é mais
arduo de ser analisado que o caso analisado no capitulo anterior onde a constante cosmoldgica
¢ nula. Da mesma forma que fizemos no capitulo 5, apenas métodos numéricos permitem a
andlise do comportamento dos campos.

Verificamos que as equacdes de campos (6.30) a (6.34) se reduzem ao modelo Higgs Abe-
liano na presencga da constante cosmoldgica se considerarmos um dos campos de Higgs nulo e
B> = B3 =0 [11]. Como um de nossos objetivos é comparar nossos resultados com o modelo
Abeliano na presenga da constante cosmoldgica, consideraremos, quando necessario, 0 campo

bosodnico ¥ = 0, o qual em termos das fun¢des adimensionais, corresponde a ¥ = 0.

6.2.1 Condicoes de Contorno

Para que possamos analisar o comportamento dos campos definidos pelo sistema de equa-
coes diferenciais (6.30) a (6.34) serd necessdrio definirmos condi¢des de contorno que serdao
estabelecidas pela necessidade de regularidade das solu¢des na origem. No entanto, o sinal
da constante cosmoldgica, A, determinard diferentes tipos de condi¢des de contorno para os

campos de matéria e de gauge para grandes distancias [11].

e Para o espago-tempo de de Sitter (A > 0), as condigdes de contorno na origem para 0s

campos de Higgs e de gauge sdo:

H(0)=1, X(0) =0, Y(0) = 0. (6.35)
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Como veremos, a constante cosmoldgica fornecerd um horizonte cosmoldgico para o
tensor métrico [75]. Portanto, devemos integrar estas equagdes de campo até o valor da
coordenada x = x( para que o nicleo da corda césmica permaneca dentro deste horizonte.

Para que isto ocorra, as condi¢des de contorno no horizonte cosmoldgico sao:

w) =P -y e Hx=x)=0. (6.36)

m

X(x=xp)=1, Y(x

e Para o espago-tempo de anti-de Sitter (A < 0), ndo ha horizonte cosmolégico. Portanto,

as condi¢des de contorno sao:

H(0)=1; H(so)=0, (6.37)

X(0)=0, X(e)=1, Y(0)=0 e Y(oo)z%:q. (6.38)
1

em ambas as geometrias, as condi¢cdes de contorno para os campos métricos sao dadas por:

NO)=1, N(0)=0, L(0)=0, L'(0)=1. (6.39)

6.2.2 Soluc¢ao de Vacuo

Antes de analisarmos a solug@o de vacuo, vamos definir uma fungao u(x), tal que [11],

u(x) =+/—g = N’L. (6.40)

Calculado a segunda derivada u”(x) e dividindo por u(x), temos,

u"(x) (LNN')  (N2L)
e =2t g (6.41)
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Utilizando as equagdes (6.33) e (6.34) encontramos a seguinte expressao:

n

_ H HZ 2
— —3A—y[—2aL2 + (X2 +7?) ﬁ+§ (X2 - 1)2+% (1/2—q2)2

2
By (- ) (642)

A solugdo de vicuo é obtida substituindo X (x) =1, Y (x) = ¢ e H(x) = 0 na equagdo (6.42).
Assim, temos que:

" (x) +3Au(x) = 0. (6.43)

* Para o espago-tempo de de Sitter (A > 0), a solu¢io da equagdo (6.43) é dada por
N?(x)L(x) = Ay sin(V/ 3Ax) + Bj cos(V/ 3Ax) . (6.44)
Usando as condi¢des de contorno dadas pela equacao (6.39), encontramos a expressao

N2(x)L(x) = JQ_A sin(v/3Ax). (6.45)

Aplicando o método sugerido por Linet [76], encontramos as solucdes para 0os campos

métricos,
N(x):cos2/3< 3]\%) (6.46)
e
52/3 /i 1/3 /i 2/3
L(x):m[sm( 3Ax)] [tan( 3A§> (6.47)

* Para o espago-tempo de anti-de Sitter (A < 0), a solugio da equacdo (6.43) é dada por

N?(x)L(x) = Ayexp(1/3|Alx) + By exp(—1/3|Alx) (6.48)



6.3 RESULTADOS NUMERICOS 99

Usando as condi¢des de contorno dadas na equagdo (6.39), encontramos a expressao

N?(x)L(x) = \/ﬁ sinh (w /3|[\|x> . (6.49)

Novamente, aplicando o método sugerido por Linet, encontramos as solucoes para os

N(x) = cosh®/? (\/ 3!7\!%) (6.50)
22/3 - 1/3 —
L= e [smh(\ [31A L) [tanh(1 /3] A|§)

Gostariamos de salientar que o espago-tempo de de Sitter apresenta nauralmente horizonte

campos métricos [76],

2/3

(6.51)

cosmoldgico [75]. No caso das condigdes de vicuo, este horizonte cosmoldgico surge para o
primeiro zero da fungdo N(x), ou seja, para x;), = \/%7\ Nesta mesma posigao, L(x — x{)) — oo.
Por outro lado, o espaco-tempo de anti-de Sitter ndo apresenta horizonte cosmolégico.

6.3 Resultados Numéricos

Nesta secdo, iremos investigar numericamente nosso sistema. Para integrar numericamente
as equacgoes (6.30) a (6.34) com as condi¢Oes de contorno apropriadas (6.35 ) a (6.39), que
correspondem ao espaco-tempo de de Sitter e anti-de Sitter, usaremos o programa computaci-
onal para resolver equagdes diferenciais COLSYS [69-71]. Os detalhes da implementagdo do
COLSYS estdo descritas no apéndice A e os codigos em FORTRAN estao no apéndice B. Os
erros relativos das fungdes sdo da ordem 1078 a 107! ¢, dependendo da escolha 6tima dos

valores dos parametros fisicos, podendo ser até menores.

Nosso objetivo € analisar o comportamento das solucdes para a corda césmica ndo-Abeliana
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no espago-tempo de de Sitter e de anti-de Sitter. A partir da escolha dos parametros fisicos
do sistema para valores positivos da constante cosmoldgica (espaco-tempo de de Sitter) e de
valores negativos da constante cosmoldgica (espaco-tempo de anti-de Sitter) construimos as
solu¢des numéricas. Também compararemos o comportamento dos campos com 0 caso corres-
pondente de cordas cosmicas Abelianas, observando a influéncia de cada sistema na geometria

do espago-tempo.

6.3.1 Espaco-tempo de de Sitter

Analisamos o comportamento dos campos de Higgs, de gauge e dos campos métricos para
a corda cOsmica nio-Abeliana e Abeliana no espaco-tempo de de Sitter. O caso ndo-Abeliano
¢ apresentado na figura (6.1). Na figura (6.1a) apresentamos o comportamento dos campos
de Higgs, X e Y, e de gauge, H. Na figura (6.1b) apresentamos os campos métricos N e L.
Em ambos os graficos, os pardmetros fisicos utilizados foram ¢ = 0.8, y = 0.61, A= 0.0075,
Br=2.0,B3=1.0and g=1.0.

Na figura (6.2) apresentamos o caso Abeliano. Na figura (6.2a) exibimos o comportamento
dos campos de Higgs, X, e de gauge, H. Na figura (6.2b), exibimos o comportamento dos
campos métricos N e L. Nesta andlise, foram utilizados os parametros fisicos o« = 0.8, y=0.61,
A =0.0075.

Comparando a figura (6.1b) com a figura (6.2b), vemos que ambos sistemas apresentam
horizontes cosmolégicos. Veificamos que o horizonte cosmoldgico para a corda césmica nao-
Abeliana € menor que para a corda cdsmica Abeliana. Além disso, para os parametros fisicos
utilizados na andlise numérica, os campos de matéria e de gauge alcangam os valores assintoti-
cos dentro do horizonte cosmolégico em ambos 0s casos.

Também observamos que para solugdo de véacuo, o horizonte cosmolégico é determinado

/3

em xg = ——, 0 qual para o valor da constante cosmoldgica adotado, fornece um valor de
V3A

X =~ 20.94395.
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1,5 T T T T 1,5 T I T T T

10 15 20 20

Figura 6.1 Corda c6smica nao-Abeliana: (a) Comportamento dos campos de Higgs e de gauge em fun-
¢do de x. (b) Comportamento dos campos métricos em fun¢do de x. Em ambos os gréficos consideramos
os pardmetros fisicos & = 0.8, y=0.61, A = 0.0075, B, =2.0, B3 =1.0e g = 1.0.
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Figura 6.2 Corda césmica Abeliana: (a) Comportamtento dos campos de Higgs e de gauge fields em
funcdo de x. (b) Comportamento dos campos métricos em funcido de x. Em ambos os graficos conside-
ramos os parametros fisicos & = 0.8, ¥y =0.61, A = 0.0075.

Valores mais realisticos para o horizonte cosmolégico foram obtidos em ambos os gréficos,
considerando comportamentos nado-trivial dos campos. Motivado por esse fato, procuramos
investigar a dependéncia do horizonte cosmoldgico em relagdo a constante de acoplamento
gravitacional, ¥, e da constante cosmolégica, A.

Analisamos a dependéncia do horizonte cosmoldgico xy em relagdo a y. Nesta andlise,
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fixamos os pardmetros fisicos o, >, B3, A e g e obtemos o valor do horizonte cosmolégico
quando o campo métrico N (x = xp) se anula. Nossos resultados numéricos para o« = 0.8, 3, =
2.0, B3 = 1.0, A = 0.0075 and ¢ = 1.0 sdo apresentados na figura (6.3a). Observamos que
o horizonte cosmoldgico, xp, diminui com o aumento do valor da constante de acolplamento

gravitacional, y.

Para determinar a dependéncia do horizonte cosmolégico em relaciio a A fixamos o, 7,
B2, B3 e g e obtemos o valor do horizonte cosmoldgico quando o campo métrico N(x) se
anula. Nossos resultados sdo apresentados na figura (6.3b). Verificamos claramente que o
valor do horizonte cosmolégico, xg, diminui 2 medida que o valor da constante cosmoldgica,
A, aumenta. Neste grifico também apresentamos o comportamtento do horizonte cosmoldgico

na condi¢do de vacuo em relagdo a A.

——— ndo-Abeliano
vacuo

0,7 0 0,0015 0,003 0,0045 0,006 0,0075
A

(b)

Figura 6.3 (a) Comportamento do horizonte cosmolégico xp, em fung¢do de y considerando os para-
metros fisicos o = 0.8, 8, = 2.0,8; = 1.0,A = 0.0075 e ¢ = 1.0. (b) A linha tracejada representa o
comportamento do horizonte consmolégico, xg, para corda césmica nio-Abeliana em fungio de A. Os
pardmetros fisicos utilizados foram a = 0.8,y = 0.61,8, = 2.0, = 1.0 e ¢ = 1.0. A linha sélida
corresponde ao comportamento do horizonte cosmoldgico, xp), na condi¢do de vicuo.
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6.3.2 Espaco-tempo de Anti-de Sitter

Investigamos a influéncia de valores negativos da constante cosmoldgica no comportamento
dos campos de cordas césmicas ndo-Abelianas e Abelianas.

Na figura (6.4a), apresentamos o comportamento dos campos de Higgs, X e Y e de gauge,
H, em fun¢do da varidvel adimensional x para o caso da corda cdsmica ndo-Abeliana, conside-
rando valores atribuidos aos parametros fisicos. Na figura (6.4b), exibimos o comportamento
dos campos métricos, N and L, em func@o de x. Em ambos os graficos, utilizamos os para-

metros fisicos o« = 0.8, y=0.6, B, =2.0, B3 =1.0, A= —0.03 e g = 1.0. Na figura (6.5a),

1,5 T T T T T 1,5 T T
Y
1,0 1,0 —
— X — — —
0,5 —H 05 —
O 0 | | 1 | 1 | l 0 0 1 | 1 | 1 | 1 | 1
’ 2 4 6 8 0 2 4 6 8 10

Figura 6.4 Corda césmica Nao-Abeliana: (a) Comportamento dos campos de Higgs e de gauge em
funcdo de x no espago-tempo de anti-de Sitter. (b) Comportamento dos campos métricos em fungao
de x no espaco-tempo de anti-de Sitter. Em ambos os gréficos, consideramos os parametros fisicos
a=0.8,y=0.6, B, =2.0, f3=1.0,A=—-0.03eg=1.0.

apresentamos o comportamento dos campos de Higgs, X e de gauge, H, em funcdo de x para
cordas cosmicas Abelianas. Na figura (6.5b), apresentamos o comportamento dos campos mé-
tricos, N e L, em fun¢do de x. Nesta andlise, os parametros fisicos foram @ = 0.8, v = 0.6
e A = —0.03. Em ambos os casos, cordas césmicas ndo-Abeliana e Abeliana, o comporta-
mento do campo métrico N apresenta um forte aumento a medida que x cresce. Finalmente, na

figura (6.6), exibimos o comportamento dos campos métricos para dois valores diferentes da
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X X
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Figura 6.5 Corda césmica Abeliana: (a) Comportamento dos campos de Higgs e de gauge em fungdo de
x no espago-tempo de anti-de Sitter. (b) Comportamento dos campos métricos em fun¢do de x no espago-
tempo de anti-de Sitter. Em ambos os graficos, consideramos os parametros fisicos ¢ = 0.8,y =0.6 ¢
A=-0.03.

constante cosmoldgica, A = —0.010 e A = —0.007 para cordas c6smicas ndo-Abelianas. Ve-

rificamos que o campo métrico N aumenta com o aumento do valor da constante cosmoldgica.
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0,0 \ \
0

Figura 6.6 Comportamento dos campos métricos em funcao de x para diferentes valores da constante
cosmolégica. As linhas sélidas correspondem a A = —0.010 e as linhas tracejadas correspondem a
A = —0.007. Em ambos os grificos, consideramos & = 0.8,7 = 0.6, 8, =2.0,83 = 1.0e g = 1.0.






CAPITULO 7

Conclusoes

Nesta tese analisamos a influéncia das cordas cdsmicas ndo-Abelianas na geometria do
espaco-tempo. Para obtermos solug¢des topoldgicamente estdveis utilizamos dois iso-vetores
bosodnicos e um potencial de interagdo com termos de poténcia de quarta ordem dos campos que
podem apresentar acoplamento direto entre os setores bosonicos. Realizamos andlise numérica

considerando valores especificos dos pardmetros fisicos do modelo.

Um dos nossos objetivos foi comparar os comportamentos dos campos métricos em fungao
da varidvel adimensional x que correspondem as cordas cOsmicas ndo-Abelianas com os cam-
pos métricos que correspondem as cordas cosmicas Abelianas. Estes comportamentos foram
apresentados nas figuras (5.1) e (5.2). Na figura (5.3), exibimos o comportamento dos campos
N e L para ambos casos Abeliano e ndo-Abeliano. Verificamos que para valores especificos dos
parametros fisicos, a corda cosmica ndo-Abeliana fornece um déficit de angulo planar maior
que o correspondente déficit para a corda césmica Abeliana, devido a contribui¢do do acopla-
mento dos setores bosdnicos. Nossa andlise numérica indica que o déficit de angulo planar
para a corda cosmica ndo-Abeliana é aproximadamente 2.290 maior que o déficit de angulo
planar da corda c6smica Abeliana. Esta caracteristica também se verifica na densidade linear
de energia, embora a relacio seja bem menor. Ou seja, a densidade linear de energia da corda
cOsmica ndo-Abeliana é aproximadamente 1.104 maior que a densidade linear de energia da

corda cOsmica Abeliana.

Também analisamos o comportamento da densidade linear de energia em relagdo a cons-
tante de acoplamento dos setores bosdnicos entre si, B3, e em relagdo a constante de acopla-

mento gravitacional, ¥, para cordas césmicas ndo-Abelianas. Na figura (5.4a), observamos que
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o valor minimo da densidade linear de energia ocorre para f33 = 0, enquanto que a densidade
linear de energia aumenta com o crescimento do valor de Yy conforme apresentado na figura

(5.4b).

A anilise do déficit de angulo planar como fung¢do de 85 e de v sdo exibidos na figura (5.5).
Verificamos que o valor minimo do déficit de angulo planar ocorre para 33 = 0, conforme
apresentado na figura (5.5a) . Evidenciamos que para esta andlise, € necessdrio que y > 0.
Nossos resultados numéricos também apontam que o déficit de angulo planar aumenta com
o aumento da constante de acoplamento gravitacional, y. Este resultado é exibido na figura

(5.5b).

Além disso, analisamos as situacdes em que as cordas cosmicas ndo-Abelianas apresentam
solucdes regulares. Para este objetivo, construimos e analisamos o espago de pardmetros (@ —
¥) considerando 3, = 2.0 e ¢ = 1 para dois valores distintos de 33. O espago de parimetros
(a — 7) é apresentado na figura (5.6). A regido abaixo das curvas correspondem as situa¢des
onde a corda césmica ndo-Abeliana apresenta solugoes regulares. Considerando 3 = 0, para
um dado valor de o, o valor critico de y que permite solugdes regulares € maior que para
B3 = 1. Este fato é consequéncia da dependéncia da densidade de energia em relacdo a f3s.
Como o déficit de angulo planar aumenta com a densidade de energia €, ele depende de fs.
Portanto, se este parimetro 33 for nulo, serd necessario maiores valores de ¥ serdo necessarios

para que % assuma valores préximos da unidade, que € o limite para as solugdes regulares.

Nesta tese, consideramos os parametros que fornecem o discriminante positivo, ou seja,
A=A — 7L§ > 0. No entanto, analisamos o caso especial de cordas cosmicas ndo-Abelianas
em que esta condi¢do nao € obedecida. Este caso apresenta algumas semelhancas com a solugao
de BPS para a corda césmica Abeliana, isto €, este caso especial apresenta o campo métrico

N =1 e permite a reducdo do sistema de equacdes difenrenciais a um sistema mais simples.

Comparando a densidade de energia do caso especial da corda c6smica ndo-Abeliana com

a solucdo de BPS da corda césmica Abeliana, ambas apresentam densidade de energia igual
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a unidade. No entanto, ao compararmos o déficit de dngulo planar, verificamos que o caso
especial ndo-Abeliano apresenta o dobro do valor do défict de angulo planar da solu¢cao BPS

da corda césmica Abeliana, conforme as equagdes (5.99) e (5.103).

Ampliamos nossa andlise para examinar a influéncia da constante cosmoldgica nas cor-
das cosmicas ndo-Abeliana e Abelianas. Mostramos que também € possivel obtermos cordas
cosmicas ndo-Abelianas topologicamente estdveis utilizando dois iso-vetores bosdnicos com

mecanismo de Higgs no espaco-tempo de de Sitter e anti-de Sitter.

Destacamos que na andlise do espaco-tempo de de Sitter, nossos resultados constatam o
surgimento de horizonte cosmoldgico para cordas césmicas ndo-Abelianas. Este resultado
complementa os estudos que demonstram o surgimento de horizonte cosmoldgico para con-
figuragdes de vacuo [76] e para cordas cosmicas Abelianas [11]. Os resultados de nossa anélise
sobre o surgimento do horizonte cosmoldgico para o caso de cordas césmicas ndo-Abeliana
e Abelianas s@o apresentados nas figuras (6.1b) e (6.2b). Pela andlise dos gréficos, verifica-
mos que a corda cdsmica ndo-Abeliana apresenta um menor horizonte cosmoldgico que o caso

correspondente Abeliano.

Também analisamos o comportamento do horizonte cosmoldgico em relagdo a constante
de acoplamento gravitacional ¥ e em relacfo 2 constante cosmolégica A. Na figura (6.3a), ob-
servamos que o horizonte cosmoldgico diminui com o aumento da constante de acoplamento
gravitacional, 7. Verificamos que o horizonte cosmoldgico também decresce para valores gran-
des de A, confome apresentado na figura (6.3b). Também comparamos horizonte cosmolégico
com caso de vacuo. Observamos que para um dado valor da constante cosmoldgica, o horizonte

cosmolégico associado a corda césmica nao-Abeliana € menor que o caso de vacuo.

Analisamos o comportamento dos campos de Higgs, de gauge e campos métricos para o
espaco-tempo de anti-de Sitter para cordas cosmicas ndo-Abelianas e Abelianas. Os resultados
estdo apresentados na figura (6.4) e (6.5), respectivamente. Em ambos os casos, verificamos

que o campo métrico N(x) diverge, no entanto no caso das cordas césmicas ndo-Abelianas, a
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inclinacdo de N(x) é maior que o corresponde caso Abeliano.

Também comparamos o comportamento dos campos métricos das cordas cosmicas nao-
Abelianas com as Abelianas para dois valores distintos da constante cosmolégica A. Observa-
mos que com o aumento da constante cosmoldgica, campos métricos N e L se aproximam entre
si. Este resultado € compativel com a as condicdes de vacuo.

Finalmente, como perspectivas para trabalhos futuros, avaliamos a extensdo do estudo re-
alizado nesta tese para modelos extendidos da Relatividade Geral, tais como, teorias f(R) da

gravitagao.
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Colsys

O COLSYS' é um programa que permite resolver numericamente um sistema de equagdes

diferecias com problema de valores de contorno. O sistema de equagdes diferenciais é descrito

através de um conjunto de fungdes u;(x), onde i = 1,...,d e x € [a, D], escrito como
d™iy:
g = Jilx.2(), (A1)

onde m; é ordem da equagdo diferencial da fungdo u; e z(u) é o conjunto de fungdes e suas

derivadas,

_ -1
du dui" ! duy du)
E,...,W,...,Md, dx"“’dxmd*I

z2(u) = |uy, (A.2)

Assim, teremos um sistema de d equacoes diferenciais com d funcdes a determinar. A ordem
da i-ésima equacdo diferencial é dada por m;. Em geral, o sistema é formado por equacdes
diferenciais nao-lineares (podendo ser também acopladas) e dependerd das fungdes e suas de-

rivadas.

As condicdes de contorno sdo escritas como

gj(z(u(n;))) =0, (A3)

onde j=1,--- ,m*, emque m* =YY% m;e nj € [a,b],n <My < --- < Ny Estes sdo os pontos
onde as equacdes diferenciais devem satisfazer as condi¢des de contorno. Assumiremos que

as condicdes de contorno dependem apenas de 1); , isto €, as equacdes diferenciais assumem

IColsys é 0 nome utilizado para designar um programa que utiliza o método de Colocacio para resolver EDOs.
O termos vem do inglés Collocation Software for Boundary-Value ODEs.
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os valores das condi¢des de contorno em apenas um ponto no dominio de integragdo. Tam-
bém consideraremos que o sistema tem solugio numérica tal que as fungdes u;(x) € C™~! no

intervalo de integracdo. Desta forma, o método de integracdo numérica serd global.

O COLSYS € considerado um software estado-da-arte para resolucao de problemas de valo-
res de contorno que implementa uma série de algoritmos para resolver de equagdes diferenciais.

Vamos descrever brevemente seu funcionamento [77].

Método da Colocagio: Seja © uma malha no dominio de integragdo [a, b],

T = (a=x1,x0,...,xXN,XN+1 = D), (A.4)
/’lj = Xj+1—x]',j:1...N, (A.S)
h = max h;. (A.6)

Em cada subintervalo, os pontos de colocacdo sdao definidos usando a distribuicao de Gauss-
Legendre [71],

X 1
_M+§hjp17 (A7)

onde j=1...N,l=1...ke p;sdo os k-pontos de Gauss-Legendre no intervalo [-1, 1].

A solugdo aproximada € escrita como u; = Zﬁil 0 nPn(x), onde ¢, sdo fungdes linearmente
independentes e @; , s30 os coeficientes da solugdo aproximada [69,70]. Existem M = kN 4 m*
parametros livres @; ; que sdo determinados pelas condi¢des de contorno e pelas equagdes
diferenciais ao longo dos pontos de colocagdo no intervalo [a,b] [70,71]. Os pontos onde a
solucdo aproximada é determinada sdo justamente os k pontos de colocacdo dentro de cada

subintervalo.

Linearizacdo: O problema da ndo-linearidade do sistema de equagdes diferenciais serd
abordado linearizando as equagdes diferenciais e as condi¢des de contorno através dos termos
de primeira ordem da expansdo em séries de Taylor [70]. Em cada iteracdo, a procedure do

método da colocacdo € realizado no sistema linearizado. Os coeficientes desconhecidos da
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série sdo obtidos da sistema linearizado.

(0)

Considere u;

v)

uma solugdo inicial do sistema e u; ’ a solu¢do aproximada na v-€sima ite-

racdo. O sistema torna-se

dmi a i £

dx:: - Z f vaZl )) 'ZI(W(V)) = ﬁ(xaz(u(V)))7 (A.8)
m* . v)
Z%szu))'zz(wm) = &ilx,z(u™)), (A9)
=1

ondei=1...de j=1...m*. As funcoes f e § correspondem a contribuicio ndo-linear das

equagoes diferenciais e das condi¢des de contorno, respectivamente,

N m (x u(v)
e z®) = et - Y I o, (A.10)
=1 2
" (O, z(u)
8i(x,z(u")) = ZM~Z1(u(v))—gi(x,z(u(v))). (A.11)

Os termos ndo-lineares sio calculados usando a solucio aproximada z(u(")). As fungdes z; (i)
sd0 a l-ésima componente do conjunto de fungdes z(u) e suas derivadas de ordem inferiores.
Na (v + 1)-ésima iteragdo, a solu¢do aproximada é dada por

Wt = 4w, (A.12)

l l

Também serd necessario fornecer o Jacobiano explicitamente. A partir das equacdes diferen-
9 fix,z (™))

ciais, implementamos as funcdes ¢ das conti¢des de contorno, implementamos as
~ . 98;(xz(ul))

fungdes 72 .
O método de Newton é utilizado para determinacio dos coeficientes das solugdes apro-

ximadas, mas como sua performance deste método € baixa, o COLSYS utiliza o método de

Newton modificado, conhecido como método de Newton "damped", onde as derivadas sdo

"Em andlise numérica, geralmente chamamos a solucdo inicial de guess solution.
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multiplicadas por um fator. Neste caso, a solu¢do aproximada serd dada por

Wt =y 4 20 (A.13)

1

onde o escalar A(") ¢ o fator de relaxacdo. O COLSYS implementa um método de predicao e
corre¢do do fator de relaxacao em cada iteragdo.

Estimacio de Erro e selecio da rede’: O COLSYS também permite estimar o erro de
cada funcdo e de suas derivadas. Em cada iteracdo, o COLSYS gera duas solu¢gdes. Uma delas
¢ realizada em uma rede menor que a outra. Se o nimero dos k pontos de Gauss € grande o
suficiente, entdo o erro serd estimado em termos apenas destas solu¢des aproximadas [70].

Além disso, o usudrio poderd definir a toleranacia para cada fun¢do. Quando o erro € menor
que a tolerancia definida, o COLSYS finaliza o cédlculo. Se ndo for, o COLSYS continua até
alcancar a tolerancia.

A divisdo da rede € util para estimag¢do do error, bem como da construir a adapta¢do da rede
em cada iteracdo. Quando a tolerancia nao € alcancada, o COLSYS adapta uma nova rede para
obter um erro menor. Esta escolha da rede permite que o COLSYS introduza mais pontos nas

regides onde as fungdes sdo mais problematicas.

2Usamos o termo rede para descrever o termo inglés "mesh"”. Em diversos métodos de calculo numérico se
costuma dividir o intervalo onde se deseja encontrar as solugdes em redes discretas tal que as solugdes do problema
em questdo possam ser testadas nos sitios desta rede.
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Codigos

O programa que resolve o sistema de equagdes diferenciais, COLSYS, foi escrito em FOR-
TRAN. Portanto, toda a implementacdo dos cédigos para solu¢do numérica das equagdes dife-
rencais que descrevem as cordas césmicas também foi realizada na linguagem de programacgao
FORTRAN.

A estrutura para obter as solucdes numéricas do sistema de equacdes diferenciais é cons-

truida da seguinte maneira:

* Um arquivo em ASCII, chamado input.dat, com os dados de entrada contendo os pa-
rametros fisicos e a localizagdo das condi¢cdes de contorno. Condi¢des de contorno no
infinito serdo localizadas em um valor de distancia muito grande que possa ser conside-
rado como infinito em comparacao com os outros valores de distdncia. No caso desta

tese, consideramos o infinito localizado em x = 1000;

* Um programa driver que fornecera as equacdes diferenciais, as condi¢des de contorno e
a matriz jacobiana ao COLSYS. O driver lerd os dados de entrada escrito no input.dat.

Escrevemos um driver para cada caso estudado nesta tese;

* O programa COLSYS resolverd numericamente o sistema de equacdes que descrevem
as cordas césmicas. O significado das varidveis e parametros de programacao sdo des-
critos no texto introdutério do préprio programa COLSYS. Este programa é formado
por vérias subrotinas que implementam os métodos numéricos descrivos no apéndice
A, o que torna este programa demasiadamente grande para ser reproduzido aqui. O
COLSYS pode ser consultado e transferido para o computador pessoal diretamente do

site http://www.netlib.no/netlib/ode/colsys.f .
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Apresentamos abaixo os codigos utilizados nos capitulos 5 e 6 para o caso a corda césmica
nao-Abeliana e Abeliana. No entanto, como os programas sdo muito longos, apresentaremos
apenas os mais importantes que foram utilizados nesta tese. Os demais programas sao variagdes

destes codigos e seus respectivos dados de entrada. Os c6digos sdo:
¢ Cordas césmicas nao-Abelianas;
¢ Cordas cosmicas Abelians;

* Cordas césmicas no espago-tempo de de Sitter e anti-de Sitter.

B.1 input.dat para cordas césmicas nao-Abelianas:

1000.0
alpha=
2.0
betal2=
2.0
beta3=

gamma=
0.6

1.0
TOLIN=
0.010
NINT=
400

400
NDIAG=
-1
Npri=

B.2 Driver para cordas cosmicas nao-Abelianas:

C Departamento de Fisica — UFPB

C Antonio de Padua Santos

C May 2014: Non—abelian Cosmic String
cc z1=H, z3=X, z5=Y, z7=N, z9=L

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)



[oNoNe!

[oNeoNe!

DOUBLE

B.2 DRIVER PARA CORDAS COSMICAS NAO-ABELIANAS:

/PAR/ XL,PI,AL,beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma,xq
/PARB/ XMAX, IMAX

PRECISION
PRECISION
PRECISION
PRECISION
PRECISION
PRECISION
PRECISION
PRECISION
PRECISION

ZETA(10) ,ESPACE(800000)
TOL(5),Z(10) ,DMVAL(5)
AFUN(850) ,ASUN(850)
BFUN(850) ,BSUN(850)
CFUN(850) ,CSUN(850)
FFUN(850) ,FSUN(850)
DFUN(850) ,DSUN(850)
AAS(850),BAS(850) ,FAS(850)
ELCH(850)

INTEGER ISPACE(80000) ,M(5) ,IPAR(12),LTOL(5) ,NPAS(5)
DOUBLE PRECISION INTE(80010)

EXTERNAL COLSYS
EXTERNAL FSUB,DFSUB, GSUB,DGSUB, SOLUTN, INTPOL

open(unit=1, file
open(unit=2, file
open(unit=3, file
open(unit=4, file
open(unit=88,file="print.dat’)

=’input.dat’)

=’solu.dat’, position="append’)
=’solu.new’)

solu.old )

INPUT DATA FOR PHYSICAL PROBLEM

PI=4.D0+DATAN(1.DO0)

SQ2 = DSQRT(2.DO0)

READ(1,
READ(1 ,
READ(1,
READ(1 ,
READ(1 ,
READ(1 ,
READ(1 ,
READ(1,
READ(1 ,
READ(1,
READ(1 ,
READ(1 ,
READ(1 ,
READ(1 ,
READ(1 ,
READ(1 ,
READ(1,
READ(1 ,
READ(1,
READ(1 ,
READ(1 ,
read (1,

#*)

) XL

#*)
#)alpha
#*)

%) beta2
#*)

%) beta3
*)

*) gamma
#*)

*) Xq
%)

%) TOLIN
#*)

# ) NINT
#*)

# ) IMAX
#*)

# )NDIAG
#*)

#)npri

CALL INTPOL

INPUT FOR SUBROUTINE COLSYS

NCOMP=5
M(1)=2
M(2)=2
M(3)=2
M(4)=2
M(5)=2

ALEFT=0.D0
ZETA(1)=ALEFT
ZETA(2)=ALEFT
ZETA(3)=ALEFT
ZETA (4)=ALEFT
ARIGHT=XL
ZETA(5)=ALEFT

117



118 APENDICE B CODIGOS

ZETA(6)=ALEFT
ZETA(7)=ALEFT
ZETA(8)=XL
ZETA(9)=XL
ZETA(10)=XL
TOL(1)=TOLIN
TOL(2)=TOLIN
TOL(3)=TOLIN
TOL(4)=TOLIN
TOL(5)=TOLIN

LTOL(1)=1
LTOL(2)=3
LTOL(3)=5
LTOL(4)=7
LTOL(5)=9
DO 1 I=1,11

1 TPAR(1)=0

C

IPAR(1)=1
IPAR (3)=NINT
IPAR (4)=5
IPAR(5)=800000
IPAR(6)=80000
IPAR (7)=NDIAG
IPAR(8)=1
IPAR(9)=1
DO 55 INP=1,IMAX
READ(3,%)X,AA,BB
FSPACE (INP)=X

55 CONTINUE
REWIND 3
CALL COLSYS(NCOMP,M, ALEFT, ARIGHT,ZETA,IPAR ,LTOL, TOL,
* FIXPNT, ISPACE ,FSPACE, IFLAG,FSUB,
* DFSUB, GSUB,DGSUB, SOLUTN)

C

ISP1=ISPACE(1)

3 FORMAT(’ alpha = ’,D12.6,2X,’gamma = ’,DI12.6,
* 2X,’ beta2 = ’,d12.6)

4 FORMAT(’ akas= ’,D12.6,2X,’ bkas= ’,D12.6)

5 FORMAT( Fp(0) =’,DI12.6,2X,’PPP(0) = ’,DI12.6)
6 FORMAT(’XL = ’,F10.4,” IFLAG = ’,I2,’NBR MECHES = ’,I3)
WRITE(6 ,%)’ colsys a fini——meche=",ispl

IF (IFLAG.NE. 1) STOP
cce value of deficit angle in units of 2xpi
xor = fspace (IMAX)
CALL APPSLN(Xor ,Z,FSPACE, ISPACE)
xdelta = 1.d0—z(10)

¢cceeeecececceccecceccecceccecceccecccccceccecccccccccccccccccccccccce

ccc  Calculation of inertial energy per unit length in units
ccc lambda_l=xeta_1 #%2

NPAS(1)=20000
NPAS(2)=40000
NPAS(3)=80000

DO 45 k=1,3
NPA = NPAS(k)
NPB = NPA+1

INTE(1)=1.D0/3.D0
DO 8 I=2,NPA,2
INTE(I1)=4.D0/3.D0

of 2xpi and units

of
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IP=1+1
8 INTE(IP)=2.D0/3.D0

INTE(NPB)=1.D0/3.D0

XSTR = 0.D0

XENE = 0.D0

XNPA = DFLOAT(NPA)
CC

DXS=XL/XNPA

X=0.D0

X=X+DXS

DO 7 I=2,NPA

CALL APPSLN(X,Z,FSPACE,ISPACE)

Z1=7(1)

72=7.(2)

73=7(3)

Z4=7(4)

75=7.(5)

26=2(6)

z7=z(7)

728=72(8)

729=7(9)

z10=z(10)

xene = xene + z7%z9%(z2%%2/(2.0xalphaxz9%%2)
+(0.5)%(z4++2+26%%2)+
(0.5)x(z1/29) 2% (232425 %+2)+(0.25) (23 %2 —1)xx2+
(beta2 ##2)%(0.25)%(z5#%2—xq*=2)*%2+(beta3d «%2)=(0.5)=
(23 %%2 —1)%(z5+%2—xq*%2))*«DXS*INTE(I)

X=X+DXS

7 CONTINUE

45 CONTINUE
WRITE(2,26) alpha,beta2 ,beta3 ,gamma, xene , xdelta
WRITE(6 ,%) alpha,hbeta2 , beta3 ,gamma, xene, xdelta

cccccecce end of calculation of the inertial energy per unit length in units of 2xpi
DO 202 I=1,ispl
X=FSPACE(I)
CALL APPSLN(X,Z,FSPACE,ISPACE)
AFUN(1)=Z(1)
ASUN(1)=Z(2)
BFUN(1)=Z(3)
BSUN(I1)=Z(4)
FFUN(I)=Z(5)
FSUN(1)=Z(6)
CFUN(1)=Z(7)
CSUN(1)=Z(8)
DFUN(1)=Z(9)
DSUN(1)=Z(10)

202 continue
DO 21 I=1,ispl ,npri
X=FSPACE(1)

21 WRITE(3,25)X,AFUN(I) ,ASUN(I)
DO 22 I=1,ispl ,npri
X=FSPACE(1)

22 WRITE(3,25)X,BFUN(1) ,BSUN(I)
DO 23 I=1,ispl ,npri
X=FSPACE(I)

23 WRITE(3,25)X,FFUN(1),FSUN(T)
DO 24 I=1,ispl ,npri
X=FSPACE(1)

24 WRITE(3,25)X,CFUN(I),CSUN(I)
DO 224 I=1,ispl ,npri
X=FSPACE(1)

224 WRITE(3,25)X,DFUN(1) ,DSUN(T)
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ccC

ccc

ccC

ccc

28

29

26
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DO 28 I=2,ISP1,npri

X=FSPACE(1)
WRITE(88,26)X, afun (i) ,bfun(i), ffun(i),cfun(i),dfun(i)
continue

DO 29 1=2,ISP1,npri

X=FSPACE(I)

continue
FORMAT(E16.10,2X,E16.10,2X,E16.10,2X,E16.10)
FORMAT (710 .4)

STOP

END

SUBROUTINE FSUB(X,Z,F)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)

COMMON /PAR/ XL,PI,AL, beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma, xq
DOUBLE PRECISION Z(10),F(5)

Z1=7(1)
72=7(2)
Z3=7(3)
Z4=7.(4)
Z5=7(5)
76=7(6)
Z7=72(7)
78=7(8)
z9=2(9)
z10=z(10)

ffl=(alphaszl*z3%%2x27%z9+alpha+z1+25%%2%27%29+210%22%27 —2.0x22
%2829 )/(27%29)

ff2=(—betal3 «+2sxq#*2%23%27 %29 ++2+beta3d «x2%23%25%%2%27 %29 xx2+2z1
w0k 2%23%27—210%24 %27 %29+23 %43% 27 %29%%2—23%27 %29 %%2 —2.0% 24 %28 %29
#2)/(27T%29 %%2)

ff3=(—betal2 «*x2xxqux2%z5%27 %29 x2+beta2 «%2+z5++3%27%xz9+=2+beta3
wk2w 23 w42%25% 27 %29 w2 —betad xx2x 25427 %2942+ 21 %#2%25%27—210%26
27%29 —2.0%26%28%29 «%2)/( 27 %29 %%2)

ff4=(—alphaxbetal2 **2xgammaxxq**4%27 +%2%29 %%2+2.0x alphasxbeta «%2

sgammaxXq# 2% 25 # %2+ 27 %%2%z29%+x2—alphaxbeta2 x*x2+xgammax*z5 ##4% 27 #*
2479 #%2+2.0xalphasbetad «s2s+gammasXq##2% 23 #%2x 27 %2529 %52 —2.0%
alphas=beta3 «x2+«gammasxq##2%27 #%2%29%%2 —2.0xalphasxbetald «x2x
gamma#z3 ##2% 25 %% 2% 27 %2429 x%24+2.0% alphaxbeta3 x*2:xgammaxz5 %2
z7#%2%z29%+2—alphasgamma#z3 #%4% 27 #%2%29 % %2+2.0% alpha xgammasz3
2477 #%2%z9+x2—alphasgammasz7 #%2% 29 %2 —4.0x alpha+z10%27+28%29—
4.0xalpha%z8#%2%29%%2+2.0xgamma*z2 +%2%27 %«%2)/(4.0* alpha*z7%z9
#3%2)

ffS=(—alphaxbetal «x*2xgammaxxq#+4+27 %29 x%2+2.0x alphaxbeta «=2x

gamma#Xq##2%z5%x%2% 27 %29 %x2—alphaxbeta x+2xgammaxz5 %427 %29 %%2
+2.0xalphaxbetal3 «*2xgammasxq*#2%23 %%2%27%29%%2—-2.0xalphaxbeta3
#% 2k gammaxXqkx2%27%29%%2 —2.0x alphaxbetald «+2+gamma#z3 #*2% 25 s %2
27429 %%242.0xalphasxbetald «x2s+gammaxzS++2%27%29%%2 —4.0xalphasx
gammaxz1 «%2%z3%%2%727 —4.0x alphasxgammasz]1 %%2%z5%%2%z7—alpha=x
gamma#z3 #x4%27 %29 %%2+2.0x alphaxgammaxz3 ++2+z7%29*+2—alpha=
gammax#z7 %29 %%2—8.0xalpha*z10%28%29 —2.0xgammaxz2 x+2%27 )/ (4.0
alpha=xz7%2z9)

f(1) = ffl
£(2) = ff2
£(3) = ff3
f(4) = ff4
£(5) = ff5
RETURN

END

SUBROUTINE DFSUB (X,Z,DF)
IMPLICIT REAL#8 (A-H,0-Z)
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B.2 DRIVER PARA CORDAS COSMICAS NAO-ABELIANAS:

COMMON /PAR/ XL, PI,AL, beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma, xq
DOUBLE PRECISION Z(10),DF(5,10)
Z1=7Z(1)

72=7.(2)

73=7(3)

74=7.(4)

75=7.(5)

76=7(6)

Z7=7.(7)

78=7.(8)

z9=2(9)

z10=z(10)

dffl1=alphax(z3%%2+25%%2)

dff12=(z10%27 —2.0%28%29)/(z7%29)

dff13=2.0xalpha=xzl=%z3

dff14=0.0

dff15=2.0xalphaxzl=*z5

dff16=0.0

dff17=(2.0%22+28)/z7 %2

dff18=(—2.0%22)/27

dff19=(—2z10%22)/z9*%2

dff110=2z2/z9

dff21=(2.0%z1%23)/z9%%2

dff22=0.0

dff23=(—betad #*2xxq#+2+29*x2+betad «+2%z5*%2% 2942421 *+x2+3.0%23
#3828 294%2—29 % x2) /29 %x2

dff24=(—2z10%z7 —2.0%28%29 )/ (z7%29)

dff25=2.0xbetad «x2x23%25

dff26=0.0

dff27=(2.0%z4%28 )/ 27 %2

dff28=(—2.0%z4)/27

dff29=(—2.0%z1*%2+23+210%24%29 )/ 29 %%3

dff210=(—z4)/z9

dff31=(2.0%2z1%25)/2z9 %2

dff32=0.0

dff33=2.0xbeta3 «+2x23%2z5

dff34=0.0

dff35=(—beta2 *«*2xxq**2%29%%2+3.0x beta «+2%25%%2%29 %2+ beta3 x+2x
73 %4%2%729xx2—beta3 x«x2x 29 %2421 xx2)/ 29 %2

dff36=(—2z10%27 —2.0%x28%29)/(27%29)

dff37=(2.0%26%28)/z7 %2

dff38=(—2.0%26)/2z7

dff39=(—2.0%2z1%%2%25+210%26%29 )/ 29 %3

dff310=(—26)/z9

dff41=0.0

dff42 =(gamma=xz2+z7 )/ ( alpha%z9x%2)
dff43=gammaxz3+z7 «(beta3 x*x2xxq++2—betal3 «*x2xz5++2—23 xx2+1.0)
dff44=0.0
dff45=gammaxz5+2z7 %x(beta2 «*2xxq++2—beta x*x2xz5+:2—beta3 #x2x 23 xx2
+betal3 xx2)

dff46=0.0

dff47=(—alphaxbeta2 «x2xgammaxxq*+4+27 %«%2%29%+x2+2.0x alphaxbeta2
w2k gamma Xqkk 25k 25 w2427 %42+ 29%x2—alphaxbeta ««2xgammaxz5 s x4
727 #5279 %x%x2+2.0% alphaxbeta3 «x2xgammaxxq##2+ 23 #42% 27 %x2% 29 %52 —
2.0« alphaxbetal «x2sxgammasxq#+2%27 #%2%29 %2 —-2.0xalphasbetal =2«
gamma#z3 ##2% 25 %% 2% 27 #%2%29 % %2+2.0% alphaxbeta3 **2:xgammaxz5 %2
27 #%2%29+x2—alphasxgamma#z3 #4527 %%2+29 *%242.0x alphaxgamma=z3
2477 %%2%z9%x2—alphasgammasz7 #%2%29 +%2+4 .0« alpha+28 «%2%x 29 %2+
2.0xgammaxz2%%2%27 %%2)/(4.0% alpha*z7 %%2%29 %x2)

dff48=(—2z10%27 —2.0%28+29)/(z7%29)

dff49=(alpha+z10%z8+z9—gamma=*z2++2%2z7 )/( alpha%z9*%3)

dff410=(—28)/z9

dff51=(—2.0%xgammasxz] *(z3*%2+25%%2))/z9

dff52=(—gammaxz2 )/( alpha=z9)
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dff53 =(gammaxz3 x(beta3 ««2xxq#+2%29+x2—betad «x2% 25 %%2% 29 %%2 —2.0x
71 4%2—23%4%2%29%%x2+29 %x%2))/ 29

dff55=0.0

dff55=0.0

dff56=0.0

dff57=(2.0%2z10%2z8 )/ 27 «=2

dff58=(—2.0%2z10)/27

dff59 =(gamma=(—alphas=beta «*2xxq++4%z9%%2+2.0xalphaxbeta x*2xxq
#%2% 725 %%2%29%x2—alphaxbeta ##2%25%%4%29%%2+2.0x alphaxbetal3 «x2x
XqQ##2%23%%2%29%%2 —2.0xalphaxbetal3 «+2xxq**2%29%%2 —-2.0xalphax
beta3 #x2xz3#%2%25%%2+29%%242.0x alphasxbetad ##2%25%%2+29 %244 .0x
alpha#zl*%2x2z3xx2+4.0xalphaxz]+«2xz5%x2—alpha%z3#%x4%29%x%x2+2.0x
alpha#z3#%2%29%x2—alpha*z9*+2+2.0%22%%2))/(4.0* alpha»z9%x2)

dff510=(—-2.0%28)/z7

df(1,1) = dff11
df(1,2) = dff12
df(1,3) = dff13
df(1,4) = dffl14
df(1,5) = dff15s
df (1,6) = dffl6
df (1,7) = dff17

df (1,8) = dff18
df(1,9) = dff19
df(1,10) = dff110

df(2,1) = dff21
df(2,2) = dff22
df(2,3) = dff23
df (2.,4) = dff24
df(2,5) = dff25
df (2,6) = dff26
df(2,7) = dff27
df(2,8) = dff28

df(2,9) = dff29
df(2,10) = dff210

df(3,1) = dff31
df (3,2) = dff32
df(3,3) = dff33
df (3,4) = dff34
df(3,5) = dff3s
df (3,6) = dff36
df(3,7) = dff37
df (3,8) = dff38

df(3,9) = dff39
df(3,10) = dff310

df(4,1) = dff41l
df (4,2) = dff42
df (4,3) = dff43
df (4,4) = dff44
df (4,5) = dff4s
df (4,6) = dff46
df (4,7) = dff47
df (4,8) = dff4s

df (4,9) = dff49
df(4,10) = dff410

df(5,1) = dff51
df(5,2) = dff52
df (5,3) = dff53
df(5,4) = dffs54

df(5,5) = dff55
df(5,6) = dff56
df(5,7) = dff57
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df (5,8) = dff58

df(5,9) = dff59

df(5,10) = dff510

cc

RETURN
END
SUBROUTINE GSUB(1,Z,G)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
COMMON /PAR/ XL, PI,AL, beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma, xq
DOUBLE PRECISION Z(10),G
Go1O0(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10),1

1 G=2(1)—1.d0
RETURN

2 G=Z(3)—0.d0
RETURN

3 G=Z(5)—0.D0
RETURN

4 G=7(7)—1.D0
RETURN

5 G=Z7(8)—0.D0
RETURN

6 G=Z(9)—0.00
RETURN

7 G=Z(10) —1.D0
RETURN

8 G=z(1)—0.d0
RETURN

9 G=Z(3)—1.d0
RETURN

10 G=Z(5)—xq
END

SUBROUTINE DGSUB(I ,Z,DG)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
COMMON /PAR/ XL, PI,AL, beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma, xq
DOUBLE PRECISION Z(10),DG(10)
DO 111 J=1,10
111 DG(J)=0.D0

GOo10(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10),1

1 DG(1)=1.d0
RETURN

2 DG(3)=1.D0
RETURN

3 DG(5)=1.D0
RETURN

4 DG(7)=1.D0
RETURN

5 DG(8) = 1.D0
RETURN

6 DG(9)=1.D0

7 DG(10)=1.D0
RETURN
8 DG(1)=1.D0
RETURN
9 DG(3)=1.D0
RETURN
10 DG(5)=1.D0
END
CCCCCccecececcccececccceccecceccccccceecccccecccccccceccecc
C
C ROUTINE INTPOL
C
CCCCCCCcCrereccceeeecccceececcerececcccececcccecceccccecceecccec
SUBROUTINE INTPOL
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
DIMENSION Z(10) ,DMVAL(5)



124

20

21

22

23

24

25

40

APENDICE B CODIGOS

COMMON /FIELDS/ XI(400),V1(400),V2(400),V3(400),VvV4(400),
# V5(400),V6(400) ,W1(400) ,W2(400) ,W3(400) ,W4(400),
* V7(400),V8(400),V9(400),V10(400),W5(400)
COMMON /PAR/ XL, PI,AL, beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma, xq

COMMON /PARB/ XMAX,IMAX

DO 20 I=1,IMAX

READ(3,25)XI(1),VI(I),V2(I)

WRITE (4 ,25)XI(1),V1(1),V2(I)

DO 21 I=1,IMAX

READ(3,25)XI(1),V3(I),V4(I)

WRITE (4 ,25)XI(1),V3(1),V4(I)

DO 22 1=1,IMAX

READ(3,25)XI(1),V5(I),V6(I)

WRITE (4 ,25)XI(1),V5(1),V6(I)

DO 23 I=1,IMAX

READ(3,25)XI(1),V7(I),V8(I)

WRITE (4 ,25)XI(1),V7(1),V8(I)

DO 24 1=1,IMAX

READ(3,25)XI(1),V9(I),VI10(I)

WRITE (4 ,25)XI(1),V9(1),VI10(I)

FORMAT(E16.10,2X,E16.10,2X,E16.10)
REWIND 3

write (6,%)  coucou’
XMAX=XI (IMAX)
MAXM=IMAX—1

DXO=XI(2)—-XI(1)
DXF=XI (IMAX)—XI (IMAXM)

WL(1)=(V2(2)—V2(1))/DXO
W2(1)=(V4(2)—V4(1))/DXO
W3(1)=(V6(2)—V6(1))/DXO
W4(1)=(V8(2)—V8(1))/DXO
W5(1)=(V10(2)—V10(1))/DXO

W1 (IMAX) = (V2 (IMAX)—V2 (IMAXM) ) / DXF
W2(IMAX) = (V4 (IMAX) — V4 (IMAXM ) ) / DXF
W3(IMAX) = (V6 (IMAX)— V6 (IMAXM ) ) / DXF
W4(IMAX ) = (V8 (IMAX)— V8 (IMAXM ) ) / DXF
W5(IMAX)=( V10 (IMAX)— V10 (IMAXM)) ) / DXF

DO 40 I=2,IMAXM

IP=I+1

M=1-1

DXI=XI(I1P)—XI(IM)
WI(1)=(V2(IP)—V2(IM))/DXI
W2(1)=(V4(IP)—V4(IM))/DXI
W3(1)=(V6(IP)—V6(IM))/DXI
W4(1)=(V8(IP)—V8(IM))/DXI
W5(1)=(V10(IP)—V10(IM))/DXI

CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE SOLUTN(X,Z,DMVAL)

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)

DIMENSION Z(10) ,DMVAL(S)

COMMON /FIELDS/ XI(400),V1(400),V2(400),V3(400),V4(400),

* V5(400),V6(400) ,W1(400) ,W2(400) ,W3(400) ,W4(400),
V7(400),V8(400),V9(400),V10(400),W5(400)

COMMG\I /PAR/ XL,PI,AL, beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma, xq

COMMON /PARB/ XMAX,IMAX
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B.2 DRIVER PARA CORDAS COSMICAS NAO-ABELIANAS:

IF (X.EQ.0.D0)GO TO 1
IF (X.GE.XMAX)GO TO 2
DO 10 I=1,IMAX
IDXP=1

IF (X.LT.XI(I))GO TO 11
CONTINUE

IDX=IDXP—1
XDX=X1I(IDX)

XDXP=XI (IDXP)
FAK=(X—XDX ) / ( XDXP-XDX)

Z(1)=V1(IDX)+(VI(IDXP)-V1(IDX))*FAK
Z(2)=V2(IDX)+(V2(IDXP)—V2(IDX))*FAK
Z(3)=V3(IDX)+(V3(IDXP)-V3(IDX)) *FAK
Z(4)=V4(IDX)+(V4(IDXP)—V4(IDX)) *FAK

Z(5)=V5(IDX)+(V5(IDXP)—-V5(IDX)) *FAK
Z(6)=V6(IDX)+(V6(IDXP)—V6(IDX))+FAK
Z(7)=V7(IDX)+(V7(IDXP)-V7(IDX)) *FAK
Z(8)=V8(IDX)+(V8(IDXP)—V8(IDX))*FAK
Z(9)=VI9(IDX)+(V9(IDXP)—-V9(IDX)) *FAK
Z(10)=V10(IDX)+(V10(IDXP)—-V10(IDX))*FAK

DMVAL(1)=W1(IDX)+(WI1(IDXP)-WI1(IDX)) «FAK
DMVAL(2)=W2(IDX)+(W2(IDXP)—-W2(IDX)) «FAK
DMVAL(3)=W3(IDX)+(W3(IDXP)—-W3(IDX) ) « FAK
DMVAL(4)=W4(IDX)+(W4(IDXP)—-W4(IDX) ) « FAK
DMVAL(5)=W5(IDX)+(W5(IDXP)—-W5(IDX) ) * FAK

RETURN
CONTINUE

Z(1)=V1(1)
Z(2)=V2(1)
Z(3)=V3(1)
Z(4)=V4(1)
Z(5)=V5(1)
Z(6)=V6(1)
Z(7)=V7(1)
Z(8)=V8(1)
Z(9)=V9(1)
Z(10)=V10(1)

DMVAL(1)=wl (1)
DMVAL(2)=W2(1)
DMVAL(3)=W3(1)
DMVAL(4)=W4(1)
DMVAL(5)=W5(1)
RETURN
CONTINUE

Z(1)=V1(IMAX)
Z(2)=V2(IMAX)
Z(3)=V3(IMAX)
Z(4)=V4(IMAX)
Z(5)=V5(IMAX)
Z(6)=V6 (IMAX)
Z(7)=V7(IMAX)
Z(8)=V8(IMAX)
Z(9)=V9(IMAX)
Z(10)=V10(IMAX)

DMVAL( 1)=W1(IMAX)
DMVAL(2)=W2(IMAX)
DMVAL(3)=W3(IMAX)
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DMVAL(4)=W4(IMAX)
DMVAL(5)=W5(IMAX)

RETURN
END

B.3 input.dat para cordas cosmicas Abelianas:

1000.0
alpha=
2.0
gamma=
0.6
TOLIN=
0.01
NINT=
400

400
NDIAG=
-1
Npri=

B.4 Driver para cordas cosmicas Abelianas:

Departamento de Fisica — UFPB
Antonio de Padua Santos

May 2014, Abelian Cosmic String

z1= Higgs, z3= gauge, z5= N, z7 =L

ccccccec GENERAL REMARK: the functions that enter the program are
cccccece denoted as follows: f=z(l), f’=z(2), P=z(3), P’=z(4),
ccccece N=z(5), N'=z(6), L=z(7), L’=z(8)
cceecccecececeecccccececececccccecececccccecececcecccccecececececcccceceeccececcccececccccccccce

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)

COMMON /PAR/ XL, alpha ,gamma

COMMON /PARB/ XMAX,IMAX

DOUBLE PRECISION ZETA(8) ,FSPACE(800000)

DOUBLE PRECISION TOL(4),Z(8) ,DMVAL(4)

DOUBLE PRECISION AFUN(850),ASUN(850)

DOUBLE PRECISION BFUN(850),BSUN(850)

DOUBLE PRECISION CFUN(850),CSUN(850)

DOUBLE PRECISION FFUN(850) ,FSUN(850)

DOUBLE PRECISION DDFUN(850) ,DDSUN(850)

DOUBLE PRECISION EEFUN(850) ,EESUN(850)

DOUBLE PRECISION AAS(850),BAS(850),FAS(850)

DOUBLE PRECISION ELCH(850)

INTEGER ISPACE(80000) ,M(4),IPAR(11),LTOL(4),NPAS(4)

DOUBLE PRECISION INTE(80010)

DOUBLE PRECISION xmass

EXTERNAL COLSYS

EXTERNAL FSUB,DFSUB, GSUB,DGSUB, SOLUTN, INTPOL



ccccece
ccccece
ccccece
ccccece

[N oNoNe!

cccc

cccce
ccccce

ccccece

B.4 DRIVER PARA CORDAS COSMICAS ABELIANAS:

open(unit=1, file="input.dat’)

open(unit=2, file="alpha.dat’, position="append’)
open(unit=22, file='gamma.dat’, position="append’)
open(unit=3, file="solu.new’)

open(unit=4, file="solu.old’)
open(unit=88,file="print.dat’)
open(unit=89,file="Abelian_N.dat ")
open(unit=90,file="Abelian_L .dat ")
open(unit=91,file="Abelian_dN.dat )
open(unit=92,file="Abelian_dL.dat ")

INPUT DATA FOR PHYSICAL PROBLEM

parameters that appear in the equation

XL is equal to the maximal value of the radial coordinate
TOLIN is the tolerance in the error

NINT=IMAX is the number of discrete points

READ(1 ,x*)
READ(1,%) XL
READ(1 ,x%)
READ(1 ,%) alpha
READ(1 , )
READ(1 ,*) gamma
READ(1 ,x*)
READ(1 ,%) TOLIN
READ(1 ,x*)
READ(1 ,%) NINT
READ(1 , )
READ(1 ,x) IMAX
READ(1 , %)
READ(1 ,*) NDIAG
READ(1 ,x)
READ(1 ,#*) npri

CALL INTPOL

INPUT FOR SUBROUTINE COLSYS

NCOMP= number of differential equations

M(i), i=1,2,3,4 the order of the differential equation
NCOMP=4

M(1)=2

M(2)=2

M(3)=2

M(4)=2

ALEFT= left boundary on which we fix conditions, here ALEFT=0
ALEFT=0.D0

ZETA(1)=ALEFT

ZETA (2)=ALEFT

ZETA(3)=ALEFT

ZETA (4)=ALEFT

ARIGHT = right boundary on which we fix the conditions, in principle

but we integrate up to XL, good enough for numerics
ARIGHT=XL

ZETA(5)=aleft

ZETA(6)=aleft

ZETA(7)=x1

ZETA(8)=x1

Tolerance associated to the 4 ODEs
TOL(1)=TOLIN

TOL(2)=TOLIN

TOL(3)=TOLIN

TOL(4)=TOLIN
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ccccce

1

Cccc some general

55

cccce

3 FORMAT(’ alpha =

4 FORMAT(’ akas=

5 FORMAT(’Fp(0) =’,D12.6,2X,’PPP(0) =
6 FORMAT(’XL =

ccc

ccc

ccecececcececcecce

cC

Tolerance on the function
LTOL(1)=1
LTOL(2)=3
LTOL(3)=5
LTOL(4)=7
DO 1 I=1,11
IPAR(I)=0
parameters
IPAR(1)=1
IPAR (3)=NINT
IPAR (4)=4
IPAR(5)=800000
IPAR(6)=80000
IPAR (7)=NDIAG
IPAR(8)=1
IPAR(9)=1
DO 55 INP=1,IMAX
READ(3,%)X,AA,BB
FSPACE (INP)=X
CONTINUE
REWIND 3

Call of COLSYS,

the black box solver

APENDICE B CODIGOS

¢ccececececceccececce

CALL COLSYS(NCOMP,M, ALEFT, ARIGHT ,ZETA,IPAR ,LTOL,TOL,
* FIXPNT, ISPACE ,FSPACE, IFLAG ,FSUB,
* DFSUB, GSUB, DGSUB, SOLUTN)

ISP1=ISPACE(1)

# 2X,’ beta2 =

" F10.4,°
WRITE (6 , )’

IF (IFLAG.NE. 1) STOP
value of deficit angle
xor = fspace (IMAX)

*,D12.6,2X, gamma =
’,d12.6)

*,D12.6,2X,’ bkas=

IFLAG =
colsys a fini —meche=",ispl

in units

*,DI12.6,

*,D12.6)

* . D12.6)

*,12,”’NBR MECHES = ’,I13)

of 2%pi cccccececececcececcce

CALL APPSLN(Xor ,Z,FSPACE, ISPACE)

xdelta = 1.d0—z(8)

Calculation of inertial

NPAS(1)=20000
NPAS(2)=40000
NPAS(3)=80000

DO 45 k=1.,3

NPA = NPAS(k)

NPB = NPA+1
INTE(1)=1.D0/3.D0
DO 8 I=2,NPA,2
INTE(I)=4.D0/3.D0
IP=1+1
INTE(IP)=2.D0/3.D0
INTE (NPB)=1.D0/3.D0
XSTR = 0.D0

xene = 0.D0

XNPA = DFLOAT(NPA)

DXS=XL/XNPA
X=0.D0
X=X+DXS

DO 7 I=2,NPA

energy per unit
lambda_1l=eta_1%%2

length in units

of 2xpi

cceceeeececcecceccecccceccccceccccccccccce

CALL APPSLN(X,Z,FSPACE,ISPACE)

and units

of
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Z1=7(1)
72=7.(2)
73=7.(3)
74=7.(4)
75=7.(5)
76=72(6)
z7=z(7)
z8=z(8)

xene = xene + z5#z7 x(z2#x2+ z4xx2/(alphaxz7++2)+
(z3%z1/27)+%2 + 0.5%(1 —2z1%%2)%+2)«DXS*INTE(I)

X=X+DXS
7 CONTINUE

45 CONTINUE
WRITE(2,266) alpha, xene
WRITE(22,266) gamma, xene
WRITE (6 ,%) alpha ,gamma, xene , xdelta

ccccccce end of calculation of the inertial energy per unit length in units of 2%pi cccccececcececcececcceecccecc

cccceccece  write the solution into the file solu.new

DO 202 I=1,ispl

X=FSPACE(1I)

CALL APPSLN(X,Z,FSPACE,ISPACE)
AFUN(I)=Z(1)

ASUN(I1)=Z(2)

BFUN(1)=Z(3)

BSUN(I)=Z(4)

FFUN(1)=Z(5)

FSUN(1)=Z(6)

CFUN(1)=Z(7)

CSUN(1)=Z(8)

202 continue
DO 21 I=1,ispl ,npri
X=FSPACE(1I)
21 WRITE(3,25)X,AFUN(1),ASUN(T)
DO 22 I=1,ispl ,npri
X=FSPACE(1)
22 WRITE(3,25)X,BFUN(1) ,BSUN(I)
DO 23 I=1,ispl ,npri
X=FSPACE(1)
23 WRITE(3,25)X,FFUN(1),FSUN(T)
DO 24 1=1,ISP1,npri
X=FSPACE(1)
24 WRITE(3,25)X,FFUN(1),ESUN(T)
DO 28 I=2,ISP1,npri
X=FSPACE(1)
c WRITE(88,266)x,afun(i),bfun(i), ffun(i),cfun(i)
write (89,266)x, ffun(i)
write (90,266)x, cfun(i)
write (91,266)x, fsun(i)
write (92,266)x, csun(i)
28 continue
25 FORMAT(E16.10,2X,E16.10,2X,E16.10,2X,E16.10,E16.10,2X,E16.10,2X,
& E16.10,2X,E16.10,2X,E16.10,2X,E16.10,2X,E16.10)
266 FORMAT(7f14.8)
STOP
END
C
Cccc subroutine that contains the ODEs
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SUBROUTINE FSUB(X,Z,F)
IMPLICIT REAL%8 (A-H,0-Z)
COMMON /PAR/ XL, alpha ,gamma
DOUBLE PRECISION Z(8),F(4)

Z1=7(1)

72=7(2)

73=7(3)

74=7(4)

Z5=7(5)

76=7(6)

z7=z(7)

z8=z(8)
cc
ccccec Ordinary differential equations here cccccceccccccccce
cccc  the ODEs are always written in the form highest derivative = rest
cccc e.g. for the function P, they read P’ ’=....
cccec thus, ffl stands for P’’, ff2 for h’’, ff3 for R’’ and ff4 for f’°
ccececccecececececccccecececececccccecececcccccecececccccececccececccceceecceccccceccecceccccccecccccce

ffl1=(—2z2%(2.0%26%x27 %2 + z8xz5+27) + z1x((z1+%x2—1.0)%z5%x27 %2+

z3%%2%25))/ (2527 x%2)

ff2= (z4+(—2.0%2z6%2z7 + z8%z5) + alpha=zl*%2%x23%25%27)/(25%27)

ff3= (—4.0xalpha+z6+(z6+27*%2+28%25x27 )+

gammaz5 # (2.0% z4 #%2% 25—

alpha#(1.0—z1#%2)%%2%25%27 %%2))/(4.0% alpha*z5%27 %%2)

ff4=(—8.0xalpha*z6+28%x27%x2—

gamma#z7 % (2.0% z4 #+2+254+4.0% alpha*z3 %221 %%2+25+

(1—z1#%2)xx2xalphaxz5+27 x%2))/(4.0% alphaxz5%27 x2)

¢cceceeeeececcecceccecceccecceccecceccecceccecccecceccceccecceccecceccccccccccccceccccccccccccccccccccccccccccce

f(1) = ffl
£(2) = ff2
£(3) = ff3
f(4) = ff4

CcC

RETURN
END
cce

SUBROUTINE DFSUB(X,Z,DF)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
COMMON /PAR/ XL, alpha ,gamma
DOUBLE PRECISION Z(8) ,DF(4,8)
Z1=7(1)

72=7.(2)

73=7(3)

74=7.(4)

75=7.(5)

76=7(6)

77=7.(7)

78=7(8)

ccceccececcceccecece Jacobian of ODEs here cccccecceccececcececccecececcecceccececccccececcecccecececccecececce
ccccececccccececcccce contains derivatives of the ODEs with respect to the functions
cccceccecccececcccce notation: dfll=derivative of 1.0DE with respect to z(1)=P, dfl2
ccecececcccccce derivative of 1.0ODE with respect to z(2)=P’ ccccceccecececcce
ccecececceeccecccecceeccceccececceccceccececcceccececcecccecceecceccececcececcceccececceccececcececcececcececcec

dff11=3.0xz1%+x2—1.0 +(z3/27)*%2

dff12=—(2.0%z6/z5 +z8/27)

dff13=2.0x2z1%23/27 %2

dff14=0.0

dff15=2.0%22%26/2z5%x%2



cceeeeeececcecceccececcecceccecceccecceccecceccceccecceccecceccecccecceccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccce

cC

B.4 DRIVER PARA CORDAS COSMICAS ABELIANAS:

dff16=—2.0%22/25

dff17=22%28/z7++2 — 2.0%2z1%23%%2/27 %%3
dff18=—22/27

dff21=2.0«xalpha%zl*z3

dff22=0.0

dff23=alpha=zl %2

dff24=-2.0%xz6/2z5 +z8/z7

dff25=2.0%24%26/25%%2

dff26=—2.0%xz4/z5

dff27=—2z4%28 /27 %2

dff28=z4/27

dff31=gammaxz5+z1 (1.0 —z1%%2)

dff32=0.0

dff33=0.0

dff34=gammaxz5%z4/( alphaz7 %%2)

dff35=(26/2z5)+%2 +gamma=(z4 +%2/(2.0x alphaxz7%%2)—
((1.0—zl *%2)%x2)/4.0)

dff36=—(2z8/z7 +2.0%z6/2z5)

dff37=(26%28/27%%2) —gammaxz5%z4 +«x2/(alpha*z7%%3)
dff38=—26/z7
dff4l=—gammaxz1 %27 %(2.0%(2z3/27)%%2—(1.0—2z1 %x%2))
dff42=0.0

dff43=—2.0%xgamma=*z3%z1 *%2/27
dff44=—gamma=z4 /( alpha=z7)

dff45=2.0%26+28/2z5%x2

dff46=—2.0%28/z5

dff47=gammasx(z4 «%2/(2.0% alpha*z7%%2)+(2z3%z1/27)%*2 —
((1.0—z1 %%2)%%2)/4.0)

dff48=-2.0%26/25

df(1,1) = dffl1
df(1,2) = dff12
df(1,3) = dff13
df (1,4) = dff14
df (1,5) = dffl5
df(1,6) = dff16
df (1,7) = dff17
df(1,8) = dff18

df(2,1) = dff21
df(2,2) = dff22
df(2,3) = dff23
df (2.,4) = dff24
df(2,5) = dff25
df (2,6) = dff26
df(2,7) = dff27
df(2,8) = dff28

df(3,1) = dff31
df(3,2) = dff32
df(3,3) = dff33
df (3,4) = dff34
df(3,5) = dff3s
df (3,6) = dff36
df(3,7) = dff37
df (3,8) = dff3s

df (4,1) = dff41
df (4,2) = dff42
df (4,3) = dff43
df (4,4) = dff44

131
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df(4.,5) = dff4s
df(4.,6) = dff46
df(4,7) = dff47
df(4,8) = dff48
RETURN
END
cccce  boundary conditions here
cce these are written in the form

ccecececece e.g.

ccccee first

COMMON

the conditions P=n becomes here z(l)—n

three boundary conditions

/PAR/ XL, alpha , gamma

DOUBLE PRECISION Z(8) ,G
GOoTro(1,2,3,4,5,6,7,8),1

—

RETURN

G=Z(1)—-0.d0

2 G=Z(3)—-1.d0

RETURN

3 G=Z(5)—-1.d0

RETURN

4 G=Z2(6) —

RETURN

5 G=Z(7) —

RETURN

0.D0

0.D0

6 G=Z(8)—1.D0

RETURN

7 G=Z(1)—1.d0

RETURN
8 G=Z(3)—-0.D0
RETURN
END
ccceceece  contains
ccc of the boundary condition with respect
SUBROUTINE DGSUB(I ,Z,DG)
IMPLICIT REAL#8 (A-H,0-Z)
COMMON /PAR/ XL, alpha ,gamma
DOUBLE PRECISION Z(8) .,DG(8)
DO 111 J=1,8
111 DG(J)=0.D0
GOTO(1,2,3,4,5,6,7,8),1
1 DG(1)=1.d0
RETURN
2 DG(3)=1.d0
RETURN
3 DG(5)=1.d0
RETURN
4 DG(6)=1.d0
RETURN
5 DG(7)=1.d0
RETURN
6 DG(8)=1.d0
RETURN
7 DG(1)=1.d0
RETURN
8 DG(3)=1.d0
RETURN
END

APENDICE B CODIGOS

condition=0,

are at x=0,

to z(1)

= 0 cccceccccccccccce

cceceeecececceecceecccecccecceecceccececceecceeccceccececcececceccececceecce

the other

cceceeccececceecceeccceccceccececceccececcececceccceccececcececcceccececceecce
SUBROUTINE GSUB(1,Z,G)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)

is

equal

CCCCrcccccccceccccccccceccceccecccccccccccccceccccccccceccc

C

three are at XL

the Jacobian of the boundary conditions , DG(1)=1 means that

to 1

the derivative



C
C
c

B.4 DRIVER PARA CORDAS COSMICAS ABELIANAS:

ROUTINE INTPOL
reads the starting solution (from solu.new) and
makes a simple interpolation

CCCCCecccceeeccccececcccecceccceccccccecceccecccecceccecececcec

20

21

22

23
25

40

cccccece  takes result from interpolation and constructs the new starting

SUBROUTINE INTPOL
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION Z(8) ,DMVAL(4)
COMMON /FIELDS/ XI(400),VI(400),V2(400),V3(400),V4(400),
V5(1000),V6(400) ,WL(400) ,W2(400) ,W3(400) ,W4(400),
V7(400),V8(400),V9(400),V10(400),V11(400)
,V12(400),
W5(400) ,W6(400)
COMMON /PAR/ XL,b2,b3,q
COMMON /PARB/ XMAX, IMAX
DO 20 I=1,IMAX
READ(3,25)XI(1),VI(I),V2(I)
WRITE(4,25)XI(1),V1(I),V2(1)
DO 21 I1=1,IMAX
READ(3,25)XI(1),V3(1),V4(I)
WRITE (4 ,25)XI(1),V3(1),V4(1)
DO 22 1=1,IMAX
READ(3,25) XI(1),V5(1),V6(I)
WRITE (4 ,25)XI(I),V5(I),V6(1)
DO 23 1=1,IMAX
READ(3,25) XI(I1),V7(I),V8(I)
WRITE(4,25) XI(I),V7(I),V8(I)
FORMAT(E16.10,2X,E16.10,2X,E16.10)

L

REWIND 3

XMAX=XT (IMAX)
IMAXM=IMAX—1

DXO=X1(2)—XI(1)
DXF=XI (IMAX)— XI (IMAXM)

WI1(1)=(V2(2)—V2(1))/DXO
W2(1)=(V4(2)—V4(1))/DXO
W3(1)=(V6(2)—V6(1))/DXO
W4(1)=(V8(2)—V8(1))/DXO

WI1(IMAX) =(V2(IMAX)— V2 (IMAXM ) ) / DXF
W2(IMAX) = ( V4 (IMAX)— V4 (IMAXM ) ) / DXF
W3(IMAX) = (V6 (IMAX)— V6 (IMAXM) ) / DXF
W4(IMAX) = ( V8 (IMAX)— V8 (IMAXM ) ) / DXF

DO 40 1=2,MAXM

IP=I+1

IM=1-1

DXI=XI (IP)—XI(IM)
WI(1)=(V2(IP)—=V2(IM))/DXI
W2(1)=(V4(IP)—V4(IM))/DXI
W3(1)=(V6(IP)—V6(IM))/DXI
W4(1)=(V8(IP)—V8(IM))/DXI

CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE SOLUTN(X,Z,DMVAL)

133

solution ccccceccecc
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IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION Z(8) ,DMVAL(4)

COMMON /FIELDS/ XI(400),V1(400),V2(400),V3(400),V4(400),

V5(1000),V6(400) ,WI(400) ,W2(400) ,W3(400) ,W4(400),

V7(400),V8(400),V9(400),V10(400),
V11(400),V12(400),

. W5(400) ,W6(400)

COMMON /PAR/ XL,b2,b3,q

COMMON /PARB/ XMAX,IMAX

* % %

*

IF (X.EQ.0.D0)GO TO 1
IF (X.GE.XMAX)GO TO 2
DO 10 I=1,IMAX
IDXP=1
IF (X.LT.XI(1))GO TO 11
10 CONTINUE
11 IDX=IDXP—I
XDX=X1(IDX)
XDXP=XI (IDXP)
FAK=(X-XDX ) / (XDXP-XDX)

Z(1)=V1(IDX)+(V1(IDXP)—V1(IDX)) «FAK
Z(2)=V2(IDX)+(V2(IDXP)—V2(IDX)) +FAK
Z(3)=V3(IDX)+(V3(IDXP)—V3(IDX)) «FAK
Z(4)=V4(IDX)+(V4(IDXP)—V4(IDX)) +FAK

Z(5)=V5(IDX)+(V5(IDXP)—V5(IDX)) «FAK
Z(6)=V6(IDX)+(V6(IDXP)—V6(IDX)) +FAK
Z(7)=V7(IDX)+(V7(IDXP)—V7(IDX)) «FAK
Z(8)=V8(IDX)+(V8(IDXP)—V8(IDX)) +FAK

DMVAL(1)=WI1(IDX)+(WI1(IDXP)-WI1(IDX)) «* FAK
DMVAL(2)=W2(IDX)+(W2(IDXP)-W2(IDX)) «FAK
DMVAL(3)=W3(IDX)+(W3(IDXP)-W3(IDX)) * FAK
DMVAL(4)=W4(IDX) + (W4(IDXP)—-W4(IDX) ) * FAK

RETURN
1 CONTINUE

Z(1)=V1(1)
Z(2)=V2(1)
Z(3)=V3(1)
Z(4)=V4(1)
Z(5)=V5(1)
Z(6)=V6(1)
Z(7)=V7(1)
Z(8)=V8(1)

DMVAL(1)=wl (1)
DMVAL(2)=W2(1)
DMVAL(3)=W3(1)
DMVAL(4)=W4(1)

RETURN
2 CONTINUE

Z(1)=V1(IMAX)
Z(2)=V2(IMAX)
Z(3)=V3(IMAX)
Z(4)=V4(IMAX)
Z(5)=V5(IMAX)



B.5

16.0
alpha=
0.8
beta2=
2.0
beta3d=
1.0
gamma=
0.61
q:

1.0
Xc=
0.0075
TOLIN=
0.010
NINT=
1128

1128
NDIAG=
-1
Npri=

B.6

1000.0
alpha=
0.8
beta2=
2.0

B.5 INPUT.DAT PARA CORDAS COSMICAS NAO-ABELIANAS NO ESPACO-TEMPO DEDE SITTER

Z(6)=V6(IMAX)
Z(7)=V7(IMAX)
Z(8)=V8(IMAX)

DMVAL( 1)=W1(IMAX)
DMVAL(2)=W2(IMAX)
DMVAL(3)=W3(IMAX)
DMVAL(4)=W4(IMAX)

RETURN

135

input.dat para cordas césmicas nao-Abelianas no espaco-tempo de

de Sitter

input.dat para cordas cosmicas nao-Abelianas no espaco-tempo de

anti-de Sitter
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beta3=
1.0
gamma=
0.6
q:
1.0
Xc=
—0.03
TOLIN=
0.010
NINT=
1128

1128
NDIAG=
-1
Npri=

B.7 Driver para cordas cosmicas nao-Abelianas no espaco-tempo de

de Sitter e anti-de Sitter

C Departamento de Fisica — UFPB

C Antonio de Padua Santos

C July 2015: non—abelian in dS and AdS
cc z1=H, z3=X, z5=Y, z7=N, z9=L

IMPLICIT REAL#*8(A-H,0-Z)

COMMON /PAR/ XL, PI,AL, beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma,xq, xc
COMMON /PARB/ XMAX,IMAX

DOUBLE PRECISION ZETA(10) ,FSPACE(800000)

DOUBLE PRECISION TOL(5),Z(10) ,DMVAL(5)

DOUBLE PRECISION AFUN(1650),ASUN(1650)

DOUBLE PRECISION BFUN(1650) ,BSUN(1650)

DOUBLE PRECISION CFUN(1650),CSUN(1650)

DOUBLE PRECISION FFUN(1650) ,FSUN(1650)

DOUBLE PRECISION DFUN(1650) ,DSUN(1650)

DOUBLE PRECISION AAS(1650),BAS(1650),FAS(1650)
DOUBLE PRECISION ELCH(1650)

INTEGER ISPACE(80000) ,M(5),IPAR(12),LTOL(5) ,NPAS(5)
DOUBLE PRECISION INTE(80010)

EXTERNAL COLSYS

EXTERNAL FSUB,DFSUB, GSUB,DGSUB, SOLUTN, INTPOL

open(unit=1, file="input.dat’)
open(unit=2, file="solu.dat’, position="append’)
open(unit=3, file="solu.new’)
open(unit=4, file="solu.old’)
open(unit=88,file="print.dat’)

INPUT DATA FOR PHYSICAL PROBLEM

[oNoNe!

PI1=4.D0+«DATAN(1.D0)
SQ2 = DSQRT(2.D0)
READ(1 , )

READ(1 ,x)XL

READ(1 ,%)

READ(1 ,#) alpha
READ(1 ,x%)
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READ(1,%) beta2
READ(1 , %)
READ(1,*) beta3
READ(1 ,#)
READ(1 ,*) gamma
READ(1 ,x)
READ(1 ,*) xq
READ(1 , %)
READ(1,*) xc
READ(1 , )
READ( 1 , ) TOLIN
READ(1 ,x*)
READ(1 ,#)NINT
READ(1 ,x*)
READ(1 ,#)IMAX
READ(1 , )
READ( 1 ,*)NDIAG
READ(1 ,%)
read (1 ,%)npri

CALL INTPOL
INPUT FOR SUBROUTINE COLSYS

NCOMP=5
M(1)=2

M(2)=2

M(3)=2

M(4)=2

M(5)=2
ALEFT=0.D0
ZETA(1)=ALEFT
ZETA(2)=ALEFT
ZETA(3)=ALEFT
ZETA (4)=ALEFT
ARIGHT=XL
ZETA(5)=ALEFT
ZETA(6)=ALEFT
ZETA(7)=ALEFT
ZETA(8)=XL
ZETA(9)=XL
ZETA(10)=XL
TOL(1)=TOLIN
TOL(2)=TOLIN
TOL(3)=TOLIN
TOL(4)=TOLIN
TOL(5)=TOLIN
LTOL(1)=1
LTOL(2)=3
LTOL(3)=5
LTOL(4)=7
LTOL(5)=9

DO 1 1=1,11
IPAR(1)=0

—

IPAR(1)=1
IPAR (3)=NINT
IPAR(4)=5
TPAR(5)=800000
IPAR(6)=80000
IPAR (7)=NDIAG
IPAR(8)=1

IPAR (9)=1

DO 55 INP=1,IMAX
READ(3 , +)X,AA,BB
FSPACE (INP)=X
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ccc

55

3

4

5
6

APENDICE B CODIGOS

CONTINUE

REWIND 3

CALL COLSYS(NCOMP.M, ALEFT, ARIGHT ,ZETA,IPAR ,LTOL,TOL,
* FIXPNT, ISPACE ,FSPACE, IFLAG,FSUB,
* DFSUB, GSUB,DGSUB, SOLUTN)

ISP1=ISPACE(1)

FORMAT(’ alpha = ’,D12.6,2X, ’gamma = ’,D12.6,
% 2X,’ beta2 = ’,d12.6)

FORMAT(’ akas= ’,D12.6,2X,’ bkas= ’,D12.6)

FORMAT(’Fp(0) =’,D12.6,2X, PPP(0) = °,DI2.6)

FORMAT(’XL = °,F10.4,’ IFLAG = ’,12,’NBR MECHES = ’,I13)

WRITE(6 ,%)’ colsys a fini—meche=",ispl

IF (IFLAG.NE. 1) STOP

value of deficit angle in units of 2xpi ccccccececececceccce

xor = fspace (IMAX)
CALL APPSLN(Xor,Z,FSPACE, ISPACE)
xdelta = 1.d0—z(10)

ccecececececceccececceccecceccecceccecccecceccecccccecccccccccccccccccccccce

ccc

Calculation of inertial energy per unit length in units

of 2%pi and units

ccecccccececc lambda_l=eta_1l=#%2 ccccceccecececcececcececceeccececc

CcC

NPAS(1)=20000
NPAS(2)=40000
NPAS(3)=80000

DO 45 k=1,3

NPA = NPAS(k)

NPB = NPA+I
INTE(1)=1.D0/3.D0
DO 8 1=2,NPA,2
INTE(1)=4.D0/3.D0
IP=I+1
INTE(IP)=2.D0/3.D0
INTE(NPB)=1.D0/3.D0
XSTR = 0.D0

XENE = 0.D0

XNPA = DFLOAT(NPA)

DXS=XL/XNPA
X=0.D0
X=X+DXS

DO 7 I=2,NPA
CALL APPSLN(X,Z,FSPACE,ISPACE)
Z1=7(1)
72=7.(2)
73=7(3)
ZA=7(4)
Z5=7.(5)
726=72(6)
z7=z(7)
728=7(8)
z9=72(9)
z10=2(10)

xene = xene + z7%z9%(z2%%2/(2.0%alpha*z9%x2)

+(0.5)% (242426 %%2)+

(0.5)%(z1/29)xx2% (232425 %x%2)+(0.25)x(z3 %2 —1)*x2+
(beta2 «#2)%(0.25)%(z5%+2—xq*%2)*%2+(betad «x2)%(0.5)=
(23#%2 —1)%(z5#%2—xq*%2))*DXS*INTE(I)

of
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X=X+DXS
7 CONTINUE

45 CONTINUE
WRITE(2,26) alpha,beta2 ,beta3 ,gamma, xene , xdelta
WRITE(6 ,%) alpha,h beta2 , 6 beta3 ,gamma, xene, xdelta , xc

ccccccce end of calculation of the inertial energy per unit length in units of 2%pi cccccececcececcececccceccccecc
DO 202 I=1,ispl
X=FSPACE(1I)
CALL APPSLN(X,Z,FSPACE,ISPACE)
AFUN(1)=Z(1)
ASUN(I1)=Z(2)
BFUN(I1)=Z(3)
BSUN(I)=Z(4)
FFUN(1)=Z(5)
FSUN(I)=Z(6)
CFUN(I1)=Z(7)
CSUN(I1)=Z(8)
DFUN(1)=Z(9)
DSUN(1)=Z(10)

202 continue
DO 21 I=1,ispl ,npri
X=FSPACE(1)

21 WRITE(3,25)X,AFUN(1),ASUN(T)
DO 22 I=1,ispl ,npri
X=FSPACE(1)

22 WRITE(3,25)X,BFUN(1),BSUN(T)
DO 23 I=1,ispl ,npri
X=FSPACE(1)

23 WRITE(3,25)X,FFUN(I) ,FSUN(I)
DO 24 I=1,ispl ,npri
X=FSPACE(1)

24 WRITE(3,25)X,CFUN(1),CSUN(T)
DO 224 I=1,ispl ,npri
X=FSPACE(1)

224 WRITE(3,25)X,DFUN(T1) ,DSUN(I)
DO 28 1=2,ISP1,npri
X=FSPACE(1)

WRITE (88 ,26)X, afun (i), bfun(i), ffun(i),cfun(i),dfun(i)

28 continue
DO 29 1=2,ISP1,npri
X=FSPACE(1)

29 continue

25 FORMAT(E16.10,2X,E16.10,2X,E16.10,2X,E16.10)

26 FORMAT(7f10.4)

STOP
END

SUBROUTINE FSUB(X,Z,F)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)

COMMON /PAR/ XL, PI,AL, beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma,xq, xc
DOUBLE PRECISION Z(10),F(5)

Z1=Z(1)
72=7(2)
73=7(3)
Z4=7(4)
Z5=7(5)
Z6=7.(6)
Z7=7(7)
Z8=7(8)
29=2(9)
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ccC

ccc

cC

ccc

ccC
cc

APENDICE B CODIGOS

z10=z(10)

z1=H, z3=X, z5=Y, z7=N, z9=L
z2=H’ ,z4=X",26=Y" ,28=N",z10=L"

ffl=(alphaszl+z3%%2x27%z9+alpha+z1+2z5%%2%27%29+210%22%27 —2.0%22
%2829 )/(27%29)

ff2=(—betal3 «+x2sxxq**2%23%27+%29++2+beta3d «x2%23%25%%2%27 %29 xx2+2z1
w4 2%23%27—210%24 %27 %29+23 %43% 27 %29%%2—23%27 %29 %%2 —2.0% 24 %28 %29
#2)/(2T%29 %%2)

ff3=(—betal2 «*x2xxqux2%z5+%27 %29 +x2+beta2 «%2+z5++3%27%z9+=2+beta3
w%2% 723 %%2%25%27 %292 —betad «x2%25% 2T %29 %%2+ 21 %%2%25%27—210%26 %
27%29 —2.0%26%28 %29 %%2)/(27+29 %%2)

ff4=(—xc*4.0xalpha%z7#+2%29 %2

. —alphaxbeta2 «x2x«gammasxq##4%z7 x+2%z9%%2+2.0xalphaxbeta «x2

sgammax Xq##2% 25 #%2%27 %%2%z29%x2—alphaxbetal «*2+«gammaz5 #5427 %
24729 %%242.0xalphaxbetal3 «x2sxgammasxqu*2% 23 %%2% 27 %%2% 29 %%2 —2.0x
alphasxbeta3 «+2+«gammasxq##2%27 %%2%29%+2 —2.0xalphaxbeta3 w2
gamma#z3 ##2% 25 %% 2% 27 #%2%29 % %2+2.0% alphaxbeta3 x*2:xgammaxz5 %2
27 #%2%29+x2—alphasxgamma#z3 #4527 %2429 *%242.0x alphaxgamma=z3
24727 %%2%729%x%2—alphasgammaxz7 «%2%29%%2 —4 .0« alpha*z10%27 %28 %z9—
4.0+alpha#z8*%2+29 %+2+2.0xgamma*z2 ++2%27 x%2)/(4.0+ alpha*z7%z9
#%2)

ff5=(—xc*4.0%alpha*z7%29 %2
. —alphasxbeta2 xx2sxgammaxxq##4%27 %29 x+2+2.0xalpha=beta «=2x

gammaxxq#*x2% 25 %%2% 27 %29%x2—alphaxbeta ««2sxgammaxz5 x«x4%27 %29 %2
+2.0xalphaxbetal3 #+2+«gammaxxq#*2%z3%%2%27 %29 %%2—2.0xalpha=beta3
%2k gammakxXqk*2%27%29%%2—2.0xalphaxbetald «x2xgammaxz3 #%2% 25 %%2x
z7%29%%2+42.0xalphasbetald «xx2s+gammaxzS++2+27%29%%2 —4.0xalphasx
gammaxz1 #%2%z3%%2%727 —4.0x alphasgammasz] #%2%z5%%2%z7—alpha=
gamma#z3 #%4%27 %29 %%24+2.0% alphaxgammaxz3 #%2+27%z9*x%2—alpha=
gammax#2z7 %29 %%2 —8.0xalpha*z10%28%29 —2.0xgammaxz2x+2%27 )/ (4.0
alpha=#z7%29)

f(1) = ffl
£(2) = ff2
£(3) = ff3
f(4) = ff4
£(5) = ff5
RETURN
END

SUBROUTINE DFSUB (X,Z,DF)
IMPLICIT REAL#8 (A-H,0-Z)

COMMON /PAR/ XL, PI,AL, beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma,xq, xc

DOUBLE PRECISION Z(10),DF(5,10)
Z1=Z(1)
72=7.(2)
73=7Z(3)
Z4=7(4)
75=7(5)
Z6=Z(6)
Z7=7.(7)
Z8=Z(8)
29=2(9)
210=2(10)

dffl1=alpha=(z3#%2+25%%2)
dff12=(z10%27 —2.0%28%29 )/(27%29)
dff13=2.0xalpha%zl*z3
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dff14=0.0

dff15=2.0%alphaxzl=*z5

dff16=0.0

dff17=(2.0%22%28 )/ z7 %2

dff18=(—-2.0x22)/z7

dff19=(—2z10%22)/2z9%x2

dff110=2z2/2z9

dff21=(2.0%z1%23)/ 292

dff22=0.0

dff23=(—betad «#2+xq#*2+2z9**2+betad #+2%z5%#2% 29 %%2+21 #*+2+3.0%23
#2429 %2 —29 % %2) /29 %2

dff24=(—z10%27 —2.0%x28%29 )/ (27%29)

dff25=2.0xbeta3 «%2x23 %25

dff26=0.0

dff27=(2.0%2z4%28 )/ z7 %2

dff28=(—-2.0xz4)/z27

dff29=(—2.0%z1 %%2%23+210%x24%29 )/ 29 %3

dff210=(—24)/2z9

dff31=(2.0%2z1%25)/ 292

dff32=0.0

dff33=2.0xbetad «%2x2z3%25

dff34=0.0

dff35=(—beta2 **2xxq*%2%29%%2+3.0xbeta «+2%z5%%2%29 %2+ beta3 =x2x
z3 %2429 %x2—beta3 «x2x29xx2+21 x%x2)/ 29 %2

dff36=(—2z10%27 —2.0%28%29)/(z7%29)

dff37=(2.0%26%28)/z7 %%2

dff38=(—-2.0%26)/z7

dff39=(—2.0%z1%%2%25+210%26%29 )/ 29 %3

dff310=(—2z6)/z9

dff41=0.0

dff42 =(gamma=xz2+2z7 )/ ( alpha*z9x%2)

dff43=gammaxz3 %27 x(beta3 «x2xxq*+2—beta3 «*2+2z5++2—23 %=x2+1.0)

dff44=0.0

dff45=gamma=z5+27 «(beta2 «#2xxq#s2—beta ##«2xz5%:2—beta3 ##«2% 23 xx2
+betal3 xx2)

dff46=0.0

dff47=(—alphasxbeta «+2+gammasxq#*4%27 %x2%29%%2+2.0% alphaxbeta2
sk 2w gammak Xq k2% 25 k%25 27 #%2+29%x2—alphaxbeta2 x#2xgammaz5 s x4
27 #%%2%729 %%2+2.0% alphaxbetal3 «x2xgammaxxq##2%23 #%2% 27 #%2% 29 %52 —
2.0xalphaxbeta3 «#2sxgammasxq#*2%27 %%2%z29%%2—2.0xalphaxbetald «=2x
gamma#z3 ##2% 25 %% 2% 27 %2429 x%24+2.0% alphaxbetal3 x*2:xgammaxz5 %2
z7#%2%29%x2—alphasgamma#z3 x4+ 27 #%2+29 *%242.0x alpha xgamma#z3 #x
2%727 %%2%29%+%2—alphaxgammasz7 #%2+29 x+%2+4 . 0x alpha*z8 #+2%29 %2+
2.0xgammaxz2%%2%z7 %%2)/(4.0% alpha%z7%%2%z9%%2) —xc

dff48=(—2z10%27 —2.0%28%29)/(27%29)

dff49=(alpha*z10%z8+z9—gamma=z2+%2%27 )/( alpha*z9%%3)

dff410=(—28)/z9

dff51=(—2.0xgammasz1 % (z3#*%2+25%%2))/z9

dff52=(—gamma=z2)/( alpha=z9)

dff53 =(gamma=z3 «(beta3 «x2sxxqu#2%29%x2—betad «x2%z5 %4229 %2 —2.0x
z1#%2—23%42%29%%x2+29 %x%2))/ 29

dff55=0.0

dff55=0.0

dff56=0.0

dff57=(2.0%z10%2z8 )/ z7 %%2

dff58=(—2.0%2z10)/27

dff59 =(gamma=(—alpha=beta «+2xxq#*4%z9++2+2.0x alphaxbeta #+2xxq
##2%25%%2%29%%2—alphasxbeta 2% z5%%4%29%%24+2.0xalphaxbetald «x2x
xq#x#x2%z3%%2%29%%2 —2.0xalphaxbeta3 #*2xxq#*2%29%%2 —2.0xalphax*
beta3 «x2xz3 %4225 %4229 %%2+42.0x alphaxbeta3 «x2%25%42+29 %%2+4.0x
alpha#zl#%2%z3%%2+4.0xalphasz]l*%2%xz5%x2—alpha%z3#%4%29%%x2+2.0x
alpha#z3#%2%29%x2—alpha%z9*+2+2.0%22%%2))/(4.0x alpha*z9%x2)

. —XcC

dff510=(—-2.0%28)/z27
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cC

ccC

APENDICE B CODIGOS

df(1,1) = dffl1
df(1,2) = dff12
df (1,3) = dff13
df (1,4) = dffl14
df(1,5) = dff15
df (1,6) = dff16
df (1,7) = dff17
df(1,8) = dff18

df(1,9) = dff19
df(1,10) = dff110

df(2,1) = dff21
df(2,2) = dff22
df(2,3) = dff23
df(2,4) = dff24
df(2,5) = dff25s
df(2,6) = dff26
df(2,7) = dff27
df(2,8) = dff28

df(2,9) = dff29
df(2,10) = dff210

df (3,1) = dff31
df(3,2) = dff32
df (3,3) = dff33
df(3,4) = dff34
df (3,5) = dff3s
df(3,6) = dff36
df(3,7) = dff37
df(3,8) = dff38

df(3,9) = dff39
df(3,10) = dff310

df (4,1) = dff41
df (4,2) = dff42
df (4,3) = dff43
df (4.,4) = dff44
df (4,5) = dff4s
df (4,6) = dff46
df (4,7) = dff47
df (4,8) = dff48

df(4.,9) = dff49
df(4,10) = dff410

df(5,1) = dff51
df(5,2) = dff52
df(5,3) = dff53
df (5,4) = dffs54
df(5,5) = dff55
df (5,6) = dff56
df(5,7) = dff57
df(5,8) = dff58

df(5,9) = dff59
df(5,10) = dff510

RETURN

END

SUBROUTINE GSUB(I,Z,G)

IMPLICIT REAL%8 (A-H,0-Z)

COMMON /PAR/ XL, PI,AL, beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma,xq, xc
DOUBLE PRECISION Z(10),G
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GOT1O(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10),1

1 G=Z(1)—1.d0
RETURN

2 G=Z(3)-0.d0
RETURN

3 G=Z(5)—-0.D0
RETURN

4 G=Z(7)—-1.D0
RETURN

5 G=Z(8)—-0.D0
RETURN

6 G=2(9)—-0.00
RETURN

7 G=Z(10) —1.D0
RETURN

8 G=Z(1)-0.d0
RETURN

9 G=Z(3)—-1.d0
RETURN

10 G=Z(5)—xq
END

SUBROUTINE DGSUB(I ,Z,DG)
IMPLICIT REAL%8 (A-H,0-Z)
COMMON /PAR/ XL, PI,AL, beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma,xq, xc
DOUBLE PRECISION Z(10),DG(10)
DO 111 J=1,10
111 DG(J)=0.D0
GOT1O(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10),1
1 DG(1)=1.d0
RETURN
2 DG(3)=1.D0
RETURN
3 DG(5)=1.D0
RETURN
4 DG(7)=1.D0
RETURN
5 DG(8) = 1.D0O
RETURN
6 DG(9)=1.D0
RETURN
7 DG(10)=1.D0
RETURN
8 DG(1)=1.D0
RETURN
9 DG(3)=1.D0
RETURN
10 DG(5)=1.D0
END
CCCCCCCCcecececcccccccecececececececececceccececececceccecceccec
C
C ROUTINE INTPOL
C
CCCCCCCCCCeCcceccecrcececececececececcccececcccececcececcecccce
SUBROUTINE INTPOL
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
DIMENSION Z(10) ,DMVAL(5)
COMMON /FIELDS/ XI(1650),V1(1650),V2(1650),V3(1650),V4(1650),
* V5(1650),V6(1650) ,WI(1650) ,W2(1650) ,W3(1650),W4(1650),
* V7(1650),V8(1650),V9(1650),V10(1650) ,W5(1650)
COMMON /PAR/ XL, PI,AL, beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma, xq
COMMON /PARB/ XMAX,IMAX
DO 20 I=1,IMAX
READ(3,25)XI(1),VI(I),V2(I)
20 WRITE(4,25)XI(I),V1(1),V2(I)
DO 21 I=1,IMAX
READ(3,25)XI(1),V3(I),V4(I)
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21 WRITE(4,25)XI(I),V3(I),V4(I)
DO 22 1=1,IMAX
READ(3,25)XI(1),V5(1),V6(1)

22 WRITE(4,25)XI(I),V5(I),V6(1)
DO 23 I1=1,IMAX
READ(3,25)XI(1),V7(1),V8(I)

23 WRITE(4,25)XI(1),V7(1),V8(1)
DO 24 1=1,IMAX
READ(3,25)XI(1),V9(I),VI10(I)

24 WRITE(4,25)XI(I),V9(I),V10(1)

25 FORMAT(E16.10,2X,E16.10,2X,E16.10)

C
REWIND 3
C
write (6 ,%)’ coucou’
XMAX=XI (IMAX)
IMAXM=IMAX—1
C
DXO=XI(2)—-XI(1)
DXF=XI (IMAX)—XI (IMAXM)
C

WI(1)=(V2(2)—V2(1))/DXO
W2(1)=(V4(2)—V4(1))/DXO
W3(1)=(V6(2)—V6(1))/DXO
W4(1)=(V8(2)—V8(1))/DXO
W5(1)=(V10(2)=V10(1))/DXO

WI1(IMAX) =( V2 (IMAX)— V2 (IMAXM ) ) / DXF
W2(IMAX) = (V4 (IMAX)— V4 (IMAXM ) ) / DXF
W3(IMAX) = (V6 (IMAX)— V6 (IMAXM ) ) / DXF
W4 (IMAX) = (V8 (IMAX)— V8 (IMAXM)) ) / DXF
W5(IMAX)=( V10 (IMAX)— V10 (IMAXM) ) / DXF

DO 40 1=2,MAXM

IP=I+1

M=1-1

DXI=XI (IP)—XI(IM)
WI1(1)=(V2(IP)—V2(IM))/DXI
W2(1)=(V4(IP)—V4(IM))/DXI
W3(1)=(V6(IP)—V6(IM))/DXI
W4(1)=(V8(IP)—V8(IM))/DXI
W5(1)=(V10(IP)—V10(IM))/DXI

40 CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE SOLUTN(X,Z,DMVAL)

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)

DIMENSION Z(10) ,DMVAL(5)

COMMON /FIELDS/ XI(1650),VI1(1650),V2(1650),V3(1650),V4(1650),
* V5(1650),V6(1650) ,WI1(1650) ,W2(1650) ,W3(1650),W4(1650),
* V7(1650),V8(1650),V9(1650),V10(1650) ,W5(1650)
COMMON /PAR/ XL,PI,AL, beta2 ,beta3 ,alpha ,gamma, xq

COMMON /PARB/ XMAX,IMAX

IF (X.EQ.0.D0)GO TO 1
IF (X.GE.XMAX)GO TO 2
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10
11

DO 10 I=1,IMAX
IDXP=1

IF (X.LT.XI(1))GO TO 11
CONTINUE

IDX=IDXP-1
XDX=X1(IDX)

XDXP=XI (IDXP)
FAK=(X-XDX ) / (XDXP-XDX)

Z(1)=V1(IDX)+(VI(IDXP)-V1(IDX))*FAK
Z(2)=V2(IDX)+(V2(IDXP)-V2(IDX)) *FAK
Z(3)=V3(IDX)+(V3(IDXP)—V3(IDX))+*FAK
Z(4)=V4(IDX)+(V4(IDXP)—-V4(IDX)) *FAK

Z(5)=V5(IDX)+(V5(IDXP)—-V5(IDX)) *FAK
Z(6)=V6(IDX)+(V6(IDXP)—V6(IDX))+*FAK
Z(7)=V71(IDX)+(V7(IDXP)-V7(IDX)) *FAK
Z(8)=V8(IDX)+(V8(IDXP)-V8(IDX))*FAK
Z(9)=V9(IDX)+(V9(IDXP)—-VI(IDX))+FAK
Z(10)=VI10(IDX)+(V10(IDXP)-V10(IDX))«FAK

DMVAL(1)=WI1(IDX)+(WI1(IDXP)-WI1(IDX)) * FAK
DMVAL(2)=W2(IDX)+(W2(IDXP)-W2(IDX)) « FAK
DMVAL(3)=W3(IDX)+(W3(IDXP)—-W3(IDX) ) +« FAK
DMVAL(4)=W4(IDX)+(W4(IDXP)-W4(IDX)) = FAK
DMVAL(5)=W5(IDX)+(W5(IDXP)—-W5(IDX)) «FAK

RETURN
CONTINUE

Z(1)=V1(1)
Z(2)=V2(1)
Z(3)=V3(1)
Z(4)=V4(1)
Z(5)=V5(1)
Z(6)=V6(1)
Z(7)=V1(1)
Z(8)=V8(1)
Z(9)=V9(1)
Z(10)=V10(1)

DMVAL(1)=wl (1)
DMVAL(2)=W2(1)
DMVAL(3)=W3(1)
DMVAL(4)=W4(1)
DMVAL(5)=W5(1)
RETURN
CONTINUE

Z(1)=V1(MAX)
Z(2)=V2(IMAX)
Z(3)=V3(IMAX)
Z(4)=V4(IMAX)
Z(5)=V5(IMAX)
Z(6)=V6(IMAX)
Z(7)=V7(IMAX)
Z(8)=V8(IMAX)
Z(9)=V9(IMAX)
Z(10)=V10 (IMAX)

DMVAL(1)=W1(IMAX)
DMVAL(2)=W2(IMAX)
DMVAL(3)=W3(IMAX)
DMVAL(4)=W4(IMAX)
DMVAL( 5 )=W5(IMAX)
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RETURN
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