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RESUMO

Em 1918 o alemdo Hermann Weyl desenvolveu sua teoria de unificacdo entre gravitacao
e eletromagnetismo geometrizando ambas as interacdes, isto é, ele associou o potencial
eletromagnético a uma 1-forma o, depois de ter considerado que o comprimento de um
vetor ndo preserva-se sob transporte paralelo assim como acontece com a direcdo, isso
também fez com que a derivada covariante do tensor métrico deixasse de ser nula tornando-
se Vaguv = guvOa. As equagdes de campo gravitacionais e eletromagnéticas sio obti-
das da agdo I = [(R*+ AFyyF")\/—gd*x em um calibre qualquer e no “calibre natural”
R = A = constante levando em conta que elas, assim como a acdo, devem ser tanto invari-
antes por transformacdes de coordenadas como invariantes sob as transformacdes de calibre
introduzidas, a saber, g,y = el guv €0y =0y + f| s Na verdade, a primeira pessoa a falar
em invariancia de escala na fisica foi o préprio Weyl em seu artigo. Também ¢ verificado
que as solucgdes para o vazio das equacdes de campo de Einstein também sao solugdes das
equacdes de campo de Weyl correspondentes. Por fim mostra-se que as geodésicas afins
de Weyl ndo podem advir de um principio variacional através da andlise das condi¢des de
Helmbholtz para o problema inverso do célculo de varia¢des e discute-se sobre a critica de
Einstein a teoria, onde conclui-se que o mesmo se apoderou de uma defini¢cdo inadequada
de tempo préprio para dar seu parecer sobre o trabalho de Weyl, assim, um problema a ser
resolvido seria encontrar uma boa definicdo de tempo préprio, o que deixa em aberto uma

versao final da teoria de Weyl.

Palavras-chave: geometria de Weyl, transformagdes de calibre, equagdes de campo, tempo proprio,

unificagao.



ABSTRACT

In 1918 the German Hermann Weyl developed a unified theory of gravitation and electro-
magnetism becoming geometrical both interactions, that is, he associated the potential elec-
tromagnetic a 1-form o}, after considering that the length of a vector is not preserved under
parallel transport as well as with the direction, this also meant that the covariant derivatives
of the metric tensor ceased to be null becoming Vqguyv = guv0s. The gravitational and
electromagnetic field equations are obtained from the action I = [(R* +AF, F"V),/—gd*x
in a gauge any and “natural gauge”’R = A = constant taking into account that they, as well
as the action, should be both invariant under coordinate transformations as invariant under
the gauge transformations introduced, namely, g,y = e/ guv and 6, = oy + f|y, actually, the
first person to speak in scale invariance in physics was the Weyl himself in his article. It is
also found that the solutions to the emptiness of Einstein’s field equations are also solutions
of the corresponding Weyl’s field equations. Finally it is shown that the Weyl affine geo-
desic may not come from a variational principle by analysing the Helmholtz conditions for
the inverse problem of the calculus of variations and discusses about Einstein’s criticism of
the theory, on which it is concluded that the even seized an inadequate definition of proper
time to give his opinion on the work of Weyl, thus, a problem to be solved was to find a

good definition of proper time, which leaves open a final version of the Weyl theory.

Keywords: Weyl geometry, gauge transformations, field equations, proper time, unification.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A ideia de desenvolver uma teoria abrangente que explique os mais diferentes feno-
menos da natureza nao é somente um sonho de muitos fisicos da atualidade, mas o problema
também ocupou a mente de diversos cientistas do passado. Além disso, o que ainda hoje motiva
os pesquisadores em tal busca € o grande sucesso de algumas teorias, que de certa forma unifica-
ram ideias ou conceitos que até aquele momento eram considerados desconexos. Na referéncia

[1] o autor Jenner Barreto Bastos Filho denomina este pensamento de reducionismo unificador.

Na fisica pode-se citar alguns exemplos de tal abordagem. Sir Isaac Newton (1643-
1727) influenciado pelas ideais de Johannes Kepler (1571-1630), Galileu Galileu (1564-1642)
e Nicolau Copérnico (1473-1543) construiu sua teoria da gravitagdo universal acabando com
as fronteiras entre os dois mundos de Aristételes! (384 a.C.-322a.C.), pois reduziu a fisica que
descreve o movimento dos corpos celestes (mundo supralunar) e as leis que regem os corpos
nas proximidades da terra (mundo sublunar) aos mesmos primeiros principios. Além disso, a
unificacdo da eletricidade, magnetismo e também da otica foi concretizada por James Clerk
Maxwell (1831-1879) [1], enquanto Albert Einstein (1879-1955) conseguiu com a relatividade

geral construir uma teoria da gravitacdo coerente com a relatividade especial.

Nessa mesma linha Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955) tentou unificar gravita-
cdo e eletromagnetismo em uma teoria puramente geométrica. Além disso, Weyl introduziu o
principio de calibre, sem o qual as teorias modernas de unificagdo ndo seriam possiveis, por

exemplo, todas as teorias de Yang-Mills, teoria das cordas e teoria-M dependem intimamente

ISegundo o filésofo grego Aristételes o universo era dividido em dois mundos diferentes, aquele formado por
quatro elementos bésicos, a saber, dgua, fogo, terra e ar, localizado na regido inferior a 6rbita da lua era chamado de
mundo sublunar. Os movimentos existentes neste lugar eram devidos a procura constante desses quatro elementos
por seus lugares naturais (dgua e terra se moviam para baixo porque este era seu lugar natural enquanto fogo e
ar se moviam para cima pelo mesmo motivo). O outro mundo composto pela lua, sol, estrelas e demais corpos
celestes era formado por um quinto elemento, o éter, e recebeu o nome de mundo supralunar. O primeiro mundo
era caracterizado pela constante mutagdo e imperfeicao e o segundo pela ordem, harmonia e regularidade.
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de tal principio [2].

O objetivo deste trabalho € apresentar a geometria de Weyl e encontrar as equacoes
de campo, fazendo uma exposicao matematicamente minuciosa e apresentando o tema de modo
a fornecer uma bibliografia acessivel aos leitores, visto que na literatura este € um assunto pouco

discutido.

O presente conteudo se dividird como segue: No capitulo dois a geomatria de Weyl
¢ apresentada e sdo deduzidas as principais identidades geométricas da teoria, como a conexao,
que difere dos simbolos de Christofell de segundo tipo, a nova condi¢do de compatibilidade en-
tre a métrica e a conexao, as transformacdes de calibre e as identidades de Bianchi da teoria. No
capitulo trés o eletromagnetismo € inserido dentro da nova geometria através da identificacdo
do campo de 1-forma que caracteriza a geometria com o potencial eletromagnético, com isso
sdo encontradas as equacdes de campo eletromagnéticas e gravitacionais tanto em um calibre
qualquer como no “calibre natural” R = constante. Por fim, o quarto capitulo trata do problema
inverso do calculo variacional a fim de mostrar que as geodésicas afins de Weyl nao podem
advir de um principio variacional, bem como da critica de Einstein referente ao tempo proéprio,
neste ponto o presente trabalho tenta reviver a teoria de Weyl mostrando que ainda ndo existe
uma defini¢do adequada para o tempo préprio, o que torna a teoria de Weyl incompleta, sendo

precipitado concluir que ela esta errada.



Capitulo 2

GEOMETRIA DE WEYL

Weyl foi um matemadtico alemado que estudou em Gottingen, onde foi aluno do fa-
moso David Hilbert (1862-1943). Ele se interessava muito por filosofia da matematica e das
ciéncias naturais, tanto que trés anos depois de Einstein ter desenvolvido a teoria da relativi-
dade geral ele apresentou sua teoria de unificacdo das duas unicas interacdes conhecidas na

época, a gravitacao e o eletromagnetismo.

Uma vez que a teoria da relatividade geral de Einstein geometriza os fendmenos
gravitacionais, seria razoavel tentar fazer o mesmo para o eletromagnetismo, isto €, tentar ge-
ometrizd-lo estabelecendo uma correspondéncia entre o potencial eletromagnético e o campo
tensorial métrico. Entretanto, as componentes da métrica em geometria riemanniana! ja esta-
vam completamente comprometidas com as equacdes de movimento de Einstein, ndo havendo
lugar para embutir os fendOmenos eletromagnéticos nesta geometria. A ideia de Weyl foi ge-
neralizar a geometria riemanniana afim de aumentar a liberdade na escolha do tensor métrico,
possibilitando a inser¢do do eletromagnetismo. Uma abordagem historica do desenvolvimento

da teoria de Weyl pode ser encontrada em [3], onde o autor afirma que:

[...] A primeira teoria de campo unificada daquele tipo® foi a teoria de Weyl,
que serviu como o modelo do programa completo das teorias de campo geomé-
tricas unificadas (1918). [...] a teoria de Weyl teve uma influéncia decisiva nas
teorias de campo geométricas unificadas subsequentes que surgiram no inicio
da década 1920, acima de tudo, as teorias de Eddington (1921), Kaluza (1921),
Einstein (1923), e outras ([3], p. 71-72.).

A ideia deste capitulo € introduzir as principais caracteristicas da geometria de Weyl
e no decorrer de todo o trabalho sera considerado que o leitor ja teve contato com geometria

riemanniana e relatividade geral.

!Geometria riemanniana é a geometria utilizada no desenvolvimento da teoria da relatividade geral.
2Uma generalizacio da geometria riemanniana e cujo o campo eletromagnético pode ser interpretado como um
fendmeno geométrico.



2 Geometria de Weyl 12

Um vetor v, no ponto P da variedade M, ¢é expressado em um dado sistema de

coordenadas {x*} = {x!,x?,...,x"}, por

d
y=Er— @.1)
onde n é a dimensdo da variedade, £ sdo as componentes de v e % os elementos da base

induzida pelo sistema de coordenadas>.

Como um tensor, em especial um vetor, € definido em um tnico ponto da variedade
nao € possivel comparar vetores em pontos diferentes de M, para isso faz-se necessario o con-
ceito de transporte paralelo da relatividade geral, segundo o qual a variacdo das componentes de
um vetor transportado paralelamente de um ponto P(x!,...,x") € M a outro ponto infinatamente

proximo P'(x! +dx!, ..., x" +dx") € M tém a seguinte forma:
dE* = —T% E'dx", 2.2)

onde Fﬁv € conhecido como as componentes da conexao, como serd visto depois, ela ndo é
exatamente a conexdo riemanniana. O sinal de menos no segundo membro de (2.2) € uma
convencao utilizada pela maioria dos livros que se debruam sobre relatividade geral, tais como
[4-7], mas ainda existe na literatura autores que preferem nao colocar o sinal de menos, por
exemplo [8]. Tal convencao influenciard diretamente na defini¢ao de derivada em espags curvos.
De maneira andloga a definicao de derivada no célculo diferencial e integral, serd definida aqui
a derivada covariante de um vetor cujas componentes sio &% no ponto P e £% 4+ d&% no ponto

P’ da seguinte forma:

{6 % (x+dx) — [§%(x) +dE* ()]}

Vgé% = lim 23
& x50 dxP 3
Da definicao anterior obtém-se trivialmente o seguinte resultado:
&
o _ o £y
V& = 5P —I—F},ﬁé . (2.4)
Enquanto a derivada covariante de uma 1-forma de componentes {,, fica definida como:
o v
Vglo = ﬁ—raﬁgy. (2.5)

Caso o sinal no segundo membro da Eq. (2.2) fosse modificado isso implicaria a alteragdao dos
sinais da conexao nas defini¢cdes (2.4) e (2.5). A expressao da derivada covariante de um tensor

geral, com indeices covariantes e contravariantes segue diretamente das duas defini¢des acima

3 Aqui é adotada a convencdo de soma criada por Einstein, na qual dois indices repetidos, sendo um covariante
e outro contravariante, representam uma soma.
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conforme encontrado na referéncia [9], para o caso especial do tesor métrico

aguv

A partir de agora, por razdes praticas serdo adotadas algumas convengdes para a

derivada covariante e derivada parcial, a saber,

Vee® = &p:
ac* g
oxB B

Outra expressao conhecida € aquela para o quadrado do comprimento de um vetor

que pode ser calculado em qualquer ponto de M pela seguinte expressao:
1 =818y = guvEh&. (2.7)

Enquanto na geometria euclidiana, cujo espago € plano, o transporte de um vetor
através de uma curva fechada ndo altera sua dire¢do nem seu comprimento, na geometria ri-
emanniana somente o comprimento € mantido constante, pois neste ultimo caso o espaco €
curvo. A modifica¢do proposta por Weyl foi relaxar também a restri¢cdo da invariancia no com-
primento. Ele propds que a variacdo no quadrado do comprimento de um vetor quando este
¢ transportado paralelamente por uma distancia infinitamente pequena € proporcional ao qua-
drado do seu comprimento [ antes do transporte, ao vetor deslocamento infinitesimal dx" e a

um campo de 1-forma* cujo as componentes sio Oy, isto analiticamente corresponde a:
dl = o,dx"l, (2.8)

onde 6, = 0,(x), ou seja, sdo fungdes somente da posi¢do independentemente de /. A Eq. (2.8)
tem estrutura semelhante a Eq. (2.2) com o, desempenhando o papel de Fﬁv. Realizada essa
modificacio torna-se possivel que algumas das grandezas definidas em geometria riemanniana
sejam modificadas. Para analisar a afirmac¢do precedente, d! sera calculada de duas maneiras
diferentes:

dl = 0ydx"l = gopE*EP oydx" = dl = gop0,E*EPAXT. (2.9)

Outro resultado para d! € encontrado substituindo / por g, lgéaéﬁ antes da diferenciacao:

dl = d(gapE“EP) = d(2ap)E“EP +2apd(E%)EP + gapE®d(EP),

“Essas componentes serdio posteriormente associadas ao 4-potencial eletromagnético.
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utilizando a Eq. (2.2) e escrevendo a diferencial da métrica como d(gqp) = gap|ydx?, tem-se:
dl = gamyéaéﬁdﬂ— gaﬁl“g},gpéﬁdxy — gaﬁfgyéaépdxy. (2.10)

Igualando os valores para dl na Eq. (2.9) e na Eq. (2.10), além de renomear os indices e

rearranjar os termos, obtém-se:

8ap Gyéagﬁdxy = (gamy_ gpﬁrgy_gaprgy)éagﬁdxy‘

Desde que £% e dx” sdo arbitrdrios a equac@o anterior pode ser reescrita como

8aply — 8ppTay— 8apl ', = 8ap Oy @2.11)

O lado esquerdo da Eq. (2.11) corresponde a derivada covariante da métrica, Vygqg = gap||y>
conforme (2.6), que se anula em geometria riemanniana. O resultado riemanniano V,g,5 =0¢
conhecido como a condi¢do de compatibilidade entre a métrica e a conexao [10]. Em geometria
de Weyl essa condi¢ao de compatibilidade é modificada e se apresenta na forma da Eq. (2.11),

sendo escrita de maneira mais compacta como
Vy8ap = 8aply = BupOr: (2.12)

Voltando a Eq. (2.11) pode-se por meio da permutacgdo ciclica dos indices construir

mais duas relacdes. As trés equacdes sdao apresentadas abaixo

gaﬁly_gpﬁrgw_gaprgy = 8apOy (I
gva\ﬁ—gwﬁy)ﬁ—gwrﬁcﬁ = 8yaOpB; (11)
gﬁyla_gpyrga—gﬁpr% = &ByOa- (1)

. . . ~ 2ot _ o _17a
Considerando as simetrias da conexdo e da métrica, a saber, guy = gvy ¢ I'y;, =Ty, e calcu-

lando (1) + (1) — (III), encontra-se que

Zgaol“gy = (8aply + 8yalp — 8Bria) — (8ap Oy + &yaOp — 8py0a)-

Multiplicando ambos os lados da equacdo anterior por % gV e em seguida contraindo v com «,

obtém-se
Hyo 1 uo 1 Lo
SGFﬁV - Eg (gaﬁ\7+g7alﬁ _8/3;/\(1) - Eg (gaﬁ6y+gyacﬁ _gﬁ)/GOC)
1
Tg, = {py} — 5(35 0y + 8y 05 — gpy0™), 2.13)

onde {g 7/} = %g““(gaﬁw—l— 8yalp — 8By|e) 30 conhecidos como os simbolos de Christoffel de



2.1 Transformacaes de calibre 15

segundo tipo [10]. Assim, pode-se concluir que a geometria de Weyl € uma generalizacao da
geometria riemanniana, recaindo nesta quando as componentes do campo de 1-forma s@o nulas,
o, = 0, pois neste caso (2.8), (2.12) e (2.13) resultam respectivamente em dl = 0, 8uvlja = Oe

Iy = {[iv}» os resultados da relatividade geral.

Nos capitulos posteriores serd conveniente definir algumas grandezas de Weyl em
func¢do das grandezas riemanniana correspondentes, por isso € necessario encontrar um método
de distinguir as entidades das duas geometrias. Neste trabalho, tal como em [11, 12], sera
colocado um til (~) para identificar tudo que for riemanniano, para exemplificar segue abaixo a

derivada covariante de um vetor £* escrita em termo dos simbolos de Christoffel:
VpE® =805+ 18T Typ = {6} (2.14)

A expressao anterior serd importante na hora de escrever o tensor de Ricci e o escalar de curva-

tura da teoria de Weyl em termos de seus correspondentes riemannianos.

2.1 Transformacoes de calibre

Einstein em 19057 desenvolveu a sua teoria da relatividade restrita, a qual se base-
ava em dois postulados fundamentais: o principio da relatividade e a constincia da velocidade
da luz. Estes postulados sdo aceitos até hoje pela comunidade cientifica, mas enquanto o se-
gundo postulado provocou grande alvoroco pela sua originalidade, o primeiro postulado s6

generalizava o que ja era conhecido desde o século XVII. Nas palavras de [14]

[...] Ja existia, desde o século XVII, um principio de relatividade associado
aos fendmenos mecénicos: em todos os referenciais inerciais em movimento
relativo uniforme, as leis bésicas da mecanica sdo as mesmas. O principio
adotado na teoria da relatividade é mais geral, afirmando que nao sdo apenas
as leis da mecanica que sdo as mesmas, mas fodas as leis bdsicas da fisica
devem ser as mesmas em todos os referenciais inerciais em movimento relativo
uniforme ([14], p. 2-3).

Na teoria geral da relatividade, Einteins postula entdo o principio da covariancia
geral, onde afirma que “as equacdes da fisica devem ter a forma tensorial”, isso significa que elas
s@o invariantes sob transformag¢des de coordenadas. Weyl neste ponto nio se op0s a Einsteins,
mas propds que além de invariante sob transformacgdes de coordenadas, as equacdes da fisica

deveriam também ser invariantes sob transformagdes de calibre (gauge). E exatamente sobre

esta invariancia que a presente secdo se debruca.

30 ano de 1905 ficou conhecido como o ano miraculoso de Albert Einstein, pois neste ano ele publicou quatro
artigos, alguns afirmam que qualquer um deles seria suficiente para creditd-lo o posto de um fisico brilhante,
conforme [13].
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Como a métrica foi fixada de maneira bastante arbitraria pode-se considerar um
campo escalar f(x) definido na variedade e construir as grandezas geométricas com a métrica

e/ () guv» a0 invés de g;;v. Essa transformagdo modifica todos os elementos de comprimento:
[=guvEHEY = e/ Wg EHEY = T=¢/W], (2.15)

onde usou-se a transformacdo g,y = e/ ) guv- E possivel saber qual a transformacio em Oy,

isto €, 6, induzida pelo novo campo métrico, pois, a relagdo (2.12) continua sendo vilida:

f(x)

= ef(x)g“vél - [ef(x)} guv +€f(x)guv|\k =e’ guvoy

14 12

- f(x)‘;hef(x)guv +ef(x)g”v6,1 = ef(x)guvél. . 0) =0y —I—f(x)m. (2.16)

Reunindo g,y = e/ () guv € (2.16) formam-se as chamadas transformagées de Weyl ou transfor-

magoes de calibre®,

f(x)

Zuv =¢"Yguy, Gy =0y +f(x)n (2.17)

A referéncia [8] inclui nas transformacdes de calibre a condicao f‘fjv = ffv, porém
da forma como a teoria foi exposta até aqui, tal requerimento é uma consequéncia e pode ser

deduzido utilizando (2.17) e g*V = e~/ ghV_ Da Eq. (2.13) tem-se

_ 1_ _ _ B 1 _ _ o |
ng = 58 8oply T 8ryip — &pyin) — 5(5[(31674”377613 —8py0") = 5¢ jgm[(efgw)\y

+(e/gny)ip — (¢’ 8py)p] — [88 (0y + fiy) + 85 (0B + fip) — 878" (0 + fin)]

1 1
= Tf,+ 5 (88 fiy+ 871 — faspys™) — 5 (88 fiy+ 87 ip — fiagpys™)-:

/IOC(

fg}, = ng. (2.18)

As grandezas ou relagdes que ndo mudam sua forma quando submetidas as transfor-
magdes (2.17) sio chamadas de invariantes de calibre. O campo escalar e/ (*) ¢ conhecido por

fator de calibre e 6, € denominado de campo vetorial de Weyl ou de calibre.

Através de uma escolha do fator de calibre /() & possivel sair da geometria de
Weyl caracterizada pelo campo tensorial métrico g,y € pelo campo de 1-forma oy, e ir para a
geometria riemanniana, onde 6, = 0, se, e somente se, 6, for um campo vetorial gradiente

Ou = ¢)u» que implica ter rotacional nulo:

Oulv — Ovy|u =0, (2.19)

®Como o angulo entre vetores e a razdo entre o comprimento dos mesmos nio sio alteradas sob a mudanca
Suv = e/ ) guv [8], tal transform¢do € também uma transformg¢do conforme na métrica [10].
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em outras palavras, “A condicao necessdria e suficiente para a geometria de Weyl reduzir-se a
geometria riemanniana € que matenha seu comprimento original depois de ser transportado ao

longo de uma trajetoria fechada” [8], ou seja,
(04 dl (04
dl = 64dx"l = T = ¢ Oyudx

supondo 0y = @), (gradiente de ¢ (x), um campo escalar definido na variedade), tem-se:

7{ # = 7{"“‘1"“ = f ¢ (x)|odx* = ¢ (x0) — 9 (x0) = 0. (2.20)

Dessa forma conclui-se que d/ = 0 e que a invariancia no comprimento acontece quando Oy
¢ um campo vetorial gradiente. Falta entdo encontrar para qual escolha de f(x) se encontrard

605:0,

o) _o 5 O _ 5o ap) = —Padx® = df(x) =d(=9).:

6 = O, =
« ot ox% ox%

fx)=—9. 2.21)

Se a condigo (2.19) for satisfeita tem-se a chamada geometria de Weyl integrdvel,
que se reduz a geometria riemanniana para o fator de calibre ¢~ ?, enquanto o caso geral
Oujy — Oy|u 7# 0 corresponde a geometria de Weyl ndo-integrdvel. Assim, pode-se definir anali-

ticamente o campo tensorial antissimétrico
F,uv :G/J\V_Gv\;,w (2.22)

que € andlogo ao tensor de Riemann, pois assim como o anulamento de ROZ};«S faz com que que
a geometria riemannina recaia na euclidiana, o anulamento de Fuv8 faz com que a geometria de

Weyl recaia na geometria riemanniana.

O tensor definido em (2.22) tem algumas propriedades interessantes, a saber:

1. F,y € antissimétrico.

Fuy =0y — Oy = —(va — va). : Fuy = —Fyy. (2.23)

7Para uma andlise mais detalhada com aplica¢des em geometria de Weyl integravel o autor recomenda a leitura
das referéncias [11, 12, 15, 16].
8FNV serd posteriormente identificado com o tensor campo eletromagnético.
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2. As derivadas parciais de (2.22) obedecem a seguinte experessao {Faﬁw} =0°.

1 2
Fopiyy = ¢ Foply+ Fraip + Foyla = Fpaly = Fypla = Fanip) = ¢ (Faply + Fraip
1
+FByia) = 5(Oaiply ~ Oplaly + Oylalp ~ Oalyip + OBlyla — Oyipla)-:
{Faply} =0. (2.24)

3. Fyy € uma quantidade geometrica intrinseca da geometria de Weyl, ou seja, € invariante

sob transformagdes de calibre.

Fuv = 6y = Oyju = Opjy + F(¥) |y = Ovjp = F () yjp = Opjy — Oy :

Como o principio de transporte paralelo continua védlido em geometria de Weyl
pode-se definir uma linha geodésica como uma curva em que o vetor tangente é transportado
paralelo a ele mesmo, ou seja, faz sentido falar em geodésicas afins ou autoparalelas'® e nao
mais como a linha de menor comprimento entre dois pontos'!, visto que o comprimento da
curva nao € um invariante de calibre, conforme [8]. No entanto, geodésica nula € um conceito
invariante de calibre. Além disso, derivada covariante, tensor de Riemann, tensor de Ricci e
escalar de curvartura sdo definidos da mesma forma que em geometria riemanniana, porém, €

importante relembrar que a conexao utilizada na definicdo dessas quantidades € a conexao de
Weyl dada por (2.13).

Nessa nova teoria, segundo [4], € necessdrio restringir os tensores aquelas quantida-
des que além de se transformarem pela lei usual, de acordo com uma mudanca nas coordenadas,

também obedecem a forma abaixo sob a transformacao (2.17)
Eaﬁ — em~f(x)§a...ﬁ7 (226)

onde m é um ndmero inteiro chamado de peso do tensor relativo as transformacdes de Weyl.
Entretanto, o campo de 1-forma, 6, ndo possui nenhum peso, pois sua mundanga € descrita
por (2.16). As grandezas de peso nulo sdo invariantes de calibre. Por exemplo, a métrica,
guv = efg“v, tem peso 1, enquanto Fyy = eo'fFuv tem peso 0 quando submetidos a (2.17).

Pode-se da mesma forma atribuir pesos as densidades tensoriais. Afim de ilustrar essa afirmagao

9 As chaves significam uma soma antissimetrizada, onde {Faply} = é(FamerFya‘ﬁ + Fgyla — Faly — Fypla
~Foyp)-

1905 dois nomes foram dados porque os autores se dividem quanto a nomenclatura dessas curvas, por exemplo,
[10] chama tais curvas de geodésicas afins enquanto [7] e [17] as chamam de autoparalelas.

posteriormente esse ponto serd tratado com maior cuidado, pois sed abordado o problema inverso ao célculo
de variagdes.



2.1 Transformacaes de calibre 19

serd calculado o determinante da métrica. Representando g,y na forma matricial e lembrando
que multiplicar uma linha da matrix por e/ significa multiplicar o determinante pelo mesmo

fator, deve-se concluir que no caso de uma matrix com 7 linhas
Suv = efguv — £= enfg,

onde g € o determinante de gy, ou seja, a densidade tensorial g tem peso n (dimensdo da

variedade) relativo a (2.17). Tomando agora a raiz quadrada do negativo de g, obtém-se:
/=g =W /=g

E interessante verificar que para o espago-tempo 4-dimencional \/—g terd peso 2 sob uma

transformacdo de calibre. Analiticamente tem-se
V=i=e'V=g 2.27)

Embora F};y seja invariante de calibre sua forma contravariante ndo o €. Para veri-

ficar isto basta notar que g4V = e~/ g" e que
FoB — gaungFuv _ e*ngOt,ugﬁVFuv — e*ZfFO‘ﬁ,

isto é, FP tem peso —2, porém, ao multiplica-lo por \/—g gera-se uma densidade tensorial de

peso 0, a saber!?,
j'uv :F“vw/—g_:e_sz‘uv.ezf‘/_g:F”v\/__g_:

FHY = FHY, (2.28)

Finalmente, como a conexao de Weyl (2.13) € invariante sob as tranformacdes (2.17), o tensor

de curvatura!? R"Z3 vs que s6 depende de ng e suas derivadas também o €. O mesmo acontece
para o tensor de Ricci, Rgs = RO[‘3 s+ Todavia, o escalar de curvatura que possui uma contragao

com a métrica ndo € invariante sob tais transformacdes, pois,

R= g“ﬁRaﬁ = e_fgaﬁRaﬁ —e /R

Para produzir uma grandeza invariante de calibre a partir de R, basta considerar a expressao

abaixo:
R? a=rs (2.29)

A procura por grandezas invariantes de calibre desempenhara um papel importante na procura

12Este resultado s6 é valido para uma variedade 4-dimensional.
BAs convencgdes para o tensor de Riemann e o tensor de Ricci deste trabalho sdo as mesmas adotadas em [15].



2.2 Identidades de Bianchi na geometria de Weyl 20

por uma lagrangiana também invariante em um principio variacional posterior.

2.2 Identidades de Bianchi na geometria de Weyl

O tensor de riemann R“ﬁ A da relatividade geral possui algumas propriedades de
simetria de extrema importancia em uma das possiveis demonstracdes das equagdes de campo

de Einstein, entre elas se destacam as identidades de Bianchi

Ryuva)p + Rappviie T Rapap)y =0, (2.30)

e as identidades contraidas de Bianchi

GO‘Hﬁ =0, (2.31)
onde aparece o tensor

- - 1 -

GoB = RoB _ 5g"‘ﬁR, (2.32)

chamado de tensor de Einstein ou tensor traco reverso do tensor de Ricci!4. No entanto, quando
a teoria de Weyl é considerada nem todas as simetrias riemannianas do tensor de curvatura sao

preservadas.

Segundo [18-21] as identidades de Bianchi ficam:

A A A -
Rivealp T Ripvijat Riapy =0, (2.33)

além disso, outras relacdes que continuam validas no espago de Weyl sdo:

o o o _
R%,5+RE,, +RY, = 0, (2.34)
Rf;“v — —Rﬁw. (2.35)

O tensor de curvatura surge na maioria dos livros textos de relatividade geral

[8, 10] através da seguinte expressao

&1y — S Tivis = RS (2.36)

onde £% sdo as componentes de um campo vetorial. Equagdes andlogas a anterior podem ser

14 A nomeclatura trago reverso se deve ao fato que G = g“"G“v = gqu“V = —R, o que implica que R*¥ =
GHv — % g"VG, ou seja, tem a mesma forma do tensor de Einstein em funcio do tensor de Ricci.

15Uma definicdo geométrica um pouco diferente da habitual e extremamente elegante do tensor de curvatura
pode ser encontrada em [22].
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encontradas para tensores de outras ordens e com indices covariantes, um caso util para o que
serd desenvolvido nesta secdo é a expressdo para o tensor métrico. Usando a defini¢do de

derivada covariante tem-se:

A A
Suv|la||p = (guv\a —Tiagav — F,lu)lﬁ
A A
_Ffm (grv|oc —Iagav —TVagar)
_Ff/ﬁ (grma - Fﬁaglr - F%ag)uu)

_Fgcﬁ(guvh_l—‘%uglv_Férglu% (2.37)

€ Consequentemente

guviipllc = (8uvip —Thpgav —Tia
_F,Eoc(g’cv\ﬁ - F%ﬁglv - r&ﬁgl’c)
—TY o (geup — Fﬁpgu - F%ﬁgzu)
—Tp (8uvie — Thugav —Thega)- (2.38)

Assim, depois de algumas identificacdes conclui-se que:

A A
8uvlallp ~ 8uville = ~8avRyuap — 8auRyap: (2.39)

O lado esquerdo de (2.39) pode ainda ser exposto de outra forma, a saber,

8uvlal|p ~ 8uv||lle = 8uvOpOa + 8uvOa||p — 8uvOaOp — 8uvOp|la = guvFap,  (2.40)

onde Fyyg = Og|p — OB|a = Ou||p — O||a- A equagdo (2.39) pode ser por fim reescrita da seguinte

forma:

R/,Lvocﬁ = _Rvuaﬁ _gliVFOtﬁ' (241)

No caso da geometria riemanniana em que F,g = 0 recupera-se uma das propriedades de sime-

tria do tensor de curvatura, Ryyqp = —Ryj0p-

Para encontrar as identidades de Bianchi reduzidas da geometria de Weyl deve-se
partir de (2.33), contrai-las fazendo A = f3 e utilizar quando necessario a antissimetria entre os

dois altimos indices do tensor de Riemann, resultando assim em:

(g“RK,W> + Ryl — Rualy = 0. (2.42)

1A

Apesar da derivada covariante da métrica ndo ser nula em geometria de Weyl, a

densidade tensorial \/—gg""¢*P construida com o tensor métrico possui essa propriedade, isto
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\.(D\

(v=as's), . = (V8)es 4 Ve + v e
= 2v—gg""s o — /=g g™ o — V—gg" s oy -
<\/—gg“‘/gaﬁ ) _— (2.43)

I

Assim, multiplicando /—gg""g?F por (2.42), tem-se:

A A
/—ggMV g%P <R‘uV(XH7L+RlJVHa+RIMXM|V> = 0

(\/—gg“vg“ﬁg“quva) at (\/ —gg“ﬁg“vRuv>|a — (x/—gg“vg“ﬁRua> oy = 04

Usando a propriedade (2.41) encontra-se:

[\/__ggﬂvgaﬁg/lx (~Ruxva _g,uK‘FVOt)] 4 <\/—_gg°‘ﬁR> _ <\/_—ngl3)Hv —0,

12 llox

e por fim

[\/—_g <R“ﬁ—%g“ﬁR)] - <\/—_gFaﬁ> . (2.45)

No caso particular da relatividade geral, ou seja, F B — 0 as equagdes (2.31) sao

obtidas. Assim (2.45) corresponde as identidades reduzidas de Bianchi na geometria de Weyl'©.

160 presente assunto também pode ser encontrado nas referéncias [18, 20].



Capitulo 3

O ELETROMAGNETISMO NA GEOMETRIA DE
WEYL

Antes de usar o principio variacional para encontrar as equagdes de campo advindas
da teoria de Weyl € necessario imbutir as quantidades essenciais do eletromagnetismo na nova
geometria. Deve-se para tanto associar o tensor campo eletromagnético ao tensor £y, definido
na Eq. (2.22) e o 4-potencial eletromagnético ao campo de 1-forma oy, onde, 6y = ¢ € o
potencial escalar que origina a forga elétrica e 6; = (A1,A2,A3) é o potencial vetor. Tal escolha
se legitima pela relagdo entre o 4-potencial e o tensor campo eletromagnético ser exatamente
igual a (2.22) e também porque através dessa associacdo o primeiro conjunto de equacdes de

Maxwell resulta diretamente da teoria,

{Faﬁly} =0, (3.1

e o segundo grupo de equacdes do eletromagnetismo poderé ser escrito posteriormente, sem
maiores dificuldades, a partir da densidade tensorial .V,

7= 7 (3.2)

onde # % deve ser entendido como uma densidade de corrente. Nota-se que de maneira con-
sistente com o mundo fisico as equacoes de Maxwell na teoria de Weyl sdo invariantes por uma
mudanca de escala. Tal teoria é uma consequéncia natural da nova geometria do espago, assim

como a gravitacao na relatividade geral, e isso da maior significancia a teoria de Weyl.

Afim de encontrar as equagdes de campo deve-se comecar escolhendo uma agdo

invariante de calibre do tipo
I = /W\/—gd4x.

Para isso W deve ter peso —2 relativo as transformacoes (2.17). Definindo também a densidade
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tensorial # = W,/—g torna-se possivel reescrever a acdo de maneira mais compacta,
_ 4
I= | Wdx.

Agora, fazendo uso do principio variacional e considerando as varidveis 0y, € gy independen-

tes, com suas variagdes se anulando nos limites de integracao, tem-se:
5/7/d4x: 0 — /(7/“56a+7/aﬁ5gaﬁ)d4x20, (3.3)

onde #*B = ywBe  Ppelas equacdes de Euler-Lagrange pode-se determinar as equagdes de

campo da teoria. Para isso, toma-se #' = #'(g4p,Oa). Isso implica que

Wy W
00qy ’

=0.: W% =0. (3.4)
8605‘[3

Esse resultado € obtido com 6, como coordenada generalizada. Quando se analiza a coorde-

nada generalizada g4, tem-se:

N ap A

= , =0.: woB = . (3.5)
8gaﬁ

Igaply

A equacdes (3.4) e (3.5) sdo leis fisica de acordo com [23]. Essas quatorze! relacdes néo sio
todas independentes, pois, # além de ser invariante sob transformacdes de coordenadas, é
invariante também quando submetido a trnsformagdes de calibre, com isso encontra-se cinco

identidades redundantes.

Para encontrar as variagdes 60y € 0g,, g em (3.3) devido a uma mudanga infinitesi-

mal de escala supde-se que o fator de calibre seja da forma geral
e/ =14 em(x), (3.6)

onde € é muito pequeno. Nota-se também que 7(x) deve ser nulo nos limites de integrag@o.

Assim,
Zap = (1 +€M)8ap = 8up T EMCap = 8up — 8ap = EMEap-:
08ap = EMZap- (3.7)
A segunda variacdo requer uso da transformacao (2.17) para o campo Og:

60520'054—(14-871')‘“ — Ga—Ga :877J|a.2

00q = ETg. (3.8)

10 niimero de quatorze equagdes é obtido somando-se 10 de (3.5), devido a simetria em W B que é semelhante
a da métrica, com 4 advindas de (3.4).
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Substituindo (3.7) e (3.8) na identidade (3.3), obtém-se:

/(W%w+mww&ww%:oz>/k%ﬂmm—%gn+mww&wd%:o

/(W“ﬂ)ad4x— /( o — W )d*x = 0.
A primeira integral tem valor zero, pois trata-se de um termo de fronteira. Dessa forma resta

somente a segunda integral:

/( &~V q)md*x=0. (3.9)

Como 7(x) se anula nos extremos, conclui-se que sob todas as variagdes possiveis a dnica
maneira de (3.9) valer sempre € se
=WE. (3.10)

\oc
Além dessa equagao existem mais quatro que podem ser encontradas considerando uma transfor-

macao infinitesimal nas coordenadas, a saber,
X% =x%+ &7, 3.11)

neste caso &% = £%(x) se anula nos limites de integragdo. A relagdo (3.11) serd considerada uma
transformacdo ativa, isto €, de um ponto a outro na variedade. Um procedimento semelhante

pode ser encontrado em [24] e [25]. Para isso serd necessario algumas definicdes preliminares.

Dados dois pontos P e Q na variedade e uma curva ¢ (A) passando pelos dois pon-
tos. Sendo também o campo vetorial tangente a curva dado por % e supondo que exista
um campo tensorial, por exemplo T#V, definido em cada ponto do espaco, deseja-se saber
a variacao desse campo em determinado ponto. Como ndo € permitido operar com tenso-
res em pontos diferentes deve-se utilizar o conceito de arrastamento de Lie para tensores,
onde segundo a convengdo de [10] T*V(P) = THV(x) estd localizado no ponto P com coor-
denadas x, THY(Q) = THY(X) estd localizado no ponto Q de coordenadas x dado por (3.11) e
THY(Q) = THV(x) é o tensor arrastado de P para Q. Agora pode-se tomar a diferenga entre o

tensor arrastado e tensor ja situado em Q pois ambos estdo no mesmo ponto.

Sabe-se que diferenciando a Eq. (3.11), chega-se a

ox* 0E”
55 5ﬁ+8aﬁ’

no entando, se o resultado desejado for a inversa dx%/ 0iP, tem-se

Ix” L0E°

5 6B 8xﬁ , (3.12)

. i P 2 . . . 2 .
pois, 9% . 9 ~ 82 onde o termo com €2 & negligenciado. Com isso € possivel calcular o tensor
oxP 9B OB
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métrico arrastado até Q pela lei normal de transformacgdo de tensores,

oxH oxVv dEH &Y

dEY dEH
= 848 guv () — €| 84 525 8y (1) + 8 5oz 8 ()| + -
Portanto, 8§V 82;“
gaB(f) %gaﬁ(x)_g[ﬁgav(x)"‘mguﬁ(x)]- (3.13)

Para encontrar g4 (%) basta fazer uma expansio em séries de Taylor:

gaﬁ(x):gaﬁ(x+€§):gaﬁ(x)+£§y oxr (3.14)

Escrevendo de maneira mais compacta gqg (x)=ga p © agora subtraindo os dois tensores métricos

que se encontram no mesmo ponto, & gap = &ap(X) — gup(X), Obtém-se
Sgaﬁ = _£<§‘|/ﬁgav+§lraguﬁ+§ygocﬁ\y)- (3.15)

O mesmo procedimento pode ser feito para encontrar § Gy = G4 (%) — G(X). Assim,

usando a lei de transformagdo para tensores, tem-se

o oxP 0EB 0EP
6o (%) = 50 (x) = (55 - 8%>aﬁ(x) = 8k op —s%oﬁ(x). :

60 (%) = O (x) — £ 220 (x), (3.16)

onde foi usado a Eq. (3.12). Para encontrar 64(Q) = 04(X) deve-se expandir a 1-forma em

termos das coordenadas do ponto P.
0u (%) = O (x+€E) = 04 (x) + 0 (x) g (xF + €EP —xF) 4 ..
De forma semelhante ao que foi definido para a métrica serd usado G (x) = Og, assim, obtém-se

00(¥) = 0a(x) +€EP oy 5. 3.17)

Agora, tomando a variagdo de 64 no ponto P, chega-se a

§0o = —e(Ehop + EP oy p). (3.18)

Por fim, pode-se substituir as equacoes (3.15) e (3.18) na Eq. (3.3) para obter

/ (W50 + W B Sgap)d*x =0
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—e/<7/“§“aou+7/“§ﬂcw+7ﬂ“ﬁ§ﬁ‘ﬁgw+7wﬁ§“aguﬁ WP g, )dx = 0.
/[(W“é”ou)m—wméucﬂ—W“é”oua+7/“§“6a|u+27//“5§"|‘ﬁgau
W B E o |dt = [[F 08" 0) o~ W O+ Faga W+ 200 P g )
—27/‘]‘[;5& 2Pl g +7/aﬁéﬂgamu]d4x: 2/(7/aﬁ§“ga“)ﬁd4x
+/(W“§“Gﬂ)|ad4x+/[— & o+ Fau W™ =20 P gop) g+ # P gapiu | EHd*x = 0.

Na dltima relagio as duas primeiras integrais sdo nulas pois &# se anula nos con-

tornos, pelo mesmo motivo da terceira integral tem-se:
o Ly Lyap _ L 3.19
u\a+ b \acﬂ_i 8aplu T hrau : (3.19)

O termo entre parenteses € exatamente —Fff B ”‘/ﬂg como pode ser visto abaixo:

1 1
Tip#a = 58 (8ualp +8pai —8upi) e — 5 (80 + 85 04 — 8,50 ) G
1 | 1 |
= 7P (8unip + 8B — Supin) — QWE Op =57 40u+ gguﬁgavcvWQ
1 | 1 1
= 7P gapiu— 57/5% — 57 aOu+ 3V 0.
Da Eq.(3.10) sabe-se que #' % = Wﬁ‘x. Assim,
ro b _ Lyap Lya 3.20
up” =5 8aplu — 57 |aOr- (3.20)

Dessa forma a Eq. (3.19) pode ser reescrita como segue.

1
ba ~Tiip? o= 5P . (321)

Logo, a relacdo em (3.10) e as quatro equacdes em (3.21) reduzem as quatorze

equacdes de campo que aparecem em (3.4) e (3.5) a somente nove identidades independentes.

3.1 Equacoes de campo no “calibre natural” R = A

A densidade lagrangeana % deve ser invariante de calibre, logo, a forma de generali-

zacdo da acdo para incorporar a interacao eletromagnética proposta por Einstein,
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W — (R+gFaﬁF‘xﬁ>\/—_, (3.22)
ndo serve para ser adotada na nova teoria, pois Ry/—g tem peso 1 sobre uma mudanga de calibre.
A ideia proposta na literatura € escolher uma densidade lagrangeana que se aproxime 0 maximo
possivel de (3.22) e tenha peso nulo sobre uma transformacdo de Weyl. A escolha possivel que

sera utilizada neste trabalho €
W = (R*+AFus F*F) /=g, (3.23)

que difere de (3.22) somente pelo expoente 2 em R.

As equacdes de campo eletromagnéticas e gravitacionais da teoria foram obtidas
por [24] e [26] em um calibre especial R = A, chamado por Eddington de calibre natural, onde
A é constante em toda a variedade, pois para ele as medidas fisicas deveriam ser feitas com essa

escala.

[...] O calibre utilizado na prética é o calibre natural para o qual nossas férmulas
mecanicas anteriores se aplicam — ou melhor, uma vez que o sistema de medida
¢ ligeiramente ambiguo e as férmulas tedricas sdo presumivelmente exatas, o
calibre natural € um calibre exato com o qual todas as medidas praticas con-
cordam em uma aproximagao suficiente para todos os fendbmenos mecanicos e
métricos observaveis ([26], p. 207).

A escolha de um calibre que facilite os célculos se justifica pelo fato de existirem
grandezas invariantes de calibre, entretanto, deve-se tomar cuidado ao se calcular as grandezas

que nao s3o.

O escalar de curvatura R na geometria de Weyl depende do campo 6y, pois a co-
nexao da teoria depende do mesmo. Antes de aplicar o principio variacional a % serd necessario
expressar R como uma funcdo de R e 0y,. Ja que R € um escalar seu valor independe do sistema
de coordenadas adotado, logo, por conveniéncia o sistema de coordenadas geodésico riemanni-
ano deve ser escolhido. O nome riemanniano € adequado, pois nesse sistema de coordenadas a
conexao riemanniana dada pelo simbolo de Christoffel de segundo tipo € nula e ndo a conexao
de Weyl como um todo, esse procedimento é sugerido em [8]. E necessério observar que a
derivada da conexdo riemanniana ndo se anula necessariamente nesse sistema de coordenadas.

Assim, a expressao ja conhecida

1
ng = Fg'}’_ 5(5/?67/"‘ 5}9‘6[3 —gﬁyGa)
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no sistema de coordenadas geodésico se reduz a

29
1
*
ng: —5(5[3167/—}— 5}?Gﬁ—gﬁy6a), (3.24)
onde = é usado quando uma identidade que € vélida somente em sistema de coordenadas parti-
cular.
. 2 pa
do tensor de Riemann“ R Bya

O escalar de curvatura é dado por R = gP AR[; L= gP }”RO[‘} o+ Partindo da defini¢do
BA

I'7, conclui-se que
A A A A
R=gP*(T% )0 — (PTG, ) + 8PP T, T — gPPT5, 12,

tado até agora s é definido em um ponto.>

. (3.25)
No segundo termo da identidade anterior a métrica entra na derivada parcial porque em um
unico ponto ela € constante e € importante lembrar que o sistema de coordenadas especial ado-

Para encontrar o termo de gml“g)L deve-se continuar com a conexao riemanniana
Fg/l pois as derivadas dela podem ser diferentes de zero. Logo,
gﬁ)tl—‘ocA = gﬁlf‘gl — EgBA(SEXGA —1—6)?(5[3 _gﬁlca) = gﬁkf‘gl — E(Ga —o? —|—n6a). :

onde foi usado que gmgﬁ 2
fo

B

g“rfﬁ :é’mfgx +%(”—2)Ga,
=P

B

4 = 0 quando este termo néo for derivado.

(3.26)
= n, a dimensdo do espaco. E necessdrio lembrar de fazer
Outro termo presente em R é

~ 1 _ n
Fgazrga_i(égoa‘f’ 6((; GB_gﬁOCGa) . Fgazrga EGB
Gﬁ GB

*

: o
usar direto Fﬁ v

(3.27)
Os dois ultimos termos de R ndo aparecem derivadas da conex@o por isso pode-se
—%(5/?6}/-{- 8y 0 — ggy0”), por exemplo, o termo ¢Arr
calculado mais facilmente como segue:

*

Eaf‘;‘l pode ser
L Y ~8P* (8500 + 85,0 — 8o 07) (8% 0y, + 8} 0 — g3, 0%) = 18P * (ap0

1
4
+ Opoy —gﬁ;LO'aGa +nogo) + 00, — OOy — OpOy, —gBAGTO'T + GﬁG;L)
convencao da referéncia [23].

2Alguns autores usam uma definicio diferente do tensor de Riemann, nesse trabalho é usada a mesma
claro e objetivo o suficiente.

30 resultado da constincia da métrica nesse sistema de coordenadas pode ser deduzido matematicamente par-
tindo da condicdo de compatibilidade entre a conexdo e a métrica, porém, o argumento qualitativo apresentado é
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« 1
= Z(—ncaoo‘ +naﬁcﬁ —i-ZGﬁGB —noo").:

g T Th, = %(n —2)o,0%. (3.28)

Agora, substituindo (3.26), (3.27) e (3.28) na expressao para R em (3.25), tem-se

A n = 1 1 1
R = gB (Fga—zcﬁ)m—[gﬁ ng—|—§<n—2)6a]‘a—Z(n—Z)GaGa—f—Zn(n—z)GTGT

*

- ~ n 1 1
= PTG~ PTG — EG)Q = 5(n=2)0f + 2 (n=1)(n-2)0,0":

(3.29)

|
RE=R+ Z(n— 1)(n—2)0q0% — (n— I)GT‘a.
Como o tensor métrico pode entrar na derivada, a densidade tensorial \/—g também pode en-
trar e sair levremente da derivada, assim, pode-se reescrever (3.29) numa forma invariante de
coordenadas:

R=Rt ~(n—1)(n—2)040% (’z/__l)

Essa é uma expressio elegante de R como funcdo de R e 6. Tendo em vista que

(V=86%)0. (3.30)

N

cada termo da equacdo é escalar, a identidade torna-se valida qualquer que seja o sistema de
coordenadas adotado e ndo s6 para as coordenadas especiais utilizadas nessa demonstragdo.

Para um espaco 4-dimensional a Eq. (3.30) se torna

[9S)

R=R+ = (0q0%)—

— (V=80 (3.31)

ﬁ\

No apéndice A, onde sdao encontrados o tensor de Ricci e o escalar de curvatura em um sistema
qualquer de coordenadas é mostrado que V6% = (\/ go )‘ « € portanto (3.31) pode ser

reescrita como:

3 -
R=R+ E(GaGa) —3V40°.

Finalmente, depois de encontrar (3.31) pode-se escrever a acao de Weyl como se-

gue,
[= / (R® +AFy F*Y)/—gd’x, (3.32)

aplicando o principio variacional, tem-se 61 = 0, ou melhor,
) / (R* +AFy F*Y) /—gd*x = 0. (3.33)

Para encontrar uma forma mais adequada para (3.33) deve-se analisar o termo 5(R2\/—g),

S(R*\/—g) = 2R\/—gSR+R*8\/—g=2R\/—gSR+2R*8\/—g—R*6\/—3
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— 2R8(RV/—g)—R*6\/—g. (3.34)

Essa relacdo independe do calibre escolhido, mas por simplicidade e também com o intuito de
seguir os passos de [24] e [26]* o calibre natural R = A, onde A é constante em toda a variedade,

sera considerado:

5(R2\/=g) = 2A8(Ry/=g) — A28/ =g — ZA[ (R\/—_g)—%S\/—_g]. (3.35)

Assim, com o auxilio do resultado anterior, a variagdo na acao no calibre R = A fica:

s1=2n | [5(R\/—_g) N T (Fquuvﬁ)] =0

5/ (R -=+ —FWF“V> V—gd*x=0

onde supe-se A # 0. Substituindo (3.31) na equag@o anterior, obtém-se:

3 3 o ALA L .
5/{1&%(0&00‘) /2\+;\FMVF“"} v —gd*x— 36/ (V=g0%), d*x=0
O J/
R § a _é A uv 4
6/{R+2(6a6) >+ S FuF }\/_dx— (3.36)

Da identidade (3.36) pode-se obter as equagdes eletromagnéticas e gravitacionais da teoria,

basta considerar variagdes no campo 0, ou na métrica gy, respectivamente.

3.1.1 Varia¢ao no campo G,

Afim de encontrar as equagdes eletromagnéticas no calibre natural € necessario con-
siderar variagdes somente no campo de Weyl 6. Os tnicos termos na integral em (3.36) que
ndo ddo variagdo nula sdo 8 (o, 0" \/—g) e 8 (FyyF*V\/—g). O primeiro passo ¢ calcular esses

dois termos, assim:

§(ouoty/—g) =2/—gotbay. (3.37)

O segundo nao € tao direto e serd preciso um cdlculo um pouco mais longo, a saber,

S (FuvF™ \/=g) = /—g8" g P 8 (FuvFup) = 2v/—8F"' 8 Fyy
=2y/=gF"" [ (80y), — (80v) | = 4v/=8F" (80, )y

“Uma referéncia posterior que segue passos semelhantes aos dessa segio é [25].
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(Fqu“ \/_) |v_4(\/_FH )|v5(7u7 (3.38)

onde NV = 4,/—gF*"¥d0,. Substituindo (3.37) e (3.38) em (3.36),0btém-se:

/ [3o“¢—_— % (\/—_gF“V)V] Soud x+—/NVvd4x— (3.39)

A dltima integral se anula pois é um termo de superficie e como 80y, ¢ arbitrdrio, pode-se

concluir que

(V=gF""),, = 3Aﬁo“. (3.40)

Essa equacao € vdlida somente no calibre em que R = A, porém conforme [8] € possivel sair de

(3.40) para uma equacao invariante de calibre, para isso basta notar que o vetor
oy + (InR)), (3.41)

¢ invariante de calibre e com ele constrdi-se a equacdo de campo eletromagnética que € valida

seja qual for o calibre adotado, a saber,

3
(V=8F""), = 578" V=8 (Rov+Ry), (3.42)

que consistentemente, recupera o resultado (3.40) para o caso R = A. A equagdo (3.42) ja
tinha sido obtida por Weyl em 1918 em seu artigo, o qual pode ser encontrado em [27]°. Em
uma secao futura esses resultados serdo obtido sem falar em calibre especial, partindo direto do

principio de minima agdo.

3.1.2 Variacao em g,

Nesta subsegdo serd considerada somente variagdes do tipo g,y — guv + 0guy na

relacdo (3.36). A primeira medida a ser adotada nesta procura das equacdes gravitacionais €

calcular os seguintes termos: 81/—g, 6(R\/=g), 6(0,0%/—g) e 8(FuyF"¥\/—g). Alguns

resultados ja s@o conhecidos da geometria riemanniana, a saber,

1
0v—g = _Ev _gg,uvs(guv)a (3.43)
- - 1. -
O0(R\/—g) = <Ruv - ERgHV> vV _86(8uv) +guv5Ruvv —&. (3.44)

SEssa referéncia é uma coletinea de artigos de diversos autores, o tltimo é o artigo de Weyl Gravitation and
Eletricity no qual Weyl apresenta sua geometria.
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O terceiro termo também € obtido de maneira direta e resulta em
1
6(0q0%/—g) = (G“Gv — anao‘gw) V—gb(g""). (3.45)

O ultimo termo ndo € tdo evidente, sendo necessario de um pouco de algebra para obté-lo,

porém, o resultado segue de maneira familiar da forma abaixo:

S(FuvF™ /=) = 8(8" 8P FuvFupv/—8) = FupF*P 5/=g + FuvFop/—56(3"%¢"P)
1
= —5V=88uv (88" ) Fap PP +v/=gFuvFapg" 8(g%) + V=gFuvFaps"®8(g*P).

Modificando os indices de maneira adequada e utilizando a propriedade de antissi-

metria de F,y, obtém-se:

1
S (FuvF"Yv/—g) = —2(g" FﬁFav+4g,qu apF ﬁ)v_g(5gllv),

ou de maneira mais compacta

(F,qu'u \/_) = _2T,uv\/_(68uv)a (3.46)

onde Ty = g“BFHBFav + %gquaﬁF aB & exatamente o tensor energia-momento do campo

eletromagnético.

Por fim, tomando os quatro resultados desejados e substituindo em (3.36), obtém-se

provisoriamente
N I 3 1 o A n
/ RHV_ERgHV+§ Guo'v_iguvcao' + 4guv V—80 (g )
+ / V —gg”VSR“vd4x =0, (3.47)
0

onde a ultima integral € nula, pois, o integrando pode ser expressado como um termo de su-
perficie, isso € mostrado na maioria dos livros de relatividade que falam sobre o método de
Palatini, por exemplo, [10], [5], e [7]. Portanto, como a variagdo 9 (g"") € arbitraria, conclui-se
que

A - 1~ A 3 1

Novamente, vale lembrar que essa equacao vale somente no ‘“calibre natural” que ja foi citado
no texto. E interessante notar que os dois primeiros termos de (3.48) coincide com o tensor de
Einstein Gy € no caso especial em que 0y = 0, recupera-se as equagdes ja obtidas no contexto

da relatividade geral, quando se considera a constante cosmoldgica, pois, aqui A desempenha o
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papel da mesma. Assim,
|

. A
Ryuv — ERguv + Zguv =0, (3.49)

€ a equacgdo que descreve o espago vazio sem a presenca de campo eletromagnético e pode ser
encontrada em [10], [9] e [22], salvaguardadas as respectivas convengdes e tomando 7,y = 0.
A equagdo anterior, bem como uma possivel aplica¢do foram propostas por [28] e [29], quando
estes tentaram encontrar as equagdes gravitacionais da teoria de Weyl de forma independente

do calibre adotado.

3.2 Equacoes de campo em um calibre qualquer

Essa secdo se dedica a encontrar as equacdes de campo eletromagnéticas e gra-
vitacionais em um calibre qualquer, sem privilegiar o “calibre natural” citado por [26], por
coeréncia, os resultados encontrados deverdo reduzir-se aqueles obtidos na secao anterior. Para
os fendmenos eletromagnético a generalizacdo das equagdes de campo para um calibre qual-
quer ja foi exposta no capitulo precedente, a novidade aqui serd obté-las diretamente de um
principio variacional®. Entretanto, no que concerne a variagio da acio de Weyl em relagio ao
campo tensorial métrico, as equagdes obtidas neste trabalho ainda ndo foram encontradas na
literatura, outros autores como [28, 29] se debrugcaram sobre o problema mas ainda ndo existe

um consenso sobre quais equagdes estdo corretas.

3.2.1 Equacoes de campo eletromagnéticas da teoria de Weyl

Tendo em maos a equacdo (3.31) e a agdo de Weyl 3.32 deve-se enfim aplicar o
principio variacional considerando somente variagdes no campo de Weyl o, — o, + §0y.
Além disso sabe-se de (3.38) que O(FuvF"Y\/—g) = NV|V —4(y/—gF"V)y60,, onde NV =
4,/—gF"V§0y. Assim, a variagdo 6% ¢é dada por:

§W = /—88(R*+AFu F") =2R\/—gSR+ (4A\/—gF"'§0y) ), —4A(vV—gF"") 80y

= 2RV g[36"8(0u0n) - %__gw——ggﬂvacv),l] T (4AY =GRS0,
—4A(v/—gF"") | 60y = 6R\/—gg"" 0,60, — (6R\/—gg" " Soy) |,
+6R| v/ —gg"" S0y + (4A\/—gFH"  doy) ), — 4A(V/—gFHY) | 80y :

oW =[61v/—gg"’ (Roy +R)y) —4A(\/—gF“V)|v]56u +Mv‘v,

®Tendo em vista a facilidade do procedimento, é possivel que Weyl e Eddington conhecessem este método, mas
preferiram ndo utiliza-lo.
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onde MV =4A,/—gF"V 60, — 6R\/—gghV0y. Assim, 61 = [ 8 d*x = 0 resulta em:

/ (63/=g8"" (RGy +Ryy) — 4A(v/=gF"");, |60, + / MY, d*x = 0. (3.50)

Como SGM ¢ arbitrdrio, se anulando somente nas fronteiras e sabendo que [ MVvd4x =0,

conclui-se que a equagdo anterior torna-se

6V/=88"" (RO + Ryy) —4A(v/=gF*")}, = 0. (3-51)

Ja foi definindo que #* = (\/—gF “")‘v, com isso pode-se reescrever a ultima equacio da

seguinte forma:

3
S =v=8" (Rov+Ryy), (3.52)

que apresenta uma relagdo entre a campo métrico e o campo de 1-forma que juntos caracterizam
a geometria de Weyl. A expressao (3.52) é exatamente igual a (3.42) e como visto no capitulo

prescedente recupera (3.40) no “calibre natural” R = A = const.

3.2.2 Equacoes de campo gravitacionais da teoria de Weyl

Na subsecdo anterior foram encontradas as equacdes de campo (3.52) advindas de
variagdes na ac¢do devido somente as variagdes no campo de Weyl oy,. Agora, o principio
variacional precisa ser aplicado a acdo (3.23), considerando variagdes no campo métrico gy y.
Este procedimento estd disponivel no apéndice B, onde as equagdes de campo gravitacionais da

teoria de Weyl sdo deduzidas. O resultado final € bastante simples, a saber,

|
AT,y = R(R(uv) - ZgwR) —Diuy), (3.53)

onde A é uma constante, T,y = g“ﬁFuﬁFav + %gquaﬁFo‘ﬁ, Diyy) =Ry v+ %R(GMHV +Oy|ju) +
Roy 0y + R| 0y + R}, 0y € todos os outros termos sdo definidos na geometria de weyl. Este re-
sultado € curioso, pois, a menos do termo D), € andgolo ao da relatividade geral se ao invés de
R fosse utilizado R? na ag@o, porém, naquele caso a equagdo ficaria ATy, = R (I:’uv ~1 guvﬁ),
onde R e Ry estdo definidos em geometria riemanniana e sdo portanto diferentes de R e Ry
que aparecem em (3.53), o que permite afirmar que apesar da semelhanca entre as relagdes elas

sdo de fato diferentes, mesmo se nio existisse o segundo termo do segundo membro.

No apéndice B também € mostrado que a partir do divergente nulo da derivada

de corrente, R & =0, surge uma relacdo de restricio importante no processo de
[¢ |l
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obtengdo das equagdes de campo gravitacionais, a saber, g*¥ Dy ou

Mesmo que a densidade lagrangeana (3.23) ndo corresponda aquela utilizada na relatividade
geral e portanto leve a equacdes de campo gravitacionais diferentes, pode-se, em determinados

casos, encontrar previsoes fisicas desta teoria, por exemplo, segundo W. Pauli

[...] pode ser mostrado que para o caso de um campo esfericamente simétrico e
estitico no espago fora de uma particula material, o campo da teoria de Einstein
€ ao mesmo tempo uma solucio das equagdes gravitacionais da teoria de Weyl.
Este caso, na prética, é o Unico caso importante e é decisivo para a precessao
do periélio de Merctrio e para o atraso dos raios de luz. A teoria de Weyl é
assim capaz de explicar a precessdo do periélio de Merciirio e o atraso dos
raios de luz tdo bem quanto a teoria de Einstein ([23], p. 201).

E posivel que Pauli estivesse se referindo as equacdes gravitacionais calculadas
no “calibre especial” R = A = const., expostas aqui na expressao (3.48), pois eram os Unicos
resultados disponiveis na literatura na época em que ele escreveu seu tratado sobre relatividade
geral. Assim, a nova teoria além de matematicamente elegante também apresenta, em alguns
casos, resultados condizentes com os experimentos. No entanto, para comparar com a solu¢@o

riemanniana € necessdrio tomar a condi¢do 6, = 0, com isso a equagdo (3.52) resulta:
Rig = 0 = R = constante. (3.54)

Como o campo de 1-forma € dito ser nulo por hipétese, tem-se:

R = R = constante. (3.55)

Por outro lado a equagdo (3.53) fica da seguinte forma;
. 1 .

pois Ty =0 e D,y = 0.

A citacdo anterior afirma que a solucdo da relatividade geral para um campo com
simetria esférica na regido exterior a distribui¢do de cargas é também solucdo das equacdes de
campo gravitacionais da teoria de Weyl, agora serd mostrado que qualquer solugdo exterior na
geometria riemanniana também é solu¢do em geometria de Weyl, isto €, a solu¢@o para o espaco

vazio encontrada nos livros de relatividade geral

~ ~ 1 -
G‘uv = Ruv — Eg'uvR = O, (357)
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também é solucdo de (3.56), pois implica tanto R como I?uv nulos. Além disso, (3.56) cor-
responde exatamente a I?Mv — %I?guv + %guv = 0, a equagdo de campo gravitacional obtida

tomando o calibre R = A antes da variacdo da agao.

E interessante lembrar também que as equagdes de campo obtidas nessa se¢cao nao
contemplam o espaco com matéria, pois nao existe uma contribuicdo de matéria na acao, para
que este tema seja abordado € necessario que o problema do tempo préprio seja resolvido, tal

problema serd discutido no préximo capitulo.



Capitulo 4

CONSIDERACOES ADICIONAIS SOBRE A TEORIA
DE WEYL

Neste capitulo serdo analisados dois pontos importantes da teoria de Weyl. O pri-
meiro pode ser exemplificado na afirmacao de Weyl em 1918 a respeito das equagdes geodésicas,
a saber, “[a geodésica] ndo pode, € claro, ser interpretada como a linha de menor comprimento
porque o conceito de comprimento ao longo de uma curva ndo tem significado” [27], apesar
disso, os argumentos apresentados em [8, 23, 27] sdo demasiados qualitativos. A intensdo da
proximma secao € portanto, fornecer um arcabol¢o matematico que justifique de maneira mais
rigorosa a afirmacao anterior. O segundo ponto investigado € a famosa critica de Einstein a nova

geometria.

4.1 O problema variacional inverso

Ja é bastante difundido que se pode obter as equagdes de movimento de um sistema
partindo da lagrangiana correspondente a0 mesmo, porém o que serd analisado aqui € o pro-
blema inverso, isto €, uma vez dada as equagdes de movimento deseja-se saber se € possivel
encontrar uma lagrangiana cujo as equacdes de Euler-Lagrange coincidam com as equagdes de
movimento fornecidas a priori. Isso é conhecido na literatura como problema inverso ao cdlculo

variacional ou problema variacional inverso.

4.1.1 Geodésicas métricas e geodésicas afins (autoparalelas)

Antes de prosseguir € necessdrio saber a definicdo de geodésicas métricas e auto-
paralelas. Assim, dados dois pontos P e Q de uma variedade M, a curva ot(A) que fornece a

menor distancia entre os dois pontos é definida como geodésica métrica, onde A é o pardmetro
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da curva. Por outro lado, uma curva B(A) é chamada de autoparalela se o vetor tangente V
a curva é transportado paralelamente a ele mesmo, isto é, VyV = 0. Somente as curvas que

equivalem a geodésicas podem advir de um principio variacional.

Em um espaco euclideano as tinicas curvas nas quais o vetor tangente € transportado
paralelo a ele mesmo sdo as retas, as mesmas também minimizam a distancia entre dois pontos,
logo, neste caso as retas sdo tanto geodésicas métricas como autoparalelas. Algo semelhante

acontece no espago riemanniano, pois, as equagoes,
Ol o B Y
A gy X = 0,

podem ser obtidas tanto da equagdo VyV = 0 como de um principio variacional através da acao

s = [ \/guvxtxVdt, isto €, tal como no espago plano, as autoparalelas sdo também geodésicas

métricas.

De modo geral, dadas as equacdes de movimento

Gp(,%,x) =0, 4.1

onde ¥ = % € a aceleracdo, X = % € a velocidade, x € a posi¢do e t um parametro afim, as

condi¢des que G, deve satisfazer para que exista uma lagrangiana tal que G, = [L], onde [L],

¢ a derivada lagrangiana, sdo:

G, IG,

%" Jif’ 4.2)
Gy 3G,  _dIGy
v T ow 2% FR 4.3
3G, 9G, _ 1d (3G, Gy wa)
oxV  odxM 2dt \ 9xV  dxk ) '

Conforme as referéncias [30, 31], essas condicdes foram apresentadas primeira-
mente em 1887 por Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894) na obra [32],
onde ele mostrou somente que essas relacdes sdo necessdrias. Segundo [30], a suficiéncia das

equacdes s6 foi demonstrada posteriormente em 1896 por A. Meyer!.

4.1.2 Autoparalelas de Weyl

As equacdes das autoparalelas de Weyl sdo dadas por:

¥4+ ngxﬁxy —0. (4.5)

!GeneralizacGes dessas relagdes foram fornecidas mais tarde em [33, 34].
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O processo para obté-las € andlogo aquele utilizado em geometria riemanniano. As Equacdes
de campo sdo portanto expressadas por (4.5) e para associd-las ao Gy, da subsecdo anterior e
poder testar se tais equacgdes satisfazem as condicdes de Helmholtz, € necessario que as autopa-
ralelas sejam covariantes em seus indices, porém se o procedimento de baixar indice for feito
puramente com g, Gy ndo fica invariante sob transformagdes de Weyl, fazendo com que as
condicdes sejam satisfeitas em um calibre e em outro ndo, o que nio é algo desejavel®. Além
disso, como verificado no apéndice C para o caso de Weyl integravel, que é conhecido advir de
uma agdo, somente baixando os indices com e~¢ gua as condi¢des de Helmholtz ficam satis-
feitas, o que é condizente com o exposto anteriormente, pois e ¢ gua € invariante de calibre e
torna G, também independente do calibre adotado. Entdo para o caso de Weyl nao-integravel
€ necessdrio encontrar uma “métrica” que independa do calibre e que de preferéncia recaia em
e ? guo para Og = @4 Para isso pode-se baixar os indices com a métrica multiplicada por um

fator que torne a expressao toda invariante pelas transformacdes de Weyl, tal como abaixo:

e 1% 0 4. (4.6)

Assim, € possivel reescrever as autoparalelas de Weyl com indices covariantes como

segue:
Gu=eog (x“ n rgﬁﬂ) —0. @.7)

Com isso, percebe-se facilmente que a primeira condi¢cdo de Helmholtz fica satisfeita:

aG” _ d P _ d P an
a)'C'V =e fo-P X g'ua6‘(/x =e fGP X g[JV = axﬂ . (48)
Para analizar a segunda condicao serd necessario calcular %ft‘ :
aGu _ dxP 5
P D¢/ Opdx g“arg\,xﬁ.:
aGu B — dxP
5o =P TP [(gguy + gvulp — gpvin) — (8pu0v +8vu0p —gpvou)] . (49)

e consequentemente, fazendo as trocas  — v e v — U, tem-se:

dGy
IxH

= Pe TP [(gpyi+ 8uvip — 2pulv) — (8pvOu +8uvOp —8pu0v)] . (4.10)

Com isso o lado esquerdo da segunda condicao de Helmholtz fica:

G, 9G e
8; * axtf =28 1% (g1 — guvOp] (4.11)

’E interessante notar que Gy = 0 continua invariante de gauge, pois a fator de calibre aparece como um fator
multiplicativo, porém o G, em si, ndo € invariante € € com ele que as condi¢des de Helmholtz sdo construidas.
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J4 o lado direito da segunda condicdo de Helmholtz pode ser deduzido como segue’:

d (dG

ZE ( 8x5> = zxﬁaﬁ (effcpdxpguv) g “412)
d (JG

2% ( ax‘lf) = zxﬁe_‘fﬁpdxp (guv|,3 —gpvaﬁ/(’pdxp> . (4.13)

Com isso nota-se facilmente que a segunda condi¢do de Helmholtz ndo € satisfeita para as au-
toparalelas da geometria de Weyl nao-integravel. Isto significa que tais equacdes ndo podem
advir de um principio variacional. Para que essa condi¢do fosse satisfeita seria necessario ter
gu\,&B J 0pdxP = g,y0p, 0 que ndo se pode concluir em Weyl ndo-integrdvel. No entanto,
espera-se que Weyl integravel, onde og = ¢/, satisfaga essa condi¢do, pois neste caso € co-

nhecido que as autoparalelas vém de um principio variacional através da extremizacao da acdo

[ e % /guvi*xVdt. Realmente, neste caso acontece o esperado, pois, guvIp | PpdxP =guvPp-

Assim, é possivel concluir que a segunda condi¢ao de Helmholtz ndo ¢ satisfeita na
geometria de Weyl ndo-integravel e quando considera-se o caso em que o campo de Weyl € o
gradiente de um escalar, obtm-se e o — e~?, 0o mesmo fator usado para baixar o indice
em Weyl integravel, e como mostrado no apéndice C todas as condi¢des ficam satisfeitas para

este caso.

4.2 Critica de Einstein a teoria de Weyl

Uma possivel incompatibilidade entre os resultados experimentais e as previsoes
da teoria de Weyl foi levantada por Einstein. Para melhor entender o argumento de Einstein
pode-se considerar um campo gravitacional e um campo eletrostitico, ambos esfericamente
simétricos e estaticos atuando juntos em uma determinada regido do espago-tempo, onde as
componentes espaciais de oy sdo nulas, isto €, 01 = 02 = 03 = 0 enquanto a componente
temporal do 4-potencial 6y = ¢(r) depende somente da distdncia ao centro de simetria e ¢
assim como g, v € independente do tempo. Fixando um rel6gio em um determinado ponto do
espaco pode-se medir o tempo através de um processo periddico de periodo 7y. Partindo da Eq.
(2.8) e lembrando que o comprimento /y de um vetor varia com o tempo, conclui-se que depois
de passado o tempo coordenado x° = ¢, tem-se:

dl L dl ! ! I
—:Gde0:>/—:/ (pdx0:>1n<—>:(px0:>—:e"”.:
[ I ! 0 lo lo

[ =lpe?. (4.14)

3Em alguns casos serd mais adequado usar a notagio dy ao invés de |u Para derivada partial.
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A proposta de Einstein foi associar o periodo T ao comprimento de um vetor, assim &€ possivel
reescrever a Eq. (4.14) da forma:
T = 19e?". (4.15)

Para interpretar esse resultado inicia-se por considerar dois relégios C; e C; em um
ponto cujo 4-potencial € ¢;. Se um dos relogios, por exemplo C;, for levado a outro ponto do
espaco com 4-potencial ¢, seus periodos se modificardo com o passar do tempo de maneira

diferente, a saber,

t
TT = ’L‘oe(’",

Ty = T()eq)zt.

Logo, os passos dos dois relogios serdo distintos e dependerdo da histéria pregressa de cada um.
Mesmo que C; seja levado espacialmente ao ponto inicial sua velocidade de funcionamento sera
diferente daquela de Cy. De maneira semelhante ao que acontece com os periodos as frequéncias
desses reldgios também se modificardo cada vez mais. Este efeito deveria ser notado nas linhas
espectrais dos dtomos, isto €, linhas espectrais de frequéncias definidas nao deveriam existir,
pois as frequéncias depederiam da histdria pregressa de cada d&tomo, uma vez que o periodo
varia com o tempo de acordo com a Eq. (4.15). Entretanto, é conhecido que o espectro de
cada substancia € bem definido. Por isso Einstein concluiu que a teoria de Weyl estava em
flagrante desacordo com a experiéncia. Tal critica é abordada por diferentes autores entre eles,
[3, 8, 23, 35-38]. Segundo [35], o efeito citado por Einstein e descrito pela equagado (4.16) pode
ser chamado de “segundo efeito do relogio”, para distingui-lo do paradoxo dos gémeos que
seria o primeiro efeito do reldgio, previsto pela relatividade especial e também pela relatividade

geral. Para ilustrar a diferenca entre os dois conceitos [35] escreve

[...] Na geometria de Weyl, podemos prever que um viajante espacial que viaja
a uma estrela distante e, em seguida retorna a terra, encontrard nao somente
que aqueles na terra envelheceram muito mais, mas também que os relégios na
terra sdo encontrados funcionando em uma taxa diferente daqueles a bordo da
nave do foguete! ([35], p. 451).

Conforme [36], Walther Hermann Nernst (1864-1941) concordava com as obje¢oes
de Einstein e solicitou a academia de Berlin que a critica fosse anexada ao artigo de Weyl, o
qual teve que aceitar isso. Depois da publicacdo de seu artigo, Weyl se comunicou algumas
vezes com Einstein, trechos dessas cartas podem ser encontrados em [36-39] e mostram que
a intensao primeira de Weyl era tratar com pé de igualdade a direcao e o comprimento [40],
isto €, se a direc@o ndo € preservada sob transporte paralelo, o comprimento deveria se compor-

tar da mesma forma, mas no decorrer da busca por essa igualdade e por uma teoria invariante
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por mudanca de escala, Weyl se deparou com uma teoria capaz de geometrizar o eletromag-
netismo. Depois da maioria dos fisicos da época terem considerado sua teoria sem significado
fisico, Weyl abandonou a teoria de unificacdo, mas conseguiu incorporar a ideia de uma teo-
ria invariante de calibre na mecanica quantica algum tempo depois juntamente com Vladimir
Aleksandrovich Fock (1898-1974) e Fritz Wolfgang London (1900-1954).

4.3 Critica a critica de Einstein

Quando Einstein elaborou sua critica a geometria de Weyl, ele associou o tempo
proprio ao comprimento de um vetor, como feito anteriormente, mas sabe-se que a definicao do

comprimento € feita inteiramente com o campo tensorial métrico gy, isto €
\%
l= gu\,ﬁ“é ;

onde &% sdo as componentes do vetor de comprimento /. Isso significa que o campo de 1-forma
de Weyl 6, ndo contribui em nada para o tempo proprio, entretanto como pode ser observado no

decorrer deste trabalho as quantidades de interesse fisico nesta nova geometria sdo construidas

com o campo de 1-forma, por exemplo, a conexao ng e todas as grandezas definidas com

ela, entre elas Rg‘M ¢ Rg), dependem de oy. A propria agdo de Weyl contém em todos os
termos o campo de Weyl, a saber, [ (R2 +AF, F*Y) /—gd*x. Além disso tais quantidades
sdo invariantes pelas transformagdes de Weyl (2.17) e tendo em vista a importancia do conceito
de tempo préprio para a fisica era de se esperar que este possuisse tais propriedades. Porém o
comprimento de um vetor e também o tempo préprio, além de ndo dependerem de 6, ndo sdo
invariantes de calibre e o que Einstein fez foi basear seu ponto de vista em uma defini¢do de
tempo proprio riemanniana sem se atentar as propriedades citadas anteriormente. Na referéncia
[41], Romero apresenta alguns itens que devem ser observados na hora de propor uma defini¢ao

para o tempo proprio AT, estes sao:

[...] E claro que a defini¢do procurada teria de preencher os seguintes requisi-
tos:

(1) At deve ser construido inteiramente da geometria (lembramos que o
tempo proprio da relatividade geral é proporcional ao comprimento);
(i1) At deve ser consistente com o principio de invariancia de calibre;
(iii) AT deve depender tanto do campo métrico g,y como do campo de
calibre A;

(iv) At deve reduzir-se a defini¢do de tempo préprio da relatividade geral
no limite quando o, vai a zero;

(v) At deve ser escrita na forma At = [ % (V,g,A)dA, com %, como na
geometria de Finsler, sendo uma fun¢ao homogénea de primeira ordem
com respeito ao vetor tangente V (Esta condicdo € necessaria para garan-
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tir a invariancia sob reparametrizacio) [16];

(vi) Finalmente, seria altamente desejavel, embora ndo estritamente ne-
cessdrio, que a nova definicdo de AT pudesse permitir que as equagdes
das geodésicas afins de Weyl fossem deduzidas de um principio variaci-
onal ([41], p. 4)*.

No inicio deste capitulo foi mostrado que as equacdes para as geodésicas afins (auto-
pararelas) de Weyl ndo podem surgir de um principio variacional, entretando conforme relatado

no requerimento (vi) tal condi¢do ndo € estritamente necessaria.

Assim, a definicdo de tempo préprio utilizada por Einstein viola claramente alguns
dos requerimentos citados anteriormente, por exemplo, (ii) e (iii). No caso particular da geo-

metria de Weyl integravel o tempo proprio

AT:/e_(P/z\/g'uvxl'vadl,

onde A é o pardmetro, obedece todos as condigdes sugeridas em [41] e portanto é uma boa

defini¢do para o caso especial em que oy = @|,.

Deve ser bastante complicado encontrar uma defini¢ao razoavel para o tempo proprio
na teoria de Weyl ndo-integravel, pois o problema persiste desde sua origem em 1918, e ainda
nao sabe-se se € possivel resolvé-lo. O que a andlise feita neste trabalho sugere é que a teoria
de Weyl sem uma expressdo adequada para o tempo proprio € incompleta e ndo ha argumentos
fortes o suficiente, pelo menos baseado na critica de Einstein, para dizer que a nova geometria

estd errada e sem significado fisico.

4 A notacdo em [41] é ligeiramente diferente, por exemplo, naquele trabalho A u corresponde ao campo de Weyl
oy, desta dissertagdo.



Capitulo 5

CONCLUSAO

A teoria apresentada nesta dissertacdo foi a primeira tentativa de unificacdo entre
gravitacdo e eletromagnetismo, nela a parte eletomagnética advém puramente da geometria
do espaco tal como a gravitacdo!. Apesar de matematicamente muito elegante essa proposta
foi fortemente criticada pelos pesquisadores da época, entre os quais o criador da relatividade
Albert Einstein. Contudo, a versao integravel da teoria de Weyl conseguiu sobreviver, sem €
claro ter o objetivo de unificar as interagdes citadas anteriormente, pois neste caso especial ndao

existe eletromagnetismo (Fyy = 0).

Como visto, a teoria de Weyl possui no caso do espago fora da distribui¢ao de
matéria as mesmos resultados da relatividade geral e isso € um ponto a favor da mesma, porém
nao ter sido encontrada uma defini¢do adequada para o tempo préprio limita muito a teoria,
impedindo inclusive de propor uma teoria cosmoldgica incluindo a matéria. Entretanto, a teoria
nao pode ainda ser considerada sem significado fisico, tal como afirmou Einstein, e o fato dela
estd incompleta pode ser visto como mais uma area de estudo para os pesquisadores interessa-

dos.

De imediato pode-se pensar em algumas perspectivas de investigacdo nessa area.
E conhecido que em gravitacio Newtoniana o campo gravitacional ndo depende da carga do
corpo, entretanto quando se leva em consideracdo a relatividade geral, a solu¢do de Reissner
(1916) e Nordstrom (1918) que analisa o campo na regido exterior a uma particula carregada
revela que a carga da particula influencia no campo métrico, ou seja, a geometria do espago
nao ¢é indiferente ao eletromagnetismo. Assim, pode ser interessante estudar como ficaria o

problema de Reissner-Nordstrom no cendrio da geometria de Weyl.

'As propostas de unificacdo atuais além das interagdes gravitacionais e eletromagnéticas tentam englobar as
interacdes nucleares forte e fraca, entretanto na época o nicleo atdmico era um mistério e Weyl e os demais fisicos
da época ndo se preocupavam com tais questdes.
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Por fim, caso se proponha adequadamente uma defini¢do para o tempo proprio nesta
teoria € possivel tentar fazer algum trabalho em cosmologia? Serd que tal teoria faz predicdes
coerentes com os dados observacionais obtidos? Tais perguntas podem ser feitas e resumem o
quao é importante resolver o problema levantado no capitulo anterior para pesquisas futuras em

geometria de Weyl ndo-integravel.
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Apendice A
DEDU(;KO DO TENSOR DE RICCI E DO ESCALAR
DE CURVATURA

O objetivo deste apéndice € encontrar o tensor de Ricci e o escalar de curvatura da
geometria de Weyl em fun¢do das grandezas correspondentes na geometria riemanniana € do
campo de Weyl o,. A relagdo para o escalar de curvatura ja foi calculada no capitulo 3, mas
em um sistema de coordenadas especial, que foi nomeado de sistema de coordenadas geodésico
riemanniano, tal método é interessante, pois quem se interessa sobre o assunto pode fazer uso
de dois sistemas geodésico, o riemanniano no qual { BO;’} = 0, e aquele natural da geometria de
Weyl para o qual ng = 0. Nesse momento, entretanto, a maior dificuldade serd encontrar Ry,
j4 que o escalar de curvatura ¢ ligeiramente determinado por R = gMVRy,,. Entdo, partindo da

definigdo Ry = R%, 4y, obtém-se:
Ruy =T%,, ~T%,  +T5,I% — 5%, (A.1)

Como a expressao da conexao de Weyl em funcao dos simbolos de Christoffel ja € conhecida,
equacao (2.13) na pagina 14, basta calcular as duas derivadas das componentes da conexao, isto
€, os dois primeiros termos do segundo membro de (A.1) e substituir tudo em (A.1). Mostra-se

facilmente que os dois termos desejados sdo:

o

1

palv {uaa}|v - Enomv (A.2)
1

Fgam - {uav}|oc ) [G,u\v +Oy|u — (guvca)(x} ) (A.3)

onde n é a dimensao da variedade. Substituindo estes dois termos e (2.13) em (A.1), tem-se:

1 1 1
Ruv = sty = 310 = (i Ha+ 5| Oup + Oviu — (uv 0V + [ {ia} = 5 (8300



A Deducdo do tensor de Ricci e do escalar de curvatura 48

1 1
8500~ 8ua0®)| [{&} — 3880y + 80 — gev0™)| — [{i} — 5 (50w + 870y
1
~guv0™)] [{)} —5(820u+ 8807 — 8a:0™)| = L hy — {,f o+ {ifa} {5

1 1 1 1
_{Jv}{r%c} + E(Gu\v + Gv|u> - §<guvca)\a - E”Gu\v - Q{T"é}(%% + 3;3606

1 1
_guacr) — E{Ja}(6éx6\/ + 6\(,)667; _gf[vca) + Z(S;G‘u +6l§6a _g”aGT)(SI(-xGV

1 1 1
+68y/0r —grv0®) + E{Jv}”cr + 5{10&}(550v + 070y —guvo") — Z”"f@ﬁcv

+670u — guvo®).

3 —_Ja o T a T a4 Taet T ;
Como Ryy = {Jo v — { v Ha + {da v} — { i H %} € o tensor de Ricci riemanniano a ex-
pressdo anterior fica reduzida e para simplificar ainda mais o mesmo, pode-se contar com 0
auxilio da derivada covariante riemanniana, aquela que € definida em termos dos simbolos de

Christoffel e ndo da conexdao de Weyl. Matematicamente essas simplificacdes sdo:

1

Ruv = Ruv+5(0uy +0vi) = 5 (8uv0) 1o = 5104y = 51} 0u = 3y} 0w

1 1 1 1 1 1
+§{r%}guaof o E{uaa}av o E{”%}Ga + E{Ja}gvrﬁa + E{Jv}nc‘t + E{uaa}o-v

1 1 1
+5{vatou = 5{:a}euvo’ + 7(n0u0v + 0,0y — 04Oy + 60y + 0Oy — OO

1
—8uv0a0% — guy0q0%+0y0y) — Zn(ZGuGV —8uv0q0%)

(n—2)
4

- 1 ~ 1 - |
= Ryv+ EF,JV +Vyoy— EnVVG“ — Eva(g,woa) — (0u0v — guv0a0%),

onde ?p correspondende justamente a derivada covariante riemanniana definida em (2.14).
Como é conhecido Vg guv = 0. Outro resultado util para tornar a equagdo anterior um pouco

mais elegante é que
7 / a a
Vyou —Vuoy = oyy — {v}0a — Oyju +{yu}Oa = Oyjy — Oy = Fuv.

Assim, numa variedade de dimensao n o tensor de Ricci da geometria de Weyl pode ser expres-

sado em termos do seu correspondente riemanniano da seguinte forma:

(n—2)

- 1 - ~ ~
Ruv =Ryy +Fuy — 5 [(n+1)Vyo, —3Vu0y +guvVac?] — (0u0v — guv0ac%).

Esse era o resultado procurado, porém a teoria de Weyl deve ser analisada no caso de uma

variedade 4-dimensional , logo, fazendo n = 4 na tltima equag¢ao Ry, adquire a forma:

N 1 ,-~ ~ ~ 1
Ruv =Ryv — Fuv — = (Vvou + Vu0oy + guvVao®) — E(G,JGV — 8uv0q0%). (A.4)

[\
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Da relatidade geral sabe-se que o tensor de Ricci riemanniano € simétrico, I?uv = Rvu, no en-
tanto, fazendo uma andlise de (A.4) verifica-se que tal simetria € perdida em geometria de Weyl
devido ao surgimento do termo referente a0 campo eletromagnético Fyy que € antissimétrico
em seus indices, assim, pode-se decompor o ternsor de Ricci em sua parte simétrica R, ¢ em

sua parte antissimétrica Ry, ], como mostrado abaixo!:

. 1 -~ ~ ~ 1
Ryuvy = Ruv—5 (Vvou+Vuoy+guwVao®) — E(Gqu —guv0a0%),  (AS)

w] = —Fuv. (A.6)

[\

R

Logo, quando R,y for multiplicado por (6g"") ou pelo préprio tensor métrico gV somente a

sua parte simétrica sobreviverd, visto que g Fy,,, = 0 devido existir uma soma entre um tensor

simétrico e outro antissimétrico nos mesmos indices. Com isso, pode-se calcular o escalar de
: _ \ _ v .

curvatura definido por R = ghVRyy = g"VR (), resultando em:

S - - 1
R = R— (VQG“+VO¢G“+4VO¢G“)—5(%6“—460,6“).:

W N —

R = R+§cao°‘—3%o°‘. (A.7)

Com as equacdes (A.4) e (A.7) o objetivo deste apéndice foi alcancado, porém, para comparar

com o resultado obtido em (3.31) € necessario investigar o tltimo termo de (A.7), isto &,

~ 1
Voo =0, +{pato’ = 0%, + Egaﬁgampdp = 0%+

1
\/__g(" _g)|oc6a' :
~ 1
Vao® = Ne: (vV=80%) 4 (A.8)
Substituindo a relagdo anterior em (A.7) recupera-se o resultado (3.31) da pagina 30, a saber,

.3 3
R = R+§Ga0'a——_(v—g6a)‘a.

V¢

Tal resultado confirma a validade do método de coordenadas geodésicas riemannianas apresen-

tado neste trabalho.

'De maneira geral a parte simétrica de um tensor covariante de ordem 2 é Hyyy = %(H”v +Hy,), enquanto
sua parte antissimétrica € definida por Hj,| = %(Huv —Hyy).
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Apendice B
DEDUCAO DAS EQUACOES DE CAMPO
GRAVITACIONAIS DA TEORIA DE WEYL

O objetivo desse apéndice € encontrar as equagdes de campo gravitacionaos da teo-
ria de Weyl, tais solugdes sao obtidas quando se toma variagdes em relacdo ao campo métrico

na acdo de Weyl (3.32). Assim, a varia¢do na densidade lagrangiana fica dada por:

W =8(R*\/—g) +AS(FyyF*\/—g) = 2R\/—gSR+ R*3(\/—g) + A8 (FyyF*¥/—g).(B.1)

Por defini¢do R = g"VR,;y e usando o resultado bastante conhecido 6 (\/—g) = —%\/— 88uvoghty
e a equacdo (3.46), a saber, 8 (F,vF*V\/—g) = —2Tv\/—g(0g""), onde T,y = gaﬁFuﬁFav +

% guvFopF ap, pode-se obter do resultado anterior a seguinte expressao:

1
SW = 2R —g(5g"") (R(“v) - ZgWR) —2ATy/—8(88"Y) + 2RV —gg" SRuy, (B.2)

onde R, ) € a parte simétrica do tensor de Ricci apresentado em (A.5). isso se deve ao fato que
ogh" é totalmente simétrico, cancelando a parte antisssimétrica de Ry;y. O resultado (B.2) pode

ser reescrito como segue abaixo:

|
SW =g [ZR (R,W . ZgMVR) _ 2AT,W} (8g"Y)+2v/—gRg"'SRyy.  (B.3)

O termo 2,/—gRg"" 0R,v na tltima equacdo d4 mais trabalho aqui do que na relatividade geral

e precisa de alguns resultados que serdo obtidos agora.

Ja € conhecido que gv||q = guvOq, entdo, partindo do principio que <5[(3X)H 2=0
deduz-se o importante resultado que gﬁx = —g"vo,. Além disso, trazendo a defini¢ao de
densidade tensorial da relatividade geral conforme [8, 23], bem como usando a defini¢ao de

derivada covariante de uma densidade tensorial encontrada em [20], a mesma da geometria
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riemanniana', segue que (v—8&")ju = (V/—88H)u e também (\/—=g)|ju = 2v/—&0y.

Para resolver o problema é necessario reescrever 2,/—gRg""6R,, de uma forma
adequada, para isso a identidade de Palatini € essencial. Esta identidade para a geometria de
Weyl € exatamente igual aquela encontrada na maioria dos livros textos de relatividade geral,
ou seja,

SRy = (8T0y) 2 — (8T v

Logo, substituindo a identidade anterior em 2,/—gRg"" R,y encontra-se:
A A .
2v/—gRg" 6Ryy = 2/—gRg""[(6T 1y )2 — (8T, ) vl -

2v/—gRg" SRy = 2¢/=gRg"" (8T ) 2 — 2v/—8Rg"" (8% ) v-

Ultilizando a propriedade leibniz da derivada covariante e posteriormente os resultados mos-
trados anteriormente para as derivadas covariantes da métrica contravariante e das densidades

tensoriais, chega-se a:

2/=gRg" SRy = (2Rv/—gg" 8T, ) o — (2RV/=gg"* 8T} )10 — 2R )2 /= 88"V 8T},
—2R\/—g6,1g”v5fﬁv + 2R‘V\/—gg‘“’SFﬁ;L —|—2R\/—gg“"6v5fﬁl. :
2v/—gRg" SRy = X% —2v/—g(R +Roy )g" ST, +2v/=g(Rjy +Roy)g"" 8T,

onde X% =2R./—g(g"" oIy, — g“o‘SFﬁ ,.)- Assim, renomeando os indices “mudos”, obtém-se:
2v/—gRg" 8Ryy = X%, +2/=8(R) o + ROg) (88T}, — gV ST, ). (B.4)
Antes de prosseguir, serd calculado separadamente o termo g““SFﬁ 5 —8Mvery,.

§(g"Th, —g"'Tyhy) = (8g"*)Ty, — (8g")Tpty +g" 8T, — gV ol
gh*SIh, —ghvore, = 8(gMTh, —g'IH,) + (88" )%, — (8g"*)Th,.  (B.S)

Otermo V% = g““f‘ﬁ A g”"l“ffv pode ser expressado de uma forma mais conveniente, a saber,

1 A 1 A A A
Ve = Eg““g P(gup 2 +g/'tp|,u_g/.tl|p)_§gua<5u o), + 8, 0y —8ur0”)
1 1
_Eguvgap(gup\v‘*'gvpm_guv|p)+§guv(636v+6\?6u_g/,tvoa)a
1 1
Ve = Eg““glpgxp\u—26“—g“vg“”gup|v+Eg“vg“”gmp—G“-:

V=gl e® ey, — 8" e guppy — 3¢ 0p. (B.6)

'A derivada covariante de uma densidade tensorial de peso w é dada por 7 "|ja = (termo normal para tensores)
—nga F -, conforme [20].
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Substituindo (B.6) em (B.5), tem-se:

ghe8T);, — g"v T, = 8(8" 8™ guvip — 8"V 8 guply — 30p8™) + 1, (5g"")

—T)5 (88"%) = (88™P)g"" guvip + 8P (858"")guv|p + 88" (8guvip) — (58")8* gupy

—8"Y(88™)gup|v — 8" 8% (88up)jv — 30p8™ + T 51y (8gHY) — T, (88"%).

Substituindo este resultado na Eq. (B.4), a expressdo para 2,/—gRg"" R,y fica:

+

Xy +2V=8(Rjq +R0a) | (88%)g"" guv|p + 8% (88" )guv)p +8* " (Sguv)p)
(68"")g™ gup|y — 8"V (08*P)gupv — 8" g™ (88up)|v —30p8™ + T, (8¢"")

I, (88"")| = X%, +2v—=8(Rja+Rog) [g“pg“v(nguv)m - g“pg“v(58up)|v]

2v/—¢ :(R|u +R0u)g g2 pv + (R +ROa)g™ guvip — (Rjg +ROa)g™ guply

(Riy +Rou)g*gav)p — 3(Rj +ROu) Oy + (Rig +Roa)T, — (R)y +R6u)rﬁ,1] (84Y)
X+ :2\/__8(R\oc +R6a)g“”g“v5guv] o [2\/—_g(R|a +R0a)g“pg“v3gup] v
2(v/=8)|p(Rja +Roa)g*P "V Sguv — 2/~ g(Rja)p + R|pOa + RO p)g*P gV Sguv
2v/=8(Rjq +R0a)g"( 8" Sguv — 2v/=8(Rjo + ROa)g™ " Sguv +2(v=8)|v(Rja
Row)g"P " dgup +2v/—g(Riajv + RjyOa + ROy, )g*P 8" Sgup +2v/~8(R)q
Rou)g™ 8" Sup +2v/=8(Riq + Roa)g™ 8", 8gup +2v/=8(88"") | (Riq + ROa)

(Fﬁv +8"guvip _gapgup\V> — (R +Roy) (F)VL;L +8"grvip — 8P 8aply +3Gv)]

1
X+ Y0, +78; +2v=g|(Riq + ROa) (ig“gmmg“”g“v +g%0 g 487" )

1
8uxgvp(88"P) — (R4 + Roy) <§g’“gu|vg“”g“v +g%h 8" + g“pg“mgmgpﬁ (855*P)
(R\oc\v +R\v6a +R0a|v)gapg“vgu1€gp/3(SgKB) + <R|a|p +R|p606 +R6a\p)
gocpguvgwcgvﬁ(&gicﬁ)} +2v/—g(8¢"") [(R|a +Rog) (Fﬁtv +gapguv|p - gapgup|v)

A A A
(Rjy +Roy) (FM +&"Pgrvip — &P grplv +3Gv>] ,

onde YP =2./~g(R|o+R0q)g* g gy € 7h = 2v/~2(R|q + R0y ) g™ g 08up- No cilculo

anterior foi utilizado a identidade 0g,v = —g”,cgvﬁ(Sg’(ﬁ) e posteriormente sera necessaria

outra relagdo dtil, a saber, gafv = —go"lgmg“‘v. Assim, fazendo X% +Y% +Z9 =U¢ e

| loe |a |a

colocando os termos R|, + ROg € R|, + Roy, em evidéncia deduz-se que 2/—gRg"" SR,y €é:

+

+

|
U, +2v—g(8g"") [(Rm +Rog) <5guvg“”g’”gxf\p +2uvg™ 8P 8a 110 — 8% uvip
8P 8uplv + Ty +8% 8uvip — gapgu/)IV) — (Rjy +Roy) <F%)L +8"gyp — 2o

1
3oy + Eghgﬂv - gmgrcvlc) +8uvR|q0% —Ryoy +gﬂvgaﬁ (Rja|p +ROa|p)
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(Riupy +ROy) -

Sabendo que Ry = Rju|v — TR | Oy = Oujy —IjiyOa € F&/l = %g’lpglmv — 20y, mostra-
se que 2/—gRgM"Y SR,y é:
= U, +2v—g(8g"") [—Rmuv — ROy |y + 8uvRia 0% — Ry Oy + 8uvg™ (R\a\lﬁ +TopR)p
1
+ Royp +Rrgﬁcp) + (R +Roy) <§guvg“”g“ng|p —guvg“’tg”ﬁgxmp)
— ov(Ry +RG”)}

UT‘(X —|—2\/—g(5g‘uv) [_RWHV _RGMHV —l—g”vaGa _RWGV —Rva —Roy oy

1
(Rp +R0p)rgﬁguv8“ﬁ + (Rj¢ + ROq) <§guvg°‘pg’”gxr\p —guvg“’lgpﬁgwp)

- -

8uv8”P Ria)p + Rguvg™ Ganﬁ}

U +2v/=8(88") { = (R + ROy + ROuy +2Ru00) + uvs ™ Riay

1 1
+ (R +Roy)guvg®” bg’lp (gap|ﬁ + 8Bp|a —gamp) - 5(5§ op + 53% — gaﬁc’l)}

1
+ (R +Roy) <§guvg°"’g“gxr\p —guvg“lg”ﬁgamﬁ +Rguvg® oy p +g,uvR|aGa}

1
+ Rguvg® oy p + (R + Roy) (guvg"p 8" gapip — 8uvg™ 8" gupp +8uvo"
1
+ Eguvg’(pgmglr\p—guvgmgpﬁg/lmp)].

Portanto, cancelando alguns termos e pondo guvgaﬁ em evidéncia encontra-se o resultado final
para 2,/—gRg"VOR,y:

2\/—gRg”v3Ruv = U(‘xa-l-Z\/—g(Sg”v) [guvgaﬁ <R|05Hﬁ + R0y g + RO 0p +2R‘a6ﬁ>

_(RWHV —I—RGMHV—FRG,JO'V—FZR“JGV)]. (B.7)

Fazendo Dyp = R|q| | + ROy |p + ROaOp + 2R o Op, pode-se reescrever a equagdo anterior de

uma forma mais compacta, a saber,
2v/—gRg" ORyy = UT‘a +2/—g(6g"") (guvgaﬁDaB — D(“V)> . (B.8)
onde D,y € a parte simétrica de Dy,y, dada por:
1
Diuy) =Ry + 3R (Ou|jv + Oy)ju) + ROL Oy + Ry Oy + R}, Oy, (B.9)

: _1 . . , _
pois, D,y) = 5 (Dﬂv +Dy H) e R,y € totamente simétrico, devido ao fato de tanto a derivada
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parcial como a conexdo serem simétricas. Por fim, substituindo (B.8) em (B.2), tem-se:
1
§W =U%, +2/~g(5g"") [R (R(,w) _ ZgwR) — ATy — D) + 8uve® Dyg |, (B.10)
o

O uso do principio variacional requer 81 = 0 e como [U | ad4x = 0, chega-se a

seguinte equagao:

|
/[R(R(uv) —ZguvR> — ATyy + 8uv8™P Dog — Dy | V=2(8¢")d*x = 0. (B.11)

Tanto /—g como 8g"" sdo grandezas arbitrarias cujo ultimo termo se anula somente nos limites
de integracdo, logo, pode-se concluir que:

ATy, = R(R(“v) . %g“vR> +2uv8™ Do — D). (B.12)

Assim, (B.12) contém as equacgdes de campo gravitacionais obtidas a partir da varia-

¢do da métrica g, v na agdo de Weyl. Isso completa o conjunto das equacoes de campo da teoria,

pois (3.52) ja foi encontrada quando considerou-se a varia¢do no campo de Weyl oy,. Pode-se

perceber da Eq. (B.12) que ela ndo corresponde aquela da relatividade geral, mesmo no caso

em que ndo existe campo eletromagnético, isto €, 6, = 0 [23]. Entretanto, com a ajuda da Eq.

(3.52) é possivel simplificar a Eq. (B.12), pois, por defini¢do #H = (\/—gF*")),, isso implica

que ¢ T u = (v/—gF ”")M u = 0, visto que as derivadas parciais sdo simétricas (comutam) en-

quanto o tensor F*V ¢ antissimétrico. Logo, como ja foi mensionado anteriormente, no inicio

da se¢do, quando falou-se sobre a derivada covariante de densidade tensorial, ¢ ‘|L u= ﬁ i
Com isso tem-se:
3

S = AV —g8" " (Roy +R)jju =0 = (V—g)us"" (RGV ‘f'R\v)

+\/—gg”|“/u (Roy +Ryy) +v—8g"" (R|u0v + ROy |y + Ryjju) =0

R|v0'v +RO'VGV+R|”G” —l-g“"RWHV +Rg”v%|\v =0.:

g“v(RmHv +R6u\|v +Roy 0oy +2R|“Gv) =0,
ou de maneira mais resumida:
g“vDNv = g'uvD(’uv) =0 (B13)

Agora, substituindo (B.13) em (B.12) encontra-se uma expressao mais simples para as equagoes

de campo gravitacionais da teoria de Weyl, a saber,

1
R<R(#V) - ZguvR) —D(yy) =ATyy, (B.14)
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onde A é uma constante e todos os outros termos sao definidos na geometria de weyl. Conside-

rando o valor completo de Dy, a equagdo anterior fica:
1 1
R(R(w) _ ZgWR) — |Riuji+ 3R (Gujy + Ovju) +ROuOy + Ry Gy +RiyOu | = ATy,
(B.15)

Essas sdo as equagdes de campo gravitacionais da nova teoria. E claro que tal

equacao deve ser ainda confrontada com a realidade.
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Apendice C
AS CONDI(;@ES DE HELMHOLTZ E A GEOMETRIA
DE WEYL INTEGRAVEL

Neste apéndice serd verificado que as condicdes de Helmholtz para o espaco tempo
de Weyl integravel sdo completamente satisfeitas, desde que os indices das equagdes das auto-
paralelas sejam baixadas com a métrica efetiva e ¢ guv, para tanto € ilustrativo baixar os indices

somente com a métrica g y. Dessa forma tem-se:
Gy = 8uai® + gual § P57, (C.1)

Assim, a primeira condi¢do de Helmholtz fica prontamente satisfeita, isto é:

G, Gy
P = gua(s\(/x =8uv = PR (C.2)

porém, ja na segunda condi¢do acontece algo indesejavel,

G, JGy

BIY T FETI 2(guv\/l_guv¢m)xl, (C.3)
d (3G
25(3;55 ) = 2" (C4)

A segunda condi¢do ndo € satisfeita o que significaria que as autoparalelas ndo sio obtidas a
partir de uma agdo, porém como pode ser observado em [19], tais equagdes podem ser obtidas
da agdo s = [ /e~ ?g,vxHiVdt, onde ¢ € um pardmetro afim. Esse aparente desacordo mostra
que o processo de baixar indice ndo pode ser feito puramente com a métrica, pois, esta ndo
¢ invariante de calibre. Esta condi¢@o pode ser satisfeita no calibre especial em que ¢, = 0,
ou seja, no calibre em que gy = e™? guv- Assim, como ja discutido em capitulos precedentes

€ desejavel que Gy seja invariante sobre transformagoes de Weyl, para ndo acontecer como
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anteriormente, onde as condi¢des de Helmholtz sejam vélidas somente em um calibre particular.

Por isso, € fundamental escrever G, como segue:
Gy = ¢ gua (¥ + TG 7). (C.5)

Essa equacdo € invariante de calibre e € equivalente a identidade (4.7), pois, no caso inves-

(] —_ [ a . . . -~
—[adx® — o=/ 9adx® — =0 Agsim, as duas primeiras condi¢des de

tigado nesse apéndice, e
Helmholtz que foram abordadas no capitulo 4 podem ser encaradas simplesmente substituindo
— J 60dx* por —¢ e o, por |u» € como esperado nota-se que a primeira e a segunda condi¢éo

de Helmholtz ficam satisfeitas, pois,

G G _

Al e €O
G, JG d (JG Y
ot a2 () =2 ). 7

Como a terceira condi¢do de Helmholtz ndo foi anlisada no capitulo 4, ela deve ser

explorada neste apéndice partindo da equacgao (C.5). Por sorte, da equacgao (4.9) tem-se:

0G
3x5 =e 0P [(guwp +8uplv — gPVIu) - (guV‘Plp +8uppy — gpvq)\u)} , (C.8)

desta tltima relagdo mostra-se que

G, Gy 4.
oV 8)&; =2¢7%% (8uplv — 8oviu — Sup Oy +8pvOlu) (C.9)

Assim, o lado direito da terceira condi¢ao de Helmholtz pode ser obtido como segue:

1d <acu_acv) d

2dr oy ok ) T E{e_q)xp[(guplv_gpvm)_(gupq)lv_gpm\u)}}

= e [(8uplv — 8pvin) — (Sup9v — 8pvIiu) ]
+ x”ﬂ&y{e_‘z’ [(8uplv = 8pviu) = (8up 9y — 8pvPiu) ] }

Depois de aplicar algumas vezes a derivada do produto chega-se a uma relagdo para o lado
direito que poderd ser comparada com a identidade futura para o lado esquerdo da ultima

condi¢do,a saber,

ld (G, G 0D
2dt < a; - 8)&“/) =" (& — 3Py ) [(guplv —8pviu) — (8up9v —gpv¢|u)]

+e 33V [(8upiviy — &pvinly) — (Suply9v — LoviyPlu)
= (8up9iviy — 8ovOiupy)]- (C.10)

Para encontrar o lado esquerdo da terceira relacdo € necessdrio calcular a derivada
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de G em relagdo a posi¢do, assim, de modo fécil, porém demorado mostra-se que:

G ol 1 _ 0.
ax\I:L = % ¢ (g/.ux|v _guaq)\v) - Ee ¢gua|v <5,§x¢\y+ 57(/X¢\p _gpoc‘])'a) P i
1 _ 0.
2¢ 0 [(gouly + 8yulp — 8pyin) — (8up Py + 8yudlp — goyPlu) ] 057
I _
e *[(8puinv + &yulply — 8priuv) = (Sup 9y + 8urBlolv — 8pyv O — 8orfluly
+8p78% 8 ualvO)c) | K.
O termo 282 ¢ obtido fazendo as seguintes substitui¢des, 4t — V e Vv — . Assim, o lado
dxH

esquerdo da ultima condi¢do de Helmholtz, depois de uma série de cancelamentos, fica:

2G, 9G DU

axg - 8le = ¢ ¢(Xp_xpxy¢|7) [(gup\v_gPV\u)_(gﬂp‘p\v_gpvq)\u)}
+e~ %08 [ (8upiviy — &oviuty) — (8uply® — EoviyPlu)
— (8upBviy — 8pvluly) |- (C.1T)

Comparando (C.10) com (C.11) chega-se a conclusdo de que

Gy  IGy 1d dGy  IGy
dxV  oxt  2dr \ 9xvV 9t )’

(C.12)

isto é, a terceira condi¢ao também € satisfeita. Portanto, verificadas as trés relacdes, conclui-se
que as autoparalelas do espaco-tempo de Weyl integravel podem advir de um principio variacio-
nal, diferentemente do que acontece na geometria de Weyl ndo-integravel. Em [17] é mostrado
que para o espacgo riemanniano as condi¢des de Helmholtz também sao satisfeitas, enquanto

que para a geometria de Riemann-Cartan as condi¢des ndo sao verificadas.
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