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REsuMoO

Neste trabalho, apresenta-se uma abordagem bibliografica sobre defeitos topolégicos
com destaque para os monopolos com auséncia de campos de gauge. Inicia-se in-
troduzindo uma recapitulacdo gradual sobre os principais tipos de defeitos e, como
suas abordagens variam a medida que a lagrangiana assume maiores grupos de si-
metria. Em seguida, mantém-se atengdo apenas em modelos que suportam solucdes
tipo monopolo. Primeiramente, estuda-se o monopolo global SO(3), apresentando
por meio de uma abordagem analitica suas principais caracteristicas, tais como
espago assintético com déficit angular e interacdo gravitacional nula. Posterior-
mente, mostra-se que solugdes tipo monopolo podem surgir, também, em teorias

de campo com violagdo da simetria de Lorentz.

Palavras-chave: Defeitos topoldgicos, Monopolo, Violagdo da Simetria de Lorentz



ABSTRACT

In this work, it present a bibliographical approach about topological defects especi-
ally the monopoles with absence of gauge fields. It begins by introducing a gradual
recap on the major types of defects, and how their approaches change as the Lagran-
gian assumes greater symmetry groups. Next, remains attention only to models
that support monopoles. Firstly, it’s studied the global monopole SO(3), presen-
ting through an analytical approach, its main features such as asymptotic space
with angular deficit and null gravitational interaction. Posteriorly, it’s shown that

monopole solutions can arise also in field theory with Lorentz symmetry violation.

Keywords: Topological defects, monopole, Lorentz symmetry violation
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Em geral, um determinado sistema fisico pode apresentar-se em diversas fases, que
na Otica da matéria condensada, tem propriedades macroscépicas bem definidas. Por
exemplo, os supercondutores apresentam resisténcia elétrica nula e sélidos cristalinos
tém estruturas atomicas regulares. Contudo, dependendo das condigdes fisicas, tais
como temperatura e pressdo, o sistema pode transicionar entre uma fase e outra; que
podem apresentar maior ou menor simetria. A transicdo de fase pode ser descrita por
um mecanismo que os fisicos chamam de quebra espontanea de simetria (Q.E.S) e, é

fundamental para compreender tais processos.

O conceito de simetria estd relacionado com a propriedade que alguns sistemas
tém de manterem-se invariantes mediante algum tipo de transformacao. Do ponto de
vista das teorias de campo, elas podem ser distinguidas em dois tipos: global, quando
a transformacao é a mesma ao longo do espaco-tempo, e local, quando a transformacgao
pode variar de um ponto a outro ao longo do espago-tempo. Além disso, a simetria

pode ser discreta ou continua.

A formulacdo lagrangiana das teorias de campo sdo descritas por uma densidade
lagrangiana, que apresenta simetria de alguma natureza. Obtendo-se a funcdo den-
sidade de hamiltoniano, pode-se em principio, obter as configura¢des de campo que
minimizam a energia do sistema, também chamada de variedade do vdcuo. Como
serd explicitamente demonstrado ao longo deste trabalho, as configura¢des de minima
energia ndo preservam a simetria da densidade lagrangiana, no entanto, apresentam
um nivel de simetria menor!. Desde que a variedade do vacuo seja degenerada, isto

é, tenha vérios estados fisicamente equivalentes de minima energia, a transi¢cdo do

10 grupo de simetria da variedade do vdcuo é um subgrupo do grupo de simetria da densidade
lagrangiana, se¢do 2.1 de [1].



1 Introdugio 11

campo para o estado de vacuo ocorre espontaneamente, por isso, dd-se o nome quebra

espontdnea de simetria.

As solugdes conectando os estados de minima energia sdo denominadas defeitos
topolégicos. Como o préprio nome sugere, eles apresentam propriedades assintéticas
que permitem classificd-los em setores topolégicos e, isto é realizado utilizando-se um
ramo da matemética chamado Homotopia?, que é muito ttil no estudo das solucdes de

campo.

Dentre os varios tipos de defeitos, neste trabalho serdo abordados trés: kinks,
advindos da quebra de simetria discreta Z,; vértice, advindo da quebra de simetria
U(1); e monopolo, advindo da quebra de simetria SO(3). Os diferentes tipos de quebra
de simetria ddo origem a distintos tipos de defeitos com propriedades, em principio,

bem diferentes.

Os defeitos topologicos estdao presentes em todos os ramos da fisica, das cldssicas até
as modernas teorias quanticas de campo. No entanto, o tema central desta dissertagdo
sdo os monopolos, cuja simetria subjacente a lagrangiana é continua e ndo apresen-
tam campos de gauge. Eles ndo se assemelham a particulas, tais como monopolos
magnéticos. Eles serdo estudados em dois contextos: com violagdo e, sem violagdo da

simetria de Lorentz.

Monopolos sdo teoricamente previstos como resultado das transi¢des de fases so-
fridas pelo universo imediatamente apds o Big Bang e sua existéncia é uma exigéncia
das teorias de grande unificacdo [3,4]. Devido serem isoladamente estaveis, acredita-se
que eles possam ainda estar presentes no universo. Tais objetos, até o momento ainda
ndo foram observados. Apesar de apresentarem grande densidade apds a transigdo de

fase, possiveis mecanismos reduziram significativamente o nimero deles.

No cenério sem violacdo da simetria de Lorentz, o estudo é feito com base no
trabalho de Barriola e Vilenkin [5] entre outros. Nesse trabalho, os autores propdem
um modelo com auto acoplamento de um tripleto de campos escalares, cujo grupo
de simetria da lagrangiana é o SO(3) e, o estado de vacuo quebra espontaneamente
essa simetria em U(1). Esse defeito, chama-se monopolo global, devido a simetria
da lagrangiana ser global. Além disso, ela pertence a um grupo nao abeliano. No
caso seguinte, considera-se a quebra de uma fundamental simetria do espago tempo, a

simetria de Lorentz.

2Area da topologia que lida com deformagdes continuas entre espacos topolégico. Para uma
introdugdo mais técnica [2].
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Sabe-se que a teoria da relatividade de Einstein, especial e geral, sdo muito bem
sucedidas e, baseadas no grupo de simetria de Lorentz. No entanto, motivados por
encontrar uma teoria de campo unificada®, muito cientistas tém considerado a possibi-
lidade de violagdo da simetria de Lorentz [7, 8]. Neste trabalho, a violagdo é obtida por
um campo tensorial antissimétrico de rank 2, cujo valor esperado no véacuo é diferente
de zero. Sendo assim, o vdcuo da teoria apresentard uma estrutura geométrica ao longo
do espago tempo, o que obviamente viola a simetria de Lorentz. A forma como esse
tipo de quebra de simetria é implementada estd demonstrada detalhadamente ao longo

do capitulo 3.

Esta dissertagdo, constitui-se basicamente em um estudo bibliogréfico sobre um tipo
de defeito topolégico denominado monopolo e estd dividida em trés capitulos, além
da introdugdo e conclusdo. No capitulo 2, faz-se um estudo sobre defeitos topolégicos
com énfase em kinks, vortices e monopolos. O capitulo 3 dedica-se exclusivamente
ao estudo do monopolo global. A lagrangiana do modelo é escrita em termos de um
tripleto de campos escalares. Analisa-se suas propriedades topoldgicas e apresenta-
se uma solucdo assintética para as equagdes de Einstein. No capitulo 4, mostra-se
que defeitos tipo monopolo podem surgir em uma teoria com violagdo da simetria de
Lorentz. Analisa-se as equagdes de Einstein assintoticamente, tomando-se o limite BPS,
que fornece uma simplificacdo muito ttil. E por altimo, tem-se a conclusdo, com uma

breve andlise geral do trabalho e suas perspectivas.

O sistema de unidades naturais, onde 7 = c =1, é adotado ao longo de todo o
trabalho. Todas as dimensdes sdo expressas em termos de energia, cuja unidade bdsica

adotada sera o elétron-volt (eV):

[Energia] = [Massa] = [Comprimento]_1 = [Tempo]_1

3Segundo [6], candidatos promissores sdo: teorias de cordas, D-branas e teorias de gravidade
quéntica.



Capitulo 2

DEreITOS TOPOLOGICOS

Defeitos topoldgicos sdo solugdes de equagdes diferenciais ndo lineares que, em
teoria de campo, ocorrem naturalmente em modelos dindmicos com quebra espontanea
de simetria. Em geral, a simetria da lagrangiana que descreve um dado modelo nédo é
compartilhada pelo estado de vdcuo da mesma, ou seja, o estado de minima energia.
Entdo, quando o sistema tende a esses minimos, hd uma quebra da simetria e, em
funcdo do tipo de simetria que é quebrada classifica-se os diferentes tipos de defeitos.
Para esta finalidade, usa-se resultados da teoria da homotopia, um ramo da matematica
que tem fornecido importantes ferramentas para a compreensdo de diversas dreas da

fisica, tais como fisica da matéria condensada, fisica de particulas, cosmologia e etc.

Defeitos topolégicos desempenham um papel importantissimo em fisica, em es-
pecial, nas dreas de matéria condensada e cosmologia. Neste dltimo, por meio do
mecanismo de Kibble [3], que descreve a formagdo de defeitos topoldgicos através de

transi¢des de fase no universo primordial.

Neste capitulo, faz-se um estudo sistemdtico, no &mbito classico!, sobre os tipos de
defeitos topolégicos mais abordados na literatura. Nas se¢des seguintes sdo apresen-
tados dois conceitos imprescindiveis para compreensdo do tema, sdo eles: uma breve
introducdo a teoria homotodpica, sem ater-se a demonstrac¢des dos resultados e a quebra

espontdnea de simetria, que serd discutida conforme apresenta-se os tipos de defeitos.

A assinatura da métrica usada ao longo deste capitulo é dada por (+,—,—,—).

No sentido de ndo quantizagio pelos métodos da mecanica quantica
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2.1 Algumas Consideracdes sobre Homotopia

A teoria de homotopia é um ramo da matemadtica amplo e muito rico, entretanto,
neste trabalho, faz-se uma abordagem introdutoria, simples e intuitiva, mas suficiente

para introduzir os resultado que serdo usados posteriormente.

Define-se o grupo fundamental 7t1(X,xp) como um conjunto de lagos contidos no
espaco X definidos a partir de um ponto xp € X. Dados doislagos quaisquer pertencentes
a X, eles correspondem ao mesmo elemento do grupo fundamental se, um puder ser
continuamente deformado no outro, caso contrario, eles correspondem a dois elementos
distintos do grupo [9]. Para ilustrar estes conceitos, considera-se o mapeamento de um
circulo S} (caracterizado por uma fungéo de 6) em outro circulo S; (caracterizado pelo
angulo 0 < 0 <2m), que pode ser pensado como o espago X [10] .As equagdes (2.1) e (2.2)
abaixo, representam dois mapeamentos (lagos) sobre Si, que estd esquematicamente

representado pelo circulo preto nas figuras (2.1) e (2.2).

fo(0)=0 paratodo 0O (2.1)

to, para 0<60<m

(2.2)
t2n—-0), para m<O<2m.

o]

Onde o parametro real t pode assumir qualquer valor no intervalo [0,1].

Figura 2.1: Mapeamento (2.1) Figura 2.2: Mapeamento (2.2)

A expressao (2.1) ilustrada na figura (2.1), mostra que o mapeamento fy(0) reduz-se a
um tnico ponto sobre S;. J& a expressdo (2.2), ilustrada na figura (2.2), mostra que o

mapeamento f(6) vai de 0 a 7t no sentido anti-horério e retorna a 0 no sentido horaério.

Pode-se observar que conforme t tende continuamente a zero, o segundo ma-
peamento tende suavemente ao primeiro; do ponto de vista topolégico ambos sdo
equivalentes. De forma geral, sempre que um mapeamento poder ser suavemente
deformado em outro, ambos mapeamentos pertencem a mesma classe topolégica, isto

é, correspondem ao mesmo elemento do grupo fundamental.
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Figura 2.3: Mapeamento (2.3)

Seja um terceiro mapeamento sobre S1, dado por:

H(0)=6, (2.3)

que esta ilustrado na figura (2.3). Como pode-se observar, ndo ha como deformar
suavemente o mapeamento descrito por (2.3) em (2.1) ou (2.2), a razdo é simples e
intuitiva, o mapeamento (2.3) d4 uma volta completa em torno de S;, enquanto os
outros dois, ndo. A grosso modo, para que os mapeamentos fossem topologicamente
equivalentes, seria necessdrio que o mapeamento (2.3) fosse interrompido em algum

ponto, ndo permitindo-o completar uma volta sobre S;.

Matematicamente todos esses mapeamentos sdo escritos como 71(S1) = Z, onde Z
pertence ao conjunto dos ntimeros inteiros e, corresponde ao nimero de vezes que (S})
“enrola-se” em S1. Entdo fica claro que Z identifica diferentes classes topoldgica do
grupo. Por exemplo, 0 mapeamento (2.1) e (2.2) pertencem a 711(S1) = 0, enquanto que

(2.3) pertence a 1(S1) = 1.

Estas nogdes de homotopia, estudadas em um circulo, podem ser generalizadas
para grupos de ordem mais alta, tais como m(S2) = Z, que representa 0 mapeamento
entre duas superficies esféricas. Por tltimo, um grupo no qual todos os seus elementos

sdo equivalentes chama-se grupo trivial e é denotado por 711(S1) = I

2.2 Kinks

Dentre os tipos de defeitos topoldgicos, o mais simples é denominado kink, mas nao
menos importante, ele apresenta as caracteristicas fundamentais presentes nos demais
tipos de defeitos, porém, de forma mais simples, ja que trata-se de uma teoria classica
de campos em (1+1) dimensdes (uma dimensao espacial mais uma dimensdo temporal)
com um tnico campo escalar real [11]. O modelo mais simples que suporta solugdes

tipo kink é descrito pela densidade lagrangiana abaixo (doravante denominada sim-
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plesmente por lagrangiana)

L= 30u0)0"9) - V(6). 24)

Com o potencial
_ Lo 1 g T4 Ao oo
V(p) = ch m +4/\qb i 4(¢ )7, (2.5)

2 ey
onde v? = %=, com m? e A ambos positivos.

De (2.5) tem-se que os minimos desse potencial sdo ¢g = +v, também chamados de

variedade do vacuo (M) desta teoria. A figura (2.4) mostra o gréfico desse potencial.

A
V(g)

—v 0 4

Figura 2.4: Gréfico do potencial V(¢)

A dupla degenerescéncia nos valores de minima energia é consequéncia da invariancia
da lagrangiana (2.4) sob o grupo de simetria discreta Z,, ou seja, ela é invariante
mediante a transformacdo global ¢ — —¢. Entretanto, os estados de minima energia
ndo o sdo. Sendo assim, quando o sistema tende a um desses minimos, que sdo

fisicamente equivalentes, ocorre uma quebra espontanea da simetria discreta Z,.

A equacio de movimento? e a expressdo para a energia® sdo dadas respectivamente

por:

d?¢p  d>P
T M2 —-? 2.6
- =A@ - 26)
€ (o¢]
1(dp\ 1(dp\ A 5 5,
2Obtida da equagio de Euler-Lagrange: g—é —-dy (%) =0.

[ee]

30Obtida de E = f TOdx, onde T% é a densidade de energia do tensor energia- momento candnico

—00

_ _odL
T, = 555500 -0, L.
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Para um campo estaciondrio ¢(x), as equagdes (2.6) e (2.7) reduzem-se a:

A’
= AMP? —v?) (2.8)
e
x 2
E= f [%(i—f) + %((j)z —02)2]dx. (2.9)

Solugoes fisicamente aceitdveis da equagdo de movimento(2.8) devem ter energia
finita. Assim, da equagédo (2.9) conclui-se que o campo ¢(x) deve ser constante em
x — *00 e, a energia potencial deve ser nula. Dessa maneira, conclui-se que a solugdo

deve tender aos valores ¢(x) = +v (0s minimos do potencial) quando x — +co.

Neste ponto, é preciso esclarecer que as solu¢des devem conectar os dois minimos
distintos do potencial. Fazendo-se a seguinte identificagdo: x — t e ¢(x) — x, a equagdo
(2.8) torna-se exatamente igual a equacdo de movimento newtoniana para uma particula
de massa unitdria, submetida a um potencial U = —V(¢), com V(¢) dado por (2.5). A
energia dessa particula seria entdo dada por:

W= (d—¢)2 - V(). (2.10)

dx
Mas de acordo com a discussdo anterior, em x — *oco 0 campo tende aos minimos do
potencial, que sdo valores constantes, de modo que a energia total da particula seria
nula. Em seguida, a figura(2.5) mostra o gréfico do potencial supondo que ele tenha
um minimo em 2.5(a) e, dois em 2.5(b), que é o caso real. Esta suposicdo é ttil para

compreender porque a solugdo deve conectar os dois minimos distinto do potencial

V(9).

U=-V(¢) Uu=-v(e)
(40 —00 (o o
¢
(a) Um minimo (b) Dois minimos

Figura 2.5: Potencial da Particula
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A partir da figura 2.5(a), observa-se que, uma vez que a particula esteja fora da
posicdo v, ela ndo pode mais voltar ao estado de minima energia, porque sua energia
potencial sempre serd negativa, de modo que sua energia cinética nunca serd nula e,
portanto, ndo poderd estabelecer repouso e retornar a vyp. Agora, se ha pelo menos
dois minimos como em 2.5(b), é possivel que a particula saia de ¢ = —vp com aumento
da energia cinética até ¢ = 0, em seguida a energia potencial tende a zero, portanto, a
energia cinética também, de modo que a particula entra em repouso em ¢ =vy. Em
termos da teoria de campos, isto significa que uma solugdo ndo trivial e ndo singular

deve necessariamente conectar os dois minimos distintos do potencial quando x — +co.

Do Ponto de vista topolégico, isto significa que o mapeamento dos contornos
espaciais(x — +o0) na variedade do vacuo (M) ndo podem ser reduzidos a um tnico
ponto, em outras palavras, o grupo de homotopia da variedade do vdcuo ndo pode ser

trivial. Isto é descrito de maneira compacta como 7to(M) # L.

Passando para as solu¢des, uma das formas de se obter a solu¢do da equagdo (2.8)

é multiplicando ambos os lados por Z—q; e resolvé-la por quadratura.

do\d¢ d¢
(e = (e

d [1(dp)\ dri
d—x[z(d—x)] o Caad

9V _ Ao o
(d_x) = Lt 1)

A partir da equagdo (2.11) e admitindo que o campo é nulo em x = x(, ou seja,
¢P(xg) = 0, obtém-se:

x o 2 P(x) do’
fxodx = iﬁ . (¢’2——02) (212)

O indice linha (') serve pra distinguir entre a varidvel de integracdo e os limites de

integracdo. Executando a operacado de integragdo, obtém-se a solugéo:

d(x) = i% tanh[%(x— xo)]. (2.13)

Os gréficos das solugdes (2.13), para xp = 0, estdo ilustrados na figura (2.6). As solugdes

positiva e negativa sdo denominadas respectivamente por kink e antikink.
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Figura 2.6: kink (vermelho) Figura 2.7: Densidade de
e antikink (Azul) energia

Substituindo a equacdo (2.11) na expressao (2.9), obtém-se a energia:

E= I ) pdx = I B %(cpz —v?)2dx. (2.14)

Onde a expressao p = %(c]b2 —0%)? ¢ a densidade de energia do Kink. Substituindo (2.13)

em p, tem-se:

4

4
m
— tanh* [

L (2.15)

277

4
p= o ﬂ(x—xo)]—m—’canh2 lﬂ(x—xo)

2 T

e com auxilio da expressio hiperbélica: sech? x = 1 —tanh? x, mostra-se que:

p= %(({)z —v?)? = m sech* lm(x—\/—;o)] .

21
Substituindo a expressdo (2.16) em (2.14), obtém-se a energia total do kink-antikink:

p_2vam
3 A

(2.16)

(2.17)

O grafico da densidade de energia p esta ilustrado na figura (2.16).

Mostrou-se anteriormente, através da analogia mecanica com uma particula, que
as solugdes de campo, ndo singulares e ndo triviais, devem conectar minimos distintos
do potencial. Entretanto, o campo pode ser um dos minimos do potencial em todo
0 espacgo, neste caso, tem-se a solugdo trivial. Diante disto, existem quatro solu¢des
fisicamente possiveis para a equacdo de campo, cada uma determinada a partir das pro-
priedades assintéticas dos campo. A primeira e segunda sdo triviais, respectivamente
caracterizadas por: ¢(x) = —v e ¢(x) = +v ao longo de todo o espago. A terceira é tal que

lim ¢(x)=-ve xg@m(p(x) = +v. A quarta é tal que: xgr_r})oqb(x) =ve xgrpooqb(x) = -0.

X——00

Cada uma destas solugdes pertence a uma classe ou setor topolégico e, solu¢des de um
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dado setor ndo podem ser continuamente deformadas em solugdes pertencentes a um
setor distinto, caso contrdrio, a condi¢do de energia finita seria violada. Isto pode ser

explicitamente colocado por meio de leis de conservagdo topolégica.

Define-se carga topoldgica como:
+00
Q= f K%x onde K!=e""9,¢. (2.18)

Aqui, €V é o tensor antissimétrico de Levi-Civita em duas dimensdes e, K" é a corrente

conservada, uma vez que 8HK“ = 0. De maneira explicita:

Q =¢p(x = 00) —P(x = —00). (2.19)

As solugdes com Q # 0 sdo ditas solugdes topoldgicas e, desde que a energia do sistema
seja finita, sdo estaveis. O mesmo ndo se pode dizer de solugdes ndo topoldgicas, onde
Q =0, desde que compartilhem o mesmo minimo do potencial, podem ser suavemente

deformadas uma na outra sem violar o requerimento da energia finita.

Em suma, denomina-se Kink-Antikink como um tipo de defeito topolégico decor-
rente da quebra espontadnea da simetria Z, cujo grupo topolédgico da variedade do
vacuo é tal que mp(M) # I. Nas proximas secdes ficard claro que os tipos de defeitos
mais conhecidos sdo classificados por meio da quebra espontdnea de simetria e do

grupo de homotopia da variedade do vacuo.

2.3 Vortices Abelianos

Na dltima se¢do, mostrou-se que uma solucéo tipo kink é um defeito topoldgico
definido em (1+1) dimensdo, cujo grupo de homotopia da variedade é mo(M) # L.
O préximo passo em diregdes com dimensdes mais altas, seria estender o modelo
do kink (2.4) para pelo menos (1+2) dimensdes, com grupo de homotopia dado por
11(M) # 1. Entretanto, desde que as solug¢des procuradas sejam ndo triviais, estaticas
e tenham energia finita, esta extensdo ndo pode ser realizada em uma teoria contendo
apenas campos escalares. Essa limitagdo é expressa por meio do teorema de Derrick?
[13]. Considere, no entanto, a tentativa de generalizar o modelo do kink para duas

dimensdes.

4Este teorema aplica-se a lagrangianas da forma: £ = d,$"d!¢" — V(¢"), onde existe uma soma de
Einstein no indice 4, ea =1,...,N, para N campos acoplados. Existem algumas formas de contornar esse
teorema, por exemplo, adicionado-se campos de gauge ou mudando o potencial V(¢)[12].
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O defeito topolégico mais simples definido em pelo menos (1+2) dimensdes chama-
se vortice, e decorre de uma teoria com somente um campo escalar complexo [14], cuja
lagrangiana é:

L=10,¢P-V(¢) com V(¢)=A(lp*—v?), (2.20)
como em (2.5), A é positivo.

Os valores que minimizam o potencial e que sdo representados por ¢, sdo tais que
V(¢o) =0. A fim de que a topologia da variedade do vacuo ndo seja trivial (rro(M) # I) é
necessario que os minimos do potencial tenham valores distintos em dire¢des distintas

do plano. Portanto, em coordenadas polares (r, 0):
Po=0 e quando r— co. (2.21)

Onde 0 é a coordenada angular e n pertence ao conjunto do niimeros inteiro.

Para uma configuracdo estdtica, a lagrangiana e o hamiltoniano do sistema sdo

dados respectivamente por:
L=-VoP-V(p) e H=IVoP+V(@). (222)
No limite r — oo, tém-se ¢ — ¢o , de modo que, }g?o V(¢) = 0. Nestas condigdes, de

acordo com (2.22), o hamiltoniano do sistema reduz-se a H = |[V¢|>. De forma que,

2

et

ar "1 a0?
1 ) 1 ) 2.2
= (——inve_ma)(—inveme) = % (2.23)
r r r
A energia, em r — oo, é entdo dada por:
E = f B rdrd6 = 2nno? f ~dr (2.24)
r

Esta divergéncia logaritmica no valor da energia mostra que o modelo (2.20) ndo admite

solugdes estaticas com energia finita.

O problema da divergéncia na energia pode ser resolvido adicionando-se um campo
de gauge (A,) que acopla-se ao campo carregado escalar complexo (¢) via derivada

covariante de gauge:
Dy = (dy —ieAy)op, (2.25)
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onde e é a constante de acoplamento minimo. Entdo, escolhendo-se um gauge onde
1
Ap=0 e A= EV(nG), em 71— oo, (2.26)

tém-se

. (2.27)

A energia desta configuracdo estatica, agora obtida da parte espacial de (2.25), é dada

por:
E= f |(V —ieA)p[*dr. (2.28)
Mas a partir das componentes (2.27),
1({dp n\ ;
V—ieA)p = —|==|—ie(—])e™®. 2.2
(V—ieA)p r(&@) Ze(re)e (2.29)
Ao substituir a (2.21) em (2.29) mostra-se que:
(V—ieA)p = %eme _ %eine - 0. (2.30)

Portanto, o lim E = 0, de forma que recupera-se a condi¢do de energia finita, que
r—00

juntamente com o grupo de homotopia nao trivial do vacuo desta teoria, constitui o

tipo de solugdo desejada.

2.3.1 Voértices no modelo abeliano de Higgs

Como discutido e verificado anteriormente, existe uma impossibilidade na extensao
do modelo tipo kink para duas dimensdes espaciais usando modelos com somente
campos escalares. Também verificou-se que, ao inserir um campo de gauge no modelo
essa dificuldade pode ser contornada sem comprometer a energia e a estabilidade
da solucdo. Um modelo com tais caracteristicas, e que serd aqui estudado, chama-
se vortice de Abrikosov-Nielsen-Olesen [15], ele é uma generalizagdo relativistica da

teoria de supercondutividade de Ginzburg- Landau [16].
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A lagrangiana do modelo é dada por :

L= —%F‘”"FW +(Dud) (DEP) = V(9), (2.31)

onde
V() = A(pI* —v%). (2.32)

As constantes A e v sdo positivas. F, € o tensor eletromagnético da eletrodinamica de
Maxwell, e (D,¢)* € o conjugado de (D).

A lagrangiana (2.31) é invariante mediante a transformacéo local de gauge:
¢ — ¢ =P, (2.33)

ou seja, a lagrangiana é invariante sob transformagoes locais pertencentes a U(1), que é

um grupo de simetria abeliano.

Vi)

Figura 2.8: Potencial V(¢)

A partir da expressdo (2.32), conclui-se que os minimos (¢o) do potencial sado tais
que
Ipol* = 0°. (2.34)

Esta condi¢do determina, sobre o plano complexo das componentes do campo, um
circulo de raio v, que posteriormente serd reconhecido como a variedade do vacuo.
O circulo preto no grafico do potencial (figura 2.8) representa o conjunto de minimos

fisicamente equivalentes, matematicamente expressos por (2.34).

Da expressdo (2.34), obtém-se de forma mais simples [14] que, os minimos do
potencial sdo da forma :
Po = ve?, (2.35)
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sendo O a coordenada polar do plano espacial (r,0). O passo seguinte, consiste em
calcular o tensor energia-momento e em seguida obter a densidade de energia, a fim
de mostrar que a configuragdo (2.35) corresponde a minima energia do sistema. Com

auxilio do tensor energia-momento métrico,

dL

The=2 2.36
ho =25 %0 (2.36)
onde g), é o tensor métrico, e da lagrangiana (2.31) na forma
,e 1 oy
= 8"(Due) (Dap) - 188 PFuvFag = V(9), (2.37)
torna-se simples calcular o tensor energia-momento, que é feito como segue.
oL dgh*\ 1 98"\ v (98" pa
dgho (D) (Dad) (a )\a) 4FWF“5 [(ag/\a 3 agAa 8
64,68 + 0504 5 0% + 6867
= (—A) (D49 (Duh) = FinFap [(%)gvﬁ
veP o svsP
X [%50 +6y0% W}
2
_ (D)\qb)*(Da(P) + (DU(P)*(D/\(P) _ 1 FAvFaﬁ +FO'VFAﬁ vp
- 2 4 2 8
+(Fy)\Fao +F‘uGFa/\)gyal
2
L (Dag) (Do) + (Do) (Dad) | 1
agh ( 2 + 1A o + FopFl). (2.38)

Ao inserir a equagdo (2.38) na (2.36) obtém-se a expressdo para o tensor energia-

momento:
T)o = %(FMF% +FopFl 1)+ (Da9)' (Do) + (Do) (Dad) - gns L. (2:39)

Deseja-se aqui, da mesma forma como no caso do kink, estudar configura¢des de
campos estéticos, entretanto, segundo [17] ndo existem solucdes carregadas com energia
finita no modelo Maxwell-Higgs, de modo que, serd adotado o gauge Ag = 0. Partindo
desta condicdo e lembrando da equac¢do de Maxwell d uF H =41V, mostra-se facilmente,
ao tomar v = 0, que a densidade de carga é nula. Feitas estas considerac¢des, a partir de
(2.39), obtém-se respectivamente a densidade de energia e a energia total para o caso

estatico:
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B2
p=To = -t IDig* + A(|p]* —v?)?, (2.40)

E= f [372+|D1-¢|2+A(|¢|2—02)2 d’x. (2.41)

Da expressdo para a energia total, conclui-se que para uma solug¢do com energia
finita é necessdrio que:
lim ¢ = o, onde g =ve"®. (2.42)

r—00
Isto implica que a (2.42) corresponde a variedade do vacuo, dito de outra forma, o
campo deve tender aos minimos do potencial quando as dimensdes espaciais do plano
tendem ao infinito. Quanto ao valor de 7, ele determina o ntiimero de vezes que
o mapeamento (2.42) “enrola-se” no espago assintético bidimensional. Para n # 0 o
grupo de homotopia da variedade do vacuo ndo é trivial, ou seja, (M) # 1. Os
valores de n também caracterizam diferentes classes de homotopia. S6 reiterando,
solugdes pertencentes a uma dada classe ndo podem ser deformadas em solucdes de

outra classe, desde que o requerimento de energia finita ndo seja violado.

Pode-se observar facilmente que os minimos do potencial ndo compartilham da
simetria U(1) da lagrangiana, de modo que, quando o sistema escolhe um dos minimos,

ocorre uma quebra espontanea de simetria.

Como observado, a condic¢do (2.42) é necessdria, mas ndo é suficiente para que as
configuragdes de campo tenham energia finita. De (2.41), esse requerimento é expresso

matematicamente por:

IimB=0 , lim¢=¢py e limD;¢p=0. (2.43)
r—00

r—00 r—00

Em particular, a terceira expressao revela que

(V-ieA)p = 0 emr— oo
Vo = ieAg
_ 1Ve 1 _1
A = E? = ieV(lnqb) = eV(nQ). (2.44)

A equacgdo (2.44) implica na quantizacdo do fluxo magnético (P) da configuracdo de

O = f Bd’x = f (VX A)d?x = 56 Adl. (2.45)

campo:
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Na passagem da segunda expressao para a terceira, usou-se o teorema de Stokes. Com

auxilio da expressao (2.27),

56A.d1 = bl
re
O = n%”. (2.46)

E importante ressaltar que o fluxo magnético é uma quantidade topoldgica conservada,

que por depender de 1, consequentemente depende da classe topolédgica da solugao.

Até aqui, discutiu-se sobre varias propriedades dos vortices, tais como energia e
estabilidade sem, no entanto, se preocupar com o formato das solugdes. Este sera o
objetivo do restante desta secdo. As equagdes de campo serdo obtidas por meio do
limite BPS [18], método muito conhecido, que d4 origem a solu¢des de minima energia
advinda de equagdes de primeira ordem. A abordagem que sera utilizada aqui faz uso

da seguinte relacdo, chamada de auto dualidade [19]
IDi¢pl> = (D1 +iD2)pI + eBlpf* +€'9;], (2.47)

onde J; € a densidade de corrente. Ao substituir a (2.47) na(2.41) obtém-se:

E

f |B; +|(D1 £iDy) ¢ £ eBlpP* £ €70, + Al - 02)2] d>x

f [%(BZ +2¢B|pI*) + D+l £ €79, ]; + Al —02)2]d2x. (2.48)

Onde D¢ = D1 £iD,. De acordo com o teorema de Stokes, f (€'19;] j)dzx = 56].d1 =0.

Agora, ao somar os seguintes termos
¢2 ¢?
+eBv® ¥eBv> e + E(|<p|2 — )% - E(|¢>|2 —?)? (2.49)

em (2.48), tém-se que:

E = f B[B2 +2eB(|p? — v?)? + €2 (| — v*)*] + D+l £ €79, ] + Al — v*)?
— é(l(jpl2 —v?)F EBUZ] d?x

E = 1B+ 222Dz/\e2 2 _ 22 % eBo? | 22 250
= S[Bxe(pl” =0 + D"+ A = 5 |(1pI" ~07)" F eBo™ | dx. (2.50)

De modo que, a minima energia é alcangada quando os dois primeiros termos quadra-

dos sdo iguais a zero e A = % Esta dltima igualdade é um importante resultado na
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teoria de supercondutividade, ela corresponde a interface entre supercondutores tipo
I e II, porque em geral, a massa dos campos de Higgs e de gauge sdo distintas para
diferentes valores de A. Por meio do mecanismo de Higgs é possivel demonstrar que as
massas dos campos de higgs e de gauge sdo respectivamente 1y, = V2ev e ma =2 VAv.
Quando myg > my tém-se um supercondutor tipo I, quando my < my4 tém-se um super-
condutor tipo II, o limite de separacéo entre eles acorre quando mg, = my4, que € o caso

. . 2
tratado aqui, ou seja, A = 5.

A energia é limitada inferiormente por um multiplo do fluxo magnético, para um
fluxo positivo escolhe-se o sinal inferior, para um fluxo negativo escolhe-se o sinal
superior, de modo que:

E > v?|D). (2.51)

Tomando-se o caso em que o fluxo é positivo, tem-se que ao saturar o limite BPS,

encontra-se as seguintes equagoes:

B+e(lpf>-v*) =0 (2.52)

(D1 +iD2)¢ = 0. (2.53)

Embora ndo tenham sido obtidas pelo método usual da equacdo de Euler-lagrange,
qualquer solugdo destas equacdes acopladas também resolve as equagdes de Euler-
Lagrange. As solugdes destas equagdes (2.52 e 2.53), além de descreverem vortices ndo
interagentes na teoria de supercondutores, por serem bem conhecidas, tém aplicacdes

em muitos ramos da fisica, da cosmologia ao modelo padrao da fisica de particulas.

2.4 Monopolos

O objeto de estudo desta se¢do, os monopolos, sdo classificados em dois tipos.
O primeiro chama-se monopolo global, devido a transformacado de gauge, pela qual a
lagrangiana permanece invariante, ser global. O segundo tipo apresenta transformacéao

de gauge local. O monopolo global sera estudado detalhadamente no capitulo 3.

A primeira formulagdo tedrica significativa acerca dos monopolos, a saber, mo-
nopolos magnéticos, foi dada por Dirac em 1931 [20, 21]. Partindo de argumentos
de simetrias no contexto da eletrodindmica de Maxwell, Dirac, a fim de explicar a

quantizacdo da carga elétrica, propde a existéncia de monopolos magnéticos.
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Em 1974, 't Hooft [22] e Polyakov [23] mostraram que monopolos magnéticos
podem surgir naturalmente a partir de uma teoria de gauge ndo abeliana com o seguinte
padrdo da quebra espontdnea de simetria: SU(2) — U(1). Em seguida, estas ideias sdo

apresentadas de forma mais detalhada.

24.1 O Monopolo de Dirac

Seguindo o raciocinio original de Dirac, observa-se que as equagdes de Maxwell no

vacuo,
VE=0, VXE:—la—B,
c ot
VB =0, Vszla—E.
c ot

sdo simétricas mediante a transformac¢do E — B e —B — E. Para que tal simetria fosse

estabelecida no caso geral, na presenca de cargas e correntes, ele prop0s uma construgao

tedrica na qual existe uma carga magnética g, tal que, o campo magnético B seja dado
por:

B=g— 2.54

=85 (2.54)

Portanto, o fluxo magnético (P,,) através de uma superficie fechada contendo g é entdo:

f (B.n)dS = f IB|dS = 4nir’B
S S

O, = 4ng. (2.55)

Dy

Onde r é o raio da superficie limitando o volume contendo a carga magnética, e n é o

versor de orientacdo do elemento de area.

A fungdo de onda W(r) = W para uma particula com carga elétrica e no campo de

um monopolo, é expressa por:
ie

W= gbexp( hCA.r), (2.56)

onde A é o potencial vetor, e ¢ é fungdo de onda para o elétron livre®. A (2.56) pode ser

expressa como:
W= lpei“ (onde a é uma fase, dada por a= —%A.r). (2.57)

A mudanga total sofrida pela fase (Aa) ao percorrer-se um ciclo fechado, com r e 0

5A equagio de onda para o elétron livre é: ¢ = [(|exp [é (px— Et)], aforma da (2.56) deve-se a mudanca
p — p— % devido a presenga do campo magnético.
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tixos, e apenas ¢ variando de 0 a 27, é dada por:

e e e
Aa = o SEA.all_E fs (VX A)dS = - fs B.dS (2.58)

e
Aa = h—cq)(r, 0). (2.59)

A figura (2.9) esquematiza a 4rea onde se calcula o fluxo ®(r, 0).

Figura 2.9: A regido cinza delimita a drea do fluxo ®(r, 0)

Entdo, em 6 =0 tem-se ®(r,0) = 0, conforme o ciclo desce sobre a esfera, 0 — 7t e
D(r,0) — 4mg. Acontece que em 0 — 7, o ciclo reduz-se novamente a um ponto. Mas
desde que o fluxo seja finito, A apresenta uma singularidade em 6 = . Como isto
ndo depende de r, qualquer esfera terd a mesma caracteristica, por isso A é singular ao

6

longo de toda parte negativa do eixo z°, nessa regido W é indeterminada.

A condi¢do de quantizagdo de Dirac poder ser obtida exigindo-se que W seja

univoca, dos argumentos acima, tem-se que:

e

Aa =27mn 4ng

n o
eg = Ehc (com n inteiro).
Retomando o sistema de unidades naturais (% = ¢ = 1), obtém-se:

(2.60)

NS

eg =

Logo, a existéncia de monopolos magnéticos leva a quantizagdo da carga elétrica, no

entanto, o inverso ndo é necessariamente verdade. Por isso, isto ndo significa que de

6Isto chama-se corda (string) de Dirac, uma abordagem sobre monopolo magnético sem corda ¢ dada
em [24].
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fato monopolos magnéticos existam. Em seguida, apresenta-se o monopolo de "t Hooft
e Polyakov, uma teoria cujo grupo de simetria da lagrangiana é mais amplo que o grupo

da eletrodindmica de Maxwell.

2.4.2 Monopolo de 't Hooft - Polyakov

Deseja-se aqui, estudar defeitos topoldgicos em (143) dimensdes, uma temporal e
3 espaciais. O modelo capaz de fornecer solugdes estaticas ndo triviais e com energia
tinita, chama-se monopolo de 't Hooft-Polyakov, proposto em 1974 [22, 23]. Este modelo
é uma teoria ndo abeliana de gauge, e o grupo de simetria da lagrangiana é o SU(2).
Por estas razdes, este modelo é mais complicado que os demais, no entanto, os métodos

usados nesta secdo sdo similares aos demais anteriores.

A lagrangiana é dada por:

1 a auv 1 a a 1 a a
£=-7G, G + 5 (Dug D) = LA 9" ~1P)>. (2.61)

Ondea éum indiceinternoe, variade 1a 3. Entdo, expressdes da forma ¢?¢” apresentam

uma soma de Einstein sobre o indice a . Além disto, tém-se:
Gly = 0uAL—0,Af +ge™ ALAS, (2.62)
e a derivada covariante de gauge:

Dy = 9" + ge™ AL . (2.63)

As constantes A e g sao positivas e "

é o simbolo de Levi-Civita. Observa-se que a
lagrangiana (2.61) é similar ao modelo abeliano de Higgs ( equacdo 2.31) mediante a
comparagdo Gy, — Fuy e A}, > Ay. Neste caso, A, corresponde a um vetor no espago
interno. Embora esta lagrangiana (2.61) pareca complexa, ela é construida pra ser

invariante mediante uma transformacio de gauge local’.

As equagdes de campo sdo obtidas da equacdo de Euler-Lagrange de maneira usual.

Aplicando-a aos campos ¢ e Ay, obtém-se, respectivamente:

D, DF¢* = —A(¢p"¢" — 7)o" (2.64)

’Ou seja, a o atuacdo do grupo SU(2) sob o campo ¢* = (¢!, ¢?,¢%) nao altera a lagrangiana (2.61),
estas transformacgoes podem variar de ponto a ponto do espago-tempo.
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DG = ge™™(DV¢") ¢". (2.65)

Restringindo-se a solucdes estaticas e com A% = 0 para todo a, tém-se:
g ¢ 0 p

DiD'¢" = ~A@"'¢’ ~11")¢" (2.66)
DG = ge™ (Dig?) ¢*. (2.67)

O indices i e j sdo indices puramente espaciais, ndo devendo ser confundido com o

indice a do espaco interno.

A Energia (E) pode ser calculada a partir do hamiltoniano®, fornecendo:

GLG™ + = qub D¢ + /\(qb " —1?)* |d3x. (2.68)
e [ [z |

A energia torna-se minima se as seguintes condi¢ées forem satisfeitas:

="  Al=0 Dy’ =0. (2.69)

Portanto, conforme o campo tende ao infinito, estas condi¢des devem ser obedecidas,
a fim de que se tenha solugoes fisicamente aceitédveis. A condicdo ¢?¢* = %, determina
uma superficie esférica de raio 1 no espago interno e, constitui a variedade do vacuo
(M) deste modelo. O mapeamento da variedade bidimensional assintética do espago
fisico’( denota-se por S) em M pode pertencer a diversas classes topolégicas, que
na representagdo matemadtica é descrito como my(M) = Z, onde Z é um ntimero real,
que caracteriza o niumero de vezes que S “enrola-se” em M, conforme percorre-se M.
Para tornar isto mais claro, pode-se considerar o caso em que Z = 1, isto implica que
para cada dire¢do no espago fisico, tem-se uma dire¢do bem determinada na superficie
esférica do espaco interno ¢’¢* = n?>. Sendo assim, assintoticamente o campo tem

diferentes valores para diferentes orientagdes.

E importante ressaltar, que mesmo que o gradiente de ¢*, com r — oo, ndo seja nulo,
isto ndo constituird um problema, desde que lim D;¢" = 0. A segdo 2.3 apresenta, com
r—00

mais detalhes, uma abordagem similar para o caso do vortice.

80 hamiltoniano pode ser calculado de maneira direta por: H = Z 950~ L, 0s q's sdo os campos e

§’s sdo as derivadas temporais.
E iedade pod d ficie esférica de rai d idi i-
sta variedade pode ser pensada como uma superficie esférica de raio r — co do espago tridimensi
onal.
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Pode-se definir uma corrente topolégica'® [25] dada por:

1 R R R R a
Ky, = gewpgeubﬂv(])“&p(pb&“(pc. Onde, ¢"= l% (2.70)
Como €0 € antissimétrico, por definicao:
B,JK“ =0. (2.71)

Isto significa que a corrente topolédgica é conservada. A carga topoldgica associada a
(2.70) é dada por:

Q = f Kod®x (2.72)

Q = % :ei]'keabc&q}“a]-q}bakqsc]d3x

Q = % €ik€™ (P09 p") | dx

Q = % €ike ("0, k") | d2S;. (2.73)
S

Esta dltima integral é sobre S, o espaco fisico assintético. S pode ser descrito pelos
parametros a; e a, que podem ser os angulos azimutal e polar, por exemplo. Assim,

pode-se escrever [10, 26]:

. 0P day
A4 —
di¢ Jat, I, (2.74)
© ox™ dx™
1 x™ dx
d?s; = 2€lm”€pq¢9 o, —a p,9=12. (2.75)

Esta tltima expressdo, relaciona o elemento de drea em termos de x" e ®g. Ao inserir a
(2.75) e (2.74) em (2.73), mostra-se que:

~ 1 th (9(]5C
Q= 8n f( p” day Qaq) ' (276)
Observe que o termo
99" 0¢°
P" (2.77)
e 8ap 8aq

corresponde a 242Si™, por comparagdo com (2.75). O subindice ”int” indica que o

elemento de 4rea na (2.76) é com respeito ao espaco interno, ao contrario da (2.75).

19Esta corrente topoldgica néo deve ser confundida com as cargas e correntes associadas ao teorema
de Noether.
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Sendo assim, a (2.76) pode ser escrita como:

Q= ﬁ f PPS) = ﬁ f d>s™m, (2.78)

Portanto, Q representa o nimero de vezes que a variedade do vacuo M é enrolada
conforme o espaco fisico assintético é percorrido. De modo que pode-se fazer a seguinte
identificacdo Q = 1p(M).

Uma questdo pertinente é: por que este modelo chama-se monopolo magnético?
Como ele relaciona-se a eletrodindmica de Maxwell? Em primeiro lugar, deve-se
ter em mente que o grupo de simetria da eletrodindmica de Maxwell, o U(1), é um
subgrupo de SU(2), o grupo de simetria do modelo (2.61). Portanto, espera-se que o
eletromagnetismo ja esteja incorporado no modelo (2.61). De fato isto acontece, 't Hooft
apresentou [10] uma definigao generalizada para o tensor eletromagnético Fy,, que é

um invariante de gauge.
N 1. A A
Fu =Gl - §¢“qu5"qu5€. (2.79)

Recupera-se a eletrodindmica de Maxwell ao tomar-se um gauge particular em que ¢*

aponta sempre para a mesma diregdo no espago interno. Para ¢* = (0,0,1), F,, torna-se
— 3 3

P[JV - a‘uAv _avA[J .

Sabe-se, da eletrodindmica de Maxwell, que 8“1—“*#1, =0. Onde

L1
Fiu = 5€upoF?” (2.80)

¢ o dual do tensor eletromagnético Fy, = d A, —dyA,. Ao contrdrio da teoria de
Maxwell, o divergente do dual de (2.79) ndo é nulo. Pode-se mostrar que para F, dado

por (2.79), tem-se:

. 1 1 A
9"Fay = eurpadEP’ = 5 €upocancd” §'9 §10 ¢ (2:81)

Com auxilio da (2.70 ), obtém-se:

1 47
Eeyvp(,&"lfpg = ?Ky. (2.82)

De modo que, tomando-se p =0, tem-se:
1 4r 1 e A4m
EGOVpgaVFPU = ?KO — EEijkaZF]k = ?KO, (283)

onde i, j,k variam de 1 a 3. Desde que o campo magnético continue sendo definido de
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forma usual, B; = %eiijjk, a (2.83 ) implica em:

v.p= o (2.84)
8
Onde % é a densidade de carga magnética. A carga magnética total é entdo dada por:
m= f Ko, Q. (2.85)
g 8

Onde Q é a carga topoldgica, equagao (2.78).

Conclui-se, portanto, que o modelo ndo abeliano do monopolo estudado nesta
secdo, ao contrario da teoria de Maxwell, ja apresenta naturalmente monopolos magnéticos.
Como discutido brevemente no inicio, isto ja era esperado, ja que o grupo de simetria
do eletromagnetismo, U(1), ¢ um subgrupo de SU(2). Sendo assim, se este modelo
de 't Hooft e Polyakov estiver correto, espera-se que realmente existam monopolos
magnéticos. No entanto, eles ainda ndo foram encontrados, mas isto ndo deve ser tdo
perturbador, ja que tais objetos sdo previstos serem muito pesados (~ 10'°Gev) [4], e,
portanto, muito dificeis de serem detectados, até mesmo pelos modernos aceleradores

de particulas.



Capitulo 3

MonNoPrOLO GLOBAL

O monopolo global encaixa-se em uma classe de defeitos topoldgicos conhecida
como defeitos globais, cuja simetria da lagrangiana é global; em contraste a aqueles
que acoplam-se a campos de gauge, cuja simetria da lagrangiana é local. Por ndo apre-
sentarem campos de gauge, o principal método para detectar os efeitos do monopolo
global serd gravitacional, via solucdo das equacdes de Einstein para a métrica externa
ao nucleo do monopolo. Isto serd feito com base, sobre tudo, nos trabalhos de Ma-
noel Barriola e Alexander Vilenkin [5]. A assinatura da métrica adotada nos préximos

capitulos é tipica da literatura no contexto da Relatividade Geral, (-, +,+,+).

3.1 LagrangianadoMonopolo Global: Topologia e Equacdes
de Campo

A lagrangiana do monopolo global é dada por:
L= —%(aycpa)(a#(p“) - i)\(qb“qb“ —n%?, com A>0 e n>0. (3.1)

Onde o indice a vai de 1 a 3 e, ndo deve ser confundido com os indices de Lorentz,
das dimensdes do espago-tempo. O tripleto de campos escalares ¢* comporta-se como
um vetor no espaco interno!, de modo que, ¢*¢? = (p1)> + (%) + (¢3)%. Claramente, a
lagrangiana (3.1) é invariante sob o grupo de simetria continua SO(3) do espago interno.
Isto pode ser observado, notando-se que para um dado ¢*, tal que ¢?¢" = constante > 0,
uma rotagdo de ¢” no espaco interno deixa a lagrangiana invariante. Em seguida, com

auxilio da equagdo de campo, mostra-se que esta simetria SO(3) é quebrada em U(1)

'Espago onde ¢ = (¢!, ¢p?, ) comporta-se como um vetor no espago tridimensional Euclidiano, no
mesmo sentido usado no capitulo 3 da referéncia [27]
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pela variedade do véacuo.

De maneira geral, as equagdes de campo para ¢” podem ser obtidas da equagdo de

Euler-Lagrange:

oL 1 oL
V[&(M))]—%_o. (3.2)

Os termos da (3.2) estdo explicitamente calculados abaixo,

oL _ 2 a..a a¢a a _ a..a b
Sgp = 10" —n2)2£¢ = =A@ =), (3:3)

or \ 1[0 ook

() = 3| Gy @+ S @ut
= 212864097 = -3¢, (3.4)

Sendo assim, ao substituir as equagdes (3.3) e (3.4) em (3.2), obtém-se a equacdo de

movimento:
9,9" 9"~ A " ~1")9" =0. (3.5)

Qualquer tripleto de campos escalares constantes, satisfazendo ¢*®? = n?, além de satis-
fazer a equagdo (3.5), corresponde a solu¢do de minima energia. Sendo assim, o vinculo
¢"¢" = 1* define a variedade do vacuo (M). Escolhendo-se, por exemplo, o tripleto
(0,0,1) e submetendo-o a uma rotagdo arbitrdria no espago interno, ele ndo permanece
invariante, muito embora conduza a um outro vetor da variedade do vacuo. Agora,
se ele rotacionar em torno de si mesmo (no caso, o eixo @) por um angulo arbitrario,
permanece invariante. Em outras palavras, quando o campo tende a variedade do

vacuo, a simetria SO(3) é espontaneamente quebrada em U(1).

Sabe-se que para uma teoria suportar defeitos, é necessario que a topologia da
variedade do vacuo seja correta. No caso do monopolo, entende-se que a variedade do
vacuo deve ser uma superficie S?> ndo contraivel. De fato, isto é claramente observével
na relacio ¢"¢" = 1?, entdo, a0 mapear-se a variedade do vécuo na variedade bidi-
mensional do espaco fisico assintético, garante-se que o mapeamento néo seja trivial,
matematicamente (M) # I. Em suma, mostra-se que a lagrangiana (3.1) apresenta
0s requisitos necessarios para descrever defeitos topoldgicos tipo monopolo global. A

etapa seguinte consiste em procurar uma solugdo para a equacdo de campo.
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3.2 Ansatz para Soluc¢ao da Equacao de Campo

Havendo solugdo, espera-se que a mais simples seja estatica e esfericamente simétrica.

O ansatz proposto em [5], para uma tal configuragdo de campo, é dado por:
xll
P = nf(r)7, onde xx" =12 (3.6)
Deve-se enfatizar que esta simetria esta relacionada ao espago tempo e, ndo ao espago
interno.

O elemento de linha mais geral para a métrica estatica com simetria esférica pode

ser escrito como
ds? = —M2(r)dt* + N2(r)dr? + r*(d6? + sin® Bdg?). (3.7)

Onde M?(r) e N?(r) sdo funcdes da coordenada radial .

As componentes da conexao métrica associadas a (3.7) sdo obtidas da expresséo:

1
Tgﬁ = igw\(aag)\ﬁ +dgSra —IA&ap), (3.8)

de modo que, as componentes ndo nulas sdo:

M MM’ N’
0 _ 1 _ 1 _
tn=3r To=7 =y (39)
)
17 1 _ rsin“0 » 1
I'p= N2’ BT N2 Iy = P (3.10)
1
F§3 = —sinBcosH, F?S = P Fg?) = cotf6. (3.11)

Com auxilio da conexdo e da métrica, pode-se encontrar a equagdo para f(r). Para

isto, é necessario substituir o ansatz (3.6) na equacdo de campo (3.5)%:

VV(Hqub) _ A((Pa(Pa _ n2)¢b -0.
Ao realizar-se a soma sobre o indice v, no primeiro termo, encontra-se:

V(@ 9%) = §0V(9pd?) + g1 V1(9197) + g2 Va(929") + §PV3(930Y). (3.12)

2A derivada d, — V, devido ao principio de acoplamento minimo [28], por estar-se no sistema de
coordenadas esféricas, onde os simbolos de Cristoffel ndo sdo todos nulos.
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A expressao para ¢’ em coordenadas esféricas, com b =1, por meio da (3.6) d4

origem a:

¢' =1nfsinBcos g, (3.13)

de forma que os elementos da (3.12) podem ser explicitamente calculados, resultando

em:

Vo009 = §%[0(Aoep’) —T(@vp")] = NG f'nsin6cos, (3.14)

g11V1(31¢b) = nsinGCOS(p(f—,; - I\]]\/]{’)’ (3.15)
§2Vy(dag?) = —T]SIHQCOS(p(ri - rgz)' (3.16)
g33V3(83¢b) = HSiHQCOS(P(r{\;Z - riz) (3.17)

Onde, f’(r) corresponde a derivada de f(r) em relacdo a r. Ao substituir as expressoes
(3.14 - 3.17) na (3.12) obtém-se que

12 ’ ’ 2
V#@”):nsinQCOS(p f—2 ( 2 N M ) '——f]

e TN TN T
f, LMY, 2f]
((9”)—1]51n9c05(p[ rN2+m Nl f= 2 (3.18)

O segundo termo da (3.5) é obtido lembrando-se que,

a)2

R e A

Portanto,

MA@ =)' = AnfsinOcosp(n’ £ —17). (3.19)

Ao substituir a (3.19) e a (3.18) na (3.5), finalmente encontra-se a equagdo para f(r),

que é dada por:

’” 1 ]\/I2 ! 2

No espaco plano, as fungdes M?(r) e N%(r) sdo iguais a 1, e entdo a equacao (3.20) pode

ser escrita como:

%(furz];)—mﬁ f(f>-1)=0. (3.21)
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Seja7=n VA =571, entdo em termos de 7 a equagdo (3.21) torna-se:

HZ+Z)-r- 622)

Embora ainda nédo tenha-se encontrado uma solucédo fechada para a equagéo (3.22), em
[29] Shi e Li usaram uma expansdo em série de poténcias de tanh(7/ \/E) para obter uma
solugdo para f(7) no espaco plano. As condi¢des de contorno usadas foram: f(0) =

lim f = 1. Uma representacdo grafica é dada na figura (3.1).

F—o00
£(r/6)
10

08 -

0.6 -

02r-

| I I I | I I I | I I I | I I I | (I’/§)
10
Figura 3.1: f(#) no espaco plano.

O monopolo apresenta uma regido onde o valor esperado do campo no vacuo tende
a zero, ao tamanho dessa regido, afastada significativamente do vacuo, dd-se o nome de

4 4 ~—1 4 ~ L
nucleo do monopolo. No espaco plano ele é dado por 6 Ly easuamassaé M, i

Em seguida, o tensor energia-momento (T,) e o tensor de Ricci (Ryy,) serdo ne-
cessarios para se obter as expressdes para M2(r) e N?(r), na busca pela métrica que

descreve o espaco curvo ao redor do monopolo.

O tensor energia-momento do monopolo global é dado explicitamente (Apéndice

A)) por:

12
0o _ _.2 f J 2
T = -1 2N2+r + An (f* - l (3.23)
12
TY = —nz f + =+ /\n 2(F2-1)?|, (3.24)
| 2N?2 72
3 2 flz 2 2
T2=T% = 'l 3G+g s 1)] (3.25)
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A partir da expressio T, pode-se observar que a minima energia é alcancada quando
P p op

f =1, portanto, lim f(r) = 1. Fora do ntcleo, onde f(r) = 1, tém-se:
r—00
e
Th~Th~-% e THh=T%=0. (3.26)
r

Com auxilio das conexdes pode-se calcular o tensor de Ricci (R,y) e mostrar que,

_MM'N"  MM" 2MM’

Rop = v T N (3.27)
Ry = —A&+%ﬁ+% (3.28)
Ry = —$+%'—;]];4A’4+1, (3.29)
Ray = sin29(—$+%—;]¥]\:1+1. (3.30)

Em seguida, ap6s algumas manipulagdes algébricas, serdo obtidas as expressdes para

as funcdes M2(r) e N?(r) respectivamente.

Combinando convenientemente as componentes do tensor de Ricci [30], pode-se

mostrar que:

Rip [ Roo Ry 2N" 1 1

N2 TN T2 N (.31
Além disto,
1 50 1 2 L 11 2
S(R0—RY)=R% = (g Roo—& Ru)—g"Rez
10 o1 > 1 Roo Ri1\ R (Rin Rpo  Rop
SRRy’ = 38T - et ) O
De modo que, comparando a (3.32) com a (3.31), conclui-se que
q P q
1 2N” 1 1
~(R%-RY)-R% = - +=—
2( 0 V=R (rN3 r2 r2N2)
1(1 2rN’
Sendo assim,
ry 1 2rN’ 1
(ﬁ) - :1—r2[§(R11—R00)+R22]. (3.34)
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Com auxilio da equagéo de Einstein®, na forma
1
RH, = 8nG(T”v - E(S“VT), (3.35)
mostra-se que
1 0 1 0 2 % Th
R*1—RY%=8nG(T"1—-T"g) e R%=-8nG T-FT (3.36)

Ao substituir as equagdes (3.36) em (3.34), obtém-se:

r ’
(ﬁ) = 1+8nGr*TY
# = r+81G f (2T0)dr. (3.37)

Substituindo a (3.23) em (3.37), tém-se

L _ 811G » 2_f'2 f2 2
N rnfr_ZNz 2 4’7(f -b

0

Fa[ L F

L__%zz’_(ll)ﬁzz_z
N - 1 . nfr _2N2+r2+ 72+2 4r](f 1) |dr

0
L _ o 871G , f’2 f_)/\zz 2
e 1-8nGn - fr 2N2 3 + 17 (f*=1)"|dr. (3.38)

0

De forma andloga ao procedimento adotado para encontrar uma expressao para

N?(r), pode-se encontrar a expressdo para M>(r).

Combinando as componentes Rj; e Ry» convenientemente, mostra-se que

Ri1 | Roo 1 [2N" 2M’
+— = + . 3.39
N2 M2 erl N M l (339)
Observa-se também que
R R
1 _p0 _ dlp 00 11, oo
R*1—-R% g R11 g Roo = (NZ +M2) (3.40)

de modo que pela (3.40) e a (3.35) pode-se escrever:

1
Rl _ RO —
o rN? (

2N’ N 2M’
N M

30nde, G é constante gravitacional e T é o traco do tensor energia momento.
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1 (2N’ 2M’
170y _
87‘(G(T1 To) VNZ(N+M)
/ ’ 2N/ 2N/
8nGrN*(T' - T%) = 2NT () (M) (3.41)

N M N2 M2

Integrando a (3.41) como abaixo,

f d(N?) f d(M?) f 8GrNA(T', — T )dr, (3.42)

e tomando a condicdo A(r)B(7)|;—e = 1, obtém-se:

exp f 8nG(T", — T')rN?(r)dr|. (3.43)

[00]

M?(r) =

1
N2(r)

Na regido externa ao nticleo do monopolo Tt ~ T",, de modo que,

M?(r) ~ : 3.44
"~ N2 (3.44)
Sendo assim, a (3.38) pode ser expressa como
L o » 2GM
N2(r)_M (r)=1-8nGn — (3.45)
Onde,
f2 P A
M =4nn f [ZNZ - 17 (f*— (3.46)

0

Harari e Lousto [31] mostraram por meio de métodos numéricos que M = —611—= \/_ ;

isto corresponde a um potencial gravitacional de natureza repulsiva. Entretanto, esse

efeito pode ser ignorado na escala astrofisica, desde que:
=f—=1"-. (3.47)

Onde 6 é o tamanho donticleo do monopolo. Como também fora pontuado por Vilenkin

[5], para razoaveis valores de 1 e A, nestas condi¢des, M pode ser negligenciado.
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3.3 Andlise Assintética do Espaco-tempo do Monopolo
Global

Negligenciando o termo de massa (M) na (3.45), pode-se escrever o elemento de

linha (equacdo 3.7) da métrica como:

dr® 20102 4 cin Odo?
TNGWZ'FV (d@ +sin Qd(P ) (348)

Definindo-se um novo sistema de coordenadas, tal que:

ds* = —(1-8nGn?)dt* +

r
t' = (wll —87'(G172)t e r=——, (3.49)
\1-8nGn?

pode-se mostrar ( redefinindo+” —r e t —t) que nesse novo sistema, tem-se:

ds? = —df? +dr* + (1 - 87’CGT]2)1’2(d92 + sin? Gd(pz). (3.50)

A métrica (3.50) descreve um espago-tempo com algumas caracteristicas muito interes-
santes. A primeira delas, pode ser observada ao se calcular a 4rea de uma esfera de
raio fixo, neste espaco. Lembrando-se que o elemento de volume em um determinado

espago, cujo determinante do tensor métrico é g, é dado por:

dV = \—gd*x, (3.51)

obtém-se facilmente a drea da esfera. O determinante do tensor métrico, que é o produto

da diagonal principal, é dado por
g= —r*sin? 6(1 - 87’(G1]2)2. (3.52)

Com auxilio da (3.52), a 4rea é entdo calculada da seguinte forma,

A = f\/—_gd2x:frzsinQ(l—Snan)de(p
T 21
A = A(1-8nGp?) f sin 040 f do = 4mr* (1-8rGr?). (3.53)

0 0
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Portanto, a drea da superficie esférica de raio r, dada por (3.53), ndo é 4112, mas sim

471r*(1-8nGn?). A (3.53) compreende um angulo sélido total de:
n p &

Q = éz = 41t - 322G (3.54)
r

Logo, nesse espaco existe um déficit de angulo sélido dado por AQ = 3212Gn?.

No plano definido por 0 = %, a métrica é escrita como: ds? = —dt? +dr® + (1 —

8nn?)r?dep, de modo que o comprimento de um circulo de raio 7, nesse plano, é dado

por:
C:f\/—_gd(p = 27r4/1-8nGn?

8nGn?

2nr(1 — ) =2rmn— 8r7t2G172. (3.55)
Este resultado, compreende um angulo plano total de 21t —8n>Gn?. Isto significa que o

plano 0 = § tem a mesma geometria de um cone com déficit angular igual a 87*Gn?.

A métrica (3.50), além de claramente apresentar um espaco com déficit angular,
tem o potencial newtoniano igual a zero®, isto é, do ponto de vista cldssico, ndo exerce

qualquer atragdo gravitacional sobre a matéria.

3.4 Consideracdes Sobre a evolucao de Monopolos Glo-
bais

A existéncia de monopolos com simetria local e global sdo preconizadas pelas
teorias de grande unificacdo [4]. Nesse cendrio, que baseia-se na teoria do Big Bang,
o universo sofreu diversas transi¢des de fase nas variadas escalas de energia, o que
deu origem a diversos defeitos topoldgicos. Por ser isoladamente estavel, o monopolo
global em principio, deveria ainda estar presente no universo. No entanto, atualmente

nenhum monopolo global foi observado.

Em 1990, partindo do modelo para o monopolo global estudado neste capitulo
[5], Hiscock realizou um estudo [32] onde por meio de argumentos cosmolégicos e
astrofisicos estabeleceu limites superiores para a densidade de monopolos globais.

Ao exigir que a densidade de massa do monopolo global correspondesse a menos

4IStO orque Qoo = -1 e, no limite Newtoniano pode-se tomar 00 = —(1 +2q)), onde @ é o potencial
Newtoniano.
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que 10% da densidade do universo fechado, ele mostrou que é pouco provavel que
exista pelo menos um monopolo em um grupo local de galéxias®, além de estabelecer
outros limites, com base em efeitos de maré em grandes estruturas gravitacionalmente
ligadas. Por ser demasiadamente baixa a densidade de monopolos, Hiscock sugeriu
que: ou um mecanismo eficiente reduziu drasticamente a quantidade de monopolos,
ou modelos que envolvam quebra de simetria global capaz de suportar monopolos nao

sdo plausiveis.

Em [33], Bennett e Rhie simularam computacionalmente a evolugdo cosmolégica de
monopolos globais partindo do modelo SO(3) estudado neste capitulo. Ao considerar
aleatorias orientacdes de campo sem posicdes fixas, os autores mostraram que durante
a expansdo do universo, por um processo de correlagdo, monopolos e antimonopolos
rapidamente aniquilaram-se mutuamente. A comoével densidade de monopolo (1)
obtida foi:

+1
n= 3o£1,5 (Era da radiacéo),
dy
4+1,5 )
n= (Era da matéria).
dpf

Onde dy é o comprimento de Hubble. Sendo assim, espera-se que a quantidade de
monopolos no volume de Hubble seja da ordem de 1, o que certamente implica em uma
densidade muito menor que a sugerida por Hiscock. Portanto, dentro destas limitacdes,

é compreensivel que ainda ndo se tenha observado os efeitos dos monopolos globais.

5Grupo de algumas dezenas de galéxias, incluindo a via ldctea e Andrémeda.



Capitulo 4

SOLUCAO TIPO MONOPOLO EM TEORIA DE CAMPO

COM VIOLACAO DA SIMETRIA DE LORENTZ

No capitulo anterior, estudou-se o monopolo global, teoria contendo um tripleto de
campos escalares, cujo estado de vacuo quebra a simetria global SO(3). Neste capitulo,
deseja-se mostrar que solugdes tipo monopolo também podem surgir em teorias de
campo contendo um tnico campo tensorial, que dinamicamente viola a simetria de
Lorentz. Diferentemente de modelos que acoplam-se a um campo (de fundo) constante,
que viola a simetria de Lorentz!, a solucdo descrita neste capitulo ¢ advinda do préprio

tensor, com sua propria dinadmica.

Inicialmente trabalha-se no espago plano. Posteriormente, a partir da se¢do 4.1, na

qual acopla-se o tensor energia-momento com a métrica, trabalha-se no espago curvo.

A teoria é descrita pela seguinte lagrangiana:

L owa 1 2
L= —gF" Fn =5 (BB 1)

2
6 .

(4.1)

Onde o campo tensorial B#” ¢ antissimétrico. O tensor Fy,, € definido da seguinte
maneira:
FyVA :38[HBM] :8MBM+&ABW+&VBM. (4.2)

A equagdo de movimento é obtida a partir da equagdo de Euler-Lagrange:

l oL ]_ oL _ w3

d(d,BF)| oBsb

1Ver por exemplo, [34] e [35]
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Calculando-se separadamente cada termo da (4.3), obtém-se:

[ vA
oL _ _1f R . Fyrd
9(05B) 619(@,BF) " 9(9,B%)
_ 1 —ﬂp
= 3 »8((903043) uvA
__1[3(@*B"* +9"'B" + "B}
= 3 » &(aGBaﬁ) PV}L
1 o o va
= _g(gf‘ Fyaﬂ +gA Faﬁ/\"‘g Fﬁva)
L
—= —OMF 44
9(0,B) Hap (44)
e
oL A OBHY OBy
— _n__ uv _ 2 - _ P puv
T 22(3 Buy—b )lgBaﬁByv+aBaﬁB
= —A(B*Bu — %) 2056 Byy
8‘[: _ v 2
ol —2A(B*'Byy = 1) Bag. (4.5)

Substituindo (4.4) e (4.5) em (4.3), obtém-se a equacdo de campo:

9" Fuap —2A (B* By — b?) Bag = 0. (4.6)

O tensor energia-momento associado a lagrangiana (4.1), cujo calculo explicito

encontra-se no apéndice B.1, é dado por:
1 A 2
Tuv = FuapFy — ¢irFap AFPA >y (B*Bag—b?) +4A(B*Bop—b*)BuaBy.  (4.7)

Neste ponto, algumas caracteristicas importantes devem ser destacadas. Observa-se
que de acordo com a (4.7) o estado de minima energia da teoria é alcangado por qualquer

campo tensorial constante de segunda ordem satisfazendo:
B*By, = b*. (4.8)

Além disso, campos com essas caracteristicas também sdo solugdes da equagdo de
campo (4.6). Pelo que j4 foi discutido neste trabalho, é simples observar que a expressdo

(4.8), onde B*¥ minimiza o potencial, define a variedade do vacuo (M).

Diferentemente do campo de Higgs (escalar), o valor esperado do campo no vacuo
trata-se de um tensor de segunda ordem nao nulo. Isto, obviamente, implica em uma

estrutura geométrica no espago tempo que viola a simetria de Lorentz. Por esta razdo,
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diz-se que hd uma quebra espontinea da simetria de Lorentz.

Para identificar o tipo de defeito descrito nesta teoria, sabe-se que é necessério in-
vestigar a topologia da variedade do vacuo e mostrar qual é o seu grupo de homotopia.

Desenvolvendo-se a equacgao (4.8) tém-se:

Il
S
N

B%B5+2B%By; +BUB;; = b?

3 3
2 Z %0 (Boi)” +2 Z ' (Bij)2 = b
i=1

i<j
3 3
_ZZ(BOi)2+Z(Bij)2 = b
1=1 i<j
3 3
Y (8y) = +2) By (4.9)
i<j 1=1

A componente BY é nula porque B*¥ é antissimétrico. Pela mesma razao, os tensores
B* definem um espacgo vetorial [36] hexadimensional e, a relacdo (4.9) define uma
subvariedade pentadimensional nesse espago. Escolhendo-se as trés componentes

Byi, as outras trés componentes B;; sdo vinculadas a uma superficie esférica de raio

\/bz +22%:1 (BOi)Z. Conclui-se, portanto, que esta variedade é homeomorfica a S%x
R3. Com isto, mostra-se que a variedade do véacuo apresenta topologia nao trivial,

matematicamente: 7tp(M) # I

O passo seguinte consiste em encontrar uma solucdo para a equagdo de movimento.
Desde que haja solugdo, espera-se que a mais simples seja estdtica e tenha simetria
esférica. No sistema de coordenadas esféricas usual ((t,r, 0,9)=1(0,1,2, 3)), a forma
da solugdo com estas caracteristicas pode ser expressa por meio de duas fungdes da
coordenada radial r [36, 37], f(r) e g(7).

By=-Bu=f(r) e  Bgy=—Byg=g(r)r*sin6 (4.10)
com as demais componentes nulas.
Tomando-se @ =t e f =r na (4.6), obtém-se:
VHF 01 =2 (B* By — b?) Boy =0. (4.11)

A presenca da derivada covariante V¥ deve-se ao principio de acoplamento minimo?,

20Onde,d »VeF wa — 3V[uBy)). Para uma revisdo, veja o capitulo 4 da referéncia [28].
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implementado, desde que o sistema de coordenadas seja esférico, no qual os simbolos

de Christoffel ndo sdo nulos. Calculando separadamente cada termo de (4.11), tém-se:

VEF 1 = g"'VaFuo1 =g" [%Fym —IauFeor = ThoFue1 — rzleOG]
= JMFuo1 — 8" o Feor — 8T 0Fuer — 8T Fuce
|92 Fa01 + Fao1 | - [ 8°T2, Fao1 + 8T, Fao1 | - [§™T5oFoe1

+ 811F§0F1e1] * [goorglFOOe + 8" T5; F1oe + & Ta0eFage + g33rglF30€] '

A avaliacdo desses termos se dd de forma pratica, levando-se em consideracdo as
componentes ndo nulas da conexdo e o fato de que dois indices iguais em F uvA O

tornam nulo. Dessa maneira, mostra-se que:
VEF, 01 = 0. (4.12)
Desenvolvendo o segundo termo da (4.11), tém-se:
(B‘uVByv _ b2)B10 — (2800811(301)2 + 2g22g33(B23)2 _ b2)f
= [-2/%+ 24 sin? 0) — bz)
( f r4sin? 6 (& ) f

= (-2f?+28*-b*)f. (4.13)

Substituindo (4.13) e (4.12) em (4.11) obtém-se:

20 (-2f*+2g8*-b?) f = 0. (4.14)

A equagio (4.14) implica em duas situagdes: ou f(r) =0 ou —2f2 +2¢? = b*. Esta
tltima condigdo é equivalente a B¥”B,,,, = b?, ou seja, corresponde a variedade do vécuo.
Portanto, a fim de que a solucdo ao longo de todo o espago ndo seja a solugéo trivial,
deve-se escolher f(r) =0. Com isto, o tensor B*” passa a ter apenas uma componente

independente ndo nula, a saber By3 = Bge-

A equacgdo obtida tomando-se a = 0 e f = ¢, na equagdo de campo (4.6), exige um
processo algébrico um pouco mais extenso, no entanto, pode ser obtida como um caso
especial da sua respectiva representante no espaco curvo, por esta razdo, seu calculo
explicito foi deixado ao apéndice (B.2), que resultou em:
i(d—g+%g)—2A(2g2—bZ)g= 0. (4.15)
dr
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Ao definir as fungdes § = g—;ﬁ eF=rbV2A,a equacgdo (4.15) pode ser reescrita como
4 §+2~ —(~2—b2)~:0 (4.16)
gil\ar T F8)T\& T7)8ET '

Esta equagdo é a mesma encontrada em (3.22), no caso do monopolo global.

4.1 Acoplamento do Tensor Energia-Momento com a Métrica

Para se verificar os efeitos gravitacionais do tensor antissimétrico BW' deve-se
acoplé-lo, via seu tensor energia-momento, ao tensor métrico estdtico e esfericamente

simétrico, cujo elemento de linha é dado por:
ds? = —M?(r)dt* + N?(r)dr? + r*(d0* + sin® 0d?). (4.17)

Novamente, como no caso plano, B, tem apenas uma componente independente, dada

por
By = —Byg = g(r)r*sin 0. (4.18)

Como demonstra-se no apéndice (B.1), as componentes ndo nulas do tensor energia-

momento sao:

M2(, 2g\V AM2
Too ﬁ(g +—g) + g -1, (4.19)
o 2g\" AN?
r? ,282 Ao oo 2 2ih 2 12
e = Lfs +7) STl og R eanrgeg -1, @21)
Tsz = sin?6T. (4.22)

As duas componentes independentes da equacdo de Einstein em funcdo de M(r) e

N(r) podem ser obtidas de

1

Roo— 5 gooR = «Tpo (onde, k¥ =87G) (4.23)
1

Rqp— EgnR = «Tyy, (4.24)

onde as expressdes para Rgp, R11 e R sdo as mesmas do capitulo 3 (segdo 3.2 ). Ao fazer

as devidas substitui¢des, as equagdes (4.23) e (4.24) resultam respectivamente em:
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AN (N2-1) e [{, 2g\* AN? |

?WJF( 2 ):@ (3 +7g) +T(2g2—b2)2 (4.25)
e _> ) i}

2M (N*>-1) e |[, 2 AN?

?M+( 72 ):ﬁ (8 +7g) +T(2gz—bz)2 : (4.26)

Onde € = 16nGl? e (') indica diferenciacdo com relagdo a r. A equagdo de campo para
espago curvo torna-se (Apéndice B.2):
MdM/(, & )] 2n 2 12
——|—=¢ +2=)[-2AN“(2¢° -1b")g = 0. 4.27
)] 2 .
Embora uma abordagem numérica seja dada as equagdes acopladas [38], no con-
texto do campo gravitacional, pode-se usar o limite BPS (A — 0) [36] com g — % para
investigar os efeitos assint6ticos do campo. Sendo assim, as equacgdes (4.26) e (4.25)

tornam-se:

2N’ (N2-1) e

s - — 4.2

PN 2R %.25)
: F(N2-1)

2M -

e = —. 4.29

M R R (.29)

Neste caso, o indice (") indica diferenciacdo com rela¢do a 7. Pode-se observar, que
embora as equagoes (4.28) e (4.29) nado sejam lineares, elas se encaixam em uma classe
de equagdes conhecida como equagio de Bernoulli 3, com método de solucdo bem
estabelecido na literatura. Portanto, pode-se mostrar que a solugdo destas equagdes

sdo dadas por:

) 7*;1+€
€ ~1+€
M?(r) =Gy [—r ~1+ G (4.31)
Fl-e

Onde C; e C; sdo constantes oriundas da integracdo. Desde que a coordenada ¢

pode ser reescalada, pode-se escolher C, = 1.

Tomando-se C; = 0, o correspondente elemento de linha pode ser escrito como:
ds? = —7¢dt> + (1 +€)dr + r*(d0? + sin® Od?). (4.32)

Pelo mesmo procedimento usado na secdo 3.3 do capitulo anterior, pode-se mostrar

3Equacdes da forma: f(x) + P(x)f(x) = Q(x)f"(x), com 1 real e, P(x), Q(x) funcdes de x.
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que, para* € < 1, 0 plano 0 = £ tem a geometria de um cone com déficit angular re. Mas
ao contrdrio do monopolo SO(3), a componente gop da métrica (4.32) cresce lentamente
com 7, no entanto, o escalar de curvatura é proporcional a r~2. Além disso, desde que
€ < 1, esta solugdo é fisicamente aceitavel em escalas onde os efeitos astrofisicos sdo

perceptiveis [36].

4.2 Efeitos sobre a Propagacao da Luz

Os efeitos gravitacionais do monopolo serdo estudados a partir da propagagdo da
luz ( que segue geodésicas nulas). Os principais efeitos sdo: o desvio gravitacional para
o vermelho (redshift) e a deflexdo da luz. A metodologia e os resultados empregada

aqui sdo os mesmos da referéncia [39].

A energia de um f6ton medida por um observador cuja velocidade é v é dada por
E=hw=—p 0. (4.33)

Onde p, € o quadrimomento do féton; 71 e w sdo respectivamente a constante de Planck
dividida por 27 e a frequéncia angular. Para um observador em repouso v* = (v°,0,0,0),

tem-se:
oo, = 200(?%)?. (4.34)

Da condigdo de normalizagdo vtv, = —1 tem-se:

g00@%)? =-1— szé =1
1

= (4.35)

A independéncia temporal da métrica, por sua vez, indica a existéncia do vetor de
Killing &#:

&H=(1,0,0,0), (4.36)
tal que
1
ot = 7—65”- (4.37)
Portanto, de (4.33) obtém-se
1
ho = —puo = == (puc”). (4.38)

Onde p,&F € uma grandeza conservada ao longo da geodésica.

A condigdo € < 1 é vélida desde que a escala de massa b seja bem abaixo da escala de Planck.
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Com estas consideragdes, seja um féton emitido da posigao r; com frequéncia w(rq)
em relacdo ao monopolo. Ele sera recebido na posigdo r» com frequéncia w(r2). Entdo,

da relagdo (4.38) mostra-se:

@ n\"  Aw r
w1 _ (_2) Loy _(_1), (4.39)
w32 1 w1 2
Paraex 1,
A
Aw zeln(r—l). (4.40)
w1 )

Como pode-se observar o desvio para o vermelho é de fato muito pequeno, ainda
que |rp — 1| seja absurdamente grande, para valores de b com poucas ordens de grandeza
menor que a escala de Planck, tal efeito ainda assim serd muito dificil de ser observado

[36, 40] . O préximo efeito, e mais interessante, serd entdo a deflexdo do raio de luz.
A metodologia utilizada para se obter as equagdes geodésicas é a mesma usada em
[39, 41], de modo simples, funciona da seguinte forma: Seja

2k = guyxt'x” (2k = 0 para geodésicas nulas). (4.41)

Onde o ponto corresponde diferenciacdo em relacdo ao pardmetro a fim (A). As

equagdes geodésicas sdo obtidas de:

d ( Jk Jk
i (5%) 335 =0 42
Sem perda de generalidade, pode-se tomar 6 = 5 como sendo o plano da geodésica

nula. Dito isto, com auxilio da métrica, a (4.41) conduz a:
—~M?i% + N +r*¢* = 0. (4.43)

Para uy =0 e u =3, na (442), mostra-se respectivamente as seguintes quantidades
conservadas:
E=M? e L=r%p. (4.44)

Em termos destas quantidades, a (4.43) torna-se:

2 [ 2 ]
r2(1+¢) (1+¢)

(4.45)
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Multiplicando a (4.45) por ¢! e simplificando, mostra-se que:

- Vl+e
72 \/ﬁ—Z(b V21)~26 — 2

(4.46)

SEss

Com B = L. Deseja-se obter A¢ = ¢(r — 00) — Pp(r — —o0). A fim de que o raio de luz ndo

seja capturado, o pardmetro de impacto ndo deve ser menor que um dado valor critico
Pe-

Reescrevendo a (4.45), tem-se:

2 2
_E e (4.47)
72€(1+¢) r2(1+¢)

De modo que o potencial efetivo para a geodésica nula é V(r) = #ie) Sendo assim, a

deflexdo ocorre na posigdo r = rg, onde r é tal que:

2
V(ro) =

. 4.48
r'bZe‘ ( )

Onde 7 = b V2Arg. Em outras palavras, a energia potencial ndo deve exceder a energia
total, caso contrario, o raio de luz seria capturado. A raiz da equacgdo (4.48) é a mesma

que anula o denominador no lado direito da (4.46).

Por simetria, A¢p pode ser calculado da seguinte forma:

10

A = =2 f Vite dr. (4.49)
N \/ﬁ—Z(b V21)26 — 42

Como resultado desta integragdo, mostra-se que:

AP = ( E)n

A deflexdo, o angulo entre a trajetéria ndo perturbada e a trajetéria perturbada, é dada

(4.50)

por 6¢ = A¢ — i, de modo que:

5 = 377%. (4.51)

Como se pdde constatar, ¢ ndo apresenta qualquer dependéncia com o pardmetro de
impacto aparente 8 = %, ndo dependendo das propriedades da geodésica. Isto sugere,
que pelo menos no que diz respeito a deflexdo da luz, o espago apresenta um déficit de

angulo solido %, de maneira similar ao espago assintético do monopolo SO(3). Seifert
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[36, 40], partindo da aproximacdo BPS, mostrou que o monopolo global SO(3) e o
monopolo com violagdo da simetria de Lorentz apresentam as mesmas caracteristicas,
como de fato verificou-se por meio da abordagem assintética. Portanto, segundo
Seifert, por terem a mesma assinatura, os mecanismos de producdo e aniquilagdo
de monopolos discutidos no capitulo 3 podem ser empregados neste caso. Mas é
importante enfatizar que isto é apenas uma hipétese, que até o momento ainda ndo
foi verificada. Conforme discutiu-se na se¢do 3.4, do capitulo 3, espera-se que hajam
aproximadamente cerca de quatro monopolos SO(3) por volume de Hubble, isto por
exemplo, ndo pode ser aplicado diretamente para o monopolo com violagdo da simetria
de Lorentz; exatamente porque enquanto no primeiro caso tem-se um escalar (¢?), no
segundo tem-se um tensor (B""), de modo que é plausivel admitir que pode haver

muitas diferengas no processo de evolugdo de ambos monopolos.



Capitulo 5

CONCLUSAO

Certamente, a caracteristica mais marcante sobre defeitos topolégicos é como eles
sdo sensiveis ao conceito de simetria. Por esta razdo, o desenvolvimento deste trabalho
se deu de forma gradual, para que esta caracteristica pudesse ser percebida na evolugdo

das ideias que apresentaram-se na seguinte sequéncia: Kinks, vértices e monopolos.

No capitulo 2, o estudo sobre os trés tipos de defeitos citados acima foi responsavel
pela introducédo dos conceitos fisicos e matematicos subjacentes ao tema. O mecanismo
da quebra espontanea de simetria aliado a topologia da variedade do vacuo, permitiu
de forma sistematica, classificar os diversos tipos de defeitos. Além disto, é importante
destacar como a simetria de gauge, ou seja, os graus de liberdade internos, permitem
correlacionar os diversos tipos de defeitos. Por exemplo, o grupo de simetria do vértice,
o U(1), é um subgrupo do grupo de simetria mais geral SU(2), e por um raciocinio dessa
natureza, mostrou-se que ao estender o grupo de simetria do eletromagnetismo para o
SU(2), a existéncia de monopolos ocorre de forma natural, que como visto, apresenta

uma carga de natureza topoldgica.

Ainda no capitulo 2, introduziu-se a ideia de monopolos partindo-se do monopolo
magnético de Dirac, cuja existéncia implica na quantizagao da carga elétrica. Entretanto,
a existéncia do monopolo de Dirac s6 pode ser verdadeira se modifica¢des nas equagdes
de Maxwell puderem ser feitas. Isto, no entanto, ndo significa que a eletrodinamica de
Maxwell precisa de modifica¢des. Ao expandir o grupo de simetria U(1) para o SU(2),
't Hooft e Polyakov apresentaram um modelo ndo abeliano com acoplamentos dos
campos de gauge capaz de suportar a existéncia de monopolos magnéticos. Tendo-
se feito uma revisdo sobre defeitos topolégicos, passou-se aos capitulos centrais da
dissertacdo, os monopolos globais, em cendrios com violagdo e sem violagdo da simetria

de Lorentz.
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Segundo os autores Barriola e Vilenkin!, o universo primordial passou por diversas
transi¢des de fase vinculadas ao mecanismo da quebra espontanea de simetria, isto,
por sua vez, pode ter dado origem a diversos tipos de defeitos topolégicos, incluindo
monopolos. A fim de descrever o monopolo, eles propuseram o modelo que foi estu-
dado no capitulo 3, o monopolo global, formado por um tripleto de campos escalares
acoplados, cuja variedade do vacuo quebra em U(1l) o grupo de simetria da lagran-
giana, o SO(3). Por isto, refere-se ao monopolo global como SO(3). Mostrou-se que
esse modelo tem algumas caracteristicas muito interessantes. No regime assint6tico
(r> 0), o espacgo apresenta um déficit de angulo sélido. Em 0 = 7, ele tem a geometria
de um cone com déficit angular dado por 87?Gn?. Além disso, esse espaco nao apre-
senta qualquer interacdo gravitacional, desde que goo = —1. E importante frisar, que a
quebra de simetria no monopolo SO(3) esta relacionada a um campo escalar (campo
de Higgs), a medida que se aproxima da variedade do vacuo, o campo apresenta um

valor esperado no vacuo ndo nulo.

No capitulo 4, mostrou-se que a quebra da simetria de Lorentz, uma simetria do
espaco-tempo considerada fundamental, pode dar origem a solugdes tipo monopolo.
Inicialmente mostrou-se que um campo tensorial antissimétrico de rank 2, B*", apre-
senta a variedade do vacuo necessaria para suportar defeito tipo monopolo. Entretanto,
o valor esperado do campo no vacuo fornece uma estrutura geométrica de tal forma
que viola a simetria de Lorentz. Em seguida, mostrou-se que tanto no espago plano
quanto no espago curvo (tomando-se o limite BPS), a solu¢do encontrada é similar ao
caso do monopolo SO(3), em outras palavras, a assinatura do monopolo com violagdo
de Lorentz é similar a do monopolo SO(3) (com diferengas sobre suas escalas de energia,
neb). E interessante notar que a origem dos dois modelos é bem diferente, o monopolo

SO(3) de forma alguma viola a simetria de Lorentz.

Uma tltima questdo a ser levada em conta, é que monopolos ainda ndo foram ob-
servados na natureza, entretanto, isto ndo descarta a possibilidades de existéncia deles,
afinal, possiveis mecanismos de aniquilacdo podem ter reduzido significativamente o
numero de tais objetos. Hiscock [32] argumentou que é pouco provavel que ha pelo
menos 1 monopolo em grupo local de galdxias. Bennett e Rhie [33] foram ainda mais
dramaéticos ao mostrar, via simula¢des computacionais, que ha cerca de 4 monopolos
por volume de Hubble. Estes, como discutiu-se no final do capitulo 4, sdo dados acerca

dos monopolos SO(3), para o caso com violagdo pode haver mudancas. O fato é que

1Que basearam-se no trabalho de Kibble [3], sobre a formacio de defeitos topolégicos no universo
primordial.
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tais defeitos topoldgicos ainda sdo muito estudados e exigidos em modelos tedricos

como teorias de grande unificagdo.



Apéndice A
TENSOR ENERGIA-MOMENTO DO MONOPOLO

GLOBAL

Seja a lagrangiana e o tensor energia-momento respectivamente dados por:
1 a a 1 aa 242
L= =50,0"09" = 2(@"¢" ~11) (A1)

_ 2 dy=gLH | IL
T = 25000 * S L. (A2)

TR ™)

Onde a derivada d corresponde a derivada funcional e g é o determinante do tensor

métrico g,y A expressdo para o tensor energia-momento do monopolo global pode ser

entdo calculada.

oL 1 9 1 9

= = 0ot = —=

g 29w r )= a5
1 50N + 618! 1

_ _E&Aqbuayﬁba(—z ):_Z(8V¢”c9aqb”+c9aqb“8vqb“)

(801979

oL
a( gwx)

Ao substituir a (A.3) na (A.2) mostra-se que:

= _%av(pﬂaa(pa, (A.3)

Toy = 0v9 00" + gav L. (A4)
Como T#, = gt*T,,, pode-se escrever:

TH, = 9y + 64, L. (A5)
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Antes de se passar aos calculos explicitos das componentes de T#,, deve-se expressar

primeiramente a lagrangiana em termos de f(r). Partindo-se do primeiro termo de

(A.1), tem-se:
Iy P = Do%° P + D107 P + D2 P P" + I3 PP
Onde,
019°0' 9" = g"101971" = g"[(019") +(919°)* +(919°)],

aqua&qua — gZZaqua&qua — gZZ[(az(Pl)Z + (aZ(PZ)Z + (82(P3)2],
83¢a83¢a — g3383¢a83¢a g33[(83¢1)2 + (a3¢)2)2 + (a3¢3)2].

As componentes de (A.7) sdo explicitamente calculadas abaixo.

1\2 [ J (nfrsinfcosg ? 212 i 2 2
(d19p7)" = >\ J| =" f'“sin” 0 cos” @,
i O 2
PR = % nfrsmr sm(P)l = 12 "2 sin2 Osin2 g,
i o\]2
(010%? = % ’lf”;os )] = 112 f"2cos 0.

Inserindo a (A.10 - A.12) em (A.7) obtém-se:
1¢°d'¢" = g'n?f?(sin® O cos? g +sin” Osin” @ + cos>0)
1
81¢a&1¢a — ﬁﬂzf'z-

As componentes de (A.8) sdo explicitamente calculadas abaixo:

10 [ 9 (nfrsinfcosp\|* L., )
()" = o\ ]| = f*cos?Ocos® ¢,
- o 2
(@a?P = % nfrsersmGD)] = 2 f2cos? Osin? g,
[ 9 (nfrcosO\]? ,
32 _ |2 _ 220
(0297)° = 96 . )] n° fsin” 0.

Substituindo a (A.14 - A.16) em (A.8), obtém-se:

1
82¢a82¢a — g22n2f2 — r_2n2f2.

(A.6)

(A7)
(A.8)
(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)
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As componentes de (A.9) sdo explicitamente calculadas abaixo

(@301)? = % M)r =% f?sin” Osin® @, (A.18)
(039°)? = % M)]z =n%f?sin? O cos? @, (A.19)
030%) = '% ’WC%SQ)T _ (A.20)
Substituindo (A.18 - A.20) em (A.9) obtém-se:
930" P = B fsin® rz — 12 f2sin20
i PP" = g (A.21)
Substituindo (A.13), (A.17) e (A.21) em (A.6) obtém-se:
d ot = 12\{,2 +2;. (A.22)

Sabe-se também que ¢¢" = 1?f2, de modo que a Lagrangiana (A.1) pode ser ex-

pressa como:

212 212
~ 72 2\ 1., 5,
L= 2(N2 rZ) L
212 2 2
_ o om0 e
L= - M- (A.23)

Com auxilio de (A.23) pode-se calcular as componentes do tensor energia-momento

facilmente. As componentes ndo nulas sao tais que p # v.

T = 9p¢%"F"+L
202 2.2
o _ ST onfT 1o o
% = -2 - - (- 12 (A.24)

De (A.23) e (A.13) obtém-se:

Tll — 81¢aal¢a+£

2 112 2012 2 2
n-f 1 f 1 f 140 L0
Ty M i U )
2 c12 22 1
LA SRV NS (A.25)
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De (A.23) e (A.17) obtém-se:
T22 = 9 (Paaqua+.£
2 2 (2
T = ﬂ i ﬂ At(f2=1)
2N? r?
) 2 f/2 1 40
T4 2N2 /\n (f~-1). (A.26)
De (A.23) e (A.21) observa-se que T?, = T°3.
Portanto, o tensor energia-momento é dado por
0 o[ f7
T = - +=+- A A.27
0 Tt 72 (- l (A.27)
[ 72 2
o= |-t +f—+ AT =17, A28
2 3 2 [’ f7 2042
T =T33 = - +— A A.29
2=T% n e (f° - l (A.29)




Apéndice B
SOBRE 0 MONOPOLO COM VIOLACAO DA

SIMETRIA DE LORENTZ

B.1 Tensor Energia-Momento

O tensor energia-momento serd obtido pelo mesmo procedimento usado no caso

do monopolo global.
Seja a lagrangiana (4.1):

1 A
L = —gpaﬁ)\Fa'B -

A 2 272
(B =17, (B.1)

onde B? = B,gB*. Para se calcular o tensor energia-momento usa-se a forma genérica:

813

Tow=-230

+ gyvl (BZ)

em seguida tém-se:

al: K 2 2 o
Igh agw(gaagﬁpgA FagrFop) = A(B” b )a uv(g“ 8"7)BagBoyp
g™’ 8g

1 g
_ Bp A ao /\K ao ,Bp
= 6Faﬁ/\FapK(agyvg 8 8g”"g 8 agyvg 8 )

Jodo 0 Bp
- )\(Bz — bz)BaﬁBop (%gﬁp agwg )

5807 + 040, Lol +6PsP
y v v }l
(f)gﬁpg +[# ggh"

1
= _gFaﬁ/\FapK
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5108 + 600"
+[—# i v ‘u)gaogﬁ.‘)“

2

— A(B* = b*)BagByp

08069 + 06569
AL

PP sBsp
00y +0,0, |
> 8
! Bp gAK aoc Ak
- 12 [(F“‘BAFVPK +FV5AF#PK)g g F (Fa#)\FUVK + Faw\FUHK)g 8

A(B? - 1?
+ (FapuFopy + FaprF Gpu)gmgﬁp] e [(BuﬁBVP
+ BygBup)8" + (BayBov + BavBop) g™ |

1
= —E(Fy PAF g0 + FyPAF g + FOy Foup + F7 Foyp + FP yFopy

+F%F,Fop) — @(B#ﬁfzvﬁ +B,fByg + B7yBoy + B7,)Boy
= —11—2(1—"“/3 AFP + FupaF A+ FugaFy o + FugaFy o + FugpEy
+F0pF,7F) - @(B#ﬁ&ﬁ +BygBf + BuoB,” + ByoB,”)
% = —%FW AFPA—2A(B? - b*)B,3B,F. (B.3)

Ao substituir (B.3) e (B.1) em (B.2) mostra-se que:

1 A
Tuy = FupaFu P - < 8mFap AFOPA — > §uv(B¥Bag —b%)? +4A(B* By —b*)BgB.,F.  (BA4)

Antes de se passar aos calculos explicitos da densidade de energia e as pressdes,
é conveniente calcular Fa/;AFaﬁ/\ e BugB*, com a finalidade de simplificar os proximos
célculos. Para isto, deve-se ter em mente que: F A é nulo se houver indices iguais; a

unica componente independente ndo nula de B,g € Bs.

FoprFF? FoprF %" + F1pp F'PY 4 Fopp FPY 4 Fag PP

= 3(FiprF'P) =3(2F15F'%)
— 6gllg22g33 (81B23)2

20\
= —6' lrzsine(g’+—g)]

7 2
Faﬁ/\FaﬁA = i (g/ + _g) , (B.5)

B(X‘BBa‘B =2 (B23B23) — 2g22g33 (323)2
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_ 2 2420y _ 9,2
BaﬁB“ﬂ = r4sin29(g r*sin” 0) =29~ (B.6)

Com auxilio de (B.5) e (B.6) , pode-se passar diretamente aos célculos das quanti-
dades: T()(), T11, T22 e T33.

1 A
Too = FoprFo™ ~ 2 gooFaprF™" = 5 00(BBag ~ 1%)° + 4A(BY B — 1) BogB”

_ M2, 28\* AM?_ 5 5,
T()() = ﬁ(g +7) +T(2g —b), (B7)

1 A
Tu = Fip P = e guFapn P = 5811 (B Bag — b%)” +44(BY Bag - b)BiBi"
1 A
= 2822833 (F123)* — ggnFaﬁ/\F“ﬁ/\ — 5811(B“ﬁBa5 iy

2¢\? 2¢\% AN2
— 2(g1+ g) _(g/+_g) _ﬂ(zgz_bz)z

r r 2

2¢\" AN2

2
Ty = (g’+7) —T(2g2—b2)2, (B.8)

1 A
Ty, = FopFof* - ggZZFa‘BAFaﬁ A Egzz(B“ﬁ Bag —b?)* +4A(B* Bog — b*)BogBoP

1 A
= 2811g33(P123)2 _ ggZZPaﬁAFaﬁA _ EgZZ(BaﬁBaﬁ _ b2)2
+4A(B* B — b*) g7 (B2s)?

_ 2 2. /28272/2g272/\222
= stin29lr sm@(g+r) N2g+1” (2g°-b%)

2

1

+4A(B* - b*) =———(*r*sin 0)
r2sin” O

2 70\2 2 70\ 2
= 2L(g’+—g) _r_(g,+7g) —Q(Zgz—b2)2+4/\r2g2(2g2—b2)

N2 r N2 2
o, 28 ! 2 1232 2 2 2 12
Ty = ﬁ(g +7) —T(Zg -b°)" +4Ar" g (2¢° - %), (B.9)

1 A
Tss = FapaFsP' - 58331:043;\1:“[3 At 5833(B“ﬁ Bag — b%)* + 4A(B** B — b*)BagBsP

1 A
= 2¢M" g% (F1p3)* - 6833Fa[3/\1:a‘6/\ - Eggs(B“ﬁBaﬁ —b?)?
+4A(BaﬁBa‘3 - b2)g22(B32)2
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29 > Psin20 29 !
— a2l 2ain2lor L2 _ r 58 A n2 12
—51n9[rsm(g+r) N ( +- 2(Zg b)
2.4 2
g°r*sin“ 0
+41(2¢% - bz)r—2
2 2
_ sinze[%(g’+7g) M(2g2 )2+ 4022 (2g2—b2)]
Tss = sin®OTo. (B.10)

Em suma, Juntando as expressdes (B.7), (B.8),(B.9) e (B.10), o tensor energia-

momento do Monopolo com violagdo da simetria de Lorentz é dado por:

M? 2g M? 212
ﬁ(g+r) 2(2 —b

20\ 2
(gl+7g) /\N (2 2 b2)2
o, 2¢ r?A
ﬁ(g +7) 2
sin® 6T,.

B.2 Equacdo de campo do espaco curvo

A equagdo de campo para o espago curvo é dada por

VHFyuap =2 (B* By — b) Bag = 0.

(2g> —b*)? +4Ar* A (287 — 1?),

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

Reiterando, apenas By3z = —Bs é diferente de zero, de modo que paraa =2e 5 = 3:

Onde,

VHF,23 =27 (B*'Byy — b?) Bys = 0.

2A (Bva#V — bz)B23 = 2A (2g22g33(B23)2 - bz) Bos.

Como Byz = g(r)r?sin 0, obtém-se que

20(B*'Byy—1*)Bys = 2A(2g%—b?)gr*sin0.

(B.16)

(B.17)
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A outra parte da equagdo (B.15) obtém-se desenvolvendo o termo VFF 4, isto é

VEF03 = g'VaFun3
8" [9uF 23— TS Fezs = T8, Fues — T4 F e
= 9"Fuo3— [§" TuuFers + 8T, Frues + §"°T<, F e (B.18)

Calculando-se separadamente cada termo tém-se:

OM'Fy3 = 9'Frn3, (B.19)
§HTS Feas = g#“l"éylflzg,:(gool"éo §MT, + 8705, + T ) Fis,  (B.20)

g#argzpyei% = Oorez/ﬁ/g r12F153+82 r F2€3+g33r§2%
§MT¢,Fues = g''T3,Fios+8* T3, 13, (B.21)
§HTsF e = 8™ T Foze + 8" ' T53F12e + 8T8 Fone + g ¥ T3 Faze

§MT Fuoe = g''T3,F1a3+ ¢T3, 501 (B.22)

Inserindo (B.19-B.22) em (B.15) obtém-se:

VFFp3 = alFm—[gOOr})O gHTL +¢%Th, + g2T 3, + g2, — 715,

+ gllr%[“ug, —g 1"3313321]1-"123. (B.23)

Onde, levou-se em consideracdo que qualquer permutagao dos indices em F;,, inverte
seu sinal. Com o auxilio da métrica e as componentes da conexdo a equacgdo (B.22)

torna-se:

VFFp3 = 9'01Bas—

LMM'JrLEJrl(_L)
M2 N2 "N2N 2\ N2

1 ro 11
e S| L Pt

11 1 in%6
[___ (_rsm )]81823

N2r  y2sin0 N?
1| M N 2 12 12
- alalBZE‘_ﬁ[_M*W‘?]81323_ﬁ?‘91323_ﬁ?‘91323
1M N 2
VR = aaB v L Ee P B.24
123 19183+ 5 | 37 N] 1B23 = 7 | 91823 (B.24)
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Sabendo que Bps = gr?sin 0, pode-se colocar

sin @
NZ

sinf | d 29 M N’ , 29
he = 5 [m( (g+ PG

2 4 ’
d 2¢\ (M N’ 2¢
e ) Gl

r2sin @
NZ

VHE 0

Portanto, inserindo a (B.25) e a (B.17) na (B.16). obtém-se

r?sin0 d +2g M N\,
N |7 \& M N8

i ’+2_g+_,_l’
drg r M N

e
=

Em uma forma mais compacta, a (B.26) pode se escrita como:

Nd|M(, 28\ ,.» 2 12\ _
A—/@lﬁ(g+r)] 2N?A(2g2 - b7) g = 0.

No espaco plano, N =M = 1. Entdo, a (B.27) reduz-se a:

dlf, 28
il %)

conforme menciona-se na equagao (4.15).

~2A(28*-1%)g =0,

—2N?A (287 - b

em evidéncia, assim:

~2A(28% - b*) gr*sin0 =0

i

)g:O.

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)
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