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Resumo

Efeitos inerciais, tais como a for¢a centrifuga e a de Coriolis, desempenham um papel im-
portante na mecanica cldssica e atualmente tém sido amplamente explorados na mecanica quan-
tica, inclusive em analogias com efeitos eletromagnéticos. No entanto, essas analogias entre as
forcas inerciais sobre particulas massivas e as forgas electromagnéticas sobre particulas car-
regadas ndo € nenhuma novidade. Elas foram exploradas por Aharonov e Carmi em 1970 e por
Tsai e Neilson em 1988 no contexto de uma fase quantica rotacional similar a fase de Aharonov-
Bohm. Baseados nessa mesma analogia, Dattoli e Quattromini introduziram estados quanticos
de Coriolis andlogos aos niveis de Landau. Em 1915, Barnett ja havia publicado um artigo
sobre magnetizac¢do devido a rotacdo o qual teve recentemente um interesse renovado aplicado
a nanoestruturas. Um andlogo rotacional do efeito Hall cldssico foi proposto e os efeitos iner-
ciais da rotacdo foram estudados em spintronica. Espectros de energia tipo niveis de Landau
aparecem sob a ac¢do da forca de Coriolis quando a for¢a centrifuga agindo nos elétrons livres
¢ compensada por um campo elétrico radial. Neste trabalho, vamos demonstrar efeitos devido
a rotacdo e ao campo magnético em um disco condutor girante. Estudaremos as interagdes
eletromagnéticas e inerciais simultaneamente. Alguns valores para a relagdo entre o campo
magnético e a rotagcdo serdo escolhidos e resultardo em niveis tipo Landau para um sistema com
forca resultante composta pelas forcas de Coriolis e magnética. Um mesmo comportamento

para o espectro de energia serd obtido sem for¢ca magnética compondo a forca resultante.

Palavras-chave: Efeito Hall cldssico e quantico, Efeito Aharonov-Bohm, Efeito Aharonov-

Carmi, Niveis de Landau, efeitos inerciais.



Abstract

Inertial effects, such as Coriolis’ and centrifuge forces play an interesting role on classical
mechanics and currently has been largely used in quantum mechanics, including in analogies
with the electromagnetic effects. However, these analogies between the inertial forces on the
massives particules and the electromagnetic forces on charged particles is not new. They were
explored by Aharonov and Carmi in 1970 and by Tsai and Nelson in 1988 in the context of
a rotational quantum phase like an Aharonov-Bohm phase. Based in this analogy, Dattoli and
Quattromini, introduced Coriolis’ analogue quantum states to Landau levels. In 1915, Barnett
had already published a paper about magnetization due to rotation which recently had a renewed
interest applyed to nanostructures. A rotational analogy of the classical Hall effect was proposed
and rotational inertial forces were studied in spintronic. Energy spectra like Landau levels
appear under the action of Coriolis forces when the centrifuge force acting on free electrons
is compensated by a radial electric field. In this work, we will demonstrate effects caused by
rotation and magnetic field in a spinning conductor disc. We will study both the electromagnetic
and inertial interactions simultaneously. Some values to the relation between the magnetic
field and the rotation will be chosen and this will result in Landau-like levels to a system with
resultant force composed by Coriolis’ and magnetic forces. A similar behavior for the energy

spectrum will be found without a magnetic force composing the resultant force.

Keywords: Classical e quantum Hall effect, Aharonov-Bohm Effect, Aharonov-Carmi Effect,

Landau Levels, inertial effects.
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Uma diferenca de potencial ao longo do eixo x implica em uma corrente nessa
direcdo. Ao aplicarmos um campo magnético na dire¢do z haverd uma sep-
aracdo de cargas no eixo y e, consequentemente, surgird nessa direcio uma
diferenca de potencial que serd chamada de potencial Hall.

Visualizacdo do efeito Hall. As particulas representadas pelo nimero 1 sdo
elétrons, a placa 2 é a amostra condutora, o niimero 3 indica os p6los magnéti-
cos, 4 s@o as linhas de campo magnético e 5 € a fonte de alimentagdo. Na figura
A observa-se que os elétrons sao desviados para a direita da sua trajetdria dev-
ido a for¢a de Lorentz. Como o termo magnético da for¢a de Lorentz é dado por
qv X E, nas figuras B, C e D, altera-se respectivamente o sentido da corrente, o
campo magnético e ambos simultaneamente. [24]

O primeiro diagrama representa a relagdo entre a densidade de estados e a en-
ergia para uma particula livre em uma amostra. Observa-se que existe um con-
tinuo de estados abaixo da energia de Fermi e que todos os estados estdo ocu-
pados pois o sistema se encontra a uma temperatura muito baixa. No grafico,
tem-se que ao aplicar campo magnético na amostra, os estados serdo quantiza-
dos e nem todos o valores de energia serdo possiveis. Na dltima figura, ilustra-se
que ao haver impurezas no sistema, que ird causar espalhamento e desordem, os
niveis deixaram de ser linhas para serem bandas que terdo estados extendidos
(que contribuem para a corrente de condugdo) e estados localizados. Fonte: [27]
A curva que consiste de degraus, representa a resisténcia Hall, enquanto a curva
que nas regides dos platds Hall € nula, ilustra o comportamente da resisténcia
longitudinal, que € por onde passa a corrente usual. Fonte: [27].

Dois feixes de eletrons sdo direcionados a um solenoide. Em seguida, se sep-
aram e se recombinam com uma fase que estd relacionada ao potencial vetor.
Fonte: [32].
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(a) Neste esquema podemos observar o referencial fixo (x',y’) e o referencial gi-

rante (x,y), que tem origem no centro do disco e velocidade angular ® = do /dt.

Na figura (b) estdo expressos os vetores deslocamento ¥ e 7 nos referenciais fixo

e girante respectivamente, € 0s mesmos vetores apds um intervalo de tempo dr.

O vetor em azul representa o deslocamento da particula no intervalo dz. E im-
portante deixar claro que nesta figura ndo estd sendo considerado movimento

de translacdo do referencial girante . . . . . . . . . ... ... ... ...... 18
A amostra € colocada sobre um disco girante, que tem o eixo z como eixo de
TOLACAO. .« v vt e e e e e e e e e e e e e e e 21
Resultados de Johnson. (a)Para cada valor de ¢ foram calculados os 100 primeiros
zeros da fun¢do de Bessel, que estdo representado pelas trés linhas verticais. A

taxa de rotacdo utilizada foi 1MHz. Nota-se que as bandas sdo praticamente

um continuo. (b)A taxa de rotacdo utilizada agora foi de 100GHz e foram cal-
culados os primeiros 1000 zeros da fun¢do de Bessel. No canto inferior direito

a escala € ampliada para notar pequena diferenca de energia entre 10 estados

consecutivos para { = 3. Fonte: [22] . . . . . . . ... ... ... ... 26

As curvas vermelho, verde, amarelo e azul representam respectivamente a funcao
deondaparal=1en=0,1,23 . . . . . ... ... ... ... .. 35
Neste grafico os valores de ¢ e n sdo fixos, / =1 e n=1. As curvas ver-
melho, verde e amarelo representam respectivamente a fun¢do de onda para
B =10"°T,10737,1077T. Nota-se que a curva amarela ndo vai a zero em
R = 6mm. Ou seja, a condi¢do de contorno de anulagdo da fun¢do de onda na
borda deve ser imposta para que isso aconteca. . . . . . . .. ... .. ... .. 36
E importante notar que o raio do disco é 6mm e para cada grafico tem um valor
especifico para n. Nestes graficos as curvas vermelho, verde, amarelo e azul

representam a funcdo de onda para ¢ = 1,2,3,4, respectivamente. . . . . . . . . 37



Introducao

O eletromagnetismo € uma das dreas da fisica que tem papel fundamental no desenvolvi-
mento tecnolégico da humanidade, assim como outros campos de estudo tais como as mecani-
cas cléssica e quantica.

O eletromagnetismo consegue descrever diversos fendmenos do cotidiano, além de ser um
dos responsaveis por parte de avangos tecnoldgicos expressivos ao longo da histéria. Uma das
invengdes presentes no cotidiano, ja ha algum tempo que pode ser citada, € a televisdo. Inven-
tada a base de um tubo que tinha em uma das extremidades um catodo de onde partiam feixes de
elétrons em dire¢do a outra ponta do tubo, dnodo, e eram controlados por campos magnéticos
gerado por bobinas.

Campos elétrico e magnético sao tdo fundamentais que tornam-se base para diversos efeitos
em outras dreas como a mecanica quantica. Dentre os efeitos relacionados ao eletromagnetismo
que tém grande expressdo, estd o efeito Hall cldssico[1], que foi base para a descoberta do
efeito Hall quantico inteiro e efeito Hall quantico fraciondrio; ambos receberam prémio No-
bel, em 1985 e 1998, respectivamente[2, 3, 4]. Outros efeitos quanticos relacionados a campo
magnético, sdo os conhecidos niveis de Landau e o efeito Aharonov-Bohm [5, 6]. Alguns
desses fenomenos sao do século XIX e ainda despertam o interesse de muitos fisicos que vém
estudando-os em diferentes sistemas, como por exemplo, materiais com defeitos topoldgicos
[15].

Uma das linhas de estudos atuais, envolve fazer uma analogia entre interacdes eletromagnéti-
cas e forcas inerciais. Fendmenos cldssicos e quanticos que tém como fonte os campos elétrico
e magnético passam a ser gerados por uma rotagado [16, 17, 18, 19, 20, 21]. Em 1999, Johnson
demonstrou que forgas inerciais devido a rotacdo produzem um efeito similar ao efeito Hall
em metais e semicondutores. Ainda no mesmo trabalho, Johnson tentou mostrar um fendmeno
andlogo ao efeito Hall quantico [22]. A similaridade com o efeito cladssico foi bem esclarecida.
Todavia, ao estudar o similar quantico, ndo se obteve uma analogia completa devido a falta de
degenerescéncia e a dependéncia com o comprimento da amostra. Assim, Johnson conseguiu
mostrar o carater quantizado dos niveis de energia, contudo a degenerescéncia caracteristica dos
niveis de Landau ndo ocorre em seu estudo.

Em 1959, Yakir Aharonov e David Bohm, descobriram que dois feixes de elétrons lancados

na dire¢ao de um solendide, adquirem uma fase, que depende do fluxo de campo magnético que



estd no interior do solendide. Apds essa descoberta, muitos outros efeitos que envolvem fase
tipo Aharonov-Bohm, porém, com fontes diferentes, passaram a ser investigados. Entre esses,
podemos citar o trabalho de Aharonov junto com Gideon Carmi. A abordagem € andloga a do
efeito Aharonov-Bohm. Todavia, ao invés da utilizacdo de campo magnético no sistema, eles
observaram uma interferencia devido a rotacdo do mesmo. Recentemente, foram realizados
estudos sobre o efeito Aharonov-Carmi no fulereno, ja que o mesmo tem sido observado em
rotacdo com frequéncias relativamente altas[23].

A maior motivacdo para esses trabalhos, inclusive para essa dissertacdo, sdo caracteristi-
cas comuns encontradas no hamiltoniano dos sistemas submetidos a campo magnético e dos
sistemas que se encontram em um referencial girante. Em ambos os sistemas, a estrutura do
operador hamiltoniano € a mesma, consequentemente, a equagdo de Schrodinger serd bastante
semelhante. Isso possibilita uma melhor compreensdo dos resultados que devem sempre ser
comparados com os ja bem estabelecidos, que sdo os descobertos no ambiente do eletromag-
netismo.

Neste trabalho estudamos a influéncia de campo magnético e rotagao aplicados simultanea-
mente em um sistema, que nesse caso serd uma particula carregada em um disco. Analisamos
algumas relagdes entre a rotacao do disco e o campo magnético aplicado, nas quais observamos
que niveis tipo Landau podem ser encontrados em um sistema que nio tem a forca magnética
como resultante. Notamos também que a fun¢@o de onda desse sitema € inalterada com a pre-
senca ou ndo de rotagdo, ou seja, a presenga do campo magnético predomina nesse quesito.
Contudo, o espectro de energia ¢ modificado devido a rotacdo. Discutimos a consisténcia do
nossos resultados fazendo-os convergirem a outros trabalhos encontrados na literatura. Estu-
damos ainda o espectro de energia no limite para campo magnético muito fraco, que seria o
intervalo de transicdo entre um sistema com rotagdo e campo magnético para um sistema com
rotacao apenas [22].

No decorrer dessa dissertacao, discutiremos os efeitos cldssicos e quanticos gerados pela
presenca de campo magnético em um sistema e abordaremos os efeitos inerciais assim como
efeitos andlogos aos do eletromagnetismo. Dessa forma, a estrutura da dissertacdo consiste
em 3 capitulos. No capitulo 1, revisaremos os efeitos devido a interagOes eletromagnéticas,
no qual discutir-se-4 os efeitos Hall classico, Hall quantico inteiro, Hall quantico fracionério e
Aharonov-Bohm. No capitulo seguinte, estudaremos os efeitos inerciais devido a rotagdo fo-
cando naqueles que sio andlogos ao bem estabelecidos na literatura e sdo originados por campo
magnético. No capitulo 3, feito uma revisdo de efeitos inerciais e eletromagnéticos, juntaremos
rotacdo e campo magnético para analisar possiveis efeitos similares ao niveis de Landau. Por

fim, discutiremos os resultados e as perspectivas para trabalhos futuros.



CHAPTER 1

Efeitos das interacoes eletromagnéticas

1.1 Introducao

Campos eletromagnéticos sdo responsdveis por muitos efeitos na fisica cldssica e quantica.
Muitos desses sdo estudados nas mais diversas condi¢des do sistema. Desde sistemas sofistica-
dos ao ponto de ser de dificil experimentacao, a experimentos que facilmente pode-se medir em
um bom laboratério. Neste capitulo, estudaremos a influéncia de campo magnético em alguns
sistemas. Analisaremos efeitos classicos como o efeito Hall e fendmenos quanticos como efeito

Hall Quantico, niveis de Landau e efeito Aharonov-Bohm.

1.2 Efeito Hall Classico

Em 1879, Edwin H. Hall no final do seu doutorado comegou a investigar o efeito do campo
magnético em um fio condutor. A origem da descoberta desse efeito foi quando Hall notou que
ao aplicar campo magnético em uma lamina de ouro, por onde pecorria uma corrente longi-
tudinal, fazia surgir uma diferenca de potencial entre as laterais da 1amina. Hall mostrou esse
resultado ao seu orientador, professor Henry Augustus Rowland, que disse que a diferenca de
potencial era devida ao acimulo de cargas elétricas de sinais contrarios. Essa cargas teriam sido
afetadas pela forca eletromagnética. Essa teoria contradizia um trecho do livro "Eletricidade e
Magnetismo" de James Clerk Maxwell", no qual afirmava-se que a for¢a devido a um campo
magnético aplicado a um condutor por onde se passava uma corrente elétrica, apenas atuaria
no condutor e ndo nas cargas que atravessam o mesmo. Obviamente, no inicio, o professor
Rowland nao pensava em questionar o que Maxwell havia escrito. Todavia, em seguida, ndo
apresentou nenhuma objecao e ainda fez algumas sugestdes para o experimento que Hall queria
propor. A idéia de Hall era investigar se a for¢a exercida em um fio condutor devido a presenca
de um campo magnético externo atuaria em todo o fio ou apenas nos portadores de carga que

estivessem em movimento. O experimento baseava-se na seguinte reflexao[1]:

"Se a corrente de eletricidade em um fio condutor fixo é atraida por um imd, a corrente deveria ser

desviada para um dos lados do fio, e dessa forma a resisténcia experimentada deveria ser



acrescentada.l"

Como esta representado pela figura (1.1), o experimento consiste de um condutor submetido

a um campo magnético uniforme em uma dire¢do ortogonal a corrente.

F4
Z
X
++++++‘++++++++ 7
/EJ- _
R e ———— )I
EX
Y

Figure 1.1: Uma diferenca de potencial ao longo do eixo x implica em uma corrente nessa

e

direcdo. Ao aplicarmos um campo magnético na dire¢do z haverd uma separagdo de cargas no
eixo y e, consequentemente, surgird nessa direcdo uma diferenca de potencial que serd chamada

de potencial Hall.

Os elétrons em movimento sentem a forca de Lorentz (ﬁlor = gV X E) e sdo deslocados
em uma dire¢do ortogonal ao campo e a corrente, ja que o resultado do produto vetorial entre a
velocidade das particulas carregadas v e o campo magnético B deve ser perpendicular a ambos.
Assim, haverd uma separacao das cargas positivas e negativas, o que implicard na geracao de
uma diferenga de potencial, que é chamada tensdo Hall. O acumulo de cargas nos lados do
condutor ird aumentar até o limite em que a forca elétrica devido a tensdo gerada equilibre-se
com a for¢a de Lorentz.

No equilibrio, o campo elétrico gerado pelo acimulo de cargas pode ser escrito como,

Fo+Fror = 0, (1.1)
gE = —qV;xB, (1.2)
E = —¥xB, (1.3)

que, em moédulo, pode ser escrito como
E, = v.B;. (1.4)

. _ N . Y
O potencial elétrico devido as cargas separadas pode ser escrito como V = — [; E,dy, onde Y
¢ a distancia entra as cargas opostas acumuladas, v; € a velocidade dos portadores de carga da
corrente e v, € sua componente na dire¢do x. Assim, podemos escrever a diferenca de potencial

Hall, Vg, como,

Viy = v,BY. (1.5)

I"If the current of eletricity in a fixed conductor is itself attracted by a magnet, the current should be drawn to

one side of the wire, and therefore the resistance experienced should be increased"



Ao escrever a velocidade dos portadores em termos da densidade de cargas por volume 7, temos

V= ﬁ, onde A =Y Z ¢é a drea da secc¢ao transversal por onde passa a corrente i. A expressao

para o potencial Hall é dada por
iB

Ve =—.
" nqZ

(1.6)

Como j4 era esperado, o potencial Hall depende diretamente do campo magnético, pois
quanto maior for a forca de Lorentz, mais portadores de cargas serdo acumulados nas bordas da
amostra e maior devera ser a forca elétrica para haver um equilibrio e as cargas pararem de ser
desviadas. Notemos que também existe uma dependéncia diretamente proporcional a corrente,
J4 que maior sendo a corrente a forca de Lorentz também aumentard. Consequentemente, o
potencial Hall aumentara para haver o equlibrio das for¢as. Dentre as dimensdes da amostra, a
Unica que terd importancia € a espessura, logo, para que hajam potenciais mensuraveis, devem
ser utilizadas amostra mais finas da ordem de nanometros.

Uma das principais utilidades do efeito Hall, € descobrir a concentragcdo dos portadores de
cargas, inclusive seu sinal. Da relacdo (1.6), sabemos que o nimero de cargas por unidade de
volume é
i iB

Y

— BY = ) (1.7)
ngYZ VuqZ

n

Em relacdo ao sinal das cargas, a figura (1.2) ilustra bem como as cargas se comportam e que
através do potencial Hall medido, o sinal das cargas facilmente serd identificado.

Na figura (1.2.A), notemos que as cargas em movimento sao negativas, pois o produto ex-
terno entre a velocidade das particulas e o campo magnético implicaria em um desvio contrario.
Observa-se também que na regido superior da amostra haverd uma concentracao de cargas neg-
ativas, representada pela cor azul, enquanto na parte inferior haverd um actimulo de cargas
positivas, representado pela cor vermelha. Na figura (1.2.B), foi invertido o sentido da corrente,
consequentemente o desvio também foi invertido. Nas figuras (1.2.C) e (1.2.D), ao invés de in-
verter a dire¢do do sentido da corrente, sdo invertidos os polos magnéticos. Nas quatro figuras,
as particulas da corrente possuem cargas negativas, se acaso as cargas fossem positivas, todas
as figuras seriam invertidas.

Ao observar a forca de Lorentz, Fior = qv X B, o comportamento mostrado nessas figuras
fica bem claro. Note que ao inverter o sinal da carga, da velocidade da corrente ou do campo
magnético, o sentido da forca € invertido, consequentemente, a configuracdo do potencial Hall
também serd. Todavia, se ao invés de um, forem alterados dois desse elementos, essa configu-

racdo do sistema equivale a mesma caso nao houvesse nenhuma alteragao.



Figure 1.2: Visualizacdo do efeito Hall. As particulas representadas pelo ndmero 1 sdo elétrons,
a placa 2 € a amostra condutora, o ndmero 3 indica os pélos magnéticos, 4 sdo as linhas de
campo magnético e 5 é a fonte de alimentacdo. Na figura A observa-se que os elétrons sdo
desviados para a direita da sua trajetoria devido a for¢ca de Lorentz. Como o termo magnético
da forca de Lorentz é dado por gV x B, nas fi guras B, C e D, altera-se respectivamente o sentido

da corrente, o campo magnético e ambos simultaneamente. [24]

1.3 Niveis de Landau

O estudo de efeitos quanticos oriundos da presenca de campo magnético através da equacao
de Schrodinger tem como ponto de partida o hamiltoniano do sistema. Supondo uma amostra
planar submetida a um campo magnético uniforme e ortogonal ao plano, pode-se definir que o
hamiltoniano é dado por

— e 2
(P —qA)

H=
2m

+q0. (1.8)

onde A e ¢ sdo os potenciais vetor e escalar, respectivamente. Esses potenciais eletromagnéticos
contém toda a informacao dos campos E e B [25, 26]. A relacdo entre os potenciais € 0s campos

¢ dada por

- A

X A. (1.10)
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[l

ool
I
<l



Para cada configuracdo de campo ndo existe apenas um par de potenciais eletromagnéticos. Os

campos E e B sdo inalterados quando os potenciais se transformam pelas relacdes

95

A— A=A+ VE, 0/ =0-3

(1.11)

onde &(X,¢) é uma fungdo escalar arbitrdria. Essa mudanga dos potenciais é chamada trans-
formacdo de gauge, essas mudangas nao apresentam qualquer efeito fisico. Classicamente, o
potencial escalar € o potencial elétrico ja conhecido do eletromagnétismo e o potencial vetor
¢ apenas uma ferramenta matemdtica. Todavia, na dltima secdo deste capitulo discutiremos o
significado fisico do potencial vetor na mecéanica quantica.

A partir da equacao (1.8) podemos escrever a equacdo de Schrodinger como

Hy = Ey

L2
%\qu = Ey

l

1 (e 2\°
m “V—qgA | y+qoy = Ey
m
Se considerarmos o campo elétrico nulo essa equacao pode ser reduzida a
1 S )
— (—ihV—qA) v = Ey. (1.12)
2m

Consideremos agora uma campo magnético uniforme na direcdo Z, que pode ser representado
por vérias escolhas do potencial vetor como por exemplo A = (—By,0,0), A = (0,Bx,0) ou

A= (—By/2,Bx/2,0). Utilizando a primeira opgao tem-se

1 ) . .
S| (—indt-gBy)? + (—ind, )+ (=ind)*| y = Ev.

n? By’
% [(—iax"‘%) _(ay)z_(az)zlw = EW? (1.13)

assim, propde-se a solugdo trivial y = eilkerthez) ¢ (v) para a equagdo 1.13 que resulta em

n d®  ¢*B? hky \ 2 ,
[—%d—szrqz—m( +q_B) ]f()’):Ef(y); (1.14)

n2k? . -
onde E' = E — . Podemos ainda escrever a equag@o acima como

{ P od> mo?

T -] 1) =0, (L1

onde yg = % e @, = g|B|/m é a frequéncia de ciclotron. Sabe-se que classicamente a trajetdria

do movimento de uma particula carregada submetida a um campo magnético é um circulo. A



quantidade yo no caso quantico é conservada e corresponde a coordenada y do centro do circulo.

A equacdo (1.15) € similar a equag@o do oscilador harménico,

P od> me? 2
4 (y— —F =0. 1.1

Dessa forma, podemos escrever que
1
E' = ho, (n+§>, n=0,1,2,3,... (1.17)

Assim, os auto-valores para uma particula carregada na presenca de um campo magnético uni-
forme na dire¢do z sdo dados por

E,,k,:hM <n+l)+@ (1.18)

e m 2 2m

O primeiro termo do lado direto da equacdo representa valores discretos de energia correspon-
dentes a0 movimento no plano perpendicular ao campo magnético. Ja que a expressao (1.18)
nao depende de k, nem de k,, que possui uma sequéncia de valores continuos, haverdo niveis de
energia continuamente degenerados. A separacdo dos niveis de energia é dada pela freqiiencia
de ciclotron ®,, que € diretamente proporcional ao campo magnético. Esses sdo os chamados
niveis de Landau.

A menos de uma constante de normalizacdo, a fungcao de onda para esse sistema é dada por

_ — w2
W(x,y.2) = exp {ikex + k. Y Hy 4 220 Lexp —M , (1.19)
Ip 21y
onde H,, representa os polindmios de Hermite e a quantidade
1
ho\2
lp= (—) , (1.20)
|9|B
¢ definida como comprimento magnético. Retomando a discussdo sobre a degenerescén-

cia dos estados, ao considerar uma amostra retangular de dimensdes Ly e Ly, os valores pos-
siveis de k, serdo ky = 2mn, /L, com n, = 0,£1,£2, ... No limite em que Ly e Ly sdo muito
grandes, ndao haverdo problemas com Orbitas préximas a borda e nesse limite o nimero de
estados degenerados correspondente a um valor fixo de n serd LxLy / 211'1129. Fazendo uma inter-
pretacdo geométrica desse resultado, pode-se dizer que cada estado estd relacionado com uma
area de magnitude 27tl§ no plano perpendicular ao campo magnético. Pode-se dizer ainda que
hd uma unidade de fluxo magnético ®y = 2nh/q = h/q para cada drea 27511%. Dessa forma a
degenerescéncia de Landau é dada pelo numero de unidades de campo ®( que atravessa o sis-
tema. Logo, o nimero de estados em um nivel de Landau preenchido, correspondente a um
dado valor de n € o tamanho do sistema dividido pela superficie da orbita de ciclotron. Dessa

forma, o nimero de estados por unidade de area np € dado por
1 qB

_ - 1.21
2niy  h (121)

ng



Solucdo para os niveis de Landau em coordenadas cilindricas

A equacdo de Schrodinger o sistema discutido anteriormente em coordenadas cartesianas
pode ser resolvida também em coordenadas cilindricas. Os niveis de energia serdo 0s mesmos.
A funcdo de onda no entanto serd escrita de outra forma.

Reescrevendo a equacdo (1.13) em coordenadas cilindricas tem-se:

W, qB oy ¢B>,
n* 1oy [ oy az\lf 182\|1 qB oy CIZBZ
4 2

- |- — — + 5= —h—+—— = Ev. 1.22
2m [rar (rar)+8z2+r28¢2}+12m 8¢+ gm ¥ ¥ (122)
Propondo uma solucio na forma

multiplicando por /2 /2m e fazendo ® = gB/m, obtem-se a equagdo radial

n R”_|_R;/_£2_R + E_p_%_m_wzrz_w
r 2m 8 2

VY =EV. (1.24)
2m

r2

Definindo uma nova varidvel § = (mo/2h)r?, a equacdo 1.24 pode ser reescrita como

g &
R +R+(-2+Bp——%|R=0 1.25
2
onde = % (E — 572) — 7. Ao analisar os limites assint6ticos dessa equagdo, ou seja, § — 0 e
& — oo, propde-se uma solugéo como
Pl
R(E) =e 282 u(8), (1.26)

resultando em uma equac¢do em u que tem como solucdo a fungdo hipergeométrica confluente
1 1
u:F{— (B—EM—E),MH—L&}. (1.27)

Para que essa funcdo seja finita, é necessdrio que (B — %|€| — %) seja um inteiro positivo n.

Apartir dessa condi¢ao pode-se concluir que os niveis de energia sdo dados por[5]

0, ¢ 1 :
E:hm(n+|2—|+§+§) +§—’;. (1.28)

1.4 Efeito Hall quantico inteiro

O efeito Hall quantico foi descoberto na noite do dia 5 de fevereiro de 1980, no Laboratério

de Alto Campo Magnético, em Grenoble, na Franca, quando Klaus von Klitzing investigava
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propriedades de transporte de um MOSFET ? de silicio a temperaturas muito baixas e campo
magnético muito intenso. Apesar de outros pesquisadores ji terem estudado esse sistema desde
1966, e inclusive observado os platds Hall, apenas em 1980, a idéia de analisd-los em termos
de um valor fundamental /1/e? surgiu pela primeira vez. Depois de outras medidas confirmarem
a relacio fundamental de quantizacio para a resisténcia Hall Ry = h/ie?, onde i é um inteiro,

von Klitzing ganhou o prémio Nobel em 1985 pela descoberta do efeito Hall quantico[27, 28].

E A
3_

nivel de Fermi

estados extendidos

estados localizados

B=0 B,>0 B,>0 Densidade de estados

sem espalhamento  com espalhamento

Figure 1.3: O primeiro diagrama representa a relag@o entre a densidade de estados e a energia
para uma particula livre em uma amostra. Observa-se que existe um continuo de estados abaixo
da energia de Fermi e que todos os estados estdo ocupados pois o sistema se encontra a uma
temperatura muito baixa. No gréfico, tem-se que ao aplicar campo magnético na amostra, os
estados serdo quantizados e nem todos o valores de energia serdo possiveis. Na dltima figura,
ilustra-se que ao haver impurezas no sistema, que ird causar espalhamento e desordem, os niveis
deixaram de ser linhas para serem bandas que terdo estados extendidos (que contribuem para a

corrente de condug¢do) e estados localizados. Fonte: [27]

Na noite da descoberta, von Klitzing e seus colaboladores Sir Michal Pepper e Gerhard
Dorda, utilizaram um tipo especial de transistor de silicio (Si), no qual pode-se conduzir elétrons
em uma camada entre dois semicondutores. Eles aplicaram um campo magnético intenso obri-
gando os elétrons da camada do transistor, que possuia espessura de um nandémetro (10~°m), a

ocuparem bandas de energia separadas por intervalos finitos que contém apenas alguns niveis

MOSFET (metal oxide semiconductor field-effect transistor) é um transistor no qual os elétrons podem ser
conduzidos em uma camada entre semicondutores. Este dispositivo pode ser usado para amplificar ou comutar

sinais eletronicos.
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isolados, ver fig.(1.3). Esses estados isolados existem devido a presenca de impurezas, o que faz
com que os niveis de Landau deixem de ser niveis para serem bandas. Assim, os estados proxi-
mos do centro de cada banda sdo os estados extendidos, ou pode-se chamar essa regido central
de banda de estados de conducdo. Os elétrons que ocupam esses estados sdo os Unicos que
podem fazer parte da corrente de condug@o. Os chamados estados localizados sdao aqueles que
estdo na regido que seria de "gap" caso ndo houvesse impureza. Ou seja, estdo mais préximos
das extremidades das bandas. Os eletrons que estdo ocupando esses estados ndo contribuem
para a corrente de condugdo. Isso significa que se comecar a mudar o nimero de eletréns
que ocupam os estados localizados, a corrente serd inalterada. Entretando, uma mudanca no
ndmero de elétrons nos estados extendidos pode ser verificada pela corrente. Apds realizar o
experimento, von Klitzing e seus colaboladores observaram que a resisténcia Hall ndo variava
linearmente com o campo magnético, de acordo com o resultado cldssico.

Teoricamente, podemos demonstrar a origem da quantiza¢do Hall, recordando a discussdo a
respeito da degenerescéncia dos niveis de Landau. Vimos que o nimero de estados por unidade

de drea em um nivel de Landau preenchido € dado por

1 gB
np = m = 7

Podemos definir um fator de preenchimento v que seria a degenerecéncia dos niveis como
Vv = n;/np onde ng é o nimero de elétrons por unidade de drea. Quando um nivel de Landau
estd preenchido tem-se v = i, onde i € um niimero inteiro. Assim pode-se dizer que o nimero
quantico i indica as bandas de Landau preenchidas. Dessa forma, o numero de elétrons por
unidade de 4drea serd ny = inp, que ao substituir na relagdo para a resisténcia Hall, Ry = B/qn;,
obtem-se

RH:EZ%:%, (1.29)
qns  qi- 4
Essa foi a descoberta sensacional de von Klitzing, Dorda e Pepper. Eles observaram que
o grafico da resisténcia Hall com o campo magnético ndo era uma reta e sim algo parecido com
uma escada, em que cada degrau era separado de um tamanho, iqLZ' O fato do nimero quantico
i ser inteiro sugeriu o nome Efeito Hall quantico inteiro

Para analisar os niveis de energia e os platos Hall, trés pontos sdo muito importantes:

1. Para sistemas com temperaturas muito baixas, todo os estados abaixo do nivel de Fermi

estdo ocupados.

2. Devido as impurezas, os niveis de Landau deixam de ser uma linha e passam a ser bandas
com estados de conducdo (centro da banda) e estados que ndo conduzem (extremidades
da banda).
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3. O numero de estados estad diretamente relacionado com o fluxo magnético que atravessa
a amostra, como mostra a relacdo 1.21. Logo, quanto mais intenso for o campo, mais

estados existirao.

Com base nesse topicos e na figura (1.3), é plausivel dizer que ao aumentar o campo
magnético, o nimero de estados ird aumentar e, efetivamente, o nivel de Fermi ird baixar, pois
todos os estados abaixo dele devem ser preenchidos?.

Suponhamos que o nivel de Fermi esteja em uma banda de estados localizados préximo do
topo de uma banda de Landau. Com a criacao dos novos estados, ele ird baixar permanecendo
ainda na regido de estados localizados com alta energia, o que significa que todos os estados ex-
tendidos da banda de Landau em que ela se encontra continuam preenchidos. Assim a corrente
que flui na amostra serd a mesma.

Caso o nivel de Fermi baixe e passe pela banda de estados extendidos, a corrente ird diminuir,
aumentando a resisténcia Hall. Quando o nivel de Fermi baixar e esvaziar a banda de estados
estendidos por completo, o nivel de Fermi vai entrar em uma sub-banda de estados localizados
de baixa energia. Assim a corrente serd reduzida em um banda de estados extendidos.

O fato do nivel de Fermi esvaziar uma banda de estados estendidos, estd relacionado ao fato
de a resisténcia passar de um platd para outro, ver figura (1.4). A ocupacgao dos estados localiza-
dos ndo altera a resisténcia e resulta nos degraus, pois, se com o aumento do campo magnético
aplicado o nivel de Fermi esvaziar apenas estados localizados, a corrente que flui ndo altera,
assim como a resisténcia. Isso devido ao fato da corrente de condugdo ser formada apenas pelos
estados estendidos[29].

Uma outra caracteristica muito importante do efeito Hall quantico € que nos platds a corrente
longitudinal flui sem resisténcia. Lembrando que ao passar de um estado de maior energia para
outro de energia menor, a diferenca de energia dos niveis serd tranformada em calor ou vibragao.
O efeito Hall quantico permite a calibracdo de instrumentos com alta precisdo, inclusive ajuda

na medida de constantes fisicas fundamentais.

1.4.1 Efeito Hall quantico fracionario

Em 1982, Daniel Tsui, Horst Stormer e Arthur Gossad descobriram outros platds que ndo
estavam relacionados a nimeros inteiros, e sim a alguns nimeros fraciondrios especificos que
continham sempre um nimero impar como denominador [4]. Esse nimero quantico mede a
fracdo de estados preenchidos. Logo, sendo esse nimero fraciondrio, os niveis de Landau ndo
estdo cheios. Esse efeito ficou conhecido como efeito Hall quantico fraciondrio e ganhou o

prémio Nobel de fisica de 1998. O efeito Hall fraciondrio é mais complicado que o inteiro,

3Na realidade, a separacio entre os niveis de Landau aumenta, pois é diretamente proporcional ao campo

magnético. Assim, os niveis sobem passando pela energia de Fermi e ndo o contrario.
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Figure 1.4: A curva que consiste de degraus, representa a resisténcia Hall, enquanto a curva que
nas regioes dos platds Hall € nula, ilustra o comportamente da resisténcia longitudinal, que é

por onde passa a corrente usual. Fonte: [27].

devendo-se levar em consideraracio interacdes elétron-elétron. As referéncias [30, 31], dis-

cutem com detalhes esse tema.

1.5 Efeito Aharonov-Bohm

Em 1865, James Clerk Maxwell conceituou a idéia de potencial vetor que ja havia sido
apresentada e trabalhada analiticamente por outros fisicos desde 1845. Entretanto, apenas em
1959, a importancia fisica do potencial vetor foi discutida por Yakir Aharonov e David Bohm.
Eles publicaram um artigo que tinha como proposta um experimento de Young de fenda dupla,

onde incluiam a presenca de um solenéide "infinito"*

entre as fendas e por trds delas[6]. Por
consequéncia, haverd interferéncia entre as franjas obtidas pela passagem de elétrons nas fendas.
E muito importante notar que os elétrons passam por uma regiio sem campo magnético, pois
este estd confinado no solendide.

O hamiltoniano para uma particula que passa nas proximidades de um solendide € o
mesmo dado nas sec¢des anteriores,

(P—qA)?
2m

H = , (1.30)

40 solenéide ndo é de fato infinito, porém suas dimensdes tranversais sdo microscépicas de tal forma que as

linhas de campos estejam praticamente confinadas no solendide
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Figure 1.5: Dois feixes de eletrons sdo direcionados a um solenoide. Em seguida, se separam e

se recombinam com uma fase que esté relacionada ao potencial vetor. Fonte: [32].

e a equacao de Schrodinger € escrita como
1 o a2
— <—ihV—qA> v = Ev. (1.31)
2m

E facil mostrar que a fungdo de onda para esse problema pode ser escrita como y = €8y, onde
g representa a fase adquirida devido a presencga do solendide. O potencial vetor para uma regiao

exterior a um solendide de raio a € dado por

- D,
A= — 1.32
0. (1.32)

onde o fluxo magnético no interior do solendide é ® = Ta’B. Dessa forma, se considerarmos
dois feixes de eletrons que se separam e se recombinam apds passarem por um solendide, como

mostra a figura (1.5), podemos obter que a fase adquirida por cada feixe sera

97 = 9% [T (L8N ede) — £
g_;—_lfA-dr_m/o (rq)) (rbdg) =+7. (1.33)

O sinal de mais € para o feixe que viaja na mesmo sentido que o campo vetorial A, enquanto o
sinal de menos € para o feixe que viaja no sentido contrario. Assim a diferenca de fase obtida
quando os feixes se recombinam serd %.

Outros efeitos andlogos ao Aharonov-Bohm passaram a ser analisados posteriormente,

tais como: Aharonov-Casher, Aharonov-Bohm elétrico € Aharanov-Carmi. O ultimo é mais
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importante para nosso trabalho e serd discutido no préximo capitulo.

Neste capitulo, discutimos como o campo magnético pode influenciar alguns sistemas clds-
sicos e quanticos. Classicamente, a atuacdo desse campo em uma amostra por onde passa
uma corrente elétrica, gera um potencial elétrico ortogonal ao campo e a corrente. Quantica-
mente, nesse mesmo sistema vimos que a partir do coeficiente Hall observa-se que as Orbitas
de ciclotron sdo quantizadas. Ou seja, nem todas as drbitas cldssicas sdo possiveis. Ainda em
mecanica quantica, discutimos a proposta para um significado fisico do potencial vetor feita
por Aharonov e Bohm. Durante todo o capitulo, analisamos diferentes efeitos fisicos devido a
campo magnético. No seguinte, abordaremos efeitos andlogos oriundos de uma rotacao apli-

cada ao sistema.
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CHAPTER 2

Efeitos Inerciais

2.1 Introducao

As forcas inerciais apresentam efeitos muito interessantes na Fisica. Tais forgas, princi-
palmente devido a rotagdo, tém sido frequentemente objeto de estudo dos fisicos téoricos e
experimentais. Os efeitos inerciais sdo observados desde fendmenos cldssicos como a influén-
cia da forca de Coriolis na Terra, a andlogos a efeitos magnéticos na mecanica quantica. Nesse
capitulo, mostraremos algumas analogias entre efeitos inerciais e eletromagneticos na dinimica
quantica de cargas livres, todos causados por rotagdo. Para um melhor entendimento desse as-
sunto € necessario uma discussdo introdutdria sobre o conceito de referenciais inerciais € nao

inerciais, assim como, forcas que aparecem em um referencial girante.

2.2 Abordagem classica

2.2.1 Definicao de referenciais inerciais e nao-inerciais
Um referencial pode ser dito inercial, se e somente se, nele for vélido a lei da inércia,

”Se um corpo estiver em repouso ou movimento retilineo uniforme ele permancerd no mesmo

estado de movimento até que alguma forca passe a atuar sobre ele.”

Também serd um sistema inercial todo referencial que esteja em repouso ou em movimento
translacional uniforme em relacdo a um outro sistema inercial. Dessa forma, pode-se definir
como referencial ndo-inercial todo e qualquer referencial acelerado.

Suponha que um Onibus em movimento uniforme de repente freia bruscamente quando o
motorista percebe a parada muito préxima. Uma pessoa que estiver em pé no veiculo serd
arremessada para a frente. Porém, ao analisar as for¢as que atuam nessa pessoa obtém-se que
o somatorio das forcas € zero. Dessa maneira a primeira lei de Newton estaria sendo violada,
pois no referencial do 6nibus a pessoa estava parada e na auséncia de forcas atuando sobre ela,
a mesma foi acelerada. Por isso o referencial do 6nibus sendo freiado é um referencial nao-
inercial.

No referencial de um observador na parada de 6nibus, a lei da inercia ndo € violada, pois
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quando o motorista freia o veiculo, as pessoas que estdo dentro estio em movimento retilineo
uniforme e continuam em movimento retilineo uniforme, por isso sao arremessadas.

A "forca" que faz as pessoas serem arremessadas para frente, no referencial do Onibus, é
denominada forca de inércia. Ela tem dimensao de forga, é proporcional a massa inercial, assim
como outras for¢as conhecidas, todavia, € uma for¢a medida apenas no referencial ndo-inercial
e ndo representa interacdo entre particulas. Forcas de inércia surgem apenas em sistemas de

referencia ndo-inerciais.

2.2.2 Referencial em rotacao

E a respeito de um sistema de referencia em rotagdo, seria este um referencial inercial ou
ndo-inercial? Esse sistema € bastante interessante, e estudando-o € possivel mostrar que as
forcas de Coriolis e centrifuga sdo forcas inerciais. Logo, o referencial de um disco girando é
mais um exemplo de sistema de referencia ndo-inercial.

Suponha uma particula que se encontra em um disco que estd girando, como mostrado na
figura (2.1). Dois referenciais podem ser escolhidos, um que esta centralizado no disco que gira
junto com 0 mesmo e um outro que estd fixo no laboratério. A posi¢ao da particula no dois

referenciais é representada por 7 e 7, respectivamente. Pode-se escrever entdo que
=/ D2
F =R+7 2.1)

onde, R representa a posi¢do da origem do referencial girante no sistema de referencia ndo gi-
rante [33]. Dessa forma, podemos escrever que a velocidade da particula medida no referencial

fixo é dada por

dr' dR d7
mn = 7 + (E) . (2.2)
fixo fixo fixo
Assim, vamos focar na variacdo temporal do vetor 7 no referencial fixo, ( Z,—f ) fixo’
xXo

Sabe-se que um deslocamento devido a uma rotacao infinitesimal, no sistema de coorde-
nadas polares, é representado simplesmente por ds = d® x 7. Dessa forma, a velocidade para
esse deslocamento ¢ dada por d5/dt = d6/dt x 7 sendo que ® = d6/dr ¢ a velocidade angular,

ou seja, ds/dt é velocidade da particula devido apenas a rotagdo do disco. Caso a particula

possa se mover no disco, essa velocidade, (% , deve ser adicionada. Assim a velocidade

) girante
da particula no referencial fixo € dada pela velocidade da particula no referencial girante mais

d_r = ﬂ +®O X7 (2.3)
dt dt
fixo girante

o termo devido a rotacdo,
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7 rt+dt rit)

T(trdt)

Pl

)

(a) (b)

Figure 2.1: (a) Neste esquema podemos observar o referencial fixo (x',y’) e o referencial girante
(x,¥), que tem origem no centro do disco e velocidade angular ® = do /dt. Na figura (b) estao
expressos os vetores deslocamento ¥ e 7 nos referenciais fixo e girante respectivamente, € 0s
mesmos vetores apés um intervalo de tempo dt. O vetor em azul representa o deslocamento da
particula no intervalo dz. E importante deixar claro que nesta figura nio estd sendo considerado

movimento de translacao do referencial girante

A equacdo 2.3 pode ser generalizada para relacionar vetores do referencial fixo para o sistema

de referencia que esta girando,

do _(do L
(E) ‘ = (E) . + M X Q (2.4)
fixo girante

Com esta equacdo pode se verificar que a aceleragdo angular @ é a mesma nos dois referenciais.

Substituindo (2.3) em (2.2) pode-se encontrar a velocidade da particula medida no referen-

cial fixo
(d?’) dR <d?)
- — - 4+ —
dt fixo dt firo dt Fixo
dR dr .
. <_’) THXT (2.5)
dt fixo dt girante
(2.6)
Assim, tem-se
vy o= VAT 0O xT, (2.7)

onde
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vy = velocidade no referencial fixo
V = velocidade da origem do referencial girante
v, = velocidade no referencial girante
® = velocidade angular no referencial girante
®x7 = velocidade devido a rotagdo do referencial girante.

(2.8)

Como a lei da inércia, a segunda lei de Newton, F' = mad, s6 é valida em referenciais inerciais.

Assim, no referencial fixo tem-se

F=md;=m (ﬁ) . (2.9)
dt fixo
Com base em (2.2) tem-se
av’ av dav, . L [dF
(ﬁ) — [ £2 +< V) +0)><?+0)><(—r) ‘ (2.10)
A/ g0 NN ) gy N fivo 4/ fixo
Analisando cada termo, pode-se definir
2 dv
R=|— 2.11
(dt) i
fixo

e utilizando a equagdo (2.4), tem-se

== Vr
dt fixo dr girante

= A +DXT,, (2.12)

onde @, é a aceleracdo no sistema de coordenadas girante. O dltimo termo pode ser escrito como
OX | — = Ox|— +OX (®X7)
dt fixo dr girante
= OXV,+0OX(OXTF). (2.13)
Ao combinar essas equagdes, obtém-se
F = mds = mR; +md, +m® x 74 md x (6 X 7) 4+ 2md x v}, (2.14)

Essa € a forca medida pelo observador no referencial fixo, a for¢a efetiva medida pelo obser-

vador no referencial girante € dada por

—

Feff = ma,

= F—mR;—m®dx7—mdx (& x F) — 2md x v}, (2.15)
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onde o primeiro termo, F , é a forca medida no referencial fixo, os dois seguintes, —mR ; —m® x
7, representam o movimento acelerado do referencial ndo inercial, respectivamente, eles estdo
relacionados as aceleragdes translacional e rotacional. Caso ndo exista aceleracdao do sistema

de referencia nao-inercial, esse dois termos serdao nulos, resultando em
Feff:md’f—m(ﬁx((T)x?)—2m(7)><\7,. (2.16)

Os dois ultimos termos dessa expressao sdo as forgas centrifuga e de Coriolis, respec-
tivamente. O sinal de menos na forca centrifuga significa que ela estd direcionada para fora
do centro de rotacdo. Um ponto muito importante a respeito da forca de Coriolis é que ela
sO serd ndo-nula se houver movimento da particula no referencial ndo inercial. Ou seja, se
uma particula estd livre e parada em um disco e esse disco comeca a girar, a Unica for¢ca que
a particula ird sentir serd a forga centrifuga. E importante estar claro que a forca centripeta é
uma forca diferente das forcas centrifugas e de Coriolis que sdo forcas inerciais e que surgem
devido a necessidade de escrever uma expressdao como a segunda lei de Newton, F =md, r, para

o referencial ndo-inercial, j4 que esta s6 € valida para o referencial inercial.

2.2.3 Efeitos da forca de Coriolis na Terra

Ao analisar a for¢ca de Coriolis no hemisfério norte obtém-se que o sentido da forca € para
a direita do movimento da particula e tem médulo 2mv,®. Quando observa-se essa forca no
hemisfério sul, nota-se que a forca tem o mesmo mddulo e esta direcionada para o lado esquerdo
do movimento da particula. Assim, dependendo da direc@o para a qual um objeto se move e em
que hemisfério ela esteja, a forca de Coriolis vai atuar curvando a trajetéria do objeto, para um
lado ou para o outro. Os efeitos mais notaveis dessas for¢as estdo nas massas de ar. A forca de
Coriolis € responsdvel pelo surgimento de furacdes que pertubam as pessoas. Uma curiosidade
€ que o sentido do giro dos furacdes no hemisfério norte e no hemisfério sul sdo diferentes,

sendo de sentido hordrio e anti-hordrio, respectivamente [34].

2.2.4 Efeito Hall devido a forcas inerciais

A influéncia das forgas inerciais vai além da mecénica cldssica. Essas for¢as podem ser uti-
lizadas em estudos de efeitos andlogos do eletromgnetismo e até da mecénica quantica, como
veremos na proxima secdo. A idéia principal para esses efeitos andlogos € a substituicdo de
campo magnético por rotacao.

O efeito Hall estd relacionado ao surgimento de um diferenca de potencial em um dado con-
dutor elétrico devido a aplicacdo de um campo magnético na dire¢do perpendicular a corrente,

como explicado no capitulo anterior. O campo magnético altera a condutividade da amostra
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e sua resisténcia elétrica poderd ser calculada em termos do campo magnético, massa de ci-
clotron e densidade de cargas. Jonhson propds um experimento no qual a resistencia Hall sera
uma fun¢do da massa inercial, densidade de carga e da taxa de rotacao[22]. O experimento
consiste de uma amostra bidimensional em uma plataforma horizontal girante que tem o eixo
de rotacdo perpendicular a amostra, ver fig.(2.2). Os elétrons saem do ponto S, que é a fonte
de elétrons, para o ponto D. Devido aos efeitos inerciais, a medida no referencial fixo do labo-
ratorio serd diferente da medida no referencial girante. Na média, os elétrons terdo trajetorias
retilineas no referencial do laboratério, entretanto elas serdo deslocadas no referencial girante
devido a atuagdo da forga de Coriolis. Efeitos devido a forca centripeta também sdo detectados,
ja que ela tem a mesma dire¢do que a corrente, ela serd usada pra gerar uma corrente em uma
primeira aproximagao.

As cargas que tém suas trajetorias deslocadas vao induzir um campo elétrico transversal
para balancear os efeitos da for¢a que causou esse deslocamento. Entdo, o equilibrio das forcas
eE = 2m*Qy, juntamente com a expressdo para a densidade de corrente, j = nev, fornecem uma

expressdo linear para a resisténcia Hall no referéncial girante,

E 2m*Q
J ne

(2.17)
onde E é o campo elétrico induzido, m* é a massa efetiva dos portadores de carga e n é a
densidade desses portadores. Dessa forma, Johnson mostrou que o efeito Hall pode ser utilizado
nao sé para caracterizar portadores de carga e a densidade desses portadores, que tem sido feito
por muitos anos em metais e supercondutores, mas também como uma prova das forcas inerciais

quando utiliza-se rotacdo ao invés de campo magnético.

v, S i D

amostra

Figure 2.2: A amostra é colocada sobre um disco girante, que tem o eixo z como eixo de rotagao.
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2.3 Estudos em mecanica quantica

Efeitos inerciais devido a rotacdo podem ser detectados em experimentos de interferéncia,
como o efeito Aharonov-Carmi, e em experimentos de visualizagdo de espectro de energia. A
similaridade entre o hamiltoniano de um sistema submetido a um campo magnético e o de um
sistema em um referencial girante, € a principal motivacao para buscar um efeito semelhante ao

efeito Hall tendo como fonte forgas inerciais ao invés da forca de Lorentz.

2.3.1 Efeito Aharonov-Carmi

Em 1973, Aharonov e Carmi, propuseram um experimento "imagindrio" de interferéncia en-
volvendo rotagdo, que consistia de um anel girando na presencga de campos elétrico e magnético[16,
20]. Assim como o efeito Aharonov-Bohm a idéia para esse experimento era estudar um efeito
em uma regido livre de campos. Dessa forma, os campos eletromagnéticos foram escolhidos

para cancelar as forgas inerciais na regido do anel, r; < r < rp. Sejam os campos,

B = —(2m/q)®
(m/q)® x (® X F) (2.18)

el
I

onde ® é o campo de rotacdo que é "real" para o referencial girante assim como os campos E e B
sdo para o observador no referencial inercial. Esse campo magnético pode ser obtido utilizando
dois solendides concéntricos. O campo elétrico pode em principio ser criado com uma escolha
apropriada de uma distribuicio de cargas axialmente simétrica.

Sejam os raios internos e externos do anel representados por r| e rp, respectivamente. O
hamiltoniano para a regido r; < r < rp, onde r é a coordenada radial do vetor posi¢cdo da

particula, é dado por

g _ (P—2ma)” (2.19)
2m
e d € o potencial vetor inercial, que satisfaz
O=Vxad. (2.20)

O hamiltoniano para uma particula carregada submetida a um campo magnético é dado por

AL 2.21)

onde A ¢ o potencial vetor que da origem ao efeito Aharonov-Bohm. Podemos notar que os
hamiltonianos (2.19) e (2.21) sdo andlogos, ou seja, a for¢a de Coriolis, representada pelo po-

tencial vetor inercial d, substitui a forca magnética denotada pelo potencial vetor A. Dessa
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forma, € de se esperar um efeito de interferencia tipo Aharonov-Bohm no sistema girante.
No efeito Aharonov-Bohm, a particula carregada que estd em uma regido sem campo mag-
nético, adquire uma fase em sua func¢io de onda devido ao potencial vetor A. Essa fase é dada

pela integral do potencial vetor ao longo do caminho da particula carregada,

w=voexpl(ig/n) § A-d, (2.22)

onde Y € a funcdo de onda para uma particula livre. Assim a fase serd

8= (q/h) % A-dl. (2.23)
Entao, comparando(2.19) e (2.21) obtem-se que a fase de Aharonov-Carmi serd

&= (2m/h) 7{ a-dl. (2.24)

No efeito Aharonov-Bohm, a particula carregada passa nas proximidades do fluxo de campo
magnético confinado em um solendide. No efeito Aharonov-Carmi, a particula move-se prox-
imo ao fluxo de rotacdo que atravessa a regido r < rj. Ou seja, em ambos casos, a particula esta
em uma regido livre de campos e ainda assim adquire uma fase na fun¢do de onda. Além do
efeito de interferéncia, o efeito Aharonov-Carmi pode ser responsavel por um deslocamento no
espectro de energia,[23, 35, 36]. Isso foi mostrado por Shen e Zhuang em seu artigo abordando

uma molécula de fulereno, C60.

2.3.2 Correntes de spin em sistemas girantes

Ao considerar um referencial girante que contém particulas com spin, € necessario uma
abordagem um pouco diferente da equagdo de Schrodinger, que é uma versao da equacao de
Schrodinger-Pauli. Recentemente, Matsuo, Ieda, Saitoh e Maekawa, investigaram a geragao
de correntes de spin em sistemas girantes [37]. Utilizando equacdes de movimento semi-
cldssicas para um elétron baseado na Equacdo de Schrodinger-Pauli em um referencial girante,
eles mostraram a existéncia de uma "forca" inercial dependente do spin que termina por gerar

uma corrente de spin na dire¢do azimutal.

2.3.3 Analogo rotacional do efeito Hall quantico

Além de mostrar a ocorréncia do efeito Hall devido as forcas inerciais que atuavam em uma
amostras que estava em um referencial girante, B. L. Johnson fez um estudo no escopo da
mecanica quantica de um disco girante. No referencial girante as forcas de Coriolis e centrifuga

estdo presentes e implicam no seguinte hamiltoniano para o sistema

_ [F-m(Qx P> m(Qx 7)2'

H
2m 2

(2.25)
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A estrutura desse hamiltoniano € semelhante 2 do hamiltoniano de uma particula carregada
submetida a um campo eletromagnético,

— e 2

[P —qA]

H=—F""—""+¢V. (2.26)
2m

Uma importante excecdo na semelhanca entre os dois operadores € que o acoplamento do po-
tencial vetor no hamiltoniano do sistema girante ndo tem dependencia com a carga elétrica, e
sim com a massa.

A grande semelhanca entre os hamiltonianos (2.25) e (2.26) leva a crer na existencia de

algum efeito andlogo ao efeito Hall quantico. Entdo, simplificando (2.25),

2

p — = —
H=2"—_5.(O 2.27
5 P (QXF) (2.27)
e escrevendo a equacgdo de Schrodinger, sabendo que p = —ihV e Do = —%a%, obtém-se
N P, oy
Hy=Ey— ———VYy+iQh— =EVy. (2.28)
2m 00

Levando em consideracdo a simetria azimutal da equagdo, pode-se utilizar a escolha Yy =
R(r)e_il¢, onde ¢ ¢ inteiro. Dessa forma, obtém-se uma equacio de Bessel para a parte radial

da funcao de onda:
R+ rR' + (Mr? — )R =0, (2.29)

com / positivo e A2 = (2m/1?)(E — (hQ). Assim a fungdo de onda e a energia do sistema sdo

dadas por
= Ji(|]\|r)e ™, (2.30)
R2A2
= —— +/hQ, (2.31)
2m

A condicdo de contorno desse problema, de que a funcdo de onda deve ser nula na borda,
fard o pardmetro A ter um papel fundamental na quantizagdo dos niveis de energia, ele estara
relacionado com os zeros da fun¢do de Bessel. Existirdo n zeros para a funcio de Bessel de tal
modo que a funcio de onda serd nula na borda do disco. Logo, para uma amostra de raio R, a
fun¢do de onda deve satisfazer a Jy(AR) = 0, que resulta em A — A,,¢/R, onde A,y é 0 n-ésimo
zero da fungdo de bessel de ordem /.

A semelhanca entre os hamiltonianos do sistema girante e do sistema submetido ao campo
magnético € muito grande, contudo, os resultados para a fun¢do de onda e os niveis de energia
apresentam diferencgas interessantes. Como jd foi visto no capitulo anterior, para um particula
submetida a um campo magnético uniforme, os niveis de energia sdo degenerados e o efeito Hall

quantico € resultado da independéncia da energia com o comprimento da amostra. Para o caso
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girante, a degenerecéncia ndo existe devido a presencga do pardmetro A na expressdo para a en-
ergia. Sendo esse parametro relacionado ao tamanho da amostra, o efeito Hall quantico também
ndo pode ser medido. Fisicamente, a razdo para haver essas diferengas € a presenca da forca
centrifuga. Nota-se inclusive que a contribuicdo no hamiltoniano devido a0 movimento cen-
trifugo € estruturalmente semelhante a parte devida ao campo elétrico no hamiltoniano (2.26).
Assim pode-se dizer que o movimento centrifugo é andlogo ao movimento devido ao campo
elétrico, que ndo estd presente nos niveis de Landau pois implica num movimento de deriva nos
elétrons.

Para ilustrar melhor o comportamento dos niveis de energia no referencial girante, Jonhson
fez alguns graficos, ver fig. (2.3), onde mostra que o espectro de energia serd discreto mas
o gap de energia entre £’s diferentes serd preenchido por estados com diferentes A’s de um /¢
especifico. Na figura (2.3.a), utilizando uma taxa de rotacdo de 1Mhz, estdo expostos os 100
primeiros zeros da funcdo de Bessel para cada valor de /, ou seja, cada uma das linhas do gréa-
fico sdo na verdade, 100 pontos muito préximos. Nota-se que existe uma superposi¢ao evidente
entre as bandas de ¢’s diferentes e a distribuicdo dos estados é praticamente um continuo. Na
figura (2.3.b), a taxa de rotacdo passou a ser 100Ghz e para cada valor de ¢ foram calculados
1000 zeros da funcdo de Bessel. Agora a superposi¢cao dos estados € menor. Um trecho com 10
pontos do nivel ¢ = 3 é expandido para mostrar que a diferenca de energia entre o primeiro e
o décimo ponto € apenas 0.01meV. Vale destacar que o valor da taxa de rotacdo utilizada neste
grifico € meramente ilustrativa, pois € uma taxa muito alta.

Muitos outros efeitos devido a forcas inerciais sao estudados, no limite relativistico, onde
utiliza-se a equacdo de Dirac. Pode-se observar o efeito Sagnac, acoplamento spin-6rbita, efeito
redshift energia-momentum, etc.

No capitulo anterior, discutimos alguns efeitos classicos e quanticos baseados em interacdes
eletromagnéticas, dentre eles os niveis de Landau e o efeito Hall quantico. Nesse capitulo,
abordamos efeitos andlogos aos do capitulo anterior, que utilizam rotacdo ao invés de campo
magnético. No capitulo seguinte, esturademos o efeito da combina¢do do campo magnético e

da rotagao.
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Figure 2.3: Resultados de Johnson. (a)Para cada valor de ¢ foram calculados os 100 primeiros
zeros da fun¢do de Bessel, que estdo representado pelas trés linhas verticais. A taxa de rotacdo
utilizada foi IMHz. Nota-se que as bandas s@o praticamente um continuo. (b)A taxa de rotagdo
utilizada agora foi de 100GHz e foram calculados os primeiros 1000 zeros da funcdo de Bessel.
No canto inferior direito a escala é ampliada para notar pequena diferenca de energia entre 10

estados consecutivos para ¢ = 3. Fonte: [22]



27
CHAPTER 3

Efeito Coriolis-Landau

3.1 Introducao

Nos capitulos anteriores discutimos os efeitos adquiridos por alguns sistemas devido a pre-
senca de campo magnético, assim como a rotacao dos sistemas. Neste capitulo, abordaremos a
nossa contribui¢do para a drea. Exploraremos a influéncia de campo magnético e rotagdo sobre

por uma particula carregada.

3.2 Descricao do problema

O sistema em estudo € um disco girando com velocidade Q e submetido a um campo mag-
nético B. Mais especificamente, serdo analisados os efeitos dos campos magnético e de rotagao
sobre uma particula carregada que se move nesse disco. Dessa forma, as forcas atuantes sao

Coriolis, centrifuga e Lorentz, as quais sdo especificadas respectivamente como

Feor =2m(ix Q), (3.1)
Feen = —mQ x (Qx7), (3.2)

€
Fror = q(E +7Vx B), (3.3)

onde m e g sdo respectivamente, a massa e a carga da particula.
Nesse capitulo serd feito um estudo no referencial girante, para onde os campos eletromag-

néticos irdo se transformar de acordo com [38]:

. (3.4)

onde Y= +/1/(1—V2/c2) e V representa a velocidade de rotagdo. Os elementos E’ ¢ B/, so os
campos no referencial girante e E e B sdo os campos no referencial do laboratério. A velocidade
de rotacdo do disco serd muito menor que a velocidade da luz, entdo,

E' = E+VxB, (3.5)

—

B = B. (3.6)
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Nota-se que , o campo magnético no referencial girante (E’) independe da rotagdo. Ou
seja, serd igual a B, que é o campo magnético aplicado. Porém, o campo elétrico no referencial
girante serd o campo elétrico aplicado mais uma componente dependente da rotagao e do campo
magnético, (V X E) Assim, mesmo que o disco ndo seja submetido a um campo elétrico, havera
uma componente devida ao campo magnético e a rotacdo. A velocidade na relagdo (3.5) é a
velocidade de cada ponto do referencial girante, logo depende do raio, ou seja, V=QxT
Entao, os campos eletromagnéticos no referencial girante serdo dados por

E' = (Qx7) xB, (3.7)
B = B, (3.8)
se ndo hd campo elétrico aplicado no referencial fixo. Assim, pode-se concluir que a forga total
sentida pela particula no referencial girante é

-

Ef = FC0r+FCen+ﬁL0r
= 2m(V x Q) —mQ x (QAxTF)+q(QxF) x B+qv x B (3.9)

onde V' € a velocidade da particula no referencial girante.

3.3 Equacio de Schrodinger

Para escrever a equacdo de Schrodinger para a particula submetida a campo magnético e
a rotacdo, € necessario conhecer os potenciais que descrevem o sistema, pois a partir desse
conhecimento, obtém-se o operador hamiltoniano para o mesmo. A unica condi¢do imposta
por enquanto serd que o campo magnético e o eixo de rotagdo estardo ambos na direcdo z.

Assim os potenciais eletromagnéticos A e V serdo dados por

QBr?
y=_2" (3.10)
2
. B
A_(O,{,O). G.11)

Com base nos capitulos anteriores, podemos escrever que o hamiltoniano para uma particula
submetida a forca de Lorentz e as forcas inerciais de Coriolis e centrifuga, é
[P—qA—m(QxF)]* m(Qx7)?

H =
2m 2

+qV (3.12)

tal que o acoplamento —qﬁ — m(f) X ¥) representa as for¢a magnética e a de Coriolis. Ja os
outros dois termos representam a forca centrifuga e a forga elétrica, respectivamente. Entao, de
posse das expressoes (3.10) e (3.11), o hamiltoniano € resumido a

=2

H="2"_orpy+pr (3.13)
2m
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onde
B
a=2 10 (3.14)
2m
2p2
B
=17 (3.15)
8m
Sabendo que p = —ihV e Po = @)%’ai a equagado de Schrodinger para esse hamiltoniano pode
ser escrita como
h? ’ oy
Hy=Ey— —2—V \|f+zoch 2 —I—Br y=FEvy. (3.16)

Devido a simetria azimutal da equacio, a escolha y = R(r)e ¢ pode ser utilizada, o que faz a

equagdo (3.16) resultar em uma equagdo em r apenas,

PR 1R + (—6*r* + M2 — PR =0, (3.17)
onde
2p2
2 q°B
&2 = ’ 3.18
41r? G
2m (E  gBl
A= Zm(E_dBl_g, 31
h <h 2m > G19

Para solucionar a equacio (3.17), fazemos 67> = &, tal que

P 5, (3.20)
(¢)
d _ d¢d _,_d _ ﬁi

Dessa maneira, ao substituir (3.20) e (3.21) em (3.17) obtém-se

e

que leva a
d’R  dR > & A
—+— ———=-4+—|R=0. 2
§d§+d§+< i 4+46> 0 (3.23)

Ao analisar os limites assintGticos dessa equagdo, ou seja, & — 0 e § — oo, propde-se uma

solucdo como

&2u(g), (3.24)
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na qual foi utilizado o médulo de / para que essa solucdo nao tenha uma divergéncia na origem.

Assim, tem-se

dR du |l 1
& = e_giéé%—%e_%&él_lu—ie_%&élu e (3.25)
PR el du Ml gengdu 1 udu
ez dg? ' 2 dg 2 d&
! du |1 (]l
1 e ldu |m| &g, u_; 1 _g.l
_— 202 — — —— 2C 2 — 2C 2
2¢ ST gET e T urge e,

que, ao substituir na equacao (3.23) resulta em

guﬂdu [\”ﬁ ;ﬁﬂ}d“ { |l\§ +|l| (M_l)gé—ljt%&é“}u

dE2 dE 2 \2
1l du ooy Low Pony Louy A
— 2 — —C2 —C 2 =
T AT VI
Agora ao multiplicar-se essa equagio por §~ 7 e também realizar as operagdes algébricas necessarias
obtém-se,
d?u du [\
14! —+ | ——= (|| +1 =0 3.26
s I -8 %+ |15 -3 1+ D) u=o (.20
que € uma equacao hipergeométrica confluente [39]. Isto €, da forma
d’w dw
Zd_zz +(b— Z)d—Z —aw =0, (3.27)
cuja solugdo completa é
w=A.F(a,b,z)+B.U(a,b,z), (3.28)

onde A e B sdo constantes. A func¢do hipergeométrica F(a,b,z) é definida pela série

az (a)? (a)nz”
F(a,b,z) =1+ — 3.29
(@b:2) =1+ G T T Gyt T .29
onde

(@), =ala+1)(a+2)....a+n—1),(a)o =1, (3.30)

e a funcdo U(a,b,z) é definida por

I F(a,b,Z) l_bF(l‘l‘a—b,Z—b,Z)

b,z) = — 3.31
Ula.b,2) = 5o {F(l Yatb)l(b) ° [(a)T(2—b) (3-31)

Entao a equagdo (3.26) terd como solugdo

/| /|
u=AF (4 5(\1]4—1) 1—|—|l],§) +B.U (—E—I—E(M—l—l),l%—\l\,f;), (3.32)
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logo,

R(r) = e % (or2)" {AF(—%+ (1 +1), 1+uy,cr2)+3.u(—4i+ (1 +1), 1—|—|l|,0r2>}.

Todavia, pode-se observar que o coeficiente b = 1+ |I| das fungdes F e U na fungio R, ||+ 1,
¢ inteiro e positivo, o que faz a funcdo U divergir na origem, restando como uma solu¢do

fisicamente aceitdvel apenas a fung¢do F. Esta, por sua vez, para ser uma fun¢do polinomial

finita! deve ter ¢ = —n, condi¢do que fornecerd a quantizacio dos niveis de energia. Sendo
assim,
/|
-n = ——+=(|{|+1
R (URS)
2m (E _ gBI
%(ﬁ_%_m_gl> e
—n — — p—
B
4% 2
E gBl h 2gB 1
—=—=—-Q) = —— |-n—=(|l|+1
(h 2m ) 2m h {” 7+ )}
Bl B
= h{g—m+gl+q—[+n+ (|l|+1)”

Entdo os niveis de energia sdo dados por

gBh Lol
E, = Qln -
- { +2+2+2 * 339
e a fungdo de onda é
v = Ae l/q)—T(GrZ)%lF (_4&4_ (|£|—}-1) 1—|—|l|,6r2> . (3.34)

Esses resultados sdo para as particulas carregadas em um disco girando com uma velocidade
angular Q e submetido a um campo magnético B. Ou seja, para obter tais resultados ndo foi
especificado nenhum valor para a velocidade angular nem para o campo magnético, assim esse
¢ um resultado para valores arbitrarios de Qe B. A tnica condi¢do imposta foi que o campo de
rotacdo e o campo magnético tém mesma direcdo. Note que o tamanho do disco ndo aparece
nos resultados. Estd implicito que a gaussiana que aparece na eq.3.34 aniquila a funcao de onda
bem antes da borda do disco. Isto vale para campos magnéticos fortes. Como veremos abaixo,
para campos fracos, outra abordagem sera utilizada. A partir desses resultados alguns casos
particulares serdo abordados. O primeiro deles é a auséncia da rotagcdo , Q = 0, resultando ao
sistema apenas a forca magnética, o que implica nos ja conhecidos niveis de Landau[5]:

_th !5\ o ;o1
E,s = - {n—|—2+2—|—2 = E, = hopg n+2 , (3.35)

'A fungio de onda deve satisfazer a condigio de normalizagio [ |y|?drd¢ = 1, por isso a fungdo polinomial

deve ser finita.
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. Gr2 7\4/ 1
\p:Ae—W—T(crz)% <_E +5(l+1), 1+ |l|,0r2> : (3.36)
(3.37)
onde
n = n+£+ﬂ
22
B
Wp = q_a
m
Vo= 2m(E 4Bl
B \h 2m)’

Para a segunda e a terceira situacdo € importante analisar a expressao para a forca total que

atua na particula,

Ef = ﬁC0r+ﬁCen+ﬁLor
= 2m(V x Q) —mQ x (QxF) +q(Q xF) x B+qv x B. (3.38)

Pode-se escolher uma relagdo entre os campos € e B de tal forma a cancelar algumas dessas
forcas. Assim, a segunda situagcdo € uma escolha de e B que implica no cancelamento entre

as forgas centrifuga e elétrica, restando apenas as de Coriolis e a magnética. Para isso tem-se

Q:—%,que implica em
Bh ¢ e 1 B 1
B, =B, L By g e - 1L (3.39)
’ m 2 2 2 m 2
,igq),ﬁ 2\ 4 Nl >
Y = Ae T (or )2M(—E+E(|E\+1),l—|—\£],cr ). (3.40)
onde
22
B
Wcp = q_’
m
2m (E gBl
!/ - - = ="
r h (h+2m)'

O terceiro caso € uma outra relacdo entre a rotacdo e o campo magnético, que faz a forca
de Coriolis e a magnética se cancelarem, restando a centrifuga e a elétrica. Para tal tem-se

B
Q = -4, consequentemente

Bh 14 /¢ 1 B
Ey o= Kl n+—+|—|+— —q—€h=>En' = hocen', (3.41)
’ m 2 2 2 2m
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o o2 1 Aol
w:Ae—lf¢—T(cr2)7M(—E+5(|£|+1),1+|€|,cr2). (3.42)
onde
n = IH—£+M
2 2
B
Wcg = q_,
m
2mE
/

A quarta situagdo € a retirada do campo magnético e, consequentemente, do campo elétrico,
pois este depende diretamente do campo magnético. Dessa forma, o sistema terd apenas a forca
de Coriolis e a centrifuga. Esse € o problema estudado em 1999 por Johnson [22], como foi
discutido na secdo (2.3). Pode-se resgatar este resultado através do limite de B tendendo a zero
na expressao (3.34). Entretanto, o resutado para a energia nao pode ser obtido tomando esse
limite na expressao 3.33, pois a condi¢do para energia deverd ser extraida da fun¢do de onda
do sistema. Tomar o limite na fun¢do de onda fard necessdria a imposic¢ao de que a fungdo de
onda deve se anular na borda. A partir dessa imposi¢do serdo extraidos os niveis de energia. A
seguir, faremos a demonstracdo de como chegar ao resultado de Johnson. O termo dependente

de r na fun¢do de onda para o sistema submetido as quatro forgas é

Ry = % (P IM(= = 45 (14 1), 1+ 0],07), (3.43)

.. . o
onde o fator 62 foi extraido para a constante de normalizacdo. Ao fazer

oo
a
Al
e+
a=——+(+1)

obtém-se que, se o campo B tender a zero, a tende a infinito, logo a relagao da fungao hiperge-

ométrica com funcao de Bessel

<

lim M(a,b,—2) = 227221, 1(2\/) (3.44)
a—soo a
pode ser utilizada. No limite quando B tende a zero, como G = g—g, o tende a zero e portanto
A
40’
Assim, z pode ser escrito como
A
z=-r% (3.45)
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Forcas atuantes Relacdo B — Q | Energia Funcdo de onda

Magnética Q=0 E, = hop {n’ + %} Hipergeométrica confluente
Magnética e Coriolis | Q = —% E, = hocp {n’ — %} Hipergeométrica confluente
Elétrica e Centrifuga | Q = —% E, = hocgn’ Hipergeométrica confluente
Centrifuga e Coriolis | B=0 Ey; = % +[hQ Bessel tipo-J

Table 3.1: Nessa tabela tem-se as relacOes entre campo magnético e rotacdo que estdo rela-
cionadas a quais forgas estdo atuando no sistema e qual funcdo de onda serd solucdo para a

equacgao de Schodinger em cada situacao

Entdo, no limite para campo magnético nulo, o termo dependente de r da fun¢do de onda sera

R(r) = (P) 722 20,1 (23)

A A 11 A
_ (ﬂ)ﬁ(ZrZ)z 200, (2 ")
A1
= (Z)*EV‘M(\/M (3.46)

onde A = 27’" (% — Q) pois ja foi tomado o limite para A também. Essa expressdo para A é a

mesma para A? do artigo de Jonhson, logo a expressdo 3.46 equivale ao resultado publicado por
1 . . ~ .

este autor, sendo que o termo (%)’fw pode ser incluso na constante de normalizacdo pois, para

cada valor de ¢ e de n hd uma constante de normalizacdo diferente. A tabela a seguir mostra os

resultados para essas quatro situacdes discutidas até aqui.

3.4 Campos fracos

No trabalho de Johnson, o tamanho da amostra a ser estudada era de extrema importancia,
pois foi necessdrio impor a anulagcdo da func¢io de onda na borda. Neste capitulo, ao adicionar
campo magnético verificou-se a possibilidade da dimensdo do disco nio causar alguma preocu-
pacdo. O campo mgnético atua confinando a fun¢@o de onda. Isso retira a necessidade de impor
condicdes de contorno no problema sem campo. Assim, pode-se dizer que para um campo
magnético forte a func¢do de onda serd confinada e a medida que o campo magnético vai a zero,
algumas condi¢des de contorno devem ser impostas a funcao de onda. Assim, surge a seguinte
questdo: qual é o limite minimo do campo magnético para ndo haver influéncia das bordas no
espectro de energia?

Essa questdo chega a ser um pouco subjetiva pois a funcao Gaussiana vai a zero apenas no in-

finito, contudo, € plausivel afirmar que o intervalo —36 < x < 36 de uma distribui¢cdo gaussiana
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contém 99,73 por cento do conjunto de dados utilizado para fazer a distribui¢do. Entretanto,
nesse caso, a funcdo de onda ndo € apenas uma gaussiana, mas sim o produto desta por uma
fungdo hipergeométrica. Isso acarreta o alargamento da fun¢ao de onda. Logo, o campo limite
para a relevancia ou ndo da dimensdo da amostra é observado através de alguns graficos para
um valor fixo para o raio da amostra.

O grafico 3.1 mostra a fun¢do de onda para uma amostra de raio fixo de 6mm. O campo mag-
nético aplicado 4 amostra é de 10787. Nota-se que para uma amostra com raio de 6mm, esse
campo € o suficiente para confinar a fun¢do de onda. Ou seja, para campos maiores que esse, 0
tamanho da amostra passa a ser irrelevante a respeito das condi¢cdes de contorno da fungdo de
onda. Ja para campos menores, hd uma exigencia da imposi¢ao das condi¢des de contorno na
borda da amostra, ver fig. (3.2). Vale notar também como o nimero de vezes que a curva corta
o eixo depende apenas do nimero quantico n, ou seja independe de 1, ver figs.(3.3a), (3.3b) e
(3.3¢).

0,5

" ‘- e
—D,Iﬂﬂﬁ —D,:JD4 i ‘\;)6,602\_‘;/ 0 vﬂﬁﬂu i D,DIU4 U,Dlﬂﬁ
by NS L & JAeE

-0,5 -

[ nel = — 2 =3 =4

Figure 3.1: As curvas vermelho, verde, amarelo e azul representam respectivamente a fungao

de onda para ¢/ = 1 e n=0,1,2,3

Feita a andlise para um valor limite do campo magnético B, surge outra pergunta: e para
campos menores que By, como serdo dados os niveis de energia?

Ao considerar campos magnéticos muito fracos, € possivel utilizar a teoria de pertubagao in-
dependente do tempo. Dessa forma, considera-se o hamiltoniano devido apenas a rotacdo como
o principal e todos os termos que dependem do campo magnético como pequenas pertubacoes.
Vamos agora considerar a situagdo de campos magnéticos fracos. Para isto usaremos teoria de

pertubacido em primeira ordem. O hamiltoniano é

-0 252

p qB q°B” 5
H = £ _Qrpe—

2m "Po 2mrp¢+ 8m d

= H0+H,7
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Figure 3.2: Neste grafico os valores de ¢ e n sdo fixos, £ =1 e n=1. As curvas vermelho,
verde e amarelo representam respectivamente a fungio de onda para B = 10"°T,10737,1077T.
Nota-se que a curva amarela nio vai a zero em R = 6mm. Ou seja, a condi¢do de contorno de

anulagdo da fun¢do de onda na borda deve ser imposta para que isso aconteca.

onde Hyp é o hamiltoniano do problema de Jonhson,

=2

P
HO = —2m - Qrp¢ (3-47)
e H' é o termo pertubativo
2p2
gB q°B
H/:—% p¢+Wr2. (348)

Seguindo essas consideragdes, o caso nao perturbado corresponde a energia e fun¢do de onda

obtidas por Jonhson

0 n2?
W =AL(Mr) e E) = . (3.49)
A corre¢do de primeira ordem para a energia €
Ey = <V lH'lvy, > (3.50)
— % < \Ilg,z‘rz‘\llgl > —g < \u27l|rp(p|\|127l > (3.51)
= %|A|2/ORF2J12(WF)dm’(p+%|A\2/ORJIZ(|Mr)drd(p. (3.52)

Ao calcular a normalizacio da fungdo de onda W mostra-se que |A[> = 1/ [ J2(|A|r)drde,
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Figure 3.3: E importante notar que o raio do disco é 6mm e para cada grifico tem um valor

especifico para n. Nestes graficos as curvas vermelho, verde, amarelo e azul representam a

funcdo de onda para ¢ = 1,2, 3,4, respectivamente.

assim, o termo pertubativo de primeira ordem para a energia é dado por

gl quzf(ferlzﬂMr)drd(p gBI
ml 8m  [RP2(Ar)drde — 2mh

27232 By (3 /240,141 /2;1421, 141,52+ 1;—a?)
quZ

(3+20)(C(1+1))* qBl
8m|\|2 27 2a! 2R (14 1/2041/214211413/2+-a%) ' 2mh
(1420)(T(1+1))?

2np2
q°B gBl
Wf(LR) +

— 3.53
2mh ( )
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[ | Energia R = 6mm
0 A2 | ¢*B®R% 2F3(3/2,1/2;1,1,5/2;—R?) A2 1,5-10- 6
2m " 24m[A? 2F3(1 2,1/2;1,1,3/2;—R?%) 2m wz

hzkz RZ 2B% ,F3(5/2,3/2:3,2,7/2:—R?) h2x2 B —6
1 +hQ+2mh+ 4om|x|2 2F3(3/2,3/2:3.2,5/2,—R%) +h9+2mh+ |7»|2 275-10

hzlz SR24*B? 2F5(7/2,5/2:5,3,9/2:—R?) h2x2 —6
2 +2nQ+ [7 + 56m[AZ 2F3(5/2,5 2;57377/2;—1{2) +20Q+ + mlkl2 '3,25-10

;-,2;& 3qB TR2¢*B? 1 F3(9/2,7/2;7,4,11/2;—R?) ;-,279 3qB 4°B> 6
3 1 30Q+ 3 T T LR (12027 490 +30Q+ 55+ pp 39107

Table 3.2: Expressdes para energia com campos fracos para os primeiros valores de ¢

onde

R*(14+20)2F5(3/2+1,14+1/2;1+20,1+1,5/2+1;—R?)

I,R) = |
SR (3+20) 2F(I+1/2,1+1/2;1+21,1+1,3/2+1;—R?)

(3.54)

A dependencia da func¢do de onda e da energia com o n estd implicita em A = A, pois esse
termo esta relacionado com o n’ésimo zero da fungdo de Bessel de ordem /. Logo, a energia
para o sistema numa regido de campo magnético muito fraco serd a energia encontrada por
Jonhson mais esse termo pertubativo, ou seja,

722 gBl  ¢*B?

Enl———f—th.—i— +

- o tar |sz(l R) (3.55)

Usando alguns valores de [, podemos escrever a tabela 3.2.

E importante notar que o A que aparece na solugio do método aproximativo, é o mesmo
da expressido (4.19) com B = 0, que € o A do trabalho de Johnson.
Neste capitulo, obtivemos os niveis de energia tipo Landau para um sistema com campo mag-
nético e rotacao, simultaneamente. Esse resultado foi discutido e conferido com resultado en-
contrado na literatura, [5, 22]. Discutimos o espectro de energia no intervalo de transi¢do de um
sistema com campo magnético e rotacdo para um sistema com rotagdo apenas. Nessa situagao

utilizamos o método de aproximacdo para campos fracos.
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Conclusoes e Pespectivas

Neste trabalho, discutimos efeitos cldssicos e quanticos gerados pela presenca de campo
magnético, como os efeitos Hall cldssico, Hall quantico inteiro, Hall quantico fracionario,
Aharonov-Bohm e os niveis de Landau. Abordamos também os efeitos inerciais devido a ro-
tacdo andlogos aos obtidos por campo magnético. Em seguida, dicutimos a dindmica quantica
de uma particula carregada, submetida a um campo magnético uniforme constante, que esta
localizada em um disco condutor. Devido a grande semelhan¢a do operador hamiltoniano para
um sistema com rotacdo e um sistema submetido a campo magnético, fomos motivados a ex-
plorar a influéncia da rotacdo e do campo magnético simultaneamente.

O primeiro passo apds estudar os efeitos da rotacdo e do campo magnético separadamente,
foi escrever um hamiltoniano que encorpava tanto esses efeitos separados como efeitos inerci-
ais causados nos campos eletromagnéticos. Feito isso, escrevemos uma equacao de Schrodinger
que tem como solug@o um funcdo hipergeométrica. Ja que esse problema foi pensado como uma
fendmeno generalizado do efeitos de rotacdo e campo magnético, fez-se necessdrio uma con-
ferencia com os resultados anteriores, [5, 22], que sdo os casos que continham apenas rotagao
ou campo magnético. Ou seja, os resultados [5, 22] devem ser recuperados quando faz-se nulo
0 campo magnético ou a rotacao.

Ao fazer Q = 0 na funcdo de onda e nos niveis de energia obtidos nesse trabalho, (3.34) e
(3.33), conseguimos facilmente recuperar o resultado obtido por Landau, [5]. Entretanto, para
mostrar que nosso resultado coincide com o [22], quando retira-se 0 campo magnético, nao
basta fazer B = 0, essa conferéncia ndo € tao simples. Contudo, o resultado de Johnson para a
fun¢do de onda € recuperado quando aplica-se o limite de B tendendo a zero. J4 a expressao
para os niveis de energia nao é obtida, pois a mesma devera ser extraida da funcdo de onda que
carrega condi¢Oes de contorno impostas pela equacdo. Nossa equacdo de Schrodinger € uma
equacdo hipergeométrica e a equagdo do problema de Johnson é uma equagdo de Bessel, as
condicdes impostas por cada equacdo sdo diferentes, por isso o resultados de Johnson para o
espectro de energia ndo pode ser recuperado fazendo um limite do nosso resultado.

Ainda comparando com o trabalho de [22], achamos interessante um estudo utilizando teo-
ria de pertubagdo para campo magnético fraco. Analisamos como o sistema se comporta na
transicdo da presenca de campo magnético e rotacdo para uma configuragdo com apenas ro-

tacdo. Ou seja, respectivamente, os niveis de energia sdo quantizados degenerados e passam a
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depender dos zeros das fun¢des de Bessel perdendo sua degenerecéncia. Estudamos o compor-
tamento dos niveis de energia nesse intervalo e obtivemos um termo dependente do campo que
¢ adicionado ao resultado de Johnson, como pode ser visto na tabela (3.2).

As forcas que atuam nas particulas carregadas em um disco girante submetido a um campo
magnético sdo: Coriolis, centrifuga, magnética e elétrica. Mediante escolhas de como o campo
magnético e a frequéncia de rotacdo poderiam se relacionar, pudemos ajustar quais forcas iri-
amos querer que se cancelassem ao serem adicionadas entre si. Dessa maneira, fizemos a forca
resultante do sistema conter apenas duas das 4 forgas. Para a relagdo Q = —%, a forca cen-
trifuga e a forga elétrica, que existe devido a presenga de campo magnético e rotagcdo, se cance-
lam restando ao sistema apenas as forcas de Coriolis e a magnética, como mostrado na tabela
(3.1). Todavia, se a relagdo entre o campo e a rotacao for Q = —g%, ocorrerd uma inversao
das forgas resultantes, a centrifuga e a elétrica se cancelam e a forca resultante serd composta
da for¢a de Coriolis e da forca magnética. Assim, observamos que niveis tipo Landau podem
ser obtidos em sistemas que tenham como forga resultante a forca magnética mais uma forca
inercial, que € a de Coriolis. Notamos também que niveis tipo Landau podem ser obtidos na
situacdo inversa, onde a forga resultante ndo terd origem magnética, ela serd composta pela
forca elétrica e pela forca centrifuga.

Dentre as perspectivas, pretendemos calcular o efeito Hall quantico para os dois novos casos
de quantizacdo tipo Landau dos niveis de energia, que consistem do disco girando com uma
sincronia entre 0 campo magnético ea rotacdo, de tal forma a ter em um certo ajuste apenas
forca centrifuga e elétrica em um outro ajuste a for¢a magnética e a forca de Coriolis. E inter-
essante também fazer o mesmo estudo na presenca de defeitos topoldgicos como desclinagc@o
e deslocag@o, para analisar além da rotacdo e o campo magnético, a influéncia da curvatura e

torsdo oriundas dos defeitos, respectivamente. Assim, teremos um problema ainda mais geral

que envolverd efeitos eletromagnéticos, inerciais e geométricos.
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