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Resumo

Neste trabalho, investigamos uma classe de espacos-tempo através do calculo das va-
riaveis de contorno para diferentes curvas, que no caso particular, em que os caminhos to-
mados sdo fechados (circulos), obtém-se as denominadas transformacoes de holonomias,
do qual o traco da matriz obtida nos fornece o loop de Wilson gravitacional. Primeiro
abordamos o caso em que o campo gravitacional é gerado por uma casca cilindrica, sem
rotacdo, na aproximacdo de campo fraco. Em seguida, estudamos os espacos-tempo de
Godel e o de Friedman-Robertson-Walker. Também investigamos o cenario gerado por
uma corda césmica com estrutura interna. Por fim, abordamos o espaco-tempo de Kottle
e alguns modelos de wormholes. Para o calculo das variaveis de contorno utilizamos a
técnica da expanséo perturbativa, o qual denominamos de método perturbativo, e a téc-
nica via transformacéao de coordenadas de Lorentz local, o qual denominamos de método
exato. Os resultados nos mostram de que maneira essas variaveis de contorno detectam

as caracteristicas geométricas e topologicas de cada um desses espagos-tempo.



Abstract

In this work, we investigate a class of space-times by calculating the loop variables
for different curves, in the particular case where the paths taken are closed (circles), we
obtain the so-called holonomy transformations, from which the trace provides the matrix
obtained in the Wilson loop gravitational. First we discuss the case where the gravita-
tional field is generated by a cylindrical shell, without rotation, in the approximation of
weak field. Then we study the space-times of Gédel and Friedman-Robertson-Walker. We
also investigate the space-times generated by a cosmic string with internal structure. Fi-
nally we discuss the Kottler space-time and some models of wormholes. To calculate the
loop variables we use the perturbation expansion technique, which we call perturbative
method, and technique through the Lorentz transformation of local coordinates, which
we call the exact method. The obtained results show us the way these contour variables
contain informations related to the geometrical and topological properties of each one of

these space-times.
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Capitulo 1

Introducao

O conceito de campo eletromagnético foi introduzido por Faraday e Maxwell para des-
crever a interacdo de particulas carregadas eletricamente. Do ponto de vista classico, é
a forca de Lorentz que atua diretamente sobre as particulas, e esta depende dos campos
elétrico e magnético, e ndo diretamente dos potenciais escalar e vetorial, que aparecem
somente através de suas derivadas. Assim, o conhecimento dos valores das intensidades
dos campos elétrico e magnético é suficiente para descrever os processos fisicos classicos.
No caso quéantico, no entanto, os potenciais escalar e vetorial possuem um papel eminen-
temente distinto e notavel quando comparado ao caso classico, aparecendo, por exemplo,
na equacao de Schrodinger que descreve uma particula carregada, nao através de suas
derivadas, e sim eles proprios. O resultado surpreendente associado a esse fato é que,
no contexto da mecinica quintica de sistemas contendo particulas carregadas, o conheci-
mento dos valores das intensidades dos campos elétrico e magnético, em um dado ponto,
néo é suficiente para descrever consistentemente os processos fisicos associados a esses
sistemas. Na realidade, sdo os potenciais que determinam como o sistema fisico sera in-
fluenciado, no contexto da mecanica quantica, pois estes ndo podem ser eliminados da
equacdo de Schrodinger e conseqiientemente possuem significado fisico, ao contrario, da
eletrodindmica classica onde os potenciais sdo meros instrumentos matematicos para se
calcular os campos, que séo os elementos fundamentais, neste contexto. Um exemplo do
papel proeminente dos potenciais escalar e vetorial, no contexto da mecénica quantica,
diz respeito a influéncia sofrida por elétrons, na forma de uma mudanca de fase, por cam-

pos eletromagnéticos que ndo sdo experimentados por esses elétrons, pois esses campos
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estdo blindados e os elétrons ndo podem penetrar na regido em que eles existem. Esse
fenomeno paradoxal foi previsto por Aharonov e Bohm [1] e ficou conhecido como efeito
Aharonov-Bohm. Neste efeito, as alteracoes de fase no padrao de interferéncia depen-
dem da quantidade do fluxo magnético (eletromagnético) através da regido delimitada
pelas trajetorias dos elétrons. Estes sdo espalhados na presenca de um fluxo magnético
confinado a uma dada regido, mesmo néo estando submetidos a forcas.

O efeito Aharonov-Bohm eletromagnético é um dos mais estudados fenomenos de in-
terferéncia da teoria quantica. Ele é uma prova da natureza nao-local da interacao entre
uma particula carregada e o campo eletromagnético existente em regides multiplamente
conexas. O significado preciso desses fenomenos sé6 foi dado quando Aharonov e Bohm
[2]-[4] apresentaram uma descricao detalhada dos efeitos quanticos associados a fluxos,
e chamaram a atencao para as importantes implicacées conceituais da existéncia de tais
processos.

Em termos gerais o efeito Aharonov-Bohm pode ser descrito da seguinte forma: con-
sidere um elétron que se move numa regido multiplamente conexa do espaco, onde o
potencial vetor A esta presente, mas o campo magnético é nulo. Neste caso, o elétron ex-
perimenta o campo magnético existente na regido a qual ele ndo tem acesso e seu estado
quantico depende do potencial vetor através da combinacéo invariante de gauge fCA -dl.

A interpretacéo atual do significado fisico do efeito Aharonov-Bohm foi proposta por
Wu e Yang [5], através do conceito de fator de fase nédo-integravel, U, que depende
da integral de contorno do potencial escalar ¢ e do potencial vetor A, e é dado por
U= exp(—i% $c A de“), onde a integracédo é feita ao longo de um contorno fechado de-
terminado pelas trajetorias dos elétrons.

Essa explicacdo em termos deste fator de fase foi motivada pelo aumento significativo
da importancia do efeito Aharonov-Bohm para a fisica fundamental, associada ao ressur-
gimento da teoria de gauge formulada ha alguns anos [5], como uma proposta na qual
fosse possivel implementar a unificacdo das interagdes da natureza.

Baseados nesse fator de fase ndo-integravel, Wu e Yang [5] concluiram que o eletro-
magnetismo é uma manifestacio da invaridncia de gauge desse fator, que é uma quanti-
dade fisica fundamental nesse contexto, e ndo o tensor intensidade de campo, ou o poten-
cial vetor. Assim, o efeito Aharonov-Bohm comprova que o tensor intensidade de campo

F,, subdescreve o eletromagnetismo; a fase —i; $o Apdxt sobredescreve o eletromagne-
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tismo, pois nenhum experimento pode distinguir entre duas situacoes em que as fases
diferem por multiplos de 27, e portanto, a descricdo completa do eletromagnetismo é ob-
tida com o uso do fator de fase nédo-integravel.

No formalismo das variaveis de contorno em teorias de gauge [6], os campos sao des-
critos em termos de curvas ao invés de pontos do espaco-tempo. Nesta abordagem os
campos de gauge sdo descritos associando-se a cada curva no espaco-tempo, um elemento
do correspondente grupo de gauge. A quantidade fundamental que advém dessa abor-
dagem é o fator de fase ndo-integravel [5] (ou fator de fase dependente do contorno, ou
ainda variavel de contorno), o qual representa o campo eletromagnético ou um campo de
gauge qualquer, de uma maneira mais precisa do que o tensor intensidade de campo ou a
integral do potencial vetor [5]. No caso eletromagnético, por exemplo, conforme foi obser-
vado por Wu e Yang [5] numa situacdo onde os aspectos globais sdo levados em conta, o
tensor intensidade de campo subdescreve a teoria, enquanto a integral do potencial vetor
ao longo de uma dada curva, a subredescreve. A descricdo exata é obtida com o uso do
fator de fase expl(ie/lic) o A dxH].

A extensio desse formalismo para o contexto da gravitagao foi feita por Mandelstam
[7] que estabeleceu algumas equacoes envolvendo variaveis de contorno, e também por
Voronov e Makeenko [8], Yang [9] e Menskii [10].

A investigacdo das variaveis de contorno associadas a diferentes curvas em varios
campos gravitacionais tem sido objeto de diversos estudos [11], [12],[13], [14], [15], [16],
[17], [18], [19], [20] e [21]. Nestes, varios aspectos tém sido estudados, como por exemplo,
os relacionados ao efeito Aharonov-Bohm gravitacional [11]-[13] e descri¢do da geometria
do espaco-tempo gerado por multiplas cordas [14]. Nesta dissertacdo calculamos as va-
riaveis de contorno, transformacées de holonomias e o loop de Wilson nos seguintes cam-
pos gravitacionais: casca cilindrica sem rotacao, Godel, Friedmann-Robertson-Walker,
Kottler, wormholes e corda césmica com estrutura. A sua estrutura e a distribuicéao de
topicos é a seguinte:

Iniciamos com uma breve revisdo sobre geometria diferencial, transporte paralelo de
vetores, equacoes de estrutura de Maurer-Cartan e variaveis de contorno e loop de Wilson
gravitacional. No capitulo 3, calculamos as variaveis de contorno no espacgo-tempo gerado
por uma casca cilindrica, e nos campos gravitacionais de Goédel e Friedmann-Robertson-

Walker. No capitulo 4, calculamos as transformacées de holonomia e o loop de Wilson nos
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espacos-tempo gerado por uma corda césmica com estrutura e no de Kottler. O capitulo
5 é dedicado ao calculo das variaveis de contorno em diferentes modelos de wormholes.

Finalmente, no capitulo 6, apresentamos as nossas conclusdes e consideracées finais.



Capitulo 2

Breve revisao do formalismo

matematico

2.1 Introducao.

Neste capitulo sera apresentada uma breve abordagem do formalismo matematico
a ser utilizado que, embora seja apenas uma revisao, sem o devido rigor motematico,
sera suficiente para a compreensao dos métodos aplicados na nossa investigacdo. No
primeiro momento discutiremos um pouco sobre geometria diferencial, calculos com for-
mas, variedades diferenciaveis, conexoes de spin (formalismo de “primeira ordem” [22])
e especialmente, as quantidades de nosso interesse; variaveis de contorno e loop de Wil-
son gravitacional. Em seguida, apresentaremos um outro método utilizando o calculo
perturbativo da variavel de contorno, por meio da utilizacdo da conexédo de Christoffel
(formalismo de “segunda ordem” ou formalismo métrico [22]). Também mostraremos a

equivaléncia entre os dois procedimentos, lancando méao das leis de transformacao.

2.2 Nocoes de geometria diferencial.

Uma notavel mudanca produzida pela construcédo da teoria da relatividade geral de
Einstein foi 0 abandono do conceito de forca na descricdo das interagdes entre os corpos.

Nessa teoria, a presenca de um campo gravitacional é representada pela deformacéo na

17
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estrutura do espaco-tempo. Nesse caso, o espaco-tempo é representado por uma varie-
dade Riemanniana quadrimensional, com uma métrica localmente Lorentziana. Esses

conceitos serdo abordados e discutidos com mais detalhes a seguir.

2.2.1 Variedades diferenciaveis

Inicialmente vamos analisar uma variedade n-dimensional, onde em seguida trata-
remos o caso particular com n =4, que é o caso do nosso interesse. Uma variedade dife-
renciavel M de classe C*°, de n dimensdes, é um conjunto de pontos, juntamente com fa-
milias de pares {(U;,¢;)}, onde i é um indice que assume determinados valores, podendo
inclusive assumir valores em um conjunto infinito. Essas familias devem satisfazer as

seguintes condicoes:
(i) {U;} sao conjuntos abertos que cobrem M, isto é, | J;U; = M.

(ii) Para cada U; existe uma aplicacédo biunivoca ¢; do correspondente U; em um aberto

de R", ou seja,

¢;U; — R".

Figura 2.1: Aplicacéo biunivoca ¢; do correspondente U; em um aberto de R™.

(iii) Dados U; e U; tais que U; UU; # @, entéo a aplicagdo
pio¢; (U NU) — ¢i(U; U

é uma aplicacao continua de um subconjunto aberto de R"” em um subconjunto

aberto de R". As aplicacoes (¢;) e ((,bi_l) sdo continuas e, portanto, homeomorfismos.
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O par (U, ¢;), para um valor fixo de i é chamado de carta, enquanto a familia {(Ui,(/)i)} é
chamada de atlas. O subconjunto U; é chamado de vizinhanca de coordenadas, enquanto
¢; é a funcao coordenada, ou simplesmente coordenada. Deste modo, um sistema de coor-
denadas fica definido sobre cada U; no sentido de que podemos associar biunivocamente a
cada ponto p € U;, n nimeros reais ¢;(p) = (x1(p),...,x™(p)). O conjunto {x"(p)} é também
chamado de coordenadas. Assim, (x!,...,x") séo as coordenadas de p na carta (U, is®i).
Para U, nU; # O, seja p € U, nU;. Nas cartas (Ug,¢r) e (Uz,¢z), num ponto p,
tem coordenadas (x!,...,x™) e coordenadas (&!,...,%"), respectivamente. A propriedade (iii)
nos diz que no seu dominio de definicdo as primeiras podem ser expressas como funcgoes

continuas das ultimas, e vice-versa,

% = x%xP)

x% = x%(xP) (2.1)

onde a, f=1,2,...,n.

Podemos citar como exemplos de variedades: o espaco Euclideano n-dimensional R",
onde o atlas consiste de uma unica carta (R",¢); e a esfera unitaria C": (x!)? + (x?)% +
(3?2 + ...+ (x")? <1 em R", com a unica carta (C",¢), onde em ambos os casos ¢ é a
aplicacao identidade [23].

Vamos agora definir uma curva I' em M como uma aplicacido dada por I': R — M, tal
que p é aimagem de I'. A curva é dita parametrizada com parametro A, e num sistema

de coordenadas admissivel, I" pode ser descrita por:
I:x®=x%), (2.2)

onde x% sdo as coordenadas dos pontos de I'.

A derivada, ao longo de I', de uma funcéo f sobre M, calculada em um ponto p da

(25, (),

curva I', sera dada por

dA 0x@

Podemos observar que na expresséo (2.3), a quantidade (dx%/d 1)), sdo as componentes de

um vetor contravariante, tangente a curva em p. Como a funcao f é arbitraria, podemos

dx* 0
Dp = (ﬁ)p . (@)p (24)

definir o operador em p como
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que atua sobre o espaco das funcdes diferencidveis definidas em p € M. O operador D, é
uma representacéo invariante do vetor tangente a curva I' em p, no sentido de ser inde-
pendente de coordenadas. Da expressao (2.4), podemos ver que para quaisquer funcoes

diferenciaveis f, g, definida em p, e Va,beR,

D,(af +bg)

Dy(fg) = fDpg+Dypf)g. (2.5)

aD,f+bD,g

Das equacdes (2.4) e (2.5), podemos definir vetor tangente em p como um operador X, so-
bre o espaco das funcoes diferenciaveis em p, com as propriedades de que, para quaisquer

funcoes diferenciaveis f, g, definidasem p,ea, beR,
(i) X,feRr

(ii) Xy(af +bg)=aX,f+bX,g

(iii) X,(fg)=X,f)g+f(X,8)

E facil verificar que para qualquer c¢ constante, X,c = 0.

Imaginemos agora um espaco vetorial formado por todos os vetores tangentes em p,
com p € M. Veja que estamos generalizando um plano tangente a uma superficie em
algum ponto dela (ver figura 2.2). Por definicdo, o espaco tangente a M em p, denotado
por T, é o conjunto de todos os vetores tangentes em p. Assim, consideramos, portanto,
todas as curvas parametrizadas I' que passa por p. T, é um espaco vetorial sobre os
reais, onde

@X,+Y,)f =aX,f)+Y,f (2.6)

para X,,Y, €T,,a€R e com f sendo uma funcéo diferenciavel definida em p.

Das expressoes (2.4) e (2.5), desde que f seja arbitraria, as derivadas parciais (6/0x"),,
de fato, representam uma base para o espaco vetorial das derivadas direcionais que pode-
mos identificar com o espaco tangente T',,. Assim, segue-se que os vetores (0/0x*), € T},

sao vetores tangentes a variedade em p, e

0
_
[D@]p =1, (ax“)p, (2.7

onde A" @€ R™ (com a =1,2,3,...n), sdo n vetores linearmente independentes de T', [23].
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Figura 2.2: Espaco tangente T, a M, em p.

Pode ser mostrado que para qualquer vetor V € T',,, podemos expressa-lo, num sistema

de coordenadas admissivel em p, como:

0
= Bl —
V=V (0x“ )p , (2.8)

onde V¥ = Vx#. Desta forma, como ja mencionado, os n-vetores linearmente indepen-
dentes [D(q)lp, definido em (2.7), constituem uma base para o espaco tangente T),. A
dimenséo de T, é a mesma dimenséo da variedade, ou seja, n-dimensional. Para qual-
quer X € T',,, podemos expressar

X = XD @)]p. (2.9
Para A" @ = 8%, os vetores (2.7) sdo denominados vetores de coordenadas. Assim, podemos
ver que

0
b

constitue a denominada base de coordenadas tangente as curvas, em p, com parametro
A.

A lei de transformacao entre as bases de coordenadas sao representadas por

o [oxP) o
dxt | oxH pa;ﬁ’
0 axPy o
— = |=| =. 2.11
oxt (axﬂ)p 0xP (2.11)

Assim, por (2.11), Vx* e Vx* se transformam como

OxH
Vit = (%) VP,
Oxﬁ p

VM
(ax ) VP, (2.12)
p

Vit oxr
X 0xP
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onde utilizamos a definicdo dada por (2.8).
Um campo de vetores tangentes X em M pode ser descrito como uma colec¢éo de veto-

res tangentes X, um em cada ponto p € M. Podemos representa-lo por
X= X’“‘(x)i (2.13)
- OxH’ '

onde X*(x) sdo definidos por X#(x) = Xx", que assume os valores X*(x,) para cada p € M.
O campo vetorial X é dito diferenciavel se as funcdes X*(x) forem também diferenciaveis

em x. Sob as transformacoes de coordenadas (2.1) temos que
— oxH
XH(x) — X"(x) = —— XP(x).
0xP

Agora, seja o espaco vetorial T, tangente em p e seja [D )], = 55(6/0x“)p, a base canénica
de T'. Designamos espaco dual T, de T, ao espago das aplicagdes lineares de T, em R,
ouseja, T, :Tp — R.

Para um dado vetor Y € T;,

X —-<X,Y>eR

para todo vetor X € T),. Da algebra linear resulta que o espago dual 7, tem a mesma
dimenséo de T, e que se [D()], é uma base de T, entdo, existe uma base para T; tal
que

< D(b),d(a) >= 5(a)

@, (2.14)

onde 622; =1,paraa=>b,Vaeb,e 6&’; =0, paraa #b, e d¥ é a base dual de Dy).
Considere uma funcéo f diferenciavel em p. Entao, podemos definir uma forma linear
sobre T, dada por X — X f = A%(0f/0x%),. Denotando df como uma aplicacédo de T, em

R, entdo df serda um elemento do espago dual T, definido por

<X,df >=Xf, (2.15)
onde podemos fazer
oxB
< 0g,dx” >:(ia) = oh, (2.16)
ox*/,

representando 0, = (0/0x®). Portanto, os elementos df constituem uma base dual a base

0q. Tomando w = wadx®, como um elemento de 7', podemos aplicar o produto bilinear
p
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definido por (2.15) e ver que

<0p,w> = <0p,wadx">
<0p,w> = wg<0,,dx">
0x®
<0p,0> = Wg—— =wWyb%
0 P a9p
<0p,0> = . (2.17)

Dessa maneira podemos ver que
w=<0,,w>dx". (2.18)

Como w € T, podemos afirmar que o espago dual constitue o espaco de todos os vetores

covariantes. Da mesma forma, podemos tomar um vetor X € T', e verificar que
X =<X,dx">(0,)p, (2.19)

onde usamos X = X%0,. Assim, T, constitue o espaco de todos os vetores contravariantes
em p. Vejaque VX € Ty, w € T}, obtemos < X,w >= X*w,,, que é independente do sistema
de coordenadas em p. Essa é a operacao usual de contracdo de um vetor contravariante

com um vetor covariante [23].

2.2.2 Formas diferenciais.

Um tensor do tipo (g,r) é um objeto multilinear, o qual mapeia g elementos de T; er
elementos de 7', em um nimero real. Denotaremos o conjunto dos tensores tipo (¢,7) em

pEM, por (T1),. Um elemento de (7% ), é escrito em termos da base como

0 0

o
T =Tt
Vi1...Vp Oxk1 " dxta

dx"t..dx"r. (2.20)

O elemento 7' é um funcional linear de % T, é T, em R [24].

A operacédo de simetria sobre um tensor w € I~ qr, p (M) é definida por
Pw(Vy,...,V;)=w(Vpaqy,..., VPe), (2.21)

onde V; € T,(M) e P é um elemento de S, (grupo de simetria de ordem r). Tomando a

base coordenada {e,} ={d,}, a componente de w nessa base sera

W(epsepyy s€r) = Opypy. i,
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A componente de Pw é obtida através de (2.21) como

Pawley,,epy; s €r) = Oupqyupy...ipi-
Para um tensor do tipo (g,r), as operacoes de simetria sdo obtidas separadamente para
os indices q e r. Considerando (w € 379 ),, a simetrizador % é definida por

1
FLw= = Z Pw,
PeS,

enquanto que a antissimetrizador <f é

1
Aw= = Z sgn(P)Pw,
PeS,

onde sgn(P) = +1 para permutacoes pares e —1 para permutacdes impares. Fw é total-
mente simétrico, ou seja, P.¥w = Fw, paratodo P € S, e &/ w é totalmente antissimétrico,
ou seja, P w=sgn(P)<f w [24].

Uma r-forma diferencial é um tensor antissimétrico do tipo (0,7) . Denotaremos o
espaco vetorial das r-formas com p € M por Q) (M), cuja base € o produto exterior repre-

sentado pelo simbolo “A” de r-formas

dxf Adxt? A ndxtr = ) sgn(P)dxtPD @ dxkPP. . @ dxHPe), (2.22)
PeS,

que é um elemento w € Q;(M ), podendo ser expandido como

1

w = _Yw,ulllz-..,urdx#l /\ dleZ /\ e /\ dx'ur, (2.23)
r

onde 0s Wy, ..., SA0 totalmente antissimétricos e dxHt AdxH2 A ... AdxH" forma uma base
para (M), que € um espaco de dimenséo n!/r!(n —r)!, pois na equagéo (2.22) temos ™)
escolhas do conjunto (u1, ue,..., ) para (1,2,3,...,n) [24]. Podemos decompor um tensor

de segunda ordem w,, em uma parte simétrica o, e na parte antisimétrica a, como:
1
Ouw = W) = 5(0);1\/ +wvu),
1
Auv = W] = E(wuv _va)-

E fAcil observar que o dxt AdxY =0 e aydxt AdxY = oy dxH AdxY.

Podemos associar a cada ponto da variedade uma r-forma, definindo assim, um campo
de formas Q},(M). O produto exterior de uma g-forma por uma r-forma é uma aplicacéo
dada por

A QB (M) x QM) — QF (M), (2.24)

cujas propriedades sio:
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1) nAn:Osenng(M)eqél’mpar;
i) nAE=(=D?TEAn, comnEQg(M)efeQ;(M);
(i) MAOHAP=nA( A P) comneQZ(M),éeQ;,(M)e(pEQZ(M).

Assim, dada uma g-forma 1 e uma r-forma ¢, o produto n A ¢ sera uma (q + r)-forma

definida por

(g+nr)
(T] A E),Uln-ﬂq-%-r = W”[#l...ﬂq é_uq+1...ﬂq+r]'

Considere w = %wﬂl po.py AXHE AdxH2 AL AdxFr como uma r-forma. Sua derivada exterior
é definida como uma r + 1-forma dada por

1(0
do=— (a_vwm_‘_,lr) dx’ Adx A A d. (2.25)
r: X

Podemos ver que a derivada exterior de w é uma aplicacdo d, : Q" (M) — Q"*1(M) e que

satisfaz as seguintes propriedades.
(i) d é uma operacéo linear d(aw +bn) =adw + bdn, com w e n formas e a,b € R;
(ii) para toda forma w, d%w =0;

(iii) se w e n sao formas diferenciais, sendo w de ordem ¢, entdo d(wAn) =dwAn+

(Do Adn.

Se 11 é uma p-forma para a qual existe uma (p — 1)-forma w tal que n = dw, entéo, ela é
dita exata (ou integravel). Uma p-forma 7 para a qual dn =0, é dita fechada. Uma forma
exata é sempre fechada, mas o inverso nem sempre é verdadeiro, ou seja, a condicido
dn =0 néo implica necessariamente que existe globalmente uma (p — 1)-forma 7 tal que
n=do.

Como exemplo de formas diferenciais, vamos tomar o caso mais simples que é o das
1-formas. Uma 1-forma diferencial w sobre M é por definicdo, uma colecao de diferenciais
wp, uma em cada ponto p. Um exemplo de uma 1-forma é a colecéo de diferenciais df,
onde f é uma funcéo diferenciavel definida sobre a variedade M. Esta forma sera também
representada por df. Analogamente a um campo de vetores X, que podiamos representar
por

X =XH(x)d, (2.26)
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uma 1-forma w pode ser expressa por
o = w,(x)dx* (2.27)

com < 0y,dx" >= 6Z e X =<X,dx!>0,, w=<0d,,w>dx*. Note que w,(x)=<0d,,w > esta
bem definida, pois em cada ponto particular p de M ela assume o seu valor dado pela
expressdo (2.17), ou seja, w,(p) =< dy,w, >. Se as funcgdes w,(x) sdo diferenciaveis, a 1-
forma w sera dita diferenciavel [23]. Sejam ¢ = f;dx; e w = g;dx; duas 1-formas. Entao,

seguem as seguintes propriedades [25]:
(1) ¢+w=(f;+g;)dx;, é uma 1-forma;
(ii) dx;Andxj=0sei=jedx; Adx;=—dxjNdx;;
>iii) d¢ =df; Adx; é uma 2-formas;
(iv) se h e t sao fungoes, entéo,
(@) dht)=(dh)-t+h -d¢;
(b) d(hw)=(dh)Aw+h Adw;
(¢) dlwond)=dond—-—wndd.

Para ilustrar, vamos considerar alguns exemplos a seguir:

Exemplo 1. Uma fungédo f é uma 0-forma. Sendo assim,

_Of jm

Veja que a derivada exterior de f é uma 1-forma.

Exemplo 2. Sejam as 1-formas dadas por w =xdx —ydy e ¢ =zdx +xdz. Assim,

WA

(xdx—ydy)A(zdx+xdz)
WOANPp = xdxANzdx+xdxAxdz—ydyAzdx—ydyAxdz

WA x2dx/\dz—yzdy/\dx+yxdz/\dy,

onde usamos as propriedades dx Adx =0 e dyAndz=-dzAdy. Veja que w A ¢ é uma

2-forma.
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Exemplo 3. Considere agora a 1-forma = ydz. Assim,

NAWAND = ydz/\(xzdx/\dz—yzdy/\dx+yxdz/\dy)

nAwAG = yxzdz/\dx/\dz—y2zdzAdy/\dx+y2xdz/\dz/\dy
nAwAd = 0—y’zdzAdyndx+0

nAwAd = —y’zdzAdyndx,

onde usamos dzAdxAdz=dzAdzAdy=0. Portanto, temos que N Aw A ¢ é uma 3-forma.

Exemplo 4. Seja a 1-forma dada por 6 = yxdx + cos(p)dz. Entéo,

df = d(yx)Adx+d[cos(p)Indz
df = (xdy+ydx)Adx—sin(p)depAdz
df = xdyndx-—sin(@)deAdz.

Portanto, d6 é uma 2-forma.

2.2.3 Geometria Riemanniana.

Uma métrica Riemanniana em M pode ser definida como o operador bilinear e simé-
trico g, que para cada par de campos vetoriais (X,Y) sobre a variedade M, associa um
numero real em cada ponto p, ou seja, g(X,Y)€eR e g(X,Y) = g(Y,X). Vamos tomar a
base {D,} para os campos vetoriais sobre M e a base dual {w"} para as 1-formas sobre M.

Entao, podemos fazer
gX,Y)p) = [gw(x) <X,0"><Y,0" >](p)= gu()XHYY, (2.28)

onde usamos g, = g(Dy,Dy) = gvy, <X, 0wt >=XF e <Y,0" >=Y". Observe que usamos
a equagdo (2.14), ou seja, < X,w” >=<X¥D,, 0" >= X#6; = X*. De modo andlogo para

Y “. Uma maneira usual de expressar g é
g =guwote”, (2.29)

onde usamos w*w"(X,Y) =< X,w* ><Y,w" >, para todo par de campos vetoriais (X,Y’)
sobre a variedade M [23]. O operador g nos da o elemento de distancia do espaco-tempo
ds?, pois dados dois pontos vizinhos p e p +dp, conectados pelo vetor X = dx*(0y)p, 0

elemento de linha sera dado por

ds® = g, (p)dxtdx’. (2.30)
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Através do operador g podemos estabelecer a relacdo entre vetores contravariante e co-
variante, onde X" = g'"X, e X, = g, X". Assim, indices contravariantes e covariantes
sdo mudados um no outro, respectivamente, pelas matrizes guv € ghv.

Uma variedade M com uma métrica g definida é denominada variedade riemanniana.
Para representar o espaco-tempo da Relatividade Geral por uma variedade riemanniana
M com métrica dada por g, vamos impor as seguintes restricoes: (a) a variedade M sera
4-dimensional; (b) a variedade M é localmente lorentziana, ou seja, em um dado ponto
p sera sempre possivel escolher um sistema de coordenadas (denominadas coordenadas
locais) no qual as componentes da métrica g, assumam localmente os valores constan-
tes da métrica de Minkowski 1, = diag(+1,-1,-1,-1) ou nyy = diag(-1,+1,+1,+1). A
escolha de 7, é convencional [23].

Como vimos, podemos representar uma base para o espaco tangente T',, por 0, =e,. A
base {e,} é denominada de base coordenada, pois ela é tomada como derivada parcial com
respeito a coordenada no ponto p. Assim, podemos escrever um vetor X como X = dx"e,,
comXeT,.

Vamos imaginar agora que em cada ponto p da variedade seja possivel atribuir um
conjunto de base vetorial {e(,)}, ortogonais entre si. Essas bases sdo denominadas de bases
ortonormais. As componentes de um vetor escrito na base ortonormal é algumas vezes
chamadas de tetradas ou vierbein (Em aleméo, vierbain no caso de quatro dimensoes e
vielbain no caso de dimensdes superiores). Sendo assim, sejam os campos vetoriais e,),
com a =0,1,2,3, no espaco-tempo M, sendo que e é do tipo-tempo e e(;), com i =1,2,3,
tipo-espago. Desse modo teremos: g(e(),e)) >0, g(ei),ei)) <0 e glew),en) =0sea #b.

Estes vetores podem ser normalizados de tal forma que

g(e),e)) = gleg),ei)) = 1.

Com base no exposto acima, podemos escrever

g(ew),ewr)) = Nab, (2.31)

onde 145 =diag(+1,-1,-1,-1). Podemos ver que e(,), com a =0,1,2,3, sdo lineamente
independentes. A relacdo que da a transformacéo entre a base coordenada {e,} e a base

ortonormal {e(,)} é dada pela matriz e onde

u
(a)’

ew =e" ey (2.32)
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Observe que estamos utilizando indices gregos em referéncia a base coordenada e indices
latinos com respeito a base ortonormal. A componente e @ forma uma matriz inversivel
do tipo n x n, construida com as componentes das bases ortonormais e(,), na base de

coordenadas e, =0, [23]. Em e, oindice p representa o indice linha e (a) representa o

(a)’
indice coluna. Sua inversa sera dada por e #(“). Neste caso, u representara o indice coluna

e (a) o indice linha, de modo que podemos escrever

(a) M _ a
ey €y = O

et e, = ol (2.33)

Se um vetor é escrito na base coordenada como X =X “e# e na base ortonormal como
X=X (“)e(a), as componentes podem ser relacionadas por X@ = ¢ u(a)X K,

Expressando em termos de componentes,

guveu(a)ev(b) =TMNab, (2.34)
e por contracdo com ep(“) temos,
e 8oy = ﬂabep(a)
€pb)y = ev(b)gpv = nabep(“). (2.35)

De modo semelhante, definindo a inversa de 7, por n“b =diag(+1,-1,-1,—1), podemos

@ — n“be pb)- Com isso, os indices latinos (indice de tetradas) sdo levantados

obter e,
e abaixados respectivamente com n“b e Nqp [23]. Usando as equacgdes (2.33) e (2.34),

observamos que,

gue’ ey = Mab
epgue’ e = o Ma
g‘“’eu(a)ég = eP(b)T]“b
e Dgmet ) = es@e, Py,
g,up5ﬁ = ea(a)ep(b)nab
Zop = €;e,nap. (2.36)

As relacoes em (2.36), nos mostram que uma tetrada estd associada com uma transfor-
macio local do sistema de coordenadas x* para coordenadas local x*, de tal modo que, no

ponto p considerado, a métrica assume a forma de Minkowski 7,5.
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2.3 Transporte paralelo de vetores, conexao afim e ge-

odésicas.

Nesta secdo vamos discutir um pouco a respeito de transporte paralelo de vetores ao
longo de uma curva parametrizada. Uma nocédo intuitiva de transporte paralelo consiste
em deslocar um vetor ao longo de uma curva e verificar a mudanca na orientacéo do vetor
apo6s o deslocamento, nos permitindo assim, coletar informacoes sobre a curvatura nessa
regido. Para uma definicdo mais precisa, consideremos um campo vetorial X*(x) avaliado
no ponto Q, com coordenada x* +6x* vizinho ao ponto P, com coordenada x*. Expandindo

em série de Taylor, em torno de x, temos que:
XHMx+6x) = XM(x)+6x"0,XH, (2.37)

onde desprezamos os termos de ordens superiores. Chamando o segundo termo do lado

direito da equacéo (2.37) de 6 X*(x) = 6x¥9, X", obtemos:
X Mx) = XHM(x +6x) — XH(x) (2.38)

Veja que 6 X*(x) nao pode ser pensado como um tensor, uma vez que envolve diferenca de
tensores avaliados em pontos distintos.

A partir do transporte paralelo de vetores podemos definir o conceito de derivada
covariante. Para isso, vamos introduzir um vetor em @ que é “paralelo” a X* em P.
Desde que x* + 6x* seja fechado em x* , podemos admitir que o vetor paralelo difere de
XH(x) somente por uma pequena quantidade que aqui vamos chamar de 6X*(x) , como
mostra a Figura 2.3.

Observe que 6 X* nédo é um tensor, mas podemos fazer:
XH(x)+ 6 XH(x) — [ XH(x) + 6 XH(x)] = 6 X (x) — 6 X H(x), (2.39)

criando assim um vetor diferenca que tem as caracteristicas de um tensor, ja que esta
sendo avaliado no mesmo ponto. E facil observar que 6 X*(x) sera nulo quando X*(x) ou

dx* também for nulo. Entéo, por uma simples definicdo podemos admitir que § X (x) é li-

7

vp> que denotaremos

near em X*(x)dx*, o que significa que existe um fator mutiplicativo I
por

6XH(x) = —T%, ()X (x)5xP. (2.40)
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By SXH
X+0X*

i
"Wetor paraleo" ——p ,
f

XH+6XH

Figura 2.3: Vetor paralelo de x* + 5x" em Q.

O sinal de menos é introduzido por convencéo. A equacao (2.40) define a lei geral de trans-
porte de um vetor X® definido em x para o vetor X* + 6 X" no ponto x +dx. A quantidade
F’le tem a propriedade de conectar vetores vizinhos definindo o conceito de paralelismo
local, onde Fﬁp é chamada de conexao afim ou simplesmente conexdo. Para generalizar

esse resultado, vamos tomar sua forma diferencial
dXH(x) = -T,(0) X" (x)dx?, (2.41)

sendo a conexao Fﬁp um conjunto de funcoes das coordenadas.
Realizado o transporte do vetor ao longo do caminho do ponto P até o ponto @, pode-
mos definir a derivada covariante de um vetor, que em geral é denotada por: V,X* ou

X“Ho ou X”Hp. Por meio do processo de limite fazendo dx° — 0,

Vo XH = lim —{X’“(x+5x) [XH(x) + 5 X ()
5x°—0 OxP

Em outras palavras, a derivada covariante de X* é a diferenca entre o vetor (X#)g e o
vetor paralelo a (X%)p, dividido pela diferenca de coordenadas, no limite dessa diferenca

tendendo a zero. Das equacoes (2.37) e (2.40), encontramos:

VpoXH= lim — [Xﬂ(x)+5xva XH - XH(x)+T3,X"6x" ]
5xP—0 OxP
1
VX" = lim —{6xV0VX“ + T, X" 6xF)
6xP—0 OxP
Vo XH=0,X"+T,X". (2.42)

Assim, partindo da definicdo de transporte de vetores definimos a derivada covariante de

um vetor dada pela equacao (2.42).
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. . N . "
Seja um campo vetorial tangente a curva no ponto considerado X* = % ao longo da

curva x*(1) , onde A é o parametro. Agora, considere um campo vetorial V¥(1¢) no ponto

xf = xH*(Ap) da curva. Podemos definir um campo vetorial V#(A) ao longo da curva de tal

forma que cada vetor V¥(A1) pode ser transportado paralelamente ao vetor original em

x* = x*(Ap). Para isto, vamos definir a derivada absoluta denotada por Dd—‘;” = XPV,VH,
Dizemos que o vetor V¥ é transportado paralelamente se:

DVHQ) dxP

— - XPV,VH= H(apw +I%, V") =0. (2.43)

Esta é uma equacio diferencial de primeira ordem para V#. Assim, fornecendos-se um
valor inicial para V#, a saber V#(P), a equacdo (2.43) determina o vetor ao longo da
curva, que é transportado paralelamente a V#(P). Usando esta notacido, uma geodésica
afim é definida como uma curva privilegiada em que o vetor tangente ao longo da curva é
propagado paralelamente a si mesmo [26], ou seja, um vetor propagado paralelamente é
paralelo em todo ponto da curva, de modo que é proporcional ao vetor tangente no ponto,
ou seja:

XV, XH = qO)XH, (2.44)

onde q(A) é uma funcéo arbitraria de 1. Usando a equacéo (2.42) na (2.44), temos:

dxP daxt
1 (0, X*+T%,X") = 9
dxP [ 0 (dxt dat
' XV =qg—
A Oxp(d/l)+ v ] T
d2xt L dx” dxP 3 dxt (2.45)
darz v ar dr Lax ‘

Se a curva for parametrizada de tal maneira que g = 0 (isto pode ser feito transpor-
tando paralelamente o préprio vetor tangente a curva X¢ = dx%/d 1), entéo, o pardmetro
é um parametro privilegiado chamado de pardmetro afim, que denotaremos por s . Assim
sendo, a equacao (2.45) reduz-se:

d2xt u dx" dxP 3

—_— —_— = 2.46
ds? Tlve ds ds ( )

Um parametro afim é somente definido por uma transformacéo afim do tipo s — as+b,
onde a e b sdo constantes.
No espaco euclidiano podemos caracterizar uma linha reta pelo fato de que um vetor

arbitrario tangente a tal reta permaneca paralelo a ela quando deslocado ao longo da
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mesma. A equacio (2.46) traduz esta caracterizacdo para uma situacao geral em que o
espaco-tempo é curvo. Esta “linha reta” generalizada é chamada de geodésica e a equacéo
(2.46) é denominada de equacao geodésica.

Considerando um espago-tempo livre de tor¢éo (T fw = Tﬁu), pode-se obter uma expres-

sdo para Fﬁp em termos de gy, dada por
P 1 po
Ly = §g (Ougov+0vE€ou— 058 uv)- (2.47)

Quando a conexdo é definida em termos da métrica g,,, recebe o nome de simbolo de
Christoffel ou conexao de Christoffel.
Vamos mostrar agora um método que nos permite calcular os coeficientes I“zv através

do método variacional. Seja a lagrangeana do sistema dada por,
. 1 ey
L(xP,xP)= ng(xp)x“x , (2.48)

sendo uma funcio das variaveis independentes x° e x°. A equacido de Euler-Lagrange

para uma dada lagrangeana L é dada por

(2.49)

d(@L) oL
dA\oxt |  oxt

Diferenciando a equacio (2.48) com respeito a x* e x, pode-se mostrar que a equacéo

(2.49) reduz-se a uma equacao geodésica do tipo (2.46), ou seja,
P +Th,a4x" =0, (2.50)

onde usamos x* = dx*/d A, sendo A um parametro afim.
Como exemplo de aplicagdo do método variacional, vamos tomar o elemento de linha

de uma esfera de raio @ em R?, que é definido como,
ds® = a?d0? +a®sen®0d ¢>. (2.51)

Queremos calcular os coeficientes Fﬁv. Nesse caso, de acordo com a expressao (2.48), a
lagrangeana sera dada por

1 . .
L= 3 (@26% + p%a®sen’d),

onde estamos usando 6 = d6/dA. Podemos ver que diferenciando L com respeito a suas
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variaveis independentes, obtemos os seguintes resultados:

oL

0 - ([)Qazsinecose

oL .

-_— = a29

00

oL

= - 0

a¢

oL ,

% = (,ba2sen20. (2.52)

Das equacoes (2.49) e (2.52), podemos ver que,

d (GL) oL 0
dr\ap) o
d ,.
ﬁ(gbazsenze) =0

[20¢psend cosh + psen?0] = 0
. 0 ..
$+227 64 = 0

senf

G+0dcotd +pbcotd = 0.

Por comparcio com a equacéo geodésica (2.50), podemos concluir que Fg 6= Fia = cotd.

De maneira semelhante, podemos obter,
0 — pdsenBcosf =0,

de onde, por comparacdo, podemos concluir que FZ 6= —senfcosf. Assim, podemos ver
que os termos néo-nulos dos coeficiente da conexdo sdo dados por F? 6= Fie =cotf e
FZ)(!) = —senb cosf, como era esperado.

2.4 Coeficientes de rotacao de Ricci, 1-forma de rota-

cao e as equacoes de estrutura de Maurer-Cartan.

Nessa secdo apresentaremos as defini¢coes de alguns objetos matematicos, como por
exemplo, o coeficiente de rotacdo de Ricci, 1-forma de rotacdo e a primeira equacdo de
estrutura de Maurer-Cartan. Vamos nos restringir sempre a uma variedade sem tor-

cao, o que equivale a afirmar que, Ffw = Tﬁu. Das leis de transformacao de coordenadas,
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podemos escrever

u OxH
€@ = )
ai(a) P
ox'
(@) _
e, @ = (axu , (2.53)
p

@ g50 coordenadas de um referencial de Lorentz local, onde a métrica assume,

sendo que x
em p, a forma 7,;. Um observador localizado em tal referencial é dito observador de
Lorentz local.

Seja um sistema de coordenadas admissivel em M. Vamos considerar o elemento de

linha

ds® = g(x)dxtdx” (2.54)

onde dx* sdo as 1-fomas duais aos elementos da base natural d,. Utilizando a equacéo

(2.36) podemos fazer uma escolha de tétradas tal que

ds® = gu(x)dx'dx
= eu(“)ev(b)nabdx“dxv
ds? = nepwte®, (2.55)
onde as 1-formas séo
w® =e,Pdaxt. (2.56)
Por contragéo com e"(a), podemos escrever a inversa de (2.56) como dx* = e (a)wa.

Pela definicao da (2.25), a derivada exterior da equacao (2.56) sera dada por

do®=e , Ddx’ Adx*. (2.57)

plv

Como estamos considerando que a conexdo é simétrica, a equacéo (2.57) nédo se altera

se substituirmos a derivada e , @ por derivacdo covariante e (@ [23]. Tomando essas

plv
consideracoes, podemos reescrever a (2.57) como,

pllv

do* =e ,  Ddx’ Adxt. (2.58)

ullv

Usando as 1-formas (2.56) temos que

a_ v M (@) b c
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Podemos escrever a equacéao (2.59) como,
do®=T% o’ Ao, (2.60)
onde definimos as quantidades
re,. = ev(b)e”(c)eullv(a), (2.61)

que sdo denominadas de coeficiente de rotacao de Ricci. Definindo as 1-formas de
curvatura como

w® =T, 0°, (2.62)
a expressao (2.60) pode ser escrita na forma
do® +w* A’ =0, (2.63)

Esta equacio é denominada Primeira Equacao de Estrutura de Maurer-Cartan, em
um espaco-tempo sem torcdo. Para ser mais preciso, a 1-forma de curvatura sastifaz as

equacoes de Estrutura de Cartan [24]:

T° = do®+0% Ao’ (2.64)

doy + 0% Aoy. (2.65)

onde introduzimos a 2-forma de torsio 7 e a 2-forma de curvatura R?, = %Rabc g@N
w?. Observe que a equacéo (2.63) corresponde a equacéo (2.64) quando T = 0. Vale
destacar algumas propriedades das 1-formas de curvatura w®,. Para uma escolha de

Nab constantes, tomando V.1n,p = 0, pode-se mostrar que I' , =-T', . Isso implica nas

bac

seguintes propriedades:
(i) Wap = —Wha,
(ii) wup =0, para todo a =b.

A derivada covariante de um tensor é dado pela sua derivada parcial mais o termo
de correcao, um para cada indice, envolvendo o tensor e o coeficiente da conexao [veja
a equacdo (2.42), a qual expressa a derivada covariante para um vetor ou tensor de pri-
meira ordem]. O mesmo procedimento pode ser tomado com tensores na base de tétradas,
mas nesse caso, substituimos o termo Tﬁv pela conexdo de spin denotada por sz' Assim,
podemos escrever:

VX =0, X" +T5,X°. (2.66)
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Algumas vezes representamos I“Zbdx“ =TI'ydx#, onde a e b séo indices tetradicos e I', é
dada por uma matriz n x n, com a e b representando linha e coluna, respectivamente. Os
elementos da matriz I';, podem ser obtidos através das 1-forma de curvatura wab.
Lembramos que a conexédo de Christoffel TZV ndo tem o mesmo significado que a co-
nexdo de spin (ou conexdes tetrddicas) I';,.. No entanto, existe uma relagéo entre estas
duas quantidades através da transformacio de bases. Considere a derivada covariante

do vetor X escrita somente na base coordenada, dada por:
VX =(V, X )dx" ee,. (2.67)

Por outro lado, também podemos escrever a derivada covariante de X em termo da base

coordenada e da base ortonormal da seguinte forma:

VX

(V, XVdx" ® eq

(0, X" +T5, X")dx" @ eq

|0u(e, X + e, P18, X | dit ©.(e7 )

( (b) A
[ea(a)XVONeV @y 670, X" +e% e, T X ] dxt®e,

|0, X" +e" () X e, @ +e” e, T2, X dat e, (2.68)

Veja que comparando a equacédo (2.68) com a equacéo (2.67), concluimos que

(a)

D= e @ouey ™ + ev(a)ea(b)rzb’ (2.69)
ou usando a equacao (2.33), temos que

A expressao (2.69) fornece a relacédo entre a conexao de Christoffel e a conexao de spin,

por meio das tétradas e @)

2.5 Variaveis de contorno e loop de Wilson gravitacio-

nal.

No formalismo das variaveis de contorno para teoria de gauge, os campos dependem

do caminho ao invés de dependerem dos pontos do espaco-tempo. Um objeto matematico
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originado dessa teoria é a variavel de contorno, através da qual podemos descrever a dina-
mica de um sitema fisico. A abordagem usando variaveis de contorno foi primeiramente
extendida para a gravitacdo por Mandelstam [6], que estabeleceu algumas equacdes en-
volvendo essas variaveis.

Em gravitacédo, as variaveis de contorno sdo matrizes que representam transporte pa-
ralelo de vetores ao longo de curvas no espaco-tempo para uma dada conexdo afim ou
conexao de spin. Esses objetos matematicos contém informacées de como o vetor muda
quando transportado paralelamente ao longo de uma curva aberta ou fechada. Um caso
especial, de nosso interesse, é quando o contorno é fechado, dai essas matrizes sdo de-
nominadas de transformacgdo de holonomia, associada a uma métrica. A transformacao
de holonomia carrrega informacoes topolégicas muito importantes, pois como ja foi visto
na secao que trata de transporte paralelo de vetores, quando realizado o transporte pa-
ralalelo ao longo de contornos fechados, o vetor em geral muda a dire¢cdo em relagao ao
original. Sendo assim, os vetores (original e transportado) diferem um do outro por um
angulo que é dado pela holonomia. Do ponto de vista global, essa diferenca reflete o quéo
0 espaco-tempo em questao se desvia do espacgo-tempo de Minkowski.

Como ja foi mencionado, a transformacéio de holonomia estd associada com o trans-
porte paralelo de vetores. Dessa forma, considere um vetor V¥ avaliado em um ponto
p do contorno fechado C. Transportando paralelamente V* ao longo de C, geramos um
outro vetor VH, que em geral, é diferente do vetor original transportado. Assim, podemos
associar ao ponto p e ao contorno C, uma aplicacéo linear U} de tal modo que para qual-
quer vetor V* avaliado em p, o vetor V* em p, resultante do transporte paralelo do vetor

VH# ao longo do contorno C, seja fornecido por
VE=UlV". (2.71)

A aplicacéo linear U’ é denominada de transformacdo de holonomia linear ou simples-
mente transformacio de holonomia associada ao ponto p e ao contorno C. Escolhendo
uma base de tétradas {e H(“)} e um parametro A € [0,1] para a curva C tal que C(0) =
C(1) = p, entao, se transportarmos o vetor V# paralelamente ao longo de C, deslocando-o

de C(1) para C(1+dA), as componentes do vetor sofrem a variacido dada por
SVH = MYIx(W)IVVdA, (2.72)

onde MY é uma aplicacéo linear que depende das tétradas, da conexéo afim do espaco-
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tempo e do valor de A, e que toma um vetor tangente em p e o transporta paralelamente
ao longo do contorno C de p para p. Portanto, tomando essa aplicacéo linear N vezes, a

transformacéo de holonomia sera dada pelo seguinte produto ordenado das matrizes

n 1
Ul = lim []|6h+ =Myx(W)] h=in | - (2.73)
Geralmente escrevemos a expressio (2.73) de forma reduzida como
U(C):Pexp(f M), (2.74)
C

onde P é o operador que ordena o produto das N aplicacoes ao longo do caminho C. Pode-
mos entender U(C) como uma abreviacdo do lado direito da equacao (2.73). Observemos
que se M é independente de A, entéo, segue da equacéo (2.74) que U = [exp(M)]}.

Agora, vamos apresentar dois métodos para o calculo de holonomias os quais seréo
aplicados em nossa investigacdo. Primeiro vamos definir o que aqui chamaremos de “mé-
todo exato”, onde iremos introduzir o campo de tétradas e #(“)(x), que satisfaz as relacoes
(2.33) e (2.34). Como ja foi exposto, para qualquer vetor V¥, ou no caso mais geral, qual-
quer tensor, temos o seu correspondente na base ortonormal, em algum ponto x, dado
por

Ve =VHe [@(x). (2.75)

Pela definicdo de transporte paralelo de vetores, a variacdo do vetor V¢, quando trans-

portado ao longo de um caminho infinitesimal dx*, é definida pela expressao
dV® =T, (x)V dxt (2.76)

onde FZb(x) é a conexdo de spin (ou conexdo tetradica). Integrando a equacdo (2.76)
encontramos o transporte paralelo de V ao longo de uma curva diferenciavel finita C,

conectando os pontos A e B, que € realizado pela transformacao de holonomia dada por

B
a
fA Fﬂb(x)dx“

onde sz é a conexao tetradica e A e B sdo os pontos inicial e final, respectivamente, da

Uap(C)=Pexp 2.77

curva C. Assim, a expressao (2.77) nos da a variavel de contorno associado com os pontos
A e B ao longo do caminho C. Observe que assim obtemos por construgao um objeto
matematico que é uma funcio do caminho C. Podemos expandir a quantidade Uap da

seguinte forma

uec)=1 +f dx”F”(x) + lpf dx'“f dyvl"u(x)l“v(y) + ..., (2.78)
c 2! Je C
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onde I', = sz é a conexdo tetradica.

Se o contorno C é fechado, da equacgao (2.77) podemos obter a quantidade invariante

ygc FZb(x)dx”

onde T'r é o traco da matriz U(C) e o termo —4 permite obter o valor zero para W(C)

W({C)=-4+Tr {P exp

} (2.79)

correspondente ao espago-tempo plano, onde a transformacéo de holonomia U(C) é igual
a matriz identidade. Portanto, para um espaco-tempo plano, temos que W(C) = -4 +
4 =0. A quantidade W(C) é conhecida como loop de Wilson gravitacional e nos traz
informacées a respeito das propriedades geométricas e topologicas do espaco-tempo.

Um outro método que sera aplicado em nossa investigacao, o qual chamaremos de mé-
todo perturbativo, sera tomado no espaco-tempo classico descrito pela variedade Lorent-
ziana M, cuja geometria é descrita pelo tensor métrico g, com assinatura (1,-1,-1,-1).
Nesse caso, a variacéo do vetor V¥, para um deslocamento infinitesimal dx*, é definido

pela expressao (2.41), ou seja,
dVH=-T,,(x)V°dx", (2.80)

onde agora estamos usando a conexdo de Christoffel, que em termos das componentes
do tensor métrico g, é dada pela equacdo (2.47). O equivalente da equacéo (2.77) em

termos da conexdo de Christoffel é

Uap(C)=Pexp . (2.81)

B
f Iy ()dxt
A

Se C é um caminho fechado em M, de modo analogo a situacao anterior, podemos definir

o loop de Wilson gravitacional como

W({C)=-4+Tr {P exp

f Ffw(x)dx“ }, (2.82)
C

onde também estamos usando a conexdo de Cristoffel. Realizando uma expansao na

equacéo (2.81), obtemos
1
Uc)= I+£dx”FZV(x)+ Z—IPfde“fcdyﬁsz(x)ng(y)+ vees (2.83)

onde I'/, é a conex@o de Christoffel e I a matriz identidade.
Como a transformacéo de holonomia U(C) é dada por uma matriz, entdo vamos intro-

duzir a seguinte notacéo:

U ()

53 + (U(l))g + (U(z))?, + (U(g))?, +...

1
oy + fc dxHT, (%) + 5P fc dxt fc dyﬁrzp(x)rgv(y) + .., (2.84)

Uy (C)
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onde U¢ representa cada elemento da matriz associada com a transformacéao de holono-
mia, sendo que o indica a linha, v indica a coluna e os nimeros entre paréntese indica a
ordem da expanséo.

Da definicdo de U¢ segue que sob uma transformacéao de coordenadas x — y, a matriz
U se transforma como

oyP\ (0x"
! !/

No caso de um caminho fechado essa transformacéo é da forma
U-QuQ™,

portanto, ndo afeta o traco de U, ou seja, o loop de Wilson é uma quantidade invariante
com respeito as transformacoes de coordenadas. Assim, tanto para a conexao de Christof-
fel ou conexao tetradica, temos que o loop de Wilson W(C) é o mesmo. Denotando Ug (com
indices latinos) como a transformacéo de holonomia obtida através do método exato, e U/
(com indices gregos) obtido através do método perturbativo, podemos escrever a seguinte
relacéo,

Ugx,x') = e [P (@)U} (x,x")e" ,(x), (2.86)

ou ainda,

Ul(x,x) = e (U (x,2)e, V(). (2.87)

A expressdo (2.86) nos fornece uma relacéo entre os dois métodos que utilizaremos em
nossas investigacoes. A partir de agora utilizaremos U(C) para identificar a matriz de
holonomia obtida através do método exato e U(C) para representar a matriz obtida atra-

vés do método pertubartivo.



Capitulo 3

Calculo das variaveis de contorno no
espaco-tempo gerado por uma casca

cilindrica e nos espacos-tempo de
Godel e

Friedmann-Robertson-Walker.

3.1 Introducao

Nesta secdo vamos aplicar o formalismo de variaveis de contorno considerando pri-
meiramente um campo gravitacional gerado por uma casca cilindrica, sem rotacdo. Em
seguida analisaremos os casos para os espacos-tempo de Godel e Friedmann-Robertson-
Walker.

No caso do espaco-tempo gerado por uma casca cilindrica, sera calculada a trans-
formacao de holonomia através do método perturbativo. Para o espaco-tempo de Godel,
usaremos o método exato. Por ultimo, aplicaremos o método perturbativo no caso do

espaco-tempo de Friedmann-Robertson-Walker.

42
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3.2 Variaveis de contorno no espaco-tempo gerado por

uma casca cilindrica, sem rotacao.

Considere um campo gravitacional gerado por um corpo massivo correspondente a
uma casca cilindrica infinitamente longa, rotacionando lentamente em torno de seu eixo.
Na aproximacdo de campo fraco, o elemento de linha correspondente a este cenario é

representado pela expressao [15]-[11]

ds®=- 1—%a(p) de? + 1+%a(p) (dp?+p2d¢p?® +dz%) +2b(p)dtd p, (3.1)
com
a(p) = —8,u®(p—p0)ln(£) (3.2)
p2
blp) = 4 FG(p—poH@(p—po) , (3.3)
0

onde O é a funcdo degrau unitaria, o parametro u é a densidade linear de massa e o
parametro j = pwpo representa a densidade de momento angular linear, sendo que pg e @
sao o raio do cilindro e a velocidade angular da fonte, respectivamente. Observemos que,
devido a rotacédo da casca cilindrica, o termo b(p) é proporcional a j. Na aproximacao de
campo fraco temos que para um potencial Newtoniano gerado por uma casca cilindrica
delgada e massiva, devemos ter |a(p)| = | —4P| << 1, onde ® é o potencial Newtoniano
gerado pela casca cilindrica. Desde que o campo gravitacional seja considerado fraco,
podemos escrever o tensor métrico correspondente a equacédo (3.1) na forma g, =y +
h v, com 1, correspondendo a métrica do espaco-tempo de Minkowski e |A | << 1. Nesta

aproximacao, o tensor de Riemann pode ser escrito como

Roppy = 5 (havup + hupav = Ruv.ap—Rapuv)- (3.4)

N =

Usando a equacao (3.4) pode-se verificar que a curvatura na regido exterior a casca ci-
lindrica massiva ndao depende do momento angular da mesma, no limite da aproximacao
linear ou de campo fraco. Assim, o campo gravitacional associado com uma casca cilin-
drica de matéria girando lentamente nao é afetado pelo momento angular. Nessa regiéo
externa, o tensor de curvatura de Riemann é completamente determinado através da

funcéo a(p), quando desprezamos os termos da ordem a(p)-b(p), la(p)|? e b(p)? [17].
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Vamos considerar o caso em que a casca cilindrica rotaciona lentamente em torno do
eixo z, de tal modo que devemos ter b(p) ~ 0. Desta maneira, considerando a equacéo
(3.1), uma casca cilindrica infinitamente longa, e agora estatica, pode ser representada

pela métrica

1 2 1 2
ds®=-— [1 - 59p) di?+ |1+ 20 (dp?+p2d¢p® +dz?), (3.5)

onde usamos a aproximacio de campo fraco para escrever

1 2
@+ﬂ2%{h+ﬂ22}~
2 2

Veja que na equacéo (3.6) foi feita uma expanséo do tipo (1+5)2 =1+ % - g—; +... e despre-

2

1+ ia(p) (3.6)

—

zados os termos de ordem superiores.

Agora vamos realizar os calculos das transformacées de holonomia usando o método
perturbativo, para o caso da casca cilindrica estatica. Para isto, vamos inicialmente cal-
cular as conexdes de Christoffel aplicando o método variacional.

De acordo com a métrica (3.5), podemos definir a lagrangeana do sistema como

L3 |-(-g) e () 2+ (1) P04 (145) ). (3

Dessa forma temos que

oL _ oL _oL_

ot 0y 0z

= L(i-)Ee s () T G e (1o G ot S 14 9) 2

o - g

5 = (1)

% - (1+ )2 2§

% = ( ) (3.8)

onde usamos a linha (’ ) para denotar a diferenciacdo com respeito a p e o ponto para

denotar a diferenciacdo com respeito ao parametro afim A, ou seja, a’ dg(pp o i= gfl

Como ja foi mostrado, a equacdo de Euler-Lagrange para uma dada lagrangeana L é

dada por
d (OL) OL

da\osk )~ Bxk (3.9)
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Substituindo as relacoes dadas pela equacao (3.8) na (3.9), para o tempo coordenada ¢,

obtemos o seguinte:

L%
da\ot) ot
d a\2 .
—|-l1=-= =
d/l[ ( 4)t 0

2%(1—%)[;1&—(1—%)2%‘ -0
f—%(1—%)_1pt—a—,(1—9)_lip - 0. (3.10)

Comparando a equacéo (3.10) com a equacéo geodésica (2.50), podemos extrair os coefici-

entes ndo-nulos da conexao de Christoffel Fiw dados por

a a1
=T =-—(1-2] . (3.11)
Pela equacao (3.2) podemos ver que,

d 8
a' =L la(=-2E. (3.12)
dp P

Substituindo a equacao (3.12) na (3.11), podemos escrever

l“f)t= : :7(1—%)_1. (3.13)

Usando o mesmo procedimento para p, ¢ e z, podemos verificar que os coeficientes néo-

nulos da conexao de Christoffel sdo dados por:

Gty = 20-3)
- a2
Uhp=T2,=Tp=—Th = 2 (1+4)"
o, = —p[l—Z,u(1+%)_l]
ry =ré = - 1—2u(1+—)_1 (3.14)

No método perturbativo, cada elemento da matriz de holonomia U(C) é fornecido pela
expressao,

U C) =64+ Uyl + Uy +Ua)s + ..., (8.15)

sendo que o u indica a linha, v indica a coluna e no k-ésimo termo (Uw))7, o k indica a

ordem da expansao. Vale lembrar que na equacao (3.15), a letra grega u corresponde ao
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indice, enquanto que na expressao (3.2) representa a densidade linear de massa da casca

cilindrica. Assim sendo, temos que

Uy fc dxﬁr“ (@)
1

Ug)s = =¢ d«f f dy Tl (Ol G, ()
2! Je c

Uy = % jgc dx jgc dy® fc dz"T (T, (T (2) (3.16)

onde a matriz associada com a transformacéao de holonomia é dada por

t t t t
v, u', U', U,
p P p P
U= U(; U(p" Udj’ U; , (8.17)
v, u’, U’ U,
U:, U?, U?, U?

i)
<
N

sendo que cada elemento da matriz (3.17) é dado pela expressao (3.15).

Primeiro vamos considerar contornos no plano perpendicular ao cilindro e centrado
na origem, com os valores de ¢, p e z fixos, mas com ¢ variando de 0 — 2. Por outro lado,
analisando as equacdes (3.14) podemos verificar que os k-ésimos termos (Uz)), ndo-nulos
serdo dados parau=¢p,v=peu=p,v=9o.

Sendo assim, para o termo de primeira ordem temos que
Uy = ded)T”v(gb). (3.18)

Como as componentes da conexédo ndo dependem de ¢, entdo, a equacgao (3.18) nos fornece

os seguintes resultados

Uy = 0
Wy = 0
P _ P
(Ul)cb = 27rl“¢¢
¢ _ ¢
U = 2Ty, (3.19)

Para o termo de segunda ordem temos o seguinte:

2 2
Uy = f depr f Aol (TG, (2) = - (1,15, (3.20)
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Os tnicos valores néo-nulos de (Us)), sdo dados, também, para u=¢, v=pe u=p,v=a,

levando-nos aos seguintes resultados:

(2m)?

U2y =5~ (TG0 T g+ Ty Tg + Th.T5) = 0
= SR, 10, T, 4105, = o
U = (22%)2 (r6,rt,+T5 T0 +T0 T4 +Th 12 ) = (2;’!) ro,ro
(U2)£ = (22Lv)2 (Fitrfb(p + Fiprg(l) + T$¢>F£¢ + Fizrgzb(b) (2;?2 Fiprgw

Para o termo de terceira ordem temos,

1
Ueli =57 § don § doa§ doaTls, @05, @2T, (o

(27)3
B % Y
Wy = 5T T T

Resultando em,

U)o =Wy)y = 0
2n)?
e _ ¢ (P 2
Us), = 31 Lo @)
¢ _ @2n)® o P \2

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

onde na equacao (3.23) fixamos os indices p e v, consideramos a soma nos indices o e y, e

avaliamos de acordo com o resultado expresso nas equacoes (3.14).

Adotando procedimentos semelhantes, podemos encontrar:

Unfy =Wy = 0

o -
wof = (100,
(Us)y=Ws)jy = 0
wvg = % (g, s,y
wop = (i)
Ue)y = WUe)y = 0
We), = %(rﬁxprip)s
o} = S ()

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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e assim sucessivamente.
Agora vamos fazer o calculo dos elementos nao-nulos da matriz (3.17), associada com a
transformacéo de holonomia. Para isto, substituiremos as equacoes (3.19), (3.21), (3.24),

(3.25), (3.26) e (3.27) na equacao (3.15), o que nos leva ao seguinte resultado

P _ sP 14 p p P P p
U(,, = 54,+(U1)¢+(U2)4,+(U3)¢+(U4)¢,+(U5)¢,+(U6)¢,+
2n)? 2 (2n)° 2 3
_ P ¢ P ¢ p
= 2nly,+—5 r(bp(rdxb) 5 (rdw) (rw) e (3.28)

Se fizermos Fp =-pXe F¢p =p1X, com
-1
X:1—2u(1+%) , (3.29)

a equacéo (3.28) podera ser escrita como

27m)3 27)°
U('Z = —2an+( :;T) pXS—( ;) X%+
@rX)®  @rX)°
Po_ _ _
Ucb = p | (2nX) 3] + = ]
Uf; = —psen(2rnX), (3.30)
onde usamos o fato de que sinx =x— ’é—s, + ’g—? —.... De forma semelhante temos que

US = 66+UDh+Ua)h+Us)s + U+ U +(Us)s +

_ (2”)p¢(”)p¢2(2”)p¢
= = Teeloet (ThaToe) 5 6l (F¢¢F¢p) e

2m)2 X (@)t X\2 @2n)° X3
:1()(X> (X>2() (P )3()
B (27rX)2 (2JIX)4 2nX)°
S T T T e T
US = cos(2nX) (3.31)
Da mesma forma temos,
o 1
Up = —sen(2nX)
o
Ufg = cos(2nX)
u, =1
U? = 1. (3.32)

Os demais elementos da matriz sdo nulos. Portanto, podemos escrever a matriz que



descreve a transformacao de holonomia para esta situacio da seguinte forma:

1

~ 0
U2z,0(C) =

0

0
cos(2nX)

0 p_lsen(ZnX)

0

0 0
—psen(2nX) 0O
cos(2nX) 0
0 1
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(3.33)

A transformacéo de holonomia U(C) pode ser entendida como uma aplicacéo linear que,

aplicada a um vetor V#, o transporta paralelamente ao longo do caminho perpendicular

ao eixo da casca cilindrica estatica e com centro na origem. Observando a equacéo (3.33)

juntamente com a (2.82), o loop de Wilson sera dado por:

W(C) = -2 +2cos(2nX).

(3.34)

Nao aplicaremos o método exato para calcular a transformacao de holonomia, no en-

tanto, faremos uso da expresséao (2.86) para mostrar a equivaléncia entre os dois métodos.

Para isso, considerando a métrica dada pela (3.5), vamos definir as 1-formas:

= (1o
4
= 1+M
4
= 1+M
4
= 1+M
4

dt,
dp,
pd¢,

dz.

(3.35)

Entéo, para um sistema de coordenadas (x° = ¢, x! = 0, x2 = ¢e x% = z), um sistema de

tétradas definido por 6% = e y(“)dx“ sera:

e

e

e

e

0

1

2

3

60(0) _ (1_ %)
el(l) = (1+ %)
62(2) = (1 + %) P
e3(3) = (1+ #)

© - (1_ %)

» = (1+ %)_1
@ (1+$)_19_1
@ = (1+¥)_1.

(3.36)

(3.37)



Utilizando a expressdo U, = e,

(a)Uﬂ v
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() Juntamente com as expressoes (3.36) e (3.37),

pode-se mostrar que, através do método exato, a transformacéo de holonomia U(C) tem a

seguinte forma:

U2z,0(C) =

1 0
0 cos(2nX)
0 sin(@nX)
0 0

0 0
—-sin(2nX) O
cos(2nX) O
0 1

(3.38)

Nesse caso, podemos concluir que, quando um vetor V¥ é transportado paralelamente em

torno de uma casca cilindrica estatica, este adquire uma fase

U2x,0(C) exp(—2miXJ12)

a(p)\”

U2n,0(C)

exp{ —2mi J12}, (3.39)

onde J19 € o gerador das rotacoes em torno do eixo z. Como o loop de Wilson é uma quan-
tidade invariante, ele tem o mesmo valor tanto na transformacéao de holonomia calculada
via método perturbativo quanto no método exato, ou seja, W(C)=W(C) = —2+2cos(21X).

Agora vamos fixar p, ¢ e z, para calcular U(C) para uma translacéo temporal de ¢ até
to, utilizando o método pertubartivo. Para esse caso, as tinicas componentes néo nulas de
(U); acontecem para pu=t, p=p e p=p, v =_t. Fazendo os devidos célculos, os k-termos

Uy, )ﬁl da expanséo (3.15), ndo-nulos, sdo:

U, = Ay,
U = Al (3.40)
(A1)
Wt = — Tl
2
U, = (Azt) VAR (3.41)
(At)?
(Ug)jfJ = 3 (Fip) Fft
At)?
U3 = (3!) (r?)? T} (3.42)
e QO 02
(U4)t - T(Ftpr)
(Ap)* 2
0 _ prt 7.
Uy = ——(rort,) s (3.43)
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(At) 3., 512
Us), = ?(Fip) (%)
(A 5.3 2
s = () (rh) (3.4
t  _ (At)6 I‘*t FP 3
(UG)t = T( tp tt)
(At)® 3
o)) = T(r;’trgp) (3.45)

e assim sucessivamente. Observe que usamos fttf dt = At = tg —t1, pois as componentes
da conexéao de Christoffel ndo dependem do tempo ¢. Portanto, usando a expressao (3.15),

podemos verificar que os elemento ndo-nulos da matriz U(C) séo:

U! 51+ (U + Uo); + Us): + Uy + (Us): + (Us): + ...

A2, o, Ao, 2 (An¢
= 1+Trtprtt+T(rthtt) +T(

(A, /rgprft)z ) (A, /rgpr{?t)4 )

!

= 1+

21 4
= cosh [(t2 —t1)y/ rf’prft]
= cosh [(t2—t1)2ﬂp_1(1_%)]

= cosh[(te —t1)X,]; (3.46)

onde X; =2up~1(1-9).

Uy = 8p+UDj+ W) +Us)y +WUa)p +Us)y + WUg)p + ...
A2 o, A, 2 A%, 43
o Tt AR . (rhrt,) +

(At V F?trip)z (At\/ Fltotri/")4
" +
2! 4!
cosh [(tz — 1) r?trip]

= 1+

= 1+

cosh[(to —t1)X:]; (3.47)

b _ b ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ —1-
U =85+ U} + U} + Us)) + Uy + Us)y + Ul +... = 1; (3.48)

U? =62+ Ui+ U2+ (Us)s +(Ug)z + (Us)e +(Ug)s +...=1; (3.49)
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U, = 8,+U),+Us),+Us)y, + WUy, +Us)y + Us), +

AT+ (Aty” (rt) T + (A;) (rt) (r)%+...

(1-9) [ O (e N R

0 4 5/ \p
= ( —%) (1+%)senh[2,u(t2—t1)p (1—1)]
- ( Z) 1( g)senh[(tg —t)X,]; (3.50)
Uf = (1—%) (1+%)_lsenh[(t2—t1)X,¢], 3.51)

onde usamos Fip =2up 11 —a/)1, T, = 2up™ (1 - /)1 + a/d) 2, X, = 2up™1(1 - a/d)
e a aproximacdo (1+a/4)"! = (1 -a/4). Com esses resultados, a matriz U(C) para uma

translacédo no tempo é dada por
cosh[(te —t1)X;]1 € lsenhl(ta—t1)X;] O

Uyy.1,(C) = , (3.52)

0

esenh[(to—t1)X;] cosh[(¢o —t1)X¢] 00
0 0 10

1

0 0 0

sendoe=(1-%)(1+ %)_1.

Por uma transformacéo do tipo U =e H(a)U“ v

®) juntamente com as expressoes (3.36)
e (3.37), podemos encontrar a matriz que representa a variavel de contorno quando obtida
via método exato, ou seja, para uma translacdo no tempo entre ¢; e ¢2, encontramos a

seguinte expressao:

cosh[(tg —t1)X;] senh[(to—t1)X:] 0 O
senh[(tg —t1)X;] cosh[(to—t1)X;] 0 O
Uty ,(C) = t ‘ (3.53)
0 0 10
0 0 01
Ainda podemos expressar (3.53) como:
Uty 1,(C) =exp[—iX(t2 —t1)J14], (3.54)

onde J14 representa o gerador de boosts na direcéo de z.
Também calculamos U(C) para uma translacéo na direcéio de z, com ¢, ¢ e p fixos.

Para este caso, usando o método perturbativo, e considerando que as conexdes (3.14) nao
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dependem de z, obtivemos o seguinte resultado

1 0 0 0

~ 0 - Xz 0 - XZ

0.,..(C) = cos[(z2 —21)X;] sen[(zg —21)X;] ’ (3.55)
0 0 1 0
0 -sen[(zg—-21)X;] 0 cos[(z2—-21)X,]

sendo X, = 2up~ (1 - a/4).
Observe que para uma transformacéo do tipo U, = e u(a)Uf ev(b), a matriz U(C) coin-
cide com a variavel de contorno calculada via método exato, ou seja, U(C)=U(C). Neste

caso, podemos representar a variavel de contorno para uma translacao de z; a zg, por
. . -1 a
U(C)=U(C) = exp | ~2i(z2 — 21)pp (1 - Z) Jlg] , (3.56)

onde J13 representa o gerador de rotacdes em torno do eixo y. Para um vetor V* trans-
portado paralelamente ao longo do eixo z, o mesmo adquire uma fase dada por (3.56).
Mas caso o transporte paralelo de V# seja realizada muito distante da fonte (p — 00),
para uma densidade linear de massa constante (u = cte), pela equacéo (3.56), a matriz
U(C) sera unitaria, o que significa que a fonte nio sera sensivel nessa regido. Dai, o

espaco-tempo nessa regido sera o espaco-tempo de Minkowski.

3.3 Variaveis de contorno no espaco-tempo de Godel.

Nessa se¢io vamos considerar o campo gravitacional correspondente a solucédo de Go-

del, que é descrita pela métrica [18]

ds?=dt* —dr? —dz%+2f(r)dtdp + g(r)d¢?, (3.57)
onde
g(r) = senh’r— senhzr,
f(r) = V2senh®r. (3.58)

Vamos calcular a transformacéo de holonomia, para o espago-tempo de Godel, através do
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método exato. Para isto, vamos primeiro reescrever a métrica (3.57) como

ds® = di?+(f2d¢? - f2dp?) —dr? —dz? + 2fdtd ¢+ gd dp?,
ds® = (dt+fd)? —(f2-g)d¢p?—dr?—dz?
ds® = (dt+fd¢)?-dr-h2d¢®-dz2, (3.59)

onde fizemos A2 = f2—g. As 1-formas w?, com a = 1,2,3,4, sdo definidas da seguinte

maneira:

0 = dt+f(r)de,

ol = dr,
w? = hdo,
0w = dz. (3.60)

Vamos considerar um sistema de coordenadas (x° = ¢, x! =r, x = ¢ e x> = 2). Um campo

de tétradas definido como w® =e y(“)dx” é dado por

eO(O) - 1
el(l) = 1

{ e,? = h (3.61)
63(3) - 1
e, @ = ).

Derivando exteriormente as equacées (3.60), temos

do® = fldrade

do' = 0

do? = hdrnade

dw® = 0. (3.62)

Usando a primeira equacao de estrutura de Maurer-Cartan dw? = —w“bwb, podemos fa-

zer:
/ _ 0 0_ 0 1_,0 2_ 0 3
fldradg = -0 gAw -0 AW —W AW —w 3AW
f’wll\(uzh_1 = —woo/\wo—wol/\wl—wo2/\a)2—a)03/\a)3
'y o 9 4 0 1_,0 2
—W AW - =0 AW = 0 A0 -0 g AO°.

2h 2h
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!
Por comparagéo, podemos ver que 0’y = —5rw” e w’; = ;—hwz, onde ' =df/dr. Mas obser-

vando a equacéo (3.60), podemos escrever:

0 1 '
wi=w, = 5d¢>;
!/
w02 = w20 = —;—hdr.

Lembrando que aplicamos as propriedades wq,, =0 € wgp = —wp,, COMo por exemplo, wol =

noowm =wp1 = —Wi0 = —77116010 = wlo. Podemos ver também que,

Rldrade = -0)ne’-ow? Aot -0 Ao0® - 0?3 A0?
Mol Ao?h™1 = —wzo/\wo—w21/\wl—w22/\w2—w23/\w3
!/ !
2 1 0, 1 2 1
—— AW = -’ A -0 AD .
h 2h 1
2 o2 0

Assim, comparando cada termo, observamos que w*; = Fw

equacéo (3.60) podemos ver que

L (h’— f'f

2h

o

— 0. De acordo com a

Em resumo, as conexoes tetradicas nédo-nulas szdx“ sdo dadas por

f/
Ihdat = Flllodx“ZEd(/)
0 2 f’
I pdat = Fﬂodx“:—ﬂdr
f
2 dat = —thdx”:—%dt+ B~

ﬁ
2h

)d¢, (3.63)

Primeiramente vamos considerar circulos centrados na origem, com ¢, r e z fixos, ou

seja, dt =dr =dz =0. Nesse caso:

Através das equacoes (3.63), teremos o seguinte resultado

o L 0

g0 (-5
el (m-5£) o

0 0 0

0
0
0
0

(3.64)

(3.65)

Como I'y independe da coordenada ¢, podemos reescrever a holonomia como

¢
U(C)=Pexp (f i F¢d(,b) =exp (27Tp)
1

(3.66)
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Podemos expandir a equacéo (3.66),

2nT4)?% (27T ,)3
¢ ¢,

U(C):exp(ZnF(p) =I1+2nl¢+ oY 3 e

onde I é a matriz identidade. Usando as equacées (3.58) e a matriz (3.65), por uma

simples multiplicacdo de matrizes (I'y, - I'¢ = Fi el Fi = 1"2), podemos constatar que

I} =-LT,, (3.67)

onde definimos L, =[1—2senh2(r) — 2senh4(r)]%. Assim,

(27)? (2m)3 2m)* (2n)°

— 2 2 212 4
U = I+2nTy+ T = oLy = = LI+ LTy + ..
o0 [gnp @l @aLp® ) Tor@il)? @aLpt @l
L, " 3! 5! Tzl 2 4! 6! )

Dessa forma, para um ciclo completo (¢ : 0 — 27), a equagao (3.66) torna-se

'y I
Uypor(C)=1+ —sen(2nL,)+—[1-cos(2nL,)]. (3.68)

> Lr L%
Considerando as equacdes (3.58) e que A’ = 1+ 2senh?r, f' = 2v/2senhr-coshr e que
também podemos escrever h = senhr-coshr, é possivel mostrar que A’ — % =1. Levando

em conta essas consideracoes, a matriz (3.65) podera ser representada por

0Oy 0 O
y 0 -1 0
Iy = : (3.69)
01 0 O
0 0 0 O
onde estamos usando y = f'/2. Além disso,
y2 0 -y 0
0 (-1 0 0
r?= Y , (3.70)
y 0 -1 0
0 0 0 0

Depois de alguns célculos, usando as equacaes (3.69) e (3.70), podemos ver que o trago da
matriz (3.68), correspondente ao loop de Wilson, é
(1-y?)

L}

W({C)=-4+4-2 [1-cos(2nL,)]. (3.71)
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Mas,
L? = 1-2senh®(r)-2senh(r)
= 1-2senh®(r)—2senh®(r)senh®(r)
= 1-2senh*(r)(1+senh®(r))

= 1- QSenhz(r)coshz(r)

= 1—y2.

Com isto, o loop de Wilson para esta situacéo sera dado por
W(C)=-2+2cos(2nL,). 3.72)

Agora, seja senh(r.) =1, onde r. é, por definicdo, um raio critico. Assim, para r > r,
teremos g(r) = senh*r —senh?r > 0. Sendo assim, mantendo ¢ e z fixos, a curva definida
por r = cte > r., serd do tipo-tempo, pois de (3.59) teremos que ds? = g(r)d¢? > 0. Se
fizermos tal consideracio, a existéncia de tal curva violaria o principio da causalidade.
Considerando que senhr = (e” —e™")/2, é facil mostrar que o raio critico também pode
ser escrito como r. = In(1 + v2). Desde que tenhamos um raio r > In(1 + v/2), podemos
ver que L2 = 1-2senh?r —2senh?r < 0. Portanto, quando um vetor for transportado
paralelamente sobre um contorno circular com raio fixo r > In(1 + v/2), a transformacéo

de holonomia e o loop de Wilson serdo dados por

T I
Uo2a(C) =1+ L—“’senh @nL,)+ L—‘z” [1-cosh(2nL,)] (3.73)

r

W(C)=-2+2cosh(2xL,). (3.74)

Observe que as funcoes trigonométricas ndo sdo naturais nessa regido. Vamos escrever
L? =1-2x-2x%, com x = senh?(r). Fazendo L2 = 0, obtemos x = (—1+ /3)/2. Vamos
escolher valores de x > 0. Assim, analisando a regifo 0 < x < (v/3 — 1)/2, temos L% >0,
portanto L, € R. Por outro lado, na regido (v/3-1)/2 < x < 1, onde usamos o fato de que
senh(r.) =1, temos que L% < 0. Portanto, L, € C. Deste modo, podemos dividir a regido

r <In(1+v/2) em duas outras regides, a saber:

0< r <arcsenh

(\/gz_ 1)2] : (3.75)

Y
(\/§2 1) ]< r <In(1+Vv?2). (3.76)

arcsenh
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Na regido (3.75), a matriz de holonomia (3.68) contém funcées trigonométricas naturais
(nessa regidao L, € R), enquanto que na regido (3.76) temos funcoes trigonométricas hi-
perbdlicas, pois L, € C. Portanto, U(C) e W(C) tém a mesma expressio para regioes onde
o raio do circulo, sobre o qual o vetor é transportado paralelamente, € maior que o raio
critico r.. Para circulos contidos na regidao 0 < r < r., a transformacéo de holonomia e o
loop de Wilson tém dois tipos de expressodes (natural e hiperbdlica).

Vamos considerar agora o transporte paralelo de um vetor ao longo da direcéao radial

de r1 para rg, mantendo ¢, ¢ e z constantes. Considerando (3.63), podemos obter I';, ou

seja,
O 0 0 O
0o 0 o0 -L
T, = 2h
O 0 O
f!
0 -3z 0 O

Mas f' = 2v/2senh(r)cosh(r) e h = senh(r)cosh(r). Logo, —(f'/2h) = —v/2. Desta forma

podemos escrever:

0 00O

/ 0 001
I,=-var =-v2 (3.77)

0 00O

0100

Assim, a variavel de contorno U(C) para este caso, sera dada por
rz ! 12
Uy,.r,(C) = exp ( f r,dr) =I-T'senh (V2Ar) -T"%|1-cosh(v2ar)|. (3.78)
r1

Tomando as multiplicacées das matrizes I'2 =TT, podemos obter a forma matricial de

(3.78), ou seja,

1 0 0 0
0 cosh(v2Ar) 0 -senh(V2Ar)
Urir(C) = , (3.79)
0 0 1 0
0 -senh (\/ﬁAr) 0 cosh(\/ﬁAr)

onde usamos Ar =rg—rj.

Agora, vamos considerar um segmento representado por uma translacéo temporal de
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t1 para te, mantendo r, ¢ e z constantes. Pela equacéo (3.63), teremos

0
0
0
0

o o o O

1
0
0 O
0
Portanto, depois de alguns célculos, podemos ver que a variavel de contorno U, ;,(C) sera

Uty (€)= I+T sen (v20¢) + T2 1-cos (v2At)|, (3.80)

com At =t9—t1. Na forma matricial teremos,

cos(V2A¢) sen(vV2At) 0 0
—sen (V2At) cos(vV2At) 0 0
Utl,tz(C) = , (3.81)
0 0 1 0
0 0 01

com At =tg9—tq.

Quanto a um segmento representado por uma translacdo na direcdo de Oz, de z; para
z9, considerando ¢, r e ¢, fixos, podemos ver que a variavel de contorno serd igual a matriz
identidade. Assim,

U, 2,(C)=1, (3.82)

0 que, em gravitacdo, corresponde ao espaco-tempo plano. Isto significa que qualquer
vetor transportado paralamente ao longo da direcdo de z, néo tera sua direcio afetada

pelo campo gravitacional.

3.4 Variaveis de contorno no universo de Friedmann-

Robertson-Walker.

Nesta secdo vamos calcular a transformacéo de holonomia para o espaco-tempo des-
crito pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), utilizando o método pertur-
bativo. Em seguida, por meio de uma transformacao de coordenadas, mostraremos que é

possivel recuperar o resultado calculado através do método exato.
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A métrica de FRW corresponde a um simples modelo do universo. Nesse modelo de
universo, o mesmo ¢é considerado isotrépico e homogéneo. Através de uma escolha conve-
niente de coordenadas, o elemento de linha que caracteriza tal situacdo tem a seguinte
forma:

ds? =dt® - a®@)dy? + f2(y)(d6? + sen?0d p)], (3.83)

onde dy?+ f2(x)(d6?% + sen?0dp?) é a métrica correspondente a um 3-espaco de curvatura
constante e independente do tempo, e a(t) é denominado de fator de escala. O fator de
escala a(t) esta associado com a taxa de expansao ou contracdo do universo. A geometria
do 3-espaco é qualitativamente diferente de acordo com o valor da constante de curvatura
k, que pode assumir valores —1 (universo é dito aberto), 0 (universo é dito plano) ou +1
( universo é dito fechado). A forma da funcdo f(y) depende do valor da constante de

curvatura [18],

sen(y), se k=+1
Q)= 1 se k=0 (3.84)

senh(y), se k=-1.
A coordenada y varia de 0 — oo, se k =0ou k =-1, e de 0 — 27, se k£ = +1. Utilizando
o método variacional para calcular os coeficientes da conexdo de Christoffel, obtemos os

seguintes termos ndo-nulos:

I, =ad, Thy=adf?, T, =adf?sen®,
) =Tl =dla, Thy=—ff,  Th,=—ff'sen%,

3.85
0 _10 _ . 6 _10 _f ( )
Fte—ret—a/a, FXB_FOX_I”

¢ _ 1+ _ . o _rd _f
Ftd)—l“(pt—a/a, rx¢_r¢x_f

0 _ _
F(M)— senfcos0,

¢ _p¢ _
ng)—l"(pe—cote,

onde estamos usando f' =df/dy e d = da/dt.

Vamos considerar somente o caso em que o transporte paralelo seja realizado ao longo
de um circulo no plano equatorial (8 = 7/2), mantendo ¢ e y fixos ao longo da érbita. Sendo
assim, podemos ver através das equacdes (3.85), que os £’s termos (Uy),, para efeito de
célculos, devem ser considerados apenas os casos em que u=¢, v==t, u=t, v=q¢; u=q,
V=X H=X, V=9

Primeiro vamos calcular o termo de primeira ordem (U;).. Portanto, tomando a equa-



cao (2.84), obtemos os seguintes resultados

@= [Tl
wvi= [ g
@i= [ Thap
! = fo 10 dg
@y= [Ty
wvl= [ T do

2
X _ X
(Ul)‘P —j(; F(P(pd(:b
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0
27T,
21Ty,
27T,

27T%

e (3.86)

Notem que as componentes I''s, de acordo com as equacdes (3.85), ndo dependem da coor-

denada ¢. Para o termo de segunda ordem (Us)),, encontramos o seguinte:

2
b _ =
U2)y = 21 /o
@)
2 (
2m
¢ = J—
(U2)t - 9 0
2n
r — -
(UZ)X — 2' 0
2
0 = J—
(U2)9 - Y 0
2n
o _ =
(UZ)t - 2' 0
2
t = J—
(UZ)(p - Y 0
Up)h = Uy =

rort,+r9 rr +1r ré

2
T (¢1)de1 | Too(@2)dg2=

)

Fét((l)Z )d(,bz =

A A N

2w
(g [
0

21

I3 @ndgn [ Ty (padgs =

2w

T (¢p1d A [ho(¢p2)dpe =

2w

Fiv((Pl)d(Pl f Ty (p2)dpa =
0

2n
%, (1)d ¢ A T4p(p2)depa =

0.

(27)?

o T Ti0) =
2 2
_ @2m) x
2!
(27)? (27)?
o T30 = 5 TouTiy
2m)? om)?
( ;) (Févréx):( ;) 'F&Prix
2m)? 2m)?
Ejgg—(rgvrgg)::Szgl—-rg¢r$6
92 2
Szglxrivr;pzzo
(27[)2 t 3%
Ty =0
(3.87)

Seguindo 0 mesmo procedimento, podemos calcular os outros termos de ordem superiores,



que sao dados por:

Us),
Us)!
Us)g,
Us)}

X
(Us)y,

Uy? =
Uy =
Uy =

Uy =

Uy =

Us)"
Us)!
Us),
Us)}

Us)t

Ue)y =
Ue); =
Ue)y =

Us)) =

Ue)! =

= (Us);=U3); =0

2 3
- By

t 1
—4! X-FM)F(M

2m)t

T o
0 X Toelgy

2n)* 0 ¢
0 X Tpelpo

(Uay = U} = U}y = 0;

= (Us);=WUs}=0

_ @n)° o ¢

- w2 T
@n)° 5

= o X T

6!

(C,2) T —
X Ty,

@m° o x o
6! X" T4y Ty

@mP 5 o ¢
6! X" Tpglp

(e, = WUs)} = Us)y = 0;
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(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)
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e assim sucessivamente. Aqui estamos usando X = (¢fsenf)? — [(f’sen9)2 +cos29]. No

entanto, com a restricdo 6 = n/2, teremos: X = (af)? - (f')?, I, e = (af)?, T ¢ =

o~ ¢t bo by
—(f"2e Tg (/JFZH = 0. Sabemos que a matriz de holonomia U(C), para o caso perturbativo,
é escrita como:
Ut Ul Uy U
UQC)= Utz U’g Ui U% (3.92)
u, Uy Uy U s
ul Uy Uy Uy

O nosso proximo passo agora é calcular cada elemento da matriz (3.92). Com base nas

equacdes de (3.86) a (3.91), podemos constatar que os dnicos elementos de U(C) nao-nulos
5 t 77X 170 11 71P TE TTO X

séo Ug, Uy, Uy, U¢, u/, U¢, Uye U¢.

Portanto, tomando a equacéo (2.84), obtemos

UNC) = &L+ UL+ Ui+ U3+ Uyt + ...
(2m)? @en)* (2m)®
¢ _ t 1o t ¢ 2 t 1P
Uu;C) = 1+T-F¢¢F¢t+TX-F¢¢F¢t+TX Lpplpe + oo
2 4 6
rt r¢ (27!\/)_() (271\/)_() (27[\/)_()
Utc) = 1+-2¢ + + +...
t X 2! 4! 6!
It ¢
uiec) = 1+$[cosh(2n\/)_()—l]
YY)
uie) = 1—(0;’;) [cos(2nL ;) -1], (3.93)
f

onde usamos a notacéo L? =(f")2—(af)* = —X e consideramos cosh (27i+/Ly) = cos (271/L ).

Seguindo o mesmo procedimento, encontramos os demais elementos:

2

Ui = 14 2) [cos(2nL ;) —1],
Ly

use) = 1,

Uy(C) = cos(2rLy),
® a

= ——sen(2nL
U, (C) aLfsen( nLy),

. 2
U(Z(C) = az:r sen(2nLy),

/

UdC) = f];fsen(27rL P}

U,C) = —isen(QnL £ (3.94)
Ly
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Portanto, a transformacao de holonomia para esta situacéo sera dada por

1- (af) [cos(Zan)— 1] 0 0 adfzsen(Qan)
. 0 (f) [cos(Zan) 1] 0 ff 7sen(2nLy)
UC)= . (3.95)
0 0 1 0
at;sen(2nLy) fL sen(2rL f) 0  cos(2nLy)

Da equacdo (3.95) podemos observar que o traco da matriz U(C) correspondente ao loop
de Wilson é
W(C) = -2 +2cos(2nL¢). (3.96)

Consideremos agora as seguintes expressoes para o fator de escala a(t):

a(t) =aplcosh(r)— 1] t=agplsenh(r)—71], se k=-
a(t) =12 t =a%273, se Ek=0. (3.97)

a(t) =agplcos(t)—1] t=agplsen(rt)—1], se k=+1.

onde 7 é uma parametro qualquer. As equagoes representam os simples modelos de uni-
versos de Friedmann, sendo: aberto, plano e fechado, respectivamente. Lembrando que
L¢= \/W e considerando as expressoes (3.84), podemos ver que quando ¢ — 0,
temos como consequéncia que d(¢) — 0. Assim, a transformacédo de holonomias tende a
uma matriz unitaria 4 x4 e o loop de Wilson tende para um valor correspondente ao vacuo
[18]. Portanto, ao aproximarmos da singularidade o loop de Wilson néo distingue entre
as trés geometrias k=—-1,k=0e k= +1.

Agora vamos considerar a mudanca de coordenadas r = f(y), com dr = f'(y)d x, onde:

para k =+1;
r = seny
dr = cos(y)dy
dr = \/1-sin®(y)dy
d
T - 4y (3.98)
1-r2
para k = 0;
r =y

dr

[
&
=

(3.99)



para k =-1;
r = senh(y)
dr = cosh(y)dy
dr = \/1+senh2(y)dy
d
i = dy.
V1+r2
Assim, sem perdas de generalidade, podemos escrever uma expresséo geral
d
dy=—t
V1-Fkr?
com f'(y) = V1-kr2. Neste caso, a métrica (3.83) ficara
2 2_ 2 dr? 2( 102 2 2
ds“=dt*—a”(t) +r°(d0” +sen“0d¢p”)| .
1-kr?
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(3.100)

(3.101)

(3.102)

Além disso, podemos ver que L = v/1—(k +d?)r?2. A métrica (3.102) é uma forma alter-

nativa para o universo de FRW.

Vamos agora considerar um caso particular, onde o universo é estatico, ou seja, da(t) =

0. Com isso, podemos ver que Lf = vV1—kr? = f'(y). Considerando esta situacéo, a trans-

formacao de holonomia (3.95) sera agora dada por:

1 0 0 0
_ 0 cos(2nV1—-Fkr2) 0 -—-rsen2av1-kr?)
Uo,2:(C) =

0 0 1 0

0 isen2nv1-kr?) 0 cos2nvV1-kr?)

(3.103)

A equacao (3.103) representa a transformacdo de holonomia obtida através do método

perturbativo, num universo estatico.

A fim de mostrar a equivaléncia entre os dois métodos utilizados (perturbativo e exato)

em nosso trabalho, para o caso do universo estatico, vamos primeiramente definir as 1-

formas:

0’ = dt,

w = a(t)dy,

w? = a@®)f(y)do,

w® = a@®)f(y)senbd.

(3.104)
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Agora seja um campo de tétradas definido por w® =e H(“)dx”, onde

e® = 1

3 e’ = 0 (3.105)
e, = afp '
e3(3) = a(t)f(y)send.

Por uma transformacao do tipo (2.86), a transformacéo de holonomia, obtida através do

método exato, sera

1 0 0 0
0 cos(2nV1—Fkr?2) 0 —-sen(2aV1-Fkr?)
Uo,zn(C) = . (3.106)
0 0 1 0
0 sen(2avV1-kr?) 0 cos(2nVvV1—-Fkr?)

A matriz (3.106) pode ser interpretada como gerador de rotagdes, onde o argumento
271V1 - kr2 representa a deficiéncia angular, obtida quando comparamos a direcéo final e
inicial de um vetor transportado paralelamente ao longo do caminho fechado. Para o caso
do universo plano (k£ = 0), observe que a matriz de holonomia é igual a matriz identidade
(U(C)=1), 0 que era esperado. Assim, a transformacéo de holonomia pode ser usada para
estudar a curvatura do universo, desde que a deficiéncia angular seja dependente apenas

da curvatura do espaco-tempo [19].



Capitulo 4

Holonomias e loop de Wilson nos
espacos-tempo da corda cosmica com

estrutura e de Kottler.

4.1 Introducao.

Nesta secdo vamos aplicar o método perturbativo para calcular a holonomia para um
espacgo-tempo da corda césmica com estrutura e em seguida para o espago-tempo descrito

pela métrica de Kottler.

4.2 Variaveis de contorno no espaco-tempo da corda

cosmica com estrutura.

As transicoes de fase, ocorridas no universo primitivo, devido a quebra espontanea
de simetria, devem ter dado origem a objetos topolégicos, dentre os quais temos a corda
cosmica. Esta é de particular interesse, uma vez que, devido as flutuacoes de densidade,
esta poderia ser responsavel pela formacoes de galaxias no contexto em que num processo

inflaciondario estaria presente.
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Nesta secdo vamos investigar a transformacio de holonomia no espaco-tempo gerado
por uma corda césmica infinitamente longa, onde a densidade de energia é constante no
interior da corda e nula na regifo exterior. A densidade de energia dentro da corda é
dada por o, sendo nula fora dela. A métrica de Gott-Hiscock é uma solucéo das equacoes
de Einstein que descreve o espaco-tempo de uma corda césmica com estrutura interna

ndo-nula. A métrica que descreve essa situacéo é dada por:

n

ds? =dt®>—dp? - p2sen? (‘[)ﬁ)dc/)2—61lz2 (4.1)

dentro da corda, e

2
ds?,, =di® —dr’- %d& ~dz?, (4.2)

fora dela, onde p, = 1/v/870 é o raio “energético” da corda césmica [42]. A variedade
pode ser mapeada por ¢ € (—oo, +00), p €0, pol, ¢ €[0,27], z € (—o0,+00), cobrindo a regido
interior a corda e ¢ € (—0o0,+00), r € [rg,+00), ¢ € [0,27], z € (o0, +00), cobrindo a regido
exterior. As coordenadas (¢,¢,z) sdo as mesmas em ambas as regides. Por outro lado,
Po € ro denotam o raio da corda césmica nas coordenadas internas e externas, respec-
tivamente. As condicdes na superficie da corda césmica que conectam as duas regides
séo dadas pelos parametros interior (v,r() e exterior (p.,p) a corda. A conexéo entre as

regioes é estabelecida pelas relacoes:

po _
P
1
% =
cos(e)
ro _ tan(e) (4.3)
Po €

onde € é a deficiéncia angular, que é constante.

Das relagoes (4.3) temos algumas consequéncias. Para pg fixo, se tomarmos a densi-
dade de energia dentro da corda tendendo a zero (p. — 00), 0 espacgo-tempo de Minkowski
é recuperado !, sendo que nessa condicéo a deficiéncia angular tende a zero (¢ — 0). Por
outro lado, nesse limite, v = 1/cos(e) — 1, ro = po e assim ambas as métricas (4.1) e (4.2)

recuperam o espaco-tempo de Minkowski. De outro modo, se fizermos a contracédo da

1Para verificar isso, lembre-se que
sinu

lim

=1,
u—0 u

onde vocé pode fazer u = p/p. na equacéo (4.1).
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corda (p9 — 0) mantendo o exterior fixo, ou seja, mantendo a deficiéncia angular cons-
tante (¢ = cte), devemos ter a densidade de energia o proporcional a quantidade €2/ 87rpg.
Uma parte finita da corda em 2-dimensoées, com (¢ = cte,z = cte), do espaco-tempo descrito

pelas métricas (4.1) e (4.2) é representada na figura 4.1.

r=r _ Espaco-tempo com
=70 P="o curvatura constante

J S—
1
; 1
'
:f '
-',""'--"""r-,_
] k x "
I h
1
| — e = arccos | —
L 41 v

Figura 4.1: Representacdo em 2-dimensdes de uma parte finita da corda césmica com matéria.

Agora, a fim de calcular a transformacdo de holonomia através do método perturba-
tivo, vamos aplicar o método variacional para calcular as componentes da conexéio I‘zv.

Consideremos a lagrangeana dada por
. 1 v
L(x,x) = éguv(x)x”x (4.4)

com x" =dx*/d A, sendo A um parametro afim ao longo da curva. Por outro lado, a equacao

de Euler - Lagrange pode ser escrita como

d (aL ) oL (4.5)

dA\oxH) oxt '

Para uma dada lagrangeana, a equacéo (4.5) reduz a uma equacio geodésica dada por:
%+ szo'c“a'cv =0. (4.6)

Considerando a métrica que descreve o interior da corda, temos pela equacéo (4.4) que

1. :
L:§ i2—p? - p%sen? (ﬁ)(l)z_z.z , 4.7)

*
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onde podemos observar que

oL _ 3L _ 3L _ oL _ _
=090 -0 0z =%
oL _ ; oL _ P2
=t o = —p*sen(%)cos(%)(p (4.8)
oL : oL 2 pp2 ;
5 =P 3% = —plsen?(2) 4

Substituindo os resultados das equacédes (4.8) na equacao (4.5), encontramos as seguintes

equacoes geodésicas:

t = 0
P —p«sen ﬁ)cos(ﬁ)d}(b =0
* p*
.1 . 1 .
(p+—cot(£)¢p+—cot(£)pcp =0
i = 0. (4.9)

Comparando as equacgoes (4.9) com a equacao (4.6), obtemos as seguintes componentes

da conexao de Christoffel ndo-nula:

()
¢ %
rr.=r = —cot|—
pd ¢p [ [
P P
re. = —p*sen(—)-cos(—) (4.10)
¢ . 0.

Analisando os resultados das equacoes (4.10), podemos concluir que os valores nao-
nulos para os k’s termos U(k)ﬁa, com k =1,2,3,4,.., serdo dados quando a =p e f=¢ ou
a=¢ e f=p. Vamos tomar caminhos fechados com ¢, p e z fixos, e com a contribuicéo
apenas de ¢ € [0,27]. Inicialmente vamos calcular o termo de primeira ordem (%2 = 1),

referente a expansao (2.84), ou seja, para k£ = 1. Neste caso,

27

U(l)"p: i rgpd(p =0
27

U(D"’(p: F£¢d¢ = 0

0

2w
¢ _ ¢ — ¢
Un) p _fo r(bpd(p = 2nly,

p 2 p
Yo'y :/0 Lppdd

Lembramos que as componentes da conexao I', de acordo com as equacées (4.10), nao de-

2nrg " (4.11)

pendem da coordenada ¢, o que nos possibilita retira-las da integral (veja os dois dltimos

termos da equacéao (4.11)).



Para k =2, obtemos
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1 21 2n 1 21 21 (271.)2
U(2>pf’:5fo rgvdcpfo rgpdcngfo rg¢d¢f0 rf,do o T8, T,
Ua'y = [ Toto [ Tgas=o [0 [Trha0 = STt
U’y = % 02” Fivd(pf:n Lppdp= 2%[0271 Fipd(pfozn Lgpdd = 0
U’ :lfznr” dc/)fznl"v dcp:lfznr” d(,bfan(P d¢ = 0. (4.12)

@ ¢ a1y "~ 0o ¢ 2ty 90 0o ¢
Para & =3:
g.r =@ o s @D o e
@ p 3! ov= B dp 3! b~ p” bo
U(3>¢¢ = (2;?3 -riyrfbﬁrﬁd): (2;;)3 -Fiprg¢ri¢ =0
Ug)'p = %L!ﬁ-rgvr;ﬁrgd) = (23Lr)3 ToolopTop = (2;)3' F&p)z'rip
U(S)(pp = (23L|)3 'rivrsvbﬁrip - (23L1)3 'Fiprggbrip = (2;)3 _ Fip)z'rgd" (4.13)
Para k =4:
v b =@ e sy @0 oo e (27[)4'(Fp 9 )2
@ p 41 v BTy ¢p 4] PP o PP dp ! PP~ ¢p
U(4)¢<1> - %Fivréﬁrgyrqybcb - %Fipr&bripr& - e (Fiprgsbf
U(4)p¢ =%FZJ%F§YFL¢= (22)4Fg¢l“$pl"g¢l“$¢ =0
Uy, :%rgvr;ﬁrgr;p:(2;’!)4r$prg¢r$prg ) (4.14)
De maneria semelhante encontramos:
U(5)pp :U(5)¢¢ =0
5
U(5)p</> - (2;) (Fgcb)g (Fip)z
U(s)(pp - (25Lg)5(rip)3'(rg¢)2 (4.15)
U(e)p¢> :U(G)(pp =0
6
U(G)pp - %(F&brg;f
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Generalizando para n valores de %k, podemos escrever:

U, = (2;;),1 -(rg(prip)%-w para n=1,2,3,.. 4.17)
U(n)(pq) :%-(Piprgd,)%-&;“ ,para n=1,23,... (4.18)
Uy = (2%’1( g(p)nTﬂ-(rip)nT_l.[l_(z—_lm para n=1,2,3,..  (4.19)
U,", = (2;;)” -(rip)%l : (rg¢)n71-[1_(2—_1m para n=1,23,.  (4.20)

Considerando que estamos aplicando o método perturbativo, a matriz que representa

a transformacao de holonomia sera dada por

U, U tp Ut¢ U?,
_ v, u*, U U
UC)= (; (P" ¢¢ (: , (4.21)
v, U, U ® U’,
Us U?, Uz(p U?,
onde cada elemento da matriz (4.21) pode ser escrita na forma
o0
Uy =6%+ Zl Uiy (4.22)
n=
De posse dos resultados obtidos nas equacoes de (4.17) a (4.20), podemos verificar que
U, =U* =1 (4.23)
P _ P P p P P
u, = 1+U(1) P +U(2) P +U(3) P +U(4) P +U(5) P +...
& (2m)" 5 [(-1D)"+1]
- R S R e
Up =1 +n§1 n! (de/)rw) 2

U, = 1+§(2n'm)n'[(—l)n+u

P s n! 2
Upp = cos 2ﬂ-cos(£)], (4.24)
Px
onde na equacao (4.24) usamos FZ) ¢Fip = —cos? (%), considerando que cosx =1— ’é—z, + ﬁ—? -
’é—? + ... De modo semelhante,
¢ _ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
U¢> = 1+U,, ¢+U(2)¢+U(3) ¢+U(4) ¢+U(5) o T
o0 n n n
bR (B
U ¢ 1+n;1 n! (F¢pr¢¢) 2
¢ o \"
0 @ (2115, T0) (1)
u’, = 1+ Y : :
=1 n! 2
U¢¢ = cos|2m-cos (ﬂ)] (4.25)
P+
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Também temos que

o _ p P p p p
Uy = Uy ptUg o tUg ot U o tUg -
X 2t nil 2 [1-(-1)"]
p — 227 P Ar® 2 LV
U ¢ r;l n! (r</></>) (F¢>p) 2

— i(zﬂvriﬂﬁp)n. Too | ==
¢ a1 n! \/rip 2

U’ = —p.sen (ﬁ)-sen chos(pﬁ)], (4.26)

onde na equacdo usamos Fg(p/l“ip = —[p.sen(p/p.)])? e consideramos que senx = x — ’é—?; +

5 .
£ — ... De modo semelhante podemos verificar que

¢ _ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
u’, = U(1) p +U(2) p+U(3) p+U(4) p+U(5) p e
(') n n+l n—1 n
o _ 2@ (o5 (o T =D
Ul = n;l n! (rdw) (Fw) 2

- i(znvriprgd,)n. Cho [1-(=1"]
g n=1 n! \/Tg(p 2

271 cos (ﬁ)] , (4.27)

P+

U’ = p;lsen_1(£)~sen

P«

onde na equacéo (4.27) usamos Fip/l“g(p = —[p.sen(p/p.)] 2.
Dessa forma, a transformacao de holonomia no interior da corda, calculada para con-

tornos fechados com ¢ : 0 — 27, mantendo ¢, p e z fixos, sera representada pela matriz:

1 0 0 0
0 cos [27:-005(‘%)] —ps.sSen (p%)'sen [chos (pﬁ)] 0
ﬁint(c) =
0 p;lsen! (p%) -sen [chos (pﬁ)] cos [2n-cos (pﬁ)] 0
0 0 0 1
(4.28)

Portanto, de acordo com a matriz (4.28), o loop de Wilson sera dado por:

Wini(C) = —4+TrUsy,)

27 cos (ﬁ) ] . 4.29)

mnt(C) = —2+2cos p
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Para calcular a transformacéo de holonomia na regiao exterior a corda césmica, de-
vemos considerar a métrica dada pela equacao (4.2). Aplicando-se o método variacional,
verifica-se que as componentes ndo-nulas das conexdes sio:

oo T
b 2
1

o o _ 1
=Ty = ~. (4.30)

De modo semelhante aos procedimentos adotados para encontrar as componentes da ma-
triz de holonomia para a regifo interior, podemos verificar que os tnicos elementos néo-

nulos da matriz de holonomia serao dados por:

U, =U? =1
(4.31)
2
Urr:U(Pd) = cos(—n)
v
(4.32)
2
u, = —Z-sen(—n)
v v
(4.33)
U(pr = X—sen(2—n) (4.34)
r v

Assim, podemos escrever a transformacio de holonomia na regiao exterior a corda cés-

mica como:
1 0 0 0
_ 0 cos —~L.sen(%E) 0
Ueyt = ( v 2 v 2( v ) , (4.35)
0 fsen(Z) cos(Z) 0
0 0 0 1
sendo que o loop de Wilson sera escrito como:
— 2
Wert(C)=—2+2-cos (—”) (4.36)
%

Considerando que na superficie da corda temos p = pg e r = ro, as transformacéoes de

holonomia na superficie da corda seréo representadas por:

1 0 0 0
0. (C)= 0 1 cos [271 cos(ﬁo)] —p*sen(go) sen[2ncos(5—‘:)] 0
0 p,'sen” (go) sen [ZJTCOS(ZO)] cos [271 cos(zo)] 0
0 0 0 1

(4.37)
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e
1 0 0 0
_ 0 cos(% ~0.sen(2E) 0
Uext(C) = ( Vi o &) (4.38)
0 %-sen(%) cos () 0
0 0 0 1
Recordemos que pelas equacoes (4.3), temos as seguintes relacoes:
Po
P+
1
v = —;
cos(e)
t
To _ tan(® (4.39)
Po €
Essas relacoes nos permitem escrever:
p*sin(@) = Q;
[ v
1
cos (@) = - (4.40)
[oit v

Assim, observamos que, na regido que conecta o interior e o exterior da corda, néo é
possivel distinguir a transformacéo de holonomia. Portanto, U;,:(C) = U,.+(C), que por
consequéncia teremos AW:-,AC )= Wext(C), como era esperado.

Por uma mudanca de varidveis do tipo U, *(x,x) = e u(“)(x)Uv“(x,x' )ev(b)(x’ ), podemos
encontrar uma relacdo entre a transformacao de holonomia exata U(C) e perturbativa
U(C). Aplicando essa transformacéo, é possivel reescrever a transformacéo de holonomia

(4.37), calculada dentro da corda, como:

1 0 0 0

U, (C) = 0 cos [2n-cos (5—0)] —sen [anos (%)] 0 (4.41)
0 sen [2ncos (Z—i’)] cos [2”'005(5_2)] 0
0 0 0 1

Podemos interpretar a matriz (4.41) como um gerador de rotacées em torno do eixo z, dai,
podemos escrever U;,;(C) = exp [—271 -1cos (Z—‘j) le]. De modo semelhante, podemos ver

que fora da corda, a transformacéo de holonomia sera

1 0 0 0
0 cos(ZE) -sen(%) 0
Uext(C) = ( v ) ( v ) , (4.42)
0 sen (27”) cos(27”) 0
0 0 0 1
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que também pode ser pensada como um gerador de rotacées em torno do eixo z, sendo
que U, (C) = exp [—27”iJ12].

Analisando a transformacéo de holonomia (4.41), calculada dentro da corda, observa-
se que, considerando uma densidade de energia tendendo a zero (¢ — 0), para um dado
raio fixo pg, 0 que equivale a p, — 0o, a matriz de holonomia recai numa matriz unitaria
U;n:(C)=1, e o loop de Wilson sera W;,;(C) =0. Sendo assim, para uma corda com den-
sidade de energia tendendo a zero, o espaco-tempo tende ao espaco-tempo de Minkowski.
Nessas condicoes, qualquer vetor transportado paralelamente ao longo do circulo cen-
trado na origem, néo tera sua direcdo afetada em relacéo a direcédo do vetor original.

Em um trabalho recente, Rothman et al [43]. estudaram algumas curvas particulares
onde um vetor V¥ é transportado paralelamente na geometria de Reissner-Nordstrom e
observaram uma propriedade interessante do transporte paralelo, que denotaram como
banda de invaridncia de holonomia. A banda de invaridncia ocorre para um dado raio
critico em que a holonomia € trivial. Podemos investigar de maneira semelhante, como
proposto por Rothman et al., o caso da corda césmica com estrutura. A banda de invari-
ancia ocorre quando a matriz de holonomia é igual a matriz identidade U(C) = I. Neste
caso, observando a matriz de holonomia obtida dentro da corda césmica (4.41), temos que
a mesma sera unitaria quando

PO _onn, (4.43)

P+

onde n é um ndmero inteiro. Mas sabemos que a densidade de energia é definida como

P« =1/vV8mo [42]. Neste caso,

7Tn2

= 2pg'

Isso sugere que para um certo raio pg, existe um valor especial da densidade de energia

o (4.44)

o, dado por (4.44), no qual a transformacao de holonomia sera trivial. Assim, quando um
vetor transportado paralelamente dentro da corda, ao longo de um circulo centrado na
origem, com raio fixo pg, ndo sera sensivel a fonte gravitacional, uma vez que sua direcéo

néo sera afetada, pois U(C)=1.
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4.3 Variaveis de contorno no espaco-tempo de Kottler.

Nesta secdo, vamos estudar a transformacio de holonomia para uma métrica que
é solucao exterior da equacdo de Einstein no vacuo, para um espaco-tempo estatico e

esfericamente simétrico, com uma constante cosmoldgica A. Essa métrica é dada por [44]

ds*=—[1-

2GM A 2GM A
)dt (1— —§r dr2+r2[d92+sen2(0)d¢2], (4.45)

r r

onde G é a constante universal de Newton e M é a massa da fonte. A soluc¢do de Schwarzs-
child é um caso particular da equacao (4.45), quando A = 0. Na presenca de uma cons-
tante cosmolégica positiva A > 0, recebe o nome de métrica de Schwarzschild-de Sitter
ou métrica de Kottler. Quando A <0, é chamada de Schwarzschild-anti de Sitter.
Vamos considerar o caso em que a constante cosmoldgica é positiva A > 0. A fim de

simplificar os calculos, vamos reescrever a equacéao (4.45) como

ds® = —A(r)dt® + B(r)dr® + r* [d6? + sen®(0)d $?], (4.46)
onde,
2GM A
A(r) = (1— -—r )
r 3
2GM A
B(r) = (1 - —r ) (4.47)
r 3
Para esta situacéo, os coeficientes da conexiao de Christoffel ndo-nulos séo:
! / B/
I, =T, = 2A I} = 23 ]
rr,=—= I, =- _rsein’0 0 _p0 _1 (4.48)
0 _ ¢ _1¢ _1 <P _1% _ cosf
F¢¢——sen9cos9 l"r(p—l"(pr—; Iy F¢9 B

onde estamos fazendo A’ =dA/dr e B'=dB/dr.
Vamos tomar érbitas circulares, centradas na origem e com ¢, r e 6 fixos, variando

¢ de 0 — 27. Primeiramente, observemos que a matriz de holonomia sera representada

por:
v, U, U, U,
N ur, U, U, U
UC) = Ht , 0" 9“’ , (4.49)
v, Ul U, U,
¢ ¢ ¢ ¢
v’, vl U’y U’
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onde cada elemento de (4.49) é dado através da expresséao
oo
a _ Sa a
U 5 =0 /3+kZ1U(k) L (4.50)
sendo que,

Un'p = ﬁ,rgﬁ(ﬁbl)d%
1
Ugp® = z—!ﬁfgﬂ(%)d%ﬁjfgﬁ@z)d(pg
a 1 a Y
@p = gjgcrw(‘/’l)d%blj{crgg(%)d(bz fc T%5(p)dps (4.51)

Analisando as expressoes (4.48), percebe-se que os elementos ndo-nulos de U“}6 ocor-
rerdo para os indices: a =¢, f=r,0; a=r,0, =¢; a =0, B=r;e a =r, f =06. Portanto,
usando as equacdes (4.50) e (4.51), depois de alguns calculos, encontramos

2
_—_— sen“(6p) 1
u, = 1- —B(ro) X [1 cos (271\/_)]
Ugg = 1- cosz(Bo)X [1 —Cos (Zn\/)_()] ,

U, = cos@nvX),

U, = —ro%ﬁ(;)%[l—cos@n\/}_{)],

Ul = Ml[l cos(27VX)|,

U, = rojzo()eo)&sen(znf)

Ut = %\/i_sen(zm/)_(),

UB(p - w\/—l)_{sen(%ﬂ/f),

Ut - :ZZ((T;‘;))\/L_sen(zm/)_(). (4.52)

2
onde estamos usando X = [%}f;’)+cos2(90)]. Considerando apenas o6rbitas no plano

equatorial (69 = 7/2), podemos escrever a transformacéo de holonomia como:

1 0 0 0

Foan(C) = 0 cos (Zn\/ﬁ) 0 -3 ;ﬂsen (ZE\/F) 453)
0 0 1 0
0 %\/l%sen (27[ B‘l) 0 cos (271@)
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Nesse caso, o loop de Wilson sera expresso por
2GM A
21 (1 - - —r%)
ro 3

Para um sistema de coordenadas definido por (x° = ¢, xl=r,x2=0,x%= ¢), podemos

definir as 1-formas 0° = VA(r)dt, o' = VB@r)dr, 0? = rdf e w® = rsenfd¢. Assim, sa-

W(C)=—-2+2cos , (4.54)

1y _1_2GM A2
onde B~'(r)=1 s " 370

bendo que w® =e M(a)dx“, podemos escolher um campo de tétradas tal que:

VA 0 0 0
w_ | 0 VB O 0
e,V = (4.55)
0 0 r 0
0 0 O rsenf

Portanto, através da relagdo U, *(x,x') = e M(a)(x)Uv Fx,x' )e"(b)(x’ ), em conjunto com as
equacoes (4.55), podemos obter a expressdo exata da transformacao de holonomia (4.53)

para essa situacao, cujo resultado é o seguinte:

1 0 0 0
0 cos(2my/1-2GM _ A2\ o gepn(27,/1-2GM _ 4,2
Uo,24(C) = ( o3 O) ( o3 0) . (4.56)
0 0 1 0
2GM A2 2GM A2
0 sen (271\/1— v _§r0) 0 cos(2n,/1— = _Ero)

Se tomarmos um espaco-tempo de Schwarzschild, com A =0, podemos ver que para r —
0, a transformacdo de holonomia (4.56) sera trivial, e portanto nessa regido o espaco-
tempo sera Minkowskiano. Para um espaco-tempo de de Sitter, tomando M = 0, com
A >0, a matriz U 2,(C) néo sera trivial, o que implica que o espaco-tempo ndo serd
assintoticamente plano em r — oo, como era esperado.

Consideremos, agora, segmentos correspondentes ao deslocamento de 61 para 09,
mantendo r, ¢t e ¢ constantes. Para este caso, a variavel de contorno, obtida através

do método perturbativo, é dada por

0 0

0
cos (AG\/F) —rO\/Fsen (AQ\/F) 0
0
1

Ug,,6,(C) = (4.57)

%\/I%sen (AH\/F) cos (AH\/F)

0 0

S o o =
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A forma exata de (4.57), tomada no plano meridiano, é

1 0 0

0 cos(AG\/l 2GM 3r(2)) —sen(AQ\/l——%%)
0 sen(AG\/IZGTgr%) cos(AH\/%)

0 0 0

Up, 9,(C) = , (4.58)

= O O O

onde estamos usando AO =609 — 0.
Por 1ltimo, vamos tomar um segmento correspondente a uma translacdo temporal

entre ¢ e t9. Nesse caso, a variavel de contorno, na forma perturbativa, é

AtA’

VB

AtA’

COSh(Z\/ﬁ)I \/Zsenh(Z\/,E) 0

Uy, 1,(C) = %Se”h(ﬁ%) COSh(%) 00 (4.59)
0 0 1 0
0 0 01

onde usamos At =t9 — 1. A forma exata da variavel de contorno, para este caso, é dada

por
AtA' AtA'
cosh (MAZ) senh (2] 0 0
senh | -AtA cosh | DA 00
Upy.1,(C) = (2\/1@) (2@) (4.60)
0 0 10
0 0 01

Veja que das equacdes (4.47), temos que B = A1, Assim, podemos escrever (4.60) como

cosh | At (@—%) senh At(%—%) 00
o o
senh | At m_m cosh At(%—m) 00
Uy,1,(C) = 3 o3 : (4.61)
0 0 10
0 0 01
onde usamos A’ = 2(5—2M - w. Portanto, para uma translacéo temporal entre ¢; e ¢2, temos

a seguinte expresséo para a varidvel de contorno: Uy, +,(C) = exp[(— jAN: A’f)J 14], onde J14 é

um gerador de boosts na direcdo do eixo z.



Capitulo 5

Calculo da variavel de contorno no

espaco-tempo de wormbholes.

5.1 Introducao.

Nesta secdo iremos aplicar o formalismo de variaveis de contorno para um espaco-
tempo caracterizado por um wormhole (Buraco de minhocas) para uma fungao forma
arbitraria r(p) e em seguida o analisaremos os casos particulares de r(p). Além des-
sas classes de wormholes, investigaremos, também, o wormhole idealizado por Morris e

Thorne. O método utilizado sera o perturbativo.

5.2 Variaveis de contorno no espaco-tempo de wormhole.

Recentemente, os wormholes tém sido alvo de investigacdes, norteado por sua possi-
vel empregabilidade em resolver conhecidos problemas da fisica e/ou predi¢ées de novos
efeitos observaveis. Os wormholes sdo mudancas topoldégicas que conectam duas regioes
do espaco-tempo através do que chamamos de garganta do wormhole.

Nesta secdo vamos considerar um simples modelo de wormholes, onde assumiremos
que a “garganta” do wormhole é muito curta, e que a curvatura na regiao fora da “boca”

do wormbhole seja relativamente fraca. Uma maneira de idealizar tal modelo é: consi-

derar duas cépias do espago-tempo de Minkowski, .#, e .#_, com coordenadas esféricas

81
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(¢,r+,04,¢s), sendo que os 4, e 4_ compartilham o mesmo tempo coordenada ¢; de
cada cépia, remover uma regio esférica de raio r. <a, onde a é o raio da esfera; e entao,
identificar as fronteiras dessas regides com (¢, 7., 0, ¢;) — (¢, r_,0_, ¢p_). Tal geometria

idealizada pode ser descrita pela seguinte métrica [45]:
ds? =dt? —dp? - r’(p)(d6® + sen®0d ¢?), (5.1)

onde |p| é a distancia prépria, com —oo < p < +0o e r(p) é a funcdo forma, que caracteriza

cada tipo de wormhole. Da equacio (5.1), podemos escrever
ds® =dt® —dp® - r’(p)d6? — r’(p)sen(0)d $p>. (5.2)

Antes de tudo, vamos primeiro aplicar o método variacional para calcular os respectivos
coeficientes da conexéo de Christoffel I'y,.

Considere a lagrangeana L(x*,x*) = %gm(x)o'c’"‘jcV como funcéo das variaveis indepen-
dentes %* e x*, onde pr, v=10,1,2,3,comx’ =t, x1 =p,x2 =0 e x3 = ¢. Sendo assim, com

respeito ao espaco-tempo dado pela métrica (5.2), a lagrangeana pode ser escrita como

1
L@GH,x) = égw(x)x“xv

1r. . .
LM, x) = 5 2_p%-r202 - r?sin®(0)¢? |, (5.3)

onde x* = dx*/dA, sendo A um parametro afim ao longo da curva parametrizada. Por

outro lado, a equacao de Euler - Lagrange é dada por

d (0L OL
=== 5.4
dA (axu) oxt 7 (5-4)
que para uma dada lagrangeana, reduz a uma equacao geodésica dada por:

£+ T, % %" = 0. (5.5)
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Considerando a lagrangeana (5.3), a diferenciacédo parcial nos fornecera

oL oL
ot 0
oL
o
oL
ap
oL
ap
oL
3
oL
a0
oL
a6

= =0

= —ripsen®0,

= —r2¢*sendcoso,

= —r%0, (5.6)
ar

onde usamos r’ = dp Substituindo os resultados das equacdes (5.6) na equacédo (5.4),

encontramos as seguintes equacoes geodésicas:

t = 0

p—r-r'00—r-r'-¢%sen?0 = 0

/

!
é+r—-p-9+r—-9-p—(bzsen0cos0 =0
r r
. r .. cos0
r senf

Comparando as equacdes (5.7) com a equacao (5.5), obtemos os seguintes coeficientes

nao-nulos da conexio:

Fge = —r-r
Fg(p = —r-r'sen®d
r/
o, =1y = —
pb bp r
Fg¢> = —senfcosbl
!/
b _po  _ I
Fp(b_rqbp I
b o cosf
rmp = F(P@ = ond (5.8)

Vamos calcular a transformacdo de holonomia tomando érbitas circulares com ¢ €
[0,27], e com os valores de 6, t e p fixos, ou seja df =dt =dp = 0. Analisando os resul-
tados expressos nas equacoes (5.8), podemos concluir que os valores ndo-nulos para as

quantidades U(k)“v, comk=1,2,3,.., serdo dadosquando u=¢pev=p,0epu=p,0ev=cd.
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Além disso, devemos lembrar que os coeficientes da conexdo ndo dependem de ¢.

Dessa forma, usando os resultados das equagoes (5.8), temos para o termo de primeira

ordem, ou seja, para k = 1:

Para k =2:

2! Jo

2! Jo
1 o2m 0 27

5‘/(; F(pv(gbl)d([)lfo r¥3(¢2)d¢2 =
2! Jo
2! Jo
2! Jo
2! Jo
2! Jo

21Jo

21
¢ _ ¢ _
Up'yp = fo Lpp(d1)dp1 =0
p 2
Uy’ fo Lpp(@1)d 1 =0

2n
Uy’ fo Pgo(p1)dg1=0

2n
fo T, (@1)dgr =27T)

g
I

21
p o
f(; F(P(p(c/)l)d(pl —27‘[F¢¢

2n
Tho(@1)d1 = 27T,

d
I

™
Il

27
| ooy =2aT,
2n

T, (@1dp1 =0

S
I

2n
fo [he(dDd¢r =0.

2 2

T, (p1)d | Too(@2)dn=

Grt yTO P 47?0 4% ¥
Lol oo LooL oo T Lool oo *Lopl iy

2n
ng(d)l)d(j)lfo ng(qbz)d(/)z =

(271) (

il ) (271) (

o (0Tl + T hy)

dp” pd " T PO PP
2w

2w

(rﬁprgp + FiHFZP) =0
o (T

27
0, @0dgn | Ty (pdgs =

2w

21
Iy, (Pp1)d 1 fo Lyp(p2)depa = PP ¢></>)

2w 2

Ty, (p1)d¢1
0

(271)2 ¢ ¢ 0
[Yg(bo)ds = (rd’prgg + rwr(w) -0

2

21 N (2 )2
ng(d)l)d(/)l fo Lyp(P2)dp2 = . (FZ¢Fi¢)
2n 27

I (pdey Tl
0

2! ¢~ 90

r;g((PZ )d¢2 =

1 Toolep (5.9)

27
I, @0dgs | Ty (pdgs =



Para k£ =3:

0 _
Us g =

P _
Usg p =

0
U(3) 0 -

¢ _
U(3)p -

P —
U(3) ¢

¢ _
U(3) 0 -

0 _
U(3) ¢

0
Usyp =

4
U(3) 0

Para & =5;

1 2m ¢ 2 Y 2m
N fo I do: fo I s fo 0 ds =2

1 21
31Jo

0
Fwd(pl ;

2n

2n

Lypd 2 0 r¢pd¢3

1 [2n P 2 2m
v
Sy Tondon ) Typdon || Thodon =5

¢ 2n 2n
v
F(pvd(plfo F‘/’ﬁd(pzfo F¢pd<p3

1 2

3! Jo
27

3o

3! Jo

p 27 27
v
rmd(plfo F¢ﬁd¢2f0 F(M)d(/)g—

2m ¢ 2m 2m 8

1 2n P 2n Y 21 B

gﬁ F(bvd(,bl\[0 F¢ﬁd¢2f0 F(M)dgbg =
1 2m 2 2m

3 fo T, d¢ fo T} sd e fo If deps =

1 2m p 2 2
v
ﬁfo F(,,Vd(l’lfo F(pﬁd(l’zfo odds =

De modo analogo, encontramos para k = 4:

9
Ua ¢

o
Ug o

0
U(4) ]

6
U(4) 4

p
U(4) 0

¢
U(4) 4
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3
(271) 0

O b b d 0 b
Foolpelpg * Fd)erwrw)

(271)3

¢ 1P p o 6 | _
¢¢r¢pr¢p+r¢¢r¢9rw) 0

O P L0 [ 10
T g + LT 9] =0

(27r)3

¢ 1o ¢ 0 ¢
Foolpp+T ¢9F¢¢) I

L0 1Y ¢ 6
LooT oo+ T ool oo

(
-(r
(2n)3 (
n
|

T4

(2”)3 S S
(r ool oot r¢er¢¢) Lo

(2”)3 ¢ 1P ¢ 10 1o
3! (F¢pr¢¢+r<per¢¢)r¢¢

(2”)3 ¢ o TP ¢ 10
F¢¢F¢pr¢6+r¢¢r¢9r¢9) 0

p ¢ P P ¢ 10
r¢¢r¢pr¢6+r¢¢r¢6r¢0) 0

O (13,08, + T,
4
(ZZ!) (Fiprg«ﬁ” 20T ) oLl
4
(2;1!) (Fiprg¢+r 0T ) 2oL o
4
(2511!) (T9oThe+T zer&b) LV
4
(ZZ!) (Fﬁprgdﬁr i@ri)fxb) LI o
U’y =Uy'y =U’ ¢ =0 (5.10)

o _ 0 _ o _ 0 _
Us) o =Us 0 =Us g =Up , =0
@2n)° ¢ 1o ¢ -0 |2

s Lol oo+ Toalop
or)® 2
21)° (1o po ¢ po T,

(2m)°
B
(2m)5
B

r*r° 418 ¢

5! (¢p R T
(¢p</>¢> G0" b

¢ 0 b 10
L R

2

)
)
)2~ri9
)

(5.11)



Para k = 6;

Depois de alguns caculos, podemos tomar a forma geral dos £ termos como :

¢
U(6) ¢

p
Ue) p

]
U(6) 0

0
Ue) p

0
U(6) 0

¢
U(G) o

2 x0T e .
= (-x)z -1? ¢

(=x)e .r?° .
TR

B —x)

(Zﬂ)n n-1

—-(—X)? TP rtb

= (-X)"7 -T§,IY

6
(2673[!) (T Th Fierip)s
6
(Zg!) ' (rﬁprZXP + rzer&p)z : FZ(,,F ip
6
(Zg!) ' (ngl“f;(p + rie)FZ(p)z TG,T ie
(2;:!) ' (riprfl)w + %%)2 TG,T ip
(267:!) ' (riprgd) + F$BFZ¢)2 : FZ(,)F ig

© ¢ ) 6 6 ¢

@m)" n (D" +1]

P~ Po

G- P’

(-x)7T -1?

5 0
2 .I‘(M).

P PO

oo™ pp

[(-1)" +1]

2

[(-1)"+1]

2

[1-(-1)"]

2

-1

2

11-(-1"]

2

[1-(-1)"]

2

[(-1)"+1]

2

[(-D" +1]

2
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(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)
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onde estamos usando I'? T? +T% 19 = -X,comn=1,2,3,.... Sabemos que a transfor-

o~ o

PO~ b

macéo de holonomia é dada pela matriz:

onde cada elemento da matriz

Utt p 0
uf, U*
vl v, U’

¢
U’

U
UP

1
e
[wa)
s °e"

iS)
)
<

G.'S

(5.22) é dado por:

oo
Uaﬁ = 6“13 + ZIU(n)aﬁ'
n=

(5.22)

(5.23)

De acordo com os resultados obtidos nas equacoes (5.13) a (5.21), podemos verificar que

u, =1
P = p p p p p
u, = 1+U(1) p+U(2) p+U(3) p+U(4) p+U(5) o
= (2m)" n-2 [(-D)" +1]
P = (= B A
Up = 1+ L = X2 Tyl =5
R
o _ S (2” : \/}_() Loolop [(=1)" +1]
U = -2 n! X 2
n=1 :
pord ) o
oo _ g Feler )| [@VE? @rvE @rvEP
p X o1 1 ol
Ul0) [ @iv®? @vE) @avE
U, = 1+| S22 1-1+ - + _
X 21 41 6!
r° ¢
P _ PP~ pp
u, = 1+ —x [l—cos(Zn\/)_()],

onde na equacéo (5.25) usamos a expansio cos(x) =1— 5 + %7 — & +...

De modo semelhante encon

tramos,

o 1¢

X

U99 :1+( i (PG) [1—cos(2n\/}_()],

U? =cos (2n\/)_() ,

¢
U’ = F—zp -sen(2n\/)_()
P \/)—( ’
r°
Upd): \/i}_? -sen(27r\/)_(),

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)
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¢

Ut = (\F/%) sen(21VX), (5.30)
1‘*0

U, - ( \/";_;’j) sen (27vX). (5.31)
T oo

U’y = |22 | [1-cos (27vX)| (5.32)
6 FZ(brgp

U, =| 7 | |1~ cos (22 VX)| (5.33)

Dessa forma, a transformacido de holonomia para um wormhole definido pelo espaco-

tempo (5.1) sera representada pela matriz:

1 0 0 0

0 1+rg‘g(—r£”[1—cos(2n\/7)] r‘ngrl‘/‘;g[l—cos(Zn\/)_()] \/g_"’ sen(2n\/_)

U 2:(C) =
1'*0

0 ‘M’ oy [1 cos(27t\/_” 1+%r$9[1—cos(2ﬂ\/)_()] l:/i— (2n\/_)

0 1\%—’(’-sen (27t\/)_() %—?-sen (271\/)_() cos (27!\/)_()
(5.34)

Portanto, de acordo com a matriz (5.34), o loop de Wilson sera dado por:

W(C) 4+ TrU)

W) = -2+2cos (27:\/)_() . (5.35)

Mas observe que, considerando orbitas circulares no plano equatorial, ou seja, com 6 = %,

as equacoes (5.8) nos fornece as seguintes relacoes,

Fg(pl“ip = —(r'sen0)®=-(")?
F$¢>F£e) = —(cosH)? =
_ ¢ o ¢ -0 ) _ /.2
X = (r¢pr¢¢+r¢9r¢¢) ')
o=
P T 5
cosf
¢ = -
$0 sen0
Fg(p = —rr'sen®0=—rr'

rg(p = —senfcosO=0. (5.36)
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Sendo assim, podemos reescrever a matriz (5.34) como:

1 0 0 0
_ 0 cos@2n-r) O —-rsen@m-r')
Up,2:(C) = (5.37)
0 0 1 0
0 rlsen@r-r) 0 cos(2m-r')
e o loop de Wilson sera,
W(C) = —-4+TrU)
W(C) = —2+2cos(27-7). (5.38)

Observe que a transformacéo de holonomia , além da funcéo forma, depende também da
derivada da funcio forma em relacéo a coordenada p.

Estamos, agora, em condic¢oes de analisar a transformacio de holonomia para algu-
mas classes de wormholes, caracterizadas pela funcao forma r(p). Abaixo, estdo os casos

0s quais serdo investigar:
* 1°modelo:
Nesse modelo a func¢édo forma sera dada por [47]

r(p) =1/a? + p2?, (5.39)

onde a representa o raio da “garganta” do wormbhole.

e 22 modelo:

Para o segundo modelo tomaremos a funcao forma como [47]

r(p) = pcoth(B) -T+a, (5.40)
T
onde T representa a extenséo da “garganta” do wormhole. Se fizermos y = g ea= 5,
podemos ver que a expresséao (5.40) toma a seguinte forma:
r(y):a[ycoth(z)—a+1]. (5.41)
a
* 3° modelo:
Neste modelo simples, a funcéo forma r(p), sera expressa por [45]:
r(p)=a+lpl, (5.42)

onde |p| é a distancia prépria, com —oo < p < +0o. Vamos adotar r, =a + p para a

regido correspondente a p>0er_=a—-p a p<O0.
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5.2.1 Primeiro modelo de wormhole.

Agora vamos analisar o primeiro modelo, no qual a funcéo forma é dada por:
r(p) =\/a2+p2?, (5.43)
que derivando em relacéo a p teremos a seguinte expressao:
—=r'(p) = —. (5.44)

Substituido a equacéo (5.44) na matriz associada com a transformacéao de holonomia dada

por (5.37), podemos ver que

1 0 0 0
2

_ _ 0 cos( \/Tp) 0 (\/a +p )sen( \/m)
UO,QJI(C)

0 0 1 0

-1
2 2 .__ b
0 (\/a +p) sen|2m \/m) 0 cos( a2+p)

(5.45)
Portanto, o loop de Wilson sera
W(C) 2+2 2mp (5.46)
= - cos| ——|. .
va2+p?

Por outro lado, podemos verificar que a forma exata da transformacéao de holonomia, para

este caso, sera

1 0 0 0
0 cos (2n~ p ) 0 -sen (2n~ p )
Uo,22(C) = Varep? ate?) |, (5.47)
0 0 1 0
0 sen (271- p ) 0 cos (271" p )

de onde podemos ver que o loop de Wilson sera dado por

W) = -2+2cos (2”—’)) . (5.48)

Notemos da equacio (5.48), que para distancia propria p — oo, 0 espaco-tempo sera as-
sintoticamente plano, pois a transformacao de holonomia sera trivial e o loop de Wilson
sera W(C) = 0. Logo, neste caso, qualquer vetor transportado paralelamente ao longo de
uma curva fechada no plano equatorial, nao tera sua direcio afetada pela presenca do

wormbhole.
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5.2.2 Segundo modelo de wormhole.

Para o segundo modelo de wormhole, se adotarmos y = p/a e p/a, podemos ver que:

r'y) = a- [coth(%)+%-(1—coth2 (%))] ,
r'ly) = a- [coth(z) ~ Y senh2 (Z)] , (5.49)
al «a a

onde usamos a identidade cosh?x —senh?x = 1, que nos fornece coth?x — 1 = senh 2x.
Assim, considerando o resultado da equacéo (5.49), a matriz de holonomia (5.37) pode ser

reescrita da seguinte forma:

1 0 0 0
_ 0 cos(2m-A) 0 —{alycoth(Z)-a+1|}-sen(@n-A)
_— falyeoth(2) -+ 1)
0 0 1 0
0 {a [ycoth(%)—a+1]}_1-sen(2n-A) 0 cos(2m-A)
(5.50)
com A =a-[coth(2)—2-senh™2(2)]. Assim, o loop de Wilson ser4,
W) = —2+2c0s{2n-a- [coth(z) —Z-senh_2 (Z)]} (5.51)
a) «a a

Observe que, considerando a = 7/a com o raio da garganta do wormhole “a” fixo, se con-
trairmos a extensao da garganta de tal modo que 7 — 0 = a — 0, resulta que % — 00 =
coth(y/a) — 1 e A — a. Dessas consideragoes, observa-se que a transformacéo de holono-

mia sera dada por

1 0 0 0
. 0 cos(27-a) 0 —[a(8+1)] sen(2n-a)
Up,2:(C) = , (5.52)
0 0 1 0
0 [a(2+ 1)]_1 .sen(2mw-a) 0 cos(27 - a)
e
W({C) = -2+2cos(27-a). (5.53)

Por outro lado, levando em conta que y = g, se contrairmos a “boca” do wormhole de tal

modo que a — 0 , entdo, y — 0o e @ — 00, 0 que de acordo com a matriz de holonomia




(5.50), nos leva ao seguinte resultado:

Uo.2:(C) =

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

e o loop de Wilson sera dado por W(C)=-2+2=0.

5.2.3 Terceiro modelo de wormhole.

= o O O
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, (5.54)

Para o terceiro e ultimo modelo de wormhole, tomaremos a derivada da func¢éo forma

r. com respeito a p nas respectivas regides p >0 e p <0. Assim, r, =1er_ =-1.

Portanto, considerando a equacéo (5.37) a matriz de holonomia tera a seguinte forma:

para p>0,e

W_(C)=0.

S o©O O =
o

S O O =
o

= o o O

= o O O

) (5.55)

(5.56)

) (5.57)

(5.58)

para a regido em que p < 0. Com isto, podemos inferir que em ambos as regides o espaco-

tempo sera Minkowskiano.
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5.3 Variaveis de contorno para o wormhole de Morris-

Thorne.

Nesta secdo, o espago-tempo de nosso interesse corresponde ao o wormhole Lorent-
ziano, idealizado por Morris e Thorne, que € definido através da especificacdo de duas
funcoes arbitrarias b(r) e ¢(r). Esse espaco-tempo é caracterizado, em sua versao geral,
esfericamente simétrica e estatica, por:

1

2 _ _20(r) 7,2 2, 2(792 20 712
ds® =—e“?"dt +1 5oy ar”+ 1 (dO” +sen“0d¢7). (5.59)

A funcdo b(r) é a funcéo forma e ¢(r) é chamada de funcéo redshift, associada com o
redshift gravitacional. A coordenada r varia de um minimo o, correspondente a garganta
do wormhole, até um maximo a, correspondente a boca do wormhole. Para simplificar o

calculo das variaveis de contorno, vamos reescrever a equacao (5.59) como
ds® = —A(r)dt* + B(r)dr® + % (d6? + sen®(0)d $?), (5.60)

onde estamos fazendo A(r) = exp(2¢(r)) e B(r) = (1-b(r)/r)L.
Tomando circulos no plano equatorial, com 6 = 1/2 e ¢, r fixos, depois de alguns calcu-

los, semelhante ao usado no espacgo-tempo de Kottler, a transformacéo de holonomia sera

dada por
1 0 0 0
To,22(C) = 2 . (QHOV t-7) (1) Toyts %S"O” [2my/1- %) 561
0 penlm/IE) 0 esfnfi-E)

ro

Nesse caso, o loop de Wilson sera

W(C)=-2+2cos (27”/1— rﬁ) (5.62)
0

A transformacao de holonomia em sua forma exata sera

1 0 0 0
Uo 2(C) = 2 cos(zﬂovl_’%) j _Sen(zzvl_f_ﬂ) . (5.63)
0 sen(Zn\/l—%) 0 cos(2nﬂ)
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Como ja foi colocado acima, o minimo da coordenada r corresponde ao raio da garganta do
wormbhole, ou seja, r = r,i,. Por outro lado, o maximo de r é o raio da boca do wormhole,
onde r;,5x = a. Veja que, quando r — r,,i,, temos que b(ryin) = rmin. Nesse cendrio, a
transformacédo de holonomia em sua forma exata seria trivial. Portanto, um vetor trans-
portado paralelamente ao longo de um circulo no plano equatorial préximo da regido
r — I'min, 0 mesmo néo tera a direcdo afetada em relacéo ao vetor original.

Tomemos agora segmentos correspondentes ao deslocamento de 61 até 09, mantendo

t, r e ¢ constantes. Nesse caso, a variavel de contorno sera dada por

1 0 0 0
N 0 cos(A0,/1-£) 0 —ro\/1-Esen(n0,/1- L]
Up, 0,(C) = 0 0 1 0 ,  (5.64)
o 1 ll_isen(AG 1-2) o cos(Ae 1—%)
ro
com A =609 —01. Em sua forma exata, a matriz (5.64) sera dada or
1 0 0 0
Uo. (O 0 cos(A0y/1-2) 0 -sen(ng/1-2) 565
0 0 1 0
0 sen(Ae 1—}’—0) 0 cos(Ae 1—%)

Observando a matriz (5.65), novamente temos que em r,,;, a presenca do wormhole néo
sera sensivel ao vetor quando transportado paralelamente ao longo do segmento de 64

até 92.



Capitulo 6

Conclusoes

Calculamos as variaveis de contorno e as transformacoes de holonomias para diferen-
tes curvas, no plano perpendicular ao cilindro de matéria, sem rotacédo e na aproximacao
de campo fraco. Estas quantidades dependem do potencial Newtoniano associado a fonte
considerada. Nos casos de Godel e Friedmann-Robertson-Walker, os resultados estao di-
retamente relacionados aos parametros que definem estes espacos-tempo.

O calculo das variaveis de contorno no caso da corda c6smica com estrutura, nos mos-
tram que o resultado obtido para curvas externas a corda, dependem das quantidades
que definem a estrutura interna da mesma.

No caso do espaco-tempo de Kottler, existe uma dependéncia das variaveis de contorno
com a massa da fonte e a constante cosmolégica. Nos diferentes modelos de wormholes,
as variaveis de contorno contém informacoes sobre a estrutura topolégica dos mesmos,
que estdo expressas nos parametros que caracterizam estas estruturas.

E importante salientar que nesta dissertacéo, usamos dois métodos para o calculos
das variaveis de contorno, a saber, o que podemos chamar de exato e um outro que faz uso
da expanséo perturbativa. Nos casos em que usamos este ultimo, fizemos uso da inducéo
para obter o resultado como se estivéssemos usando o método exato. No entanto, o loop
de Wilson mostra-se uma quantidade invariante em ambos os casos, como era esperado.

O presente trabalho pode ser estendido para outros espacos-tempo, com diferentes
topologias, com o objetivo de investigar de que forma a topologia esta codificada nas va-

riaveis de contorno.
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