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Resumo

Nesta tese tratamos os Universos tipo Godel no contexto da gravidade modificada,
em particular, na gravidade modificada de Chern-Simons e na teoria de Brans-Dicke com
constante cosmoldgica (BD-A). As métricas tipo Godel vém sendo intensamente discuti-
das na Relatividade Geral (RG) ao longo dos anos. Sabe-se que tais métricas apresentam
Curvas tipo Tempo Fechadas (CTC’s), ou seja, as préprias métricas tipo Godel sdo um
exemplo da violacao de causalidade. Nosso objetivo é verificar a consisténcia das métricas
do tipo Goédel dentro da gravidade modificada de Chern-Simons em ambas as formula-
¢oes: nao dinamica e dinamica. Na formulagao nao-dinamica, mostramos que é possivel
uma solucao de vacuo diferentemente da RG. Outro resultado essencialmente novo que
obtemos é a presenca de solucoes causais para uma fonte de matéria bem motivada, em
geral, as solucoes nao tém analogo na RG. Além disso, a solucao de vacuo representa o
caso limite que separa as regioes completamente causal e nao causal, tal propriedade re-
flete as caracteristicas topoldgicas da teoria de Chern-Simons. A caracteristica que difere
fundamentalmente as solugoes da gravidade modificada de Chern-Simons e as da RG ¢ a
presenca da quebra da simetria de Lorentz. Acontece que essa quebra abre um leque de
novas solucoes. Mostramos que as solucoes nao triviais de Chern-Simons na formulacao
nao dinamica sao acompanhadas por correcoes de primeira ordem do parametro de viola-
¢ao de Lorentz. Além disso, na formulagao dinamica os parametros geométricos também
sao afetados por corregoes de segunda ordem do parametro de violagao de Lorentz.

Investigamos também as métricas tipo Godel no modelo BD-A. Obtemos uma
solucao de vacuo completamente causal, m? = 4w?, onde para @ — oo recupera-se a GR
com um campo escalar e constante cosmoldgica. Vale a pena chamar a atencao para o
papel da constante cosmoldgica que é fundamental neste contexto.

Palavras-chave: métricas tipo Godel. Universos Causais. Gravidade modificada de



Chern-Simons. modelo de Brans-Dicke.
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Abstract

In this thesis we deal with Godel-type Universes in the context of modified gravity,
in particular, Chern-Simons modified gravity and Brans-Dicke theory with cosmological
constant (BD-A). The Gédel-type metrics have been intensively discussed in the General
Relativity (GR) over years. It is known that such a metrics present Closed Time-like
Curves (CTC’s), in other words, the Godel-type metrics are themselves an example of the
causality violation. Our goal is verify the consistency of the Godel-type metrics within
the Chern-Simons modified gravity in both: non-dynamical and dynamical formulations.
In the non-dynamical framework, we show that is possible a vacuum solution in contrast
to GR. Another essentially new result that we get is the presence of causal solutions
for a well-motivated matter source, in general, the solutions have no analogue in GR.
Moreover, the vacuum solution represents the limiting case separating the completely
causal and non-causal regions, such a property reflects the topological features of the
Chern-Simons theory. The primordial distinguishing feature between the Chern-Simons
modified gravity and GR solutions is the presence of the breaking Lorentz symmetry. It
turns out this breaking opens up a range of new solutions. We show that the non-trivial
Chern-Simons solutions in the non-dynamical framework is accompanied by first-order
corrections of the Lorentz-violating parameter. Furthermore, in the dynamical framework
the geometric parameters are also affected by second-order corrections of the Lorentz-
violating parameter.

We also investigated the Godel-type metrics in BD-A model. We obtain a vacuum
solution which is completely causal, m? = 4w?, where for & — oo one recovers the GR
with a scalar field and cosmological constant. It is worth calling attention to the role of
the cosmological constant that is fundamental in this context.

Keywords: Godel-type metrics. Causal Universes. Chern-Simons modified gravity.
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Capitulo 1

Introducao

E notério o avango da Fisica no ultimo século, desde o advento da Teoria Quantica
de Campos (TQC) e da Relatividade Geral (RG). O Modelo Padrao de Fisica de Particulas
Elementares (MP) é uma TQC que acomoda trés das quatro interagoes fundamentais da
natureza: interacoes forte, fraca e eletromagnética. O MP é baseado no principio de gauge
o qual estabelece que a lagrangiana do modelo é invariante por um grupo nao abeliano
G = SU.(3) x SUL(2) x Uy(1), tal exigéncia apenas é satisfeita incluindo novos campos
na acao da teoria, os chamados campos de gauge, onde suas excitacgoes (boséns de gauge:
A, W= Z% e os glions) sdo responsdveis pelas interagoes entre as particulas materiais
(Iéptons e quarks). A simetria de gauge impde ao modelo a restrigdo de termos de massa
serem proibidos na lagrangiana, tanto para os boséns quanto para os férmions. Portanto,
inevitavelmente, a simetria de gauge deve ser quebrada espontaneamete (QES) em alguma
escala de energia! com a finalidade das particulas “ganharem” massa.

O processo no qual isso ocorre é chamado mecanismo de Higgs, onde um campo
escalar dinamico (campo de Higgs), cuja representagao é (1,2,1) do grupo de gauge G,
¢ introduzido no modelo acoplando-se com os campos fermionicos via acoplamento de
Yukawa, ademais uma das quatro componentes do campo de Higgs? adquire um valor
esperado de vécuo (vev), a consequéncia é o surgimento de trés bosons de Goldstone
(excitagoes ndo massivas) que sao “absorvidos” pelos bdsons vetoriais nao fisicos que, por

sua vez, adquirem massa transformando nos boséns fisicos W+, Z°, enquanto que o féton

INo MP a escala de energia na qual a simetria eletrofraca é quebrada corresponde a 246 GeV
20 campo de Higgs na representacao dubleto de SUL(2), ou seja,
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A, continua sem massa devido a “protecao” imposta pela identidade de Ward, portanto
a quebra de simetria no MP ocorre apenas no setor eletrofraco da teoria SUL(2) x Uy (1)
restando uma simetria residual Ug(1) neste setor do MP.

Sob outro ponto vista completamente diferente esta a interacao gravitacional que
nao é descrita por uma TQC, apesar disso tentativas foram realizadas nessa linha e mostra-
ram que a teoria apresenta infinitos nao renormalizaveis [1]. A RG é a teoria que descreve
a interacao gravitacional sob uma perspectiva geométrica, ou seja, o espaco-tempo ¢ visto
como uma variedade pseudo-Riemanniana (agora, o espago-tempo pode ser curvo), onde
as propriedades locais sdo descritas pelo tensor métrico pseudo-Riemanniano (g,,) cujo
efeito fisico é o campo gravitacional. A distribuicao de matéria interfere diretamente sobre

a curvatura do espaco, isso pode ser observado pelas equagoes de campo de Einstein
G = KL,

o lado esquerdo ¢ definido apenas por quantidades puramente geométricas caracterizadas
pelo tensor de Einstein G,,. Contrariamente, o lado direito é definido apenas em termos
das fontes de matéria caracterizadas na forma do tensor energia-momento 7),,. A teoria
deve satisfizar as chamadas condigoes de energia essas condigoes asseguram localmente a
positividade da densidade de energia.

Experimentalmente a teoria ¢ uma das mais bem sucedidas de toda a Fisica. Ela
passou em todos os chamados testes classicos: precessao do periélio de Merctrio, deflexao
da luz pelo Sol e desvio para o vermelho da luz [2]. Na escala astronémica a teoria tem sido
usada para entender o comportamento de pulsares binarios, recentemente no observatorio
(LIGO)? foi detectado sinais de ondas gravitacionais [3, 4, 5]. Por outro lado, evidéncias
apontam que o nosso Universo é preenchido aproximadamente por 95% de uma densidade
de energia que nao enxergamos. Cerca de 24% desse percentual é composto de um tipo
de matéria nao interagente e nao relativistica chamada de matéria escura, enquanto que
os outros 71% é composto de um tipo de energia (acredita-se que ela é responsavel pela
expansao acelerada do Universo) chamada de energia escura[6, 11]. A RG por si s6
nao consegue explicar tais evidéncias. Além dessas questoes, ratificadas pelas evidéncias
experimentais, existem as questoes teodricas onde a RG também apresenta falhas, tais
como: singularidades, censura cosmica e violagao de causalidade, a saida mais natural

para o problema é modificar a teoria.

3Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory
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A modificagao mais simples que tenta explicar de maneira quantitativa a matéria
e energia escura é o modelo (ACDM), adicionando-se um termo de constante cosmol-
gica as equacoes de Einstein, no entanto o modelo tem um problema grave que é o valor
muito pequeno da constante cosmoldgica interpretada como uma energia de vacuo no mo-
delo [12]. Existem vérios outros candidatos de modificagao da RG, das quais se destacam
na literatura as modificacoes incluindo, no setor gravitacional da acao, termos de altas or-
dens na curvatura (como por exemplo as teorias F'(R)), ou incluindo novos campos, seja:
campos escalares (teoria escalar-tensor), campos vetoriais (teoria vetor-tensor), campos
espinoriais (supergravidade) e etc.

Duas teorias de modificacao da RG vém recebendo grande atengao nos ultimos
tempos: A teoria da gravidade modificada por um termo de Chern-Simons (GCS) e
a teoria de Brans-Dicke (BD). A primeira delas constitui uma das mais interessantes
extensoes da RG que permite a implementacao das quebras das simetrias CPT e Lorentz
no setor gravitacional. Outra caracteristica da teoria é que a mesma envolve termos
de derivadas de terceira ordem na métrica. Originalmente, a extensao de Chern-Simons
foi proposta em trés dimensoes onde foi mostrada ser completamente consistente com a
unitariedade e causalidade. Sua generalizacao quadrimensional foi proposta em [55] e sua
forma é caracterizada por um acoplamento nao minimo entre um campo pseudo-escalar
(axion), ¢(x), acoplado a gravitagao via o termo topoldgico de Pontryagin.

Na primeira proposta da teoria (conhecida como modificacao da gravitagdo por um
termo de Chern-Simons nao dinamico (GCSN) ) o campo pseudo-escalar é tratado como
um campo externo nao dinamico o que pode indicar que haja uma quebra da simetria de
Lorentz, ja que no espago plano campos vetoriais constantes geram quebra de Lorentz,
em [55] foi mostrado a conexado entre uma forma especifica do pseudo-escalar tal que
o mesmo é proporcional a um vetor constante, isto é, ¢(x) = v,a, e a violagao de
Lorentz. Portanto, observamos que a extensao de Chern-Simons é um ingrediente a mais
da extensao mais genérica do MP que viola a simetria Lorentz. Por outro lado, ela propria
pode ser estudada como um modelo mais simples de violagao da simetria de Lorentz onde
o termo adicionado na acao da RG ¢é interpretado como pequenos desvios causados pela
quebra da simetria de Lorentz. Uma extensao natural de GCSN é tratar o campo ¢(x)
nao mais como um campo sem dinamica e, sim, como um campo dinamico. Mesmo nesse

caso ainda assim podemos implementar a quebra da simetria de Lorentz, pois a exigéncia
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de um vetor constante implicar na nao dinamica do mesmo, ou seja, d,v, = 0 é somente
valida para o espaco plano. Por outro lado, no espaco curvo Riemanniano a constancia
do vetor v, nao implica, em geral, V, v, = 0.

A teoria de Chern-Simons pode ser importante para responder algumas questoes
relevantes em cosmologia, por exemplo, acredita-se que a violagao de paridade [13, 16] no
setor gravitacional ¢ um dos mecanismos propostos para resolver o problema da assimetria
barionica e também da leptogenéses [17, 18, 19], além disso, a formula¢ao dindmica é
relevante no estudo das teorias inflacionarios. Outro efeito do termo de corre¢ao de Chern-
Simons é a assimetria das duas polarizagoes de ondas gravitacionais. Essas questoes estao
sendo analisadas no CMB.

A teoria de BD é um tipo especial das teorias escalar-tensorial que constituem
modificacoes da RG incluindo um campo escalar extra na acao da RG. O nosso objetivo
nesta tese é tratar exclusivamente da teoria BD e sua extensao mais trivial BD-A*, assim,
nao iremos se aprofundar nas discussoes a cerca das teorias escalar-tensorial mais gerais e
focaremos, exclusivamente, em BD e BD-A . A teoria de BD foi uma das primeiras teorias
gravitacionais onde se inclui um campo extra, mais precisamente um campo escalar. O
modelo foi proposto em 1961 e, adicionalmente ao campo escalar, que é conhecido como
campo de Brans-Dicke (), possui um parametro livre @ determinado experimentalmente.

Na teoria de BD a constante Newtoniana é substituida pelo acoplamento efetivo
proporcional ao inverso do campo de BD , G.fr =~ 1/¢. Além disso, no limite & — oo
pode-se mostrar a equivaléncia entre a teoria de BD e a RG (é esperado que nesse limite
as equacoes de campo de Brans-Dicke reduzem-se as da RG para o mesmo tensor energia-
momento, exceto para o caso onde o traco do tensor energia-momento ¢ nulo, para mais
detalhes veja [70, 71, 72]). Dados experimentais, de um experimento realizado préximo
ao Sol, foram obtidos usando o parametro « no formalismo PPN® no regime de campo
fraco e apontam para um limite de @ > 40000 [73]. Esse dado restringe bastante a teoria
de BD, de modo que deixa claro que sinais de nova Fisica advindas do modelo de BD em
relacao a RG, a nivel do sistema solar, devem ser muito pequenos.

Varias solugoes na teoria de BD foram obtidas das quais citamos uma das primeiras

solucoes conhecidas que corresponde a uma métrica estdtica e esfericamente simétrica

4 Adiciona-se um termo de constante cosmoldgica na acéo.
5 Parametrized-post newtonian, formalismo usado para comparar a RG, no regime de campo fraco, com

a teoria Newtoniana[32].
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[77], tal solugao é interessante para entender o comportamento da campo gravitacional em
torno de corpos massivos na teoria BD. Também foram encontradas solugoes esfericamente
simétricas e nao estaticas (vide [78]). Solugoes de buraco negro também foram investigadas
em BD, para mais detalhes veja [79]. Outras solugoes relevantes sdo as cosmoldgicas, por
exemplo, nas referéncias [80, 81| foram encontradas solugoes da métrica de Friedman-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) tanto para o modelos de BD quanto para BD-A.

Um dos problemas mais polémicos na RG é a violagao de causalidade [35]. Histo-
ricamente, a primeira solu¢ao da RG com tal problema foi encontrado por Gédel [33]. A
solucao encontrado por ele apresenta CTC’s®, um tipo de curva que permite viagem ao
passado. Ao longo do tempo, uma generalizacao da métrica de Godel foi introduzida, na
realidade é um conjunto de métricas formando uma classe de equivaléncia chamadas de
métricas tipo Godel. As propriedades das métricas tipo Godel em RG foram incessante-
mente estudadas nos dltimos tempos como pode ser visto no conjunto de artigos [42, 43].
Além da RG, as métricas tipo Godel foram estudadas em varios outros contextos: Teoria
de cordas [20] e Holografia [21]. E 6bvio, solucdes que apresentam CTC’s sao probleméti-
cas, pois viagens no tempo vao totalmente de encontro com qualquer entendimento nosso
a respeito de causalidade. Isso fica claro na célebre afirmacao de Hawking: “Se viagem no
tempo é possivel. Onde estao os viajantes vindo do futuro?”. De acordo com nosso en-
tendimento viagens no tempo apenas sao possiveis em filmes de fic¢ao cientifica, portanto
é razoavel verificar o comportamento de tais solugoes, que apresentam essa “doenga”’, em
extensoes da RG e verificar a possibilidade de eliminar as CTC’s.

A tese seguira a seguinte estrutura: no capitulo 2 faremos uma breve digressao a
cerca dos conceitos basicos sobre geometria diferencial com o intuito de fornecer o aparato
matematico necessario para o entendimento dos capitulos que se sucedem. No primeiro
momento, definiremos o conceito de variedade diferencidvel com o objetivo de definir
variedades Riemannianas, em seguida passaremos para o objetivo principal desse capitulo
que é a defini¢cao de bases nao coordenadas (nao holonémicas) e das formas diferenciais,
juntamente com as equacoes de estrutura de Cartan.

No capitulo 3 discutimos mais a fundo sobre as CTC’s na RG explicitaremos a solu-
¢ao original encontrada por Godel, bem como vamos definir matematicamente as CTC’s.

A posteriori tratamos da generalizagao da métrica de Godel, um conjunto de métricas

Ssigla em inglés Closed Time-like Curves
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que forma uma classe de equivaléncia chamada de métricas tipo Godel. Abordaremos a
relevancia das métricas tipo Godel no estudo da RG. Continuando nessa linha, mostra-
remos que as condigoes necessarias e suficientes para as métricas serem homogéneas no
espaco-tempo sao determinadas por dois parametros m? e w, nos quais o primeiro deles
discrima trés classes de métricas: hiperbdlica, trigonométrica e linear, todas definidas a

2

partir do sinal de m*. Enquanto que w ¢é relacionado com a vorticidade ou rotacao da

matéria. Mostraremos que os parametros m?

e w desempenham um papel impar no que
diz respeito a existéncia das CTC’s nos Universos tipo Godel.

Comegaremos o capitulo 4 motivando as causas (diga-se de passagem nao sao pou-
cas) que levam a extensao de Chern-Simons da RG. Definiremos a agao de GCSN;, os
parametros e campos que a compoe. Obteremos as equagoes de movimento, geralmente
conhecidas na literatura por equacoes de campo modificadas, tais equagoes levam, inevita-
velmente, a uma restricao denominada de restricao de Pontryagin. Feito isso, partiremos
para outra questao relevante sobre a teoria que é a violagao de paridade no setor gravita-
cional; falaremos sobre a consequéncia sobre espagos Riemannianos que possuem paridade
bem definida, seja ela par ou impar, como exemplo discutiremos o problema da métrica de
Kerr. Por fim, na tltima secao do capitulo tratamos das métricas tipo Godel no cenéario
da GCSN. A primeira dificuldade que surge sao as equacoes modificadas escritas na base
coordenada que torna praticamente impossivel de serem resolvidas, portanto utilizamos
uma base ortonormal de Lorentz, essa escolha simplifica drasticamente as equagoes modi-
ficadas permitindo, dessa forma, resolvé-las com mais facilidade. Especificamente vamos
mostrar que as métricas tipo-Godel sao solugoes da GCSN e, mais ainda, a maioria dessas
solugoes estao vinculadas a uma quebra da simetria de Lorentz.

No capitulo 5 tratamos da GCSD onde o campo ¢ passa a ser dinamico. Discu-
tiremos a importancia da teoria cuja principal motivacao é sua forte conexao com teoria
de Cordas. Em seguida definimos a acao da GCSD e obtemos suas equagoes de movi-
mento, que serao diferentes da formulacao nao dinamica. Observamos que nessa situagao
o proprio campo dinamico deve satisfazer uma equacao de movimento. Em tltima ana-
lise verificamos a consisténcia das métricas tipo Godel no contexto de GCSD, nesse caso,
como era de esperar, as equagoes tornam-se mais complicadas que as obtidas em GCSN,
embora seja possivel obter solucoes analiticas das mesmas. Além disso, vamos chamar

atencao para as principais diferencas entre ambas as formulacoes.



7

No capitulo 6 desta tese abordaremos as teorias BD e BD-A. Vamos obter relacoes
entre os parametros de BD-A de modo que as solugoes tipo Godel sejam consistentes. Fi-
nalmente, analisaremos as possibilidades da existéncia de solucoes causais nesse contexto.

Para fechar a tese, fazemos uma conclusao a respeito dos principais resultados
obtidos nos capitulos antecedentes que servird como endosso para algumas perspectivas

de futuros trabalhos.



Capitulo 2

Elementos de Geometria Diferencial

2.1 Variedades Diferenciaveis e o Espaco Tangente

O espaco-tempo na relatividade geral é interpretado como uma variedade diferen-
cidvel quadrimensional My (conjunto de pontos) onde um ponto p sobre a variedade é
identificado como um evento[22]. A fim de definir o conceito de variedade diferencidvel,
por questao de generalidade, vamos considerar que M tem uma dimensao arbitraria n,
entao para localizar tais pontos sobre M devemos introduzir um mapeamento que associa
a cada ponto p € M um sistema de coordenadas, ou seja, uma énupla z'(p), ..., z"(p) (os
indices rotulam as n coordenadas e nao poténcias). Vamos chamar o mapeamento de f e
exigi-lo que satisfaga as seguintes condigoes: seja um para um, continuo, invertivel e, além
disso, seu dominio seja definido em uma vizinhanca aberta de M, isto é, U C M, portanto
f associa um ponto p € U C M para pontos f(p) = (z',...,2") € H C R". O par defi-
nido por (U, f) é chamado uma carta (ou patche) sobre M [23]. Se para quaisquer duas
cartas, digamos, (U, f) e (V, g) existe um elemento p € U NV tal que f(p) = (z!,...,2")
e g(p) = (y',...,y™), entdo existe um mapeamento que relaciona os y* em termos dos z*

dado pela composicao ' = g(p) = go f~}(z), onde f~! é o mapeamento inverso de f,



portanto, temos

yl — y1($1, ,Zlfn)
y2 — yZ(xl, ,l‘n)
Yyt o= y(zt . 2. (2.1)

A equacao anterior representa uma transformacao de coordenadas associado a um ponto
p na sobreposicao entre os dois abertos U e V' de M. Se o jacobiano da transformacao
(2.1) existe e ele for continua e invertivel entao as cartas (U, f) e (V, g) sdo ditas estarem
relacionadas por uma transformacao diferenciavel. E possivel cobrir toda a variedade
M por varios cartas (U, f;) (geralmente é chamado um atlas de M) de tal modo que
todos os pontos de M estejam em uma sobreposicao de duas cartas relacionadas por uma
transformagao diferencidvel, nesse caso M ¢é dito ser uma variedade diferencidvel [24]. A
estrutura diferencial de uma variedade é interessante pois podemos definir quantidades
importantes como por exemplo: vetores, tensores e formas diferenciais [25]. A partir de
agora quando nos refirirmos a variedades estaremos tratando de variedades diferenciais.
Com o objetivo de definir vetores sobre uma variedade diferenciavel precisamos do
conceito de curva e de vetores tangentes a esta curva em um determinado ponto. Entao,
uma curva suave v é definida como o mapeamento de um intervalo I C R para uma
variedade diferencidvel M, onde a curva v é parametrizada pelo parametro afim ¢, assim
~(t) : t € I - M. Os pontos sobre uma carta (U, f) contidos na curva v(t) relacionam-se
pela regra: a* = f(p) = f o~(t). Assim, podemos definir uma funcdo escalar ¢ como o
mapeamento de um ponto p sobre a variedade para um ntmero real, ou seja, ¢ : M — R.
Naturalmente podemos expressar a taxa de variagdo de ¢ sobre a curva 7(t) em termos

das coordenadas da carta (U, f) da seguinte forma

¢
— — — 12
dt dt dt Oz+ (*) ozH’ (2:2)

dat (¢ ~ . .
onde %U = X" sao as componentes do vetor tangente a curva - assim como na geometria

Ao(p) _ do(a'(t) _ de'() 06 _

euclidiana. Dessa forma, podemos definir um operador diferencial que nada mais é que
o vetor tangente a curva, X = X*0,, que atua sobre as funcoes escalares satisfazendo a

regra X[¢] = X*0,¢. O conjunto de todos os vetores tangentes, digamos X;...X,,, num
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ponto p em M forma um espago vetorial, frequentemente chamado de espago tangente
(T,M) [26]. Dado um sistema de coordenadas {z#} em M qualquer vetor de (7,,M) pode
ser expandido em termos do conjunto {d,}, portanto {0, } naturalmente forma um base
para espaco tangente, chamada de base coordenada!. Vetores sao elementos abstratos
que “moram” no espago tangente e assim nao podem depender de uma particular escolha
de coordenadas, logo se considerarmos dois sistemas de coordenadas z* e z/**, um vetor
(V) pode ser escrito em ambas as bases da seguinte forma: V' = V#9, = V0, e suas
componentes (contravariantes) estao relacionadas pela regra

ox'*

v =y
ox?

(2.3)

O espago vetorial dual associado a 7}, M é chamado de espago cotagente (7, M) cuja base
é o conjunto de 1-forma (co-vetor) {dz*} tal que a condicao de dualidade é dada por
dx*(0,) = 0¥. Entao, uma 1-forma (co-vetor) V pode ser expresso em termos da base de
I-forma {dz#} por V = V,dx*, onde V, sdo as componentes covariantes de V. Logo o
produto de V' e U ¢ definido por V(U) = V,U*. Sob transformacao geral de coordenadas
as componentes covariantes estao relacionadas pela regra

yr_y,

1 V@. (24)
Generalizando o conceito de vetor definimos um tensor X de tipo (p, ¢) como sendo
o objeto abstrato construido a partir de produtos tensorias dos vetores da base do espaco

tangente assim como de co-vetores da base do espaco cotagente, isto é,

X =X)07070,, @0, ® ... 0, @dt" @da™ @ ... ® dz™, (2.5)

v1v2..v4

onde as componentes sob transformacao geral de coordenadas satisfaz a regra

Xk Y0102 0p Oz 9x'M2 dx'Me QxPr OxP2 OxPa
nve..vg ~ “rp1P82..04 8Ia1 a$a2 .“al‘ap al‘wl a{L‘/VQ'”a;)j’Vq'

(2.6)

2.2 Variedade Riemanniana

Na se¢ao anterior definimos alguns conceitos importantes em geometria diferencial,

no entanto, nao fizemos nenhuma mencao a quantidades de medida como por exemplo:

!Em relatividade geral, por razdes histéricas, todos os cdlculos geralmente sdo realizados na base

coordenada, no entanto existem as bases nao coordenadas que veremos adiante
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distancia entre pontos sobre a variedade, area, angulo ou volume. A fim de definir tais
quantidades é necessario dotar cada espaco tangente de um produto interno que é definido
como um mapeamento g, : T, M x T, M — R, ou seja, um operador bilinear chamado de
tensor métrico ou, simplesmente, métrica que relaciona dois vetores de 7, M a um ntimero

real. Portanto, definimos a métrica por
gU,V)y=9g(V,U)=U -V =V .U, (2.7)

o que implica que o tensor métrico é simétrico. A norma ou comprimento de um vetor
U nesse espago é dado por g(U,U) = U - U = |U|*>. As componentes da métrica na base
{0,,} sdo dadas por

9w = 9(Op; 0y) = 0y - Oy (2.8)
Podemos reescrever o tensor métrico em termos das 1-forma {dz*} da base, a partir da
relagao

g = gudx" ® dx", (2.9)

onde g, forma uma matriz simétrica n x n.

Em uma variedade dotada de uma métrica g,,* pode se impor a condigao onde o
produto interno de vetores transportados paralelamente de um ponto a outro da variedade
ao longo de uma curva ¢ invariante, em outras palavras, o comprimento do vetor permanece
inalterado durante o transporte paralelo. Matematicamente, isso pode ser expresso pela

condicao de compatibilidade métrica V,g,, = 0, cuja solucao geral ¢ dada por

re, =L% + K¢ (2.10)

[u%

1
onde L%, = 3 9° (0u9ur + Ougry — Orguw) € a conexao de Levi-Civita (idéntico aos stmbo-

los de Christoffel de segundo tipo) e K, = 3 (TC;W -1, — TVC“M) ¢ o tensor de contorcao

1
3 a o (&7 «
definido em termos do tensor de torgao T, = 5( o — Fvu) [27]. No caso da geome-
tria Riemanniana o tensor de torcao ¢ nulo, consequentemente a conexao ¢ determinada

inteiramente em termos da métrica, ou seja,

(0% (0% 1 (0%
re, =L%, = 59 A (0ugur + 0vgry — Orgu) - (2.11)

Portanto, em uma geometria Riemanniana (M, g) o unico grau de liberdade geométrico

é a métrica, isto é, todas as quantidades geométricas relevantes sao determinadas pela

2Na literatura por um abuso de linguagem geralmente se chama as componentes, g,,, do préprio

tensor métrico.
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métrica. E claro que em geometrias mais gerais as condigcoes impostas pela geometria
Riemanniana devem ser relaxadas o que implica dizer que a conexao deve ser vista como

uma grau de liberdade independente da métrica, para mais informagoes veja [28].

2.3 Bases Nao Coordenadas

Como abordado nas segoes anteriores vetores e tensores sao objetos abstratos que
podem ser expandidos em uma base coordenada {0, } de T, M ou, similarmente, expandi-
los na base das 1-forma {dz"} de T; M. Na verdade, a base coordenada nada mais é
que uma possivel escolha, natural e intuitiva, de uma base para 7, M, no entanto existe
uma infinidade de bases ? que pode ser escolhida em cada ponto p de M. De fato,
podemos escolher uma nova base chamada de base nao coordenada {e,} (onde as letras
latinas rotulam os indices da nova base ) para o espago tangente, de modo que um vetor

V € T, M pode ser expandido em ambas as bases
V =V, =V*"0,, (2.12)

onde V® sao as componentes contravariantes de V' na nova base. Em geral, a nova base é
chamada de nao coordenada (nao-holonémica), pois os vetores da nova base ndo comutam,
ou seja, [eq, ep] = §,5e., onde §,F sdo os coeficientes de nao-holonomia. Analogamente,
escolheremos uma nova base de 1-forma {e®} para o espago cotangente, onde e%(e;) = 0y

Assim um co-vetor U € Ty M pode ser expandido em ambas as bases
U=Uw"=U,dx", (2.13)

onde U, sao as componentes covariantes de U na nova base de 1-forma. As bases novas e

antigas estao relacionadas via transformacao de mudanga de base dadas por

e, = ebi(z)o, (2.14)

e’ = e(x)dx" (2.15)

3 As vérias possibilidades de escolhas de bases em todos os pontos constitui uma estrutura chamada

de fibrado de bases.
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onde e; () 4 ¢ uma matriz de ordem n dependente da coordenada z* e é conhecida como

5

tetrada ou, mais frequentemente, wvielbein®. Pela condicao de dualidade entre as novas

bases implica que e”(z) é a sua inversa, deste modo
a VvV __ SV a MK __ Sa
€ney =0,, €6, =0 (2.16)

Substituindo as Eqs.(2.15, 2.16) na Eq.(2.12) relacionamos as componentes contravarian-
tes em ambas as bases

Ve =elyn, (2.17)

De forma similiar substituindo as Egs.(2.15, 2.16) na Eq.(2.13) relacionamos as

componentes covariantes em ambas as bases
U, = ehU,. (2.18)

Em geral, para um tensor de n indices contravariantes e m indices covariantes temos

al a2...an ___ al a2 an V1 V2 Um, U1 (2. hn
Tyl = epren.eprepteys...epm TH Pz hn, (2.19)

As componentes da métrica na nova base sao g, = g(€q, €), por meio de Eq.(2.15),

podemos relaciona-las com as componentes da métrica na base antiga, ou seja,

9ab = 9(€a, ) = g(€f Oy, €70,)
= eleyg(0y, 0,) (2.20)
Yab = €4€4 Guv»
ou,
Guw = €4€0Gab; (2:21)

a Eq.(2.9) pode ser escrita em termos das 1-forma {e*} como segue
9= gare® ® €. (2.22)

Existe uma particular escolha de base chamada de base ortonormal que corresponde ao
caso onde a métrica, com assinatura Lorentziana (—,+, +, ..., +), é dada pela métrica de
Minkowski, isto é, gu = nap = diag(—1,+1,+1,...,+1), onde as componentes de vetores

ou tensores em 7, M da variedade se transformam de maneira similar as tranformacoes

4Por economia omitimos o indice da coordenada z* no ponto p.
5Palavra alem que significa muitas pernas.
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de Lorentz que ocorrem na Relatividade Especial. Para vermos em mais detalhes vamos
considerar a transformagao de uma base ortonormal (e,) para uma nova base ortonormal

(ear)
eq — ey = N (7) eq, (2.23)

a

equivalentemente

et — e¥ = AY(x)e?, (2.24)

onde A %(x) sdo as matrizes transformagao entre as bases ortonormais em cada ponto p
da variedade e A% (zx) representa a inversa. Tais matrizes sao andlogas as matrizes de
transformagao de Lorentz que ocorre no espaco plano (Minkowski), no entanto com a
diferenca que agora elas sao locais, portanto o intervalo ¢é invariante e, por consequéncia,
as matrizes sao ortogonais, A~!' = A”. Além disso, elas formam um grupo de Lie® o
chamado grupo de Lorentz local SO(n —1,1), assim as letras latinas mintsculas, na base
ortonormal, representam indices de Lorentz. Desta forma, a lei de transformacao de um

tensor sob agao de SO(n —1,1) é:

Tyt = A% (). A% (2)A (). AL (@) T, (2.25)

Na base coordenada, a derivada covariante de um tensor é dado pela sua deri-
vada parcial mais termos de correcao, associado a cada indice, envolvendo o tensor e os
coeficientes da conexao afim. Ja na base nao coordenada, sobretudo na base ortonor-
mal, o procedimento é similar, basta substitutir os coeficientes da conexao afim Fgﬁ pelos

coeficientes da conexao de spin’, w% . Portanto, temos
VCTab — aCTab “I'_ wadchb - wdbCTad (226)

Como discutimos anteriormente, na geometria Riemanniana a exigéncia das con-
digoes de torgdo nula e compatibilidade métrica (V,, go, = 0) podem ser mapeadas para
a base nao coordenada. A primeira das exigéncias, torcao nula, equivale ao caso onde
D,e? = 0 (muito conhecido por postulado da tetrada) [29], em que D, é uma “derivada
covariante” que atua tanto nos indices de coordenada quanto nos indices de tetrada, ve-
jamos abaixo

Dye = et + w“bueb — que‘j\ =0, (2.27)

14

6Grupos de Lie sdo grupos que possuem as propriedades de serem continuos e diferencidveis. Uma

transformacao finita é obtida a partir de infinitas transformacgoes infinitesimais.
"Também é conhecido como coeficientes de rotacio de Ricci
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a equacao anterior nos fornece uma relagao entre as componentes da conexao de

spin e da conexao afim, ou seja,

a _ a.amwv « a
w?, = eep T, — epoues, (2.28)

que nos leva a uma conexao de spin determinada inteiramente pela tetrada, isto é, w?,, =
a
w b#(e).
A segunda das exigéncias é equivalente a tomar V.n,, = 0, na base ortonormal
Y Y

deste modo obtemos:

Vcnab - acnab - wdacndb - wdbcnad =0

(2.29)
= —Whae — Wape = 0,
portanto,
Wabe = —Whacs (2.30)
ou, ainda, usando a (2.19) temos
Wabp = —Whap- (2.31)

Assim, a compatibilidade métrica na nova base é equivalente a antissimetria da
conexao de spin nos dois primeiros indices latinos. Na préxima secao esses conceitos, aqui
discutidos, ficarao mais claros depois de introduzirmos formas diferencias e as equagoes
de estrutura de Cartan.

Do ponto de vista fisico, a introdugao de uma base ortonormal é de fundamental
importancia para o acoplamento de férmions em teorias no espago curvo [30]. Em par-
ticular, tomemos como exemplo a Relatividade Geral onde as particulas fermionicas sao
descritas por espinores, que sao representagoes do grupo de spin em quatro dimensoes
dado pelo grupo de Lie de SL(2,C) 8. O termo de interagao de férmions com a gravidade

¢ dado pela conexao espinorial definida localmente por
u(x) = -w”,(z)ow, (2.32)

onde gy, = }L{fya, Y} s@o os geradores do grupo de Lorentz local na representacao de spin

e Yq = €k, sao as matrizes de Dirac na base ortonormal.

80 grupo SL(2,C) é o grupo de recobrimento duplo de SO(3, 1), em outras palavras, existe um mape-

amento de elementos de 1 para 1 que podemos expressar via o isomorfismo SO(3,1) 2 SL(2,C)/Z,
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2.4 Formas Diferenciais

Vimos na se¢ao sobre espago tangente o conceito de 1-forma, que na verdade é um
caso especifico de uma classe mais abragente chamadas de k-forma. Entao, por defini¢ao
a forma diferencial

1

Q= 5 Qg @2 A dat Ao N d, (2.33)

é dito ser uma k-forma (obviamente com k < n). E importante tecer alguns comentarios
sobre (2.33): o primeiro deles diz respeito as componentes €2, ., que sdo totalmente
antissimétricas, consequentemente as formas diferenciais constituem uma subclasse dos
tensores do tipo (0, m) definidos por (2.6) cujos indices das componentes sdo totalmente
antissimétricos, matematicamente é equivalente a €, ., e = Qpuips..y)- O segundo co-
mentério é sobre o produto dos elementos da base coordenada dz** A dx#? A ... A dx** que
significa todas as combinacoes antissimétricas, o simbolo A representa o produto exterior,
logo

dz™ Adz'2 A A det* = de @ det? ® .. @ dat, (2.34)
os indices entre colchetes explicitam a propriedade de antissimetria dos mesmos. No caso

especial dee tomarmos k£ = 2 implica que
dz" N dx” = da" @ dz¥ — dz” ® da*
= — (d:c” ® dat — dat ® dx”) (2.35)
dz" A dx¥ = — (dx” A dx“).

O produto exterior entre uma k-forma €2 e uma g-forma A é definido por

Q/\A:LQ

k"q' H1p2.- Pk

Aprvy. v dz? Ndx!? NN datE N dx Ndx? A LN dat, o (2.36)

tal operacao fornece uma (k + ¢)-forma onde k + ¢ < n. De (2.35-2.36) segue uma

importante relacao de comutatividade entre as formas diferenciais
QAA=(—1)"MAANQ, (2.37)

deste modo o produto exterior entre duas formas diferenciais pode comutar ou anti-
comutar a depender do tipo de forma.
Outra importante operacao envolvendo formas diferenciais é a diferenciacao exte-

rior. Considerando uma k-forma €2 sua derivada exterior df2 é definida por
1

=0

0,82 dx® Ndz"t AN dxt? A LN date (2.38)

L2k
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a equacao anterior deixa claro que a operacao diferenciacao exterior mapeia uma k-forma
em uma (k + 1)-forma. Uma propriedade interessante é que a derivada exterior aplicada
duas vezes ¢ sempre zero, isto ¢, d*Q = d(dS)) = 0 este resultado é trivialmente obtido de
(2.38) , portanto o operador derivada exterior é nilpotente. Facilmente pode ser mostrado

que a derivada exterior do produto exterior entre duas formas diferenciais é
AQAA) =dANA+ (=1)"Q A dA. (2.39)

Por fim, trataremos da tltima operacao que nos serd 1til nesta tese’, a operacao
dual Hodge. Entao, dado uma k-forma 2 denota-se como o seu dual Hodge a (n—k)-forma

*C) e definimos por:

. . . :
V= Dy A A0 2k (2.40)
onde
E ]' 14 14
Qmm#nw - Eglulkunfk o Ql’l“'”k’ (2.41)

em que €, ., ¢ o tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita definido a partir do

simbolo de Levi-Civita €, ,,, isto é,

V=g se (p1..-f1n) € uma permutagao par
Epropin = V=9 € pn = —/—9  se (p1...11,) é uma permutacao mpar (2.42)

0 em quaisquer outros casos.

Uma aplicacao simples e elegante das formas diferenciais pode ser feita no ele-
tromagnetismo, mais precisamente reescrevendo as equacoes de Maxwell sem fontes em
termos de formas. Neste caso, temos uma variedade de dimensao n = 4, o potencial vetor
A, é promovido a um potencial 1-forma, A = A,dz*. Por outro lado, o tensor de Faraday,
F, =0,A,—0,A,, ¢ promovido a um objeto 2-forma F' chamado de curvatura, que nada
mais é que a derivada exterior do potencial, ou seja, F' = dA. Feito essas defini¢oes, a
primeira equacao de Maxwell é obtida diretamente ao tomar a derivada exterior de F,

portanto

dF =0, (2.43)

9Existem outras operacdes relevantes envolvendo formas tais como pull-back, co-diferenciacio, etc.
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ou, explicitamente,

1
dF = §8QFW dx® N\ dxt N\ dx”

1
= =0 F dz® N dz" A dx”

% (2.44)
= §V[QFW] dz® A dx" N dx”

usamos a identidade 0o F),) = V(o F},), ainda podemos reescrever
1 »
Ea[aFW] =V, " =0, (2.45)

assim,

V" =0 = dF = 0. (2.46)

A outra equacao de Maxwell é obtida da equacao

1 *
xd*x F = * (18[7 ( Fag])dx"’ A dx® N\ dxﬁ)

(2.47)
— (29}, (Fag)da A da® A da?
= #{ Vi (Fag)da nda® nda” ),
aplicando a operacao Hodge obtemos uma 1-forma
1 ya3 * é
*d*F:Z€5 V., "Fopdz
1
= Zggaﬁgaﬁﬂ”vyﬁ’w dx’
1 (2.48)

(5§gw — 5ggW) V. F,, dz’ = (v“FM) dx?®

(SR V)

Y

dessa forma as equacoes de Maxwell na auséncia de fontes podem ser expressas por

V" =0=dF =0
(2.49)
V,"FI'"" =0 = *d x F' = 0.
Nesta se¢ao tratamos das formas diferenciais expandidas em termos de bases coor-
denadas, no entanto, frequentemente, em alguns problemas em Relatividade Geral ou em
teorias gravitacionais mais gerais é conveniente descrevé-las em bases nao coordenadas e,

sobretudo, em uma base ortonormal. A seguir iremos abordar as formas diferenciais em

bases nao coordenadas por meio das equagoes de estrutura de Cartan.
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2.5 Equacoes de Estrutura de Cartan

As equacgoes de Cartan estabelecem uma relagao entre a conexao de spin e a cur-
vatura, ambas, dadas em uma base nao coordenada, nao necessariamente precisa ser em
uma base ortonormal. Consideremos uma base nao coordenada de 1-forma {e®}, assim as

equagoes de estrutura de Cartan sao definidas por

T = de” + w’ A e,
(2.50)
Rab — dwab + wac /\ wcb,
onde T é a torgao 2-forma, w? é a conexao 1-forma e R é a curvatura 2-forma. Expan-

dindo com respeito a base nao coordenada podemos escrever:
a __ ,.a c
Wy =Wy €,

1
T =T, e’ Ae, (2.51)

1
a a c d
E claro que podemos relaciond-los com uma base coordenada via as relagoes: w,, = efw?, ,

a
buv

v

R, = etel e T, = eyelT,,. Abrindo a Eq.(2.50) em termos das componentes,

obtemos o tensor de torcao

Ty, = 2(Opes + whyuen)- (2.52)

nv

No caso especial da geometria Riemanniana em uma base ortonormal as Eqgs.(2.50)

reduzem-se a

de” = —w% A e,
(2.53)
Rab — dwab + wac /\ wcb,
juntamente com a condicao de compatibilidade métrica
Dnab - dnab - wcancb - wcbnac = O, (254)

onde D ¢ a derivada exterior covariante.

Uma das principais motivacoes fisicas do estudo das equagoes de estrutura de Car-
tan é sua forte conexao com uma possivel descricao da Relatividade Geral como uma
teoria invariante de gauge, em outras palavras, teorias de gauge em geral sao renormali-
zaveis e, portanto, quantizaveis, tal descricao daria um passo enorme rumo a uma teoria

quantica da gravitagao[31].



20
2.6 Formalismo de Tetradas da Relatividade Geral

A Relatividade Geral é uma teoria geométrica da gravitacao onde o campo gra-
vitacional ¢ descrito pela métrica Riemanniana g,, do espaco-tempo que ¢ influenciada
pelo contetido de matéria no Universo. As equacoes de campo da teoria adicionando uma

constante cosmoldgica sao obtidas pela acao de Einstein-Hilbert-A com fontes, ou seja,

S = i /d4x\/—_g(R —20) + Spn (G, ), (2.55)

onde k = 87, A é a constante cosmoldgica, R = g""R,,, é o escalar de Ricci, R, = R%,,,
é o tensor de Ricci e S, é a acao relacionada com as fontes de matéria. Variando a acao

com respeito a métrica obtemos as equacgoes de Einstein
1
R, — §ng, + Ag = kT, (2.56)

o lado direito da equacao na figura do tensor energia-momento expressa o conteudo de

matéria-energia e o lado esquerdo é puramente geometria. No entanto, é possivel reescrever

a acao Eq.(2.55) substituindo a métrica pelos campos de tetrada ey, relacionandos entre

si pela relagao = e%eb ue implica v/—¢g = e, onde e denota o determinante
p GAO Gy “eonaby plica \/—g :

da tetrada. Portanto, para escrever a acao no formalismo de tetradas necessitamos de

algumas definigoes: primeiro vamos reescrever o escalar de Ricci da seguinte forma

R=g¢g"R,,

= g Raﬂﬁ’y 5([16 (5;/]

1

= 1R, eavo (2.57)

1
a v pab do
= ZeaebR Bweﬂ7 €ovio

_ o _vpab
- 6a ebR av)
além disso o elemento de volume é definido como

d'z/=g=d'ze=e0 Al A Al
1 (2.58)
= ——¢Eaed € N e’ A e A €d,
4!
ou, equivalentemente,

ety —g =e* NeP A et Ael (2.59)
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substituindo as Eqs.(2.57) em (2.55), ficamos com

1 v Qa a
S = o d're (eg‘ebR b — QA) + Sm(e, ¥) (2.60)

1 1
S = o /d4xe (ZegegR“bmeW”eMo — ZA) + S
1

1
=5 d*z (Zsam;geﬂ 90 g ZRabﬁ,y — 2Ae) S
N X (2.61)
d* (45abcde e,€s edem‘sa eZRCdBW — 2Ae) + S
1 1 ﬁ'y&r a b cd
d*z Zeabcde o, —2Ae ) + S,
por meio das Eqs.(2.58)-(2.59) podemos reescrever a acao de Einstein-Hilbert em termos

de formas diferenciais
1 a b cd A a b c d
S=— Eabeal €N NRY + —e* Ne” NeS Ne | +5,,. (2.62)
4k M 3
Para variar a Eq.(2.60) com respeito a e), precisamos da seguinte relacao
de = eeldey, (2.63)

logo,
68 = i /d4x[e(Gg + ASH — KT;L) def + YV, <eeﬁe,§5w“§’>] : (2.64)

1
onde G* = R! — 5(5(‘;]% é o tensor de Einstein, o segundo termo do lado direito da equacao

¢ um termo de contorno que nao contribui para as equagoes de movimento e o tensor

energia-momento ¢ definido por T# = 5—2” Portanto, as equacoes de Einstein nesse
e
w
formalismo sao
1
R — 5551% + Aot = RTV, (2.65)

multiplicando por e, encontra-se as equacgoes de Einstein na base ortonormal.
1
Rab - §nabR + Anab = IiTab' (266)

E ébvio que a forma da equacao anterior era esperado e vai ao encontro do que preceitua o
principio de covariancia geral [32]: as equagoes que descrevem as leis da fisica sao escritas
na forma tensorial implicando que as mesmas independem da base ou do sistema de
referéncia. Ficard claro, a posteriori, nos capitulos que tratam dos resultados originais

desta tese, o porqué do uso de bases ortonormais para as equagoes de campo.



Capitulo 3

CTC’s Na Relatividade Geral

Como discutido na introdugao, a RG é uma teoria que descreve muito bem os
fenomenos gravitacionais no limite de campo fraco, contudo a teoria apresenta alguns
problemas. Tais problemas se configuram como fortes indicios que a teoria deva ser
modificada, seja: incluindo novos termos de alta curvatura livres de fantasmas (é claro
que, em teoria de cordas, as equacoes de movimento sao de ordem arbitrariamente alta
e mesmo assim a teoria se mantém sem fantasmas) ou propondo uma teoria quantica da
gravitacao. Neste capitulo iremos tratar em mais detalhes de um desses problemas que

ocorre na relatividade geral, mais especificamente o problema de violacao de causalidade.

3.1 Violacao de Causalidade e o Universo de Goédel

Em 1949, K. Godel obteve uma das primeiras solugoes cosmologicas das equacoes
de Einstein com rotagao![33]. Tal solugao foi o primeiro modelo matematico do universo no
qual, a priori, viagem no tempo (mais precisamente viagem para o passado) era possivel,
visto que a solugao apresentava CTC’s, que sao curvas tipo tempo fechadas o que nao
se confunde com geodésicas. Em outras palavras, um observador acelerado viajando ao
longo dessas curvas pode voltar no tempo, ou seja, tal observador, nesse universo, pode
visitar seu proprio passado. Tecnicamente falando, ocorre que para quaisquer dois pontos

P e Q conectados por uma trajetéria do observador através do espago-tempo, sua linha

LA primeira solugio com rotacio foi obtida por Van Stockum em 1937 [34].
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de mundo, com a exigéncia que o evento P ocorre anteriormente (precede temporalmente)
ao evento Q, é possivel mostrar que existe uma curva tipo tempo conectando P e Q tal
que o evento QQ ocorre anteriormente ao evento P. Em outras palavras, a existéncia das
CTC’s veta a possibilidade de haver uma coordenada temporal ¢ nesse universo de modo
que quando ela aumente cada curva tipo tempo esteja direcionada para o futuro.

Intuitivamente percebemos que certos eventos devem ocorrer antes de outros even-
tos ou vice versa, por exemplo, o nascimento de um filho nao pode ocorrer antes do
nascimento do seu pai. A relagdo entre eventos (efeitos) que ocorrem por consequéncia
de outros (causas) nos da a ideia de causalidade. No universo de Godel o conceito de
causalidade é totalmente perdido (obviamente a causalidade é perdida sob o ponto de
vista global ja que localmente, onde a estrutura causal é a mesma da relatividade espe-
cial, ela é respeitada) devido as CTC’s. Tal questao imediatamente nos remete a situagoes
bizarras que podem ocorrer no universo de Godel, os chamados paradoxos. Uma dessas
situagoes pode ser ilustrada pelo classico paradoxo do avo: alguém viaja para o passado
e mata seu avo ainda crianca, consequentemente impede o nascimento do seu pai e seu
préprio nascimento (para uma discussao mais abragente sobre paradoxos de causalidade
veja [35]).

Alguns remédios foram propostos para resolver essa questao. O primeiro deles é
o chamado Principio de Auto-Consisténcia [36] que diz que as unicas solugbes das leis da
fisica que podem ocorrer localmente no universo real sao aquelas que sao globalmente
auto-consistentes. Portanto, segundo esse principio é proibido mudar o passado, todos os
eventos ocorrem apenas uma tunica vez. Por outro lado, a segunda proposta a chamada
Conjectura de Protegao Cronoldgica de Hawking [37] elimina quaisquer tipos de CTC’s,
ou seja, ela afirma que embora CTC’s sejam classicamente produzidas as mesmas nao
seriam possiveis em uma teoria quantica da gravitacao que fosse consistente, isto devido a
efeitos quanticos que eliminariam quaisquer anomalias causais e, por conseguinte, viagem
no tempo.

Feito essas consideragoes gerais, vamos agora tratar mais detalhadamente da solu-
¢ao encontrada por Godel (que é apenas uma de varias solugoes que apresenta anomalias
causais, veja [35]) bem como analisar algumas propriedades especificas.

A solucao das equacgoes de Einstein encontrada por ele consiste de um fluido perfeito

de pressao nula, poeira, como fonte de matéria cujo tensor energia-momento é dado por
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T,, = puyu,, onde p é a densidade de matéria que preenche todo o universo e u, ¢
a quadrivelocidade normalizada, além disso era necessario que a constante cosmoldgica
fosse ndo nula, A # 0. A variedade (espago-tempo) desta solugdo tem uma topologia de
M, = R? coberta pelo sistema de coordenadas globais (¢, z,y, 2). Portanto, o elemento

de linha? é dado por

ds® = — [dt + H(z)dy)* + D(z)*dy® + da® + d=?, (3.1)

eme

onde H(xz) = e™ e D(z) = - A métrica anterior resolve as equages de Einstein com

constante cosmoldgica para

ut = o,
(3.2)
m? = —2A\ = kp = 2%,
onde k = 871G é a constante de Einstein e w é o modulo da vorticidade definido a partir
das componentes do vetor de rotagao que ¢ local

1 1
WM — 5E,ul/oryullwofy — EE,UVOC’YUVVQM,Y = [0’ O’ O’ —(JJL (33)

onde wqp é o tensor de rotagao. Apesar de originalmente a solucao ter sido obtida para
poeira e constante cosmoldgica é possivel através da seguinte transformacao de variaveis,
p=p —p e =N —gp, reinterpreta-l4 como uma solucao de fluido perfeito perfeito
com pressao (p'), densidade (p') e constante cosmoldgica (A’) onde m? = 2w? = k(p' + o)
e2N =p —p.

A métrica de Godel pode ser decomposta em uma soma direta de uma métrica
trivial dz? sobre R e de uma métrica nao trivial ds7 sobre ¥ = R32, assim podemos
reesecrever a Eq.(3.1)

ds® = ds} + dz?, (3.4)

portanto, a topologia do universo de Godel é ¥ x R. Além disso, a métrica é homogénea

no espaco e no tempo e admite um grupo de isometria G5, ou seja, apresenta cinco vetores

2Adotamos a métrica com a assinatura diferente da utilizada no artigo original de Godel [33]
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de Killing [38] que descrevem as simetrias da métrica, quais sejam:

0 . .
&= E; representando translagao em relagao ao eixo t

0 . . :
&= —; representando translagao em relagao ao eixo y

Ay

0 - . .
£y = —, representando translacao em relagao ao eixo z

9 .
&3 = e mya—, representando translacao em relagao ao eixo x

T Y

mais uma contracao em relacao ao eixo y

&- __Eefng_ ﬁ_i_ iemex_E 2 2
T m ot “0x |m 2V oy’

Para obter as propriedades da métrica com mais clareza vamos defini-la em termos

de coordenadas “cilindricas” (t',r, 0, 2’) sobre My pelas seguintes relagoes

0 0
e™ = cosh 2r + cos 0 sinh 21 = €*" cos? 3 + e 2" sin? 5;
2 0 0
mye™® = \/2sin @ sinh 2r = i(e% — e_QT) sin <—> cos (—);
m 2 2 (3.6)
t ! O+ (t—t))=e™1t 0
an — —th]=e an —;
2 2’
2 =z,
e, portanto, a métrica (3.1) toma a forma
4 2
ds® = — [ — (dt’ + V/2(sinh? T)d@) + (sinh?7)(cosh? ) d6* 4 dr* 4 dz"
m (3.7)

= ds? +dz",

onde —oo < ! < 00, 0 <7 <o00,0< 60 <27, —0c0 < 2 < oo e dsf representa
a métrica nas novas coordenadas sobre ¥. Com a métrica na forma (3.7) fica claro a
simetria de rotagao de ds? em torno de quaisquer pontos do espaco. Também, nessas
coordenadas, é mais simples de obter as CTC’s, que sao circulos definidos pelo conjunto
C ={({t,r0,2);t =t,,r=ry,0 €[0,27],2 = z{} e o elemento de linha é tipo tempo,
ou seja, ds?> < 0. Sendo assim, podemos obter uma expressao para o raio critico (r.),
isto é, o raio limite do circulo que separa duas regioes: a primeira, r > r., onde existe a
ocorréncia de CTC’s e a segunda, r < r., onde nao ha CTC. Substituindo o conjunto C'

na Eq.(3.7) e exigindo que ds? < 0, temos:

ds? = —(sinh® r — sinh®r)d#* < 0, (3.8)
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entao, devemos ter (sinh4r — sinh*r) > 0 para as curvas fechadas serem tipo tempo,

simplificando obtemos que a condicao exigida para a existéncia das CTC’s é

sinh?r > 1 (3.9)
portanto, o raio critico é definido pela expressao

sinh?r, = 1 (3.10)

cuja solugdo é r, = log (1 ++/2). A figura (3.1) representam bem a estrutura causal, as
geodésicas e as CTC’s no universo de Godel. O modelo de Godel é livre de singularidades,
ou seja, ele é geodesicamente completo (para o célculo explicito das equagdes geodésicas,

veja [39]).

3.2 Universos Tipo Goédel

Depois da solugao encontrada por Godel vérias tentativas foram feitas na busca de
novas solucoes cosmologicas das equacoes de Einstein com rotagao. Entre essas tentativas
destaca-se uma classe geral de solugoes com a mesma forma de (3.1), chamadas de métricas
tipo Godel, tais métricas foram obtidas, inicialmente por Banerjee e Banerji [40], como
solugao das equagoes de campo de Einstein-Maxwell com constante cosmolégica cuja fonte
de matéria era composta de uma poeira carregada com rotagao, ou seja, p = 0, A # 0
e um campo eletromagnético. Essas métricas sao caracterizadas por dois parametros
independentes m e w que sao determinados pelos componentes da matéria. A forma

explicita das solucoes encontradas sao da forma

ds? = — [dt + H(z)dy]* + D(z)*dy? + da® + d=°
Vow 1P eme (3.11)

2
dt + —dy| + dy?® + dx® + d22,
m 2

onde (m,w) sdo parametros reais constantes tais que —oo < m? < 2w? e w é o mddulo da
vorticidade da matéria, desta forma nao negativo. Note que o espaco-tempo de Godel é
um caso particular dessa classe geral correspondendo a m? = 2w?.

De modo analogo ao realizado na subsecao anterior, as propriedades mais interes-

santes sobre essa classe geral de solugoes, tais como simetria de rotacao e a existéncia
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de CTC’s, sao mais facilmente percebidas ao escrever o elemento de linha em termos de

/
/
/
/
/AN .

/r>log(1+v2) A

(curva tipo tempo 7 = log(1 + V2)\/
,/fechada} . (curva nula fechada )

r
<=~ (r,) constantes
cone de luz cone de luz
nulo dentro ~ Mulo tangente
ao circulo

do circulo

/

)

(préximo ponto p”)

cone de luz nulo:futuro de p’

_cone de luz nulo convergindo para p’

r < log(1+/2)
(curva tipo espago
fechada)

y
Cone de luz
dentro do circulo

s,
L)
\

cone de luz ™

F{ = nulo: futuro t'=0
P dep
\
\

A

| &7

—

~L

nulo H\“‘a_ /

/

S

/

Figura 3.1: Mostra o universo de Gédel em termos das coordenadas (t',7, ¢), a coordenada

r, . . ., s . o e . s . o .
z é suprimida ja que a mesma gera geodésicas triviais. As geodésicas nulas emitidas pelo

ponto P seguem trajetorias espirais até alcancgar a superficie ¢ = 0 onde a coordenada

radial atinge o raio critico r., em seguida a medida que o tempo cresce as geodésicas nulas

. / . s . .
comecam a se fechar convergindo para o ponto P em trajetéria espiral. O mesmo ocorre

para as geodésicas tipo tempo com a diferenca que o valor méaximo do raio é menor que

o raio critico. A figura foi retirada de [38] com pequenos ajustes.
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coordenadas “cilindricas” (¥',7, 0, z') que se relacionam com as coordenadas antigas por

0
2r 27 —2rgin? =
COos 5 +e 7 sin 5
> 0 0
mye™® = v/2sin 0 sinh 2r = £(62r N 6_%) s <§> o (_);

m 2

e = cosh 2r + cosf@sinh2r = e

(3.12)
t ! 0+m2(t—t’) =e ¢ ‘.
an2 22 =e ar127

Z = z.
Assim, o elemento de linha nessas coordenadas toma a seguinte forma

ds? = — [dt’ + H(r)d6]” + D(r)?d6? + dr? + d="
4w mr S| (3.13)
= —(dt' + = sinh® | — )df | + — sinh?(mr)d6? + dr® + dz"”
m?2 2 m?

ou ainda

4 _ 2 ?

ds® = — [ — <dt + = ginh? Td9> + (sinh® 7)(cosh® 7)d6* + d* + dz*|. (3.14)
m m

Foi mostrado por Raychaudhuri e Takurta [41] que as condigbes necessirias para

homogeneidade das métricas tipo Godel no espago-tempo sao dadas por

H() _,
D)~ 7
D) (3.15)
DI

onde a linha significa derivada com respeito a r. Posteriormente foi mostrado por Rebou-
cas e Tiomno[42] que tais condigoes, além de necessérias, eram suficientes. As condigoes
(3.15) definem dois parametros similares ao dado pela Eq.(3.13) com a diferenga no inter-
valo de validade de um deles: —oo < m? < co. A partir de agora quando nos referirmos
as métricas tipo Godel (3.13) estaremos tratando das homogéneas no espago-tempo dado
pela condi¢ao (3.15). Podemos distinguir trés classes diferentes de métricas tipo Godel

dadas em termos do sinal de m?:

i)classe hiperbélica: m* > 0, w # 0:

H(r) = %[Cosh(mr) —1],
D(r) = L sinh(mr), (3.16)

m
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ii)classe trigonométrica: —p? =m? < 0, w # 0:

H(r) = 2211 — cos(ur)],
f (3.17)
D(r) = - sinyr).
iii) classe linear: m* =0, w # 0:
H — 2
) =wr’, (3.18)
D(r)=r.

Além dessas citadas existe outra chamada de classe degenerada que corresponde
ao caso onde w = 0, no entanto nao iremos trata-la nesta tese. A solucao de Godel faz
parte da classe hiperbdlica. As principais propriedades das métricas tipo Godel podem

ser resumidas em trés teoremas [43], quais sejam:

Teorema 1: As condigoes necessarias e suficientes para uma variedade Rieman-

niana tipo Godel ser localmente homogénea no espaco-tempo sao aquelas dadas pela

Eq.(3.15).

Teorema 2: As variedades Riemannianas tipo Godel homogéneas no espago-tempo

2 2

sao caracterizadas por dois parametros (m*, w). Pares iguais de (m*, w) especificam mé-

tricas localmente equivalentes, ou seja, isométricas.

Teorema 3: As variedades Riemannianas tipo Godel homogéneas no espago-tempo
admitem um grupo de isometrias tais que: G5 (quando w # 0), G (para w = 0) and G~

(para a classe m? = 4w?).

Para uma discussao em mais detalhes sobre as propriedades de causalidade é con-

veniente reescrever a Eq.(3.13) na seguinte forma
ds® = —dt* — 2H(r)dtdd + G(r)do* + dr* + d=?, (3.19)

onde G(r) = D?*(r) — H?(r). A curva C definida na secao anterior é uma CTC se G(r)
torna-se negativo dentro do intervalo r; < r < ry. Para a classe hiperbdlica de métricas

tipo Godel (m? > 0), usando a Eq.(3.16), obtemos
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G(r) = % sinh? (?) {1 + (1 - ffnij) sinh? (%ﬂ (3.20)

facilmente ¢é visto que a existéncia de CTC’s apenas é possivel dentro do intervalo 0 <
m? < 4w?, consequentemente as métricas onde os parametros satisfazem m? > 4w? sao
completamente causais (livres de CTC’s). O raio critico para a classe hiperbdlica é definido
pelas raizes da Eq.(3.20), que nos fornece

N (&
sinh? [ 72¢) = (22 1 , para m® < 4w’ (3.21)
2 m?

portanto, G(r) < 0 para r > r. e G(r) > 0 para r < r.. Note que o espago-tempo de
grupo de isometria maximo, m? = 4w?, nao apresenta CTC’s pois r. — 0.

Para a classe linear de métricas tipo Godel (m? = 0), por meio da Eq.(3.18),
obtemos

G(r) =r* —riw? (3.22)

de onde tiramos que o raio critico é dado
re=1/w, (3.23)

tal que G(r) < 0 para r > 1. e G(r) > 0 para r < r..
Para a classe trigonométrica de solugoes tipo Godel (m? = —u? < 0) a analise é

um pouco mais complexa. Usando (3.17) temos que

G(r) = %sinz (%) {1 - (1 + 4M—°‘;2> sin? (%)] (3.24)

como G(r) é descrita por fungdes harmonicas ela apresenta uma sequéncia infinita de
raizes. Assim, existe uma sequéncia infinita de regides nao causais, G(r) < 0, e regioes

causais, G(r) > 0, alternando entre si. Vejamos em mais detalhes, as raizes da Eq.(3.24)

sin (%) =0 -

and

(g (=1)"p
sin | — | = +———, 3.26
< 2 ) V2 4 dw? (3.26)

onde n = 0, 1,2... rotula as infinitas solugoes de G(r) = 0. As solugbes da Eq.(3.25) sao

sao obtidas pelas equagoes

dada por
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ry =—, VYnelz, (3.27)

e as solugoes da Eq.(3.26) sao dadas por

o 2 {arcsin (\/_4w2—u+_u2) + mr}

T , YneZ, (3.28)
i
2 {arcsin <#> + mr]
4(.02 2
i = Vi . Vnel (3.29)
1

As equagoes anteriores mostram que as raizes dependem dos parametros p e w, no
entanto o comportamento global da fun¢ao G(r) nao depende.

No contexto da relatividade geral varias solugoes tipo Godel foram obtidas, no
entanto todas essas solucoes cujas fontes de matéria satisfazem a condicao de energia
forte se encontram na regiao de parametros delimitada por —oo < m? < 4w?. Vale a pena
destacar a geometria m? = 4w? que corresponde a unica solucao completamente causal
das equagoes de Einstein com um campo escalar como fonte, [42]. Esta solugao de um
lado é interessante pois é livre de CTC’s, mas por outro lado a fonte é um campo escalar

que como sabemos a deteccao experimental é bem complicada.



Capitulo 4

Gravidade Modificada Por Um
Termo de Chern-Simons Nao

Dinamico

4.1 Origens do Termo de Chern-Simons/Pontryagin

O termo de Chern-Simons surgiu no contexto da matematica pura, mais precisa-
mente no conceito de classes de caracteristicas [44], também conhecido como invariantes
topoldgicos (quantidades que sao definidas globalmente, sua integral independe de mé-
trica) tais invariantes sdo de fundamental importancia pois conecta vérias dreas da ma-
tematica pura como topologia algébrica, geometrial diferencial e geometria algébrica [31].
Em duas dimensoes, o invariante topoldgico bem conhecido é a caracteristica ou invari-
ante de Euler definido a partir do teorema de Gauss-Bonnet[45] que relaciona a curvatura
gaussiana (K) de uma superficie orientada (.S) fechada (compacta e sem contorno) com

um numero inteiro, ou seja,
/ KdS = 27x(S), (4.1)
s

onde x(S5) é a caracteristica de Euler, um invariante topolégico, portanto o lado esquerdo
da equacao anterior é dependente da métrica enquanto que o lado direito é independe da

métrica (invariante topoldgico). Para superficies fechadas o invariante de Euler é expresso

32
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por x(S) = 2 — 2¢g, onde g é o género, grosseiramente falando pode ser interpretado
como o numero de buracos da superficie. Um exemplo pratico é um copo de café e uma
rosquinha (toro), ambos de género g = 1, que claramente sdo objetos geometricamente
(localmente) distintos, no entanto topologicamente sdo equivalentes, podemos deformar
continuamente (homeomorfismo) a rosquinha até se transformar no copo de café. Existem
varios outros invariantes topoldgicos, dos quais serao importantes nesta tese: as classes
de Chern-Pontryagin (segunda caracteristica de Chern)[46] e Chern-Simons|[47].

No contexto da fisica, as classes de caracteristicas surgiram nas teorias de gauge
no célculo da anomalia® quiral [48]-[49], que surge devido as contribuigoes de diagramas
de Feynman triangulares de férmions quirais como visto em (4.1) (existe outro método
de demonstracao da anomalia quiral chamado de método de Fujikawa onde é usado o
formalismo de integral de trajetéria[50]). Para teorias de gauge abelianas, a anamolia é
dada por

A=, 00 = —é EWE (4.2)

onde JE = 9y5yMp é a corrente quiral, v5 = ivp172y3 € *F W F,, é a bem conhecida
densidade de Chern-Pontryagin para o caso abeliano. Para teorias nao abelianas (Yang-

Mills)

1
=0,J' = ——*F"F° 4.3
A 1 8'/T ( )

Nz
onde F,, = 0,A,—0,A,+[A,, A)] é o tensor de Yang-Mills? cuja interpretacao matematica
¢ de uma curvatura sobre um fibrado vetorial com as fibras sendo cépias do grupo SU(N)
e A, é o campo de gauge (que geometricamente ¢ interpretado como conexoes sobre um
fibrado vetorial de SU(N)).

Fisicamente falando, a anomalia é responsavel pela quebra dinamica da invariancia
de gauge, para ser mais preciso o que ocorre ¢ a nao invariancia da agao efetiva a nivel de
um lago, isto é, a quebra da simetria gauge é causada por correcoes quanticas de primeira
ordem como mostrado no diagrama acima. A quebra da invariancia de gauge implica em
sérios problemas do ponto de vista quantico tais como quebra da unitariedade (estados

com norma negativa) e renormalizabilidade. Assim, para construir uma teoria quantica de

!'Uma teoria de gauge apresenta anomalia quando a corrente é conservada no nivel classico, enquanto

que a mesma nao é mais conservada no nivel quantico devido as corregoes quanticas.
20 tensor de Yang-Mills toma um valor na édlgebra de Lie de SU(N), ou seja, 4, = AfT,, onde T,

sdo os geradores de SU(N), assim como F),, = Fo 1., Fy, = 0, AL — 0, AL + fabcAﬁAf’,, em que fgpe SA0

as constantes de estrutura do grupo determinadas pela algebra de Lie, [T, T%] = fu5.T°.
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campos invariante de gauge consistente na presenca de anomalias é necessario introduzir
contra-termos com o intuito de cancelar essas anomalias. Ainda nessa linha foi mostrado
em [69] que o termo de Chern-Simons pode ser induzido radiativamente por corregoes de
um lago.

O caso gravitacional também apresenta uma anomalia similar. Foi mostrado em
[51] que diagramas triangulares com uma corrente quiral em um dos vértices e dois tensores
energia-momento nos outros dois vértices produzem tal anomalia (para uma demonstragao

por outro método veja apéndice A). Portanto,

1 1 1
=V, J" =— *RR = — —gtveBpe pT 4.4
A=V 3842 am22" o (44)

onde *RR = *RH P R” .5 € a densidade de Chern-Pontryagin.
Uma propriedade importante da densidade de Chern-Pontryagin é que sua integral
sobre uma variedade fechada quadrimensional (P) é um invariante topoldgico (nimero de

Pontryagin ou instanton)
/ d*z/—g*RR € Z (4.5)
P

ou reescrevendo em termos de formas

/ Tr(RAR) € Z, (4.6)
P

onde Tr(RAR) = RY A R®,. Deste modo, a adigao dos contra-termos na agao das teorias
de gauge com anomalias quirais sao, na realidade, invariantes topoldgicos.

A forma de Chern-Pontryagin é uma forma fechada, ou seja, pode ser vista como
a derivada de uma 3-forma localmente definida (é claro que globalmente nem toda forma
fechada é exata como mostrado na Eq.(4.6), essa falha é “medida” pelo grupo de cohomo-

logia de De Rham para variedades com topologias nao triviais [52]), tal objeto é a bem

AVAVAVAVAVAV

AVAVAVAVAVAY

Figura 4.1: Diagrama de Feynman da anomalia triangular. As linhas internas representam

férmions.
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3

conhecida 3-forma de Chern-Simons, {23(w),” como vemos abaixo para o caso gravitacional

Tr(RA R) = dQ3(w), (4.7)

onde

2 2
Q3(w) = W A dw®, + gwab A’ Aw, =Tr (w A dw + e Aw A w) . (4.8)

Podemos ainda reescrever a Eq.(4.7) em termos das componentes dos tensores na base

coordenada como segue

*RR =2V, K", (4.9)

em que K* é a corrente topoldgica de Chern-Simons (idéntica a corrente quiral a menos

de um fator multiplicativo) dada em termos da conexao afim

2
KH = ghvop (rgTaarTU + 0917 rgg). (4.10)

3 vt an

Ambas as classes podem ser generalizadas para um espaco n-dimensional. A classe

de Chern-Pontryagin (P, (R)) é dada por um polinémio da curvatura RY,

Py(R) =R, ANR2 N..ANR2 =Tr(RAN..\R), (4.11)
2k Vezes

onde n = 4k, pode-se mostrar que P,(R) é sempre nulo para dimensoes impares do espago.
A classe de Chern-Pontryagin, além de ser um invariante topolégico em 4 dimensoes, como
ja dito, goza da importante propriedade de ser invariante por transformacoes de Lorentz
locais conforme veremos a seguir. Usando a Eq.(2.24) temos a transformagao de Lorentz
local da tetrada ef: = A“;(x)ez e sob transformacao infinitesimal de Lorentz local, ou seja,
Ag(x) = 8,8 + N3 () e sua inversa é A% (z) = 0% — A% (x), portanto

oled = —\% ¢ (4.12)

p atp
onde X‘; ¢ uma transformacao infinitesimal de Lorentz e o indice L especifica que é uma
transformacao de Lorentz.
Semelhantemente, usando as Eqgs.(2.28-2.24) obtemos a forma como a conexao de

spin e a curvatura se transformam pela agao do grupo SO(n — 1, 1) local, portanto

W, = A A S, — NSO A, (13)
Ra/ _ Aa;Abb a

Nz / buv»

3Ambas as classes podem ser definidas para uma conexao (A) e uma curvatura (F) sobre um fibrado
vetorial com uma estrutura de um grupo de Lie SU(N). Assim, Tr(F A F) = F4 A F% e Q3(A4) =
A% NdAb, + 2AY NAP N A =Tr(ANdA+ ZANANA)
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note que a conexao de spin se transforma de maneira nao covariante enquanto que a cur-
vatura se transforma de maneira covariante. Sob transformagao infinitesimal de Lorentz

a equacao ¢ escrita da seguinta forma

L a __ a a c c a
6 wb“—aﬂAb_chuAb_wbu)\c,

(4.14)
5L ab,ul/ = )\cb Racw/ - )\ac Rcbuw
ou reescrevendo em termos de formas
5Lwab — dAab + waCACb - wcb)\ac — DAab,
(4.15)

6 R = X% R, — \" RS,

Por meio da Eq.(4.15) podemos calcular a forma de Chern-Pontryagin em 4 di-
mensoes sobre transformacao de Lorentz local, assim temos

§*Tr(RAR) = (6*R%) A R", + R A (6“R"))

= A" R AR, — \QRY AR+ X RN RS — NoREA R (4.16)

S*Tr(RAR) =0,
esse resultado continua a ser valido para um espaco n-dimensional implicando que 6% P, (R)
0. Portanto, a qualquer teoria gravitacional a densidade Chern-Pontryagin pode ser adi-
cionada a agao ja que a mesma ¢é invariante por transformacoes locais de Lorentz.

De maneira dnaloga ao caso em 4 dimensoes é possivel escrever os Py (R) como

4k — 1-formas de Chern-Simons, €4 1(w), localmente definidas, portanto
Py (R) = dQyp—1(w). (4.17)

Realizando uma transformagao infinitesimal de Lorentz local da equagao anterior,

ficamos com

5Lp4k(R) = 5L dQ4k_1(w)
( ) (4.18)
= d(éLQMg,l ((,LJ)) s
o lado esquerdo da equacao anterior é identicamente nulo, pelo fato que o termo de Chern-
Pontryagin ¢é invariante por transformagoes de SO(n — 1, 1) local, logo (4.18) torna-se

d(0"Qup—1(w)) =0, (4.19)

implicando que variagbes de gauge (transformagaoes pelo grupo local SO(n — 1,1)) da

forma Chern-Simons podem ser reescritas localmente como formas exatas,

Qg = dX, (4.20)
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onde X é uma (4k — 2)-forma.

O resultado anterior é bem interessante para teorias definidas sobre variedades de
dimensao fmpar com contorno. De fato, se considerarmos uma acao definida por uma
(2n—1)-forma de Chern-Simons sobre uma variedade de dimensao (2n— 1) com contorno,

a sua variacao fornece um termo de contorno como mostrado abaixo

5LSlw] = / 1 (w) = / qx, (4.21)
Man_1 Maon—1

o que deixa claro que uma escolha apropriada das condigoes de contorno torna a ac¢ao
anterior invariante de gauge.

Note que a invariancia de gauge da acao definida por um termo de Chern-Pontryagin
em um espaco de dimensao par ou por um termo de Chern-Simons em uma variedade de
dimensao fmpar com contorno independe de propriedades locais (métrica) da variedade.
Uma consequéncia fundamental disso é que teorias gravitacionais descritas por esses ter-
mos tratam a métrica (tetrada) ndo mais como um objeto fundamental e sim a conexao
ou o campo de gauge (A). Por exemplo, foi mostrado por Achucarro e Townsend [53],
e Witten [54] que a acao da Relatividade Geral em trés dimensoes pode ser reescrita na
forma da acao de Chern-Simons de um ou dois campos de gauge a depender da constante

cosmoldgica, ou seja, a acao da RG em trés dimensoes é dada por

1 A
SEH = R e Eabe (ea A\ Rbc —+ gea N €b N 66), (422)

ela pode ser reescrita como uma agao de Chern-Simons

o1
T 1l6rVA

2 2
[/ Tr <A+/\dA++—A+/\A+/\A+) —/ Tr (A_/\dA_+—A_/\A_/\A_>:|,
Ms 3 Ms 3
(4.23)
onde AT representam as conexdes que tomam um valor na algebra de Lie do grupo G o
qual depende do sinal da constante cosmoldgica. Especificamente, no caso onde A =0, a
agao de da RG se reduz a apenas uma unica agao de Chern-Simons cuja conexao € escrita
como uma combinacao da tetrada e da conexao de spin dual?, que sdao tomados como
independentes®

A=e"P, + &%, (4.24)

4A conexdo de spin dual é definida por &% = %eabcwbc

50 formalismo onde a conexao e a tetrada sdo tratados, a priori, como objetos independentes é chamado

de formalismo de primeira ordem.
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onde P, e J, sao os geradores do grupo Lie GG e satisfazem as seguintes relacoes de
comutagao

[Pw Pb] = _Agabcjca [Jaa Jb] = 5abc<]ca [Jaa Pb] - 5abcPC' (425)

O grupo é definido em termos do valor da constante cosmoldgica A:
e G =150(2,1), grupo de Poincaré, para A = 0;
e G =50(2,2), grupo Anti-de Sitter, para A < 0;
e G =50(3,1), grupo de Sitter, para A > 0.

Outros importantes contextos no qual o termo de Chern-Simons se insere sao nas
modificagoes do eletromagnetismo em 4 dimensoes, em extensdes do modelo padrao de
fisica de particulas de modo a produzir violagao de Lorentz no setor de matéria [65, 66|
e em modelos de grande unifica¢do, tais como: Supergravidade (SUGRA) e Teoria de
cordas. Agora, trataremos sobre a questao da violagao de Lorentz, mas antes disso vamos
definir os dois tipos de transformacoes de Lorentz, sao elas: as transformacoes de Lorentz
de observadores que sao aquelas onde realizamos boosts e rotagoes sobre os observadores
e, nesse caso, as equagoes que descrevem as leis da fisica na sua forma covariante devem
sempre ser invariantes por esse tipo de transformacao, todavia existem as transformagcoes
de Lorentz de particulas que sao aquelas realizadas sobre as particulas ou sobre os campos
dinamicos da teoria. Neste ultimo caso a introducao de campos externos no sistema
produzem uma direcao preferencial no espaco tempo fazendo com que os observaveis
fisicos sofram distorgoes daquelas previstas quando sofrem transformacoes de Lorentz
sobre o ponto de vista da particula [66].

Em matéria condensada, tem sido adicionado o termo de Chern-Simons no contexto
de efeito Hall quantico e supercondutividade a altas temperaturas, T,.. Na secao seguinte

discutiremos sobre a violagao de Lorentz no setor gravitacional.

4.2 A Acao Da Teoria Modificada Nao Dinamica

A teoria da Gravidade Modificada por um termo de Chern-Simons nao dinamico
(GCSN) foi proposta originalmente por Jackiw e Pi[55], como uma versao em quatro di-
mensoes da famosa teoria da gravitagao topologicamente massiva [56]. A GCSN consiste de

adicionar a agao de Einstein-Hilbert um termo topolégico de Chern-Pontryagin acoplado
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a um campo (pseudo)-escalar, chamado de coeficiente de Chern-Simons ¢(x) = ktz,,.
Trabalhos pioneiros nesta direcao foram realizados no contexto das teorias de gauge
(nao)abelianas onde a quantidade topdlogica é o termo de Chern-Simons tridimensio-
nal, posteriormente foi realizada a extensao de Chern-Simons para a gravitacao em trés
dimensoes. Como exemplos mais importantes dessas classes de modelos, citamos a teoria
da eletrodinamica quantica em trés dimensoes extendida por um termo de Chern-Simons
viabilizando um novo mecanismo de geracao de massa chamado geracao de massa topolé-
gica , ou seja, a inclusao do termo topologico faz surgir termos de massa para os campos de
gauge. Ja para o caso gravitacional tridimensional a influéncia do termo topoldgico tam-
bém ¢é notavel, a consenquéncia é o surgimento de graus de liberdade dinamicos massivos
(graviton) o que nao se observa na RG em trés dimensoes, que é uma teoria estatica [57].

Em teorias em quatro dimensoes, a modificacao de Chern-Simons® est4 relacionada
com a quebra das simetrias de Lorentz e difeomorfismo (no caso de teorias gravitacionais)
como também CPT. Tal proposta foi investigada, primeiramente, no contexto da eletro-
dinamica de Maxwell e os seus resultados fisicos foram bem interessantes. As equagcoes de
Maxwell modificadas preservam a invariancia de gauge e, por consequéncia, o féton con-
tinua a ter duas polarizacgoes, no entanto no caso do vazio essas polarizacoes se propagam
com velocidades diferentes entre si, configurando a quebra da simetria de paridade, como
também diferentes da velocidade da luz ¢, que causa a quebra da simetria de Lorentz. A
consequéncia pratica disso é uma birefrigéncia da luz, isto ¢, as ondas eletromagnéticas
nesta teoria possui duas relagoes de dispersao que estao associadas com o coeficiente de
Chern-Simons, produzindo um efeito tipo rotacao de Faraday. Alguns dados experimen-
tais cosmoldgicos foram obtidos provenientes de galaxias distantes e os resultados foram
de encontro aos resultados tedricos.

Agora, iremos tratar com mais detalhes o caso gravitacional. A acao de GCSN é

definida por

1

S= o / d4x\/—_g[(R oA+ i(b*RR S (1, g, (4.26)

onde S, é acao dos campos de matéria. O coeficiente de Chern-Simons ¢ é responsavel

pela deformacao do termo de Chern-Pontryagin, em outras palavras, ele é responsavel

60 termo de Chern-Simons é definido originalmente em trés dimensdes, no entanto muitos autores
generalizam sua definicdo em quatro dimensoes, onde se relaciona com forma de Chern-Pontryagin via

uma classe de caracteristica.
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pelo controle da influéncia das caracteristicas topoldgicas (contidas no termo de Chern-
Pontryagin) sobre as equagoes de campo. De fato, se ¢ é uma funcao das coordenadas
do espaco-tempo implicando que o segundo termo da acao nao é mais um invariante
topoldgico, assim o mesmo contribuird de maneira nao trivial para as equagoes de campo
da teoria modificada. Por outro lado, se ¢ é tomado como uma constante fica claro
que o segundo termo da acao se reduz a integral de um termo de Chern-Pontryagin,
portanto, ¢ um invariante topoldgico como ja discutido, por consequéncia, as equagoes
de campo recaem nas equacoes de Einstein com constante cosmolégica que, obviamente,
é um caso sem nenhuma novidade fisica. A nao presenca de termos envolvendo auto-
acoplamento do campo escalar implica na existéncia de uma simetria global de translacao
do campo de Chern-Simons: ¢(z) — ¢(z) + const., essa simetria funciona como uma
“protecao topoldgica” contra eventuais corregoes quanticas (do tipo constante). Entao, o
caso fisicamente relevante é aquele onde o campo é uma fungao do espago-tempo, ¢ = ¢(x).

Na acao da teoria nao ha um termo cinético associado ao campo de Chern-Simons,
isso ocorre porque o campo de Chern-Simons é tratado como um campo externo estatico
(ndo ha uma equagao de evolugao para o campo), portanto ele deve ser conhecido a priori,
no entanto, mesmo assim, o campo ¢ interage com a gravidade de maneira nao trivial,
veremos mais adiante que tal acoplamento implicarda em uma restricao topoldgica sobre
as possiveis solugoes do espago-tempo da teoria.

Note que a ac¢ao (4.26) pode ser reescrita em termos da corrente topolégica de

Chern-Simons definida em (4.9). Explicitamente, temos
1 4 * 1 4
1 d*z\/—g¢d*RR = —3 d*x\/—gv, K", (4.27)
onde integramos por partes a integral do lado esquerdo e definimos uma nova quantidade

v, = V,¢. Reescrevendo a agao (4.26) utilizando a tltima equacao ficamos com

1

1 ra, g T 2 g T
S = %/d4$ /_g |:(R—2A)—§Uu€u 5<FW8QF U+§eranrga)]+Sm(w,gw,), (4.28)

que talvez nessa forma torne o nome da teoria mais sugestivo, porque o segundo termo
da acao é um termo de Chern-Simons quadrimensional acoplado com o vetor v,. O termo
adicionado na acao de Einstein-Hilbert resultando na acao de GCSN, seja ele escrito
em termos das densidades de Chern-Pontryagin ou Chern-Simons, é comumentemente se

referido na literatura como correcao de Chern-Simons.
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A GCSN escrita na forma (4.28) deixa mais evidente a conex@o entre o termo de
correcao de Chern-Simons e a violacao de Lorentz, perceba que se o vetor v, for um vetor
constante isso permite-nos introduzir um acoplamento nao minimo com a geometria de
modo a produzir um termo de violagao de Lorentz no setor gravitacional, tal acoplamento
nao ¢é considerado em teorias do tipo vetor-tensor onde apenas ¢é levado em consideracao
acoplamento minimo [67, 68]. Vale ressaltar que no espago curvo a exigéncia de um vetor
ser constante nao implica em sua derivada covariante ser nula, Vv, = 0, contrariamente
ao eletromagnetismo onde a modificagao de Chern-Simons é feita no espago de Minkowsky
onde a condicao necessaria e suficiente para o vetor ser constante ¢ 9,v, = 0. Deste modo,
a condicao necessaria e suficiente para um vetor ser constante no espago curvo é sua norma
ser constante, ou seja, v*v, = const. como consequéncia v, nao necessita ser um campo
sem dinamica para haver quebra de Lorentz.

Para uma maior clareza sobre as solugoes da teoria se faz necessario analisarmos
as equagoes de movimento, logo variando a agao (4.26) com respeito a métrica obtemos
as equagoes de campo

Guw +Cu +Agy = T, (4.29)
onde G, = R, — %Rg,w ¢ o tensor de Einstein, C,, é o tensor de Cotton” que surge

devido a variagao do termo de Chern-Simons, explicitamente é dado por (a demonstragao

é feita no apéndice A)
1 «
CcH = —5 |V ('Y R + EVUO‘BVaRg) + vor (R7HT 4+ *RTMT) |, (4.30)

onde v, = V,V,.¢ = V,v,. Note que o tensor de Cotton, além de ser simétrico, possui

traco nulo, como vemos abaixo

g CH = C*

o

= 0"V R,5 — %vme"“aﬁRTuaﬁ (4.31)
= 0’
usamos os seguintes truques: a contracao do tensor de Ricci, que é simétrico, com o
tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita anula o primeiro termo da segunda linha

na equagao anterior, enquanto que o segundo termo da segunda linha também é nulo

devido a identidade de Bianchi, R" afy] = 0, valida para conexoes simétricas.

"Esse tensor é diferente do tensor de Cotton-York definido originalmente em trés dimensdes, embora

também exista em dimensoes mais elevadas.
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O tensor T, da Eq.(4.29) € o tensor energia-momento definido pela variacao da
Lagrangiana de matéria em relagao a métrica,

2 0L,

V909

Tomando o trago da Eq.(4.29), em outras palavras, multiplicando (4.29) por g"”,

T = (4.32)

temos

—R = kT — 4A, (4.33)

onde definimos 7' = T"g,, como sendo o traco do tensor energia-momento e, ainda,
usamos o fato que o tensor C,,, tem trago nulo. Portanto, substituindo em (4.29) obtemos

uma forma mais conveniente para as equagoes de campo,

1
R,uzz + C;w = (Tw/ - ETg,uu) + Ag,ul/- (434)

Uma consequéncia interessante surge ao tomarmos a divergéncia da Eq.(4.29). Fa-
zendo isso, obtemos

V. (G" + CM + Ag™) = KV, T™, (4.35)

pelas identidades de Bianchi a divergéncia do tensor de Einstein é identicamente nulo,
V,G" = 0, j& a invariancia por difeomorfismo assegura que a divergéncia do tensor
energia-momento também ¢ nula, V, 7" = 0. Deste modo, a equagao anterior nos fornece

que a divergéncia do tensor de Cotton é nula
V,.C*" = 0. (4.36)

Por outro lado, a divergéncia do tensor de Cotton calculada diretamente de sua definicao

(4.30) nos fornece

1
V0" = — 0" RR. (4.37)

As Eqs.(4.36-4.37) sao incompativeis, a menos que v” seja nulo, que acarreta em
¢ = const., ou que a densidade de Chern-Pontryagin desapareca, *RR = 0. A primeira
dessas opgoes é rechacada ja que o campo escalar sendo constante anula todas as com-
ponentes de ), fazendo com que as equagoes de campo modificadas reduzem-se as da
Relatividade Geral, entao a segunda opcao é que torna as equagoes de campo compativeis

sem automaticamente anular o tensor de Cotton. Na literatura a exigéncia de

*RR =0 (4.38)
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é frequentemente chamada de restricao de Pontryagin. Quaisquer solugoes das equagoes
modificadas devem satisfazer a restricao de Pontryagin, assim tal restricao é uma condigao
necessaria mas nao suficiente para uma determinada métrica ser solucao das equagoes
modificadas.

Tanto as equagoes de movimento quanto a restricao de Pontryagin podem ser ob-
tidas sob outro ponto de vista, vejamos bem isso: se tomarmos o campo de Chern-Simons
como uma variavel localmente dinamica, ou seja, como um multiplicador de Lagrange
(como sabemos esses multiplicadores geram equagoes de vinculo) para o termo *RR, en-
tao, teremos duas variaveis. Consequentemente, as equacoes de movimento sao geradas
a partir da variacao da agao em relacao a métrica e ao campo escalar, resultando nas
seguintes equacoes de campo

G/uz + C,uu + Ag/u/ = /{T/uz
(4.39)
*RR = 0.
Em suma, as duas perspectivas sao equivalentes com o detalhe que na primeira o campo
escalar é especificado a priori, diferentemente do que ocorre na segunda onde o campo
escalar é tomado como uma variavel que deve ser determinada pelas equagoes de campo.

A maioria dos trabalhos na literatura relacionados com o assunto usaram a primeira
perspectiva, por razoes 6bvias, as equacoes de movimento sao muito mais simples de se
resolver, muito embora haja um risco grande de perda de generalidade em razao de uma
possivel “ma” escolha para o campo. Dessa forma é mais razoavel determinar o campo a
partir das equacgoes de movimento.

Para ilustrar bem o que foi discutido citamos, por exemplo, a referéncia onde foi
mostrado que a métrica de Schwarzschild continua a ser solugao das equagoes modificadas.

Os autores do artigo propuseram a seguinte escolha para o campo de Chern-Simons
t 1
¢ = - = Vy = | —, 07 07 0 ) (440)
H M

onde p é uma escala de energia, tal que [u] = M. Essa escolha reduziu drasticamente as
propriedades das equacoes modificadas. Uma delas é o tensor de Cotton quadrimensional
que se reduz a sua forma usual tridimensional, outra consequéncia dessa escolha, parti-

cularmente para a métrica de Schwarzchild®, é que todas as componentes do tensor de

8 A métrica de Schwarzschild, como também quaisquer métricas esfericamente simétricas satisfazem a

restrigao de Pontryagin
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Cotton anulam-se reduzindo as equacoes modificadas para as equacoes de Einstein. De
fato, foi importante verificar a solu¢ao de Schwarzchild (mesmo para essa escolha padrao
do campo de Chern-Simons), pois mostra que a teoria modificada comporta uma solugao
que passa nos trés testes classicos da Relatividade Geral e que descreve com bastante
precisao o nosso sistema solar.

Outras solucoes exatas foram obtidas para as equagoes modificadas, das quais
destacam-se: as métricas de Friedman-Robertson-Walker e Reissner-Nordstrom com de-
talhe que ambas sao solugoes com a mesma escolha (4.40) do campo escalar e, assim como
a solucao de Schwarzschild, leva a anulacao das componentes do tensor de Cotton, tam-
bém foram obtidas solugoes para métricas de Godel com outra escolha para o campo de
Chern-Simons que também anula o tensor de Cotton.

Note que as solucoes discutidas até entao satisfazem a restricao de Pontryagin
como também a anulagao do tensor de Cotton simultaneamente, nesses casos as equagoes
modificadas reduzem-se a

G+ Agu = KT,
Ch =0 (4.41)
*RR =0,
que leva-nos as mesmas solucoes das equacoes de Einstein devido ao desacoplamento do
tensor de Cotton nas equacoes modificadas.

Foi analisado muito pouco na literatura solucoes onde o tensor de Cotton é nao nulo,
essas solugoes seriam muito preciosas pois trariam informacoes de nova fisica derivadas
do termo de deformagao topoldgico/violacao de paridade, em outras palavras, terfamos
correcoes nas equagoes de Einstein advindas do termo de Chern-Simons. Na préxima se¢ao

discutiremos, em mais detalhes, a influéncia da violacao de paridade no setor gravitacional.

4.3 Violacao de Paridade na Gravidade Modificada

de Chern-Simons

Por influéncia da correcao de Chern-Simons, no contexto do eletromagnetismo apre-
sentar violagao de paridade, surge naturalmente a pergunta qual a paridade da correcao

de Chern-Simons e/ou quais sao seus efeitos na GCSN?
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Antes de responder as perguntas anteriores é necessario definir paridade, que nada
mais é que a inversao dos eixos espaciais no sistema de coordenadas, assim a paridade
constitui um tipo de transformacao discreta de Lorentz assim a inversao temporal. A

transformacao de paridade é matematicamente representada como sendo
o = (2°, %) — 2" = (2°, —1) (4.42)
ou,
o't = §fa® — Sl (4.43)

onde o indice I = 1,2,3. A equacao anterior pode ser reescrita em forma matricial como

segue X' = Px, em que P é o operador de paridade dada, em termos matriciais, por

1 0 0 0

i 0 -1 0 0
[PV, = (4.44)

00 -1 0

00 0 -1

Definimos a acao do operador paridade sobre um observavel B por P [B] = \,B,
onde o autovalor A\, toma os seguintes valores: A, = 1, neste caso dizemos que a paridade
¢ preservada ou € par, e A\, = —1 onde ¢ dito haver violacao de paridade ou, simplismente,
de paridade impar.

Agora vamos analisar a paridade do termo de correcao de Chern-Simons, para
isso devemos perceber que o campo de Chern-Simons e o tensor de Levi-Civita sao as
quantidades que possuem uma paridade bem definida no termo de correcao. Com efeito,

tomemos explicitamento a densidade de Chern-Pontryagin,

1
*RR = §swﬁww g (4.45)

vt rap

perceba que o produto de tensores de curvatura Riemanniano nao se transforma por
paridade, ou seja, tem paridade par bem definida restando analisar o tensor de Levi-

Civita, tal que sob transformacao geral de coordenadas,

low 18 T 16
_afe _ 0x'* 0x'" 0x'™ Oz s, (4.46)
Ozt Ox¥ Oz Ox°
usando (4.44) obtemos que o tensor de Levi-Civita tem paridade fmpar, 977 = —g217 A

acao da teoria é uma quantidade escalar, portanto todos os termos devem ser invariantes

por transformacao de paridade (a agdo de Einstein-Hilbert é invariante por paridade) isso
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exige que o campo de Chern-Simons tenha paridade impar, ou seja, ele deve se transformar
como um pseudo-escalar, pgb = —¢, mantendo o produto ¢ *RR invariante.

No que diz respeito as equagoes modificadas o tensor de Cotton ¢é invariante por
paridade se o vetor v, preservar a paridade, pvu = v, que esta de acordo com pgb = —¢.
E importante salientar, mesmo que a agao da teoria e as equagoes de campo sejam invari-
antes por paridade isso nao implica dizer que existird apenas solugoes que respeitem essa
simetria, um exemplo bem conhecido é a Relatividade Geral que é uma teoria invariante
por paridade cujas equacoes de movimento também sao invariantes, no entanto ela apre-
senta solugoes que violam tal simetria como é o caso da solucao de Kerr. Tragando um
paralelo com a GCSN percebemos que a restricao de Chern-Pontryagin é satisfeita para
métricas com paridade par e, assim, sao potenciais solugoes da GCSN. Em contrapartida,
as solugoes de paridade impar nao satisfazem a restricao Pontryagin e automaticamente
nao sao solugoes de GCSN, citamos como exemplo a métrica de Kerr onde a densidade

de Chern-Pontryagin é dada por

aM?r

"RR = 96—

cos O(r? — 3a® cos® 0)(3r? — a® cos? §), (4.47)

onde ¥ = r? + a%cos?d. O termo do lado direito da equacao anterior é proporcional
ao termo de paridade impar da métrica de Kerr inviabilizando-a como uma solugao de

GCSN, outros elementos de linha com paridade impar podem ser encontrados em [64] .

4.4 Universos Tipo Godel Na GCSN

Nesta secao trataremos das métricas tipo Godel no contexto da GCSN. Os resulta-
dos que serao discutidos nesta se¢ao constituem uma parte da pesquisa original realizada
durante o doutorado.

Os universos tipo Godel, como ja fora discutido no capitulo 3, sao uma classe de
métricas determinadas por dois parametros m e w. Em especial, na Relatividade Geral
foi mostrado em [42] que as solucoes com fontes de matéria que satisfazem a condigao
de energia forte, ou seja, com matéria barionica, estao dentro do intervalo de parametros
—o00 < m? < 4w?, implicando na existéncia de uma tnica solucao totalmente causal que
corresponde a m? = 4w? cuja fonte de matéria ¢ um campo escalar com dependéncia linear

em z, vide [42] para mais detalhes. Claro que outras solugoes causais, m? > 4w?, foram
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encontradas, no entanto as fontes de matéria que as geram nao satisfazem a condicao
de energia forte e isso é um problema sério, pois as fontes de matéria ordinaria que
conhecemos satisfazem tal condicao. Em resumo, na Relatividade Geral a unica fonte de
matéria ordinaria que gera uma métrica tipo Godel totalmente causal é um campo escalar
material da forma (z) x z , qualquer outra solugdo é obtida por fontes de matéria
exoética.

Naturalmente surge a necessidade de verificar a consisténcia das métricas tipo
Godel na GOSN, bem como suas propriedades de causalidade. Para isso, o primeiro passo
¢ verificar se tais métricas satisfazem a restricao de Pontryagin. O primeiro ingrediente
para o calculo é reescrever as métricas tipo Godel em termos de uma base ortonormal,

especificamente em uma base local de Lorentz® tal que as 1-forma da base sao dadas por

e = dt + H(r)dd,

e = dr, (4.48)
A48

e® = D(r)de,

e® = dz,

onde o intervalo ds? = ngete’ genericamente equivalente a (2.22). Reescrevendo a restri-

¢ao de Pontryagin em termos de formas diferenciais temos
Tr(RAR) =0, (4.49)

por outro lado, usando a Eq.(4.7) obtemos que a restrigdo de Pontryagin é equivalente a

derivada exterior da 3-forma de Chern-Simons. Portanto,

Tr(R A R) = dQ3(w) =0 (4.50)

abrindo a equagao anterior usando (4.8) e explicitando os produtos exteriores ficamos com

1 2
(Z abcdRZef) e“Nel Ne“ Nel = [ac (wabd Oe wbaf + gw“bd wbge wgaf)} e“Nned nef Nef =0
a * C cae, a 2
Ry R = 0. [5 L ((96 Wbaf + gwbge Wgaf)] =0
(4.51)

o termo entre colchetes é a corrente topolégica (4.10) escrita na base (4.48), entdo é

suficiente mostrar que a divergéncia da corrente topoldgica é nula para ser respeitada a

9F utilizado esse procedimento pois facilitara consideravelmente o calculo
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restricao de Pontryagin. No apéndice C estd o calculo explicito mostrando que de fato
a divergéncia da corrente topoldgica se anula para as métricas tipo Godel. Apesar de
termos mostrado que tais métricas satisfazem a restricao para uma certa escolha de base,
o resultado é geral pois qualquer tensor que toma um valor nulo em uma certa base sera
nulo em qualquer outra base.

O préximo passo é escrever as equacoes modificadas na base (4.48). H& duas formas
de obté-las: a primeira é usando o formalismo de tetradas, enquanto que a segunda é usar
o principio de covariancia geral. Desta forma, elas sao escritas na base local de Lorentz

CcOomo
1
Rab + Oab =K (Tab - §T77ab> + Anab (452)

onde R, = ekeyR,, ¢ o tensor de Ricci nessa base, Ty, = efeyT,, ¢ o tensor energia-
momento definido nessa base. O tensor de Cotton na nova base é conectado com a sua
versao na base coordenada via a relagdo Cy, = efejC,, ou, mais explicitamente (vide

apéndice B),
1
C = —i{vcaaCdeVdRz + 0 R W’ g — 02" Y RY Wy + v "R + (a 4 b)} (4.53)

Feito essas consideracoes o objetivo agora é calcular todas as componentes das
equagdes modificadas (4.52). Para isso vamos utilizar a informagao que as componentes
nao nulas do tensor de Ricci na base local de Lorentz sao dadas por

Rg)(0) = 2w%;

R(l)(l) — 2w2 — m2; (454)
Rz = 2w* = m?,
onde, claramente, sao constantes e diagonais. Contrariamente ao tensor de Ricci, as

componentes do tensor de Cotton nao sao constantes e, tampouco diagonais na base local

de Lorentz (4.48). As componentes nao nulas do tensor de Cotton sdo dadas por:

i) componentes diagonais;

0
C(O)(O) 2£w(4w2 — m2);
0
Coa = 3—fW(4w2 - m’); (4.55)
0
Coye = —gbuj(ﬁlw2 —m?),
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ii) componentes nao diagonais;

2 2 2 2
Coyn) = 1(MSH(T’) 3¢)(4w m);

2\ 020t -~ 000z)  D(r)
1 9%
Core = 2 8207"(4WQ - m’);
C __9¢ (4w? —m?); (4.56)
@) =~ wdw” —m7); :

1 /0% 9%\ (4w? —m?)
Cine = é(WH““) - 898t) IO

1 9%
Coye) = 35,4 —m’)

Observe que nao foi feito qualquer tipo de escolha sobre o campo de Chern-Simons,
isto é, o campo é expresso da maneira mais genérica possivel, ¢ = ¢(t,r,0,z), e sua
forma serd determinada pelas equacoes de campo. Um fato interessante é que todas
as componentes do tensor do Cotton sao identicamente nulas para a classe m? = 4w?,
independentemente de qual a forma do campo de Chern-Simons. Essa situacao nos remete
a questao das simetrias das métricas tipo Godel, sobretudo para variedades tipo Godel
onde m? = 4w?, onde foi mostrado que elas sao conformalmente planas implicando que
todas as componentes do tensor de Weyl sao nulas'® e por esta razao admite um grupo
de isometria maximal G, ou seja, maior que qualquer outra métrica tipo Godel. Assim,
nosso primeiro resultado interessante é que métricas tipo Godel conformalmente planas
(m? = 4w?) implica necessariamente na anulagao de todas as componentes do tensor de
Cotton, desta forma as equacoes modificadas reduzem-se as equacoes de Einstein e um
campo escalar de Chern-Simons arbitrario permeando o espago-tempo.

Agora vamos implementar o outro ingrediente fundamental para resolver as equa-
¢oes modificadas, as fontes de matéria. Com o intuito de comparar os resultados na GCSN
com a Relatividade Geral usaremos as mesmas fontes de matéria utilizadas em [42], quais
sejam: um fluido perfeito, um campo escalar (logicamente ndao é o campo de Chern-
Simons) e um campo eletromagnético. Comecemos descriminando o fluido perfeito, que

tem vorticidade w, densidade p, pressao p e as componentes do tensor energia-momento

190 teorema de Weyl-Schouten diz que variedades Riemannianas de dimensao n > 3 sdo conformalmente

planas se e somente se o tensor de Weyl é identicamente nulo
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sao dadas por T(fzzl)b = (p + p)uqup + P 1Nap, em particular na base (4.48), temos
(fp) _ (fp) _ q(fp) _ p(fp) _
oo =, T 00 =T o0 =T @e =P (4.57)

onde a quadrivelocidade na base local de Lorentz é dado por u® = e?o) = 5?0), portanto
¢ um quadrivetor tipo-tempo (uu, = —1). Como se era de esperar T' ( Z)b ¢ diagonal
e constante. A proxima fonte de matéria é um campo escalar sem massa ), portanto
satisfaz a equagao de Klein-Gordon Uy = "'V, V1) = 0. Podemos reescrevé-la na base

de tetradas da seguinta forma
Oy = 1*(Va Vo) + 0%, Veth) =0, (4.58)

Por questao de haver uma direcao preferencial local nos universos tipo Godel, escolhemos
o gradiente do campo @ constante e paralelo ao eixo z. Assim, o campo toma a forma
1 = s(z — z), onde s é a amplitude e 2y um parametro, ambos sdo constantes. As

d 3 d 1 x T(Sf ) _
componentes do tensor energia-momento do campo escalar sao expressas por w =

VoVyth — %%bvcwvcw, onde na base local (4.48) as componentes nao nulas sao

2
_ 5_’ o) s 2 (4.59)

H  _ plsh)
T T om =5 T "o @@ = "3

(0)(0) —
similarmente ao fluido perfeito, tal escolha do campo escalar culminou em um tensor
energia-momento constante e diagonal.

Finalmente, vamos tratar da iltima fonte de matéria que é um campo eletromagné-
tico cujas equagoes de Maxwell no vacuo sdo dadas pela (2.49), ou ainda, reescrevendo-as

na base de tetradas as mesmas tomam a forma

VaFab + Fabwacc + Facwcba — O,
(4.60)
V[cFab] + 2Fd[bwdac} =0.
A direcao preferencial determinada pela rotagao local sugere decompormos o tensor de
Faraday em uma base local de Lorentz ([58]) em termos das componentes dos campos elé-

tricos (E,) e magnéticos (B,), assim como da quadrivelocidade u® definida anteriormente.

Portanto, a expressao para Fy;, é dada por
Fab = Eaub — Ebua + €abcduCBd, (461)

onde E* = F®y, ¢ B* = %5“”Cduchd. As componentes nao nulas na base (4.48) sao tais

que

Floys) = E, Faye = B. (4.62)
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Substituindo nas equagoes de Maxwell (4.60), ficamos com as seguintes equagoes diferen-

ciais
E
2 (4.63)
0B .
— —2WE =0
0z “ ’
cuja solucao geral é
E = E(z) = esin[2w(z — 2)]
(4.64)

B = B(z) = —ecos[2w(z — z)]

onde e é a amplitude do campo eletromagnético e zy é uma fase, ambos sao quantidades
constantes.

O tensor energia-momento do campo eletromagnético na base de tetradas é dado

por T(Ceib = F °Fy. — inabFCchd cujas componentes nao nulas na base (4.48) sdo

=Ty == T == (4.65)

2
_ lee)
=T @@ = 3

(co)
T e

(0)(0)

todas as componentes nao nulas sao constantes e diagonais. Note que o tensor energia-
momento das fontes individualmente sao constantes e diagonais, dessa maneira o tensor

energia-momento de todas as fontes combinadas (7};) também os serao. Ou seja,

Ty =TV, + 1) 4 1) (4.66)

ab’

ou, mais explicitamente na base (4.48)

1 1
Tioy0) = 562 + 582 +p,
1 1
Tom =53¢ =55+, )
1,1, (4.67)
Ty = 56" — 55 +p,
1 1
T(g)(g) = —562 -+ 582 +p

Levando em conta que tanto o tensor de Ricci quanto os termos de constante
cosmoldgica e o tensor energia-momento sao todos diagonais e constantes na base de
Lorentz (4.48). Esse quadro é extraordindrio, pois as equagoes modificadas ficam bastante
simples de serem resolvidas, tal afirmacgao fica clara ao tomarmos as componentes nao

diagonais das equacoes modificadas, isto é, quando a # b as mesmas reduzem-se a

Cab = O, a 7é b, (468)
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cuja solucdo, usando (4.56), é dada por ¢(t,r,0,2) = b(z — zy) + f(r,0), onde b é am-
plitude do campo de Chern-Simons na diregao z, que é uma constante, e f(r,6) é uma
funcao arbitraria das coordenadas r e 6. Desta forma, as componentes nao diagonais das
equacoes modificadas nos fornecem a forma do campo de Chern-Simons com uma certa
arbitrariedade, por outro lado note que as componentes diagonais do tensor de Cotton
envolvem apenas o gradiente do campo de Chern-Simons na dire¢ao da coordenada z, por-
tanto se tomarmos, por exemplo, b = 0 automaticamente todas as componentes diagonais
anulam-se e as equacoes modificadas reduzem-se as equacoes de Einstein. No entanto, es-
tamos interessados em solugoes que sao afetadas pelo termo de correcao de Chern-Simons,
consequentemente tais solugoes sao geradas por Cgy, # 0, com a = b. Como as componen-
tes diagonais do tensor de Cotton envolvem apenas a derivada direcional na direcao z do
campo escalar % podemos tomar sem qualquer perda de generalidade f(r,6) = 0 (nao
afetard em nada as equagoes), além disso a constante bzy pode ser jogada fora, pelo fato

da acao possuir simetria global de deslocamento por uma constante. Entao,
o(t,r,0,2) = ¢(z) = bz, (4.69)

manterda Cy, # 0 para a = b.

Veja que podemos interpretar bz como uma perturbacao, no entanto tal pertur-
bacao nao possui protecao topoldgica e, deste modo, afetara a dinamica do sistema. A
consequencia pode ser analisada a luz da quebra da simetria de Lorentz, vejamos em mais
detalhes: o vetor v, = V,¢ = [0,0,0,b], constante, adquire um valor esperado de vacuo
(vev) introduzindo no sistema uma quebra da simetria de Lorentz (neste caso ocorre uma
quebra da invariancia de rotagado) cuja consequéncia fundamental é a existéncia de uma
diregao preferencial no espaco tempo.

Observaveis fisicos (campos dinamicos) de alguma forma podem se acoplar com o
vetor v, produzindo uma nova quantidade que pode mudar dramaticamente a dinamica
do sistema. No caso das métricas tipo Godel, que ja gozam da propriedade de ter o eixo
de rotacao local como direcao preferencial, o vetor v, se acopla a métrica através do vetor
w, definido em termos do parametro métrico w. Matematicamente, ocorre que o vetor
v = V¢ = 10,0,0,b] é paralelo ao vetor vorticidade w, = [0,0,0, —w] e alinhados com
o0 eixo z. Isto permite-nos introduzir um novo parametro k definido pelo produto escalar
wv, = —bw = —k. O gradiente do campo de Chern-Simons e a vorticidade possuem o

mesmo sentido quando k£ < 0, caso contrario possuem sentidos opostos.
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Para visualizar os efeitos da quebra da simetria vamos substituir o campo de Chern-
Simons dado por (4.69), obtido das componentes das equagoes modificadas nao diagonais,
os tensores de Ricci e Cotton na base local de Lorentz em (4.52), desta forma ficamos com

um sistema de equagoes gerado pelas componentes diagonais (tomamos k = 1)

1 1 3
2w? + 2bw(4w® —m?) = 562 +5p—A+op (0,0), (4.70)
1 1 1
2w —m? + bw(dw? —m?) = 562 —gp+A+gp (1,1) =(2,2),  (4.71)
1 1 1
0 = —562—§p+52—|—A+§p (3,3), (4.72)

com a exigéncia que 4w? # m?2.

Na GCSN a constante cosmoldgica A estd relacionada exclusivamente com a fonte
de matéria e determinada pela componente (3,3) por A = %62 + %p — 5% — %p. As
outras duas equagoes restantes (4.70-4.71) serdo usadas para determinar os parametros
da métrica (m?, w) em funcao do contéudo de matéria e da amplitude do campo de Chern-

11 assim temos trés parametros

Simons (vev), b, que é considerado um parametro arbitrario
para duas equagoes. Seguindo esse procedimento, isolando m? de (4.71) e substituindo
em (4.70), chegamos em uma equagao algébrica de terceira ordem para w. Por outro
lado, levando em consideracao que b aparece nas equacoes modificadas na forma bw, logo
podemos usar o parametro k e substituir em (4.70-4.71). Essa substitui¢ao possibilitara

as equacoes modificadas serem lineares com respeito a m? e w?, consequentemente as

equagoes modificadas restantes, substituindo o A, tomam a forma

(2 + 8k)w? — 2km?* = p + s> + p, (4.73)

(2 +4k)w? — (1 + k)ym? = —s? + €2 (4.74)

Como mostrado em [42] ndo hé solugao de métricas tipo Godel para o vécuo, dife-
rentemente da GCSN que ha solugao. A solugao do vazio é obtida fazendo os parametros

das fontes de matéria iguais zero, entao
(2 + 8k)w? — 2km? = 0,
(2 + 4k)w?® — (1 + k)m? = 0, (4.75)
A =0,

IE claro que o parametro b deve ser uma quantidade pequena, pois os seus efeitos na escala de energia

da RG devem ser suprimidos.
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cuja solucao é

A=0,
m? = w?, (4.76)
1
[T
Y773

A solugao do vazio pertence a classe hiperbdlica, como evidenciado em (4.76), e
apresenta CTC’s pois 0 < m? < 4w?, portanto vemos que a violacao de causalidade
pode ocorrer mesmo na auséncia de matéria e o proprio coeficiente de Chern-Simons pode
ser tratado como um meio especial nao dinamico. Isso ocorre devido as propriedades
topoldgicas da correcao de Chern-Simons serem tais que a intensidade entre o gradiente
do campo de Chern-Simons e a vorticidade da matéria é um valor fixo, k = —%, que gera
uma geometria nao trivial do espaco-tempo. O resultado acima pode ser enxergado sob a
perspectiva da quebra de Lorentz: a solugao do vazio (4.76) sé é possivel com quebra de
Lorentz, mais ainda se o vev produzir exatamente k = —%, como a RG é uma teoria que
nao ha quebra de Lorentz implica que nao ha solugao para o vazio.

As solugoes com fontes matérias sdo obtidas a partir de (4.73-4.74), no entanto,
diferentemente do caso do vazio, desta feita iremos expressar as solucoes em termos do

parametro £ como mostrado abaixo

wk + by,

WAk) = i
AP : (@77

1(p+p+3s°—2e%)k+p+p+s
2 3k + 1 ’
para k # —%, cujos coeficientes

2a, = p+p+ 3s% — 2% (4.78)
2b, = p+p+ s% (4.79)

sao determinados apenas pelo conteido de matéria. Analogamente, a solucao para m?

toma forma semelhante

mZ(k) — a’mk + bm
3k+1 (4.80)
B 2(p+p+352 —2ek+p+p+s*—e?
B 3k+1 ’
para k # —%, com coeficientes dados por
am = 2(p+p+ 3s* — 2¢2), (4.81)

b = p+p+ 28 — €2 (4.82)
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Uma analise rapida da solucao nos confere que os sinais dos parametros da métrica
w? e m? dependem do contéudo de matéria como também do intervalo de k. Outra
importante observagao a ser feita é o fato de w ser um parametro real, tal condicao impoe
w? > 0, que determina o intervalo permitido para k que, por sua vez, também determina
os possiveis sinais de m?(k) e, por consequéncia, as classes das métricas tipo Godel dentro
do intervalo permitido.

Quando o vev se anula, ou seja, b = 0, ou equivalentemente, k& = 0, a solucao
de Chern-Simons dada por (4.77) e (4.80) reduz-se a w? = b, e m®> = b,,, portanto
recuperando a solucao da RG como é de se esperar, pois o campo de Chern-Simons se
anula em todo o espaco-tempo. Em outras palavras, os coeficientes b, e b,, da solugao de
Chern-Simons sao reduzidos aos resultados da RG para w? e m?, respectivamente, para
as mesmas fontes de matéria.

A informagao sobre as propriedades de causalidade é melhor observada ao combinar

as (4.77) e (4.80), de modo a fornecer a seguinte equacao

2 _ —(p+p+e?)
3k+1

2

m? — 4w (4.83)

onde o intervalo permitido de valores de k determina o sinal da equacao anterior ja que
o numerador é sempre negativo. Com efeito, a equagao (4.83) separa duas regioes fisi-
camente distintas em relacdo a um ponto singular (k = —%), quais sejam: a primeira
delas é k > —% correspondendo ao intervalo de parametros da métrica m? < 4w?, ou seja,
dentro da regiao nao causal, em contrapartida a segunda regiao corresponde a k < —%
que implica m? > 4w? e, portanto, dentro da regiao completamente causal.

Fisicamente falando a solugao do vazio pode ser interpretada como uma solucao
critica que separa duas regioes no espaco do parametro k: a regiao completamente causal,
sem CTC’s, e a regiao nao causal, com CTC’s.

Antes de tratar de algumas solugoes especificas faz-se necessério obter algumas
relacoes gerais entre os coeficientes de w? e m? definidos acima, as mais relevantes sao
dadas por a,, = 4a,, € b,, = b, + a,,. As raizes k,, = —Z—: de w?(k) e ky, = —Z—Z de m?(k)
sao também relacionadas entre si por k., = 4k,, + 1. Por outro lado, existem também as
restrigoes a, — 3b, = —(p+p+e€?) <0e ay —3b, = —(p+p+e€?) <0.

A primeira solugao de Chern-Simons interessante com matéria corresponde ao caso

de uma fonte somente com campo escalar ¥ (z) = s(z — zp), nesta situagao os coeficientes
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reduzem-se a a,, = 3b, e a,, = 3b,,, substituindo em (4.77) e (4.80) obtemos w?(k) =
b, = % e m%(k) = b,, = 2s. Essa solugao implica em m? = 4w? para o qual o tensor de
Cotton ¢é identicamente nulo, naturalmente a mesma solugao é encontrada na RG. Entao,
a solugao de GCSN para uma fonte de matéria unicamente formada por um campo escalar
linear na coordenada z é uma solucao trivial, isto é, reduz-se a solucao da RG. Isto se da
ao fato que o parametro de violacao de Lorentz k nao interfere nas equagoes modificadas
pela simples razao do tensor de Cotton, Unica quantidade sensivel a k, se anular.

Outros casos interessantes surgem quando exigimos que coeficientes tomem valores
estritamente positivos 2a, = p+p-+3s2—2e2 > 0 e 2b, = p+p+s? > 0, bem como as raizes
de w?(k) e m?(k) satisfacam a relagio k, = —2 < k,, = —2= < —1. Particulaarmente,
a solugao de GCSN cuja fonte é apenas poeira satisfaz todas as relagoes anteriores, neste

caso a soluc¢ao dada por (4.77) e (4.80) toma a forma

wik) 1k+1

p 23k+1
4.84
m?*(k)  2k+1 (484)
p 3k+1
em que as raizes sao dadas por k, = —1 e k,, = —%, respectivamente. Além disso, a

solucao deve satisfazer a exigéncia que w?(k) > 0, tal exigéncia implica no intervalo de

valores permitidos para o parametro k£ dado por £k < —1 ou k > onde m?(k) > 0

_%7
dentro desse intervalo implicando que a solucao de poeira pertence a classe hipérbolica de
métricas tipo Godel (3.16). A soluc@o é melhor visualizada tragando o gréafico das fungoes
w(k) e m?(k) tomando p = 1 vide Fig.(4.2). Em resumo, vemos pelo grafico que hd uma
regiao de possiveis valores de k, satisfazendo a solucao, que se encontra a esquerda do valor
critico k = —%, portanto as solugoes nessa regiao nao possuem CTC’s. Por outro lado,
também ha solucoes que se encontram a direita de k = —% todas nao causais, sobretudo,
k = 0 coincide com a solucao da RG a qual apresenta CTC’s como era de se esperar.

A solugao de Godel na GCSN pode ser obtida combinando as equagbes (4.77) e
(4.80) de tal modo a exigir que

_32_ _ 22]{5 2 .2
m? ot = 3= ]391;;?) Tems (4.85)

resolvendo para k ficamos com

m? =2w* =3 +p+p—2e* >0,
2 _ 2 (4.86)

e —s
2w?

bw=Fk=
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Diferindo da RG onde a solucao de Godel é obtida apenas para fluido perfeito, a ultima
equagao deixa claro que na GCSN nao apenas fluido perfeito gera solugao de Godel.
Finalmente, vamos discutir as solucoes abrangendo as classes linear e trigonomé-
trica. Nesse momento, cabe um comentario importante sobre os coeficientes a,, a,,, b, €
bm; perceba que os mesmos sao sempre positivos, na auséncia de campo eletromagnético
como fonte, culminando que todas as solugoes se comportam de maneira semelhante ao
caso de poeira (semelhante no sentido das solugao estarem contidas na classe hiperbélica
e apresentarem solugoes causais). Portanto, similarmente a RG, a presenca do campo
eletromagnético é necessaria para obter solugoes nas classes linear e trigonométrica. Na
RG a solugao com campo eletromagnético [42] implica em w = 0 (caso das métricas tipo
Godel chamado de degenerado), contrariamente na GCSN encontramos solugoes tanto
para w # 0 (caso mais relevante) quanto para w = 0 (solu¢do que se reduz a da RG).

A solugao da GCSN dada por (4.77) e (4.80), quando apenas o campo eletromag-

Figura 4.2: Gréfico de w(k) e m?(k) para a solugao de GCSN com poeira como unica
fonte de matéria. Tomamos p = 1. Perceba que a linha vertical tracejada corresponde a

solucao do vacuo.
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nético é usado como fonte de matéria, reduz-se a

wz_ k
ez 3k+1

4.87
m2_ 4k +1 (4.87)
2 3k+1

com constante cosmolégica estritamente positiva, 2A = e2. As rafzes de w? e m? sao k,, = 0

ek, = respectivamente, e nao dependem da amplitude do campo eletromagnético

1
47

e. Como se é exigido que a solucao satisfaca w?

> (), teremos uma restricao sobre os
valores permitidos para k. Os valores devem pertencer ao intervalo —% < k < 0, além
disso percebe-se que dentro do subintervalo —% <k< —}1 a solucao se encontra dentro

da classe hiperbdlica (m? > 0), para k = k,, = —i a solugao corresponde a classe
linear (m? = 0), enquanto que no subintervalo —i < k < 0 a solucao pertence a classe
trigonométrica (m? < 0). Esses resultados podem ser melhor visualizados na Fig.(4.3).
Pelo grafico observamos que contrariamente ao caso de poeira, agora nao ha solucoes

causais, ou seja, nao existe solucoes na regiao determinada por k < —%.

0@ = = ny

Figura 4.3: Gréfico de w(k) e m?(k) para a solugao de GCSN com campo eletromagnético
como tnica fonte de matéria. Tomamos e? = 1. Perceba que a linha vertical tracejada

corresponde a solucao do vacuo.



Capitulo 5

Gravidade Modificada Por Um

Termo de Chern-Simons Dinamico

No capitulo anterior discutimos sobre GCSN, teoria esta cacterizada por um pseudo-
escalar (o campo de Chern-Simons) que nao evolui dinamicamente no espago-tempo, em
outras palavras, o campo nao satisfaz uma equacao de movimento. Por outro lado, o
modelo mais realistico seria tratar o campo de Chern-Simons como sendo um campo di-
namico, assim um termo cinético deveria ser introduzido na acao de GCSN e, além disso,
o campo de Chern-Simons satisfaria uma equacao de movimento. Tal teoria foi primei-
ramente introduzida em [59] e ficou conhecida como formula¢ao dinamica da teoria da
gravidade modificada por um termo de Chern-Simons(GCSD). A formulac¢ao dinamica
pode ser vista como uma teoria efetiva advinda de teorias mais fundamentais: teoria de
cordas e loop quantum gravity. No contexto das teorias de cordas nao perturbativas, o
campo de Chern-Simons é um campo moduli, que sao campos escalares nao massivos que
surgem no regime de baixas energias de teorias mais fundamentais [60, 61]. J& no contexto
da gravidade quantica, o termo surge ao promover o parametro de Barbero-Immirzi a um
campo escalar acoplado ao invariante topolégico de Nieh-Yan [62, 63].

Tem se explorado muito na literatura solucoes das equagoes modificadas no con-
texto da formulagao nao dinamica, o que nao se observa na formulacao dinamica, embora
alguns trabalhos tenham sido realizados, por exemplo, [?] . Isso se dd ao fato que as
equagoes modificadas na formulagao dinamica, veremos na secao seguinte, sao mais com-

plicadas do ponto de vista matematico, isto é, as equagoes de campo sao mais complexas.

29
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Em face desses problemas, nosso objetivo neste capitulo é verificar a consisténcia das

classes de métricas tipo Godel no contexto da GCSD.

5.1 A Acao da GCSD

A acao da GCSD adicionada com o termo de constante de cosmoldgica é descrita

por

Scsp = i / d*z\/—g {(R —2A) + i<¢ *RR) - g(v#wm + 2V(¢)>} + Swmat,

(5.1)
onde  é uma constante de acoplamento dimensional e V(¢) é um potencial associado ao
campo de Chern-Simons. A GCSD pode ser vista como uma teoria efetiva de teorias de
cordas, entao o termo de potencial é relevante apenas em altas energias, mais precisamente
na escala da quebra da supersimetria [60]. Portanto, para a nossa proposta, que ¢ analisar
a classe de métricas tipo Godel em uma escala de energia proxima da RG, podemos esque-
cer o termo de potencial ao passo que ele é relevante apenas em altissimas energias [64].
Em unidades naturais a agao (5.1) é adimensional, além disso a métrica também é adi-
mensional isso pode ser facilmente visto pela equagao g, u*u” = utu,, como consequéncia
os tensores de Riemann ou Ricci tém dimensao do inverso de comprimento ao quadrado,
[R,,] = L2, o campo de Chern-Simons tem dimensao de comprimento ao quadrado,
[¢] = L? e a constante de acoplamento tem dimensao de inverso de comprimento elevado
a quatro, [8] = L™,

Variando a ac@o (5.1) em relacdo a métrica g,, e ao campo de Chern-Simons ¢,

obtemos as equacoes de movimento, respectivamente,

1
Ry, — §RgW + Cw + Mgy =T + Ty (5.2)
v 1,
pl¢ = 6% — 1 BR (5.3)

onde tomamos K = 1. O tensor Tj’y representa o tensor energia-momento associado ao

campo de Chern-Simons cuja defini¢cao é

T, = 8 |(7,0)(90) — 50(920)(V20) — 9V (6)] (5.4
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estamos carregando o potencial junto as expressoes por motivo de completeza, mas o
descartaremos no momento oportuno.

Como visto no capitulo anterior, a formulacao nao dinamica esta atrelada a uma
limitagdo a chamada restricio de Pontryagin (4.38), a principal consequéncia disso é
a teoria ser limitada a variedades Riemannianas que a satisfacam. Por outro lado, a
formulagao dinamica nao apresenta qualquer limitacao ou restricao tal afirmacgao pode ser
traduzida pela equagao (5.3), onde, por analogia, seria a equagao equivalente a restrigao
de Pontryagin na formulagao ndo dinamica, no entanto (5.3) nao representa uma restrigao,
mas sim, uma equacao de evolucao para o campo de Chern-Simons com a densidade de
Pontryagin desempenhando o papel de “fonte” do campo ¢.

Foi discutido que métricas que apresentam paridade impar nao sao solugoes da te-
oria modificada na formulagao nao dinamica e citamos como exemplo a métrica de Kerr,
naturalmente surge a seguinte pergunta; as métricas com paridade impar e, especialmente,
a métrica de Kerr podem ser solugoes da teoria modificada na formulagdo dinamica? A
resposta é nao, pelo simples fato que o tensor de Cotton é nao nulo, pois a equagao dina-
mica do campo de Chern-Simons produz um campo escalar bastante complexo levando,
inevitavelmente, a um tensor de Cotton nao trivial. Tal problema foi tratado em [64] onde
foram usados métodos perturbativos e encontrou-se que a métrica de Kerr deveria ter um

termo de correcao vinda do termo de correcao de Chern-Simons.

5.2 Universos Tipo Godel Na GCSD

Nesta secao verificaremos a consisténcia das métricas tipo Godel na formulacao
dinamica da gravidade modificada de Chern-Simons. Para isso vamos utilizar um proce-
dimento similar ao utilizada na formulagao nao dinamica, além disso, com o obejtivo de
compararmos ambas as formulagoes, usaremos as mesmas fontes de matéria (4.67) utili-
zadas no capitulo precedente. E conveniente reescrever as equagoes modificadas (5.2-5.3)

na base local de Lorentz (4.15), entdo

2
80¢ = 0. (5.6)

1 1
R+ Cop = (Tab — —T77ab> + (Tad;, — §T¢7]ab) + Anap, (5.5)

A primeira das equagoes é trivialmente obtida tomando o traco de (5.2) e expressando-a
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na base (4.15), enquanto que (5.6) é obtido ao descartar o termo de potencial, como ja
bem explicado o motivo, e usando que *RR ¢é identicamente nulo para métricas tipo Godel.

A novidade nas equacgoes modificadas na formulacao dinamica em relacao a formu-
lacao nao dinamica é a presenca do tensor energia-momento associado ao campo escalar

¢ tal quantidade, na base (4.15), é definida por
1
Ty, = 8| (Va®) (Vi) = 310a(Ve)) (V°0) (5.7)

onde T% = e“ebT¢
Levando em consideragao que o tensor de Ricci, o tensor energia-momento de
matéria e o termo de constante cosmoligica sao diagonais e constantes, logo (5.5) para

componentes que satisfacam a # b reduz-se a
Cop=T5. (5.8)

As componentes nao nulas de T, sio:

i) componentes diagonais;

o oo (B T8 ) i ()
1 0d\”
REIRIG)E <_9> ];
-3 () - L () (3" e (2 (%)
1 0\”
~2(D(r))? (_9) ];
> (29 (H (1) : g
foo BE <8_(f> +%( f<)D((l:>)(2)) (gf) (g_f) _(g((r))) (af) (a?)
Lo (8_?”
> (29 (H (1) : o
= (5) - 00 (20 () 2 () (%)
1 0\”
~2(D(r))? (_0) ];
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ii) componentes nao diagonais;

96\ 06
”
Ty =—p (@) s

Tz = 5[% (?}f) 1 ) (gf> <g§>]’

dp\ 0¢
Ty = =8 (E) 2.
e [ SRE) E) B
me D(ry\or)\ot) D@)\or)\oo)|
Jp\ 0¢
Ty = 5(5 7
o gl ) (00N (00 1 (06) (00
T<2><3>‘B[ ooy (22) () * o0 (2) (ae>]
Substituindo (4.56) e (5.10) em (5.8) e exigindo qua as componentes diagonais de

Cuw € Tcﬁ, sejam nao triviais, obtemos a solucao tnica
o(t,r,0,2) =b(z — 2), (5.11)

perceba que substituindo a solugao (5.11) em (4.55-5.9) encontraremos Cyy ¢ T diago-
nais e constantes, desta forma satisfazendo a exigéncia que R, Ty € o termo de cons-
tante cosmoldgica sdao diagonais e constantes na base (4.15). Nota-se que distintamente
a formulacao nao dinamica, onde ha uma maior arbitrariedade na escolha do campo de
Chern-Simons (vide discussao no capitulo anterior), na formulagao dinamica a forma do
campo de Chern-Simons é mais restrita, mesmo assim continua sendo arbitraria devido
ao parametro b. A solugao (5.11) automaticamente satisfaz a outra equagdo modificada
(5.6).

Portanto, resta-nos analisar apenas as equagoes diagonais de (5.5) dadas por

1 1
(0,0) : 2w2+2k(4w2—m2)+A—§eQ—§p_gp = 0,
1 1 1
(1,1) = (2,2) :  2w? — m? + k(4w? _m)—A+§p—§eQ—§p — 0, (5.12)
1 1
(3,3):  —A—(Bb)?+ p+§e — 5 5P = 0.

Uma inspegao direta da componente (3, 3) se verifica a ndo dependéncia da cons-
tante cosmolégica em termos dos parametros da métrica (m?, w), percebe-se a similaridade

com o caso nao dinamica, embora haja uma diferenca que surge na contribuicao do tensor
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energia-momento do campo de Chern-Simons TC‘ZZ expressada pelo termo (3b)? na com-
ponente (3,3). Seguindo nessa mesma linha, o caso particular § = 0 reduz as equagoes
modificadas na formulacao dinamica as suas equivalentes na formulacao nao dinamica, o
que era de esperar. O outro extremo é o caso particular b = 0 tal caso destréi o campo
de Chern-Simons e o tensor energia-momento do campo de Chern-Simons, portanto, as
equacoes modificadas reduzem-se a RG. Como estamos interessados em solugoes inerentes
a formulagao dinamica exclusivamente, neste caso, deve-se tomar 3 # 0 e b # 0.

Antes de tratar do caso com matéria discutiremos o caso sem matéria. Nesse caso

as equacgoes modificadas tornam-se

2w? + 8kw? — 2km? + A = 0,
2w? —m? + 4kw? —km? — A =0,

A= —(Bb)?, (5.13)

veja que a constante cosmoldgica é sempre negativa diferentemente da solucao do vacuo
na formulac¢ao nao dinamica (4.75).

O sistema de equagoes (5.13) apresenta dois casos de solugoes distintas em termos
do parametro k, que sdo: a primeira delas é vélida para k # —1/3 tal solugao é obtida
somando-se a primeira e a segunda equagoes de (5.13) depois de eliminar A delas usando

a terceira equacao; logo, ficamos com

2w? + 8kw? — 2km?* — (Bb)* = 0,

2w —m? + dkw? — km?* + (8b)* = 0, (5.14)

a priori o sistema acima parece reduzir-se a uma equacao cubica na variavel w, mas

somando as duas equacoes obtemos uma forma mais simples
(4w — m?)(1 + 3k) = 0, (5.15)

cuja solugao é m? = 4w? = 2(Bb)? para k # —1/3, no entanto essa solugao anula o tensor
de Cotton e, desta forma se reduz as equagoes da RG com um campo escalar [42], com
a diferenca que agora o campo nao é colocado “a mao” e, sim, é o proprio campo de

Chern-Simons proveniente do seu acoplamento com a geometria do espago-tempo. Por
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outro lado, a segunda solucao que corresponde a k = —1/3 ¢é dada por

A =—(Bb)?,

bw =k =——
W 3,

m? = w? + 3(6b)?, (5.16)
ela é puramente pertencente a formulacao dinamica, além disso o tensor de Cotton nao
se anula.

A solucao deve satisfazer a exigéncia que S # 0 e b # 0 para solugoes puramente
pertencentes a formulacao dinamica o que acarreta numa constante cosmolégica negativa
(estamos considerando o campo de Chern-Simons um campo escalar real, logo b é real).
De (5.17) tiramos a relacao m? > w?, que ¢é fruto da inclusao do termo dinamico de Chern-
Simons, deixando claro que a solugao se enquadra dentro da classe de métricas tipo Godel
hiperbdlica. Outra consequéncia relevante causada pelo termo dinamica é a presenca de
solucoes completamente causais, tais solugoes sao obtidas para valores dos parametros que
satisfacam (3b)? > v/2/3 que leva a m? > 4w?. Esse resultado nos fornece a principal
diferenca entre a formulacao nao dinamica e dinamica, na auséncia de fontes de matéria,
¢ que esta ultima possibilita a existéncia de variedades tipo Godel completamente causais
devido, Unica e exclusivamente, a presenca do termo dinamico.

O caso com fontes de matéria é mais complicado e isso fica claro através de uma
rapida andlise das equagoes (5.12) e (5.13), perceba que existem duas equagoes para trés
variaveis (k, m,w), onde duas dessas varidveis sdo parametros da métrica, logo devem ser
resolvidas para as fontes de matéria. A saida para encontrar uma solucao para o sistema é
tratar uma das varidaveis como um parametro independente, fisicamente falando a melhor
escolha é k como parametro livre e o motivo ¢ bastante simples; queremos observar a
influéncia da correcao de Chern-Simons sobre os parametros da métrica. Em resumo,
queremos solugdes do tipo w?(k) e m?(k), para isso vamos reescrever as equagoes (5.12) e
(5.13), ja eliminando a constante cosmoldgica delas por meio de (5.13), de uma maneira

mais conveniente, ou seja,
4 awk + bw 2 1 2
- | = — —(Bk)*=0
“ ( 3k + 1 )“ y(BR) =0,

s amk4by  2(BK)?
T (5.17)

onde as equagoes acima sao validas para k # —1/3 e os coeficientes sao definidos por

(4.78, 4.79, 4.81, 4.82).
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Resolvendo (5.17), obtemos

W2 (k) = % [ (%) 4 \/<%)2 42 (5/@2]7 (5.18)

observa-se que w? > 0 para todo k, exceto para k = —1/3 que corresponde a solugao do

vacuo e além disso é um ponto singular nas equacoes acima com fonte. A solucao para

m? ¢é encontrada substituindo (5.18) em (5.17), assim

by — 4b agk +b agk +b,\”
2 _Im w 2 w w w w 2 2 1
k) =S f <3k+1 +\/( 3k+1) * (ﬁk‘)>, (5.19)

os coeficientes junto com o parametro & determina os possiveis sinais de m? e, também,

as possiveis classes de métricas tipo Godel. Combinando (5.19) e (5.18) obtemos a mesma

relacao véalida na formulagao nao dinamica,

_ptp+eé
3k+1

m? —4w? =

(5.20)

Como discutido na caso nao dindmico a equacao anterior separa duas regices: k < —1/3
implica em solugoes completamente causais m? > 4w? e k > —1/3 implica em solugoes
com CTC’s m? < 4w?, a fronteira k = —1/3 corresponde & soluciao do vdcuo. Além disso,
ela ¢ independente do termo dinamico (8b)?, evidenciando que a dinamica do campo
de Chern-Simons nao interfere nas propriedades de causalidade que sao exclusivamente
determinadas pelas fontes de matéria e pelo acoplamento k. Distintamente da formulacao
nao dinamica, agora o parametro w? é real para todo k, exceto k # —1/3.

A geometria m? = 4w? é solucao quando consideramos apenas campo escalar como
fonte de matéria. No caso particular dessa situacao a métrica é idéntica ao caso nao di-
namico gerado pela mesma fonte de matéria, claro que a solugao geral é diferente pois no
caso dinamico a constante cosmoldgica ¢ distinta. Além disso, o tensor de Cotton é identi-
camente nulo, no entanto, diferentemente do caso nao dinamico, as equacoes modificadas
nao se reduzem as equacoes da RG com a mesma fonte, isso ocorre devido a presenca do
tensor energia-momento do campo de Chern-Simons.

Agora, vamos examinar as solugoes contidas nas trés classes de métricas tipo Godel:
hiperbdlica, trigonométrica e linear.

Primeiro, por motivo de simplicidade, vamos examinar o caso cuja unica fonte é
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poeira. Nesse caso, as equagoes (5.18) e (5.19) se reduzem a
2
pk+p pk+p
k)2
(3k:+1) * \/(3k+1) +8(8K) ]

k k ?
mi(k) = 3kp+1+\/(§ki/1)) +8(Bk)?, (5.21)

verifica-se que m? > 0 e, por consequéncia, a solucao com poeira pertence a classe hiper-

w? (k)

1
4

bélica. Analogamente ao caso nao dinamico existem solucoes causais dentro da regiao de
parametros k < —1/3, ou seja, agora o intervalo de valores para k é maior que no caso
nao dinamico.

As outras classes podem ser mapeadas ao tratar o caso com campo eletromagnético

como Uunica fonte de matéria. Em especial, as equagoes (5.18) e (5.19) tomam a forma

a0 = (i) 3y (i) o e

m2(k) = —(%) +2\/(3;2f1>2+2(ﬁk)2. (5.23)

Perceba que as raizes de (5.23) sao obtidas ao resolver a equacao de quarto grau abaixo

B2 (72K + 48k* + 8K?) — de'k — e* = 0, (5.24)

apesar da solucao analitica ser possivel ela é inviavel. A saida é obter solucoes numéricas
para isso vamos tomar e = 2 e = 1; obtemos duas solugoes numéricas k; = —0,249 e
ko = 0,839 com precisao de trés digitos. A solucao e as raizes sao ilustradas na Fig.5.1.
Analisando a figura podemos distinguir as trés classes de métricas tipo Godel a partir dos
valores de k. A primeira, a classe hiperbdlica, ocorre dentro das regides: k < —1/3
correspondendo a regiao completamente causal, sem CTC’s, enquanto que as regioes
—1/3 < k < ki e k > ky correspodem a regido nao causal. A classe linear ¢ obtida
para k = k; ou k = ko. A regiao de intervalo entre as raizes, k; < k < ko, corresponde a
classe trigonométrica. Portanto, na formulagao dinamica é possivel obter solugoes causais
na presenca de campo eletromagnético como tunica fonte de matéria, enquanto que na

formulagao nao dinamica nao é possivel.
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Figura 5.1: Solugao de GCSD com campo eletromagnético como unica fonte de matéria,
tomamos e = 2. A linha tracejada amarela corresponde a k = —1/3, onde as funcoes m?

e w? explodem.



Capitulo 6

Solucao Tipo Gdédel na Teoria de

Brans-Dicke

Vamos comegar o capitulo introduzindo a acao que descreve o modelo de BD

S = /d4x\/—_g(g0R — gvugOV“go + 167 Lo (g w)> (6.1)
Observe na acao anterior que a depender do valor de @ o efeito do campo ¢ pode ser
suprimido, em outras palavras, para valores pequenos de @ o campo ¢ passa a ter um
papel fundamental para uma contribuicao efetiva na agao, em contrapartida quando w
toma valores altos a parte do escalar de Ricci passa a ter um papel fundamental. Outra
questdo relevante sobre a agao (6.2) é que ela pode ser reescrita na mesma forma da agao
de Einstein-Hilbert com um campo escalar minimamente acoplado, isso ocorre ao redefi-

~20@)g ., o(r) é uma fungio

nir a métrica via transformacao conforme, ou seja, g,, = e
arbitraria da posicao. A acao da teoria resultante depois da transfomarcao conforme é tal
que as equagoes de campo para a nova métrica, g,,, sao semelhantes as da RG, embora
com o tensor energia-momento nao conservado, consequentemente o contéudo nao segue
geodésicas da na nova métrica. A agao escrita na forma (6.2) define o chamado referencial
de Jordan onde nao ha interacao entre os campos de matéria e o campo escalar na lagran-
giana de matéria, além disso nesse referencial o tensor energia-momento é covariantemente
conservado e, portanto a matéria segue geodésicas da métrica. Existe uma particular es-
colha, dentre infinitas possiveis, chamada de referencial de Einstein que deixa a a¢ao (6.2)

na forma da acdo de Einstein, tal transformacao é definida por e=2°®) = ¢ [82]. De agora

em diante faremos a escolha pela referencial de Jordan.

69
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Assim como ocorre na teoria de Chern-Simons, o campo de BD pode ser inter-
pretado como um campo moduli (chamado de dilaton) advindo de teorias de grande
unificagao. Outro cendrio importante onde a teoria se insere é na construcao de modelos
cosmoldgicos inflacionarios. O propdsito desse capitulo é estudar as métricas tipo Godel
no modelo de BD e na sua extensao mais natural incluindo um termo de constante cosmo-
légica (BD-A); tais modelos, ou mais genericamente incluindo um potencial para o campo
de BD, sao propostos na literatura com o intuito de contemplar a expansao acelerada
do Universo e a matéria escura [74, 75, 76, como também, o valor pequeno da constante

cosmoldgica observado atualmente.

6.1 Equacoes de Campo da Teoria de Brans-Dicke

A acao que descreve a teoria é dada por:

w
S = /d4x\/—g(<pR — ;VmpV“ap + 167T£m(g,w,¢)>, (6.2)

onde ¢ é o campo de Brans-Dicke que é tratado como uma generalizacao da constante de
gravitacao newtoniana, ou seja, a constante de gravitacao passa a ser um campo dinamico.
A lagrangiana de matéria depende apenas da métrica e dos campos matéria assim como
na RG, logo nao hé interagao entre o campo de Brans-Dicke e a matéria, OLm =0. A

dp

, conforme dito na introducao do capitulo

constante @ ¢ o inico parametro livre da teoria'

o limite W — o0 a teoria se reduz as solugoes da RG.
As equagoes de movimento da teoria sdao obtidas ao variar (6.2) com respeito ao
campo de Brans-Dicke e a métrica, respectivamente, fazendo isso nds ficamos com as

seguintes equacoes de campo

) .

X0y~ LY,V + R=0, (6.3)
o %

Ry — 2guR = () T + 279 + L (v,(V,0) — g0 (6.4)
w — Yt = o ) Tzt TSV 1) = Gu =Pl :

onde 7}, representa o tensor energia-momento das fontes de matéria como definido em

(4.32) e T, ,S‘,f) ¢ o tensor energia-momento associado ao campo de Brans-Dicke e definido

IEstamos usando a notacdo @ para o parametro da teoria para nao confundir com a vorticidade nas

métricas tipo Godel.
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por

1
/AR VTS (6.5)

TP — V.oV, — 5

nuv
Tomando o trago de (6.4) podemos escrever o escalar de Ricci em termos das fontes

de matéria e do campo ¢, portanto

8 » 3
R=— (1) T+ 27@ 4 20, (6.6)
¥ ¥ ¥
onde TW = —V,¢V*¢ é o traco de Tff,f). Usando (6.6) podemos eliminar o escalar de
Ricci em (6.3) obtendo
8T
Up = T. 6.7
i (3 T 2@) 6.7

Tal equacao estéa de acordo com o principio de Mach, em outras palavras, mesmo
nao havendo um acoplamento entre o campo de Brans-Dicke com a matéria na agao (6.2),

a equagao (6.7) mostra que a matéria é fonte para a dinamica de .

6.2 Métricas Tipo Godel Na Teoria de Brans Dicke

Com Constante Cosmolégica

A agao de Brans-Dicke adicionando um termo de constante cosmolégica (BD-A) é

dada por

S = Tor /d4x\/_< (R+2A) — —VM,OV“QO +167L ) (6.8)

Como nos capitulos anteriores iremos usar as métricas tipo Godel na base (4.48).

Assim as equagoes de campo de (6.8) nessa base sdo dadas por

8 " 1 1
Gy — oA = <£) Ty + % (Vagovbgo - §5§VC¢VC¢> + - (Vi V% — 6;0¢p)

Op = (87T + 2Ap) (6.9)

2w+ 3
Agora iremos adicionar o conteido de matéria que serd composto do campo ele-

tromagnético defindo por (4.64) e de poeira tal que o tensor energia-momento das fontes

de matéria na base (4.48) é dada por

T, = puguy + T, (6.10)
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onde u® corresponde a quadrivelocidade na base local de Lorentz (4.48) como j4 foi definido
e T, é dado por (4.65).
Com as fontes de matéria ja implementadas podemos tratar das solugoes das equa-

¢oes de campo, a seguir vamos encontrar solugoes para os casos onde p = ¢(t) e ¢ = p(2).
6.2.1 ¢ = p(t)

Nesta situagao, o d’Lambertiano atuando sobre ¢ definido por (4.58), toma a se-

guinte forma

Op = n“b [Vb(va(:o) + wcab<vc<:0)] )

D?* — H?\ .

Substituindo (4.54) nas equagoes de campo (6.9) obtemos as componentes diagonais

87 Ar o e\ @ [($\°H? $H?
0,0 3w —m?P—A=|— — e+ = )
000 et <¢)p+(w>e+2<s@)+2(sﬂ> D DY
~ N2 o~ N2 .
’ © 2 \p 2\p) D2 o D?
~ N2 o~ N2
(2,2) —w?—A=-— AT\ 2 @ (e\ e (e H ¢
’ P 2\¢) 2\¢) D* ¢
4 S /oN\2 o /o\? H? D2 _ [?
3,3) WP-mP-A=(l)e2-Y(Z) +Y(2) 2 7 7
% 2 \yp 2\¢) D> ¢ D?
enquanto que as nao diagonais sao
HH' §
H (¢ ¢
0,2) s |@(=) +=|=0 6.13
<7>D[°"(¢>+¢ , (6.13)
H'D—HD' A
(1,2) ——— cb(£> NS —
D P ¥

A componente (0, 1) implica que ¢(t) deve ser constante, pois o H' é fixado pelas
condigbes de homogeneidade das métricas tipo Godel (3.15) e nao é uma fungao constante.
Nesse caso as solugoes das equacoes de campo de BD-A sao triviais, ou seja, se reduzem

as da RG com as mesmas fontes de matéria ao identificarmos ¢(t) = 1/G.
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Agora iremos tratar o campo de Brans-Dicke como funcao de z. Nesta situacao o
operador d’Lambertiano é dado por

(6.14)
onde a linha representa a derivada com respeito a coordenada z. As equacoes de campo
nao nulas sao dadas por

(0,0)

8 4 ~ I\ 2 "
3w —m? — A= <—7T),0—|— (—W> e+ 2 <£> —i-(p—,
p @ 2\y @
4 ~ I\ 2 7
(k) w2+ A= (-”) -2 ﬁ) -z (6.15)
@ 2 \y p
4 5 (o
(3,3) wz—m2—A—(—W>e2—£(£> :
@ 2 \yp
Combinando as equacoes anteriores obtemos as seguintes relacoes
8 1
4o® —m? = (—W) (p+eh), m?>+2A= —Si, (6.16)
2 2
as quais independem do parametro livre .

Destacamos trés importantes casos distintos das equacoes anteriores:

i) A geometria m? = 4w? é solucdo se p = 0 e e = 0, assim a solugdo corresponde
a0 caso sem matéria e pertence a classe hiperbodlica, além disso é completamente causal.

Notamos que tal solucao é consistente com a equacao do campo escalar, isto é,

"

_SOZ

8 2A

(6.17) é dada por

(6.17)
o trago do tensor do tensor energia-momento é T = p (ndo depende da amplitude do
campo eletromagnético), que no caso atual é nulo. A solugao da equagao para o campo ¢

ou

2A
p(2) = Cre® + Coe™, com g =y[=3——== <0, (6.18)
onde ¢ = iq'.

2A
_ / (o _ /- 1
©(z) = C3cos(q'z) + Cysin(q'z), com ¢ R > 0, (6.19)
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Usando as equagoes (6.16-6.17) o parametro m relaciona-se com ¢ por meio da

seguinte relagao

2A m? w
2 — B — :—2 —_—
m +2A_3+2a; = 1 +A q (1+2). (6.20)

Nota-se que a constante cosmologica desempenha um papel fundamental pois os outros

parametros m?, w? e o préprio campo ¢ podem ser escritos em termos dela, logo a solucao

sO existe para A # 0. Para ficar mais claro a conclusao anterior tomemos, como exemplo,

@ = —2 nesse caso a solucao toma a seguinte forma
m? = 4w® = —4A (6.21)
o(z) = CreV?he 4 Che VA2, (6.22)

Em resumo, a solugao do vazio representa uma solucao completamente causal do
universo tipo Godel na teoria BD-A. Como discutimos nos capitulos anteriores a geometria
m? = 4w? é solugao da RG com o campo escalar definido por (4.58-4.59) como tnica fonte
de matéria. Tomando o limite @ — oo em (6.18-6.19), resulta em ¢(z) ~ po(1 £¢z), onde
C1=Cy=¢y=1/G.

Usando o limite acima nas equagoes de campo BD-A (6.9) ficamos com
1
Gap = Mnap — 5 Aoap +O(1 VD), (6.23)

onde o33y = —3 € 04 = NMap, com A, B = 1,2. Portanto, para o vazio a solucao
quando @ — oo nao recupera as equacoes de campo da RG para o vazio, como mostrado
elegantemente em [71], tal situacao ocorre quando o trago do tensor energia-momento é
nulo. Entretanto, podemos interpretar o termo %AO’AB em (6.23) como uma contribuic¢ao
de um tensor energia-momento e assim recuperar a mesma solu¢ao completamente causal
obtida em [42] quando @ — oo. Desta forma concluimos que a solugao do vazio de BD-A
com ¢ = p(z) quando @ — oo é equivalente a solu¢ao da RG com um campo escalar
material da forma (4.58-4.59).

ii) O segundo caso relevante corresponde a p > 0 e e = 0 que implica na exigéncia
de £ = const., isso para que as solugoes sejam consistentes com as equagoes (6.16)-(6.17).

Além disso, observe que combinando as componentes (k, k) e (3,3) de (6.15), obtemos

N 2
m? — 2w? = g(g) = m? > 2w’ (6.24)
¥
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Portanto, nesse segundo caso as solucoes estdo dentro do intervalo 2w? < m? < 4w?.
Se tomarmos p sendo constante implica que ¢ também é uma constante isso devido a
exigéncia P _ const., sobretudo, nessa situagao, a solucao se reduz a da RG (3.1), ou
seja, a métrica de Godel m? = 2w? = 87Gp = kp.

Existe a possibilidade de solugoes néo triviais do tipo p(z) = C1p(z) = C1/Gerr(2)
com (', entretanto tais solugoes sao nao fisicas. A explicagao é bastante simples: a cons-
tante de acoplamento efetiva Ger(2) = 1/¢(2) é inversamente proporcional a densidade,
Geprx p = C, logo o aumento de matéria no Universo levaria uma diminuicao da inten-
sidade de acoplamento ou vice versa, é claro que tal situagao nao faz sentido para o tipo
de matéria que satisfaz as condigoes de energia.

iii) O terceira caso corresponde a regiao completamente causal m? > 4w? satisfeita
quando p < e?. Essa condicao necessariamente implica em uma densidade negativa o
que leva a matéria exética. No entanto, as préprias equagoes de campo excluem tal
possibilidade. E f4cil de ver, basta tomarmos p = const. e combinar as componentes de

(6.15) levando a relagao

8
m?—2? = e = m? < 207, (6.25)
¥

deixando claro que nao ha solugoes possiveis nessa situacao.



Capitulo 7

Conclusao

Nosso foco nesta tese foi o estudo da consisténcia das métricas tipo Godel no
contexto das teorias modificadas da RG, mais precisamente estudamos: as teorias modi-
ficadas de Chern-Simons, em ambas as formulages (dinamica e ndo dinamica), e a teoria
de Brans-Dicke com constante cosmoldgica.

Comecamos a tese discutindo a relevancia das teoria modificadas da RG no cendrio
atual, repleto de varios questoes desafiadoras que estao em aberto e que a RG nao consegue
explicar tanto do ponto de vista tedrico quanto experimental. Ja adentrando no capitulo 2
da tese discutimos o aparato matematico necessario e relevante para as segoes posteriores.
Mostramos, em detalhes, a conversao da base coordenada para base nao coordenada,
sem tal formalismo nao seriamos capazes de obter os resultados dos outros capitulos.
Além disso, tratamos das formas diferencias e das equagoes de estrutura de Cartan, como
exemplo, escrevemos a agao da RG em termos de formas diferenciais. A estrutura de
formas diferencias serao importantes nos calculos das classes de caracteristicas. Iniciamos
o capitulo 3 tratando da violagao de causalidade, que constitui um dos cernes desta tese,
na RG, em especial, das CTC’s no Universo de Godel. Em seguida, discutimos que as
solugoes das métricas tipo Godel no contexto da RG todas apresentam CTC’s, exceto no
caso excepcional de campo escalar linear na coordenada z como tnica fonte de matéria.

A partir do capitulo 4 surgiram os resultados originais do trabalho. Demos inicio
a esse capitulo motivando as origens do termo de Chern-Simons/Pontryagin tanto fisica-
mente quanto matematicamente. Na se¢ao seguinte tratamos da formulagao nao dinamica

da gravidade modificada de Chern-Simons (GCSN) e discutimos alguns dos seus princi-
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pais efeitos, dos quais destacamos a quebra da simetria de Lorentz e violacao de CPT.
Com isso em mente resolvemos verificar se as métricas tipo Godel é solugao da GCSN,
para isso verificamos que tais métricas satisfazem a restricao de Pontryagin, exigéncia
necessaria, porém nao suficiente para ser solucao. Em seguida, resolvemos as equacoes de
modificadas e encontramos que o campo de Chern-Simons toma a forma ¢(z) = b(z — zp),
podendo ser expresso em termos do seu gradiente v, = [0,0,0,b]. Nesta tltima forma fica
evidente a violagao de Lorentz ja que o vetor possui uma direcao preferencial. Percebemos
que tal vetor acopla-se com o vetor de vorticidade, também na direcao z, onde definimos
uma nova quantidade que batizamos de k. A consequéncia fundamental desse parametro
¢ a producao de um leque de solugoes bem maior que na RG, onde esta é recuperada ao
tomar k = 0. O espectro de solugoes encontrado tem uma caracteristica bem peculiar, a
solugao do vazio correspondendo a m? = w? e k = —1/3 é um ponto critico que separa
duas regides com propriedades de causalidade distintas, quais sejam: k < —1/3 corres-
ponde as solugoes completamente causais, sem CTC’s, m? > 4w? e k > —1/3 corresponde
as solucoes nao causais, com CTC’s, m? < 4w?.

No capitulo 5 trabalhamos na formulagao dinamica da teoria GCSD. O ponto de
partida desse capitulo foi motivar o porque de promover o campo de Chern-Simons a um
campo dinamico. Feito isso obtemos as equacoes modificadas, obviamente, sao diferentes
do caso nao dinamico. No passo seguinte verificamos que as métricas tipo Godel sao
solugoes das equagoes modificadas e a equagao de evolugao do campo de Chern-Simons nos
fornece a mesma forma do campo que no caso nao dinamico. Portanto, pudemos definir
o mesmo parametro de acoplamento k que na formulacao nao dinamica. No entanto,
encontramos um agravante nas equagoes modificadas no caso dinamico que foi a presenca
do tensor energia-momento do campo de Chern-Simons tal complicou bastante as equagoes
e as solucgoes s6 foram obtidas gracas ao software maple de computacao algébrica. A
solugao do vazio que encontramos para o caso dinamico é semelhante ao caso nao dinamico
com a diferenca que havera termo de correcao de segunda ordem do parametro de violagao
de Lorentz, ou seja, b>. A estrutura geral das solucoes em relacdao as propriedades de
causalidade em funcao do parametro k é idéntica ao caso nao dinamico. Entendemos que
essa persisténcia dessa propriedade é uma consequéncia das caracteristicas topologicas da
teoria.

Por fim, no capitulo 6 verificamos a consisténcia das métricas tipo Godel na teoria
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de Brans-Dicke com constante cosmoldgica. Consideramos dois casos para o campo de
BD: o primeiro na forma ¢ = ¢(t) neste caso verificamos que as equagoes de campo apenas
sao satisfeitas para ¢ igual a uma constante, portanto a solugao obtida ¢ trivial e se a RG.
O outro caso é bem mais interessante e corresponde a ¢ = (z) nessa situagao mostramos
trés casos que se destacam: o primeiro deles é a solucao do vazio que implica em m? = 4w?
e necessariamente com constante cosmoldgica nao nula. Além disso, verificamos que no
limite w — oo a solugao se reduz a RG com um campo escalar nao massivo, com algumas

implicagoes para a constante cosmologica.



Apeéendice A

Calculo da Anomalia Gravitacional

Como ja discutimos, anomalia ocorre quando uma lei de conservacao classica nao
se mantem a nivel quantico, por outro lado, na literatura matematica anomalia é quando
uma simetria global ou local é quebrada. Nesse apéndice mostraremos que ocorre anoma-
lia gravitacional para a corrente quiral (J#°). Vamos considerar o funcional gerador no
espago Euclidiano (no final dos célculos basta retirar o —i e voltar ao espago Lorentziano),

portanto
Z[e8] = e el = / Dy Dip e~ Smlbsveil] (A.1)
= /Dwa exp (—/d%ezﬁil%ﬁ), (A.2)

onde T'[h,1), efr] € a agao quantica e D =V, =+40,+T,), com ', definido por (2.32).

E ébvio que a acao anterior é invariante por transformacoes globais quirais, ou seja,

w N w/ — eia'y51/}

, (A.3)
1; N 1;/ — &eia'\/a.

O proximo passo € verificar se a agao € invariante por transformagoes quirais locais,

assim vamos definir um conjunto completo de autofuncdes do operador de Dirac (ilD)

iDdn = Ny, / d*z e ¢l b = Opm (A.4)

deste modo podemos expandir os espinores de Dirac em termos das autofuncoes
Pla) =) baoh(r), v(@) =) anda(a), (A5)
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onde a, e b, sao variaveis Grassmanianas. A medida da integral de trajetéria é definida
por

D Dy = [ [ dbndas,, (A.6)

substituindo (A.4,A.5,A.6) no funcional gerador, obtemos

[PiDv e ( - [azepip ¢) = [T dndeness (= Abu). (AT

Realizando as transformagoes quirais locais e tomando o parametro a(x) pequeno,

U(x) = P(a) = & OBY(a) = () +ia(z)yv( Za (2
B B B ) (A.8)
P(x) = d(x) = Pa)e ™ = (z) +ia(z)d(z)ys = Y b0 (x)

a agao torna-se
/D@’D’w exp(—Su [V, ¢/, el]) = /D@Dz/z exp(—Sm[¥, 1), €5])

~ [ DiDes@) exp(-S, 100 + [ disea)v,
(A.9)
onde na primeira linha trocamos as varidveis de integragao, ja na segunda linha (A.9). O

jacobiano J(«a) surge da transformagao (A.8), isto é,
Dy DY = [ [ dbnda, = | ] b, da;,det>(J}), (A.10)
onde

Ji= / d'z e [¢'(2)][(1 — ioys)gn(x) = 8 — i / dzealw)d'(@) v ou@),  (A11)

7J(0¢) = det?(J}) = exp :— 2Tr (5; —i / d*rea(r)[¢'(2)] s qﬁk(x))}
= exp :2iT7~</d%ea(x)[qﬁi(x)]Ws ¢k(a:))] (A.12)
= exp :2¢/d4xea ZqﬁT )5 On(x ]

desprezamos o primeiro termo pois é uma constante e consideraremos apenas termos de

primeira ordem em a(x). Vamos agora considerar os operadores projegoes(P, e P_) para

os sub-espagos quirais (H, e H_), isto é,
1
Pip=14, com P, = 5(1+75)

1 (A.13)
Py=14_, com P_= 5(1 —s),
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projeta os espinores para seus sub-espagos quirais de mao direito (H,) e esquerda (H_),
respectivamente. Além disso, a matriz v5 ao atuar sobre as autofuncoes ¢, invertem os

autovalores do operador de Dirac, em outras palavras,

iD(Y50n) = —An(V50n),

(A.14)
Os modos zeros (A, = 0) s@o topologicamente “protegidos” dessa mudanca de
quiralidade na atuagao da matriz 5. Substituindo (A.12) em (A.9), obtemos
(V,J") = 2iAs (A.15)
onde

¢ claro que nao temos controle sobre a soma acima, portanto é necessario regulariza-la

A2 /M2

entao vamos usar o cut-off e~ onde M ¢é uma escala grande, assim

A5=Z¢* ) Vs Gn ()M
= Jm 2 o) 2)p5e PN g () (A.17)

= (2|Tr (1577 /M) ),
apenas a diferenca entre os modos zeros contribuem para essa soma, dessa forma temos
~ . A2
As = Tr(vyse ™ /MQ)

— (ny —n_) = ind(),

(A.18)

onde ny e n_ sao o nimero de modos zeros de quiralidade de mao direita e esquerdam,
respectivamente. O ind([)) é o indice do operador de Dirac que é igual ao genus de Dirac

(A(M)), assim a anomalia é

(V") = 21 A(M,), (A.19)

LTr(R A R) (para

o genus de Dirac em quatro dimenoes é definido por A(./\/l4) 1 47r)2 B

a defini¢ao geral em uma dimensao arbitraria veja [45]), assim

11
—e PR R (A.20)

Mo\ . _
Wil) = i 7o

eliminando —¢ obtemos o resultado valido para espagos Lorenztianos.



Apeéendice B

Obtencao do Tensor de Cotton

O tensor de Cotton é obtido variando o termo de Pontryagin da acao de Chern-

Simons com respeito a métrica, vejamos abaixo

1
0Scs = Z(S(/d4x\/—g¢*RR> = /d4fl?\/—gC'””(5guu

) (B.1)
21 [ eaomite, i)
usando a identidade de Palatini, (5(RTmB) = Va0l — Vgol'7 ,, temos
0Scs = —% / d'w g e R, Vadlyg, (B.2)

integrando por partes

1 vBa po T vBa o o T
0 = =3 [ €2 (VG0 R 5T,) = 0 By 6B )3T
(B.3)
o primeiro termo trata-se de uma derivada covariante de uma densidade tensorial J¢ =

) 5“““5]%"7“” 0I'7 5, ou seja,
ValV=9T%) = 0a(v/=97%) + V=g MLy = T%)
= 86!( \% _gJa>7

na geometria Riemanniana Fﬁa = 0,Iny/—g, como consequéncia o primeiro termo se reduz

(B.4)

a um termo de contorno em (B.3). Por razoes distintas da anterior, o terceiro termo de
(B.3) também ¢ identicamente nulo devido a identidade de Bianchi (V.17 = 0).

Todavia, B.3 se reduz a apenas um termo

1
5SCS = §/d4x€“l/ﬁava ROTHV5F;67 (B5)
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a variacao da conexao € escrita em termos da métrica

1
0I'gs = §9M(—Vx5gaﬁ + Vodgsn + Vdgns), (B.6)

substituindo na variacao da acao, ficamos

1
0Scs = 1 /d%e“”ﬁava R”’\W(—Vﬁg(,g + Vo098x + Vigrs), (B.7)

note que o tultimo termo é simétrico nos indices (A, o) nao contribui pois esta contraido

com o tensor de Riemann antissimétrico nos indices [\, o]. Executando essa simplificagao
1
(SSCS = 5 / d4$€lw’3a2}a R")‘Wvgégm. (BS)

Integrando por partes e jogando fora o termo de contorno semelhantemente como feito
anteriormente ficamos com

1
5505 = —5 /d4$€/w,6’a (UQVURUA#V + Voa Raiw)égﬁ)\, (Bg)

podemos usar a identidade de Bianchi VUR"’\W = V#RAV — VVRAu para simplificar a
equacao anterior, além disso o segundo termo pode ser expresso em termos do tensor de

Riemann dual, desta forma obtemos

6Scg = — / d*2/=g(va"" NV W R, + Voo *R7) S g, (B.10)

simetrizando os indices (3, \), temos

1
5503 _ _5 / d4l’ f_g(vagﬁaﬂuvuRAy + UQEAOWVVHR,BV + Vg *Ro)\ﬁa 1 gy *Raﬁ)\a)(;gﬂ/\’
(B.11)
comparando com (B.1) obtemos a férmula definida por (4.30).
Ja para mostrar a expressao do tensor de Cotton na base de tetradas devemos usar
Cc* = eZef,C”“’

1
= —ieZeg{vca“CdevdRZ + Veg "R 4 (1 < V)}

1
_ _é{egvcgacdevd(Rge;) + ege?vcgaCdﬂRéCVd@% + Ucd*Rcbad + ((l PN b)}

1
=-3 {vcs‘wdeVdRZ + vcsaCdeRg egvde; + v,e%8 RZVdeg + Vg *RP (a < b)}

1
Cab _ _§{U05acdevde; + chacdeRg wad o UcEacdele) wefd + Vg *Rcbad + (CL o b)},
(B.12)

o que conclui a demostracao.



Apéndice C

Calculo da Densidade de Pontryagin
para Métricas Tipo-Godel

Para obter explicitamente a densidade de Pontryagin devemos encontrar as co-
nexoes de spin para as métricas tipo Godel. Primeiro vamos identificar as tetradas das

métricas tipo Godel na base (4.48)

ey =1,

'y = H(r),

eW =1, (C.1)
6(2) = D(r),

e(‘? =1,

as conexoes sao obtidas da seguinte equacao de Cartan
de® = —w A e’ (C.2)

. . ~ . 1
que pode ser reescrita em termos dos coeficientes de ndo-holonomia, Q% . = —(w®,—w%,.) =
2
a v
e, Vicey),

de® = —Q% e Ne, (C.3)

agora vamos abrir em componentes:

i) para a =0
0) _ (0) 1 0 (0) 2 0 (0) 3 0
de® = —2[Q ©0)(1) e Ae® 10 02 e Ane® 10 0)3) e A e®y

(C.4)
2 1 SZ(O) 3 1 SZ(O) 3 2

(0)
+ 20
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usando (C.1), obtemos

1 dH(r)

de® — (1) 7 @ C5
¢ D(r) dr ¢ e (C5)

comparando com (C.4), temos

(0) _ 00 _ 00 _ 0 _ 00 _
Lom =Yoo =Loe = Lne = Lee =0 (C.6)
e
1 dH

L@ :_D(r) dr '’

usando a definicao dos coeficientes de nao-holonomia reduzimos as equagoes (C.6) e (C.7)

no sseguinte sistema de equacoes

)
© _ © _ ©
W0 =% @0 = ¥ @0 =Y
0) 0)
W 1yz) — Wiy =0
1)@3) ®3)1) (©3)
LO 0
2)(3) (3)(2)
(0) (0) . 1 dH(T)
YooY o0 T TDe)

guardando essa equagao vamos obter as outras componentes da equagao de Cartan.

ii)a=1
de® =0 = ~2[0]) ) eV A e® + Q) €@ A+ QG ) e A e ()
9
(1) 2 1 (1) 3 1 (1) 3 2
+Q (1)(2)6( I eV +Q (1)(3)6( I eV +Q (2)(3)6( ) A el )},
reduzimos ao seguinte sistema
(
o w1
Yoo TYeo0 TYeo
1) 1)
w —w =0
(0)(2) (2)(0) (C.10)

1

usando do mesmo expediente para as componentes a = 2 e a = 3 da equacao de Cartan

encontramos os seguintes sistemas, respectivamente

;

@ @
Wioye) =W @ =Y

@) @

Wioy ~ % o =0

w? oW (C.11)
03 Y @0 :
@) @

Wiy — W =0

2) . 1 dD(T‘)

w =

(W@ D) dr
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(C.12)

Resolvendo os sistemas de equagoes (C.8, C.10-C.12) encontra-se as conexoes de spin cujas

nao nulas sao:

© _ _©o _ o _ @ _ o _ @ _ 1 dH{@r)
Yoo T Yoo T Yoo T Yoo TYe0 T Yoo T Topey ar
@ __.o __1 db)
Y T Y0 T Dey dr
(C.13)
que identificamos as conexoes 1-forma
dD(r)
0 1 0
w((i) = —wD(r)do, w((%) = —wdt — o do, w((;) = wdr, (C.14)
enquanto que suas derivadas sao
0 _ dD(r) n _ d*D(r) 0 _
dw’}) = —w = drndf,  dw g =— 0 dr ndf, dw' s =0. (C.15)

Agora com essas informagoes podemos calcular a 4-forma de Pontryagin (4.7, 4.8)

explicitamente, ou seja,

2 2
Tr(RAR) = RYAR, = dQs(w) = d(w“b/\dwba—i-gwab/\wbc/\wca) =d [Tr <w/\dw+§w/\w/\w)} )
(C.16)
primeiro vamos abrir a forma de Chern-Simons em termos das componentes nao nulas,

assim ficamos com

_ W, 2 0, 0 , @
(W) =w gy Adw' ) + W) AW gy Aw

T

(0) @ 2 0 @ A 0
twip Adwip) + 5w Awin Awgt
(C.17)

(1) @ , 2 @ @) (0)

D
_ ( —w drg” + w3D(r)) dt A dr A db,

tomando a derivada exterior pode-se facilmente verificar

2
Tr(RAR) = dQs(w) = di < - wd fg” + w3D(r)) dz N dt \dr A df
z r (C.18)

=0
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