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Resumo

Nesta tese tratamos os Universos tipo Gödel no contexto da gravidade modificada,

em particular, na gravidade modificada de Chern-Simons e na teoria de Brans-Dicke com

constante cosmológica (BD-Λ). As métricas tipo Gödel vêm sendo intensamente discuti-

das na Relatividade Geral (RG) ao longo dos anos. Sabe-se que tais métricas apresentam

Curvas tipo Tempo Fechadas (CTC’s), ou seja, as próprias métricas tipo Gödel são um

exemplo da violação de causalidade. Nosso objetivo é verificar a consistência das métricas

do tipo Gödel dentro da gravidade modificada de Chern-Simons em ambas as formula-

ções: não dinâmica e dinâmica. Na formulação não-dinâmica, mostramos que é posśıvel

uma solução de vácuo diferentemente da RG. Outro resultado essencialmente novo que

obtemos é a presença de soluções causais para uma fonte de matéria bem motivada, em

geral, as soluções não têm análogo na RG. Além disso, a solução de vácuo representa o

caso limite que separa as regiões completamente causal e não causal, tal propriedade re-

flete as caracteŕısticas topológicas da teoria de Chern-Simons. A caracteŕıstica que difere

fundamentalmente as soluções da gravidade modificada de Chern-Simons e as da RG é a

presença da quebra da simetria de Lorentz. Acontece que essa quebra abre um leque de

novas soluções. Mostramos que as soluções não triviais de Chern-Simons na formulação

não dinâmica são acompanhadas por correções de primeira ordem do parâmetro de viola-

ção de Lorentz. Além disso, na formulação dinâmica os parâmetros geométricos também

são afetados por correções de segunda ordem do parâmetro de violação de Lorentz.

Investigamos também as métricas tipo Gödel no modelo BD-Λ. Obtemos uma

solução de vácuo completamente causal, m2 = 4ω2, onde para ω̃ →∞ recupera-se a GR

com um campo escalar e constante cosmológica. Vale a pena chamar a atenção para o

papel da constante cosmológica que é fundamental neste contexto.

Palavras-chave: métricas tipo Gödel. Universos Causais. Gravidade modificada de
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Chern-Simons. modelo de Brans-Dicke.
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Abstract

In this thesis we deal with Gödel-type Universes in the context of modified gravity,

in particular, Chern-Simons modified gravity and Brans-Dicke theory with cosmological

constant (BD-Λ). The Gödel-type metrics have been intensively discussed in the General

Relativity (GR) over years. It is known that such a metrics present Closed Time-like

Curves (CTC’s), in other words, the Gödel-type metrics are themselves an example of the

causality violation. Our goal is verify the consistency of the Gödel-type metrics within

the Chern-Simons modified gravity in both: non-dynamical and dynamical formulations.

In the non-dynamical framework, we show that is possible a vacuum solution in contrast

to GR. Another essentially new result that we get is the presence of causal solutions

for a well-motivated matter source, in general, the solutions have no analogue in GR.

Moreover, the vacuum solution represents the limiting case separating the completely

causal and non-causal regions, such a property reflects the topological features of the

Chern-Simons theory. The primordial distinguishing feature between the Chern-Simons

modified gravity and GR solutions is the presence of the breaking Lorentz symmetry. It

turns out this breaking opens up a range of new solutions. We show that the non-trivial

Chern-Simons solutions in the non-dynamical framework is accompanied by first-order

corrections of the Lorentz-violating parameter. Furthermore, in the dynamical framework

the geometric parameters are also affected by second-order corrections of the Lorentz-

violating parameter.

We also investigated the Gödel-type metrics in BD-Λ model. We obtain a vacuum

solution which is completely causal, m2 = 4ω2, where for ω̃ → ∞ one recovers the GR

with a scalar field and cosmological constant. It is worth calling attention to the role of

the cosmological constant that is fundamental in this context.

Keywords: Gödel-type metrics. Causal Universes. Chern-Simons modified gravity.
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Brans-Dicke model.



Caṕıtulo 1

Introdução

É notório o avanço da F́ısica no último século, desde o advento da Teoria Quântica

de Campos (TQC) e da Relatividade Geral (RG). O Modelo Padrão de F́ısica de Part́ıculas

Elementares (MP) é uma TQC que acomoda três das quatro interações fundamentais da

natureza: interações forte, fraca e eletromagnética. O MP é baseado no prinćıpio de gauge

o qual estabelece que a lagrangiana do modelo é invariante por um grupo não abeliano

G = SUc(3) × SUL(2) × UY (1), tal exigência apenas é satisfeita incluindo novos campos

na ação da teoria, os chamados campos de gauge, onde suas excitações (bosóns de gauge:

Aµ,W
±, Z0 e os glúons) são responsáveis pelas interações entre as part́ıculas materiais

(léptons e quarks). A simetria de gauge impõe ao modelo a restrição de termos de massa

serem proibidos na lagrangiana, tanto para os bosóns quanto para os férmions. Portanto,

inevitavelmente, a simetria de gauge deve ser quebrada espontaneamete (QES) em alguma

escala de energia1 com a finalidade das part́ıculas “ganharem” massa.

O processo no qual isso ocorre é chamado mecanismo de Higgs, onde um campo

escalar dinâmico (campo de Higgs), cuja representação é (1, 2, 1) do grupo de gauge G,

é introduzido no modelo acoplando-se com os campos fermiônicos via acoplamento de

Yukawa, ademais uma das quatro componentes do campo de Higgs2 adquire um valor

esperado de vácuo (vev), a consequência é o surgimento de três bósons de Goldstone

(excitações não massivas) que são “absorvidos” pelos bósons vetoriais não f́ısicos que, por

sua vez, adquirem massa transformando nos bosóns f́ısicos W±, Z0, enquanto que o fóton

1No MP a escala de energia na qual a simetria eletrofraca é quebrada corresponde a 246 GeV
2O campo de Higgs na representação dubleto de SUL(2), ou seja,
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Aµ continua sem massa devido a “proteção” imposta pela identidade de Ward, portanto

a quebra de simetria no MP ocorre apenas no setor eletrofraco da teoria SUL(2)× UY (1)

restando uma simetria residual UQ(1) neste setor do MP.

Sob outro ponto vista completamente diferente está a interação gravitacional que

não é descrita por uma TQC, apesar disso tentativas foram realizadas nessa linha e mostra-

ram que a teoria apresenta infinitos não renormalizáveis [1]. A RG é a teoria que descreve

a interação gravitacional sob uma perspectiva geométrica, ou seja, o espaço-tempo é visto

como uma variedade pseudo-Riemanniana (agora, o espaço-tempo pode ser curvo), onde

as propriedades locais são descritas pelo tensor métrico pseudo-Riemanniano (gµν) cujo

efeito f́ısico é o campo gravitacional. A distribuição de matéria interfere diretamente sobre

a curvatura do espaço, isso pode ser observado pelas equações de campo de Einstein

Gµν = κTµν ,

o lado esquerdo é definido apenas por quantidades puramente geométricas caracterizadas

pelo tensor de Einstein Gµν . Contrariamente, o lado direito é definido apenas em termos

das fontes de matéria caracterizadas na forma do tensor energia-momento Tµν . A teoria

deve satisfizar as chamadas condições de energia essas condições asseguram localmente a

positividade da densidade de energia.

Experimentalmente a teoria é uma das mais bem sucedidas de toda a F́ısica. Ela

passou em todos os chamados testes clássicos: precessão do periélio de Mercúrio, deflexão

da luz pelo Sol e desvio para o vermelho da luz [2]. Na escala astronômica a teoria tem sido

usada para entender o comportamento de pulsares binários, recentemente no observatório

(LIGO)3 foi detectado sinais de ondas gravitacionais [3, 4, 5]. Por outro lado, evidências

apontam que o nosso Universo é preenchido aproximadamente por 95% de uma densidade

de energia que não enxergamos. Cerca de 24% desse percentual é composto de um tipo

de matéria não interagente e não relativ́ıstica chamada de matéria escura, enquanto que

os outros 71% é composto de um tipo de energia (acredita-se que ela é responsável pela

expansão acelerada do Universo) chamada de energia escura [6, 11]. A RG por si só

não consegue explicar tais evidências. Além dessas questões, ratificadas pelas evidências

experimentais, existem as questões teóricas onde a RG também apresenta falhas, tais

como: singularidades, censura cósmica e violação de causalidade, a sáıda mais natural

para o problema é modificar a teoria.

3Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory
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A modificação mais simples que tenta explicar de maneira quantitativa a matéria

e energia escura é o modelo (ΛCDM), adicionando-se um termo de constante cosmoló-

gica as equações de Einstein, no entanto o modelo tem um problema grave que é o valor

muito pequeno da constante cosmológica interpretada como uma energia de vácuo no mo-

delo [12]. Existem vários outros candidatos de modificação da RG, das quais se destacam

na literatura as modificações incluindo, no setor gravitacional da ação, termos de altas or-

dens na curvatura (como por exemplo as teorias F (R)), ou incluindo novos campos, seja:

campos escalares (teoria escalar-tensor), campos vetoriais (teoria vetor-tensor), campos

espinoriais (supergravidade) e etc.

Duas teorias de modificação da RG vêm recebendo grande atenção nos últimos

tempos: A teoria da gravidade modificada por um termo de Chern-Simons (GCS) e

a teoria de Brans-Dicke (BD). A primeira delas constitui uma das mais interessantes

extensões da RG que permite a implementação das quebras das simetrias CPT e Lorentz

no setor gravitacional. Outra caracteŕıstica da teoria é que a mesma envolve termos

de derivadas de terceira ordem na métrica. Originalmente, a extensão de Chern-Simons

foi proposta em três dimensões onde foi mostrada ser completamente consistente com a

unitariedade e causalidade. Sua generalização quadrimensional foi proposta em [55] e sua

forma é caracterizada por um acoplamento não mı́nimo entre um campo pseudo-escalar

(axion), φ(x), acoplado à gravitação via o termo topológico de Pontryagin.

Na primeira proposta da teoria (conhecida como modificação da gravitação por um

termo de Chern-Simons não dinâmico (GCSN) ) o campo pseudo-escalar é tratado como

um campo externo não dinâmico o que pode indicar que haja uma quebra da simetria de

Lorentz, já que no espaço plano campos vetoriais constantes geram quebra de Lorentz,

em [55] foi mostrado a conexão entre uma forma espećıfica do pseudo-escalar tal que

o mesmo é proporcional à um vetor constante, isto é, φ(x) = vµx
µ, e a violação de

Lorentz. Portanto, observamos que a extensão de Chern-Simons é um ingrediente a mais

da extensão mais genérica do MP que viola a simetria Lorentz. Por outro lado, ela própria

pode ser estudada como um modelo mais simples de violação da simetria de Lorentz onde

o termo adicionado na ação da RG é interpretado como pequenos desvios causados pela

quebra da simetria de Lorentz. Uma extensão natural de GCSN é tratar o campo φ(x)

não mais como um campo sem dinâmica e, sim, como um campo dinâmico. Mesmo nesse

caso ainda assim podemos implementar a quebra da simetria de Lorentz, pois a exigência
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de um vetor constante implicar na não dinâmica do mesmo, ou seja, ∂µvν = 0 é somente

válida para o espaço plano. Por outro lado, no espaço curvo Riemanniano a constância

do vetor vµ não implica, em geral, ∇µvν = 0.

A teoria de Chern-Simons pode ser importante para responder algumas questões

relevantes em cosmologia, por exemplo, acredita-se que a violação de paridade [13, 16] no

setor gravitacional é um dos mecanismos propostos para resolver o problema da assimetria

bariônica e também da leptogenêses [17, 18, 19], além disso, a formulação dinâmica é

relevante no estudo das teorias inflacionários. Outro efeito do termo de correção de Chern-

Simons é a assimetria das duas polarizações de ondas gravitacionais. Essas questões estão

sendo analisadas no CMB.

A teoria de BD é um tipo especial das teorias escalar-tensorial que constituem

modificações da RG incluindo um campo escalar extra na ação da RG. O nosso objetivo

nesta tese é tratar exclusivamente da teoria BD e sua extensão mais trivial BD-Λ4, assim,

não iremos se aprofundar nas discussões a cerca das teorias escalar-tensorial mais gerais e

focaremos, exclusivamente, em BD e BD-Λ . A teoria de BD foi uma das primeiras teorias

gravitacionais onde se inclui um campo extra, mais precisamente um campo escalar. O

modelo foi proposto em 1961 e, adicionalmente ao campo escalar, que é conhecido como

campo de Brans-Dicke (ϕ), possui um parâmetro livre ω̃ determinado experimentalmente.

Na teoria de BD a constante Newtoniana é substitúıda pelo acoplamento efetivo

proporcional ao inverso do campo de BD , Geff ≈ 1/ϕ. Além disso, no limite ω̃ → ∞

pode-se mostrar a equivalência entre a teoria de BD e a RG (é esperado que nesse limite

as equações de campo de Brans-Dicke reduzem-se às da RG para o mesmo tensor energia-

momento, exceto para o caso onde o traço do tensor energia-momento é nulo, para mais

detalhes veja [70, 71, 72]). Dados experimentais, de um experimento realizado próximo

ao Sol, foram obtidos usando o parâmetro γ no formalismo PPN5 no regime de campo

fraco e apontam para um limite de ω̃ > 40000 [73]. Esse dado restringe bastante a teoria

de BD, de modo que deixa claro que sinais de nova F́ısica advindas do modelo de BD em

relação a RG, a ńıvel do sistema solar, devem ser muito pequenos.

Várias soluções na teoria de BD foram obtidas das quais citamos uma das primeiras

soluções conhecidas que corresponde a uma métrica estática e esfericamente simétrica

4Adiciona-se um termo de constante cosmológica na ação.
5Parametrized-post newtonian, formalismo usado para comparar a RG, no regime de campo fraco, com

a teoria Newtoniana[32].
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[77], tal solução é interessante para entender o comportamento da campo gravitacional em

torno de corpos massivos na teoria BD. Também foram encontradas soluções esfericamente

simétricas e não estáticas (vide [78]). Soluções de buraco negro também foram investigadas

em BD, para mais detalhes veja [79]. Outras soluções relevantes são as cosmológicas, por

exemplo, nas referências [80, 81] foram encontradas soluções da métrica de Friedman-

Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) tanto para o modelos de BD quanto para BD-Λ.

Um dos problemas mais polêmicos na RG é a violação de causalidade [35]. Histo-

ricamente, a primeira solução da RG com tal problema foi encontrado por Gödel [33]. A

solução encontrado por ele apresenta CTC’s6, um tipo de curva que permite viagem ao

passado. Ao longo do tempo, uma generalização da métrica de Gödel foi introduzida, na

realidade é um conjunto de métricas formando uma classe de equivalência chamadas de

métricas tipo Gödel. As propriedades das métricas tipo Gödel em RG foram incessante-

mente estudadas nos últimos tempos como pode ser visto no conjunto de artigos [42, 43].

Além da RG, as métricas tipo Gödel foram estudadas em vários outros contextos: Teoria

de cordas [20] e Holografia [21]. É óbvio, soluções que apresentam CTC’s são problemáti-

cas, pois viagens no tempo vão totalmente de encontro com qualquer entendimento nosso

a respeito de causalidade. Isso fica claro na célebre afirmação de Hawking: “Se viagem no

tempo é posśıvel. Onde estão os viajantes vindo do futuro?”. De acordo com nosso en-

tendimento viagens no tempo apenas são posśıveis em filmes de ficção cient́ıfica, portanto

é razoável verificar o comportamento de tais soluções, que apresentam essa “doença”, em

extensões da RG e verificar a possibilidade de eliminar as CTC’s.

A tese seguirá a seguinte estrutura: no caṕıtulo 2 faremos uma breve digressão a

cerca dos conceitos básicos sobre geometria diferencial com o intuito de fornecer o aparato

matemático necessário para o entendimento dos caṕıtulos que se sucedem. No primeiro

momento, definiremos o conceito de variedade diferenciável com o objetivo de definir

variedades Riemannianas, em seguida passaremos para o objetivo principal desse caṕıtulo

que é a definição de bases não coordenadas (não holonômicas) e das formas diferenciais,

juntamente com as equações de estrutura de Cartan.

No caṕıtulo 3 discutimos mais a fundo sobre as CTC’s na RG explicitaremos a solu-

ção original encontrada por Gödel, bem como vamos definir matematicamente as CTC’s.

A posteriori tratamos da generalização da métrica de Gödel, um conjunto de métricas

6sigla em inglês Closed Time-like Curves
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que forma uma classe de equivalência chamada de métricas tipo Gödel. Abordaremos a

relevância das métricas tipo Gödel no estudo da RG. Continuando nessa linha, mostra-

remos que as condições necessárias e suficientes para as métricas serem homogêneas no

espaço-tempo são determinadas por dois parâmetros m2 e ω, nos quais o primeiro deles

discrima três classes de métricas: hiperbólica, trigonométrica e linear, todas definidas a

partir do sinal de m2. Enquanto que ω é relacionado com a vorticidade ou rotação da

matéria. Mostraremos que os parâmetros m2 e ω desempenham um papel ı́mpar no que

diz respeito à existência das CTC’s nos Universos tipo Gödel.

Começaremos o caṕıtulo 4 motivando as causas (diga-se de passagem não são pou-

cas) que levam à extensão de Chern-Simons da RG. Definiremos a ação de GCSN, os

parâmetros e campos que a compõe. Obteremos as equações de movimento, geralmente

conhecidas na literatura por equações de campo modificadas, tais equações levam, inevita-

velmente, à uma restrição denominada de restrição de Pontryagin. Feito isso, partiremos

para outra questão relevante sobre a teoria que é a violação de paridade no setor gravita-

cional; falaremos sobre a consequência sobre espaços Riemannianos que possuem paridade

bem definida, seja ela par ou ı́mpar, como exemplo discutiremos o problema da métrica de

Kerr. Por fim, na última seção do caṕıtulo tratamos das métricas tipo Gödel no cenário

da GCSN. A primeira dificuldade que surge são as equações modificadas escritas na base

coordenada que torna praticamente imposśıvel de serem resolvidas, portanto utilizamos

uma base ortonormal de Lorentz, essa escolha simplifica drasticamente as equações modi-

ficadas permitindo, dessa forma, resolvê-las com mais facilidade. Especificamente vamos

mostrar que as métricas tipo-Gödel são soluções da GCSN e, mais ainda, a maioria dessas

soluções estão v́ınculadas à uma quebra da simetria de Lorentz.

No caṕıtulo 5 tratamos da GCSD onde o campo φ passa a ser dinâmico. Discu-

tiremos a importância da teoria cuja principal motivação é sua forte conexão com teoria

de Cordas. Em seguida definimos a ação da GCSD e obtemos suas equações de movi-

mento, que serão diferentes da formulação não dinâmica. Observamos que nessa situação

o próprio campo dinâmico deve satisfazer uma equação de movimento. Em última ána-

lise verificamos a consistência das métricas tipo Gödel no contexto de GCSD, nesse caso,

como era de esperar, as equações tornam-se mais complicadas que as obtidas em GCSN,

embora seja posśıvel obter soluções anaĺıticas das mesmas. Além disso, vamos chamar

atenção para as principais diferenças entre ambas as formulações.
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No caṕıtulo 6 desta tese abordaremos as teorias BD e BD-Λ. Vamos obter relações

entre os parâmetros de BD-Λ de modo que as soluções tipo Gödel sejam consistentes. Fi-

nalmente, analisaremos as possibilidades da existência de soluções causais nesse contexto.

Para fechar a tese, fazemos uma conclusão a respeito dos principais resultados

obtidos nos caṕıtulos antecedentes que servirá como endosso para algumas perspectivas

de futuros trabalhos.



Caṕıtulo 2

Elementos de Geometria Diferencial

2.1 Variedades Diferenciáveis e o Espaço Tangente

O espaço-tempo na relatividade geral é interpretado como uma variedade diferen-

ciável quadrimensional M4 (conjunto de pontos) onde um ponto p sobre a variedade é

identificado como um evento[22]. A fim de definir o conceito de variedade diferenciável,

por questão de generalidade, vamos considerar que M tem uma dimensão arbitrária n,

então para localizar tais pontos sobreM devemos introduzir um mapeamento que associa

a cada ponto p ∈M um sistema de coordenadas, ou seja, uma énupla x1(p), ..., xn(p) (os

ı́ndices rotulam as n coordenadas e não potências). Vamos chamar o mapeamento de f e

exigi-lo que satisfaça as seguintes condições: seja um para um, cont́ınuo, invert́ıvel e, além

disso, seu domı́nio seja definido em uma vizinhança aberta deM, isto é, U ⊂M, portanto

f associa um ponto p ∈ U ⊂ M para pontos f(p) = (x1, ..., xn) ∈ H ⊂ Rn. O par defi-

nido por (U, f) é chamado uma carta (ou patche) sobre M [23]. Se para quaisquer duas

cartas, digamos, (U, f) e (V, g) existe um elemento p ∈ U ∩ V tal que f(p) = (x1, ..., xn)

e g(p) = (y1, ..., yn), então existe um mapeamento que relaciona os yi em termos dos xi

dado pela composição yi = g(p) = g ◦ f−1(xi), onde f−1 é o mapeamento inverso de f ,

8
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portanto, temos

y1 = y1(x1, ..., xn)

y2 = y2(x1, ..., xn)

.

.

yn = yn(x1, ..., xn). (2.1)

A equação anterior representa uma transformação de coordenadas associado a um ponto

p na sobreposição entre os dois abertos U e V de M. Se o jacobiano da transformação

(2.1) existe e ele for cont́ınua e invert́ıvel então as cartas (U, f) e (V, g) são ditas estarem

relacionadas por uma transformação diferenciável. É posśıvel cobrir toda a variedade

M por vários cartas (Ui, fi) (geralmente é chamado um atlas de M) de tal modo que

todos os pontos deM estejam em uma sobreposição de duas cartas relacionadas por uma

transformação diferenciável, nesse caso M é dito ser uma variedade diferenciável [24]. A

estrutura diferencial de uma variedade é interessante pois podemos definir quantidades

importantes como por exemplo: vetores, tensores e formas diferenciais [25]. A partir de

agora quando nos refirirmos a variedades estaremos tratando de variedades diferenciais.

Com o objetivo de definir vetores sobre uma variedade diferenciável precisamos do

conceito de curva e de vetores tangentes a esta curva em um determinado ponto. Então,

uma curva suave γ é definida como o mapeamento de um intervalo I ⊂ R para uma

variedade diferenciável M, onde a curva γ é parametrizada pelo parâmetro afim t, assim

γ(t) : t ∈ I →M. Os pontos sobre uma carta (U, f) contidos na curva γ(t) relacionam-se

pela regra: xµ = f(p) = f ◦ γ(t). Assim, podemos definir uma função escalar φ como o

mapeamento de um ponto p sobre a variedade para um número real, ou seja, φ :M→ R.

Naturalmente podemos expressar a taxa de variação de φ sobre a curva γ(t) em termos

das coordenadas da carta (U, f) da seguinte forma

dφ(p)

dt
=
dφ(xµ(t))

dt
=
dxµ(t)

dt

∂φ

∂xµ
= Xµ(t)

∂φ

∂xµ
, (2.2)

onde dxµ(t)
dt

= Xµ são as componentes do vetor tangente a curva γ assim como na geometria

euclidiana. Dessa forma, podemos definir um operador diferencial que nada mais é que

o vetor tangente a curva, X = Xµ∂µ, que atua sobre as funções escalares satisfazendo a

regra X[φ] = Xµ∂µφ. O conjunto de todos os vetores tangentes, digamos X1...Xn, num
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ponto p em M forma um espaço vetorial, frequentemente chamado de espaço tangente

(TpM) [26]. Dado um sistema de coordenadas {xµ} emM qualquer vetor de (TpM) pode

ser expandido em termos do conjunto {∂µ}, portanto {∂µ} naturalmente forma um base

para espaço tangente, chamada de base coordenada1. Vetores são elementos abstratos

que “moram” no espaço tangente e assim não podem depender de uma particular escolha

de coordenadas, logo se considerarmos dois sistemas de coordenadas xµ e x′µ, um vetor

(V ) pode ser escrito em ambas as bases da seguinte forma: V = V µ∂µ = V ′µ∂′µ e suas

componentes (contravariantes) estão relacionadas pela regra

V ′µ = V ν ∂x
′µ

∂xν
. (2.3)

O espaço vetorial dual associado a TpM é chamado de espaço cotagente (T ∗pM) cuja base

é o conjunto de 1-forma (co-vetor) {dxµ} tal que a condição de dualidade é dada por

dxµ(∂ν) = δµν . Então, uma 1-forma (co-vetor) V pode ser expresso em termos da base de

1-forma {dxµ} por V = Vµdx
µ, onde Vµ são as componentes covariantes de V . Logo o

produto de V e U é definido por V (U) = VµU
µ. Sob transformação geral de coordenadas

as componentes covariantes estão relacionadas pela regra

V ′µ = Vν
∂xν

∂x′µ
. (2.4)

Generalizando o conceito de vetor definimos um tensor X de tipo (p, q) como sendo

o objeto abstrato constrúıdo a partir de produtos tensorias dos vetores da base do espaço

tangente assim como de co-vetores da base do espaço cotagente, isto é,

X = X
µ1µ2...µp
ν1ν2...νq ∂µ1 ⊗ ∂µ2 ⊗ ...⊗ ∂µp ⊗ dx

ν1 ⊗ dxν2 ⊗ ...⊗ dxνq , (2.5)

onde as componentes sob transformação geral de coordenadas satisfaz a regra

X ′µ1µ2...µpν1ν2...νq
= X

α1α2...αp
β1β2...βq

∂x′µ1

∂xα1

∂x′µ2

∂xα2
...
∂x′µp

∂xαp
∂xβ1

∂x′ν1
∂xβ2

∂x′ν2
...
∂xβq

∂x′νq
. (2.6)

2.2 Variedade Riemanniana

Na seção anterior definimos alguns conceitos importantes em geometria diferencial,

no entanto, não fizemos nenhuma menção a quantidades de medida como por exemplo:

1Em relatividade geral, por razões históricas, todos os cálculos geralmente são realizados na base

coordenada, no entanto existem as bases não coordenadas que veremos adiante
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distância entre pontos sobre a variedade, área, ângulo ou volume. A fim de definir tais

quantidades é necessário dotar cada espaço tangente de um produto interno que é definido

como um mapeamento gp : TpM× TpM→ R, ou seja, um operador bilinear chamado de

tensor métrico ou, simplesmente, métrica que relaciona dois vetores de TpM a um número

real. Portanto, definimos a métrica por

g(U, V ) = g(V, U) ≡ U · V = V · U, (2.7)

o que implica que o tensor métrico é simétrico. A norma ou comprimento de um vetor

U nesse espaço é dado por g(U,U) = U · U = |U |2. As componentes da métrica na base

{∂µ} são dadas por

gµν = g(∂µ, ∂ν) = ∂µ · ∂ν . (2.8)

Podemos reescrever o tensor métrico em termos das 1-forma {dxµ} da base, a partir da

relação

g = gµνdx
µ ⊗ dxν , (2.9)

onde gµν forma uma matriz simétrica n x n.

Em uma variedade dotada de uma métrica gµν
2 pode se impor a condição onde o

produto interno de vetores transportados paralelamente de um ponto a outro da variedade

ao longo de uma curva é invariante, em outras palavras, o comprimento do vetor permanece

inalterado durante o transporte paralelo. Matematicamente, isso pode ser expresso pela

condição de compatibilidade métrica ∇µgνα = 0, cuja solução geral é dada por

Γ̃αµν = Lαµν +Kα
µν , (2.10)

onde Lαµν =
1

2
gαλ (∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν) é a conexão de Levi-Civita (idêntico aos śımbo-

los de Christoffel de segundo tipo) e Kα
µν =

1

2

(
Tαµν − T α

µ ν − T α
ν µ

)
é o tensor de contorção

definido em termos do tensor de torção Tαµν =
1

2

(
Γαµν − Γανµ

)
[27]. No caso da geome-

tria Riemanniana o tensor de torção é nulo, consequentemente a conexão é determinada

inteiramente em termos da métrica, ou seja,

Γαµν = Lαµν =
1

2
gαλ (∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν) . (2.11)

Portanto, em uma geometria Riemanniana (M, g) o único grau de liberdade geométrico

é a métrica, isto é, todas as quantidades geométricas relevantes são determinadas pela

2Na literatura por um abuso de linguagem geralmente se chama as componentes, gµν , do próprio

tensor métrico.
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métrica. É claro que em geometrias mais gerais as condições impostas pela geometria

Riemanniana devem ser relaxadas o que implica dizer que a conexão deve ser vista como

uma grau de liberdade independente da métrica, para mais informações veja [28].

2.3 Bases Não Coordenadas

Como abordado nas seções anteriores vetores e tensores são objetos abstratos que

podem ser expandidos em uma base coordenada {∂µ} de TpM ou, similarmente, expandi-

los na base das 1-forma {dxµ} de T ∗pM. Na verdade, a base coordenada nada mais é

que uma posśıvel escolha, natural e intuitiva, de uma base para TpM, no entanto existe

uma infinidade de bases 3 que pode ser escolhida em cada ponto p de M. De fato,

podemos escolher uma nova base chamada de base não coordenada {ea} (onde as letras

latinas rotulam os ı́ndices da nova base ) para o espaço tangente, de modo que um vetor

V ∈ TpM pode ser expandido em ambas as bases

V = V aea = V µ∂µ, (2.12)

onde V a são as componentes contravariantes de V na nova base. Em geral, a nova base é

chamada de não coordenada (não-holonômica), pois os vetores da nova base não comutam,

ou seja, [ea, eb] = Ω c
abec, onde Ω c

ab são os coeficientes de não-holonomia. Analogamente,

escolheremos uma nova base de 1-forma {ea} para o espaço cotangente, onde ea(eb) = δab .

Assim um co-vetor U ∈ T ∗pM pode ser expandido em ambas as bases

U = Uaw
a = Uµdx

µ, (2.13)

onde Ua são as componentes covariantes de U na nova base de 1-forma. As bases novas e

antigas estão relacionadas via transformação de mudança de base dadas por

ea = eµa(x)∂µ (2.14)

e

ea = eaµ(x)dxµ (2.15)

3As várias possibilidades de escolhas de bases em todos os pontos constitui uma estrutura chamada

de fibrado de bases.
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onde eaµ(x) 4 é uma matriz de ordem n dependente da coordenada xµ e é conhecida como

tetrada ou, mais frequentemente, vielbein5. Pela condição de dualidade entre as novas

bases implica que eµa(x) é a sua inversa, deste modo

eaµe
ν
a = δνµ, eaµe

µ
b = δab . (2.16)

Substituindo as Eqs.(2.15, 2.16) na Eq.(2.12) relacionamos as componentes contravarian-

tes em ambas as bases

V a = eaµV
µ. (2.17)

De forma similiar substituindo as Eqs.(2.15, 2.16) na Eq.(2.13) relacionamos as

componentes covariantes em ambas as bases

Ua = eµaUµ. (2.18)

Em geral, para um tensor de n ı́ndices contravariantes e m ı́ndices covariantes temos

T a1 a2...anb1 b2...bn
= ea1µ1e

a2
µ2
...eanµne

ν1
b1
eν2b2 ...e

νm
bm
T µ1 µ2...µnν1 ν2...νm

. (2.19)

As componentes da métrica na nova base são gab = g(ea, eb), por meio de Eq.(2.15),

podemos relaciona-lás com as componentes da métrica na base antiga, ou seja,

gab = g(ea, eb) = g(eµa∂µ, e
ν
b∂ν)

= eµae
ν
bg(∂µ, ∂ν)

gab = eµae
ν
bgµν ,

(2.20)

ou,

gµν = eaµe
b
νgab, (2.21)

a Eq.(2.9) pode ser escrita em termos das 1-forma {ea} como segue

g = gabe
a ⊗ eb. (2.22)

Existe uma particular escolha de base chamada de base ortonormal que corresponde ao

caso onde a métrica, com assinatura Lorentziana (−,+,+, ...,+), é dada pela métrica de

Minkowski, isto é, gab = ηab = diag(−1,+1,+1, ...,+1), onde as componentes de vetores

ou tensores em TpM da variedade se transformam de maneira similar às tranformações

4Por economia omitimos o ı́ndice da coordenada xµ no ponto p.
5Palavra alemã que significa muitas pernas.
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de Lorentz que ocorrem na Relatividade Especial. Para vermos em mais detalhes vamos

considerar a transformação de uma base ortonormal (ea) para uma nova base ortonormal

(ea′)

ea → ea′ = Λ a
a′(x) ea, (2.23)

equivalentemente

ea → ea
′
= Λa′

a(x) ea
′
, (2.24)

onde Λ a
a′(x) são as matrizes transformação entre as bases ortonormais em cada ponto p

da variedade e Λa′
a(x) representa a inversa. Tais matrizes são análogas as matrizes de

transformação de Lorentz que ocorre no espaço plano (Minkowski), no entanto com a

diferença que agora elas são locais, portanto o intervalo é invariante e, por consequência,

as matrizes são ortogonais, Λ−1 = ΛT . Além disso, elas formam um grupo de Lie6 o

chamado grupo de Lorentz local SO(n− 1, 1), assim as letras latinas minúsculas, na base

ortonormal, representam ı́ndices de Lorentz. Desta forma, a lei de transformação de um

tensor sob ação de SO(n− 1, 1) é:

T
a′1...a

′
n

b′1...b
′
m

= Λa′1
a1

(x)...Λa′n
an(x)Λ b1

b′1
(x)...Λ bm

b′m
(x)T a1...anb1...bm

. (2.25)

Na base coordenada, a derivada covariante de um tensor é dado pela sua deri-

vada parcial mais termos de correção, associado a cada ı́ndice, envolvendo o tensor e os

coeficientes da conexão afim. Já na base não coordenada, sobretudo na base ortonor-

mal, o procedimento é similar, basta substitutir os coeficientes da conexão afim Γµαβ pelos

coeficientes da conexão de spin7, ωabc. Portanto, temos

∇cT
a
b = ∂cT

a
b + ωadcT

d
b − ωdbcT ad. (2.26)

Como discutimos anteriormente, na geometria Riemanniana a exigência das con-

dições de torção nula e compatibilidade métrica (∇µ gαν = 0) podem ser mapeadas para

a base não coordenada. A primeira das exigências, torção nula, equivale ao caso onde

D̃µe
a
ν = 0 (muito conhecido por postulado da tetrada) [29], em que D̃µ é uma “derivada

covariante” que atua tanto nos ı́ndices de coordenada quanto nos ı́ndices de tetrada, ve-

jamos abaixo

D̃µe
a
ν ≡ ∂µe

a
ν + ωabµe

b
ν − Γλµνe

a
λ = 0, (2.27)

6Grupos de Lie são grupos que possuem as propriedades de serem cont́ınuos e diferenciáveis. Uma

transformação finita é obtida a partir de infinitas transformações infinitesimais.
7Também é conhecido como coeficientes de rotação de Ricci
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a equação anterior nos fornece uma relação entre as componentes da conexão de

spin e da conexão afim, ou seja,

ωabµ = eaνe
α
b Γνµα − eαb ∂µeaα, (2.28)

que nos leva a uma conexão de spin determinada inteiramente pela tetrada, isto é, ωabµ =

ωabµ(e).

A segunda das exigências é equivalente a tomar ∇cηab = 0, na base ortonormal,

deste modo obtemos:

∇cηab = ∂cηab − ωdacηdb − ωdbcηad = 0

= −ωbac − ωabc = 0,
(2.29)

portanto,

ωabc = −ωbac, (2.30)

ou, ainda, usando a (2.19) temos

ωabµ = −ωbaµ. (2.31)

Assim, a compatibilidade métrica na nova base é equivalente à antissimetria da

conexão de spin nos dois primeiros ı́ndices latinos. Na próxima seção esses conceitos, aqui

discutidos, ficarão mais claros depois de introduzirmos formas diferencias e as equações

de estrutura de Cartan.

Do ponto de vista f́ısico, a introdução de uma base ortonormal é de fundamental

importância para o acoplamento de férmions em teorias no espaço curvo [30]. Em par-

ticular, tomemos como exemplo a Relatividade Geral onde as part́ıculas fermiônicas são

descritas por espinores, que são representações do grupo de spin em quatro dimensões

dado pelo grupo de Lie de SL(2,C) 8. O termo de interação de férmions com a gravidade

é dado pela conexão espinorial definida localmente por

Γµ(x) =
1

4
ωabµ(x)σab, (2.32)

onde σab = 1
4
{γa, γb} são os geradores do grupo de Lorentz local na representação de spin

e γa = eµaγµ são as matrizes de Dirac na base ortonormal.

8O grupo SL(2,C) é o grupo de recobrimento duplo de SO(3, 1), em outras palavras, existe um mape-

amento de elementos de 1 para 1 que podemos expressar via o isomorfismo SO(3, 1) ∼= SL(2,C)/Z2
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2.4 Formas Diferenciais

Vimos na seção sobre espaço tangente o conceito de 1-forma, que na verdade é um

caso espećıfico de uma classe mais abragente chamadas de k-forma. Então, por definição

a forma diferencial

Ω =
1

k!
Ωµ1µ2...µkdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµk , (2.33)

é dito ser uma k-forma (obviamente com k ≤ n). É importante tecer alguns comentários

sobre (2.33): o primeiro deles diz respeito às componentes Ωµ1µ2...µk que são totalmente

antissimétricas, consequentemente as formas diferenciais constituem uma subclasse dos

tensores do tipo (0,m) definidos por (2.6) cujos ı́ndices das componentes são totalmente

antissimétricos, matematicamente é equivalente a Ωµ1µ2...µk = Ω[µ1µ2...µk]. O segundo co-

mentário é sobre o produto dos elementos da base coordenada dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ...∧ dxµk que

significa todas as combinações antissimétricas, o śımbolo ∧ representa o produto exterior,

logo

dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµk = dx[µ1 ⊗ dxµ2 ⊗ ...⊗ dxµk], (2.34)

os ı́ndices entre colchetes explicitam a propriedade de antissimetria dos mesmos. No caso

especial dee tomarmos k = 2 implica que

dxµ ∧ dxν = dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ

= −
(
dxν ⊗ dxµ − dxµ ⊗ dxν

)
dxµ ∧ dxν = −

(
dxν ∧ dxµ

)
.

(2.35)

O produto exterior entre uma k-forma Ω e uma q-forma ∆ é definido por

Ω ∧∆ =
1

k!q!
Ωµ1µ2...µk∆ν1ν2...νqdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµk ∧ dxν1 ∧ dxν2 ∧ ... ∧ dxνq , (2.36)

tal operação fornece uma (k + q)-forma onde k + q ≤ n. De (2.35 - 2.36) segue uma

importante relação de comutatividade entre as formas diferenciais

Ω ∧∆ = (−1)kq∆ ∧ Ω, (2.37)

deste modo o produto exterior entre duas formas diferenciais pode comutar ou anti-

comutar a depender do tipo de forma.

Outra importante operação envolvendo formas diferenciais é a diferenciação exte-

rior. Considerando uma k-forma Ω sua derivada exterior dΩ é definida por

dΩ =
1

k!
∂αΩµ1µ2...µkdx

α ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ ... ∧ dxµk , (2.38)
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a equação anterior deixa claro que a operação diferenciação exterior mapeia uma k-forma

em uma (k + 1)-forma. Uma propriedade interessante é que a derivada exterior aplicada

duas vezes é sempre zero, isto é, d2Ω = d(dΩ) = 0 este resultado é trivialmente obtido de

(2.38) , portanto o operador derivada exterior é nilpotente. Facilmente pode ser mostrado

que a derivada exterior do produto exterior entre duas formas diferenciais é

d(Ω ∧∆) = dΩ ∧∆ + (−1)kΩ ∧ d∆. (2.39)

Por fim, trataremos da última operação que nos será útil nesta tese9, a operação

dual Hodge. Então, dado uma k-forma Ω denota-se como o seu dual Hodge a (n−k)-forma

∗Ω e definimos por:

∗Ω =
1

(n− k)!
(∗Ω)µ1...µn−kdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµn−k , n ≥ k, (2.40)

onde

∗Ωµ1...µn−k =
1

k!
ε ν1...νk
µ1...µn−k

Ων1...νk , (2.41)

em que εµ1...µn é o tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita definido a partir do

śımbolo de Levi-Civita εµ1...µn , isto é,

εµ1...µn =
√
−g εµ1...µn =


√
−g se (µ1...µn) é uma permutação par

−
√
−g se (µ1...µn) é uma permutação ı́mpar

0 em quaisquer outros casos.

(2.42)

Uma aplicação simples e elegante das formas diferenciais pode ser feita no ele-

tromagnetismo, mais precisamente reescrevendo as equações de Maxwell sem fontes em

termos de formas. Neste caso, temos uma variedade de dimensão n = 4, o potencial vetor

Aµ é promovido a um potencial 1-forma, A = Aµdx
µ. Por outro lado, o tensor de Faraday,

Fµν = ∂µAν−∂νAµ, é promovido a um objeto 2-forma F chamado de curvatura, que nada

mais é que a derivada exterior do potencial, ou seja, F = dA. Feito essas definições, a

primeira equação de Maxwell é obtida diretamente ao tomar a derivada exterior de F ,

portanto

dF = 0, (2.43)

9Existem outras operações relevantes envolvendo formas tais como pull -back, co-diferenciação, etc.
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ou, explicitamente,

dF =
1

2
∂αFµν dx

α ∧ dxµ ∧ dxν

=
1

2
∂[αFµν] dx

α ∧ dxµ ∧ dxν

=
1

2
∇[αFµν] dx

α ∧ dxµ ∧ dxν

= 0

(2.44)

usamos a identidade ∂[αFµν] = ∇[αFµν], ainda podemos reescrever

1

2
∂[αFµν] = ∇µF

µν = 0, (2.45)

assim,

∇µF
µν = 0 =⇒ dF = 0. (2.46)

A outra equação de Maxwell é obtida da equação

∗d ∗ F = ∗
(

1

4
∂[γ

(∗
Fαβ]

)
dxγ ∧ dxα ∧ dxβ

)
= ∗
(

1

4
∇[γ

(∗
Fαβ]

)
dxγ ∧ dxα ∧ dxβ

)
,

(2.47)

aplicando a operação Hodge obtemos uma 1-forma

∗d ∗ F =
1

4
ε γαβ
δ ∇γ

∗Fαβ dx
δ

=
1

4
ε γαβ
δ ε µν

αβ ∇γFµν dx
δ

=
1

2

(
δµδ g

γν − δνδ gγµ
)
∇γFµν dx

δ =

(
∇µFδµ

)
dxδ

= 0,

(2.48)

dessa forma as equações de Maxwell na ausência de fontes podem ser expressas por

∇µF
µν = 0 =⇒ dF = 0

∇µ
∗F µν = 0 =⇒ ∗d ∗ F = 0.

(2.49)

Nesta seção tratamos das formas diferenciais expandidas em termos de bases coor-

denadas, no entanto, frequentemente, em alguns problemas em Relatividade Geral ou em

teorias gravitacionais mais gerais é conveniente descrevê-las em bases não coordenadas e,

sobretudo, em uma base ortonormal. A seguir iremos abordar as formas diferenciais em

bases não coordenadas por meio das equações de estrutura de Cartan.
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2.5 Equações de Estrutura de Cartan

As equações de Cartan estabelecem uma relação entre a conexão de spin e a cur-

vatura, ambas, dadas em uma base não coordenada, não necessariamente precisa ser em

uma base ortonormal. Consideremos uma base não coordenada de 1-forma {ea}, assim as

equações de estrutura de Cartan são definidas por

T a = dea + ωab ∧ eb,

Ra
b = dωab + ωac ∧ ωcb,

(2.50)

onde T a é a torção 2-forma, ωab é a conexão 1-forma e Ra
b é a curvatura 2-forma. Expan-

dindo com respeito à base não coordenada podemos escrever:

ωab = ωabc e
c,

T a =
1

2
T abc e

b ∧ ec,

Ra
b =

1

2
Ra

bcd e
c ∧ ed.

(2.51)

É claro que podemos relacioná-los com uma base coordenada via as relações: ωabc = eµcω
a
bµ,

Ra
bcd = eµc e

ν
dR

a
bµν e T abc = eµb e

ν
cT

a
µν . Abrindo a Eq.(2.50) em termos das componentes,

obtemos o tensor de torção

T aµν = 2
(
∂[µe

a
ν] + ωab[µe

b
ν]

)
. (2.52)

No caso especial da geometria Riemanniana em uma base ortonormal as Eqs.(2.50)

reduzem-se a

dea = −ωab ∧ eb,

Ra
b = dωab + ωac ∧ ωcb,

(2.53)

juntamente com a condição de compatibilidade métrica

Dηab = dηab − ωcaηcb − ωcbηac = 0, (2.54)

onde D é a derivada exterior covariante.

Uma das principais motivações f́ısicas do estudo das equações de estrutura de Car-

tan é sua forte conexão com uma posśıvel descrição da Relatividade Geral como uma

teoria invariante de gauge, em outras palavras, teorias de gauge em geral são renormali-

záveis e, portanto, quantizáveis, tal descrição daria um passo enorme rumo à uma teoria

quântica da gravitação[31].
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2.6 Formalismo de Tetradas da Relatividade Geral

A Relatividade Geral é uma teoria geométrica da gravitação onde o campo gra-

vitacional é descrito pela métrica Riemanniana gµν do espaço-tempo que é influenciada

pelo conteúdo de matéria no Universo. As equações de campo da teoria adicionando uma

constante cosmológica são obtidas pela ação de Einstein-Hilbert-Λ com fontes, ou seja,

S =
1

2κ

∫
d4x
√
−g(R− 2Λ) + Sm(gµν , ψ), (2.55)

onde κ = 8πG, Λ é a constante cosmológica, R = gµνRµν é o escalar de Ricci, Rµν = Rα
µαν

é o tensor de Ricci e Sm é a ação relacionada com as fontes de matéria. Variando a ação

com respeito à métrica obtemos as equações de Einstein

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = κTµν , (2.56)

o lado direito da equação na figura do tensor energia-momento expressa o conteúdo de

matéria-energia e o lado esquerdo é puramente geometria. No entanto, é posśıvel reescrever

a ação Eq.(2.55) substituindo a métrica pelos campos de tetrada eaµ, relacionandos entre

si pela relação gµν = eaµe
b
νηab, que implica

√
−g = e, onde e denota o determinante

da tetrada. Portanto, para escrever a ação no formalismo de tetradas necessitamos de

algumas definições: primeiro vamos reescrever o escalar de Ricci da seguinte forma

R = gµνRµν

= gµνRα
µβγδ

[β
α δ

γ]
ν

=
1

4
Rαν

βγε
βγδσεανδσ

=
1

4
eαae

ν
bR

ab
βγε

βγδσεανδσ

= eαae
ν
bR

ab
αν ,

(2.57)

além disso o elemento de volume é definido como

d4x
√
−g = d4x e = e(0) ∧ e(1) ∧ e(2) ∧ e(3)

= − 1

4!
εabcd e

a ∧ eb ∧ ec ∧ ed,
(2.58)

ou, equivalentemente,

εabcdd4x
√
−g = ea ∧ eb ∧ ec ∧ ed (2.59)
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substituindo as Eqs.(2.57) em (2.55), ficamos com

S =
1

2κ

∫
d4x e

(
eαae

ν
bR

ab
αν − 2Λ

)
+ Sm(eaµ, ψ) (2.60)

S =
1

2κ

∫
d4x e

(
1

4
eαae

ν
bR

ab
βγε

βγδσεανδσ − 2Λ

)
+ Sm

=
1

2κ

∫
d4x

(
1

4
εανδσε

βγδσeαae
ν
bR

ab
βγ − 2Λe

)
+ Sm

=
1

2κ

∫
d4x

(
1

4
εabcde

a
αe

b
νe
c
δe
d
σε
βγδσeαc e

ν
dR

cd
βγ − 2Λe

)
+ Sm

=
1

2κ

∫
d4x

(
1

4
εabcdε

βγδσeaδe
b
σR

cd
βγ − 2Λe

)
+ Sm,

(2.61)

por meio das Eqs.(2.58)-(2.59) podemos reescrever a ação de Einstein-Hilbert em termos

de formas diferenciais

S =
1

4κ

∫
M
εabcd

(
ea ∧ eb ∧Rcd +

Λ

3
ea ∧ eb ∧ ec ∧ ed

)
+ Sm. (2.62)

Para variar a Eq.(2.60) com respeito a eaµ precisamos da seguinte relação

δe = e eµaδe
a
µ, (2.63)

logo,

δS =
1

2κ

∫
d4x

[
e

(
Gµ
a + Λδµa − κT µa

)
δeaµ +∇µ

(
eeµae

ν
b δω

ab
ν

)]
, (2.64)

onde Gµ
a = Rµ

a −
1

2
δµaR é o tensor de Einstein, o segundo termo do lado direito da equação

é um termo de contorno que não contribui para as equações de movimento e o tensor

energia-momento é definido por T µa =
δSm
δeaµ

. Portanto, as equações de Einstein nesse

formalismo são

Rµ
a −

1

2
δµaR + Λδµa = κT µa , (2.65)

multiplicando por eµb encontra-se as equações de Einstein na base ortonormal.

Rab −
1

2
ηabR + Ληab = κTab. (2.66)

É óbvio que a forma da equação anterior era esperado e vai ao encontro do que preceitua o

prinćıpio de covariância geral [32]: as equações que descrevem as leis da f́ısica são escritas

na forma tensorial implicando que as mesmas independem da base ou do sistema de

referência. Ficará claro, a posteriori , nos caṕıtulos que tratam dos resultados originais

desta tese, o porquê do uso de bases ortonormais para as equações de campo.



Caṕıtulo 3

CTC’s Na Relatividade Geral

Como discutido na introdução, a RG é uma teoria que descreve muito bem os

fenômenos gravitacionais no limite de campo fraco, contudo a teoria apresenta alguns

problemas. Tais problemas se configuram como fortes ind́ıcios que a teoria deva ser

modificada, seja: incluindo novos termos de alta curvatura livres de fantasmas (é claro

que, em teoria de cordas, as equações de movimento são de ordem arbitrariamente alta

e mesmo assim a teoria se mantém sem fantasmas) ou propondo uma teoria quântica da

gravitação. Neste caṕıtulo iremos tratar em mais detalhes de um desses problemas que

ocorre na relatividade geral, mais especificamente o problema de violação de causalidade.

3.1 Violação de Causalidade e o Universo de Gödel

Em 1949, K. Gödel obteve uma das primeiras soluções cosmológicas das equações

de Einstein com rotação1[33]. Tal solução foi o primeiro modelo matemático do universo no

qual, a priori, viagem no tempo (mais precisamente viagem para o passado) era posśıvel,

visto que a solução apresentava CTC’s, que são curvas tipo tempo fechadas o que não

se confunde com geodésicas. Em outras palavras, um observador acelerado viajando ao

longo dessas curvas pode voltar no tempo, ou seja, tal observador, nesse universo, pode

visitar seu próprio passado. Tecnicamente falando, ocorre que para quaisquer dois pontos

P e Q conectados por uma trajetória do observador através do espaço-tempo, sua linha

1A primeira solução com rotação foi obtida por Van Stockum em 1937 [34].
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de mundo, com a exigência que o evento P ocorre anteriormente (precede temporalmente)

ao evento Q, é posśıvel mostrar que existe uma curva tipo tempo conectando P e Q tal

que o evento Q ocorre anteriormente ao evento P. Em outras palavras, a existência das

CTC’s veta a possibilidade de haver uma coordenada temporal t nesse universo de modo

que quando ela aumente cada curva tipo tempo esteja direcionada para o futuro.

Intuitivamente percebemos que certos eventos devem ocorrer antes de outros even-

tos ou vice versa, por exemplo, o nascimento de um filho não pode ocorrer antes do

nascimento do seu pai. A relação entre eventos (efeitos) que ocorrem por consequência

de outros (causas) nos dá a ideia de causalidade. No universo de Gödel o conceito de

causalidade é totalmente perdido (obviamente a causalidade é perdida sob o ponto de

vista global já que localmente, onde a estrutura causal é a mesma da relatividade espe-

cial, ela é respeitada) devido às CTC’s. Tal questão imediatamente nos remete à situações

bizarras que podem ocorrer no universo de Gödel, os chamados paradoxos. Uma dessas

situações pode ser ilustrada pelo clássico paradoxo do avô: alguém viaja para o passado

e mata seu avô ainda criança, consequentemente impede o nascimento do seu pai e seu

próprio nascimento (para uma discussão mais abragente sobre paradoxos de causalidade

veja [35]).

Alguns remédios foram propostos para resolver essa questão. O primeiro deles é

o chamado Prinćıpio de Auto-Consistência [36] que diz que as únicas soluções das leis da

f́ısica que podem ocorrer localmente no universo real são aquelas que são globalmente

auto-consistentes. Portanto, segundo esse prinćıpio é proibido mudar o passado, todos os

eventos ocorrem apenas uma única vez. Por outro lado, a segunda proposta a chamada

Conjectura de Proteção Cronológica de Hawking [37] elimina quaisquer tipos de CTC’s,

ou seja, ela afirma que embora CTC’s sejam classicamente produzidas as mesmas não

seriam posśıveis em uma teoria quântica da gravitação que fosse consistente, isto devido a

efeitos quânticos que eliminariam quaisquer anomalias causais e, por conseguinte, viagem

no tempo.

Feito essas considerações gerais, vamos agora tratar mais detalhadamente da solu-

ção encontrada por Gödel (que é apenas uma de várias soluções que apresenta anomalias

causais, veja [35]) bem como analisar algumas propriedades espećıficas.

A solução das equações de Einstein encontrada por ele consiste de um fluido perfeito

de pressão nula, poeira, como fonte de matéria cujo tensor energia-momento é dado por
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Tµν = ρuµuν , onde ρ é a densidade de matéria que preenche todo o universo e uµ é

a quadrivelocidade normalizada, além disso era necessário que a constante cosmológica

fosse não nula, Λ 6= 0. A variedade (espaço-tempo) desta solução tem uma topologia de

M4 = R4 coberta pelo sistema de coordenadas globais (t, x, y, z). Portanto, o elemento

de linha2 é dado por

ds2 = − [dt+H(x)dy]2 +D(x)2dy2 + dx2 + dz2, (3.1)

onde H(x) = emx e D(x) = emx√
2

. A métrica anterior resolve as equações de Einstein com

constante cosmológica para

uµ = δµ0 ,

m2 = −2Λ = κρ = 2ω2,
(3.2)

onde κ = 8πG é a constante de Einstein e ω é o módulo da vorticidade definido a partir

das componentes do vetor de rotação que é local

ωµ =
1

2
εµναγuνωαγ =

1

2
εµναγuν∇αuγ = [0, 0, 0,−ω], (3.3)

onde ωαβ é o tensor de rotação. Apesar de originalmente a solução ter sido obtida para

poeira e constante cosmológica é posśıvel através da seguinte transformação de variáveis,

ρ = p′ − ρ′ e Λ = Λ′ − κp′, reinterpreta-lá como uma solução de fluido perfeito perfeito

com pressão (p′), densidade (ρ′) e constante cosmológica (Λ′) onde m2 = 2ω2 = κ(p′+ ρ′)

e 2Λ′ = p′ − ρ′.

A métrica de Gödel pode ser decomposta em uma soma direta de uma métrica

trivial dz2 sobre R e de uma métrica não trivial ds2
1 sobre Σ = R3, assim podemos

reesecrever a Eq.(3.1)

ds2 = ds2
1 + dz2, (3.4)

portanto, a topologia do universo de Gödel é Σ×R. Além disso, a métrica é homogênea

no espaço e no tempo e admite um grupo de isometria G5, ou seja, apresenta cinco vetores

2Adotamos a métrica com a assinatura diferente da utilizada no artigo original de Gödel [33]
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de Killing [38] que descrevem as simetrias da métrica, quais sejam:

ξ0 =
∂

∂t
; representando translação em relação ao eixo t

ξ1 =
∂

∂y
; representando translação em relação ao eixo y

ξ2 =
∂

∂z
, representando translação em relação ao eixo z

ξ3 =
∂

∂x
−my ∂

∂y
, representando translação em relação ao eixo x

mais uma contração em relação ao eixo y

ξ4 = − 2

m
e−mx

∂

∂t
− y ∂

∂x
+

[
1

m
e−2mx − m

2
y2

]
∂

∂y
.

(3.5)

Para obter as propriedades da métrica com mais clareza vamos defińı-la em termos

de coordenadas “ciĺındricas” (t′, r, θ, z′) sobre M4 pelas seguintes relações

emx = cosh 2r + cos θ sinh 2r = e2r cos2 θ

2
+ e−2r sin2 θ

2
;

myemx =
√

2 sin θ sinh 2r =

√
2

m

(
e2r − e−2r

)
sin

(
θ

2

)
cos

(
θ

2

)
;

tan
1

2
[θ + (t− t′)] = e−mr tan

θ

2
;

z′ = z,

(3.6)

e, portanto, a métrica (3.1) toma a forma

ds2 =
4

m2

[
−
(
dt′ +

√
2(sinh2 r)dθ

)2

+ (sinh2 r)(cosh2 r) dθ2 + dr2 + dz′2
]

= ds′21 + dz′2,

(3.7)

onde −∞ < t′ < ∞, 0 ≤ r < ∞, 0 ≤ θ ≤ 2π, −∞ < z′ < ∞ e ds′21 representa

a métrica nas novas coordenadas sobre Σ. Com a métrica na forma (3.7) fica claro a

simetria de rotação de ds′21 em torno de quaisquer pontos do espaço. Também, nessas

coordenadas, é mais simples de obter as CTC’s, que são ćırculos definidos pelo conjunto

C = {(t′, r, θ, z′); t′ = t′0, r = r0, θ ∈ [0, 2π], z′ = z′0} e o elemento de linha é tipo tempo,

ou seja, ds2 < 0. Sendo assim, podemos obter uma expressão para o raio cŕıtico (rc),

isto é, o raio limite do ćırculo que separa duas regiões: a primeira, r > rc, onde existe a

ocorrência de CTC’s e a segunda, r < rc, onde não há CTC. Substituindo o conjunto C

na Eq.(3.7) e exigindo que ds2 < 0, temos:

ds2 = −(sinh4 r − sinh2 r)dθ2 < 0, (3.8)
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então, devemos ter (sinh4 r − sinh2 r) > 0 para as curvas fechadas serem tipo tempo,

simplificando obtemos que a condição exigida para a existência das CTC’s é

sinh2 r > 1 (3.9)

portanto, o raio cŕıtico é definido pela expressão

sinh2 rc = 1 (3.10)

cuja solução é rc = log (1 +
√

2). A figura (3.1) representam bem a estrutura causal, as

geodésicas e as CTC’s no universo de Gödel. O modelo de Gödel é livre de singularidades,

ou seja, ele é geodesicamente completo (para o cálculo explićıto das equações geodésicas,

veja [39]).

3.2 Universos Tipo Gödel

Depois da solução encontrada por Gödel várias tentativas foram feitas na busca de

novas soluções cosmológicas das equações de Einstein com rotação. Entre essas tentativas

destaca-se uma classe geral de soluções com a mesma forma de (3.1), chamadas de métricas

tipo Gödel, tais métricas foram obtidas, inicialmente por Banerjee e Banerji [40], como

solução das equações de campo de Einstein-Maxwell com constante cosmológica cuja fonte

de matéria era composta de uma poeira carregada com rotação, ou seja, p = 0, Λ 6= 0

e um campo eletromagnético. Essas métricas são caracterizadas por dois parâmetros

independentes m e ω que são determinados pelos componentes da matéria. A forma

explićıta das soluções encontradas são da forma

ds2 = − [dt+H(x)dy]2 +D(x)2dy2 + dx2 + dz2

= −

[
dt+

√
2ω

m
dy

]2

+
e2mx

2
dy2 + dx2 + dz2,

(3.11)

onde (m,ω) são parâmetros reais constantes tais que −∞ ≤ m2 ≤ 2ω2 e ω é o módulo da

vorticidade da matéria, desta forma não negativo. Note que o espaço-tempo de Gödel é

um caso particular dessa classe geral correspondendo a m2 = 2ω2.

De modo análogo ao realizado na subseção anterior, as propriedades mais interes-

santes sobre essa classe geral de soluções, tais como simetria de rotação e a existência
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de CTC’s, são mais facilmente percebidas ao escrever o elemento de linha em termos de

Figura 3.1: Mostra o universo de Gödel em termos das coordenadas (t′, r, φ), a coordenada

z
′

é suprimida já que a mesma gera geodésicas triviais. As geodésicas nulas emitidas pelo

ponto P seguem trajetórias espirais até alcançar a superf́ıcie t = 0 onde a coordenada

radial atinge o raio cŕıtico rc, em seguida a medida que o tempo cresce as geodésicas nulas

começam a se fechar convergindo para o ponto P
′

em trajetória espiral. O mesmo ocorre

para as geodésicas tipo tempo com a diferença que o valor máximo do raio é menor que

o raio cŕıtico. A figura foi retirada de [38] com pequenos ajustes.
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coordenadas “ciĺındricas” (t′, r, θ, z′) que se relacionam com as coordenadas antigas por

emx = cosh 2r + cos θ sinh 2r = e2r cos2 θ

2
+ e−2r sin2 θ

2
;

myemx =
√

2 sin θ sinh 2r =

√
2

m

(
e2r − e−2r

)
sin

(
θ

2

)
cos

(
θ

2

)
;

tan
1

2

[
θ +

m2

2ω2
(t− t′)

]
= e−mr tan

θ

2
;

z′ = z.

(3.12)

Assim, o elemento de linha nessas coordenadas toma a seguinte forma

ds2 = − [dt′ +H(r)dθ]
2

+D(r)2dθ2 + dr2 + dz′2

= −
(
dt′ +

4ω

m2
sinh2

(
mr

2

)
dθ

)2

+
1

m2
sinh2(mr)dθ2 + dr2 + dz′2

(3.13)

ou ainda

ds2 =
4

m2

[
−
(
dt̄+

2ω

m
sinh2 r̄dθ

)2

+ (sinh2 r̄)(cosh2 r̄)dθ2 + dr̄2 + dz̄2

]
. (3.14)

Foi mostrado por Raychaudhuri e Takurta [41] que as condições necessárias para

homogeneidade das métricas tipo Gödel no espaço-tempo são dadas por

H ′(r)

D(r)
= 2ω,

D′′(r)

D(r)
= m2,

(3.15)

onde a linha significa derivada com respeito a r. Posteriormente foi mostrado por Rebou-

ças e Tiomno[42] que tais condições, além de necessárias, eram suficientes. As condições

(3.15) definem dois parâmetros similares ao dado pela Eq.(3.13) com a diferença no inter-

valo de validade de um deles: −∞ ≤ m2 ≤ ∞. A partir de agora quando nos referirmos

as métricas tipo Gödel (3.13) estaremos tratando das homogêneas no espaço-tempo dado

pela condição (3.15). Podemos distinguir três classes diferentes de métricas tipo Gödel

dadas em termos do sinal de m2:

i)classe hiperbólica: m2 > 0, ω 6= 0:

H(r) =
2ω

m2
[cosh(mr)− 1],

D(r) =
1

m
sinh(mr), (3.16)
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ii)classe trigonométrica: −µ2 = m2 < 0, ω 6= 0:

H(r) =
2ω

µ2
[1− cos(µr)],

D(r) =
1

µ
sin(µr),

(3.17)

iii)classe linear : m2 = 0, ω 6= 0:

H(r) = ωr2,

D(r) = r.
(3.18)

Além dessas citadas existe outra chamada de classe degenerada que corresponde

ao caso onde ω = 0, no entanto não iremos tratá-la nesta tese. A solução de Gödel faz

parte da classe hiperbólica. As principais propriedades das métricas tipo Gödel podem

ser resumidas em três teoremas [43], quais sejam:

Teorema 1: As condições necessárias e suficientes para uma variedade Rieman-

niana tipo Gödel ser localmente homogênea no espaço-tempo são aquelas dadas pela

Eq.(3.15).

Teorema 2: As variedades Riemannianas tipo Gödel homogêneas no espaço-tempo

são caracterizadas por dois parâmetros (m2, ω). Pares iguais de (m2, ω) especificam mé-

tricas localmente equivalentes, ou seja, isométricas.

Teorema 3: As variedades Riemannianas tipo Gödel homogêneas no espaço-tempo

admitem um grupo de isometrias tais que: G5 (quando ω 6= 0), G6 (para ω = 0) and G7

(para a classe m2 = 4ω2).

Para uma discussão em mais detalhes sobre as propriedades de causalidade é con-

veniente reescrever a Eq.(3.13) na seguinte forma

ds2 = −dt2 − 2H(r)dtdθ +G(r)dθ2 + dr2 + dz2, (3.19)

onde G(r) = D2(r) − H2(r). A curva C definida na seção anterior é uma CTC se G(r)

torna-se negativo dentro do intervalo r1 < r < r2. Para a classe hiperbólica de métricas

tipo Gödel (m2 > 0), usando a Eq.(3.16), obtemos
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G(r) =
4

m2
sinh2

(
mr

2

)[
1 +

(
1− 4ω2

m2

)
sinh2

(
mr

2

)]
, (3.20)

facilmente é visto que a existência de CTC’s apenas é posśıvel dentro do intervalo 0 <

m2 < 4ω2, consequentemente as métricas onde os parâmetros satisfazem m2 > 4ω2 são

completamente causais (livres de CTC’s). O raio cŕıtico para a classe hiperbólica é definido

pelas ráızes da Eq.(3.20), que nos fornece

sinh2

(
mrc

2

)
=

(
4ω2

m2
− 1

)−1

, para m2 < 4ω2, (3.21)

portanto, G(r) < 0 para r > rc e G(r) > 0 para r < rc. Note que o espaço-tempo de

grupo de isometria máximo, m2 = 4ω2, não apresenta CTC’s pois rc →∞.

Para a classe linear de métricas tipo Gödel (m2 = 0), por meio da Eq.(3.18),

obtemos

G(r) = r2 − r4ω2, (3.22)

de onde tiramos que o raio cŕıtico é dado

rc = 1/ω, (3.23)

tal que G(r) < 0 para r > rc e G(r) > 0 para r < rc.

Para a classe trigonométrica de soluções tipo Gödel (m2 = −µ2 < 0) a análise é

um pouco mais complexa. Usando (3.17) temos que

G(r) =
4

µ2
sin2

(
µr

2

)[
1−

(
1 +

4ω2

µ2

)
sin2

(
µr

2

)]
, (3.24)

como G(r) é descrita por funções harmônicas ela apresenta uma sequência infinita de

ráızes. Assim, existe uma sequência infinita de regiões não causais, G(r) < 0, e regiões

causais, G(r) > 0, alternando entre si. Vejamos em mais detalhes, as ráızes da Eq.(3.24)

são obtidas pelas equações

sin

(
µrn
2

)
= 0

and

(3.25)

sin

(
µrn
2

)
= ± (−1)nµ√

µ2 + 4ω2
, (3.26)

onde n = 0, 1, 2... rotula as infinitas soluções de G(r) = 0. As soluções da Eq.(3.25) são

dada por
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r
(n)
1 =

2πn

µ
, ∀ n ∈ Z, (3.27)

e as soluções da Eq.(3.26) são dadas por

r
(n)
2 = −

2

[
arcsin

(
µ√

4ω2+µ2

)
+ nπ

]
µ

, ∀ n ∈ Z+, (3.28)

r
(n)
3 =

2

[
arcsin

(
µ√

4ω2+µ2

)
+ nπ

]
µ

, ∀ n ∈ Z. (3.29)

As equações anteriores mostram que as ráızes dependem dos parâmetros µ e ω, no

entanto o comportamento global da função G(r) não depende.

No contexto da relatividade geral várias soluções tipo Gödel foram obtidas, no

entanto todas essas soluções cujas fontes de matéria satisfazem a condição de energia

forte se encontram na região de parâmetros delimitada por −∞ < m2 ≤ 4ω2. Vale a pena

destacar a geometria m2 = 4ω2 que corresponde a única solução completamente causal

das equações de Einstein com um campo escalar como fonte, [42]. Esta solução de um

lado é interessante pois é livre de CTC’s, mas por outro lado a fonte é um campo escalar

que como sabemos a detecção experimental é bem complicada.



Caṕıtulo 4

Gravidade Modificada Por Um

Termo de Chern-Simons Não

Dinâmico

4.1 Origens do Termo de Chern-Simons/Pontryagin

O termo de Chern-Simons surgiu no contexto da matemática pura, mais precisa-

mente no conceito de classes de caracterist́ıcas [44], também conhecido como invariantes

topológicos (quantidades que são definidas globalmente, sua integral independe de mé-

trica) tais invariantes são de fundamental importância pois conecta várias áreas da ma-

temática pura como topologia algébrica, geometrial diferencial e geometria algébrica [31].

Em duas dimensões, o invariante topológico bem conhecido é a caracterist́ıca ou invari-

ante de Euler definido a partir do teorema de Gauss-Bonnet[45] que relaciona a curvatura

gaussiana (K) de uma superf́ıcie orientada (S) fechada (compacta e sem contorno) com

um número inteiro, ou seja, ∫
S

KdS = 2πχ(S), (4.1)

onde χ(S) é a caracteŕıstica de Euler, um invariante topológico, portanto o lado esquerdo

da equação anterior é dependente da métrica enquanto que o lado direito é independe da

métrica (invariante topológico). Para superf́ıcies fechadas o invariante de Euler é expresso

32
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por χ(S) = 2 − 2g, onde g é o gênero, grosseiramente falando pode ser interpretado

como o número de buracos da superf́ıcie. Um exemplo prático é um copo de café e uma

rosquinha (toro), ambos de gênero g = 1, que claramente são objetos geometricamente

(localmente) distintos, no entanto topologicamente são equivalentes, podemos deformar

continuamente (homeomorfismo) a rosquinha até se transformar no copo de café. Existem

vários outros invariantes topológicos, dos quais serão importantes nesta tese: as classes

de Chern-Pontryagin (segunda caracteŕıstica de Chern)[46] e Chern-Simons[47].

No contexto da f́ısica, as classes de caracteŕısticas surgiram nas teorias de gauge

no cálculo da anomalia1 quiral [48]-[49], que surge devido as contribuições de diagramas

de Feynman triangulares de férmions quirais como visto em (4.1) (existe outro método

de demonstração da anomalia quiral chamado de método de Fujikawa onde é usado o

formalismo de integral de trajetória [50]). Para teorias de gauge abelianas, a anamolia é

dada por

A = ∂µJ
µ
5 = − 1

8π
∗F µνFµν , (4.2)

onde Jµ5 = ψ̄γ5γ
µψ é a corrente quiral, γ5 = iγ0γ1γ2γ3 e ∗F µνFµν é a bem conhecida

densidade de Chern-Pontryagin para o caso abeliano. Para teorias não abelianas (Yang-

Mills)

A = ∂µJ
µ
5 = − 1

8π
∗F µνaF a

µν , (4.3)

onde Fµν = ∂µAν−∂νAν+[Aµ, Aν ] é o tensor de Yang-Mills2 cuja interpretação matemática

é de uma curvatura sobre um fibrado vetorial com as fibras sendo cópias do grupo SU(N)

e Aµ é o campo de gauge (que geometricamente é interpretado como conexões sobre um

fibrado vetorial de SU(N)).

Fisicamente falando, a anomalia é responsável pela quebra dinâmica da invariância

de gauge, para ser mais preciso o que ocorre é a não invariância da ação efetiva à ńıvel de

um laço, isto é, a quebra da simetria gauge é causada por correções quânticas de primeira

ordem como mostrado no diagrama acima. A quebra da invariância de gauge implica em

sérios problemas do ponto de vista quântico tais como quebra da unitariedade (estados

com norma negativa) e renormalizabilidade. Assim, para construir uma teoria quântica de

1Uma teoria de gauge apresenta anomalia quando a corrente é conservada no ńıvel clássico, enquanto

que a mesma não é mais conservada no ńıvel quântico devido às correções quânticas.
2O tensor de Yang-Mills toma um valor na álgebra de Lie de SU(N), ou seja, Aµ = AaµTa, onde Ta

são os geradores de SU(N), assim como Fµν = F aµνTa, F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νA

a
ν + fabcA

a
µA

b
ν , em que fabc são

as constantes de estrutura do grupo determinadas pela álgebra de Lie, [T a, T b] = fabcT
c.
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campos invariante de gauge consistente na presença de anomalias é necessário introduzir

contra-termos com o intuito de cancelar essas anomalias. Ainda nessa linha foi mostrado

em [69] que o termo de Chern-Simons pode ser induzido radiativamente por correções de

um laço.

O caso gravitacional também apresenta uma anomalia similar. Foi mostrado em

[51] que diagramas triangulares com uma corrente quiral em um dos vértices e dois tensores

energia-momento nos outros dois vértices produzem tal anomalia (para uma demonstração

por outro método veja apêndice A). Portanto,

A = ∇µJ
µ5 = − 1

384π2
∗RR = − 1

384π2

1

2
εµναβRσ

τµνR
τ
σαβ, (4.4)

onde ∗RR ≡ ∗Rµ αβ
ν Rν

µαβ é a densidade de Chern-Pontryagin.

Uma propriedade importante da densidade de Chern-Pontryagin é que sua integral

sobre uma variedade fechada quadrimensional (P) é um invariante topológico (número de

Pontryagin ou instanton) ∫
P
d4x
√
−g ∗RR ∈ Z (4.5)

ou reescrevendo em termos de formas∫
P
Tr(R ∧R) ∈ Z, (4.6)

onde Tr(R∧R) ≡ Ra
b∧Rb

a. Deste modo, a adição dos contra-termos na ação das teorias

de gauge com anomalias quirais são, na realidade, invariantes topológicos.

A forma de Chern-Pontryagin é uma forma fechada, ou seja, pode ser vista como

a derivada de uma 3-forma localmente definida (é claro que globalmente nem toda forma

fechada é exata como mostrado na Eq.(4.6), essa falha é “medida” pelo grupo de cohomo-

logia de De Rham para variedades com topologias não triviais [52]), tal objeto é a bem

Figura 4.1: Diagrama de Feynman da anomalia triangular. As linhas internas representam

férmions.
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conhecida 3-forma de Chern-Simons, Ω3(ω),3 como vemos abaixo para o caso gravitacional

Tr(R ∧R) = dΩ3(ω), (4.7)

onde

Ω3(ω) = ωab ∧ dωba +
2

3
ωab ∧ ωbc ∧ ωca ≡ Tr

(
ω ∧ dω +

2

3
ω ∧ ω ∧ ω

)
. (4.8)

Podemos ainda reescrever a Eq.(4.7) em termos das componentes dos tensores na base

coordenada como segue

∗RR = 2∇µK
µ, (4.9)

em que Kµ é a corrente topológica de Chern-Simons (idêntica a corrente quiral a menos

de um fator multiplicativo) dada em termos da conexão afim

Kµ = εµναβ
(

Γσντ∂αΓτβσ +
2

3
ΓσντΓ

τ
αηΓ

η
βσ

)
. (4.10)

Ambas as classes podem ser generalizadas para um espaço n-dimensional. A classe

de Chern-Pontryagin (Pn(R)) é dada por um polinômio da curvatura Ra
b ,

P4k(R) = Ra1
a2
∧Ra2

a3
∧ ... ∧Ra2k

a1
= Tr (R ∧ ... ∧R)︸ ︷︷ ︸

2kvezes

, (4.11)

onde n = 4k, pode-se mostrar que Pn(R) é sempre nulo para dimensões ı́mpares do espaço.

A classe de Chern-Pontryagin, além de ser um invariante topológico em 4 dimensões, como

já dito, goza da importante propriedade de ser invariante por transformações de Lorentz

locais conforme veremos a seguir. Usando a Eq.(2.24) temos a transformação de Lorentz

local da tetrada ea
′
µ = Λa′

a(x)eaµ e sob transformação infinitesimal de Lorentz local, ou seja,

Λ a
a′ (x) = δ a

a′ + λ a
a′ (x) e sua inversa é Λa′

a(x) = δa
′
a − λa

′
a(x), portanto

δLea
′

µ = −λa′aeaµ, (4.12)

onde λa
′
a é uma transformação infinitesimal de Lorentz e o ı́ndice L especifica que é uma

transformação de Lorentz.

Semelhantemente, usando as Eqs.(2.28-2.24) obtemos a forma como a conexão de

spin e a curvatura se transformam pela ação do grupo SO(n− 1, 1) local, portanto

ωa
′

b′µ = Λa′

aΛ
b
b′ ω

a
bµ − Λ c

b′ ∂µΛa′

c,

Ra′

b′µν = Λa′

aΛ
b
b′R

a
bµν ,

(4.13)

3Ambas as classes podem ser definidas para uma conexão (A) e uma curvatura (F ) sobre um fibrado

vetorial com uma estrutura de um grupo de Lie SU(N). Assim, Tr(F ∧ F ) = F ab ∧ F ba e Ω3(A) =

Aab ∧ dAba + 2
3A

a
b ∧Abc ∧Aca ≡ Tr

(
A ∧ dA + 2

3A ∧A ∧A
)
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note que a conexão de spin se transforma de maneira não covariante enquanto que a cur-

vatura se transforma de maneira covariante. Sob transformação infinitesimal de Lorentz

a equação é escrita da seguinta forma

δLωabµ = ∂µλ
a
b + ωacµλ

c
b − ωcbµλac,

δLRa
bµν = λcbR

a
cµν − λacRc

bµν ,
(4.14)

ou reescrevendo em termos de formas

δLωab = dλab + ωacλ
c
b − ωcbλac = Dλab,

δLRa
b = λcbR

a
c − λacRc

b.
(4.15)

Por meio da Eq.(4.15) podemos calcular a forma de Chern-Pontryagin em 4 di-

mensões sobre transformação de Lorentz local, assim temos

δL Tr(R ∧R) = (δLRa
b) ∧Rb

a +Ra
b ∧ (δLRb

a)

= λacR
c
b ∧Rb

a − λcbRa
c ∧Rb

a + λbcR
a
b ∧Rc

a − λcaRa
b ∧Rb

c

δL Tr(R ∧R) = 0,

(4.16)

esse resultado continua a ser válido para um espaço n-dimensional implicando que δL Pn(R) =

0. Portanto, a qualquer teoria gravitacional a densidade Chern-Pontryagin pode ser adi-

cionada a ação já que a mesma é invariante por transformações locais de Lorentz.

De maneira ánaloga ao caso em 4 dimensões é posśıvel escrever os P4k(R) como

4k − 1-formas de Chern-Simons, Ω4k−1(ω), localmente definidas, portanto

P4k(R) = dΩ4k−1(ω). (4.17)

Realizando uma transformação infinitesimal de Lorentz local da equação anterior,

ficamos com

δLP4k(R) = δL
(
dΩ4k−1(ω)

)
= d
(
δLΩ4k−1(ω)

)
,

(4.18)

o lado esquerdo da equação anterior é identicamente nulo, pelo fato que o termo de Chern-

Pontryagin é invariante por transformações de SO(n− 1, 1) local, logo (4.18) torna-se

d
(
δLΩ4k−1(ω)

)
= 0, (4.19)

implicando que variações de gauge (transformaçãoes pelo grupo local SO(n − 1, 1)) da

forma Chern-Simons podem ser reescritas localmente como formas exatas,

δLΩ4k−1 = dX, (4.20)
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onde X é uma (4k − 2)-forma.

O resultado anterior é bem interessante para teorias definidas sobre variedades de

dimensão ı́mpar com contorno. De fato, se considerarmos uma ação definida por uma

(2n−1)-forma de Chern-Simons sobre uma variedade de dimensão (2n−1) com contorno,

a sua variação fornece um termo de contorno como mostrado abaixo

δLS[ω] =

∫
M2n−1

δLΩ2n−1(ω) =

∫
M2n−1

dX, (4.21)

o que deixa claro que uma escolha apropriada das condições de contorno torna a ação

anterior invariante de gauge.

Note que a invariância de gauge da ação definida por um termo de Chern-Pontryagin

em um espaço de dimensão par ou por um termo de Chern-Simons em uma variedade de

dimensão ı́mpar com contorno independe de propriedades locais (métrica) da variedade.

Uma consequência fundamental disso é que teorias gravitacionais descritas por esses ter-

mos tratam a métrica (tetrada) não mais como um objeto fundamental e sim a conexão

ou o campo de gauge (A). Por exemplo, foi mostrado por Achucarro e Townsend [53],

e Witten [54] que a ação da Relatividade Geral em três dimensões pode ser reescrita na

forma da ação de Chern-Simons de um ou dois campos de gauge a depender da constante

cosmológica, ou seja, a ação da RG em três dimensões é dada por

SEH =
1

4κ

∫
M3

εabc

(
ea ∧Rbc +

Λ

3
ea ∧ eb ∧ ec

)
, (4.22)

ela pode ser reescrita como uma ação de Chern-Simons

SCS =
1

16κ
√

Λ

[ ∫
M3

Tr

(
A+∧dA++

2

3
A+∧A+∧A+

)
−
∫
M3

Tr

(
A−∧dA−+

2

3
A−∧A−∧A−

)]
,

(4.23)

onde A± representam as conexões que tomam um valor na álgebra de Lie do grupo G o

qual depende do sinal da constante cosmológica. Especificamente, no caso onde Λ = 0, a

ação de da RG se reduz à apenas uma única ação de Chern-Simons cuja conexão é escrita

como uma combinação da tetrada e da conexão de spin dual4, que são tomados como

independentes5

A = eaPa + ω̃aJa, (4.24)

4A conexão de spin dual é definida por ω̃a = 1
2ε
abcωbc

5O formalismo onde a conexão e a tetrada são tratados, a priori, como objetos independentes é chamado

de formalismo de primeira ordem.
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onde Pa e Ja são os geradores do grupo Lie G e satisfazem as seguintes relações de

comutação

[Pa, Pb] = −ΛεabcJ
c, [Ja, Jb] = εabcJ

c, [Ja, Pb] = εabcP
c. (4.25)

O grupo é definido em termos do valor da constante cosmológica Λ:

• G = ISO(2, 1), grupo de Poincaré, para Λ = 0;

• G = SO(2, 2), grupo Anti-de Sitter, para Λ < 0;

• G = SO(3, 1), grupo de Sitter, para Λ > 0.

Outros importantes contextos no qual o termo de Chern-Simons se insere são nas

modificações do eletromagnetismo em 4 dimensões, em extensões do modelo padrão de

f́ısica de part́ıculas de modo a produzir violação de Lorentz no setor de matéria [65, 66]

e em modelos de grande unificação, tais como: Supergravidade (SUGRA) e Teoria de

cordas. Agora, trataremos sobre a questão da violação de Lorentz, mas antes disso vamos

definir os dois tipos de transformações de Lorentz, são elas: as transformações de Lorentz

de observadores que são aquelas onde realizamos boosts e rotações sobre os observadores

e, nesse caso, as equações que descrevem as leis da f́ısica na sua forma covariante devem

sempre ser invariantes por esse tipo de transformação, todavia existem as transformações

de Lorentz de part́ıculas que são aquelas realizadas sobre as part́ıculas ou sobre os campos

dinâmicos da teoria. Neste último caso a introdução de campos externos no sistema

produzem uma direção preferencial no espaço tempo fazendo com que os observáveis

f́ısicos sofram distorções daquelas previstas quando sofrem transformações de Lorentz

sobre o ponto de vista da part́ıcula [66].

Em matéria condensada, tem sido adicionado o termo de Chern-Simons no contexto

de efeito Hall quântico e supercondutividade à altas temperaturas, Tc. Na seção seguinte

discutiremos sobre a violação de Lorentz no setor gravitacional.

4.2 A Ação Da Teoria Modificada Não Dinâmica

A teoria da Gravidade Modificada por um termo de Chern-Simons não dinâmico

(GCSN) foi proposta originalmente por Jackiw e Pi [55], como uma versão em quatro di-

mensões da famosa teoria da gravitação topologicamente massiva [56]. A GCSN consiste de

adicionar à ação de Einstein-Hilbert um termo topológico de Chern-Pontryagin acoplado
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à um campo (pseudo)-escalar, chamado de coeficiente de Chern-Simons φ(x) = kµxµ.

Trabalhos pioneiros nesta direção foram realizados no contexto das teorias de gauge

(não)abelianas onde a quantidade topólogica é o termo de Chern-Simons tridimensio-

nal, posteriormente foi realizada a extensão de Chern-Simons para a gravitação em três

dimensões. Como exemplos mais importantes dessas classes de modelos, citamos a teoria

da eletrodinâmica quântica em três dimensões extendida por um termo de Chern-Simons

viabilizando um novo mecanismo de geração de massa chamado geração de massa topoló-

gica , ou seja, a inclusão do termo topológico faz surgir termos de massa para os campos de

gauge. Já para o caso gravitacional tridimensional a influência do termo topológico tam-

bém é notável, a consenquência é o surgimento de graus de liberdade dinâmicos massivos

(gráviton) o que não se observa na RG em três dimensões, que é uma teoria estática [57].

Em teorias em quatro dimensões, a modificação de Chern-Simons6 está relacionada

com a quebra das simetrias de Lorentz e difeomorfismo (no caso de teorias gravitacionais)

como também CPT. Tal proposta foi investigada, primeiramente, no contexto da eletro-

dinâmica de Maxwell e os seus resultados f́ısicos foram bem interessantes. As equações de

Maxwell modificadas preservam a invariância de gauge e, por consequência, o fóton con-

tinua a ter duas polarizações, no entanto no caso do vazio essas polarizações se propagam

com velocidades diferentes entre si, configurando a quebra da simetria de paridade, como

também diferentes da velocidade da luz c, que causa a quebra da simetria de Lorentz. A

consequência prática disso é uma birefrigência da luz, isto é, as ondas eletromagnéticas

nesta teoria possui duas relações de dispersão que estão associadas com o coeficiente de

Chern-Simons, produzindo um efeito tipo rotação de Faraday. Alguns dados experimen-

tais cosmológicos foram obtidos provenientes de galáxias distantes e os resultados foram

de encontro aos resultados teóricos.

Agora, iremos tratar com mais detalhes o caso gravitacional. A ação de GCSN é

definida por

S =
1

2κ

∫
d4x
√
−g
[
(R− 2Λ) +

1

4
φ ∗RR

]
+ Sm(ψ, gµν), (4.26)

onde Sm é ação dos campos de matéria. O coeficiente de Chern-Simons φ é responsável

pela deformação do termo de Chern-Pontryagin, em outras palavras, ele é responsável

6O termo de Chern-Simons é definido originalmente em três dimensões, no entanto muitos autores

generalizam sua definição em quatro dimensões, onde se relaciona com forma de Chern-Pontryagin via

uma classe de caracterist́ıca.
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pelo controle da influência das caracteŕısticas topológicas (contidas no termo de Chern-

Pontryagin) sobre as equações de campo. De fato, se φ é uma função das coordenadas

do espaço-tempo implicando que o segundo termo da ação não é mais um invariante

topológico, assim o mesmo contribuirá de maneira não trivial para as equações de campo

da teoria modificada. Por outro lado, se φ é tomado como uma constante fica claro

que o segundo termo da ação se reduz à integral de um termo de Chern-Pontryagin,

portanto, é um invariante topológico como já discutido, por consequência, as equações

de campo recaem nas equações de Einstein com constante cosmológica que, obviamente,

é um caso sem nenhuma novidade f́ısica. A não presença de termos envolvendo auto-

acoplamento do campo escalar implica na existência de uma simetria global de translação

do campo de Chern-Simons: φ(x) → φ(x) + const., essa simetria funciona como uma

“proteção topológica” contra eventuais correções quânticas (do tipo constante). Então, o

caso fisicamente relevante é aquele onde o campo é uma função do espaço-tempo, φ = φ(x).

Na ação da teoria não há um termo cinético associado ao campo de Chern-Simons,

isso ocorre porque o campo de Chern-Simons é tratado como um campo externo estático

(não há uma equação de evolução para o campo), portanto ele deve ser conhecido a priori ,

no entanto, mesmo assim, o campo φ interage com a gravidade de maneira não trivial,

veremos mais adiante que tal acoplamento implicará em uma restrição topológica sobre

as posśıveis soluções do espaço-tempo da teoria.

Note que a ação (4.26) pode ser reescrita em termos da corrente topológica de

Chern-Simons definida em (4.9). Explicitamente, temos

1

4

∫
d4x
√
−g φ ∗RR = −1

2

∫
d4x
√
−g vµKµ, (4.27)

onde integramos por partes a integral do lado esquerdo e definimos uma nova quantidade

vµ = ∇µφ. Reescrevendo a ação (4.26) utilizando a última equação ficamos com

S =
1

2κ

∫
d4x
√
−g
[
(R−2Λ)−1

2
vµε

µναβ

(
Γσντ∂αΓτβσ+

2

3
ΓσντΓ

τ
αηΓ

η
βσ

)]
+Sm(ψ, gµν), (4.28)

que talvez nessa forma torne o nome da teoria mais sugestivo, porque o segundo termo

da ação é um termo de Chern-Simons quadrimensional acoplado com o vetor vµ. O termo

adicionado na ação de Einstein-Hilbert resultando na ação de GCSN, seja ele escrito

em termos das densidades de Chern-Pontryagin ou Chern-Simons, é comumentemente se

referido na literatura como correção de Chern-Simons.
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A GCSN escrita na forma (4.28) deixa mais evidente a conexão entre o termo de

correção de Chern-Simons e a violação de Lorentz, perceba que se o vetor vµ for um vetor

constante isso permite-nos introduzir um acoplamento não mı́nimo com a geometria de

modo a produzir um termo de violação de Lorentz no setor gravitacional, tal acoplamento

não é considerado em teorias do tipo vetor-tensor onde apenas é levado em consideração

acoplamento mı́nimo [67, 68]. Vale ressaltar que no espaço curvo a exigência de um vetor

ser constante não implica em sua derivada covariante ser nula, ∇µvν = 0, contrariamente

ao eletromagnetismo onde a modificação de Chern-Simons é feita no espaço de Minkowsky

onde a condição necessária e suficiente para o vetor ser constante é ∂µvν = 0. Deste modo,

a condição necessária e suficiente para um vetor ser constante no espaço curvo é sua norma

ser constante, ou seja, vµvµ = const. como consequência vµ não necessita ser um campo

sem dinâmica para haver quebra de Lorentz.

Para uma maior clareza sobre as soluções da teoria se faz necessário analisarmos

as equações de movimento, logo variando a ação (4.26) com respeito a métrica obtemos

as equações de campo

Gµν + Cµν + Λgµν = κTµν , (4.29)

onde Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν é o tensor de Einstein, Cµν é o tensor de Cotton7 que surge

devido a variação do termo de Chern-Simons, explicitamente é dado por (a demonstração

é feita no apêndice A)

Cµν = −1

2

[
vσ
(
εµσαβ∇αR

ν
β + ενσαβ∇αR

µ
β

)
+ vστ

(∗
Rσνµτ + ∗Rσµντ

)]
, (4.30)

onde vστ = ∇σ∇τφ = ∇σvτ . Note que o tensor de Cotton, além de ser simétrico, possui

traço nulo, como vemos abaixo

gµνC
µν = Cµ

µ

= −vσεσµαβ∇αRµβ −
1

2
vστε

σµαβRτ
µαβ

= 0,

(4.31)

usamos os seguintes truques: a contração do tensor de Ricci, que é simétrico, com o

tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita anula o primeiro termo da segunda linha

na equação anterior, enquanto que o segundo termo da segunda linha também é nulo

devido a identidade de Bianchi, Rµ
[αβγ] = 0, válida para conexões simétricas.

7Esse tensor é diferente do tensor de Cotton-York definido originalmente em três dimensões, embora

também exista em dimensões mais elevadas.
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O tensor Tµν da Eq.(4.29) é o tensor energia-momento definido pela variação da

Lagrangiana de matéria em relação a métrica,

T µν = − 2√
−g

δLm
δgµν

. (4.32)

Tomando o traço da Eq.(4.29), em outras palavras, multiplicando (4.29) por gµν ,

temos

−R = κT − 4Λ, (4.33)

onde definimos T = T µνgµν como sendo o traço do tensor energia-momento e, ainda,

usamos o fato que o tensor Cµν tem traço nulo. Portanto, substituindo em (4.29) obtemos

uma forma mais conveniente para as equações de campo,

Rµν + Cµν =

(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
+ Λgµν . (4.34)

Uma consequência interessante surge ao tomarmos a divergência da Eq.(4.29). Fa-

zendo isso, obtemos

∇µ(Gµν + Cµν + Λgµν) = κ∇µT
µν , (4.35)

pelas identidades de Bianchi a divergência do tensor de Einstein é identicamente nulo,

∇µG
µν = 0, já a invariância por difeomorfismo assegura que a divergência do tensor

energia-momento também é nula, ∇µT
µν = 0. Deste modo, a equação anterior nos fornece

que a divergência do tensor de Cotton é nula

∇µC
µν = 0. (4.36)

Por outro lado, a divergência do tensor de Cotton calculada diretamente de sua definição

(4.30) nos fornece

∇µC
µν = −1

8
vν ∗RR. (4.37)

As Eqs.(4.36-4.37) são incompat́ıveis, a menos que vν seja nulo, que acarreta em

φ = const., ou que a densidade de Chern-Pontryagin desapareça, ∗RR = 0. A primeira

dessas opções é rechaçada já que o campo escalar sendo constante anula todas as com-

ponentes de Cµν fazendo com que as equações de campo modificadas reduzem-se às da

Relatividade Geral, então a segunda opção é que torna as equações de campo compat́ıveis

sem automaticamente anular o tensor de Cotton. Na literatura a exigência de

∗RR = 0 (4.38)
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é frequentemente chamada de restrição de Pontryagin. Quaisquer soluções das equações

modificadas devem satisfazer a restrição de Pontryagin, assim tal restrição é uma condição

necessária mas não suficiente para uma determinada métrica ser solução das equações

modificadas.

Tanto as equações de movimento quanto a restrição de Pontryagin podem ser ob-

tidas sob outro ponto de vista, vejamos bem isso: se tomarmos o campo de Chern-Simons

como uma variável localmente dinâmica, ou seja, como um multiplicador de Lagrange

(como sabemos esses multiplicadores geram equações de v́ınculo) para o termo ∗RR, en-

tão, teremos duas variáveis. Consequentemente, as equações de movimento são geradas

a partir da variação da ação em relação à métrica e ao campo escalar, resultando nas

seguintes equações de campo

Gµν + Cµν + Λgµν = κTµν

∗RR = 0.
(4.39)

Em suma, as duas perspectivas são equivalentes com o detalhe que na primeira o campo

escalar é especificado a priori , diferentemente do que ocorre na segunda onde o campo

escalar é tomado como uma variável que deve ser determinada pelas equações de campo.

A maioria dos trabalhos na literatura relacionados com o assunto usaram a primeira

perspectiva, por razões óbvias, as equações de movimento são muito mais simples de se

resolver, muito embora haja um risco grande de perda de generalidade em razão de uma

posśıvel “má” escolha para o campo. Dessa forma é mais razoável determinar o campo a

partir das equações de movimento.

Para ilustrar bem o que foi discutido citamos, por exemplo, a referência onde foi

mostrado que a métrica de Schwarzschild continua a ser solução das equações modificadas.

Os autores do artigo propuseram a seguinte escolha para o campo de Chern-Simons

φ =
t

µ
=⇒ vµ =

[
1

µ
, 0, 0, 0

]
, (4.40)

onde µ é uma escala de energia, tal que [µ] = M . Essa escolha reduziu drasticamente as

propriedades das equações modificadas. Uma delas é o tensor de Cotton quadrimensional

que se reduz à sua forma usual tridimensional, outra consequência dessa escolha, parti-

cularmente para a métrica de Schwarzchild8, é que todas as componentes do tensor de

8A métrica de Schwarzschild, como também quaisquer métricas esfericamente simétricas satisfazem a

restrição de Pontryagin
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Cotton anulam-se reduzindo as equações modificadas para as equações de Einstein. De

fato, foi importante verificar a solução de Schwarzchild (mesmo para essa escolha padrão

do campo de Chern-Simons), pois mostra que a teoria modificada comporta uma solução

que passa nos três testes clássicos da Relatividade Geral e que descreve com bastante

precisão o nosso sistema solar.

Outras soluções exatas foram obtidas para as equações modificadas, das quais

destacam-se: as métricas de Friedman-Robertson-Walker e Reissner-Nordstrom com de-

talhe que ambas são soluções com a mesma escolha (4.40) do campo escalar e, assim como

a solução de Schwarzschild, leva à anulação das componentes do tensor de Cotton, tam-

bém foram obtidas soluções para métricas de Gödel com outra escolha para o campo de

Chern-Simons que também anula o tensor de Cotton.

Note que as soluções discutidas até então satisfazem a restrição de Pontryagin

como também a anulação do tensor de Cotton simultaneamente, nesses casos as equações

modificadas reduzem-se a

Gµν + Λgµν = κTµν

Cµν = 0

∗RR = 0,

(4.41)

que leva-nos as mesmas soluções das equações de Einstein devido ao desacoplamento do

tensor de Cotton nas equações modificadas.

Foi analisado muito pouco na literatura soluções onde o tensor de Cotton é não nulo,

essas soluções seriam muito preciosas pois trariam informações de nova f́ısica derivadas

do termo de deformação topológico/violação de paridade, em outras palavras, teŕıamos

correções nas equações de Einstein advindas do termo de Chern-Simons. Na próxima seção

discutiremos, em mais detalhes, a influência da violação de paridade no setor gravitacional.

4.3 Violação de Paridade na Gravidade Modificada

de Chern-Simons

Por influência da correção de Chern-Simons, no contexto do eletromagnetismo apre-

sentar violação de paridade, surge naturalmente a pergunta qual a paridade da correção

de Chern-Simons e/ou quais são seus efeitos na GCSN?
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Antes de responder as perguntas anteriores é necessário definir paridade, que nada

mais é que a inversão dos eixos espaciais no sistema de coordenadas, assim a paridade

constitui um tipo de transformação discreta de Lorentz assim a inversão temporal. A

transformação de paridade é matematicamente representada como sendo

xµ = (x0, ~x) −→ x′µ = (x0,−~x) (4.42)

ou,

x′µ = δµ0x
0 − δµI x

I , (4.43)

onde o ı́ndice I = 1, 2, 3. A equação anterior pode ser reescrita em forma matricial como

segue x′ = P̂x, em que P̂ é o operador de paridade dada, em termos matriciais, por

[P̂ ]µν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 . (4.44)

Definimos a ação do operador paridade sobre um observável B por P̂ [B] = λpB,

onde o autovalor λp toma os seguintes valores: λp = 1, neste caso dizemos que a paridade

é preservada ou é par, e λp = −1 onde é dito haver violação de paridade ou, simplismente,

de paridade ı́mpar.

Agora vamos analisar a paridade do termo de correção de Chern-Simons, para

isso devemos perceber que o campo de Chern-Simons e o tensor de Levi-Civita são as

quantidades que possuem uma paridade bem definida no termo de correção. Com efeito,

tomemos explicitamento a densidade de Chern-Pontryagin,

∗RR =
1

2
εµναβγRτ

σµνR
σ
ταβ, (4.45)

perceba que o produto de tensores de curvatura Riemanniano não se transforma por

paridade, ou seja, tem paridade par bem definida restando analisar o tensor de Levi-

Civita, tal que sob transformação geral de coordenadas,

ε′αβγσ =
∂x′α

∂xµ
∂x′β

∂xν
∂x′τ

∂xγ
∂x′δ

∂xσ
εµντδ, (4.46)

usando (4.44) obtemos que o tensor de Levi-Civita tem paridade ı́mpar, ε′αβγσ = −εαβγσ.A

ação da teoria é uma quantidade escalar, portanto todos os termos devem ser invariantes

por transformação de paridade (a ação de Einstein-Hilbert é invariante por paridade) isso
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exige que o campo de Chern-Simons tenha paridade ı́mpar, ou seja, ele deve se transformar

como um pseudo-escalar, P̂ φ = −φ, mantendo o produto φ ∗RR invariante.

No que diz respeito as equações modificadas o tensor de Cotton é invariante por

paridade se o vetor vµ preservar a paridade, P̂ vµ = vµ, que está de acordo com P̂ φ = −φ.

É importante salientar, mesmo que a ação da teoria e as equações de campo sejam invari-

antes por paridade isso não implica dizer que existirá apenas soluções que respeitem essa

simetria, um exemplo bem conhecido é a Relatividade Geral que é uma teoria invariante

por paridade cujas equações de movimento também são invariantes, no entanto ela apre-

senta soluções que violam tal simetria como é o caso da solução de Kerr. Traçando um

paralelo com a GCSN percebemos que a restrição de Chern-Pontryagin é satisfeita para

métricas com paridade par e, assim, são potenciais soluções da GCSN. Em contrapartida,

as soluções de paridade ı́mpar não satisfazem a restrição Pontryagin e automaticamente

não são soluções de GCSN, citamos como exemplo a métrica de Kerr onde a densidade

de Chern-Pontryagin é dada por

∗RR = 96
aM2r

Σ6
cos θ(r2 − 3a2 cos2 θ)(3r2 − a2 cos2 θ), (4.47)

onde Σ = r2 + a2 cos2 θ. O termo do lado direito da equação anterior é proporcional

ao termo de paridade ı́mpar da métrica de Kerr inviabilizando-a como uma solução de

GCSN, outros elementos de linha com paridade ı́mpar podem ser encontrados em [64] .

4.4 Universos Tipo Gödel Na GCSN

Nesta seção trataremos das métricas tipo Gödel no contexto da GCSN. Os resulta-

dos que serão discutidos nesta seção constituem uma parte da pesquisa original realizada

durante o doutorado.

Os universos tipo Gödel, como já fora discutido no caṕıtulo 3, são uma classe de

métricas determinadas por dois parâmetros m e ω. Em especial, na Relatividade Geral

foi mostrado em [42] que as soluções com fontes de matéria que satisfazem a condição

de energia forte, ou seja, com matéria bariônica, estão dentro do intervalo de parâmetros

−∞ < m2 ≤ 4ω2, implicando na existência de uma única solução totalmente causal que

corresponde a m2 = 4ω2 cuja fonte de matéria é um campo escalar com dependência linear

em z, vide [42] para mais detalhes. Claro que outras soluções causais, m2 ≥ 4ω2, foram
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encontradas, no entanto as fontes de matéria que as geram não satisfazem a condição

de energia forte e isso é um problema sério, pois as fontes de matéria ordinária que

conhecemos satisfazem tal condição. Em resumo, na Relatividade Geral a única fonte de

matéria ordinária que gera uma métrica tipo Gödel totalmente causal é um campo escalar

material da forma ψ(z) ∝ z , qualquer outra solução é obtida por fontes de matéria

exótica.

Naturalmente surge a necessidade de verificar a consistência das métricas tipo

Gödel na GCSN, bem como suas propriedades de causalidade. Para isso, o primeiro passo

é verificar se tais métricas satisfazem a restrição de Pontryagin. O primeiro ingrediente

para o cálculo é reescrever as métricas tipo Gödel em termos de uma base ortonormal,

especificamente em uma base local de Lorentz9 tal que as 1-forma da base são dadas por

e(0) = dt+H(r)dθ,

e(1) = dr,

e(2) = D(r)dθ,

e(3) = dz,

(4.48)

onde o intervalo ds2 = ηabe
aeb genericamente equivalente a (2.22). Reescrevendo a restri-

ção de Pontryagin em termos de formas diferenciais temos

Tr(R ∧R) = 0, (4.49)

por outro lado, usando a Eq.(4.7) obtemos que a restrição de Pontryagin é equivalente à

derivada exterior da 3-forma de Chern-Simons. Portanto,

Tr(R ∧R) = dΩ3(ω) = 0 (4.50)

abrindo a equação anterior usando (4.8) e explicitando os produtos exteriores ficamos com(
1

4
Ra

bcdR
b
aef

)
ec ∧ ed ∧ ee ∧ ef =

[
∂c

(
ωabd ∂e ω

b
af +

2

3
ωabd ω

b
ge ω

g
af

)]
ec ∧ ed ∧ ee ∧ ef = 0

Ra
bcd
∗Rb cd

a = ∂c

[
εcdefωabd

(
∂e ω

b
af +

2

3
ωbge ω

g
af

)]
= 0

(4.51)

o termo entre colchetes é a corrente topológica (4.10) escrita na base (4.48), então é

suficiente mostrar que a divergência da corrente topológica é nula para ser respeitada a

9É utilizado esse procedimento pois facilitará consideravelmente o cálculo



48

restrição de Pontryagin. No apêndice C está o cálculo explićıto mostrando que de fato

a divergência da corrente topológica se anula para as métricas tipo Gödel. Apesar de

termos mostrado que tais métricas satisfazem a restrição para uma certa escolha de base,

o resultado é geral pois qualquer tensor que toma um valor nulo em uma certa base será

nulo em qualquer outra base.

O próximo passo é escrever as equações modificadas na base (4.48). Há duas formas

de obtê-las: a primeira é usando o formalismo de tetradas, enquanto que a segunda é usar

o prinćıpio de covariância geral. Desta forma, elas são escritas na base local de Lorentz

como

Rab + Cab = κ

(
Tab −

1

2
Tηab

)
+ Ληab (4.52)

onde Rab = eµae
ν
bRµν é o tensor de Ricci nessa base, Tab = eµae

ν
bTµν é o tensor energia-

momento definido nessa base. O tensor de Cotton na nova base é conectado com a sua

versão na base coordenada via a relação Cab = eµae
ν
bCµν , ou, mais explicitamente (vide

apêndice B),

Cab = −1

2

{
vcε

acde∇dR
b
e + vcε

acdeRf
e ω

b
fd − vcεacdfRb

e ω
e
fd + vcd

∗Rcbad + (a↔ b)

}
(4.53)

Feito essas considerações o objetivo agora é calcular todas as componentes das

equações modificadas (4.52). Para isso vamos utilizar a informação que as componentes

não nulas do tensor de Ricci na base local de Lorentz são dadas por

R(0)(0) = 2ω2;

R(1)(1) = 2ω2 −m2;

R(2)(2) = 2ω2 −m2,

(4.54)

onde, claramente, são constantes e diagonais. Contrariamente ao tensor de Ricci, as

componentes do tensor de Cotton não são constantes e, tampouco diagonais na base local

de Lorentz (4.48). As componentes não nulas do tensor de Cotton são dadas por:

i) componentes diagonais;

C(0)(0) = 2
∂φ

∂z
ω(4ω2 −m2);

C(1)(1) =
∂φ

∂z
ω(4ω2 −m2);

C(2)(2) =
∂φ

∂z
ω(4ω2 −m2),

(4.55)
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ii) componentes não diagonais;

C(0)(1) = −1

2

(
∂2φ

∂z∂t
H(r)− ∂2φ

∂θ∂z

)
(4ω2 −m2)

D(r)
;

C(0)(2) = −1

2

∂2φ

∂z∂r
(4ω2 −m2);

C(0)(3) = −∂φ
∂t
ω(4ω2 −m2);

C(1)(3) =
1

2

(
∂2φ

∂t2
H(r)− ∂2φ

∂θ∂t

)
(4ω2 −m2)

D(r)
;

C(2)(3) =
1

2

∂2φ

∂r∂t
(4ω2 −m2).

(4.56)

Observe que não foi feito qualquer tipo de escolha sobre o campo de Chern-Simons,

isto é, o campo é expresso da maneira mais genérica posśıvel, φ = φ(t, r, θ, z), e sua

forma será determinada pelas equações de campo. Um fato interessante é que todas

as componentes do tensor do Cotton são identicamente nulas para a classe m2 = 4ω2,

independentemente de qual a forma do campo de Chern-Simons. Essa situação nos remete

à questão das simetrias das métricas tipo Gödel, sobretudo para variedades tipo Gödel

onde m2 = 4ω2, onde foi mostrado que elas são conformalmente planas implicando que

todas as componentes do tensor de Weyl são nulas10 e por esta razão admite um grupo

de isometria maximal G7, ou seja, maior que qualquer outra métrica tipo Gödel. Assim,

nosso primeiro resultado interessante é que métricas tipo Gödel conformalmente planas

(m2 = 4ω2) implica necessariamente na anulação de todas as componentes do tensor de

Cotton, desta forma as equações modificadas reduzem-se às equações de Einstein e um

campo escalar de Chern-Simons arbitrário permeando o espaço-tempo.

Agora vamos implementar o outro ingrediente fundamental para resolver as equa-

ções modificadas, as fontes de matéria. Com o intuito de comparar os resultados na GCSN

com a Relatividade Geral usaremos as mesmas fontes de matéria utilizadas em [42], quais

sejam: um fluido perfeito, um campo escalar (logicamente não é o campo de Chern-

Simons) e um campo eletromagnético. Comecemos descriminando o fluido perfeito, que

tem vorticidade ω, densidade ρ, pressão p e as componentes do tensor energia-momento

10O teorema de Weyl-Schouten diz que variedades Riemannianas de dimensão n ≥ 3 são conformalmente

planas se e somente se o tensor de Weyl é identicamente nulo
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são dadas por T
(fp)
ab = (ρ+ p)uaub + p ηab, em particular na base (4.48), temos

T
(fp)

(0)(0) = ρ, T
(fp)

(1)(1) = T
(fp)

(2)(2) = T
(fp)

(3)(3) = p (4.57)

onde a quadrivelocidade na base local de Lorentz é dado por ua = ea(0) = δa(0), portanto

é um quadrivetor tipo-tempo (uaua = −1). Como se era de esperar T
(fp)
ab é diagonal

e constante. A próxima fonte de matéria é um campo escalar sem massa ψ, portanto

satisfaz a equação de Klein-Gordon �ψ = gµν∇µ∇νψ = 0. Podemos reescrevê-la na base

de tetradas da seguinta forma

�ψ = ηab(∇a∇bψ + ωcba∇cψ) = 0, (4.58)

Por questão de haver uma direção preferencial local nos universos tipo Gödel, escolhemos

o gradiente do campo ψ constante e paralelo ao eixo z. Assim, o campo toma a forma

ψ = s(z − z0), onde s é a amplitude e z0 um parâmetro, ambos são constantes. As

componentes do tensor energia-momento do campo escalar são expressas por T
(sf)
ab =

∇aψ∇bψ − 1
2
ηab∇cψ∇cψ, onde na base local (4.48) as componentes não nulas são

T
(sf)

(0)(0) = T
(sf)

(3)(3) =
s2

2
, T

(sf)
(1)(1) = T

(sf)
(2)(2) = −s

2

2
, (4.59)

similarmente ao fluido perfeito, tal escolha do campo escalar culminou em um tensor

energia-momento constante e diagonal.

Finalmente, vamos tratar da última fonte de matéria que é um campo eletromagné-

tico cujas equações de Maxwell no vácuo são dadas pela (2.49), ou ainda, reescrevendo-as

na base de tetradas as mesmas tomam a forma

∇aF
ab + F abω c

a c + F acω b
c a = 0,

∇[cFab] + 2Fd[bω
d
ac] = 0.

(4.60)

A direção preferencial determinada pela rotação local sugere decompormos o tensor de

Faraday em uma base local de Lorentz ([58]) em termos das componentes dos campos elé-

tricos (Ea) e magnéticos (Ba), assim como da quadrivelocidade ua definida anteriormente.

Portanto, a expressão para Fab é dada por

Fab = Eaub − Ebua + εabcdu
cBd, (4.61)

onde Ea = F abub e Ba = 1
2
εabcdubFcd. As componentes não nulas na base (4.48) são tais

que

F(0)(3) = E, F(1)(2) = B. (4.62)
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Substituindo nas equações de Maxwell (4.60), ficamos com as seguintes equações diferen-

ciais

∂E

∂z
+ 2ωB = 0,

∂B

∂z
− 2ωE = 0,

(4.63)

cuja solução geral é

E = E(z) = e sin[2ω(z − z0)]

B = B(z) = −e cos[2ω(z − z0)]
(4.64)

onde e é a amplitude do campo eletromagnético e z0 é uma fase, ambos são quantidades

constantes.

O tensor energia-momento do campo eletromagnético na base de tetradas é dado

por T
(ce)
ab = F c

a Fbc − 1
4
ηabF

cdFcd cujas componentes não nulas na base (4.48) são

T
(ce)

(0)(0) = T
(ce)

(1)(1) = T
(ce)

(2)(2) =
e2

2
, T

(ce)
(3)(3) = −e

2

2
, (4.65)

todas as componentes não nulas são constantes e diagonais. Note que o tensor energia-

momento das fontes individualmente são constantes e diagonais, dessa maneira o tensor

energia-momento de todas as fontes combinadas (Tab) também os serão. Ou seja,

Tab = T
(fp)
ab + T

(sf)
ab + T

(ce)
ab, (4.66)

ou, mais explicitamente na base (4.48)

T(0)(0) =
1

2
e2 +

1

2
s2 + ρ,

T(1)(1) =
1

2
e2 − 1

2
s2 + p,

T(2)(2) =
1

2
e2 − 1

2
s2 + p,

T(3)(3) = −1

2
e2 +

1

2
s2 + p.

(4.67)

Levando em conta que tanto o tensor de Ricci quanto os termos de constante

cosmológica e o tensor energia-momento são todos diagonais e constantes na base de

Lorentz (4.48). Esse quadro é extraordinário, pois as equações modificadas ficam bastante

simples de serem resolvidas, tal afirmação fica clara ao tomarmos as componentes não

diagonais das equações modificadas, isto é, quando a 6= b as mesmas reduzem-se a

Cab = 0, a 6= b, (4.68)
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cuja solução, usando (4.56), é dada por φ(t, r, θ, z) = b(z − z0) + f(r, θ), onde b é am-

plitude do campo de Chern-Simons na direção z, que é uma constante, e f(r, θ) é uma

função arbitrária das coordenadas r e θ. Desta forma, as componentes não diagonais das

equações modificadas nos fornecem a forma do campo de Chern-Simons com uma certa

arbitrariedade, por outro lado note que as componentes diagonais do tensor de Cotton

envolvem apenas o gradiente do campo de Chern-Simons na direção da coordenada z, por-

tanto se tomarmos, por exemplo, b = 0 automaticamente todas as componentes diagonais

anulam-se e as equações modificadas reduzem-se às equações de Einstein. No entanto, es-

tamos interessados em soluções que são afetadas pelo termo de correção de Chern-Simons,

consequentemente tais soluções são geradas por Cab 6= 0, com a = b. Como as componen-

tes diagonais do tensor de Cotton envolvem apenas a derivada direcional na direção z do

campo escalar ∂φ
∂z

podemos tomar sem qualquer perda de generalidade f(r, θ) = 0 (não

afetará em nada as equações), além disso a constante bz0 pode ser jogada fora, pelo fato

da ação possuir simetria global de deslocamento por uma constante. Então,

φ(t, r, θ, z) = φ(z) = bz, (4.69)

manterá Cab 6= 0 para a = b.

Veja que podemos interpretar bz como uma perturbação, no entanto tal pertur-

bação não possui proteção topológica e, deste modo, afetará a dinâmica do sistema. A

consequência pode ser analisada à luz da quebra da simetria de Lorentz, vejamos em mais

detalhes: o vetor va = ∇aφ = [0, 0, 0, b], constante, adquire um valor esperado de vácuo

(vev) introduzindo no sistema uma quebra da simetria de Lorentz (neste caso ocorre uma

quebra da invariância de rotação) cuja consequência fundamental é a existência de uma

direção preferencial no espaço tempo.

Observáveis f́ısicos (campos dinâmicos) de alguma forma podem se acoplar com o

vetor va produzindo uma nova quantidade que pode mudar dramaticamente a dinâmica

do sistema. No caso das métricas tipo Gödel, que já gozam da propriedade de ter o eixo

de rotação local como direção preferencial, o vetor va se acopla à métrica através do vetor

ωa definido em termos do parâmetro métrico ω. Matematicamente, ocorre que o vetor

va = ∇aφ = [0, 0, 0, b] é paralelo ao vetor vorticidade ωa = [0, 0, 0,−ω] e alinhados com

o eixo z. Isto permite-nos introduzir um novo parâmetro k definido pelo produto escalar

ωava = −bω = −k. O gradiente do campo de Chern-Simons e a vorticidade possuem o

mesmo sentido quando k < 0, caso contrário possuem sentidos opostos.
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Para visualizar os efeitos da quebra da simetria vamos substituir o campo de Chern-

Simons dado por (4.69), obtido das componentes das equações modificadas não diagonais,

os tensores de Ricci e Cotton na base local de Lorentz em (4.52), desta forma ficamos com

um sistema de equações gerado pelas componentes diagonais (tomamos κ = 1)

2ω2 + 2bω(4ω2 −m2) =
1

2
e2 +

1

2
ρ− Λ +

3

2
p (0, 0), (4.70)

2ω2 −m2 + bω(4ω2 −m2) =
1

2
e2 − 1

2
p+ Λ +

1

2
ρ (1, 1) = (2, 2), (4.71)

0 = −1

2
e2 − 1

2
p+ s2 + Λ +

1

2
ρ (3, 3), (4.72)

com a exigência que 4ω2 6= m2.

Na GCSN a constante cosmológica Λ está relacionada exclusivamente com a fonte

de matéria e determinada pela componente (3, 3) por Λ = 1
2
e2 + 1

2
p − s2 − 1

2
ρ. As

outras duas equações restantes (4.70-4.71) serão usadas para determinar os parâmetros

da métrica (m2, ω) em função do contéudo de matéria e da amplitude do campo de Chern-

Simons (vev), b, que é considerado um parâmetro arbitrário11, assim temos três parâmetros

para duas equações. Seguindo esse procedimento, isolando m2 de (4.71) e substituindo

em (4.70), chegamos em uma equação algébrica de terceira ordem para ω. Por outro

lado, levando em consideração que b aparece nas equações modificadas na forma bω, logo

podemos usar o parâmetro k e substituir em (4.70-4.71). Essa substituição possibilitará

às equações modificadas serem lineares com respeito a m2 e ω2, consequentemente as

equações modificadas restantes, substituindo o Λ, tomam a forma

(2 + 8k)ω2 − 2km2 = ρ+ s2 + p, (4.73)

(2 + 4k)ω2 − (1 + k)m2 = −s2 + e2. (4.74)

Como mostrado em [42] não há solução de métricas tipo Gödel para o vácuo, dife-

rentemente da GCSN que há solução. A solução do vazio é obtida fazendo os parâmetros

das fontes de matéria iguais zero, então

(2 + 8k)ω2 − 2km2 = 0,

(2 + 4k)ω2 − (1 + k)m2 = 0,

Λ = 0,

(4.75)

11É claro que o parâmetro b deve ser uma quantidade pequena, pois os seus efeitos na escala de energia

da RG devem ser suprimidos.
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cuja solução é

Λ = 0,

m2 = ω2,

k = bω = −1

3
.

(4.76)

A solução do vazio pertence à classe hiperbólica, como evidenciado em (4.76), e

apresenta CTC’s pois 0 < m2 < 4ω2, portanto vemos que a violação de causalidade

pode ocorrer mesmo na ausência de matéria e o próprio coeficiente de Chern-Simons pode

ser tratado como um meio especial não dinâmico. Isso ocorre devido às propriedades

topológicas da correção de Chern-Simons serem tais que a intensidade entre o gradiente

do campo de Chern-Simons e a vorticidade da matéria é um valor fixo, k = −1

3
, que gera

uma geometria não trivial do espaço-tempo. O resultado acima pode ser enxergado sob a

perspectiva da quebra de Lorentz: a solução do vazio (4.76) só é posśıvel com quebra de

Lorentz, mais ainda se o vev produzir exatamente k = −1

3
, como a RG é uma teoria que

não há quebra de Lorentz implica que não há solução para o vazio.

As soluções com fontes matérias são obtidas a partir de (4.73-4.74), no entanto,

diferentemente do caso do vazio, desta feita iremos expressar as soluções em termos do

parâmetro k como mostrado abaixo

ω2(k) =
aωk + bω
3k + 1

=
1

2

(ρ+ p+ 3s2 − 2e2)k + ρ+ p+ s2

3k + 1
,

(4.77)

para k 6= −1
3
, cujos coeficientes

2aω = ρ+ p+ 3s2 − 2e2, (4.78)

2bω = ρ+ p+ s2, (4.79)

são determinados apenas pelo conteúdo de matéria. Analogamente, a solução para m2

toma forma semelhante

m2(k) =
amk + bm

3k + 1

= 2
(ρ+ p+ 3s2 − 2e2)k + ρ+ p+ s2 − e2

3k + 1
,

(4.80)

para k 6= −1
3
, com coeficientes dados por

am = 2(ρ+ p+ 3s2 − 2e2), (4.81)

bm = ρ+ p+ 2s2 − e2. (4.82)



55

Uma análise rápida da solução nos confere que os sinais dos parâmetros da métrica

ω2 e m2 dependem do contéudo de matéria como também do intervalo de k. Outra

importante observação a ser feita é o fato de ω ser um parâmetro real, tal condição impõe

ω2 > 0, que determina o intervalo permitido para k que, por sua vez, também determina

os posśıveis sinais de m2(k) e, por consequência, as classes das métricas tipo Gödel dentro

do intervalo permitido.

Quando o vev se anula, ou seja, b = 0, ou equivalentemente, k = 0, a solução

de Chern-Simons dada por (4.77) e (4.80) reduz-se a ω2 = bω e m2 = bm, portanto

recuperando a solução da RG como é de se esperar, pois o campo de Chern-Simons se

anula em todo o espaço-tempo. Em outras palavras, os coeficientes bω e bm da solução de

Chern-Simons são reduzidos aos resultados da RG para ω2 e m2, respectivamente, para

as mesmas fontes de matéria.

A informação sobre as propriedades de causalidade é melhor observada ao combinar

as (4.77) e (4.80), de modo a fornecer a seguinte equação

m2 − 4ω2 =
−(ρ+ p+ e2)

3k + 1
, (4.83)

onde o intervalo permitido de valores de k determina o sinal da equação anterior já que

o numerador é sempre negativo. Com efeito, a equação (4.83) separa duas regiões fisi-

camente distintas em relação a um ponto singular (k = −1
3
), quais sejam: a primeira

delas é k > −1
3

correspondendo ao intervalo de parâmetros da métrica m2 < 4ω2, ou seja,

dentro da região não causal, em contrapartida a segunda região corresponde a k < −1
3

que implica m2 > 4ω2 e, portanto, dentro da região completamente causal.

Fisicamente falando a solução do vazio pode ser interpretada como uma solução

cŕıtica que separa duas regiões no espaço do parâmetro k: a região completamente causal,

sem CTC’s, e a região não causal, com CTC’s.

Antes de tratar de algumas soluções espećıficas faz-se necessário obter algumas

relações gerais entre os coeficientes de ω2 e m2 definidos acima, as mais relevantes são

dadas por am = 4aω e bm = bω + aω. As ráızes kω = − bω
aω

de ω2(k) e km = − bm
am

de m2(k)

são também relacionadas entre si por kω = 4km + 1. Por outro lado, existem também as

restrições aω − 3bω = −(ρ+ p+ e2) ≤ 0 e am − 3bm = −(ρ+ p+ e2) ≤ 0.

A primeira solução de Chern-Simons interessante com matéria corresponde ao caso

de uma fonte somente com campo escalar ψ(z) = s(z − z0), nesta situação os coeficientes
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reduzem-se a aω = 3bω e am = 3bm, substituindo em (4.77) e (4.80) obtemos ω2(k) =

bω = s2

2
e m2(k) = bm = 2s2. Essa solução implica em m2 = 4ω2 para o qual o tensor de

Cotton é identicamente nulo, naturalmente a mesma solução é encontrada na RG. Então,

a solução de GCSN para uma fonte de matéria unicamente formada por um campo escalar

linear na coordenada z é uma solução trivial, isto é, reduz-se à solução da RG. Isto se dá

ao fato que o parâmetro de violação de Lorentz k não interfere nas equações modificadas

pela simples razão do tensor de Cotton, única quantidade senśıvel a k, se anular.

Outros casos interessantes surgem quando exigimos que coeficientes tomem valores

estritamente positivos 2aω = ρ+p+3s2−2e2 > 0 e 2bω = ρ+p+s2 > 0, bem como as ráızes

de ω2(k) e m2(k) satisfaçam a relação kω = − bω
aω
< km = − bm

am
< −1

3
. Particulaarmente,

a solução de GCSN cuja fonte é apenas poeira satisfaz todas as relações anteriores, neste

caso a solução dada por (4.77) e (4.80) toma a forma

ω2(k)

ρ
=

1

2

k + 1

3k + 1
,

m2(k)

ρ
=

2k + 1

3k + 1
,

(4.84)

em que as ráızes são dadas por kω = −1 e km = −1
2
, respectivamente. Além disso, a

solução deve satisfazer a exigência que ω2(k) > 0, tal exigência implica no intervalo de

valores permitidos para o parâmetro k dado por k < −1 ou k > −1
3
, onde m2(k) > 0

dentro desse intervalo implicando que a solução de poeira pertence a classe hipérbolica de

métricas tipo Gödel (3.16). A solução é melhor visualizada traçando o gráfico das funções

ω(k) e m2(k) tomando ρ = 1 vide Fig.(4.2). Em resumo, vemos pelo gráfico que há uma

região de posśıveis valores de k, satisfazendo a solução, que se encontra a esquerda do valor

cŕıtico k = −1
3
, portanto as soluções nessa região não possuem CTC’s. Por outro lado,

também há soluções que se encontram a direita de k = −1
3

todas não causais, sobretudo,

k = 0 coincide com a solução da RG a qual apresenta CTC’s como era de se esperar.

A solução de Gödel na GCSN pode ser obtida combinando as equações (4.77) e

(4.80) de tal modo a exigir que

m2 − 2ω2 = −(−3s2 − ρ− p+ 2e2)k + e2 − s2

3k + 1
= 0, (4.85)

resolvendo para k ficamos com

m2 = 2ω2 = 3s2 + p+ ρ− 2e2 > 0,

bω = k =
e2 − s2

2ω2
.

(4.86)
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Diferindo da RG onde a solução de Gödel é obtida apenas para fluido perfeito, a última

equação deixa claro que na GCSN não apenas fluido perfeito gera solução de Gödel.

Finalmente, vamos discutir as soluções abrangendo as classes linear e trigonomé-

trica. Nesse momento, cabe um comentário importante sobre os coeficientes aω, am, bω e

bm; perceba que os mesmos são sempre positivos, na ausência de campo eletromagnético

como fonte, culminando que todas as soluções se comportam de maneira semelhante ao

caso de poeira (semelhante no sentido das solução estarem contidas na classe hiperbólica

e apresentarem soluções causais). Portanto, similarmente a RG, a presença do campo

eletromagnético é necessária para obter soluções nas classes linear e trigonométrica. Na

RG a solução com campo eletromagnético [42] implica em ω = 0 (caso das métricas tipo

Gödel chamado de degenerado), contrariamente na GCSN encontramos soluções tanto

para ω 6= 0 (caso mais relevante) quanto para ω = 0 (solução que se reduz a da RG).

A solução da GCSN dada por (4.77) e (4.80), quando apenas o campo eletromag-

Figura 4.2: Gráfico de ω(k) e m2(k) para a solução de GCSN com poeira como única

fonte de matéria. Tomamos ρ = 1. Perceba que a linha vertical tracejada corresponde a

solução do vácuo.
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nético é usado como fonte de matéria, reduz-se a

ω2

e2
= − k

3k + 1
,

m2

e2
= −4k + 1

3k + 1
,

(4.87)

com constante cosmológica estritamente positiva, 2Λ = e2. As ráızes de ω2 e m2 são kω = 0

e km = −1
4
, respectivamente, e não dependem da amplitude do campo eletromagnético

e. Como se é exigido que a solução satisfaça ω2 > 0, teremos uma restrição sobre os

valores permitidos para k. Os valores devem pertencer ao intervalo −1
3
< k < 0, além

disso percebe-se que dentro do subintervalo −1
3
< k < −1

4
a solução se encontra dentro

da classe hiperbólica (m2 > 0), para k = km = −1
4

a solução corresponde à classe

linear (m2 = 0), enquanto que no subintervalo −1
4
< k < 0 a solução pertence à classe

trigonométrica (m2 < 0). Esses resultados podem ser melhor visualizados na Fig.(4.3).

Pelo gráfico observamos que contrariamente ao caso de poeira, agora não há soluções

causais, ou seja, não existe soluções na região determinada por k < −1
3
.

Figura 4.3: Gráfico de ω(k) e m2(k) para a solução de GCSN com campo eletromagnético

como única fonte de matéria. Tomamos e2 = 1. Perceba que a linha vertical tracejada

corresponde à solução do vácuo.



Caṕıtulo 5

Gravidade Modificada Por Um

Termo de Chern-Simons Dinâmico

No caṕıtulo anterior discutimos sobre GCSN, teoria esta cacterizada por um pseudo-

escalar (o campo de Chern-Simons) que não evolui dinamicamente no espaço-tempo, em

outras palavras, o campo não satisfaz uma equação de movimento. Por outro lado, o

modelo mais realist́ıco seria tratar o campo de Chern-Simons como sendo um campo di-

nâmico, assim um termo cinético deveria ser introduzido na ação de GCSN e, além disso,

o campo de Chern-Simons satisfaria uma equação de movimento. Tal teoria foi primei-

ramente introduzida em [59] e ficou conhecida como formulação dinâmica da teoria da

gravidade modificada por um termo de Chern-Simons(GCSD). A formulação dinâmica

pode ser vista como uma teoria efetiva advinda de teorias mais fundamentais: teoria de

cordas e loop quantum gravity. No contexto das teorias de cordas não perturbativas, o

campo de Chern-Simons é um campo moduli, que são campos escalares não massivos que

surgem no regime de baixas energias de teorias mais fundamentais [60, 61]. Já no contexto

da gravidade quântica, o termo surge ao promover o parâmetro de Barbero-Immirzi à um

campo escalar acoplado ao invariante topológico de Nieh-Yan [62, 63].

Tem se explorado muito na literatura soluções das equações modificadas no con-

texto da formulação não dinâmica, o que não se observa na formulação dinâmica, embora

alguns trabalhos tenham sido realizados, por exemplo, [?] . Isso se dá ao fato que as

equações modificadas na formulação dinâmica, veremos na seção seguinte, são mais com-

plicadas do ponto de vista matemático, isto é, as equações de campo são mais complexas.

59
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Em face desses problemas, nosso objetivo neste caṕıtulo é verificar a consistência das

classes de métricas tipo Gödel no contexto da GCSD.

5.1 A Ação da GCSD

A ação da GCSD adicionada com o termo de constante de cosmológica é descrita

por

SCSD =
1

2κ

∫
d4x
√
−g
[
(R− 2Λ) +

1

4

(
φ ∗RR

)
− β

2

(
∇µφ∇µφ+ 2V (φ)

)]
+ Smat,

(5.1)

onde β é uma constante de acoplamento dimensional e V (φ) é um potencial associado ao

campo de Chern-Simons. A GCSD pode ser vista como uma teoria efetiva de teorias de

cordas, então o termo de potencial é relevante apenas em altas energias, mais precisamente

na escala da quebra da supersimetria [60]. Portanto, para a nossa proposta, que é analisar

a classe de métricas tipo Gödel em uma escala de energia próxima da RG, podemos esque-

cer o termo de potencial ao passo que ele é relevante apenas em alt́ıssimas energias [64].

Em unidades naturais a ação (5.1) é adimensional, além disso a métrica também é adi-

mensional isso pode ser facilmente visto pela equação gµνu
µuν = uµuµ, como consequência

os tensores de Riemann ou Ricci têm dimensão do inverso de comprimento ao quadrado,

[Rµν ] = L−2, o campo de Chern-Simons tem dimensão de comprimento ao quadrado,

[φ] = L2 e a constante de acoplamento tem dimensão de inverso de comprimento elevado

a quatro, [β] = L−4.

Variando a ação (5.1) em relação a métrica gµν e ao campo de Chern-Simons φ,

obtemos as equações de movimento, respectivamente,

Rµν −
1

2
Rgµν + Cµν + Λgµν = Tµν + TΦ

µν ; (5.2)

β�φ = β
dV

dφ
− 1

4
∗RR, (5.3)

onde tomamos κ = 1. O tensor TΦ
µν representa o tensor energia-momento associado ao

campo de Chern-Simons cuja definição é

T φµν = β

[
(∇µφ)(∇νφ)− 1

2
gµν(∇λφ)(∇λφ)− gµνV (φ)

]
, (5.4)
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estamos carregando o potencial junto às expressões por motivo de completeza, mas o

descartaremos no momento oportuno.

Como visto no caṕıtulo anterior, a formulação não dinâmica está atrelada a uma

limitação a chamada restrição de Pontryagin (4.38), a principal consequência disso é

a teoria ser limitada a variedades Riemannianas que a satisfaçam. Por outro lado, a

formulação dinâmica não apresenta qualquer limitação ou restrição tal afirmação pode ser

traduzida pela equação (5.3), onde, por analogia, seria a equação equivalente à restrição

de Pontryagin na formulação não dinâmica, no entanto (5.3) não representa uma restrição,

mas sim, uma equação de evolução para o campo de Chern-Simons com a densidade de

Pontryagin desempenhando o papel de “fonte” do campo φ.

Foi discutido que métricas que apresentam paridade ı́mpar não são soluções da te-

oria modificada na formulação não dinâmica e citamos como exemplo a métrica de Kerr,

naturalmente surge a seguinte pergunta; as métricas com paridade ı́mpar e, especialmente,

a métrica de Kerr podem ser soluções da teoria modificada na formulação dinâmica? A

resposta é não, pelo simples fato que o tensor de Cotton é não nulo, pois a equação dinâ-

mica do campo de Chern-Simons produz um campo escalar bastante complexo levando,

inevitavelmente, à um tensor de Cotton não trivial. Tal problema foi tratado em [64] onde

foram usados métodos perturbativos e encontrou-se que a métrica de Kerr deveria ter um

termo de correção vinda do termo de correção de Chern-Simons.

5.2 Universos Tipo Gödel Na GCSD

Nesta seção verificaremos a consistência das métricas tipo Gödel na formulação

dinâmica da gravidade modificada de Chern-Simons. Para isso vamos utilizar um proce-

dimento similar ao utilizada na formulação não dinâmica, além disso, com o obejtivo de

compararmos ambas as formulações, usaremos as mesmas fontes de matéria (4.67) utili-

zadas no caṕıtulo precedente. É conveniente reescrever as equações modificadas (5.2-5.3)

na base local de Lorentz (4.15), então

Rab + Cab =

(
Tab −

1

2
Tηab

)
+

(
T φab −

1

2
T φηab

)
+ Ληab, (5.5)

β�φ = 0. (5.6)

A primeira das equações é trivialmente obtida tomando o traço de (5.2) e expressando-a
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na base (4.15), enquanto que (5.6) é obtido ao descartar o termo de potencial, como já

bem explicado o motivo, e usando que ∗RR é identicamente nulo para métricas tipo Gödel.

A novidade nas equações modificadas na formulação dinâmica em relação à formu-

lação não dinâmica é a presença do tensor energia-momento associado ao campo escalar

φ tal quantidade, na base (4.15), é definida por

T φab = β

[
(∇aφ)(∇bφ)− 1

2
ηab(∇cφ)(∇cφ)

]
(5.7)

onde T φab = eµae
ν
bT

φ
µν .

Levando em consideração que o tensor de Ricci, o tensor energia-momento de

matéria e o termo de constante cosmológica são diagonais e constantes, logo (5.5) para

componentes que satisfaçam a 6= b reduz-se a

Cab = T φab. (5.8)

As componentes não nulas de T φab são:

i) componentes diagonais;

T φ(0)(0) = β

[
1

2

(
∂φ

∂t

)2

+
1

2

(
∂φ
∂t

)2
(H (r))2

(D (r))2 +
1

2

(
∂φ

∂r

)2

+
1

2

(
∂φ

∂z

)2

− H (r)

(D (r))2

(
∂φ

∂t

)(
∂φ

∂θ

)

+
1

2(D(r))2

(
∂φ

∂θ

)2
]

;

T φ(1)(1) = β

[
1

2

(
∂φ

∂r

)2

− 1

2

(
∂φ
∂t

)2
(H (r))2

(D (r))2 +
1

2

(
∂φ

∂t

)2

− 1

2

(
∂φ

∂z

)2

+
H (r)

(D (r))2

(
∂φ

∂t

)(
∂φ

∂θ

)

− 1

2(D(r))2

(
∂φ

∂θ

)2
]

;

T φ(2)(2) = β

[
1

2

(
∂φ

∂t

)2

+
1

2

(
∂φ
∂t

)2
(H (r))2

(D (r))2 − 1

2

(
∂φ

∂r

)2

− 1

2

(
∂φ

∂z

)2

− H (r)

(D (r))2

(
∂φ

∂t

)(
∂φ

∂θ

)

+
1

2(D(r))2

(
∂φ

∂θ

)2
]

;

T φ(3)(3) = β

[
1

2

(
∂φ

∂t

)2

− 1

2

(
∂φ
∂t

)2
(H (r))2

(D (r))2 − 1

2

(
∂φ

∂r

)2

+
1

2

(
∂φ

∂z

)2

+
H (r)

(D (r))2

(
∂φ

∂t

)(
∂φ

∂θ

)

− 1

2(D(r))2

(
∂φ

∂θ

)2
]

;

(5.9)
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ii) componentes não diagonais;

T φ(0)(1) = −β
(
∂φ

∂t

)
∂φ

∂r
,

T φ(0)(2) = β

[
H (r)

D (r)

(
∂φ

∂t

)2

− 1

D(r)

(
∂φ

∂t

)(
∂φ

∂θ

)]
,

T φ(0)(3) = −β
(
∂φ

∂t

)
∂φ

∂z
,

T φ(1)(2) = β

[
− H (r)

D (r)

(
∂φ

∂r

)(
∂φ

∂t

)
+

1

D(r)

(
∂φ

∂r

)(
∂φ

∂θ

)]
,

T φ(1)(3) = β

(
∂φ

∂r

)
∂φ

∂z
,

T φ(2)(3) = β

[
− H (r)

D (r)

(
∂φ

∂z

)(
∂φ

∂t

)
+

1

D(r)

(
∂φ

∂z

)(
∂φ

∂θ

)]
.

(5.10)

Substituindo (4.56) e (5.10) em (5.8) e exigindo qua as componentes diagonais de

Cab e T φab sejam não triviais, obtemos a solução única

φ(t, r, θ, z) = b(z − z0), (5.11)

perceba que substituindo a solução (5.11) em (4.55-5.9) encontraremos Cab e T φab diago-

nais e constantes, desta forma satisfazendo a exigência que Rab, Tab e o termo de cons-

tante cosmológica são diagonais e constantes na base (4.15). Nota-se que distintamente

à formulação não dinâmica, onde há uma maior arbitrariedade na escolha do campo de

Chern-Simons (vide discussão no caṕıtulo anterior), na formulação dinâmica a forma do

campo de Chern-Simons é mais restrita, mesmo assim continua sendo arbitrária devido

ao parâmetro b. A solução (5.11) automaticamente satisfaz a outra equação modificada

(5.6).

Portanto, resta-nos analisar apenas as equações diagonais de (5.5) dadas por

(0, 0) : 2ω2 + 2k(4ω2 −m2) + Λ− 1

2
e2 − 1

2
ρ− 3

2
p = 0,

(1, 1) = (2, 2) : 2ω2 −m2 + k(4ω2 −m2)− Λ +
1

2
p− 1

2
e2 − 1

2
ρ = 0, (5.12)

(3, 3) : −Λ− (βb)2 +
1

2
p+

1

2
e2 − s2 − 1

2
ρ = 0.

Uma inspeção direta da componente (3, 3) se verifica a não dependência da cons-

tante cosmológica em termos dos parâmetros da métrica (m2, ω), percebe-se a similaridade

com o caso não dinâmica, embora haja uma diferença que surge na contribuição do tensor
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energia-momento do campo de Chern-Simons T φab expressada pelo termo (βb)2 na com-

ponente (3, 3). Seguindo nessa mesma linha, o caso particular β = 0 reduz as equações

modificadas na formulação dinâmica as suas equivalentes na formulação não dinâmica, o

que era de esperar. O outro extremo é o caso particular b = 0 tal caso destrói o campo

de Chern-Simons e o tensor energia-momento do campo de Chern-Simons, portanto, as

equações modificadas reduzem-se a RG. Como estamos interessados em soluções inerentes

à formulação dinâmica exclusivamente, neste caso, deve-se tomar β 6= 0 e b 6= 0.

Antes de tratar do caso com matéria discutiremos o caso sem matéria. Nesse caso

as equações modificadas tornam-se

2ω2 + 8kω2 − 2km2 + Λ = 0,

2ω2 −m2 + 4kω2 − km2 − Λ = 0,

Λ = −(βb)2, (5.13)

veja que a constante cosmológica é sempre negativa diferentemente da solução do vácuo

na formulação não dinâmica (4.75).

O sistema de equações (5.13) apresenta dois casos de soluções distintas em termos

do parâmetro k, que são: a primeira delas é válida para k 6= −1/3 tal solução é obtida

somando-se a primeira e a segunda equações de (5.13) depois de eliminar Λ delas usando

a terceira equação; logo, ficamos com

2ω2 + 8kω2 − 2km2 − (βb)2 = 0,

2ω2 −m2 + 4kω2 − km2 + (βb)2 = 0, (5.14)

a priori o sistema acima parece reduzir-se a uma equação cúbica na variável ω, mas

somando as duas equações obtemos uma forma mais simples

(4ω2 −m2)(1 + 3k) = 0, (5.15)

cuja solução é m2 = 4ω2 = 2(βb)2 para k 6= −1/3, no entanto essa solução anula o tensor

de Cotton e, desta forma se reduz as equações da RG com um campo escalar [42], com

a diferença que agora o campo não é colocado “a mão” e, sim, é o próprio campo de

Chern-Simons proveniente do seu acoplamento com a geometria do espaço-tempo. Por
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outro lado, a segunda solução que corresponde a k = −1/3 é dada por

Λ = −(βb)2,

bω = k = −1

3
,

m2 = ω2 + 3
2
(βb)2, (5.16)

ela é puramente pertencente à formulação dinâmica, além disso o tensor de Cotton não

se anula.

A solução deve satisfazer a exigência que β 6= 0 e b 6= 0 para soluções puramente

pertencentes à formulação dinâmica o que acarreta numa constante cosmológica negativa

(estamos considerando o campo de Chern-Simons um campo escalar real, logo b é real).

De (5.17) tiramos a relação m2 > ω2, que é fruto da inclusão do termo dinâmico de Chern-

Simons, deixando claro que a solução se enquadra dentro da classe de métricas tipo Gödel

hiperbólica. Outra consequência relevante causada pelo termo dinâmica é a presença de

soluções completamente causais, tais soluções são obtidas para valores dos parâmetros que

satisfaçam (βb)2 ≥
√

2/3 que leva a m2 ≥ 4ω2. Esse resultado nos fornece a principal

diferença entre a formulação não dinâmica e dinâmica, na ausência de fontes de matéria,

é que esta última possibilita a existência de variedades tipo Gödel completamente causais

devido, única e exclusivamente, à presença do termo dinâmico.

O caso com fontes de matéria é mais complicado e isso fica claro através de uma

rápida análise das equações (5.12) e (5.13), perceba que existem duas equações para três

variáveis (k,m, ω), onde duas dessas variáveis são parâmetros da métrica, logo devem ser

resolvidas para as fontes de matéria. A sáıda para encontrar uma solução para o sistema é

tratar uma das variáveis como um parâmetro independente, fisicamente falando a melhor

escolha é k como parâmetro livre e o motivo é bastante simples; queremos observar a

influência da correção de Chern-Simons sobre os parâmetros da métrica. Em resumo,

queremos soluções do tipo ω2(k) e m2(k), para isso vamos reescrever as equações (5.12) e

(5.13), já eliminando a constante cosmológica delas por meio de (5.13), de uma maneira

mais conveniente, ou seja,

ω4 −
(
aωk + bω
3k + 1

)
ω2 − 1

2
(βk)2 = 0,

m2 =
amk + bm

3k + 1
+

2(βk)2

ω2
, (5.17)

onde as equações acima são válidas para k 6= −1/3 e os coeficientes são definidos por

(4.78, 4.79, 4.81, 4.82).
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Resolvendo (5.17), obtemos

ω2(k) =
1

2

[(
aωk + bω
3k + 1

)
+

√(
aωk + bω
3k + 1

)2

+ 2 (βk)2

]
, (5.18)

observa-se que ω2 ≥ 0 para todo k, exceto para k = −1/3 que corresponde a solução do

vácuo e além disso é um ponto singular nas equações acima com fonte. A solução para

m2 é encontrada substituindo (5.18) em (5.17), assim

m2(k) =
bm − 4bω
3k + 1

+ 2

(
aωk + bω
3k + 1

+

√(
aωk + bω
3k + 1

)2

+ 2(βk)2

)
, (5.19)

os coeficientes junto com o parâmetro k determina os posśıveis sinais de m2 e, também,

as posśıveis classes de métricas tipo Gödel. Combinando (5.19) e (5.18) obtemos a mesma

relação válida na formulação não dinâmica,

m2 − 4ω2 = −ρ+ p+ e2

3k + 1
. (5.20)

Como discutido na caso não dinâmico a equação anterior separa duas regiões: k < −1/3

implica em soluções completamente causais m2 > 4ω2 e k > −1/3 implica em soluções

com CTC’s m2 < 4ω2, a fronteira k = −1/3 corresponde à solução do vácuo. Além disso,

ela é independente do termo dinâmico (βb)2, evidenciando que a dinâmica do campo

de Chern-Simons não interfere nas propriedades de causalidade que são exclusivamente

determinadas pelas fontes de matéria e pelo acoplamento k. Distintamente da formulação

não dinâmica, agora o parâmetro ω2 é real para todo k, exceto k 6= −1/3.

A geometria m2 = 4ω2 é solução quando consideramos apenas campo escalar como

fonte de matéria. No caso particular dessa situação a métrica é idêntica ao caso não di-

nâmico gerado pela mesma fonte de matéria, claro que a solução geral é diferente pois no

caso dinâmico a constante cosmológica é distinta. Além disso, o tensor de Cotton é identi-

camente nulo, no entanto, diferentemente do caso não dinâmico, as equações modificadas

não se reduzem às equações da RG com a mesma fonte, isso ocorre devido à presença do

tensor energia-momento do campo de Chern-Simons.

Agora, vamos examinar as soluções contidas nas três classes de métricas tipo Gödel:

hiperbólica, trigonométrica e linear.

Primeiro, por motivo de simplicidade, vamos examinar o caso cuja única fonte é
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poeira. Nesse caso, as equações (5.18) e (5.19) se reduzem a

ω2(k) =
1

4

[(
ρk + ρ

3k + 1

)
+

√(
ρk + ρ

3k + 1

)2

+ 8 (βk)2

]
,

m2(k) =
ρk

3k + 1
+

√(
ρk + ρ

3k + 1

)2

+ 8(βk)2, (5.21)

verifica-se que m2 > 0 e, por consequência, a solução com poeira pertence à classe hiper-

bólica. Analogamente ao caso não dinâmico existem soluções causais dentro da região de

parâmetros k < −1/3, ou seja, agora o intervalo de valores para k é maior que no caso

não dinâmico.

As outras classes podem ser mapeadas ao tratar o caso com campo eletromagnético

como única fonte de matéria. Em especial, as equações (5.18) e (5.19) tomam a forma

ω2(k) = −1

2

(
e2k

3 k + 1

)
+

1

2

√(
e2k

3 k + 1

)2

+ 2 (βk)2, (5.22)

m2(k) = −
(

2e2k + e2

3 k + 1

)
+ 2

√(
e2k

3 k + 1

)2

+ 2 (βk)2. (5.23)

Perceba que as ráızes de (5.23) são obtidas ao resolver a equação de quarto grau abaixo

β2(72k4 + 48k3 + 8k2)− 4e4k − e4 = 0, (5.24)

apesar da solução anaĺıtica ser posśıvel ela é inviável. A sáıda é obter soluções numéricas

para isso vamos tomar e = 2 e β = 1; obtemos duas soluções numéricas k1 = −0, 249 e

k2 = 0, 839 com precisão de três diǵıtos. A solução e as ráızes são ilustradas na Fig.5.1.

Analisando a figura podemos distinguir as três classes de métricas tipo Gödel a partir dos

valores de k. A primeira, a classe hiperbólica, ocorre dentro das regiões: k < −1/3

correspondendo à região completamente causal, sem CTC’s, enquanto que as regiões

−1/3 < k < k1 e k > k2 correspodem à região não causal. A classe linear é obtida

para k = k1 ou k = k2. A região de intervalo entre as ráızes, k1 < k < k2, corresponde a

classe trigonométrica. Portanto, na formulação dinâmica é posśıvel obter soluções causais

na presença de campo eletromagnético como única fonte de matéria, enquanto que na

formulação não dinâmica não é posśıvel.
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k=

k

Figura 5.1: Soluçao de GCSD com campo eletromagnético como única fonte de matéria,

tomamos e = 2. A linha tracejada amarela corresponde a k = −1/3, onde as funções m2

e ω2 explodem.



Caṕıtulo 6

Solução Tipo Gödel na Teoria de

Brans-Dicke

Vamos começar o caṕıtulo introduzindo a ação que descreve o modelo de BD

S =

∫
d4x
√
−g
(
ϕR− ω̃

ϕ
∇µϕ∇µϕ+ 16πLm(gµν , ψ)

)
. (6.1)

Observe na ação anterior que a depender do valor de ω̃ o efeito do campo ϕ pode ser

suprimido, em outras palavras, para valores pequenos de ω̃ o campo ϕ passa a ter um

papel fundamental para uma contribuição efetiva na ação, em contrapartida quando ω̃

toma valores altos a parte do escalar de Ricci passa a ter um papel fundamental. Outra

questão relevante sobre a ação (6.2) é que ela pode ser reescrita na mesma forma da ação

de Einstein-Hilbert com um campo escalar minimamente acoplado, isso ocorre ao redefi-

nir a métrica via transformação conforme, ou seja, ḡµν = e−2σ(x)gµν , σ(x) é uma função

arbitrária da posição. A ação da teoria resultante depois da transfomarção conforme é tal

que as equações de campo para a nova métrica, ḡµν , são semelhantes as da RG, embora

com o tensor energia-momento não conservado, consequentemente o contéudo não segue

geodésicas da na nova métrica. A ação escrita na forma (6.2) define o chamado referencial

de Jordan onde não há interação entre os campos de matéria e o campo escalar na lagran-

giana de matéria, além disso nesse referencial o tensor energia-momento é covariantemente

conservado e, portanto a matéria segue geodésicas da métrica. Existe uma particular es-

colha, dentre infinitas posśıveis, chamada de referencial de Einstein que deixa a ação (6.2)

na forma da ação de Einstein, tal transformação é definida por e−2σ(x) = φ [82]. De agora

em diante faremos a escolha pela referencial de Jordan.
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Assim como ocorre na teoria de Chern-Simons, o campo de BD pode ser inter-

pretado como um campo moduli (chamado de dilaton) advindo de teorias de grande

unificação. Outro cenário importante onde a teoria se insere é na construção de modelos

cosmológicos inflacionários. O propósito desse caṕıtulo é estudar as métricas tipo Gödel

no modelo de BD e na sua extensão mais natural incluindo um termo de constante cosmo-

lógica (BD-Λ); tais modelos, ou mais genericamente incluindo um potencial para o campo

de BD, são propostos na literatura com o intuito de contemplar a expansão acelerada

do Universo e a matéria escura [74, 75, 76], como também, o valor pequeno da constante

cosmológica observado atualmente.

6.1 Equações de Campo da Teoria de Brans-Dicke

A ação que descreve a teoria é dada por:

S =

∫
d4x
√
−g
(
ϕR− ω̃

ϕ
∇µϕ∇µϕ+ 16πLm(gµν , ψ)

)
, (6.2)

onde ϕ é o campo de Brans-Dicke que é tratado como uma generalização da constante de

gravitação newtoniana, ou seja, a constante de gravitação passa a ser um campo dinâmico.

A lagrangiana de matéria depende apenas da métrica e dos campos matéria assim como

na RG, logo não há interação entre o campo de Brans-Dicke e a matéria,
∂Lm
∂ϕ

= 0. A

constante ω̃ é o único parâmetro livre da teoria1, conforme dito na introdução do caṕıtulo

o limite ω̃ →∞ a teoria se reduz as soluções da RG.

As equações de movimento da teoria são obtidas ao variar (6.2) com respeito ao

campo de Brans-Dicke e a métrica, respectivamente, fazendo isso nós ficamos com as

seguintes equações de campo

2ω

ϕ
�ϕ− ω̃

ϕ2
∇µϕ∇µϕ+R = 0, (6.3)

Rµν −
1

2
gµνR =

(
8π

ϕ

)
Tµν +

ω̃

ϕ2
T (ϕ)
µν +

1

ϕ
[∇ν(∇µϕ)− gµν�ϕ] , (6.4)

onde Tµν representa o tensor energia-momento das fontes de matéria como definido em

(4.32) e T
(ϕ)
µν é o tensor energia-momento associado ao campo de Brans-Dicke e definido

1Estamos usando a notação ω̃ para o parâmetro da teoria para não confundir com a vorticidade nas

métricas tipo Gödel.
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por

T (ϕ)
µν = ∇µϕ∇νϕ−

1

2
gµν∇ρϕ∇ρϕ. (6.5)

Tomando o traço de (6.4) podemos escrever o escalar de Ricci em termos das fontes

de matéria e do campo ϕ, portanto

R = −
(

8π

ϕ

)
T +

ω̃

ϕ2
T (ϕ) +

3

ϕ
�ϕ, (6.6)

onde T (ϕ) = −∇ρφ∇ρφ é o traço de T
(ϕ)
µν . Usando (6.6) podemos eliminar o escalar de

Ricci em (6.3) obtendo

�ϕ =

(
8π

3 + 2ω̃

)
T. (6.7)

Tal equação está de acordo com o prinćıpio de Mach, em outras palavras, mesmo

não havendo um acoplamento entre o campo de Brans-Dicke com a matéria na ação (6.2),

a equação (6.7) mostra que a matéria é fonte para a dinâmica de ϕ.

6.2 Métricas Tipo Gödel Na Teoria de Brans Dicke

Com Constante Cosmológica

A ação de Brans-Dicke adicionando um termo de constante cosmológica (BD-Λ) é

dada por

S =
1

16π

∫
d4x
√
−g
(
ϕ(R + 2Λ)− ω̃

ϕ
∇µϕ∇µϕ+ 16πLm

)
. (6.8)

Como nos caṕıtulos anteriores iremos usar as métricas tipo Gödel na base (4.48).

Assim as equações de campo de (6.8) nessa base são dadas por

Ga
b − δabΛ =

(
8π

ϕ

)
T ab +

ω̃

ϕ2

(
∇aϕ∇bϕ−

1

2
δab∇cϕ∇cϕ

)
+

1

ϕ
(∇b∇aϕ− δab�ϕ)

�ϕ =
1

2ω̃ + 3
(8πT + 2Λϕ) (6.9)

Agora iremos adicionar o conteúdo de matéria que será composto do campo ele-

tromagnético defindo por (4.64) e de poeira tal que o tensor energia-momento das fontes

de matéria na base (4.48) é dada por

Tab = ρuaub + T
(ce)
ab, (6.10)
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onde ua corresponde a quadrivelocidade na base local de Lorentz (4.48) como já foi definido

e T
(ce)
ab é dado por (4.65).

Com as fontes de matéria já implementadas podemos tratar das soluções das equa-

ções de campo, a seguir vamos encontrar soluções para os casos onde ϕ = ϕ(t) e ϕ = ϕ(z).

6.2.1 ϕ = ϕ(t)

Nesta situação, o d’Lambertiano atuando sobre φ definido por (4.58), toma a se-

guinte forma

�ϕ = ηab [∇b(∇aϕ) + ωcab(∇cϕ)] ,

�ϕ =

(
D2 −H2

D2

)
ϕ̈. (6.11)

Substituindo (4.54) nas equações de campo (6.9) obtemos as componentes diagonais

(0, 0) 3ω2 −m2 − Λ =

(
8π

ϕ

)
ρ+

(
4π

ϕ

)
e2 +

ω̃

2

(
ϕ̇

ϕ

)2

+
ω̃

2

(
ϕ̇

ϕ

)2
H2

D2
+
ϕ̈

ϕ

H2

D2
,

(1, 1) −ω2 − Λ = −
(

4π

ϕ

)
e2 − ω̃

2

(
ϕ̇

ϕ

)2

+
ω̃

2

(
ϕ̇

ϕ

)2
H2

D2
− ϕ̈

ϕ

D2 −H2

D2
, (6.12)

(2, 2) −ω2 − Λ = −
(

4π

ϕ

)
e2 − ω̃

2

(
ϕ̇

ϕ

)2

− ω̃

2

(
ϕ̇

ϕ

)2
H2

D2
− ϕ̈

ϕ
,

(3, 3) ω2 −m2 − Λ =

(
4π

ϕ

)
e2 − ω̃

2

(
ϕ̇

ϕ

)2

+
ω̃

2

(
ϕ̇

ϕ

)2
H2

D2
− ϕ̈

ϕ

D2 −H2

D2
,

enquanto que as não diagonais são

(0, 1)
HH ′

2D2

ϕ̇

ϕ
= 0,

(0, 2)
H

D

[
ω̃

(
ϕ̇

ϕ

)2

+
ϕ̈

ϕ

]
= 0, (6.13)

(1, 2)
H ′D −HD′

D

[
ω̃

(
ϕ̇

ϕ

)2

+
ϕ̈

ϕ

]
= 0.

A componente (0, 1) implica que ϕ(t) deve ser constante, pois o H ′ é fixado pelas

condições de homogeneidade das métricas tipo Gödel (3.15) e não é uma função constante.

Nesse caso as soluções das equações de campo de BD-Λ são triviais, ou seja, se reduzem

as da RG com as mesmas fontes de matéria ao identificarmos ϕ(t) = 1/G.
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6.2.2 ϕ = ϕ(z)

Agora iremos tratar o campo de Brans-Dicke como função de z. Nesta situação o

operador d’Lambertiano é dado por

�ϕ = −ϕ′′, (6.14)

onde a linha representa a derivada com respeito à coordenada z. As equações de campo

não nulas são dadas por

(0, 0) 3ω2 −m2 − Λ =

(
8π

ϕ

)
ρ+

(
4π

ϕ

)
e2 +

ω̃

2

(
ϕ′

ϕ

)2

+
ϕ′′

ϕ
,

(k, k) ω2 + Λ =

(
4π

ϕ

)
e2 − ω̃

2

(
ϕ′

ϕ

)2

− ϕ′′

ϕ
, (6.15)

(3, 3) ω2 −m2 − Λ =

(
4π

ϕ

)
e2 − ω̃

2

(
ϕ′

ϕ

)2

.

Combinando as equações anteriores obtemos as seguintes relações

4ω2 −m2 =

(
8π

ϕ

)
(ρ+ e2), m2 + 2Λ = −ϕ

′′

ϕ
, (6.16)

as quais independem do parâmetro livre ω̃.

Destacamos três importantes casos distintos das equações anteriores:

i) A geometria m2 = 4ω2 é solução se ρ = 0 e e = 0, assim a solução corresponde

ao caso sem matéria e pertence a classe hiperbólica, além disso é completamente causal.

Notamos que tal solução é consistente com a equação do campo escalar, isto é,

−ϕ′′ = 1

3 + 2ω̃
(8πρ+ 2Λϕ), (6.17)

o traço do tensor do tensor energia-momento é T = ρ (não depende da amplitude do

campo eletromagnético), que no caso atual é nulo. A solução da equação para o campo ϕ

(6.17) é dada por

ϕ(z) = C1e
qz + C2e

−qz, com q =

√
− 2Λ

3 + 2ω̃
< 0, (6.18)

ou

ϕ(z) = C3 cos(q′z) + C4 sin(q′z), com q =

√
− 2Λ

3 + 2ω̃
> 0, (6.19)

onde q = iq′.
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Usando as equações (6.16-6.17) o parâmetro m relaciona-se com q por meio da

seguinte relação

m2 + 2Λ =
2Λ

3 + 2ω̃
=⇒ m2

4
+ Λ = −q2

(
1 +

ω̃

2

)
. (6.20)

Nota-se que a constante cosmológica desempenha um papel fundamental pois os outros

parâmetros m2, ω2 e o próprio campo ϕ podem ser escritos em termos dela, logo a solução

só existe para Λ 6= 0. Para ficar mais claro a conclusão anterior tomemos, como exemplo,

ω̃ = −2 nesse caso a solução toma a seguinte forma

m2 = 4ω2 = −4Λ (6.21)

ϕ(z) = C1e
√

2Λz + C2e
−
√

2Λz. (6.22)

Em resumo, a solução do vazio representa uma solução completamente causal do

universo tipo Gödel na teoria BD-Λ. Como discutimos nos caṕıtulos anteriores a geometria

m2 = 4ω2 é solução da RG com o campo escalar definido por (4.58-4.59) como única fonte

de matéria. Tomando o limite ω̃ →∞ em (6.18-6.19), resulta em ϕ(z) ≈ ϕ0(1± qz), onde

C1 = C2 = ϕ0 = 1/G.

Usando o limite acima nas equações de campo BD-Λ (6.9) ficamos com

GAB = ΛηAB −
1

2
ΛσAB +O(1/

√
ω̃), (6.23)

onde σ(3)(3) = −3 e σAB = ηAB, com A,B = 1, 2. Portanto, para o vazio a solução

quando ω̃ →∞ não recupera as equações de campo da RG para o vazio, como mostrado

elegantemente em [71], tal situação ocorre quando o traço do tensor energia-momento é

nulo. Entretanto, podemos interpretar o termo 1
2
ΛσAB em (6.23) como uma contribuição

de um tensor energia-momento e assim recuperar a mesma solução completamente causal

obtida em [42] quando ω̃ →∞. Desta forma conclúımos que a solução do vazio de BD-Λ

com ϕ = ϕ(z) quando ω̃ → ∞ é equivalente à solução da RG com um campo escalar

material da forma (4.58-4.59).

ii) O segundo caso relevante corresponde a ρ > 0 e e = 0 que implica na exigência

de
ρ

ϕ
= const., isso para que as soluções sejam consistentes com as equações (6.16)-(6.17).

Além disso, observe que combinando as componentes (k, k) e (3, 3) de (6.15), obtemos

m2 − 2ω2 =
ω̃

2

(
ϕ′

ϕ

)2

=⇒ m2 > 2ω2. (6.24)



75

Portanto, nesse segundo caso as soluções estão dentro do intervalo 2ω2 < m2 < 4ω2.

Se tomarmos ρ sendo constante implica que ϕ também é uma constante isso devido à

exigência
ρ

ϕ
= const., sobretudo, nessa situação, a solução se reduz a da RG (3.1), ou

seja, a métrica de Gödel m2 = 2ω2 = 8πGρ = κρ.

Existe a possibilidade de soluções não triviais do tipo ρ(z) = C1ϕ(z) = C1/Geff (z)

com C1, entretanto tais soluções são não f́ısicas. A explicação é bastante simples: a cons-

tante de acoplamento efetiva Geff (z) = 1/ϕ(z) é inversamente proporcional a densidade,

Geff ∗ ρ = C1, logo o aumento de matéria no Universo levaria uma diminuição da inten-

sidade de acoplamento ou vice versa, é claro que tal situação não faz sentido para o tipo

de matéria que satisfaz as condições de energia.

iii) O terceira caso corresponde à região completamente causal m2 > 4ω2 satisfeita

quando ρ < e2. Essa condição necessariamente implica em uma densidade negativa o

que leva a matéria exótica. No entanto, as próprias equações de campo excluem tal

possibilidade. É fácil de ver, basta tomarmos ρ = const. e combinar as componentes de

(6.15) levando à relação

m2 − 2ω2 =
8π

ϕ
e2 =⇒ m2 ≤ 2ω2, (6.25)

deixando claro que não há soluções posśıveis nessa situação.



Caṕıtulo 7

Conclusão

Nosso foco nesta tese foi o estudo da consistência das métricas tipo Gödel no

contexto das teorias modificadas da RG, mais precisamente estudamos: as teorias modi-

ficadas de Chern-Simons, em ambas as formulações (dinâmica e não dinâmica), e a teoria

de Brans-Dicke com constante cosmológica.

Começamos a tese discutindo a relevância das teoria modificadas da RG no cenário

atual, repleto de vários questões desafiadoras que estão em aberto e que a RG não consegue

explicar tanto do ponto de vista teórico quanto experimental. Já adentrando no caṕıtulo 2

da tese discutimos o aparato matemático necessário e relevante para as seções posteriores.

Mostramos, em detalhes, a conversão da base coordenada para base não coordenada,

sem tal formalismo não seriamos capazes de obter os resultados dos outros caṕıtulos.

Além disso, tratamos das formas diferencias e das equações de estrutura de Cartan, como

exemplo, escrevemos a ação da RG em termos de formas diferenciais. A estrutura de

formas diferencias serão importantes nos cálculos das classes de caracteŕısticas. Iniciamos

o caṕıtulo 3 tratando da violação de causalidade, que constitui um dos cernes desta tese,

na RG, em especial, das CTC’s no Universo de Gödel. Em seguida, discutimos que as

soluções das métricas tipo Gödel no contexto da RG todas apresentam CTC’s, exceto no

caso excepcional de campo escalar linear na coordenada z como única fonte de matéria.

A partir do caṕıtulo 4 surgiram os resultados originais do trabalho. Demos ińıcio

a esse caṕıtulo motivando as origens do termo de Chern-Simons/Pontryagin tanto fisica-

mente quanto matematicamente. Na seção seguinte tratamos da formulação não dinâmica

da gravidade modificada de Chern-Simons (GCSN) e discutimos alguns dos seus princi-
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pais efeitos, dos quais destacamos a quebra da simetria de Lorentz e violação de CPT.

Com isso em mente resolvemos verificar se as métricas tipo Gödel é solução da GCSN,

para isso verificamos que tais métricas satisfazem a restrição de Pontryagin, exigência

necessária, porém não suficiente para ser solução. Em seguida, resolvemos as equações de

modificadas e encontramos que o campo de Chern-Simons toma a forma φ(z) = b(z− z0),

podendo ser expresso em termos do seu gradiente va = [0, 0, 0, b]. Nesta última forma fica

evidente a violação de Lorentz já que o vetor possui uma direção preferencial. Percebemos

que tal vetor acopla-se com o vetor de vorticidade, também na direção z, onde definimos

uma nova quantidade que batizamos de k. A consequência fundamental desse parâmetro

é a produção de um leque de soluções bem maior que na RG, onde esta é recuperada ao

tomar k = 0. O espectro de soluções encontrado tem uma caracteŕıstica bem peculiar, a

solução do vazio correspondendo a m2 = ω2 e k = −1/3 é um ponto cŕıtico que separa

duas regiões com propriedades de causalidade distintas, quais sejam: k < −1/3 corres-

ponde às soluções completamente causais, sem CTC’s, m2 > 4ω2 e k > −1/3 corresponde

às soluções não causais, com CTC’s, m2 < 4ω2.

No caṕıtulo 5 trabalhamos na formulação dinâmica da teoria GCSD. O ponto de

partida desse caṕıtulo foi motivar o pôrque de promover o campo de Chern-Simons à um

campo dinâmico. Feito isso obtemos as equações modificadas, obviamente, são diferentes

do caso não dinâmico. No passo seguinte verificamos que as métricas tipo Gödel são

soluções das equações modificadas e a equação de evolução do campo de Chern-Simons nos

fornece a mesma forma do campo que no caso não dinâmico. Portanto, pudemos definir

o mesmo parâmetro de acoplamento k que na formulação não dinâmica. No entanto,

encontramos um agravante nas equações modificadas no caso dinâmico que foi a presença

do tensor energia-momento do campo de Chern-Simons tal complicou bastante as equações

e as soluções só foram obtidas graças ao software maple de computação algébrica. A

solução do vazio que encontramos para o caso dinâmico é semelhante ao caso não dinâmico

com a diferença que haverá termo de correção de segunda ordem do parâmetro de violação

de Lorentz, ou seja, b2. A estrutura geral das soluções em relação às propriedades de

causalidade em função do parâmetro k é idêntica ao caso não dinâmico. Entendemos que

essa persistência dessa propriedade é uma consequência das caracteŕısticas topológicas da

teoria.

Por fim, no caṕıtulo 6 verificamos a consistência das métricas tipo Gödel na teoria



78

de Brans-Dicke com constante cosmológica. Consideramos dois casos para o campo de

BD: o primeiro na forma ϕ = ϕ(t) neste caso verificamos que as equações de campo apenas

são satisfeitas para ϕ igual à uma constante, portanto a solução obtida é trivial e se a RG.

O outro caso é bem mais interessante e corresponde a ϕ = ϕ(z) nessa situação mostramos

três casos que se destacam: o primeiro deles é a solução do vazio que implica em m2 = 4ω2

e necessariamente com constante cosmológica não nula. Além disso, verificamos que no

limite ω̃ →∞ a solução se reduz a RG com um campo escalar não massivo, com algumas

implicações para a constante cosmológica.



Apêndice A

Cálculo da Anomalia Gravitacional

Como já discutimos, anomalia ocorre quando uma lei de conservação clássica não

se mântem à ńıvel quântico, por outro lado, na literatura matemática anomalia é quando

uma simetria global ou local é quebrada. Nesse apêndice mostraremos que ocorre anoma-

lia gravitacional para a corrente quiral (Jµ5). Vamos considerar o funcional gerador no

espaço Euclidiano (no final dos cálculos basta retirar o −i e voltar ao espaço Lorentziano),

portanto

Z[eaµ] = e−Γ[ψ̄,ψ,eaµ] =

∫
Dψ̄Dψ e−Sm[ψ̄,ψ,eaµ] (A.1)

=

∫
Dψ̄Dψ exp

(
−
∫
d4x e ψ̄ i /D ψ

)
, (A.2)

onde Γ[ψ̄,ψ, eaµ] é a ação quântica e /D ≡ γµ∇µ = γµ(∂µ + Γµ), com Γµ definido por (2.32).

É óbvio que a ação anterior é invariante por transformações globais quirais, ou seja,

ψ → ψ′ = eiαγ5ψ

ψ̄ → ψ̄′ = ψ̄eiαγ
5

.
(A.3)

O próximo passo é verificar se a ação é invariante por transformações quirais locais,

assim vamos definir um conjunto completo de autofunções do operador de Dirac (i /D)

i /Dφn = λnφn,

∫
d4x e φ†nφm = δnm (A.4)

deste modo podemos expandir os espinores de Dirac em termos das autofunções

ψ̄(x) =
∑
n

b̄n φ
†
n(x), ψ(x) =

∑
n

an φn(x), (A.5)

79
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onde an e b̄n são variáveis Grassmanianas. A medida da integral de trajetória é definida

por

Dψ̄Dψ =
∏
n

db̄ndan, (A.6)

substituindo (A.4,A.5,A.6) no funcional gerador, obtemos∫
Dψ̄Dψ exp

(
−
∫
d4x e ψ̄ i /D ψ

)
=

∫ ∏
n

db̄ndan exp
(
− λnb̄nan

)
. (A.7)

Realizando as transformações quirais locais e tomando o parâmetro α(x) pequeno,

ψ(x)→ ψ(x)′ = eiα(x)γ5ψ(x) = ψ(x) + iα(x)γ5ψ(x) =
∑
n

a′nφn(x),

ψ̄(x)→ ψ̄(x)′ = ψ̄(x)eiα(x)γ5 = ψ̄(x) + iα(x)ψ̄(x)γ5 =
∑
n

b′nφ
†
n(x),

(A.8)

a ação torna-se∫
Dψ̄′D′ψ exp(−Sm[ψ̄′, ψ′, eaµ]) =

∫
Dψ̄Dψ exp(−Sm[ψ̄, ψ, eaµ])

=

∫
Dψ̄Dψ J(α) exp(−Sm[ψ̄, ψ, eaµ]) +

∫
d4x eα(x)∇µJ

µ5,

(A.9)

onde na primeira linha trocamos as variáveis de integração, já na segunda linha (A.9). O

jacobiano J(α) surge da transformação (A.8), isto é,

Dψ̄Dψ =
∏
n

db̄ndan =
∏
n

db̄′nda
′
ndet−2(J ik), (A.10)

onde

J ik =

∫
d4x e [φi(x)]†(1− iαγ5)φk(x) = δik − i

∫
d4x eα(x)[φi(x)]† γ5 φk(x), (A.11)

assim,

J(α) = det−2(J ik) = exp

[
− 2Tr

(
δik − i

∫
d4x eα(x)[φi(x)]† γ5 φk(x)

)]
= exp

[
2iT r

(∫
d4x eα(x)[φi(x)]† γ5 φk(x)

)]
= exp

[
2i

∫
d4x eα(x)

∑
n

φ†n(x) γ5 φn(x)

] (A.12)

desprezamos o primeiro termo pois é uma constante e consideraremos apenas termos de

primeira ordem em α(x). Vamos agora considerar os operadores projeções(P+ e P−) para

os sub-espaços quirais (H+ e H−), isto é,

P+ψ = ψ+, com P+ =
1

2
(1 + γ5)

P−ψ = ψ−, com P− =
1

2
(1− γ5),

(A.13)
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projeta os espinores para seus sub-espaços quirais de mão direito (H+) e esquerda (H−),

respectivamente. Além disso, a matriz γ5 ao atuar sobre as autofunções φn invertem os

autovalores do operador de Dirac, em outras palavras,

i /D(γ5φn) = −λn(γ5φn),

i /D(−γ5φn) = λn(γ5φn).
(A.14)

Os modos zeros (λn = 0) são topologicamente “protegidos” dessa mudança de

quiralidade na atuação da matriz γ5. Substituindo (A.12) em (A.9), obtemos

〈∇µJ
µ5〉 = 2iA5 (A.15)

onde

A5 =
∑
n

φ†n(x) γ5 φn(x), (A.16)

é claro que não temos controle sobre a soma acima, portanto é necessário regularizá-la

então vamos usar o cut-off e−λ
2
n/M

2
onde M é uma escala grande, assim

A5 =
∑
n

φ†n(x) γ5 φn(x)e−λ
2
n/M

2

= lim
M→∞

∑
n

φ†n(x) γ5e
−i /D2

/M2

φn(x)

= 〈x|Tr(γ5e
−i /D2

/M2

)|x〉 ,

(A.17)

apenas a diferença entre os modos zeros contribuem para essa soma, dessa forma temos

Â5 = Tr(γ5e
−i /D2

/M2

)

= (n+ − n−) = ind( /D),
(A.18)

onde n+ e n− são o número de modos zeros de quiralidade de mão direita e esquerdam,

respectivamente. O ind( /D) é o ı́ndice do operador de Dirac que é igual ao genus de Dirac

(Â(M)), assim a anomalia é

〈∇µJ
µ5〉 = 2iÂ(M4), (A.19)

o genus de Dirac em quatro dimenões é definido por Â(M4) = − 1
(4π)2

1
12
Tr(R ∧ R) (para

a definição geral em uma dimensão arbitrária veja [45]), assim

〈∇µJ
µ5〉 = −i 1

384π2

1

2
εµναβRσ

τµνR
τ
σαβ, (A.20)

eliminando −i obtemos o resultado válido para espaços Lorenztianos.



Apêndice B

Obtenção do Tensor de Cotton

O tensor de Cotton é obtido variando o termo de Pontryagin da ação de Chern-

Simons com respeito à métrica, vejamos abaixo

δSCS =
1

4
δ

(∫
d4x
√
−gφ ∗RR

)
=

∫
d4x
√
−gCµνδgµν

=
1

4

∫
d4xφ εµναβRσ

τµν δ
(
Rτ

σαβ

)
,

(B.1)

usando a identidade de Palatini, δ
(
Rτ

σαβ

)
= ∇αδΓ

τ
σβ −∇βδΓ

τ
σα, temos

δSCS = −1

2

∫
d4xφ εµνβαRσ

τµν ∇αδΓ
τ
σβ, (B.2)

integrando por partes

δSCS = −1

2

∫
d4x

[
∇α

(√
−gφ εµνβαRσ

τµν δΓ
τ
σβ

)
− εµνβα

(
vαR

σ
τµν + φ∇αR

σ
τµν

)
δΓτσβ

]
,

(B.3)

o primeiro termo trata-se de uma derivada covariante de uma densidade tensorial Jα =

φ εµναβRσ
τµν δΓ

τ
σβ, ou seja,

∇α(
√
−gJα) = ∂α(

√
−gJα) +

√
−gJλ(Γααλ − Γαλα)

= ∂α(
√
−gJα),

(B.4)

na geometria Riemanniana Γλλα = ∂αln
√
−g, como consequência o primeiro termo se reduz

à um termo de contorno em (B.3). Por razões distintas da anterior, o terceiro termo de

(B.3) também é identicamente nulo devido à identidade de Bianchi (∇[αR
σ
|τ |µν] = 0).

Todavia, B.3 se reduz à apenas um termo

δSCS =
1

2

∫
d4xεµνβαvαR

σ
τµνδΓ

τ
σβ, (B.5)
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a variação da conexão é escrita em termos da métrica

δΓτσβ =
1

2
gτλ(−∇λδgσβ +∇σδgβλ +∇βδgλσ), (B.6)

substituindo na variação da ação, ficamos

δSCS =
1

4

∫
d4xεµνβαvαR

σλ
µν(−∇λδgσβ +∇σδgβλ +∇βδgλσ), (B.7)

note que o último termo é simétrico nos ı́ndices (λ, σ) não contribui pois está contráıdo

com o tensor de Riemann antissimétrico nos ı́ndices [λ, σ]. Executando essa simplificação

δSCS =
1

2

∫
d4xεµνβαvαR

σλ
µν∇σδgβλ. (B.8)

Integrando por partes e jogando fora o termo de contorno semelhantemente como feito

anteriormente ficamos com

δSCS = −1

2

∫
d4xεµνβα

(
vα∇σR

σλ
µν + vσαR

σλ
µν

)
δgβλ, (B.9)

podemos usar a identidade de Bianchi ∇σR
σλ
µν = ∇µR

λ
ν − ∇νR

λ
µ para simplificar a

equação anterior, além disso o segundo termo pode ser expresso em termos do tensor de

Riemann dual, desta forma obtemos

δSCS = −
∫
d4x
√
−g
(
vαε

βαµν∇µR
λ
ν + vσα

∗Rσλβα
)
δgβλ, (B.10)

simetrizando os ı́ndices (β, λ), temos

δSCS = −1

2

∫
d4x
√
−g
(
vαε

βαµν∇µR
λ
ν + vαε

λαµν∇µR
β
ν + vσα

∗Rσλβα + vσα
∗Rσβλα

)
δgβλ,

(B.11)

comparando com (B.1) obtemos a fórmula definida por (4.30).

Já para mostrar a expressão do tensor de Cotton na base de tetradas devemos usar

Cab = eaµe
b
νC

µν

= −1

2
eaµe

b
ν

{
vcε

µcde∇dR
ν
e + vcd

∗Rcνµd + (µ↔ ν)

}
= −1

2

{
ebνvcε

acde∇d

(
Rf
ee
ν
f

)
+ ebνe

ν
fvcε

acdβRf
e∇de

e
β + vcd

∗Rcbad + (a↔ b)

}
= −1

2

{
vcε

acde∇dR
b
e + vcε

acdeRf
e e

b
ν∇de

ν
f + vcε

acdβRb
e∇de

e
β + vcd

∗Rcbad + (a↔ b)

}
Cab = −1

2

{
vcε

acde∇dR
b
e + vcε

acdeRf
e ω

b
fd − vcεacdfRb

e ω
e
fd + vcd

∗Rcbad + (a↔ b)

}
,

(B.12)

o que conclui a demostração.



Apêndice C

Cálculo da Densidade de Pontryagin

para Métricas Tipo-Gödel

Para obter explicitamente a densidade de Pontryagin devemos encontrar as co-

nexões de spin para as métricas tipo Gödel. Primeiro vamos identificar as tetradas das

métricas tipo Gödel na base (4.48)

e
(0)
0 = 1,

e
(0)
2 = H(r),

e
(1)
1 = 1,

e
(2)
2 = D(r),

e
(3)
3 = 1,

(C.1)

as conexões são obtidas da seguinte equação de Cartan

dea = −ωab ∧ eb, (C.2)

que pode ser reescrita em termos dos coeficientes de não-holonomia, Ωa
bc =

1

2
(ωacb−ωabc) =

eaν∇[ce
ν
b],

dea = −Ωa
bc e

c ∧ eb, (C.3)

agora vamos abrir em componentes:

i) para a = 0

de(0) = −2
[
Ω

(0)
(0)(1) e

(1) ∧ e(0) + Ω
(0)
(0)(2) e

(2) ∧ e(0) + Ω
(0)
(0)(3) e

(3) ∧ e(0)+

+ Ω
(0)
(1)(2) e

(2) ∧ e(1) + Ω
(0)
(1)(3) e

(3) ∧ e(1) + Ω
(0)
(2)(3) e

(3) ∧ e(2)
]
,

(C.4)
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usando (C.1), obtemos

de(0) =
1

D(r)

dH(r)

dr
e(1) ∧ e(2), (C.5)

comparando com (C.4), temos

Ω
(0)
(0)(1) = Ω

(0)
(0)(2) = Ω

(0)
(0)(3) = Ω

(0)
(1)(3) = Ω

(0)
(2)(3) = 0, (C.6)

e

2Ω
(0)
(1)(2) = − 1

D(r)

dH(r)

dr
, (C.7)

usando a definição dos coeficientes de não-holonomia reduzimos as equações (C.6) e (C.7)

no sseguinte sistema de equações

ω
(0)
(1)(0) = ω

(0)
(2)(0) = ω

(0)
(3)(0) = 0

ω
(0)
(1)(3) − ω

(0)
(3)(1) = 0

ω
(0)
(2)(3) − ω

(0)
(3)(2) = 0

ω
(0)
(1)(2) − ω

(0)
(2)(1) = − 1

D(r)

dH(r)

dr
,

(C.8)

guardando essa equação vamos obter as outras componentes da equação de Cartan.

ii) a = 1

de(1) = 0 = −2
[
Ω

(1)
(0)(1) e

(1) ∧ e(0) + Ω
(1)
(0)(2) e

(2) ∧ e(0) + Ω
(1)
(0)(3) e

(3) ∧ e(0)+

+ Ω
(1)
(1)(2) e

(2) ∧ e(1) + Ω
(1)
(1)(3) e

(3) ∧ e(1) + Ω
(1)
(2)(3) e

(3) ∧ e(2)
]
,

(C.9)

reduzimos ao seguinte sistema

ω
(1)
(0)(1) = ω

(1)
(2)(1) = ω

(1)
(3)(1)

ω
(1)
(0)(2) − ω

(1)
(2)(0) = 0

ω
(1)
(0)(3) − ω

(1)
(3)(0) = 0

ω
(1)
(2)(3) − ω

(1)
(3)(2) = 0,

(C.10)

usando do mesmo expediente para as componentes a = 2 e a = 3 da equação de Cartan

encontramos os seguintes sistemas, respectivamente

ω
(2)
(0)(2) = ω

(2)
(3)(2) = 0

ω
(2)
(0)(1) − ω

(2)
(1)(0) = 0

ω
(2)
(0)(3) − ω

(2)
(3)(0) = 0

ω
(2)
(1)(3) − ω

(2)
(3)(1) = 0

ω
(2)
(1)(2) =

1

D(r)

dD(r)

dr

(C.11)



86

ω
(3)
(0)(1) = ω

(3)
(0)(3) = ω

(3)
(2)(3) = 0

ω
(3)
(0)(1) − ω

(3)
(1)(0) = 0

ω
(3)
(0)(2) − ω

(3)
(2)(0) = 0

ω
(3)
(1)(2) − ω

(3)
(2)(1) = 0.

(C.12)

Resolvendo os sistemas de equações (C.8, C.10-C.12) encontra-se as conexões de spin cujas

não nulas são:

ω
(0)
(1)(2) = −ω(0)

(2)(1) = ω
(1)
(0)(2) = −ω(2)

(0)(1) = ω
(1)
(2)(0) = −ω(2)

(1)(0) = − 1

2D(r)

dH(r)

dr
= −ω,

ω
(2)
(1)(2) = −ω(1)

(2)(2) =
1

D(r)

dD(r)

dr

(C.13)

que identificamos as conexões 1-forma

ω
(0)
(1) = −ωD(r)dθ, ω

(1)
(2) = −ωdt− dD(r)

dr
dθ, ω

(0)
(2) = ωdr, (C.14)

enquanto que suas derivadas são

dω
(0)
(1) = −ωdD(r)

dr
dr ∧ dθ, dω

(1)
(2) = −d

2D(r)

dr2
dr ∧ dθ, dω

(0)
(2) = 0. (C.15)

Agora com essas informações podemos calcular a 4-forma de Pontryagin (4.7, 4.8)

explicitamente, ou seja,

Tr(R∧R) = Ra
b∧Rb

a = dΩ3(ω) = d

(
ωab∧dωba+

2

3
ωab∧ωbc∧ωca

)
≡ d

[
Tr

(
ω∧dω+

2

3
ω∧ω∧ω

)]
,

(C.16)

primeiro vamos abrir a forma de Chern-Simons em termos das componentes não nulas,

assim ficamos com

Ω3(ω) = ω
(0)
(1) ∧ dω

(1)
(0) +

2

3
ω

(0)
(1) ∧ ω

(1)
(2) ∧ ω

(2)
(0)+

+ ω
(0)
(2) ∧ dω

(2)
(0) +

2

3
ω

(0)
(2) ∧ ω

(2)
(1) ∧ ω

(1)
(0)+

+ ω
(1)
(2) ∧ dω

(2)
(1) +

2

3
ω

(1)
(2) ∧ ω

(2)
(0) ∧ ω

(0)
(1)

=

(
− ωd

2D(r)

dr2
+ ω3D(r)

)
dt ∧ dr ∧ dθ,

(C.17)

tomando a derivada exterior pode-se facilmente verificar

Tr(R ∧R) = dΩ3(ω) =
d

dz

(
− ωd

2D(r)

dr2
+ ω3D(r)

)
dz ∧ dt ∧ dr ∧ dθ

= 0

(C.18)
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