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Resumo

Esta tese trata de topicos relacionados as teorias escalares-tensoriais e a geometria de
Weyl integravel. Nossa abordagem serd no sentido de indicar a geometria de Weyl inte-
gravel como sendo um ambiente natural para a introducao de teorias escalares-tensorias.
Nossa discussao serd em torno da teoria de Brans-Dicke, considerada o prototipo das teo-
rias escalares tensoriais, no entanto a discussao é facilmente estendida para essas versoes
mais gerais. Fazemos isso em dois momentos. Primeiro, indicando, no ambito da teoria
de Brans-Dicke, que na estrutura geométrica e de campos adotadas pela teoria existe
uma relacao estreita com a geometria de Weyl, inclusive associando o efeito descrito na
literatura como "quinta for¢a" (que violaria o principio de equivaléncia) com o movimento
geodésico da geometria de Weyl integravel, reformulando o postulado geodésico. E, num
segundo momento, usando o método variacional de Palatini, acabamos por formular uma
nova teoria escalar-tensorial, agora com ingredientes completamente geométricos, ambien-
tada numa geometria de Weyl integravel. Estudamos ainda solugoes no vazio do problema
estatico de uma distribuicao de massa esfericamente simétrica, onde surgem objetos de
interesse astrofisico como singularidades nuas e buracos de minhoca. Também formulamos
a teoria conhecida por WIST (Weyl Integrable Spacetimes) em (2 + 1)D, o que resulta
numa teoria consistente, nao sofrendo das falhas associadas a teoria da relatividade geral
nessa dimensionalidade.

Palavras-chave: Teoria escalar-tensor, teoria de Brans-Dicke, geometria de Weyl,
singularidade nua, buraco de minhoca, gravitacdo em (2+1)D.
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Abstract

In this cool thesis, we consider an approach to Brans-Dicke theory of gravity in which the
scalar field has a geometrical nature. By postulating the Palatini variation, we find out
that the role played by the scalar field consists in turning the space-time geometry into a
Weyl integrable manifold. This procedure leads to a scalar-tensor theory that differs from
the original Brans-Dicke theory in many aspects and presents some new features. We
also consider the Weyl integrable geometry to investigate gravity in (2+1)-dimensions.
We show that, in addition to leading to a Newtonian limit, WIST in (2+1) dimensions
presents some interesting properties that are not shared by Einstein theory, such as geo-
desic deviation between particles in a dust distribution. Finally, taking advantage of the
duality between the geometrical scalar-tensor theory and general relativity coupled with
a massless scalar field we study naked singularities and wormholes.

Keywords: Scalar-tensor theories, Brans-Dicke theory, Weyl integrable geometry,
naked singularity, wormhole, (2+1) gravity.
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Introducao

Esta teselia trata de topicos relacionados as teorias escalares-tensoriais e a geometria
de Weyl integravel. Nossa abordagem serd no sentido de indicar a geometria de Weyl inte-
gravel como sendo um ambiente natural para a introducao de teorias escalares-tensorias.
A ambientacao de teorias escalares-tensoriais em geometrias nao-riemannianas tem sido
objeto de varios trabalhos na literatura, todos com a finalidade de dotar o campo escalar
de uma natureza geométrica. Para citar alguns exemplos temos a geometrizacao do campo
escalar através da tor¢ao [1], levando a uma teoria que contém invaridncia conforme no
setor gravitacional mas que é quebrada na presenca de matéria. Temos a nao-metricidade
na ausencia de matéria [2| ; e, ainda, através da adogao de variedades com dimensiao maior
que quatro, como as teorias de Kaluza-Klein, onde o campo escalar surge no espago-tempo
quadridimensional como componente da métrica do espago de dimensao maior.

Teorias escalares-tensoriais sao consideradas como a mais simples extensao da relati-
vidade geral que preserva o acoplamento minimo da gravitacao com a matéria. Nessas
teorias, o campo gravitacional é descrito em termos do tensor métrico g,, € de um campo
escalar ¢. Com o acréscimo de um grau de liberdade através do campo escalar, essas
teorias tém sido de interesse para a cosmologia nos anos recentes e estudadas como alter-
nativa a teoria de Einstein. O interesse gerado por tais teorias ¢ motivado por variadas
razoes. Uma previsao genérica de todos modelos de teorias de cordas é de que o grdviton,
com spin 2, tenha um parceiro chamado dilaton, de spin-0. Nesse sentido a teoria de
cordas prevé que a correta teoria da gravidade em baixas energias ¢ uma teoria escalar-
tensorial ao invés da relatividade geral [3]. De fato, o limite de baixas energias da teoria
de corda bosoénica corresponde a teoria de Brans-Dicke com w = —1 [4]

O estudo de campos quanticos em espacos curvos indica que o valor esperado do
tensor momento-energia desses campos diverge, mesmo no estado de vicuo, o que pode ser
contornado pelo procedimento de renormalizacao, que, nesse caso, consiste da adigao, na
acao gavitacional, de termos de curvatura de ordem superior [5]. Esses termos adicionais
sugerem que desvios das predicoes da relatividade geral devem ocorrer entre a menor
escala de comprimento ja testada e a escala de Planck. No entanto, o estudo classico
desses termos adicionais tem sido muito aplicado & cosmologia, com as chamadas teorias
f(R), Gauss-Bonnet, f(T), f(R" Ry, RaguwR*) etc. 6], seja no universo primordial
ou recente, sendo capazes de modelar matéria e energia escura, afinal essas componetes
sao detectadas somente através de efeitos gravitacionais.!.

Por outro lado, o interesse em geometrias nao-riemannianas na fisica pode ser justi-
ficado pela investigacao de estruturas nao contempladas pela geometria de Riemann, as
quais podem ser associadas a propriedades fisicamente mensuraveis como tor¢ao, o spin
de particulas ou a nao-metricidade (como é o caso aqui explorado).

1O problema com essa espectativa é que resta explicar como esses desvios desaparecem em escalas
intermediérias, onde a RG é bem testada e sucedida [6]



Teorias escalares-tensoriais sao caracterizadas por funcoes do campo escalar, sendo
que para cada funcao escolhida corresponde a uma teoria. Aqui discutiremos principal-
mente uma teoria que é considerada o prototipo das teorias escalares-tensoriais, a saber,
a teoria de Brans-Dicke. Na investigacao, descrita aqui, trataremos de relacionar teorias
escalares-tensoriais com a geometria de Weyl em dois momentos: primeiro (no capitulo 2)
apresentamos a teoria de Brans-Dicke na sua formulagdo original de 1961 |7| (formulada
no chamado referencial de Jordan), e discutimos, assim como j4 foi discutido por Scholz
e Quiros [8,9], como essa teoria contém os ingredientes necessarios para caracterizar uma
estrutura geométrica de Weyl. Tal estrutura fica explicita quando analisamos essa teoria
em sua versao de 1962 (Dicke) (no chamado referencial de Einstein), em que é discutida
a liberdade de se realizarem transformacoes conformes, ou transformacoes de unidades
como geralmente sdo conhecidas [10]. Ainda nesse capitulo, discutimos a semelhanca en-
tre a teoria de Brans-Dicke e uma teoria formulada numa geometria de Weyl integravel,
conhecida como WIST. Mostramos alguns resultados que evidenciam uma identidade en-
tre as duas teorias como, por exemplo, o que é entendido em Brans-Dicke (formulada no
referencial de Einstein) como uma "quinta for¢a"sera interpretado em WIST como sendo
o movimento em geodésicas no espacgo-tempo de Weyl.

Num segundo momento, no capitulo 3, considerando somente a acao gravitacional de
Brans-Dicke e usando o principio variacional de Palatini, deduzimos as equagoes de campo
para as variaveis independentes e concluimos que, de fato, temos uma geometria de Weyl
integravel. Essa informacao nos leva a selecionar as geodésicas de Weyl como sendo as
curvas tracadas por particulas em queda livre. Essa escolha acarreta na modificacao da
interacao da gravitagdo com a matéria, o campo escalar tendo papel direto nessa modifica-
¢ao. Com isso obtemos uma versao modificada da teoria de Brans-Dicke, completamente
geométrica. Exploramos essa teoria no problema de uma distribuicao de matéria com
simetria esférica e analisamos as singularidades nuas e buracos de minhoca [11] que sur-
gem de acordo com valores do parametro w [12]. Analisamos de um modo geral o sistema,
dinamico das solugoes cosmologicas com matéria.

A tese estd organizado da seguinte forma: no capitulo 1 apresentamos uma breve re-
visao da geometria de Weyl e entao nos restringindo ao campo integravel e construimos
algumas quantidades invariantes sob transformacoes de coordenadas e de Weyl. No ca-
pitulo 2 tratamos de identificar as variaveis da teoria de Brans-Dicke com as variaveis da
geometria de Weyl . No capitulo 3, formulamos a teoria de Brans-Dicke num espago-tempo
de Weyl propriamente dito, o que leva a diferencas fundamentais em relacao a versao ori-
ginal dessa teoria.Temos entao uma teoria escalar-tensorial completamente geométrica,
onde investigamos o comportamento de solucoes estaticas e esfericamente simétricas, evi-
denciando singularidades nuas e buraco-de-minhoca. No capitulo 4, apresentamos uma
teoria gravitacional em geometria de Weyl WIST em (2 + 1)D e mostramos que esse
versao da teoria satisfaz uma série de requisitos para ser considerada "consistente", como
propagacao dos graus de liberdade, limite newtoniano, etc, que a relatividade geral nao
satisfaz nessa dimensionalidade. Encontramos algumas solucoes cosmoldgicas, com des-
taque para solugoes sem singularidade (bouncing) cosmologica; exibimos também uma
solucao estatica para uma distribuicao circularmente simétrica. No capitulo 5, fazemos
um sumério dos resultados da tese, seguido das conclusoes e perspectivas para estender o
presente estudo.



Capitulo 1

Espaco-tempo de Weyl integravel
(WIST)

Em 1918, Herman Weyl concebeu uma teoria que tentava unificar gravitacao e eletro-
magnetismo, as duas forcas fundamentais conhecidas na época [13|. Para tanto, foi de-
senvolvida uma geometria que generalizava o espago-tempo riemanniano da relatividade
geral. O objetivo era de que esses novos graus de liberdade geométricos correspondessem
ao potencial eletromagnético A,. Para isso, Weyl desenvolveu uma geometria invariante
de calibre! que, apesar da engenhosidade e apelo estético, nao resultou numa teoria com-
pativel com as observacoes. A dificuldade era por conta da identificacao dos graus de
liberdade adicionais 0, com o eletromagnetismo, representado por A,. Por exemplo, esse
campo o, interege da mesma maneira com particulas e antiparticulas, contrario a todas
evidéncias experimentais do eletromagnetismo [14]. Por outro lado, se esses novos graus
de liberdade correspondessem a propria gravitagao, com importancia em escalas cosmolo-
gicas, a geometria fundada por Weyl pudesse explorar novos cenarios. E, de fato, foi usada
por Dirac para desenvolver uma teoria gravitacional de forte apelo cosmologico, baseada
na sua Hipotese dos Grandes Numeros [15], sendo, depois, reformulada para explorar es-
calas de altas energias no reino das forcas nucleares e através da quebra de simetria de
calibre conforme na gravitacao |8, 16].

Segundo alguns autores, a geometria de Weyl é uma generalizacao da geometria ri-
emanniana que tem a intencao de fazer justica matemdtica aos comprimentos [17]. A
geometria riemanniana considera que o transporte paralelo num espaco curvo? altera a
dire¢do de vetores, enquanto sua norma( ou comprimento) permanece inalterado, per-
mitindo assim que fagamos comparacao entre comprimentos de vetores e intervalos de
tempo® em pontos distantes no espaco-tempo. A generalizacao devida a H. Weyl relaxava
essa propriedade, permitindo a variacdo da norma (do comprimento) devido ao trans-
porte paralelo. Como veremos, Weyl pode realizar tal generalizagao alterando a condigao
de compatibilidade entre a conexao e a métrica, construindo assim uma geometria in-
teiramente infinitesimal ou local (N&o seriam possiveis comparacoes de comprimento de
vetores entre pontos distantes da variedade do espacgo-tempo, tal comparacao so seria
factivel mediante determinada lei de tranporte paralelo dos comprimentos) [13].

ITambém conhecida por geometria invariante de escala, onde transformacoes conformes da métrica
fazem parte da transformacao

20 equivalente & transposi¢ao de vetores no espaco euclidiano.

3Em principio as linhas espectrais padrdo, em que se baseiam relégios atomicos, poderiam estar sujeitas
a pequenas variagoes, de modo que nao haveria medidas rigorosamente padronizadas de tempo proéprio.



1.1 Generalizacao da geometria riemanniana

A diferenca essencial entre a geometria de Riemann e a geometria de Weyl é que na
primeira admitimos que a derivada covariante da métrica V,g,, é zero, enquanto que na
ultima temos

Vag;w = OaGuv (11)

onde o, denota as componentes de um campo de 1-forma em relacdo a uma base de
coordenadas local. Isso é uma generalizacao da condicao de compatibilidade entre a
conexao V e a métrica g, que é equivalente a condicao de que o comprimento de um vetor
se mantenha inalterado sob transporte paralelo [18].

A triade (M, g,0) onde M é uma variedade diferenciavel com uma métrica g e um
campo de Weyl o, que se relaciona com g através de (1.1), sera denotada como referencial
de Weyl. E interessante notar que a condicio de Weyl (1.1) permanece inalterada quando
vamos para um outro referencial de Weyl (M, g, ) sob as transformagcoes simultaneas em
geo:

efg
o+ df (1.2)

[SINY
1

onde f é uma funcao escalar definida em M. Assim, os referenciais de Weyl constituem
uma classe de equivaléncia, relacionados por (1.2), ou seja, qualquer quantidade métrica
estard definida & menos de uma transformacao de Weyl.

Analogamente a geometria riemanniana, a condigao (1.1) é suficiente para determinar
a conexao sem tor¢ao, V, em termos da métrica g e do campo de 1-forma de Weyl . As
componentes da conexao com respeito a uma base de coordenadas arbitrarias é:

fel e! 1 ey
F;u/ = {uu} - 59 B(gﬁuau + 9pv0y — guuaﬁ)' (13)

Por definicao, a conexao de Weyl é simétrica’. Se existe um referencial em que o campo de
Weyl se anula, o0 = 0, obviamente a geometria de Weyl se reduz a geometria de Riemann
neste referencial.

Vamos ver agora algumas propriedades do transporte paralelo de Weyl. Seja M uma
variedade diferenciavel com uma conexao V, uma métrica g e um campo de Weyl 0. Se
V for compativel com ¢ no sentido de Weyl (1.1), entao para qualquer curva -, definida
pelas equagOes parametrizadas x® = z%*(u), sendo u um parametro, e qualquer par de
vetores transportados paralelamente V' e W ao longo de v, teremos

d dz® dz®
—qg(V,W) = —V, (g, VFWY) = VWY —V 0,0 1.4
dug( , W) Y (9u ) T Vadu (1.4)

Por outro lado, da condi¢ao (1.1) segue

dx® Dy, dz®
T Vel =~ = = O G (1.5)
Portanto
d dx® d
— PVVYg. —— — o(— WH). 1.
IV W) = guVIW 00— = o(—=g(V, V) (1.6)

4Condi¢do necessaria e suficiente para anular localmente os coeficientes da conexao
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Seja W =V, e L(u) o comprimento do vetor V' (u) em um ponto arbitério da curva, entdo
a expressao acima conduz a

dL o, dz”
= e L. 1.7
du 2 du (1.7)
Integrando (1.7) a partir de um ponto Py = x%(ug) obtemos
L(u) = Loetwo Far (1.8)

Vemos claramente que a variacao no comprimento do vetor é regulada pela integral, que
depende dos pontos inicial e final e da curva escolhida +. Mais ainda, a comparagao entre
quaisquer quantidades métricas em diferentes pontos s6 se daréd mediante o transporte de
seu "comprimento padrdo"(aqui, estabelecer um "comprimento padrao"é fixar uma mé-
trica dentro da classe de equivaléncia, escolher um calibre), o que pode ser feito mediante
a multiplicacao pelo fator exponencial acima, também chamado funcao "transferéncia de
escala". A "curvatura de comprimento"é simplesmente a derivada exterior, F' = do, com
componentes F),, = 0,0, — 0,0,. Se a curvatura de comprimento ¢ nula, isto ¢, se ' = 0,
a fungdo transferéncia pode ser integrada. Voltando ao resultado (1.8), temos uma pecu-
liaridade apontada por Einstein: dois observadores partindo de um ponto em comum com
relogios sincronizados ao tomarem diferentes trajetorias e alcancando um outro ponto em
comum perceberao que seus relogios agora estao funcionando com intervalos diferentes.
Considerando uma curva fechada x*(u) : [a,b] € R — M, ou seja x(a) = z(b), temos

L(u) = Loe$ 5 G, (1.9)

Do teorema de Stokes segue que se o for uma forma exata, isto é, se existir uma func¢ao
escalar ¢ tal que o = d¢, entao

dupda®  [dp ., B
7{2 du,du_j{du,du_jfdgb_o. (1.10)

Em outras palavras, nesse caso a integral nao depende da trajetéria tomada. Sendo essa
integral que regula a marcha dos reldgios atomicos , essa classe de geometria de Weyl nao
sofre da falha apontada por Einstein, e temos o que é conhecida como variedade de Weyl
integravel.

No presente trabalho faremos uso exclusivo desse caso particular da geometria de
Weyl, chamada Geometria de Weyl Integrdvel. Aqui podemos fazer a geometria de Weyl
reduzir a uma geometria riemanniana, basta identificar o campo escalar acima com o
fator conforme da métrica. A essa escolha nos referiremos como referencial de Riemann,
(M,§,0). Se 0 = d¢ entdo

Voag/w = gw/¢,o¢> (111)

onde ¢, = 0,9, ou ainda
V(e ?Gu) = Vi =0, (1.12)

que é a condigao riemanniana. Portanto, desde que trabalhemos com a versao integra-
vel da geometria de Weyl (M, g, ¢), escolhendo em (1.2) f = —¢, teremos uma trans-
formacao para um referencial onde o campo de Weyl g% é nulo, ou seja, o referencial
riemanniano(M, §, ¢ = 0).

Um fato matematico da geometria de Weyl muito importante é a invariancia das
geodésicas sob as transformacoes de Weyl (1.2). Para verificar isso, considere a equagao
de geodésica afim

ViV =0 (1.13)



em um certo referencial (M, g, 0), onde V denota o vetor tangente a curva geodesica. Em
coordenadas locais
d?at u dz” daP B
du? * B dy du
onde Fgﬁ denota as componentes da conexao V, u é um parametro afim e x# = z#(u)
representa equacoes paramétricas locais das geodésicas. Suponha que mudamos para um
referencial (M, g,a) através de (1.2). Obviamente em cada referencial, as componentes

de V,isto é, Fgﬁ e FZB, podem ser expressas em termos dos simbolos de Christoffel,{zﬁ}

(1.14)

e {gﬁ}, e dos campos de Weyl o e G, respectivamente, como em (1.3). Ora, como V fica
inalterada pelas transformacoes de Weyl, se 2 = 2%(u) ¢ solugao de (1.13) no referencial
(M, g,0), entdo é uma solugao dessa mesma equagao no outro referencial (M, g, 7). As
equagoes geodesicas sao invariantes porque Fgﬁ = Fgﬁ, e a verdade desse fato pode ser
verificada facilmente usando (1.3).

1.2 Curvatura de Weyl

A modificagdo da geometria riemanniana a partir da condi¢cdo de Weyl (1.1) implica na
modificacao do tensor de curvatura R, ou tensor de Riemann,

R =R+ f(g,0,Vo), (1.15)

onde R(g,0) é a curvatura de Weyl, R(g) é a curvatura riemanniana e f(g,0,Vo) e
uma combinacao dos termos adicionais devido a (1.1), cuja expressao encontraremos logo
a seguir. Uma consequéncia imediata é que selecionando o espaco de métrica plana de
Minkowski, 7,,, onde a curvatura riamanniana ¢ nula, R = 0, temos uma curvatura de
Weyl nao-nula, R # 0, dada completamente pelo campo de Weyl

R = f(n,o0,00,00), (1.16)

Tais espacos de Weyl, no caso integravel, foram estudados em [19] e [20] onde foram formu-
ladas teorias da gravitagao escalar no espago de Minkowski, como a teoria de Nordstrom e
especulagoes sobre a viabilidade de quantizacao dessa gravidade escalar. Nesse contexto,
tambem existe um programa que relaciona a geometria de Weyl com a mecanica quantica
relativistica de Bohm, o campo de Weyl fazendo o papel de potencial quantico [21,22].

1.2.1 Curvatura de Weyl nao-integravel

Para obter a curvatura de Weyl o procedimento ¢é idéntico ao caso riemanniano, ou seja,
. A
definimos R* 05 [23]

VsVaV* = Vo VsV = R LasVH, (1.17)
de onde resulta que
A A A A A
R pap = 0150 — Oalpg + Tsl'h, — Fuafgﬂ. (1.18)

Podemos agora expressar R* .5 em termos da curvatura riemaniana, usando a expressao
para a conexao obtida em (1.3) na forma mais sucinta

re, = {gy} - W, (1.19)



onde

1
VV;(LXV = §gaﬁ (gﬁuau + 9pv0y — guuaﬁ)- (120)
Portanto, temos
A A S Locasu Ay [ © 1 1 v
Rpap = Rpap+ §5pF05 - 5(5a65 —0304) | Vo, + 9%1% = 5900 Oy
1 ~ 1
+§ (9508 — 5255) (VV@/JMUA) + 59/3#‘7'/0)\) (1.21)

onde F,p = 0,03 — 030, ¢ a "curvatura de comprimento" [24] e a derivada covariante V
representa a conexao riemanniana. O tensor de Ricci, é dado por

e 1 = 1 = o 1 1
Rps = R%pap = Rps+ 9P Vo, — §gﬂpvaa 5789 + 5%6‘7707 (1.22)

Note que o tensor de Ricci tem uma parte antissimétrica, que corresponde a "curvatura
de comprimento". Contraindo com a métrica temos o escalar de Ricci

~ 3
R =R —-3V,0%+ 50707. (1.23)

Para o caso de Weyl integravel, o = d¢, as expressoes acima sao facilmente adaptadas
e a parte antissimétrica do tensor de Ricci, F 5, a "curvatura de comprimento", se anula.

1.2.2 Identidade de Bianchi para Weyl integravel

O tensor de Riemann definido por

/Ojﬁv = gu,v - Fgﬂﬁ + ngrgu - F/O;BFIV)M (1.24)
tem a propriedade
VoRus + VR, + ViR ,5 = 0. (1.25)

Multiplicando por 67 temos

B B _
VoR,p, + ViR + ViR,,5 =0 (1.26)
Pela defini¢ao do tensor de Ricci, R, = ngw e, considerando o tensor F},, = 0, portanto
o tenosr de Ricci agora é simétrico, usando a simetria do tensor de Riemann Rﬁgg =
—Rﬁﬁa = —R,0, temos
VoRuw + VR, — VyRyo = 0. (1.27)

Agora, multiplicando por g7, segue
7" VoRu + 9" VsRP 1o — "V, R o = 0. (1.28)
Assim,

VoR%, — RuwVog" + VR 0 — R eV — VR +RuV,g" =0.  (1.29)



O terceiro termo da equacdo acima pode ser reescrito como R°%?,, = R?,, = RP, e,
somado com o primeiro termo, nos da

2V, R, — V,R — RwVed" — R 1oV 39" + R V9" =0, (1.30)
ou ainda 1
2V(R? = 50 R)] = V59" (R + 07 Ry — 0] Rc). (1.31)
Usando (1.11), temos
1
2[Vo(R%y = 50TR)] = =6.5(0" R o + 9" Ry = ¢"70, Ry, (1.32)

o que conduz a
1 1
2[V,(R°, — 55;;73)] = —2¢3(R", — 5557@). (1.33)

Por fim, temos o resultado

V.G = —0,G", (1.34)

que mostra que a contribui¢gao nao-nula para a divergéncia do tensor de Kinstein é
devido a nao-metricidade,ou campo de Weyl

1.3 Invariancia da acao e geometria de Weyl

Um resultado importante, conseqiiencia da invariancia dos coeficientes da conexao sobre
as transformacoes de Weyl, é que tanto o tensor de curvatura, quanto o tensor de Ricci,
sao invariantes sob estas transformacoes. Esse resultado facilita em muito os célculos
comparando com o caso de transformagoes puramente conformes na métrica, onde temos
que usar expressoes semelhantes. Ao se tratar com a geometria de Weyl nao temos esse
inconveniente. Tais invariantes sao de interesse quando queremos encontrar um funcional
para construir a acao de alguma teoria. Por exemplo, considere a acao, de alguma teoria
gravitacional, numa variedade de Weyl

5= / =W (1.35)

Onde W aqui denota um escalar construido com as curvaturas de Weyl. Sob uma trans-
formacao de Weyl, o deteminante se transforma como

V-i=¢e"\/=g (1.36)

Portanto, o funcional escolhido W deve se transformar com W = e~2/IW, de modo que a
acao seja invariante de Weyl. O escalar mais simples, depois do determinante da métrica,
é o escalar de Ricci, que se transforma com

R=3"Ru,=e¢'R (1.37)

Portanto, podemos escolher W = R2?, que satisfaz a condicao necessaria. De fato, na
formulagao original da teoria de Weyl que unificava através da geometria a gravitagao
(g,w) € o eletromagnetismo (0,), a acdo escolhida foi

S = / V=g (R?*+ F'"F,,) (1.38)
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onde F),, = 0,0, —0,0, é a "curvatura de comprimento'"que passa a ser interpretado como
o tensor eletromagnético de Maxwell, invariante de calibre. Weyl ainda exigiu a escolha de
um calibre para obter as equacoes de campo, R = A, onde A é uma constante. Para mais
detalhes sobre a teoria de Weyl e suas modificacoes com a intencao de unificacao devido
a Eddington, Schroedinger, Pauli, Bergman, Einstein e outros indicamos os excelentes
livros de cada um dos autores citados, [13|. A geometria de Weyl foi revisitada por Dirac
na década de 70, numa tentativa de implementar questoes cosmologicas, com a agao

S = / N (BR + %DaﬁDo‘ﬁ FAB FWFW> (1.39)
onde 8 é um campo escalar auxiliar, D, = 0, + wo, é a derivada covariante da funcao
escalar (3, de peso w sob uma transformacao de Weyl. Nessa teoria nao temos mais a
interpretagao de o, como potencial eletromagnético, correspondendo agora a novos graus
de liberdade da gravitagao. Variagoes dessa teoria, foram estudadas por Lee Smollin [16] e
S. Adler [25] . Versoes mais recentes sao usadas no contexto de quantizacao da gravidade
depois que foi mostrada a rela¢ao entre o campo de Weyl (em alguns trabalhos integravel
e em outros nao integravel) e o potencial quantico, por exemplo, Carrol [26], Quiros 9]
e Shojai [21]. Outras aplicagbes sdo a modelagem de matéria escura e energia escura
Israelit [27].

Visto que os resultados dessa tese se restringem ao reino da geometria de Weyl integra-
vel, a partir de agora passaremos a discutir essa estrutura. No proximo capitulo, apresen-
tamos uma revisao da teoria de Brans-Dicke, o prototipo das teorias escalares-tensoriais,
e na segao 2.5 apresentamos uma discussao sobre o contetido geométrico contido na teoria
de Brans-Dicke. Mais precisamente veremos como a teoria de Brans-Dicke contém os
ingredientes necessarios para caracterizar uma geometria de Weyl integravel. No capitulo
3, apresentamos o resultado principal dessa tese, uma teoria inspirada completemente nos
atributos geométricos da geometria de Weyl.



Capitulo 2

Teorias escalares-tensoriais

A caracteristica basica das teorias escalares-tensoriais ¢ a presenca de um campo
escalar que, juntamente com a métrica, descreve os fenomenos gravitacionais. Nesse
sentido, teorias escalares-tensoriais sao, em conjunto, uma modificacao da relatividade
geral (RG), na qual o campo gravitacional é descrito somente pelo tensor métrico.

A idéia original remonta aos trabalhos de Jordan [28], Brans e Dicke [7], com destaque
especial para esse dois tltimos, cujo objetivo era a implementacao do principio de Mach
numa teoria gravitacional, que, em poucas palavras, sugere que os efeitos locais de inércia
sao determinados pela distribuicio de matéria no universo. Através da hipotese dos
grandes numeros, Dirac sugere que o acoplamento gravitacional G deve variar com o

tempo césmico ¢, mais precisamente
1

Para uma formulacao covariante dessa hipdtese, Carl Brans e Robert Dicke impoem que
o acoplamento gravitacional passe a ser determinado por um campo escalar.

G=_—. (2.2)

A teoria de Brans-Dicke é de fato o prototipo das teorias escalares-tensoriais e li-
mitaremos a discussao em torno dessa teoria. A extensao dos resultados para as teorias
escalares-tensoriais é direta para o formalismo geral, entretanto a analise de solucoes exige
um novo estudo.

A renovacao no interesse na teoria de Brans-Dicke e na sua generalizacdo, as teorias
escalares-tensoriais surgiu no contexto cosmologico inflacionario. Foi mostrado que o
problema chamado "gracefull exit"(uma vez iniciado o processo de inflagdo é necessario
algum mecanismo para interrompé-lo, dai a expectativa de uma "saida graciosa"desse
processo) era bem resolvido na teoria de Brans-Dicke, desde que o parametro da teoria
tivesse um limite superior, w < 25 [29].

Uma liberdade arbitraria apresentada por essa teoria é a presenca do parametro livre
acima mencionado, w, que regula a interacao da matéria com o campo escalar, e espera-se
que seja da ordem da unidade w ~ 1. Acredita-se que no limite w — 0o a teoria de Brans-
Dicke seja idéntica a Relatividade Geral [30]. Os experimentos no ambito do sistema solar

TA renovacdo de interesse na teoria de BD foi também devida & importancia de campos escalares
nas teorias de unificacdo modernas, em particular o dilaton das teorias de cordas. No limite de baixas
energias a teoria de corda bosonica produz uma teoria de BD com w = —1 [10].
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tém imposto limites inferiores para w > 500 [31]| e ainda maiores quando consideradas
medicoes mais recentes. Essa discrepancia nos valores de w entre a aproximacgao de campo
fraco e campos intensos, em escalas astrofisicas e cosmologicas, sugere que esse parametro
nio seja uma constante, mas uma funcio do campo escalar. E nessa generalizacio, com
a adicao de uma funcao potencial do campo escalar, que consistem as chamadas teorias
escalares-tensoriais |32].

Talvez a motivacao mais importante para o estudo dessas teorias em escalas cosmolo-
gicas seja a recente descoberta da expansao acelerada do universo [33], que parece exigir
mais graus de liberdade gravitacionais do que os presentes na Relatividade Geral.

Como tem sido explorado desde muito tempo, a inclusao de graus de liberdade adi-
cionais na gravitacao pode ser feita através da adogao de geometrias nao-riemannianas,
em que tor¢ao ou nao-metricidade estao presentes [34]. Essa é uma abordagem que, além
de fornecer uma excelente fundamentacao para os graus de liberdade extras, recupera a
concepcao do campo gravitacional como um efeito puramente geométrico, como acontece
na relatividade geral. Além disso, a associacao de campos escalares com a métrica parece
ser inevitavel nas mais recentes

2.1 Teoria de Brans-Dicke

A teoria da gravitacao de Jordan-Brans-Dicke [10, 28] comumente chamada de teoria de
Brans-Dicke (& qual nos referiremos daqui em diante por "BD") é o protétipo das teorias
gravitacionais alternativas a relatividade geral. A agdo no chamado referencial de Jordan
é dada por

1

S =
167

/d4x\/—_g <g0R -+ %g“ygoﬁtp,u) + /d4x\/—_g£(m), (2.3)
onde ¢, representa a derivada do escalar ¢ em relagao as coordenadas x*, o tltimo termo
descreve a matéria comum (qualquer forma de matéria excluido o campo escalar ¢) e w
é um parametro adimensional. O fator ¢ no denominador do segundo termo no setor
gravitacional ¢ introduzido para manter w adimensional. A matéria nao esta diretamente
acoplada com ¢, no sentido de que a densidade lagrangeana L) nao depende de ¢
(acoplamento minimo para a matéria), mas ¢ estd diretamente acoplado com o escalar
de Ricci [10]. O campo gravitacional é descrito pelo tensor métrico g, e pelo campo
escalar ¢, que, juntos com a matéria determinam a dinamica do espaco-tempo. Um
potencial do campo escalar, V (), as vezes é incluido quando a teoria de BD é usada em
modelos do universo primordial ou cenarios de quintesséncia no universo recente. Ainda
que campos escalares livres sejam legitimos em teorias gravitacionais classicas, eles sao
incomuns em fisicas de altas energias, pois corre¢oes quanticas produzem interacoes que
levam a potenciais V (y) [10].

Tomando a métrica e o campo escalar como campos fundamentais e independentes e
variando a acao com relagdo a esses campos gera as seguintes equacoes de campo:

1 8 w 1 o 1
RMV - EgMVR == _?TMMV - E(SO#lSO,V - §g/“’(p7 S070‘) - ;(SOV;“ - ‘glu/l:l(p) (24>
8
Op = 53T (2.5)
™., =0 (2.6)
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Como podemos ver nas equagoes (2.4) e (2.5) o campo escalar ¢ tem a chamada
matéria nao-conforme (matéria com trago 7' (m) = T,""" # 0) como sua fonte, mas o
campo escalar nao ¢ diretamente acoplado & T}, ou L™, O campo ¢ atua sobre a
matéria comum somente através do tensor métrico g,,, como determinado por (2.5) e
(2.4). A forma da agdo (2.3) ou das equagoes de campo (2.4) e (2.5) sugere que o campo
 desempenha o papel de inverso do acoplamento gravitacional

Ger(p) = é, (2.7)

que se torna uma funcao dos pontos do espaco-tempo. Por essa razao, os valores ¢ > 0,
correspondendo a gravidade atrativa sao geralmente escolhidos. O parametro w na agao
(2.3) & um parametro livre da teoria: do ponto de vista teorico um valor do parametro
w da ordem da unidade (intensidade do acoplamento gravitacional) seria natural e ele
aparece no limite de baixas energias das teorias de cordas. Entretanto, valores de w dessa
ordem sao excluidos pelos testes disponiveis para teorias gravitacionais no limite de campo
fraco [10].

Uma formulagdo alternativa da teoria de BD, no chamado referencial de Einstein [7],
é de interesse para nos e sera discutida na segao 3.

2.2 Limite de BD para RG O(2)

Sendo a teoria de Brans-Dicke o prototipo das teorias escalares-tensoriais, é conveniente
estudar como as solugoes dessa teoria diferem das solugoes da relatividade geral. Para
isso é adotado o limite do parametro w. é possivel mostrar, e o faremos logo abaixo, que,
na presenca de matéria com tensor momento-energia de traco nao-nulo as solugoes da RG
sao obtidas no limite w — co. A discussao que segue é extraida da referéncia [30].

O ponto de partida de Brans e Dicke é a idéia de Mach, de que o fenémeno da inércia
deve surgir de aceleragoes com relacao a distribui¢ao geral de massa do universo. Assim as
massas inerciais das particulas elementares nao devem ser constantes fundamentais, mas
sim representar a interagao dessas particulas com algum campo césmico. Mas essa escala
absoluta das massas das particulas elementares s6 pode ser medida através de medicoes
de aceleragoes gravitacionais, % Assim, uma conclusdo equivalente é que a constante
gravitacional G deve estar relacionada ao valor médio de um campo escalar acoplado a
densidade de massa do universo. A mais simples equagao de campo geralmente covariante

para tal campo escalar seria
O = 4nATH,,, (2.8)

onde O = ¢*, & o d’Alembertiano, A\ uma constante de acoplamento e T}, o tensor
momento-energia da matéria do universo. Podemos fazer uma estimativa grosseira do
valor esperado do campo ¢ calculando o potencial central de uma esfera de gas com a
densidade de massa p ~ 1072%g.cm ™3 e raio da ordem do universo observavel R ~ 10%%cm
2, Isso da um valor esperado da ordem de

<> NR?Z~ A x 105 g.em™3. (2.9)

Note que esse valor ¢ bem proximo de £ = 1.35 x 10®g.cm™3. Portanto normalizando ¢

G’ )

D . . 3
2Isso é o mesmo que calcular o potencial Newtoniano ¢ = A—R{ ~ L I; = pR?
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vemos que (2.9) sugere que A seja adimensional e da ordem da unidade. Essas considera-
¢oes levaram Brans e Dicke a sugerir que as equagoes de campo corretas para a gravitacao
sao obtidas trocando G por um campo escalar ¢ e incluindo um tensor momento energia
T1" para o campo ¢ como fonte do campo gravitacional

1 8T
17w 1 7 » Rl ) 24 %
R 59 R = go[TM +T5"]. (2.11)
De modo a manter o bem sucedido principio de equivaléncia, o que implica a igualdade
da massa inercial e gravitacional, e o redshift gravitacional, Brans e Dicke exigiram que
somente ¢,,, € Nao0 , entrasse na equagdo de movimento das particulas e fotons [30].
Portanto, a equacao que descreve a troca de energia entre matéria e gravitacao é a mesma

da teoria de Einstein, ou seja,
Ty =0 (2.12)

Pelas identidades de Bianchi, a divergéncia covariante do lado esquerdo de (2.11) deve ser
nula. Assim, mutiplicando (2.11) por ¢ e tomando a divergéncia covariante encontramos

1
(Rt — SO4R)p,, = 87T

QUi

(2.13)

Essa condigdo ¢ suficiente para determinar T%”. O tensor simétrico mais geral que pode-
mos construir com duas ou uma derivada do campo ¢ e o campo ¢ em si é

Th, = A(e)p" ¢ + B(0)0he* pa + Cle)e™y + D ()8 Dep. (2.14)
Um céalculo direto da

ngl/;# - (A/ + B/)QO;V‘P;QSO;a +(A+2B+ Cl)go;“gp;l,m

+ (A+ D", Op+ D(0y),, + CO(¢,), (2.15)

)

onde a linha indica derivada com relacao a ¢ e usamos a identidade ¢.4.3 = ©.3.4 n0 ltimo
termo.
O primeiro termo de (2.13) é obtido pela defini¢do da curvatura

80;)\;04;6_90;)\;5;01 = R)\pﬂa@;p
(2.16)

e fazendo A = .. O segundo termo do lado esquerdo ¢ obtido tomando o trago de (2.11)
e usando (2.8). Temos, entao,

8T 1
R=— | (A4+4B)¢p%p., — 4+ C+4D)J 2.17
T ((4+ 480" + (5 + O+ D)0 ) (2.17)

De modo que o lado esquerdo de (2.11) é dado por
1
(R — ééij)SO;u = (O¢)p —O(ew) —
4 o 1
—¢u [(A+4B)p%po+ (— +C+4D)0p| . (2.18)
® 4T\
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Igualando os coeficientes de (2.15) e (2.18) através de (2.13) encontramos

l=-8rD, —1=-87C :

— (g +C+4D) = —8n(A+ D) |

~Z(A+4B) = —8n(A' + B') :
A+2B+C =0 : (2.19)

cuja Unica solugao é

As equacdes da teoria de Brans-Dicke sao, portanto,

81 .
He = gl (220
1 8 w 1 ey
o = gurft = = Dot = (Pt = G0 #P)
1
= (P = g Be). (2.21)

Estimamos que A ¢ da ordem da unidade, o mesmo deve ser verdade para o w. Se w é
muito maior que a unidade, entdo (2.5) fornece Oy &~ O(1), portanto

1
p=<p> —i—O(;) =—+0(—) (2.22)
Usando isso em (2.4) temos

1 1
R}LV - EguuR = _87TGTMMV + O(;) (223)
Assim a teoria de BD tende a teoria de Einstein quando w — oo.
Deve ser ressaltado que o papel do campo escalar na teoria de Brans-Dicke é restrito
a seu efeito nas equagoes do campo gravitacional (g,,). Uma vez g, calculado, os efeitos
da gravitacao em sistemas fisicos arbitrarios sao determinados exatamente como na RG.

2.2.1 Limite de BD para RG O(\/%U)

Mesmo sendo uma crenca generalizada, o resultado estabelecido acima nao é verdadeiro
em geral. Como foi apontado por Romero e Barros [35] varias solucoes exatas da teoria de
Brans-Dicke nao correspondem a solugoes da relatividade geral no limite w — oo, tendo
um diferente comportamento assintético:

o< p> +0(%). (2.24)

Banerjee e Sen [36] concluiram que esse comportamento assintotico "anémalo"parece
estar associado com solucgoes correspondendo a tensores energia-momento de traco nulo,
TH, = 0. Para verificar essa associagao, note que na estimativa da ordem do campo escalar
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(2.22) é necessario tomar a equagdo (2.8) como premissa. Se 7%, = 0 nada podemos
concluir usando a mesma dedugdo. Sendo assim, Banerjee e Sen [36] mostram a partir
de uma estimativa de magnitude, confirmada com algumas solugoes exatas especificas
que incluem os exemplos citados por Romero e Barros [35], que a crenga de que a teoria
de Brans-Dicke reduz 4 relatividade geral para grandes valores de w é verdade somente
quando T#, # 0. Se T*, = 0 entao a teoria de BD nao se reduz a relatividade geral no
limite de w grande.

Um melhor entendimento das solucoes de Brans-Dicke associadas com traco nulo
TH#, = 0 que nao se reduzem a sua contraparte da RG aparece com o trabalho de V.
Faraoni [38] que relaciona esse fenomeno com a propriedade de invariancia contida na te-
oria de Brans-Dicke sob transformgoes conformes "especiais". Vejamos como isso ocorre
em detalhes.

O ponto inicial da anélise é a acao de Brans-Dicke no chamado referencial de Jordan:

5= / o/ =g(oR + %tp,acp’a) + S, (2.95)

onde S, é a acao da matéria, que é independente do campo escalar ¢. As equagoes de
campo correspondente sdo (2.5) e (2.4).

Considere inicialmente somente o setor gravitacional. Sob uma transformacgao con-
forme

g,u,y = QQQW, (226)

onde §(x) é uma funcdo suave e ndo-nula, o escalar de Ricci e o determinante da métrica
se transformam como

R=Q7? <R + %) L =g =0 g (2.27)

O integrando do setor gravitacional é

—| ., = 600 W,
LepV—9=+V—g {Q *oR - o T Q2@9" O Py (2.28)
A escolha
Q= ¢, (2.29)
com « # %, e a redefinicao do campo escalar
p=p (2.30)

conduzem a ~
LopV/=g = V=3(PR+ Z5700) (2.31)
om w—6a(a—1)
(1—2a)?
Assim o setor gravitacional fica inalterado pela transformacao JF, consistindo pela

transformacao conforme (2.26) e (2.29), e da redefinicao do campo escalar (2.30), para
a # 1/2. As transformagoes

&= (2.32)

Foi (M, g, @) — (M, g™, @) (2.33)
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mapeiam um espaco-tempo de Brans-Dicke (M, g, go(“’)) em outro e constitui um grupo
de simetria abeliano de um parametro, com uma singularidade em « # 1/2. Para provar
essa afirmacdo note que duas transformagdes consecutivas F,, Fz do tipo (2.26), (2.29) e
(2.30) ¢ um mapa do tipo:

FooFpg=F, (2.34)

onde y(a, ) = a+  — 2af. Além disso «, f # 1/2 implica v # 1/2. Note que a = 0
corresponde a identidade. Para a < 1/2, a inversa (F,)~! da transformagao F, ¢ o mapa
JFs onde

a
1-2a
Finalmente, como (o, 5) = v(5, «), o grupo {F,} é comutativo.

O grupo estabelece uma relacao de equivaléncia: dois espagos-tempo de Brans-Dicke
(M, g, o)) — (M, 5@, @) sdo equivalentes se eles sio relacionados por uma trans-
formacao. Todos espacos-tempo (M, g, ) relacionados por esse mapa formam uma classe
de equivaléncia . Essa propriedade é crucial no entendimento do comportamento ano-
malo das solucoes de Brans-Dicke quando w — oo e T" = 0. Como veremos a seguir,
w — 00 constitui um elemento desse grupo e, portanto, o espaco-tempo obtido por essa
transformacao pertence a classe de equivaléncia .

Em geral, quando a matéria, representada por um tensor momento-energia O(jg), é adi-
cionada ao setor gravitacional da teoria, a invariancia conforme descrita acima é quebrada.
Na teoria de BD, por exemplo, veremos que a lei de conservacao ap6s uma transformacao

conforme fica
- [ 4nG -
™ = — To*p. 2.
& 2w+ 3 o (2:36)

Entretanto, se seu traco 7™ é nulo, a equacdo de conservacio

§ = (2.35)

verly =0, (2.37)

regulando a dindmica dessa matéria ¢ conformalmente invariante [37]. Como o tensor
Tgﬁ") da matéria conforme fica inalterado pela transformacao conforme, a acao completa
(2.88) ¢é invariante. A mudanga de parametro w — @ é novamente equivalente a uma
transformacao JF, que leva a teoria de Brans-Dicke em uma classe de equivaléncia e.
Assim também a mudanca de parametro w — @ para valores grandes de @ é equivalente
ao limite w — oo. Aqui chamamos a atencao para o fato de que a relatividade geral
nao faz parte dessa classe de equivaléncia e, por isso, como veremos a seguir, desde que
T =0, ndo devemos esperar obter a RG no limite w — oo. Com a introducao desse
método podemos facilmente obter o comportamento do campo de Brans-Dicke quando
w — 00 e assim comparar com a teoria da relatividade geral

Sem perda de generalidade, tome o valor w = 0 do parametro de BD. De fato, podemos
obter qualquer valor do parametro @ a partir de w = 0 usando F,. Resolvendo a eq. (2.32)

para « temos
1 3

para @ > —3/2. Quando @ — oo e a — 1/2 obtemos

3

1/2
RS — 1 2.39
¢~1% () Mo (2.39)

16



que coincide com o comportamento "anomalo"expresso em (2.24). O valor do campo
antigo o correspondendo a w = 0 nao é afetado pelo limite W — oo, e a Gnica dependéncia
de ¢ em @ é a que vemos em (2.39). Em termos das equagoes de campo quando & — oo,
o segundo termo do lado direito em (2.4),

W, 1. -
E(@,ugp,v - 59#1/90y SO;a), (240)
nao tende a zero, mas para
3 1 -
5 (P = 599 Pia) (2.41)

onde (2.39) foi usada, e as equagbes de campo (2.4) ndo se reduzem as equagoes de
Einstein com o mesmo tensor momento-energia 7, ,Ef,n). O comportamento assintético do
campo escalar determina se certa solucao das equacoes de campo de BD convergem para a
correspondente solucao das equacgoes de Einteis ou nao. Pode ser mostrado que a expressao
(2.40) nao pode se anular identicamente, e estd sempre presente nas equagoes de campo
(2.4), com a unica excec¢do correspondendo aos espagos de Einstein com ¢ = constante,
e as equagoes de campo na aproximacao de campo fraco em primeira ordem. O fato
de que o limite w — oo da teoria de BD nem sempre reproduz a RG sinaliza uma
diferenca conceitual entre as duas teorias. Na teoria de BD, o acoplamento gravitational é
determinado por toda matéria no universo, de acordo com o principio de Mach. Portanto é
um tanto vago (apesar de que tecnicamente possivel) considerar soluc¢oes de vacuo, para as
quais 7™ = 0 trivialmente, na teoria de BD. Uma excessao seria a situagao em que o campo
escalar domina sobre todas formas de matéria, como é o caso proximo da singularidade do
"big bang"de espagos-tempo FRW em que ¢ se comporta como um fluido rigido,(P = p).
Matéria conforme, que também contém 7™ = 0, ndo atua como fonte de ¢ em (2.5) a
esse respeito. A teoria de Einstein, pelo contrario, com seu acoplamento gravitacional
constante, permite-nos considerar importantes solugdes no vazio * com Ry, = 0. Entao o
limite w — oo nao levara solugoes de BD com T™ = 0 a solucoes da RG, e correspondem
a situagoes conceitualmente distintas.

2.3 Transformacoes conformes e referencial de Einstein

O uso de transformacoes conformes como ferrementa matemaéatica em teorias escalares-
tensoriais e outras teorias alternativas da gravidade é de grande utilidade [7,10]. A idéia
é realizar uma transformacao conforme na métrica,

Guw = 92(90)9;“/ (2-42)

e redefinir o campo escalar, » = @(¢), de modo a obter um novo conjunto de variaveis
(Guvs @), em termos das quais o setor gravitacional da teoria assume a forma familiar da
teoria da relatividade geral e o novo campo escalar, ¢, tem uma densidade de energia
cinética candnica. Esse novo conjunto de variaveis (g,.,¢) é chamado de referencial de
Finstein, em oposigdo as variaveis (g,., @) que constitui o referencial de Jordan.

Importante mencionar que mesmo sendo muito 1til, a técnica de transformacoes con-
formes abriu um debate sobre se os dois referencias conforme sao fisicamente equivalentes,
ou alternativamente, qual dos referenciais conformes seria o fisico.

3Note que nesse caso o acoplamento gravitacional G desaparece das equacoes de campo, enquanto o
mesmo nao ocorre com o campo BD ¢ = G;flf nas equagoes de campo no vazio

17



De acordo com Dicke [7] e, mais recentemente, Faraoni [39], os dois referencias confor-
mes sao realmente equivalentes fisicamente desde que levemos em conta o fato de que no
referencial de Einstein, as unidades de comprimento, massa e tempo usados escalem com
o campo escalar de modo apropriado. Muitos autores esquecem esse ponto, atribuindo
significado fisico ao referencial de Einstein com essas unidades fizas, e descartando o re-
ferencial de Jordan. Esse procedimento resulta em um teoria que é fisicamente diferente
da original. Outros autores descartam o referencial de Einstein, como sendo nao-fisico,
considerando o referencial de Jordan como o fisico. Existe ainda uma terceira classe de au-
tores que consideram os referenciais de Jordan e Einstein com unidades fixas como sendo
fisicamente equivalentes. Para detalhes sobre cada um desses pontos de vista indicamos
uma otima revisao do tema em [10].

2.3.1 Referencial de Einstein

O fator conforme da transformagao (2.42) que permite escrever o setor gravitacional da
acdo de BD (2.3) na forma da relatividade geral de Einstein é dado por [7]

02 =7, (2.43)
¥o

Entao, a redefinicao do campo escalar

¢(p) = mln (%) (2.44)

com @y = é, ¢ #0ew > —3/2, coloca o termo de densidade de energia cinética do campo
escalar na forma candnica. O resultado é a formulacao da teoria de BD no referencial de
Einstein:

~ 1 _8. /G 5
§= [dey/SiRe 50 + [ day/=ieVEELL @)

A possibilidade de realizar a transformacao conforme acima as vezes é usada como
argumento para restringir os valores do parametro no referencial de Jordan a w > —3/2.

Olhando somente para a agao (2.45) poderiamos supor que no referencial de Einstein,
a gravidade fosse descrita pela relatividade geral, mas temos duas diferencas béasicas. Em
primeiro lugar, o campo escalar livre ¢ agindo como fonte de gravidade estara sempre pre-
sente, ou seja, nao podemos considerar solucoes das equacoes da campo no Vazio,l:?,w =0,
no referencial de Einstein como é feito na relatividade geral. O campo ¢ permeia o espago-
tempo e nao pode ser eliminado, uma caracteristica remanescente da origem cosmologica
de ¢ (o inverso do acoplamento gravitacional determinado pela matéria distante) na teoria
original de BD.

A segunda diferenca, mais importante ainda, entre a teoria de Brans-Dicke formulada
no referencial de Einstein e a relatividade geral é que o setor da matéria na lagrangeana
agora é multiplicado por um fator exponencial, que descreve um acoplamento anoémalo da
matéria comum com o escalar ¢ (andomalo porque nao ocorre na RG). Esse acoplamento é
responsavel pelo fato que o tensor momento-energia TW da matéria comum no referencial
de Einstein, ndo satisfaz a equagao de conservag¢ao usual (2.12), mas uma versao diferente
como veremos adiante. Outras consequéncias, que mostraremos na proxima sec¢ao, sao:
a modificagao da equacao geodésica e da equacao de desvio geodésico, e a violagao do
principio de equivaléncia no referencial de Einstein.
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Modificacao da lei de conservagao

Sob a transformacdo conforme (2.26) é facil obter a transformacao do tensor momento-
energia a partir de

7 1 6(v/=9Lm) o 1 0(V/=9gLw) -2
T, = =0 =Q"°T,,. 2.4
K /_g dguu /_g 5guu K < 6)

Temos, também, que

’f’lty _ Q—4TMV7 T/LV — Q—GTMV’ e /fv _ Q_4T. (247)
Os coeficientes da conexao se transformam como
(ot ={ot; — (5"0 Q+ 020,02 — §,00"°050) (2.48)

{(l;zz}g = {sz}g - ﬁaaQ- (249)

Agora podemos obter a lei de conservagao no referencial de Einstein da seguinte forma.
Partindo da lei de conservacao no referencial de Jordan, fazemos as substitui¢oes como
indicado acima:

T = O, T,

= 0,(Q5T™) + { hits ——a Q} (Q8Tv)

[{W} + o (0,020 + 50,9 - GuaG”PV, T) | (Q8TH)

N e T
= Q8 |V, T 4 S0 (2.50)
Daqui, obtemos [10]
~ - dlnO? .
T = — To" 2.51
e, levando em conta (2.43), temos
. 1
v, T = ——Ta” 2.52
ou, ainda, em termos do escalar do referencial de Einstein (2.44),
~ o~ AG -
T = — To"p 2.53
A 2w+ 3 ( )

Podemos agora deduzir a equacdo geodésica a partir de (2.53). Considere um fluido
do tipo "poeira", sem pressao, descrito pelo tensor-momento energia

T = putu” (2.54)
e T = p. Da equacio (2.53) segue

~ ~ ~ 1
uutV . + pu'V it 4 putV, (u) = —pﬁa”gp (2.55)
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Introduzindo um parametro afim A ao longo das linhas de universo do fluido com tangente
u®, a equacao (2.55) é escrita como

d ~ d 1
v & o v iy~ 1Z — 2.
u (d)\p—l—pvuu)—irp(d)\u +2¢8 cp) 0, (2.56)
o que é equivalente a
d .
ap + ,OVMUM =0 (257)
‘ d 1
—u’ = ——0"p. 2.
U 2808 7 (2.58)

A equagao geodésica entao é modificada de acordo com [10, 32| para

dx” dx® dxt 1 47G
yoy drtdet 1o, 9 2.59
o s = T, % +30 7 (2:59)

no referencial de Einstein. Existe uma "quinta'forca proporcional ao gradiente de ¢ que
se acopla da mesma maneira a qualquer particula-teste. Por conta desse acoplamento,
teorias escalares-tensoriais no referencial de Einstein sao ditas ndao-métricas. A univer-
salidade da queda livre -todos os corpos caem com a mesma aceleracdo em um campo
gravitacional, independente de sua massa e composicao- ¢ violada pela correcao da quinta-
forca a equacgao geodésica. Todas teorias métricas da gravidade, ao contrério, satisfazem
o principio de equivaléncia fraco ou de Einstein (WEP ou EEP) [31].

As equagoes de geodésicas nulas nao sao afetadas pela transformacao conforme: nao
aparece correcao da quinta-forca no referencial de Einstein para particulas-teste sem
massa. De fato as equacoes de geodésica nulas sao obtidas das equacoes de Maxwell, e es-
tas sao invariantes sob transformagoes conformes em quatro dimensoes espago-temporais.
Alternativamente, note que o tensor momento-energia do campo eletromagnético tem
traco nulo, 7' = 0, e portanto a equagao de conservagao (2.55) fica inalterada pela trans-
formacao conforme [10].

2.4 Solucoes estaticas com simetria esférica
As solucoes das equacgoes de campo de Brans-Dicke para uma distribuicao de massa esta-
tica simetricamente esférica, no vazio, ja sao conhecidas desde a apresentagao da teoria [7].

Dentre elas, a que sera de interesse para a nossa discussao ¢ a chamada solucao de classe
I de Brans-Dicke, ou classe I BD. Tal solucao é dada por

2
1_§ X B 4 1_§
ds* = e L) a?—e® (1+—= ‘
1—0—; P 1—|—;

- B\ %
= o 2.61

sendo «y, B9, w0, C, A todos constantes, e

2(A—C—1)
by

) (dp* + p*dQ?),  (2.60)

M=(C+1)?2-0(1- %). (2.62)
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A constante C' = C'(w) é uma fungao arbitraria do parametro w. No limite de campo

fraco a relacao funcional é [41]
1
C=——" . 2.63
w2 ( )
Considerando essa expressao para C, e realizando uma transformacao de coordenadas

com

B
= p(1+ = ) B= @. (2.64)
com
_ B
A(r) = A(r(p)) = < g) (2.65)
P
‘ B
ar=(1- _> ( + ) (266)
p
e ainda, ag = [y = 0, a solugao toma a forma
ds® = A(r)"dt* — A(r)"tdr? — r* A(r)"dQ? (2.67)
p = poA(r) " (2.68)
2
Alr)y=1— % (2.69)
onde ) )
w:_Qm +n +nm+m—n' (2.70)

(m +n)?
Essa solugao é conhecida como espago-tempo de Campanelli-Lousto [41] [40]. Calculando
a area de uma esfera de raio r = ry definida por t = constante encontramos

T n
= /\/92293365961%0 = 4mr? (1 - ?0> lr=re =0 (2.71)

A area é nula em r = ry para n > 0, configurando uma singularidade nua. A &area é
infinita para n < 0, o que configurard um buraco de minhoca [41]. Para ilustrar esse
buraco de minhoca note que a coordenada "areal"

R—r(1— 20y (2.72)

r

tende a infinito quando r — oco. A partir dai, quando nos aproximamos de 7y, a coorde-
nada R atinge seu valor minimo em r,, = 2ro(1 — n) (r,, > ro, pois n < 0) e finalmente,
quando r — 7o temos R — oo. Portanto essa coordenada indica que temos duas regioes
infinitas, conectadas por um valor minimo (garganta) r = r,,. Para caracterizar sem
ambiguidade essa solucao devemos calcular os invariantes de curvatura, que deve colocar
restricoes mais fortes sobre os parametros.

O escalar de Kretschmann, como mostrado em [40], tem sua divergéncia dada em
termos do escalar de curvatura R = g" R, que é

R (2w+3)(m+n)*r < oy >—<n+1)’

(2.73)

4 1-—

r T

o que claramente indica que temos uma singularidade nua em r = ry, para n > —1, pois
o escalar diverge nesse ponto. Temos um buraco de minhoca para n < —1, onde o escalar
se anula [40,41] .
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2.4.1 Solucao de Campanelli-Lousto no referencial de Einstein

Sera de interesse para nos analisar a solu¢do de Campanelli-Lousto [40] no referencial de
Einstein. Para isso precisamos realizar a transformacao conforme ja conhecida para o
referencial de Einstein (g, @).

2w+ 3

Gw="gw  P=1 g e (2.74)
Realizando a transformacao, temos
d5® = pds? = A(r)™ "% (A(r)™de® — A(r)""tdr? — r2A(r)"dQ?) (2.75)
d5? = A(r) "3 dE? — A(r) "5 dr? — r?A(r) 7" dQ? (2.76)
ou
ds? = A(r)%dt* — A(r)"Sdr? = r?A(r)'~5d0? (2.77)
com S = =142 Note que, agora, os parametros m,n aparecem somente na combinacao

S = meM Portanto, temos agora de fato somente um parametro livre, S, que em tltima
instancia é uma funcao determinada de w. Com isso, tal solugao toma a forma conhecida
por Fisher-Janis-Newman-Winnicor-Wyman [42-44] em coordenadas de Schwarzshild. O
campo escalar do referencial de Einstein fica

@Z_\/(l—i);gr S) ln(l—?). (2.78)

Para que o campo escalar seja real é necessario que S < 1. Como veremos a seguir,
esse restricao fard com que essa solucao exiba apenas uma singularidade nua.

Calculando a area de uma esfera de raio » = ry definida por ¢t = constante, encontra-
mos

Ao B ) ro\ 1-S B
= [ \/922933dfdp = 4mr (1 — —) lr=ro = 0 (2.79)

r

O escalar de Kretschmann, como mostrado em [48], tem sua divergéncia dada em
termos do escalar de curvatura R = g"”" R, que é

r

_ (1—|—S)(1—S)<1 7"0)5—27

R= o (2.80)

o que claramente indica que temos uma singularidade nua em r = ry, pois 0 < S < 1,
nao havendo o menor resquicio do buraco de minhoca presente na solucao no referencial

de Jordan.

2.5 Similaridades entre a teoria de BD e geometria de
Weyl
Um dos objetivos desse trabalho é estender as idéias de E.Scholz, apresentadas em [8] onde

é discutido o contetido de uma geometria de Weyl integravel contido na teoria de BD, as
quais apresentamos essa relacdo a seguir. Nas subsegoes (2.5.1) e (2.5.2), apresentamos
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alguns resultados que fortalecem essas relacoes A partir da acao de BD, que esta escrita
em termos de quantidades riemannianas,

1 w
= — [ d'z/=g(R® + —3,9" 2.81
S =15 [ devEaRe + 20,0%) (2.81)
com R = g"R,, e R, = 0,{5,} —0{0, } H{8, 5} =10 Hoat, onde {£,} sdo os simbolos
de Christoffel da métrica g, selecionamos as seguintes caracteristicas [8|:

a Temos uma conexao V = {# } e um campo escalar ®;

N2

b Permitimos o rescalonamento da métrica e do campo escalar sem modificar a cone-
Xao0;

¢ Utilizamos amplamente a transformacao entre referenciais.

Apenas com essas caracteristicas, vemos que essa teoria especifica uma variedade de Weyl,
(M, g, ®). Dois referenciais exercem papel central: O referencial de Jordan e o refe-
rencial de Einstein.

No referencial de Jordan, a conexao ¢ a de Levi-civita da métrica g. Isso implica que
o campo de Weyl é nulo, ou constante, o que identifica esse referencial ao referencial de
Riemann de uma variedade de Weyl [8], (M, g, o).

No referencial de Finstein, a conexao afim é diferente da conexao de Levi-Civita rela-
tivamente a métrica g. Visto que a maioria dos autores escreve a equacao de geodésica
em termos da conexao de Levi-civita da métrica g, o resultado é uma equacao de movi-
mento modificada, o que ¢é interpretado como ("quinta") forca [8]. Como mostraremos
mais adiante, essa equacao corresponde a geodésicas de Weyl. Portanto identificamos o
referencial de Einstein com o referencial de Weyl (M, g, ®).

Por tanto, fica claro o porqué do debate de qual referencial deve ser considerado como
"fisico". Geralmente, nao é notado o carater invariante do movimento das particulas
e nem sempre fica claro o carater equivalente, visto que esses referenciais pertencem a
mesma classe de equivaléncia conectados por uma transformacao de Weyl.

No seu artigo de 1962, que introduz as transformacoes conformes na teoria, Dicke
argumenta:

"It is evident that the particular values of the units of mass, length, and time employed
are arbitrary and that the laws of physics must be invariant under a general coordinate
dependent change of units" [7].

Por "mudanca de unidades geralmente dependente de coordenadas”, Dicke indica um res-
calonamento das unidades béasicas dependente do ponto no espaco-tempo. As unidades
usuais sao: de tempo ¢, comprimento [, e massa m. Por exemplo, no referencial de Jor-
dan, as unidades de tempo, comprimento e massa, sao constantes, enquanto o acoplamento
gravitacional,G = é, varia. Ja no referencial de Einstein, relacionado ao de Jordan por
uma transformacao de unidades, as unidades de tempo, comprimento e massa escalam
com o fator conforme, dependem do ponto e o acoplamento gravitacional Gy se torna
constante.

Essa liberdade na escolha das unidades e a exigéncia de que as leis da fisica devem
ser invariantes sob transformacoes locais de unidade é uma condicao facilmente satisfeita
pelos espagos-tempo de Weyl, pois essa estrutura incorpora um grupo de transformagao
de unidades de medida,(1.2), e permite a constru¢ao de invariantes frente a essas trans-
formacoes. Portanto, a geometria de Weyl é uma estrutura melhor adaptada a teoria de
BD do que a geometria riemanniana [§]
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2.5.1 A transformacao de Weyl como transformacao de unidades

Nessa secao, vamos mostrar que realizar uma transformacao de Weyl na acao de Brans-
Dicke (2.88) é idéntico a realizar uma transformacao de "unidades dependentes do ponto",
ou seja, a transformacao conforme que relaciona o referencial de Jordan ao referencial de
Einstein.

Na secao anterior, identificamos o referencial de Jordan com o nosso referencial rie-
manniano (M, g,0), ou seja, a conexao é de Levi-Civita em relagdo a métrica g. Portanto,
o campo de Weyl é nulo ou constante. Por conveniéncia vamos escolher um valor cons-
tante qualquer, denotado por ¢ = ¢y. A transformacdao de Weyl que vamos realizar, a
partir de (1.2), é! )

g/w = e_fg;w ¢ =g — [ (282)

Entdo, reescrevendo a acio de BD com a redefini¢io In ® = —¢, temos

S =15 [ dov=ge R+ wg a0 + [ dov=gLalo (2.83)

Realizando a transformacao de Weyl, temos
\% _ge(;g/wR,uu \/ 6 g’“jef =\ — g“ Rm,e -/ (284)
para o primeiro termo, e, para o segundo termo,

VTP B = (Ve NG N = T e (2:85)

Como a transformacao de Weyl escolhida implica gz~5 — f = ¢, escrevendo e~ % = (G, nos

da
1
ST e d*w\/=G(R + wi®® puds) + /dx\/ Ge 200, (§). (2.86)

Para colocar na forma conhecida do referencial de Einstein, basta redefinir o campo escalar

por
B 2w -~
b=\ (6= 00), (2.87)

e a agdo toma a forma (2.45), ou seja

/d4$\/_<16 G g 900490,3> +/d4x\/__§€8\/¥¢[ﬂn@)- (2.88)

Note que a tnica diferenca é que no fator exponencial que aparece na lagrangiana da
matéria aparece o valor (2w) ao invés de (2w + 3), isso ocorre porque quando realizamos
uma transformagdo conforme, como geralmente é feito em Brans-Dicke, (2.45), o escalar
de curvatura se transforma adicionalmente com um termo cinético do tipo (%gpawa), e esse
termo nao aparece sob uma transformacgao mais simples, como em (2.85).

4Note que, em relagdo a transformacéo (1.2), fizemos f — —f, o que indica que estamos realizando a
transformacao inversa (saindo do referencial de Riemann pra um referencial de Weyl genérico), com isso
mantemos a convesdo da tese unificada, de modo que em cada referencial de Weyl (M, g, $) tenhamos
VoG = +¢agu- Poderiamos, o invés de mudar o sinal da fungao f, estabelecer que a métrica g,,,, sempre
designasse o referencial Riemanniano, mas ai teriamos que reescrever toda discussdo desse capitulo em
termos dessa métrica. A convensdo adotada de mudar o sinal de f tem consequéncia minima e s6 sera
feita nessa sec¢ao.
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2.5.2 Conservagao de energia-momento modificada e geodésicas
de Weyl

A partir da discussdo na segao (2.3.1), vimos que a equagao de conservacdo é modificada,
de modo que, agora, a matéria passa a interagir diretamente com o campo escalar, o que
implica na modificagao da equagao de geodésica. Nessa secao, vamos mostrar que esse
efeito, as vezes chamado "anémalo", ocorre porque estamos analisando as geodésicas da
métrica g. Se, ao invés disso, analisarmos as geodésicas de Weyl, veremos que as particulas
seguem, de fato, essas trajetorias, o que implica que particulas livres no referencial de
Einstein se movem em geodésicas de Weyl. Para mostrar isso vamos partir da equacao
(2.53), que reescrevemos aqui para conveniéncia do leitor:

~ o~ AG -
T = — T . 2.
Vi w3l (289)

Com a redefinicao do campo escalar

AdrG .~
_‘/2w+3¢_¢, (2.90)

vV, T = gayé. (2.91)

fica

Vamos agora reescrever a conexao V, que é a Levi-Civita da métrica §, em termos da
conexao de Weyl VW a partir da expressao (1.3) do capitulo 1, o que resulta em

VT = VW 3, T %mv (2.92)
Usando essa expressao em (2.91) obtemos
VT = 36, T . (2.93)
Agora, para obter a equacao de geodésicas de Weyl, vamos usar um fluido perfeito
ndo-interagente, ou seja, poeira. Entdo, 7% = pu®u®, u®u, = 1, u“Vf;Vua = —%7 e
U, VY u® = % A equacdo (2.93) fica
WPV (pu®) + pu VWP = 3¢ puu®. (2.94)

Multiplicando (2.94) por ug, temos

. 5 -
Va (pu®) = 5pdau® (2.95)

Finalmente, substituindo essa expressao em (2.94), obtemos temos a equagao de movi-
mento

- 1-
wVWul = §¢au“u5, (2.96)

que, aparentemente, nao descreve o movimento de particulas livre. Todavia, introduzindo

A . , e
o parametro A de uma curva cujo vetor tangente é u® = <= (4.19) toma a forma

D (dz®\ 1d¢ 4
Dofdemy Ldo 5 2.
) ( ) ) 2d\" 0 (2.97)

(2.98)
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ou ainda,

s D s daP
2 —e2 = 0. 2.
e2d/\<e2d)\) 0 (2.99)
Assim, apenas com a reparametrizacao do = e%d)\, temos, finalmente,’
D (daxP
= = 0 2.100
do ( do ) ( )

Ou seja, a equacao acima descreve o movimento geodésico numa geometria de Weyl. Por-
tanto, a afirmacao de que no referencial de Einstein existe uma "quinta'forca nada mais
é do que uma consequéncia do uso de geodésicas riemannianas ao invés das geodésicas de
Weyl. Desse modo, mantemos a validade do principio de equivaléncia em ambos referen-
ciais, Jordan e Einstein, ja que a conexao de Weyl é invariante frente as transformacoes
de Weyl. No referencial de Jordan (identificado com o referencial de Riemann), a conexao
de Weyl é idéntica a conexao de Levi-Civita da métrica g.

>Como veremos no préximo capitulo essa reparametrizacdo consiste em usar o tempo préprio invariante
numa variedade de Weyl, que “e equivamente a usar o tempo préprio com unidades nao constantes,

é
T—e2T
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Capitulo 3

Teoria escalar-tensorial geométrica

E fato bem conhecido que existem no minimo dois métodos diferentes de se obterem
as equagoes de campo da teoria da relatividade geral(RG) de Einstein: o método métrico
ou de Hilbert em que o tensor métrico é tomado como tunica varidvel independente, a
geometria riemanniana sendo adotada a priori; e o método de Palatini em que temos
como variaveis independentes a métrica e uma conexao simétrica. No caso da RG acontece
que ambos métodos levam as mesmas equagoes, com a vantagem de que pelo método de
Palatini a geometria riemanniana é deduzida de um principio variacional [23] em que a
conexao de Levi-Civita surge como um extremo da acao.

Para teorias gravitacionais com acao mais geral que a de Einstein-Hilbert ja nao po-
demos mais esperar que o resultado seja idéntico se escolhermos um ou outro método
variacional. Por exemplo, é bem conhecido que a substituicao do escalar de curvatura
por uma fungao genérica f(R) leva a distintas equagoes de campo dependendo de qual
dos métodos variacionais é usado nas suas derivacoes [6]. Ao usar o método de Palatini,
uma espécie de estrutura bi-métrica no espaco-tempo ¢ identificada e conectada com as
transformacoes conformes em teorias escalar-tensoriais [50]. A aplicagao do método de
Palatini também foi explorada em uma classe de teorias escalares-tensoriais por Linds-
trom [51], onde foi identificada uma conexao diferente da de Levi-Civita. Com isso, vemos
que o método de Palatini esta diretamente relacionado com a exploragao de propriedades
geométricas da acao gravitacional e possibilita explorar caracteristicas que vao além da
geometria riemanniana.

Neste capitulo, vamos explorar o conteido geométrico de teorias escalar-tensoriais
(TET) através do método de Palatini. Mais especificamente usaremos a teoria original
de Brans-Dicke (BD) [7], que é conhecida como protétipo das teorias escalares-tensoriais,
denotaremos daqui em diante BD. Veremos que, ao variar a acao de BD em relacao a
conexao, obtemos uma condicao de compatibilidade que corresponde a geometria de Weyl
integravel. Com isso, encontramos um ambiente que contém naturalmente os graus de
liberdade gravitacionais, um escalar e um tensor, como entes geométricos.

A maneira de acoplar matéria e gravitacdo agora deve incorporar ambos os campos
gravitacionais,g e ¢, ao contrario do que é feito na versao original das teorias escalares-
tensoriais, em que o acoplamento é minimo, & maneira da (TRG). Veremos que essa
modificacao é suficiente para que tenhamos o movimento de particulas descrito por ge-
odésicas de Weyl, satisfazendo, assim, o principio de equivaléncia de Einstein (PEE) ou
fraco. Langando mao de uma caracteristica marcante da geometria de Weyl, as trans-
formacoes de calibre ou de Weyl, que definem referenciais, exploramos a analogia com as
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transformacoes conformes entre referenciais das teorias escalares-tensoriais e mostramos
que em nenhum referencial de Weyl é violado o principio de equivaléncia, ao contrario das
teorias escalares-tensorias formuladas em geometrias riemannianas.

Fazendo uso da liberdade de escolha de referencial, consideramos uma transformacao
para o referencial riemanniano, onde a teoria geométrica toma a forma da RG com um
campo escalar sem massa neste referencial, apresentamos solugoes correspondentes a de
uma distribuicao estatica de massa M com simetria esférica e discutimos a presenca de
buracos de minhoca e singularidades nuas. A validade dos resultados num referencial de
Weyl genérico é discutida através da construcao de invariantes.

3.1 Nao-metricidade em teorias escalares-tensoriais (ST)

A maneira de descrever teorias escalares-tensoriais (ST) de um ponto de vista completa-
mente geométrico pode ser alcancada, como ja foi dito, com a ado¢ao do método variacio-
nal de Palatini. Sem perda de generalidade, para ilustrar esse fato vamos adotar a teoria
de BD. Iniciamos com a agdo de Brans-Dicke |7|

S = / dio\/—g(OR + %qwq»,a), (3.1)

onde R é o escalar de curvatura, e ® é o campo escalar de Brans-Dicke. Visto que usaremos
o método variacional de Palatini, o escalar de curvatura é definido como R = ¢g"'R,,,(I"),
onde o tensor de Ricci Ry, assim como o tensor de Riemann Rj;, ('), sdo consideradas
fungoes apenasda conexao.

Para uma simplificacdo na notacdo, facamos a mudanca de variavel ® = e=?. A acdo,
entao, fica

SG:/d4lB\/_€ (R+wdda). (3.2)

Realizando a variagao de (3.2) em relagdo & conexao temos

Va(v—=ge ?g") =0, (3.3)

que pode ser escrito, na sua forma covariante, como

vag;w = Cbocgulw (34)

Vemos claramente que a equacao acima expressa a chamada condi¢ao de compati-
bilidade de Weyl entre a metrica e a conexao (também chamada de condigdo de nao-
metricidade de Weyl). Dessa maneira o campo escalar ¢ adquire um caréter geométrico
claro, enquanto o espaco-tempo é naturalmente munido de uma conexao de Weyl integra-
vel I, que, em termos da métrica g e do campo escalar ¢, fica dada por

,m/ = {/ﬂ/} - 95M¢V + gﬁ”¢ﬂ gV,ugbﬁ)' (35)

Depois de determinada a geometrla do espaco-tempo, ¢ natural que o préoximo passo
seja considerar a variacao da acao em relacao ao campo escalar geométrico. Isto consiste
em propor uma extensao do método variacional de Palatini, pois temos trés entidades
geométricas independentes envolvidas no processo de variagao: a métrica, o campo escalar
e a conexao. A métrica é responséavel pelas medidas de angulos e comprimentos, a conexao
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regula a regra de transporte paralelo e define a derivada covariante de campos vetoriais e
tensoriais, enquanto o campo escalar define a nao-metricidade, também participando do
transporte paralelo de vetores ao modificar seus comprimentos em cada ponto do espaco-
tempo.

Antes de passar para as variacbes da métrica e do campo escalar vamos estabelecer
como a matéria sera confinada a se mover em geodésicas de Weyl. Para isso, faremos uma
breve digressao sobre a construcao de invariantes para as transformacoes introduzidas.

3.1.1 Construindo invariantes

As trasformagoes de Weyl dadas por

6)
7)

definem uma relacao de equivaléncia entre referenciais que mantém a condicao de com-
patibilidade V,g,, = ¢ag,, invariante. Estes referenciais serdo designados por (M, g, ¢).
Portanto parece natural focar a atencao na classe de equivaléncia desses referenciais ao
invés de se ater a algum referencial particular. Assim, uma variedade de Weyl pode
ser pensada uma classe de referenciais (M, g, ¢). Desse modo, variedades de Weyl po-
dem ser caracterizadas escolhendo um referencial da classe de equivaléncia e aplicando
somente construcoes invariantes ao referencial escolhido. Nesse sentido, serd natural re-
definir alguns conceitos riemannianos para satisfazer a condicao de invaridncia segundo
as transformacoes de Weyl.

Para construir quantidades geométricas invariantes, vamos comecar pelos objetos mais
basicos ao nosso dispor. Note que a combinacao entre o campo de Weyl e a métrica dada
por

g/w = efg/w

(3.
¢ =o+/ (3.

Yy = e_(bglw (3.8)

j& é em si um invariante. Assim, objetos construidos exclusivamente com essa combinacao,
chamada de métrica efetiva, serao invariantes. De interesse para nos sera a transformacao
para o referencial riemanniano, (M, g,0), onde o campo de Weyl é nulo. Nesse caso a
combinagao invariante acima toma a forma g,, = Y,

Como vimos no capitulo 1, os coeficientes da conexao também sao invariantes em
relag ao a (3.32) e (3.33). Daf as componentes do tensor de curvatura

R,y R, €°¢" R, =e’R (3.9)

serem também invariantes sob as transformagoes de Weyl (3.32) e (3.33).

Visto que no presente trabalho trataremos de caracterizar horizontes de eventos através
do calculo de areas no entorno de singularidades, no mesmo espirito discutido acima
devemos modificar a integracao de formas exteriores. Por exemplo, a forma volume p-
dimensional riemanniana,

Q= /\/—gdx1 A ... A\ daP (3.10)

que ndo é invariante sob (3.32) e (3.33), deve ser substituida por

Q= /\/—ge_g‘ﬁdazl A ... A\ da? (3.11)
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Outra importante modificacdo concerne a definicdo de comprimento de uma curva
ou comprimento de arco, As, que nas teorias métricas da gravitacao formam a base da
hipoétese do relégio: uma particula livre, com um rel6gio, se movendo ao longo de uma
curva mede o tempo proprio, AT = %. Assim, para fazer com que as particulas livres se
movam em geodésicas de Weyl, que sdo invariantes sob as transformagoes (3.32) e (3.33),
devemos garantir que elas mecam um tempo proprio invariante. Com isso em mente,
devemos redefinir o tempo proprio A7 medido por um relégio movendo-se ao longo de
uma curva tipo-tempo parametrizada x* = x#(\) entre x*(a) e z*(b), de tal maneira que
AT seja o mesmo em todos os referenciais de Weyl. Isso nos leva seguinte defini¢ao

b 1
_ dzt da” \ 2
AT = / e (g“yﬁﬁ> dA.

E facil ver que A7 é invariante, e se reduz ao tempo proprio da relatividade geral no
referencial riemanniano. Além disso, A7 pode ser obtido diretamente da relatividade
especial pela prescri¢ao 1, — e~ ?g,,.

Em se tratando do movimento de particulas em geodésicas e da medicao de tempo
proprio estamos tratando do comportamento da matéria. Na proxima secao considera-
remos uma prescricdo geral que acopla o campo escalar diretamente com a matéria e é
compativel com a redefinicao do tempo proprio acima.

e

O acoplamento com a matéria

Sendo o espago-tempo descrito por dois campos geométricos, g, e ¢, é razoavel esperar
que ambos se acoplem com a matéria, de preferéncia de um modo invariante, como ja
indicado na secao anterior. Mais uma vez, vamos apelar para a combinacao invariante
que aparece em (3.8), a chamada métrica efetiva, para construir a acao da matéria S,,.
A acd@o mais simples que pode preencher os requisitos exigidos é

S = /\/—ge_2¢d4me(e_¢g,\II,VW\IJ)

onde L,, designa a lagrangiana da matéria, U representa genericamente os campos de
matéria e Vy, é a conexao de Weyl. A langrangiana L,, entao é dada, a partir da sua
contraparte na relatividade especial, pela prescricao

My — e’d)gw,, 0— Vw (3.12)

Para compor as equagoes de campo, o tensor momento-energia sera definido por
Sy = (5/ V—ge ?d*zL,,(e %, V, Vi V).

_ / Voge P d T (0, U, Vi U)8(cg)

onde a variacao do lado esquerdo deve ser realizada simultaneamente em g, e ¢. Com
isso, ao realizar as variagoes da métrica e do campo escalar, para obtermos as equacoes
de campo, teremos a expressao acima fornecendo as contribuicoes

/\/—ge_z‘bd‘lew(e_d)g, U, Vi) (e¢5g‘“’ + e¢g’“’5¢) = /\/—ge_‘bd‘lx (1,,0g"" +T69),
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onde T' = g"T,,, e ressaltamos que para escrever explicitamente o tensor momento-energia
nas equagbes de campo é necessario usar a prescrigao (3.12).

Fluido perfeito

Para ilustrar como funciona nossa prescri¢cao, considere no espago-tempo de Minkowski o

tensor momento-energia de um fluido perfeito com densidade p, pressao P e quadrivelo-
cidade u® = %= satisfazendo Nuwutu’ =1, com dr = /n,, detdz”

dr
™ =u*u"(p+ P) —n"'P (3.13)
Usando a prescricao acima temos que u* = ‘ff—:, com d7? = e %g,,dz'dz” o tensor-
momento energia se torna
" = utu”(p + P) — " P. (3.14)

Evidenciando a dependéncia com o campo ¢ vem
TMV(¢7 g) = 6_¢ [(P + P)uuuu - guuP] ) (315)

onde, por convencao, os indices sao abaixados e levantados com a métrica g e a 4-
velocidade u esta parametrizada pelo tempo proprio, ut = %, dr? = g datda”.
Compactamente,
T (0, 9) = e *T.(g). (3.16)

Campo escalar

Para um campo escalar £ com massa m (constante na relatividade especial) o tensor
momento energia ¢ dado por

T(,6) = 00,6 — 5 (1°70,605€ — me?). (317
Assim temos
To(6,0.€) = 0606 — 5 g (490,056 — mE?)
= .60 — S0 (9000056 — (me)E?) (315)

Essa tltima expressao sugere que a massa das particulas elementares escalares escalem
com o campo de Weyl, isto &, me = me ™.

3.1.2 Equacoes de campo

Tendo motivado a introducao da geometria de Weyl integravel na descricao da teoria de
Brans-Dicke e discutido como fazer o acoplamento da gravitacao com a matéria, podemos,
agora, fazer a variacao da agdo em relacao a métrica g e obter as equacoes de campo em
termos das curvaturas de Weyl. Assim, temos

Vag" = —9"9¢.,
1 Lo
Ruy - §g“yR = _’%T#I/ - w(qb».“gb»” - §g,u,1/¢7 ¢,a>7
06— 696, = 0, (3.19)
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onde ¢ = V,¢* é calculado com a conexao de Weyl. Em termos das curvaturas
riemannianas temos R, = Ruu—¢u;y—%¢u¢y+%gw (¢a¢a — D¢) e R= R—3D¢+%¢a¢a,
onde a derivada covariante riemanniana da métrica g estd sendo denotada por ”;” e
o = ¢f,, todas quantidades com o "tilde”, A, sendo riemannianas, ou seja, calculadas
somente com a métrica g.

Em termos riemannianos, as equacgoes, entao, se apresentam na forma:

1 ~ 1 1 1 -
Ry = 50wk = kT — (@ = 5)0 400 + 50w (W + 5)8 6.0 + Gup — gwld (3.20)

2) 2
Para comparar com as equacoes de Brans-Dicke vamos escrever a equacao acima em
termos da varidvel ® = e~®

~ 1 - 2w—3 1 o 1 ~
RHV - _g/wR = _HTMV - W <(I),M(I)7V - 59#1’(1)7 q):a) B 6 (CDV;N - g/WD(I)) (3'21)

0® =0. (3.22)

Note que na auséncia de matéria as equacoes de campo sao idénticas, a diferenca en-
tre a teoria métrica de Brans-dicke e a presente abordagem geometrica consistindo no
movimento geodésico. Na presenca de matéria, a equacao do campo ® nao se altera, en-
quanto que a equacao do campo métrico g, tem como fonte um tensor-momento energia,
T, = T,,(g, ®) construido a partir da relatividade especial pela prescricao descrita ante-
riormente. Além disso, na equacao do campo métrico aparece o parametro de Brans-Dicke
modificado W’ = w — 3/2, essa modificagao sendo caracteristica do método de Palatini, ja
tinha sido identificada por Lindstrom [51].

Dessas equacoes, a lei de conservacao associada com a segunda identidade de Bianchi

Vale?Ty) = 0. (3.23)

Note que o campo de Weyl aparece explicitamente na lei de conservacao. Como seria
esperado, hd uma interacao dos campos de matéria com o campo de Weyl, afinal, este
faz parte do espaco-tempo. Note tambem que devido a propriedade de nao-metricidade,
a expressao acima adquire a forma diferente, seja levantando o indice 1 ou abaixando o
indice o do tensor-momento energia.

3.1.3 Limite newtoniano

Para determinar o limite de campo fraco e de baixas velocidades vamos fazer g, ~
N + hy onde 1, é a métrica de Minkowski e o campo hy, é tal que suas componentes
satisfazem |h,,| << 1. Para o campo de Weyl, teremos ¢ ~ a + ¢, com a constante e
¢ << a. E conveniente escrevermos a equacio (3.19) na forma

Ry = —K(Tw — %QMVT> — WPy (3.24)

Para tomar o limite da gravitagdo newtoniana serd suficiente considerarmos os termos
de 1* ordem nas equagoes com as perturbagoes h,, e € considerando somente a com-
ponente (00) das equagdes acima. Para o lado esquerdo teremos Ry ~ —;I',, com
o ~ —i1"0;(hoo — €). Para o lado direito, usando o tensor momento energia (3.16) de
um fluido tipo poeira, desprezando pressoes e considerando a fonte em repouso, temos
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Too = e (puoug) ~ e (1 —e)pe T = e %(1 — €)p. Sendo as densidades ja de primeira
ordem em nossas aproximacoes teremos Tpy — %nOOT ~ %e‘“p,

1 .. K
577”82-8]-(%0 — 6) = —§Gp, (325)

onde G = e7?. Lembrando da equacao de campo newtoniana

V3o = 41Gp (3.26)

onde G, é constante newtoniana, temos ;% = % Resta-nos, agora, determinar o
n

limite das equagoes de movimento. Como vimos, a equacoes de movimento de particulas
sao as equacoes de geodésicas de Weyl

Azt dx® daP
i 3.27
A\ B dX dA (3.27)
d?x - dx da”
=T 2
dt? 00 d\ dA (3.28)
Portanto,
dQX € — ho()
- 2
=V (3.20)
comparando com a equagao de movimento newtoniana
*X
— = —V(p), 3.30
e ) (3.30)
donde identificamos ¢ = G_Th‘)“ o que resulta na identificacao de k = 87 e
G =G,. (3.31)

Vemos que, ao contario da teoria de BD, nao observamos qualquer modificacao na cons-
tante newtoniana.

3.2 Transformacao de Weyl: relagao com a relatividade
geral

Até agora nos restringimos a um referencial de Weyl genérico (M, g, ), ou seja, um
referencial definido por uma variedade diferenciavel M munida de uma métrica g e um
campo escalar de Weyl nao-nulo ¢. Podemos, no entanto, realizar uma transformacao
para o referencial de Riemann, onde o campo de Weyl é constante, isto é, ¢ = ¢,. Basta
escolher a fun¢ao arbitraria f como f = ¢y — ¢. As transformacoes de Weyl serdo

g,liu - 6_(¢_¢0)guy (332)
¢ = oo, (3.33)

Com isso temos um referencial (M, §, ¢g). Vejamos como a agdo e as equacgoes de
campo sao afetadas. Os termos da agao (3.2) !

1Temos as relacdes adicionais /—g = e 2(#=%0)/Zg e g = e(®—%0) giv
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\/__geiqu =e" 2¢=¢o) vV — 6 ~(¢=¢0) MVRMV = \/__?]ei(ﬁoé (334)
V=99atpg* e ? = \/—gaﬁa(ﬁgg“ﬁe*% (3.35)

E temos portanto

/d4x\/_e % (R(§,0) 4+ wpd.a) + 878 (5, ¥, VIW), (3.36)

onde R(§,d0) = G R, (§,0) sdo termos inteiramente riemannianos (pois ¢ = ).
importante notar a presenca na acao do termo envolvendo ¢ num referencial onde, for-
malmente, o campo de Weyl é dado por uma constante, & = ¢9. A presenca desse termo
deve ser considerada como resquicio da transformacao sofrida pela acao. Como veremos,
no referencial riemanniano o campo ¢ nao desempenha um papel geométrico 2, como
ocorre no referencial de Weyl, e deve ser interpretado como um campo fisico. Assim a
acao resultante é a de Einstein-Hilbert, da RG, minimamente acoplada com um campo
escalar sem massa e com o acoplamento minimo com a matéria. Com esse resultado, pode-
mos identificar a constante de acoplamento gravitacional, ou newtoniana, com Gy = e®;
portanto lancando luz sobre o papel do campo de Weyl em referenciais arbitrarios.

Claro esta que, por construcao, a acao da matéria e o tensor-momento energia adqui-
rem sua forma canonica, isto €, S,,(7,0) = Sim(9,¢) € T,,,(7,0) = T, (g, ¢). Dito de outra
forma a acdo da matéria e o tensor-momento energia sao invariantes em relacao a essa
transformacoes. As equacoes de campo sao

R,

[\Dlr—t

- 1
R = —SWGTM,/ — W (Cb”ugb,y + §§MV¢7(X¢,O¢) ) <337>

0o =0, (3.38)

onde RW, Re O¢ sdo todos definidos em relacio a métrica § = e %g. Portanto, as
equacoes de campo dessa teoria escalar-tensorial, vista pelo referencial de Riemann, sao
dadas pela acao da relatividade geral com um campo escalar sem massa minimamente
acoplado ao campo gravitacional.

3.2.1 Lei de conservagao da energia-momento da matéria

Nessa secao obtemos a lei de conservacao da energia e momento da materia na teoria
escalar-tensor geometrica, através da divergéncia das equacoes de campo. Calculando a
divergéncia de (3.37) e usando (3.38) temos

v * v v 1 v
Gu;l/ ==k Tp,;l/ —w (¢’ ¢,u - §6N ' ¢,a). . (339)

Por outro lado, usando a identidade de Bianchi para Weyl integravel, segue que
G, =—0.,G". (3.40)

Entdo usando (3.37), (3.38) e (3.40) em (3.39), temos

* 12 14 w
K T#;u = ¢aVGu + §¢,;t¢,ﬂ¢ﬂ- (3.41)

2 Afinal de contas, VoG = §uw0a(d0) = 0, a conexdo é a de Levi-Civita da métrica g.
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Finalmente obtemos

T;’:;I/ = _TVM¢,1/7 (3.42)
ou
(e’TY). = 0. (3.43)

E importante lembrar que a forma final da lei de conservacio depende do tipo de
acoplamento que realizamos entre a matéria e o campo gravitacional. De um modo geral
a divergéncia do tensor momento energia nao serd zero, o que implica a sua na nao-
conservacao. Esse resultado em teorias escalar-tensoriais ¢ muito comum e representa
fenomenologicamente a presenca de efeitos quanticos em espagos-tempos curvos [5] [52].
Recentemente a violacao da conservacao de energia foi associada & emergencia de uma
constante cosmologica efetiva [?|.

3.3 Distribuicao esfericamente simétrica e estitica no
vazio: a solucao de Wyman

Nesta secao, vamos estudar o problema classico de determinar o campo gravitacional no
vazio devido a uma distribuicao esférica e estatica de matéria. Esse problema tem grande
importancia, pois auxilia na compreensao da teoria, ao determinar a dinamica de espacos-
tempos nessa configuracdo reduzida (simetria simples). Outro aspecto importante deve-se
ao fato de que tal configuracao serve de modelo para objetos da astrofisica como estrelas
e objetos compactos, como buracos negros e singularidades nuas, que podem servir de
laboratoério para teorias da gravitacao quantica.

Vimos na secao anterior que as transformagoes de Weyl nos permite estabelecer uma
conexao entre a teoria da relatividade geral minimamente acoplada com um campo escalar
sem massa e a presente teoria escalar-tensorial geométrica. Aqui, vamos tirar vantagem
desse fato para investigar espacos-tempos estaticos com simetria esférica usando as cor-
respondentes solucoes da relatividade geral ja conhecidas na literatura.

Historicamente, a primeira solucao estatica com simetria esférica da relatividade geral
minimamente acoplada com um campo escalar sem massa foi encontrada por Fisher [42].
Essa solucao foi encontrada novamente por outros autores e atualmente também é desig-
nada como solugao de Janis-Newman-Winicor [43] . O caso mais geral, e o foco de nosso
interesse, ¢ devido a Wyman [44].

A conexao entre a teoria escalar-tensor geométrica (no referencial de Weyl) e a rela-
tividade geral com um campo escalar sem massa (no referencial riemanniano) nos leva
naturalmente a4 questao de como os fendmenos fisicos descritos em cada referencial se
relacionam. Esse ponto é de extrema importancia e nos remete a controversa questao en-
volvendo os chamados referenciais de Jordan e de Einstein nas teorias escalares-tensorias.
No presente caso, com relagao aos fenomenos fisicos que s6 dependem do movimento de
particulas com massa e sem massa, sob influéncia da gravidade unicamente, ambas des-
cricoes sao completamente equivalentes. Isso ocorre devido ao fato das geodésicas serem
invariantes sob transformagoes de Weyl; como consequéncia, a estrutura causal do espaco-
tempo permanece imutavel em todos os frames de Weyl. Mais ainda, como consequéncia
da conexao entre os dois referenciais todos resultados que eventualmente encontrarmos
na relatividade geral com um campo escalar sem massa pode ser levado automaticamente
para a teoria escalar-tensorial geométrica.
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3.4 A solucao de Wyman

Vamos agora considerar a solucao estatica com simetria esférica assintoticamente plana
das equagoes (3.37)(3.38). Como indicado em [44], essa solucao,denotada por g,,, pode
ser escrita como

ds? = W(r)%dt* — W(r) %dr? — r*W (r)'=%dQ = g,,dz"dx” (3.44)
¢ = —\2/—773 In |[W(r)| (3.45)
Wr)=1— % (3.46)

onde S = %, ro =2n,n1n=vVM?*+&, & = fw, f > 0 & uma constante com dimensao
de quadrado de massa introduzida para manter o parametro w adimensional, e M > 0
¢ a massa do corpo no centro do sistema de coordenadas. Como antes, w € [—o00, 0], e
aqui podemos interpretar @ como a carga escalar do corpo no centro de coordenadas. O
dominio da coordenada r é ry < r < co. Recentemente, usando o formalismo de parame-
trizagao pos-newtoniano, foi mostrado que mesmo para valores da ordem de @ ~ 10°M a
solucao acima prediz os mesmos efeitos da solucao de Schwarzschild em experimentos no
sistema solar (y = 1,3 = 1) [45]. Assim, concluimos que, considerando experimentos no
sistema solar, devido a invariancia das geodésicas sob mudanca de referenciais, a teoria
escalar-tensorial geométrica aqui apresentada produz os mesmos resultados previstos pela
relatividade geral.

Como veremos em seguida, para M e @ positivos, ou seja, 0 < S < 1, temos um
espaco-tempo com uma singularidade nua. O caso w = 0, ou seja, S = 1 corresponde ao
espaco-tempo de Schwarzschild. O caso M > 0 e —2M? < & < 0, o mesmo que S > 1,
remove a singularidade e corresponde a um buraco de minhoca.

3.5 Singularidades nuas e buracos de minhoca como
fendmenos geométricos

Foi mostrado que a presenca de um campo escalar na relatividade geral faz com que
os horizontes de eventos das solucoes de Schwarzschild, Reissner-Nordstrom e Kerr se-
jam reduzidos a um ponto, levando ao surgimento de singularidades nuas [46]. Outro
resultado importante é o surgimento de singularidades nuas como resultado do colapso
nao s6 de um campo escalar sem massa, como também em sistemas de fluidos realisticos
nao-homogéneos (densidade no centro maior que na periferia) e com pressao (radiagio).

3.5.1 Singularidades nuas para @ > 0

No caso da solugao de Wyman (3.44) e (3.45) quando calculamos a area de uma esfera de
raio r = rg definida por t = constante encontraremos

A L ro\ 1-S B
= [ \/g22933d0dp = 4mr® (1 — — lrery = 0 (3.47)

r

O escalar de Kretschmann, como mostrado em [48], tem sua divergéncia dada em
termos do escalar de curvatura R = g"” R, que é

i <1 - T—O)S_Q, (3.48)

72 r
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o que claramente indica que temos uma singularidade nua em r = rg, pois 0 < .S < 1.

3.5.2 Buracos de minhoca para —2M? < & <0, ou seja, S > 1

Para o caso em que S > 1, a area (3.47) diverge e o escalar de curvatura (3.48) vai a zero
para S > 2. Isso é um forte indicio, do qual trataremos de demonstrar logo abaixo, de
que estamos na presenca de um buraco de minhoca: a area infinita indica que ry agora
mapeia um "infinito"(que se encontra do outro lado de uma garganta, a qual devemos
ser capazes de identificar); e o escalar de curvatura indo a zero para r — ¢ indica que
estamos numa regiao (assintoticamente) plana.

De fato, ja foi apontado na literatura o comportamento "tipo buraco de minhoca'"para
a solucao de Wyman, simplesmente analisando-se a "coordenada areal"

R=rW'e (3.49)

para S > 1 [47]. Aqui vamos analisar a solu¢do (3.44) usando os critérios definidos por
Morris e Thorne em [54]. Essa andlise resultou no trabalho [11] onde verificamos também
a viabilidade de atravessar esse buraco de minhoca por seres humanos. Resulta que esse
buraco de minhoca nao satisfaz os critérios de [54] para que possa ser atravessado por
humanos.

Para mostrar que estamos diante de um buraco de minhoca, seguindo [54], a solugao
(3.44) deve satsfazer as seguintes condigoes:

1 A geometria espacial deve ser a de um buraco de minhoca , ou seja, deve ser possivel
escrever o elemento de linha na forma

dR?

ds* = e®dt* — — R*(df? + sin® 0dp?) (3.50)

b
R
onde b = b(R) é chamada e funcao de "forma", pois é responsavel pela forma da
superficie que define a garganta do buraco e minhoca. Por outro lado, ® = ®(R) é
chamada de funcao "desvio", pois controla o desvio para o vermelho de raios de luz
que se aproximam da garganta, a simetria esférica $endo considerada meramente
por conveniéncia, para simplificar os calculos.

2 a garganta se encontra no valor de extremo minimo de R, denotado por R,, (aqui
teremos R,, = b,, = b(R,);

3 devemos ter 1 — % > 0 por todo espaco-tempo;

4 quando | — +o00, onde | = ( distancia radial propria do buraco de minhoca
medida por observadores estaticos)

5 Auséncia de horizonte de eventos ou singularidades, ou seja, ® é finito por todo o
espago-tempo

6 t mede o tempo proprio em regioes assintoticamente planas, ou seja, & — 0 quando
[ — +o0.
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Para escrever a métrica (3.44) na forma dada por (3.50), apenas comparamos as ex-
pressoes (3.44)-(3.45) com (3.50). Essa comparagio mostra que

R=rW=5/2 (3.51)
S
®(R) = Eln W(r(R)), (3.52)
1 2
b/R=1— ———[1—(1+S8 . 3.53
IR=1= sy |1~ 0+ 95 (3:59)
Da Eq. (3.51), encontramos que o valor minimo de R ocorre em

1

Tm = S 0, (3.54)
2
o que leva a
g1\ (192

R,=rn| =—— . 3.9
' <S + 1) (8:55)

Fica claro que a relacao entre as coordenadas radiais R e r € injetiva somente para certo
valores de 7, que depende dos possiveis valores de S. Para S > 1, essa relacao é injetiva
em r € [r,,00) e os valores de R estdo no intervalo[R,,,c0). Se S < 1, os valores de R
seriam (0,00). Mesmo assim, ao contrario de R, o dominio de r é sempre (rg, c0). Como
veremos adiante ,existe uma garganta em r,, que "separa’as regioes (1o, 7.,) € (7, 00).

A estrutura tipo buraco de minhoca da solugao de Wyman
Coordenada prépria w

Em se tratando de buracos de minhoca, é interessante trabalhar com uma coordenada que
nao possui singularidades. Tal coordenada pode ser criada a partir da distancia radial
propria medida por observadores estaticos. Denotando por w essa coordenada, vamos
defini-la a partir da integral

w = / W52y, (3.56)

onde w = 0 corresponde a 7, (a garganta). Vamos chamar A a regido com valores
negativos de w e B, a outra regiao.

Uma solugao analitica de (3.56) para um S arbitrario pode nao existir. Entao vamos
considerar a seguinte expansao para o integrando

2 7 Z”n'
n=2

S oo n n
(1= ro/r)52 =14 2701 +3 0 s + 25 - 2). (3.57)
7=1
Substituindo a expansao (3.57) na integral (3.56), obtemos a expressao

_ STO . T(T)L 1 n &
w—T—Tm—FTlH(T/Tm)—l-;m( HS+2]_2 (358)

Usando o teste da razao, podemos facilmente provar que a série acima converge para
r>rgeS > 1, mas o teste de Raabe mostra que ela diverge em 7y para S > 2 (a série
converge para 1 < S < 2); da integral (3.56), vemos que w é infinito em ry para S = 2.
Esse tltimo resultado mostra que a regiao A é infinita para S > 2.
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A regiao A é assintoticamente plana?

Uma maneira de averiguar se a regiao A é assintoticamente plana é avaliar as componentes
do tensor de Riemann em ry. Da Eq. (8) na referéncia [54], vemos que as componentes
nao-nulas desse tensor tem a forma:

1(Y —b/R)

Form; = (1 —b/R) |—®" + §ﬂ@’ — ()?], (3.59)
1-0
Formgy = —ﬂ@, (3.60)
R
VR -1
Formg = S (3.61)
Formy = Ve (3.62)
Das eq. (3.51)-(3.53), podemos avaliar a eq. (3.59) em ro para obter
g 0 S > 2,
Formy(rg) = <[1— (1+5)/2] lim (1 — ro/r)° % = { finite # 0 S=2, (3.63)
’]"0 r—70
00 1<S<2.
As expressoes restantes ficam
W2 o r0SWin g9
Formg = —WE = — 27“3 W s (364)
STO (1 + S) To S—9
Form;),:—zr3 [1— 55 W>== (3.65)
W — W2
Formy = T’”WS‘Q, (3.66)

onde aqui estamos usando W,,, = 1—7,,/r. E direto ver que as 'formas’ (3.64)-(3.66) levam
ao mesmo resultado qualitativo que a Eq. (3.63). Portanto, a regido A é assintoticamente
plana para S > 2.

Condicgao 2

O corte equatorial de um espaco tridimensional caracterizado por um momento fixo no
tempo e §# = 7/2 nao pode ser imerso num espaco euclidiano tridimensional. Podemos
ver isso de seguinte maneira. Da Eq. (27) in Ref. [54], temos

dz —-1/2

— =+ (R/b—-1 3.67
= (Rp-1), (3.67)
onde z é a coordenada—z do sistema de coordenada cilindrico. Para r < 73 , o termo
R/b— 1 & negativo. Assim, o intervalo (r9,71] ndo pode ser usado na Eq. (3.67).

3 = (%—'El)rm é o ponto de partida da viagem,onde a coordenada prépria [ toma valores negativos e

ro <11 <Tm
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Condicgoes 3,4,5,6

Da Eq. (3.53) e do fato de que r € (rg,00), temos 1 —b/R > 0 por todo o espago-tempo.

A condigao w — 00 = b/ R — 0 é facilmente satisfeita, pois b/ R — 0 quando r — oo.
Entretanto, quando w — —o0, 0 que é equivalente a r — 1¢, ndés temos b/ R — —oo para
S > 1 |veja Eq. (3.53)]. Em consequéncia, a condigdo 5 nao é satisfeita.

E evidente da Eq. (3.52) que ® ¢ finito para r > rg.

Da Eq. (3.52), vemos que a condigdo 6 ndo é satisfeita porque w — —oo (que é o
mesmo que r — rq) implica & — —oo.

Com isso mostramos que o espago-tempo (3.44) contém uma solugao tipo buraco de
minhoca conectando duas regides assintoticamente planas para S > 2, enquanto que
para 1 < S < 2 uma dessa regides nao possui essa propriedade. Mesmo que muitas
das condic¢oes para um buraco de minhoca ordinario existir nao tenham sido satisfeitas,
podemos ainda assim fazer a pergunta: "é possivel atravessar a regiao r = r,,7". Afinal
de contas, o raio areal se comporta como se existisse um tipico buraco de minhoca em
rm. Para responder essa questdo, remetemos o leitor a refer?ncia [11], onde também
conectamos duas copias da solucad de Wyman, construindo, assim, um buraco de minhoca
que conecta duas regioes assintoticamente planas. Esse buraco de minhoca satisfaz todas
as condicoes apresentadas; no entanto, apresenta os mesmos problemas em relacao a
atravessabilidade que encontramos no primeiro caso.

3.6 A solucao de Wyman na teoria escalar-tensor geo-
metrica

Para analisar a solugao de Wyman no referencial de Weyl poderimos esperar que fosse
necessario realizar novamente a andalise da solucao transformada. Afinal de contas, parte
da transformacao de Weyl consiste numa transformacao conforme na métrica e essa de-
pende do campo escalar e também dos parametros introduzidos. Entao é de se esperar que
haja modificacoes nao s6 no dominio dos parametros como também na natureza de obje-
tos, tais como, singularidades nuas e buracos de minhoca. De fato isso ocorre em teorias
escalares-tensoriais [49],onde sao realizadas somente transformagoes conformes, dando ori-
gem a certa ambiguidade em relacao a qual o referencial conforme seria o fisico. Aqui esse
problema nao existe, primeiro, porque a transformacao que realizamos nao é unicamente
conforme, mas também envolve o campo escalar; segundo, porque vamos exigir (como
uma espécie de realizacdo da expectativa do proprio Dicke) que a fisica seja invariante
sob as transformagoes de Weyl (ou invariante sob rescalonamento local das unidades de
medida, segundo Dicke). Seguindo a discussao da Sec (3.1.1) vamos caracterizar o espago-
tempo de Wyman no referencial de Weyl usando quantidades invariantes. Por exemplo,
usando o escalar de curvatura Weyl-invariante podemos concluir que o comportamento
em r = ry serd divergente para S < 2 (singularidade nua) e assintoticamente plano para
S > 2, assim como foi no referencial riemanniano (3.48). A area também dard o mesmo
resultado que em (3.47) desde que adotemos a area invariante de Weyl.

Com isso fica claro concluir que os mesmos resultados que encontramos no referencial
riemanniano podem ser convertidos para o referencial de Weyl, ou seja, para a teoria
escalar-tensorial geométrica. Em termos do parametro original w, temos o seguinte limite
para os valores do parametro:

e se w > 0 temos singularidade nua no referencial de Riemann. Essa condi¢ao no
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referencial de Weyl é o mesmo que w > 0 ;

se —2M? < @ < 0 temos wormbhole no referencial de Riemann. Esse limite é o mesmo
que —2M? < wf < 0, lembrando que a constante 3 tem dimensao de quadrado de
massa e foi introduzida para manter w adimensional, o limite para w no referencial
de Weyl ¢ —2 < w < 0;

para o caso em que temos um buraco de minhoca ligando duas regioes assintotica-
mente planas, S > 2, que é o mesmo que @ < —3/2M? ou seja, w < —3/2, ficamos
assim com estreita faixa —2 < w < —3/2 para buracos de minhoca com ambas
regides assintoticamente planas.
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Capitulo 4

Gravitacao em (2+41)D: WIST

O interesse em espacos-tempos com dimensao dois e trés surge da espectativa de que
modelos simplificados nessas dimensoes fornecam um melhor entendimento da gravitagao
em quatro dimensoes e também auxiliem na compreensao das caracteristicas que estao
fortemente relacionadas ao fato de que o espaco-tempo tem quatro dimensoes. Antes de
apresentar a teoria gravitacional de Weyl integravel (WIST) em trés dimensdes, vamos
fazer uma revisao da relatividade geral com essas dimensoes [57].

4.1 A relatividade geral em (2+1) dimensoes

A primeira vista, a acao natural para a RG nessa dimensionalidade seria dada por

S = /\/—_gd4x(R —2A+ L,,) (4.1)

onde R é o escalar de curvatura do espago-tempo, A, a constante cosmologica e L,,,
a lagrangiana da matéria. Em unidades naturais, com ¢ = 1, a constante gravitacional
deve ter a dimensdo de comprimento (para que a acio seja adimensional) em (2+1)D. E
conveniente escolher ainda 87G = 1. Variando a acao, obtemos as equacoes de Einstein
em (2+1)D como sendo

1
R;w - ig/wR + Ag;w = _Tul/a (42)

ou
R, = _(Tuv — g1 — AQW) (4.3)

com os indices u, v tomando os valores 0, 1, 2.

Uma propriedade bem conhecida da geometria diferencial é que para D > 3 o tensor
de curvatura Ry, pode ser decomposto em termos do tensor de Ricci R, o escalar de
curvatura R e o tensor de Weyl W),,...

Entretanto, se D = 3, entao Wy, € identicamente nulo, e temos a seguinte expressao
para R, [30]:

R
R)\uun = {L\uR;m - g)\nRuu + g;mR)\V - g;wR/\K - E (gz\ugufe - gkmguu) . (44)

Da equagao acima vemos que a distribuicao de matéria descrita por 7), determina
completamente o tensor de curvatura do espaco-tempo de maneira puramente algébrica.
Segue que em regioes do espago-tempo sem matéria, onde 7}, = 0, o tensor de curvatura
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¢ nulo e o espago-tempo é localmente plano (se A = 0), localmente de Sitter (se A > 0)
e localmente anti-de Sitter (se A < 0). Nao ha propagagio dos graus de liberdade da
gravitacdo em 3D.A auséncia de campo gravitacional fora da distribuicao de matéria
também implica que nao ha um limite newtoniano natural para essa teoria. Apesar dessa
estrutura, um tanto quanto trivial é possivel encontrar algumas solucoes interessantes
para (4.2).

4.1.1 O buraco negro BTZ

Um solugao bastante estuda na literatura é o chamado buraco negro de Banados-Teitelboin-
Zaneli (BTZ) [58], que corresponde a tomar T}, =0 e A = —(7) < 0. A métrica ¢ dada
por

1
ds* = Fdt* — Fdrz —12(d¢ — Qdt)? (4.5)

2 2 ~ 7 2 ~ 7
onde F' = —M+ 7+ Z?- O parametro M é analogo a massa do buraco negro e J analogo
ao momento angular. Essa métrica possui singularidade em

1— (Mil)2] " (4.6)

a qual é devida a escolha do sistema de coordenadas de maneira analoga a singularidade
em r = 2m da métrica de Schwarzschild. A componente ggo se anula em r = 7,4, onde
Terg = M2l = (r2 +12)% Como na solugao de Kerr em (3+1)D, r < r,,, determina uma
ergosfera: curvas tipo-tempo nessa regiao necessariamente tém ‘il—‘f > 0 (quando J > 0), e
portanto, todos observadores sao arrastados pela rotacdo do buraco negro.Se |J| > MI,
entao os horizontes (4.6) desaparecem e ficamos com uma singularidade nua central em
r = 0.

MI?

4.1.2 Cosmologia em 2-+1 dimensoes

Com relagao aos teoremas de singularidades, a diferenca essencial do que acontece em
3 + 1 dimensoes sera em relagao as condigoes de energia que devem ser impostas ao
contetido material do espago-tempo para garantir a convergéncia de geodésicas sob acao
da gravidade [59]. A condigao fraca de energia exige que T}, u*u” > 0 para todos vetores
tipo-tempo, independentemente da dimensao espacial, correspondendo a condi¢ao de que
os observadores co-moveis vejam uma densidade de matéria positiva (p > 0 para o tensor
momento-energia de um fluido perfeito). A condicdo forte de energia é a mais restritiva,
assegura que o efeito tltimo da gravidae é fazer convergir a congruéncia geodésica, isto &,
R, utu” < 0 para todo vetor u” tipo-tempo. Portanto, de 4.3 temos

(T — Tgp)utu” > 0. (4.7)

Em um espago-tempo de (d + 1)D a relatividade geral com um tensor energia-momento
de um fluido perfeito, a condi¢ao acima fica (d — 2)p + pd > 0. Em (3+1) dimensoes tal
condi¢ao implica em p + 3p > 0, mas para (2+1) temos p > 0. Em (2+1) dimensoes as
condicoes de energia impoem condicoes de positividade independentes para a densidade
e a pressao.
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Considere modelos cosmologicos homogéneos e isotropicos em (2+1) dimensdes. A
métrica serd determinada por um fator de escala dependente do tempo a(t)

ds* = dt* — a(t)*( + r2dyp?) (4.8)

O fator de escala serd determinado pela equacao tipo-Friedmann

N 2
M k

(2) = -, M >0, k constantes, (4.9)
a

a a?v

quando o contetido material é um fluido perfeito de equacdo de estado p = (v — 1)p, com
7 constante.

Para 1 < v < 2, as solugoes de (4.8) serao modelos cosmologicos fechados, abertos ou
planos, conforme a constante k seja positiva, negativa ou nula. Todas solucoes possuem
singularidade inicial, pois o fluido satisfaz as condicoes de energia. Note que, se vy =1 a
situagdo é anomala: todas as solucoes de (4.8) expandem com a(t) ~ ¢ independentemente
do sinal de k. Isso reflete o desaparecimento da gravidade quando p = 0, pois, nesse
caso, (1, — Tgu)utu” = 0. Um fenémeno idéntico ocorre em (3+1) dimensoes quando

(p+3p) =0.

4.2  Alternativas a relatividade geral

A inadequagao da teoria da gravitacdo de Einstein em (2+41)D para ser o substituto
relativistico da gravitacao newtoniana em trés dimensoes tem levado alguns autores a
investigar o mesmo problema em outras teorias da gravidade. Foi provado que, ao me-
nos em duas teorias distintas o limite newtoniano pode ser restabelecido. Essas sao a
teoria de Brans-dicke e a gravitacao teleparalela, uma teoria métrica em que gravidade
é puramente atribuida a tor¢ao [7]. Outra abordagem para essa questdao é considerar a
gravitacao (24+1)D como sendo obtida através do método de redugao dimensional a partir
da gravitagao de Einstein em (341)D [60]. A motivacao bésica em muitas dessas conside-
racoes ¢ buscar caminhos alternativos, além da relatividade geral, para novos insights em
problemas que nao tém uma descricao satisfatéria dentro da teoria de Einstein. Com essa
ideia em mente, consideramos esse tema no contexto de outra teoria da gravitagao, a teo-
ria de espago-tempo de Weyl integravel, (WIST) [61]. Nessa abordagem, a geometria nao
é riemaniana, mas corresponde a a geometria de Weyl integravel. Mostramos que além de
comportar um limite newtoniano, WIST em (2+41)D apresenta propriedades interessantes
nao compartilhadas pela teoria de Einstein, tais como desvio geodésico entre particulas
de poeira e a propagacao dos graus de liberdade gravitacionais no vazio. Mostramos tam-
bém uma solucao de estatica devido a uma distribuicao de massa com simetria circular,
e solugbes cosmologicas com bouncing [62].

4.3 A teoria WIST em n dimensoes

Na teoria WIST, a dinamica do campo gravitacional em n dimensoes ¢ dada pela seguinte
acao [61]:

s = / "z /|g| [R + €000 + Kne >’ Ly, (4.10)
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onde £ ¢ um parametro arbitrario, ¢, = ¢ o denota as derivadas % do campo de Weyl ¢,
R é o escalar de curvatura de Weyl, L,, é a lagrangiana de matéria, e o ponto-e-virgula (;)
indica derivada covariante com respeito a conexao de Weyl e k,, é a constante de Einstein
em n dimensoes, cuja expressao serd definida pelo limite newtoniano correspondente.
Expressando a acao acima em termos das quantidades riamannianas,

mS = /d”x lg| [R + (n=1n—2) - 4€¢,a¢’a + /{ne_Q‘i’Lm} ,

4

onde agora R representa o escalar de curvatura calculado com a conexao riamanniana.
Variando a acdo ™S em relagio & métrica g.s e ao campo de Weyl ¢ obtemos, especti-
vamente, as seguintes equacoes na presenca de matéria;

(n—1)(n—2) - 4¢

1
R, — -guwR+ 1

2

| . )
{Qﬁ#?@u - §guu¢,a¢7 } = —kpTe 2 (4.11)

—4L,,Ky, .
(n—1)(n—2) —4¢

onde 0O indica o operator D’Alembertian n-dimensional definido com a conexio rieman-
niana.

O¢ = —29 (4.12)

4.4 WIST em espago-tempo de (2+1)-dimensoes

Considere WIST em um espago-tempo de (241)-dimensoes na auséncia de matéria. Nessas
circunstancias , n = 3,

1
R[LV Y g,uuR +

. Q:EQ{

1 ol
92 gb,,ugb,u - §g,uu¢,a¢7 :| = 0. (413)

O¢ =0
Por outro lado, tomando o traco da equagao (4.11) obtemos

1
R= 2 (26~ 16", (4.14)
Substituindo (4.14) na equacao (4.13) nos da

1
Rw/ = 5 (25 - 1)¢,u¢,u~ (415)

Levando em conta (4.14) e (4.15) podemos expressar (4.4) como

1
Raﬂ/w = 5 (25 - 1) [ga;t¢,ﬂ¢,u + 96V¢,a¢,u - gow¢,ﬂ¢,u - gﬁu¢,o¢¢,v]

(26— 1) (G0 — Gowne) 626 (4.16)
Essa expressao indica que mesmo na auséncia de matéria, o espaco-tempo nao é neces-
sariamene plano devido a presenca do campo escalar de Weyl. Assim, ao contrario da
relatividade geral, em WIST o campo gravitacional nao necessariamente se anula na au-
séncia de suas fontes. Na proxima secao, vamos investigar o limite newtoniano de WIST
no regime de campo fraco
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4.5 No limite newtoniano

Uma teoria métrica da gravitacao é dita possuir um limite newtoniano no regime nao-
relativistico de campo fraco se podermos obter a segunda lei de Newton a partir da
equacao geodésica e a equacao de Poisson a partir das equacgoes de campo. Vejamos se
WIST preenche tais requisitos.

Sabemos que na mecanica newtoniana a geometria do espaco é euclidiana e o fendmeno
da gravitacao ¢ independente do tempo. Portanto, um campo gravitacional fraco numa
teoria geométrica da gravitacao deve se manifestar como um fenémeno métrico através de
uma pequena perturbacao independente do tempo no espaco-tempo de Minkowski. Assim
escrevemos o tensor métrico independente do tempo na forma

Guv = Ny + €l (4.17)

onde 7,, € o tensor de Minkowski, € é um pequeno parametro e o termo eh,, repre-
senta uma perturbacao independente do tempo devido & presenca de alguma distribuicao
de matéria. Como estamos trabalhando no regime nao-relativistico, vamos supor que a
velocidade V' da particula é muito menor que ¢, de modo que o parametro 5 = % sera
considerado muito pequeno; portanto, somente termos de primeira ordem em € e 3 serao
considerados. O mesmo tipo de aproximacao seré feito em ¢, que serd suposto pequeno e
estético, i.e., da mesma ordem de ¢, e para enfatizar esse fato, vamos tomar ¢ = ep, onde
@ é finito.
Adotando coordenadas cartesianas no espaco-tempo de Minkowski o elemento de linha
(4.17) se escreve

ds® = (dz°)? — (da')? — (d2*)? — (d2®)* — ehy, dr"dx”,
que em nossa aproximacao fica
d 2
(d—j) > (1 + hgy). (4.18)
Vamos considerar a aproximacao descrita acima na equacao geodésica

A2zt dz® dxP
" ., ———=0 4.19
ds? thas ds ds ’ ( )

lembrando que I ; representa as componentes da conexdo de Weyl. De (3.5) ¢ facil ver
que, em primeira ordem de €, temos

« € (0%
T = §n /\[hA,M, + h)\yw — h,u/,)\ F PN — P — TL)\VQO,M] (4.20)

PPN L g _ _ po de® dzf
Naéo € dificil ver que, a menos que p = v = 0, o produto I ;== ¢ da ordem €3 ou

maior. Assim as equagoes geodésicas (4.19) se tornam, em primeira ordem de € e 3

d?zH dx0\ 2
‘ol — | =
ds? oo ( ds > 0

Levando em conta (4.18), a equagdo acima pode ser escrita como

A2zt

dt?

+ T, = 0. (4.21)
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Para = 0 a equagdo (4.21) se reduz a uma identidade. Por outro lado, se  é um indice
espacial, um calculo simples da Ty, = —gnij%(hoo — ), e a equagao geodésica nessa
aproximacao fica, em notacao vetorial

22X

dt?

€
= —5026(%0 - 90),

que é simplesmente a equacao do movimento de Newton num campo gravitacional classico,
desde que identifiquemos o potencial newtoniano como sendo

2
U= 7(}100 — ). (4.22)
E interessante notar a presenca do campo de Weyl ¢ na equacio acima. E a combinacio
hoo — ¢ que gera o potencial newtoniano.
Vamos agora estabelcer o limite newtoniano, em n-dimensoes, das equacoes de campo
de WIST na presenca de matéria, dadas por (4.11) e (4.12). E conveniente reescrever a
equacao (4.11) na forma

_ n—1)(n—2)—4¢ Kn,
R;LV = _"inT,uue 2 ( )( ) ¢,u¢,u + 9uv

Te 2 4.2
4 n— 2 € ( 3)

na aproximagao de campo fraco, i.e. quando g,, = N, + €hy,. E facil mostrar que em
primeira ordem em ¢, temos Rog = —3V2ehgo, onde V? denota o operador laplaciano do
espaco euclidiano. Por outro lado, como estamos admitindo o regime estatico, ¢ o = 0, =
0, e a equacao (4.23) para p = v = 0 fica

Rp

V2hoo =

Te 2%,
2

Tomemos uma configuracio de fluido perfeito descrito por T, = (pc* + p)V,.V,, — pg,u,
onde p, p e V¥ denotam, respectivamente, a densidade da massa de repouso, pressao
e velocidade. Seguindo o método de Ray [63] para deduzir as equagdes de movimento
de um principio variacional, escrevemos a densidade lagrangiana para um fluido perfeito
como L,, = p[c* + E(p)], onde E é a densidade de energia interna. Resulta que num
limite nao-relativistico temos L,, ~ pc? e podemos negligenciar p em relacao a p, que
implica T ~ pc?. Como nessa aproximacao p e ¢ = ep sao quantidades pequenas, temos
Te 2% ~ p(1 — 2ep) ~ p.Assim teremos

€ 3—n
§V2h00 = (n — 2) knpc®. (4.24)

Na mesma aproximagao (4.12) fica

—4k, pc?

Vip = (n—1)(n—2) —4¢

(4.25)

De (4.22), (4.24) e (4.25) temos, enfim, o limite newtoniano da equagao de Poisson em
n-dimensoes

VU = —K,p, (4.26)
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onde K,, = k,c* (g:—z + W) desempenha o papel da constante gravitacioanl em

n dimensoes. Nesse ponto relembramos que a relatividade geral em n-dimensoes tem um
limite correspondente a (4.26), que é (veja, por exemplo, [64])

n—3
VU = ( 2) Enpc?. (4.27)

Para n = 3 o lado direito da equacao acima se anula e, assim, a teoria de einstein
linearizada falha em reproduzir a gravitacao newtoniana. Entretanto, devido a presenca
do campo escalar, K, # 0 . Assim, WIST tem um limite newtoniano para n > 3.

4.6 Uma solucao estatica com simetria circular

Nessa secao encontramos uma classe de solugoes no vazio de um espaco-tempo estéatico
gerado por uma distribuicao circularmente simétrica de materia. Por simplicidade, vamos
supor que o campo de Weyl tem depéndencia somente radial, isto é, ¢ = ¢(r). Vamos
escrever a metrica na forma mais geral de uma distribui¢do com simetria circular [65]

ds® = e*Ndt* — e*'dr® — r*df (4.28)

onde N e P sao func¢oes somente da coordenada radial. As equagoes a serem resolvidas
sao (4.15), que ficam

N" 1
N" P28 -1
T =P - = —62 ¢ (4.30)
B
== 4.31
- (431)

Da componente, Rgg = 0, obtemos N’ — P’ = 0, o que facilita a resolucdo, e por fim
temos o elemento de linha

ds? = r?Bdt* — nr*Pdr® — r*df (4.32)

Com B, C e n sao constantes relcionadas por C? = —%. Por outro lado, o campo
escalar é dado por

o(r) = ¢ Inr® (4.33)

com ¢y =constante. E possivel determinar a constante B em termos da massa M da
distribui¢ao de matéria. Vemos que se B — 0 a métrica (4.32) se torna a metrica do
espacotempo de Minkowski, que corresponde & M=0. portanto para pequenos valores de
B temos gop &~ 1 + 2BIn(r). Por outro lado, no limite de campo fraco, para obtermos a
gravitacao newtoniana devemos ter goo ~ 1 + 2G'M In(r) [66], onde estamos usando para
a velocidade da luz, ¢ = 1. Comparando temos B = GM.

Esta métrica contém as seguintes propriedades:

(a) Nao ha singularidades para r # 0 (singularidade nua). Podemos ver isso calculando

o invariante
R, R" = B*(B* — 2B — 3)r %12, (4.34)

considerando massa positiva, temos B > 0.
(b) O espagotempo nao é assintoticamente plano
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4.7 Desvio geodésico

Um aspecto do comportamento da relatividade geral tridimensional, apontado por Gid-
dings et al [64], é a predicao de que nao ha desvio geodésico das linhas-de-universo de
particulas de poeira. Isso é equivalente a dizer que mesmo que o espaco-tempo tenha
curvatura essa particulas nao sentem o campo gravitacional. Vamos investigar o mesmo
fenémeno em WIST.

Suponha como fonte do campo gravitacional um fluido perfeito. Nesse caso, o tensor
energia-momento do fluido é dado por

7% = (p + P)uu® — g*° P (4.35)

onde u® = u®(z) denota as componentes do campo de velocidades , p é a densidade de
energia e P é a pressao do fluido . Seja V* o "vetor desvio'"da congruéncia geodésica
determinada por u®. A equacao do desvio geodésico é dada por

D2 V)\

W R psuu’V? (4.36)

onde o operador % indica a derivada absoluta ao longo da congruéncia geodésica. Consi-
dere a curvatura em 3D na forma

1 R
R)\,uzm = g)\u<R,un - §gunR> - g,ul/(R)\n — Eg)\n) - g)\/@R;w + g,LmR/\u- (437)
Usando as equagoes de campo com o tensor momento-energia mencionado temos a acele-
racao do "vetor desvio geodésico"igual a

Rt VE = —kzh®, VIP

1
A |R* 9" PV, — éhaﬂqﬁggbﬁ\/“ + ¢ ugu V" — ' ¢ ugu, Ve

onde h*, = u“u, — 6%, é o tensor projecao no espaco bidimensional ortogonal a quadri-
velocidade u®. Portanto, se o campo de Weyl é constante e o fluido é livre de pressoes
(poeira) entdo nao ha desvio geodésico, ou seja aceleragoes relativas entre as particulas do
fluido, como deveria ser esperado da relatividade geral em 3D. Mas em WIST, o campo de
Weyl nao ¢é nulo e mesmo na auséncia de pressao as particulas experimentam um desvio
em relacao umas as outras, que nessas condicoes é causado unicamente pelo campo de

Weyl.

4.8 Modelos cosmolégicos

Um forte apelo da teoria WIST em (3+1)D é a possibilidade de evitar o problema da
singularidade inicial,o "big bang", através do mecanismo de "bouncing", sustentado pelo
campo escalar geométrico de Weyl [61]. Veremos que esse fenémeno observa-se em (2-+1)D
com solucoes elementares. Para isso vamos analisar alguns modelos na auséncia de maté-
ria, isto €, quando 7}, = 0. Primeiro vejamos como fica a condi¢ao para o aparecimento
de singularidades. Usando a equagao (4.13) podemos escrever

R,uu - )‘Qb,uqb,l/ (438)
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¢ = 0

com \ = 252—_1 A equacao acima é equivalente a equacao de campo de Einstein em que o
campo de Weyl ¢ produz a fonte de curvatura riemanniana. Pela condicao forte de energia,
a convergéncia de geodésicas ocorrera sempre que R, u’u” < 0. Através de (4.38), vemos
que isso implica em /\gé2 < 0, onde (;5 = ¢,ut e concluimos que havera singularidades
sempre que A < 0, e o campo escalar se comporta como qualquer campo e matéria com
densidade de energia positiva. Aqui, o campo escalar tem natureza geométrica e nao ha
nenhuma restricao sobre valores do parametro A\. Portanto, vamos nos ater ao caso em
que X > 0 e é facil ver que nesse caso temos a equacao de Einstein com um campo escalar
de energia negativa.

4.8.1 Solugao correspondente ao vazio

Tratando de modelos isotropicos e homogéneos, representados pelo elemento de linha
(4.8), integrando uma vez a equagao do campo escalar temos

a2 =C, com C constante. (4.39)
As equacoes de Einstein ficam
N
a k Ay
=z — == 4.40
(8) + 550 (4.40)
i (a\*, kX
2= = — =1 4.41
a * (a) N a? 2¢ (441)
Combinando (4.39) e (4.40), tomando k = —1 temos
2
2=1- (%) 4.42
i : (1.42)

onde ag = (’\TCQ)V2 é o limite minimo que o fator de escalar pode alcancar; portanto
esse modelo, como seu correspondente em (3+1)D [61] evita o problema da singularidade
inicial. A solucao é imediata por integracao de (4.42), o que da

a(t) = (a2 + )" (4.43)
e para o campo de Weyl
t
¢(t) = Carctan <a_) (4.44)
0

Nesse caso de dimensao reduzida a solugao é em termos de um solucao elementar mas
qualitativamente contem todas as caracteristicas do correspondente em (3+1)D. Considere
a evolucao do universo em retrospectiva, seguindo na dire¢ao de seu passado. Préximo
a esse valor ap, o universo estd em grande condensacao, o campo de Weyl é ativado
de acordo com (4.39), nesse caso <b ~ aal, e consequentemente a condensacao infinita,a
singularidade do big-bang, é evitada. O universo atinge assim seu valor minimo, acenando
assim para uma época anterior em colapso, tendo assim toda essa era de colapso infinito
para se tornar homogéneo e isotropico, evitando assim problema do horizonte. Note que
para tempos grandes o fator de escalar cresce com a ~ t, assim a configuracao geométrica
se torna riemanniana, pois ¢ — 0 na forma de um espaco plano de Mikowski (no sistema
de coordenadas de Milne, k = —1).
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4.8.2 Solugao na presenca de matéria, p £ 0

Na presenca de matéria as equagoes sao

)k 2y A2 (4.45)
a a2 e 277 '
. N
. Gy (4.46)
a 2
‘ 1 d
= Yziy = B g2
. dt(a o) /\Lme . (4.47)

Dessas equagoes deduzimos a equacao de conservacgao:

d a ~

L 9%+ P)— $(2p + L) = 0. (4.48)
dt a

Usando o formalismo de Ray (ver [63]) a densidade lagrangiana para um fluido perfeito é
L,, = p, e aqui p denota tanto energia de repouso quanto energia interna. Introduzindo

isso em (4.48), junto com a condi¢do barotropica, P = (v —1)p, podemos integrar e obter

Com essa expresséo, temos:
.\ 2
(a) + i W@ + §¢ (4.50)
d_ H3(’}/—1>C b )\-2

Para o caso plano, k& = 0, solugoes particulares do tipo "lei de poténcia"podem ser
encontradas fazendo

A(t) = Agt?, e ?0 = Pt (4.53)
com A2 — )
-7
= 4.54
P=17 227(2 =) (4.54)
2
= 4.55
=17 207(2 — ) (4.55)

1

) 2v(2=7)" )

Para o chamado "falso vacuo", ou seja v = 0, como tnica (ou dominante) forma de
b 7

matéria temos

and 2vp + ¢ = 2. A restricao sobre o parametro é \ # —

a(t) = apt™ e ? = Pyt (4.56)

Esse tipo de solugao apresenta inflacdo para A > 1/4 e aparece em modelos inflacionarios
de Brans-Dicke, conhecidos como inflagao por lei de poténcia [10].
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Conclusao

Apresentamos algumas relagoes entre geometria de Weyl integravel com a classe de
teoria teorias escalares-tensoriais e discutimos essas relacoes em detalhes para a teoria
de Brans-Dicke. Mostramos que a estrutura basica necessaria para a construcao de uma
teoria escalar-tensor geral, a saber, uma variedade diferenciavel M, um tensor métrico
guv € um campo escalar ¢, se encaixa perfeitamente numa geometria de Weyl integravel,
onde definimos o conceito de referenciais de Weyl, (M, g, ), relacionados através de
transformacoes de Weyl (ou de calibre conforme). Com isso fica evidente a estrutura
geométrica weyliana presente em teorias gravitacionais onde a interagao gravitacional é
devida ao tensor métrico e a um campo escalar. Mas especificamente, mostramos que, ao
realizar uma transformacao de Weyl na teoria de Brans-Dicke formulada no referencial de
Jordan, obtemos a versao do referencial de Einstein, a diferenca sendo somente no valor
do parametro no fator conforme que acopla com a matéria. Além disso mostramos que
o movimento geodésico é ditado pela conexao de Weyl. Portanto, o que é correntemente
entendido como "quinta forca"e que eventualmente violaria o principio de equivaléncia
fraco seria apenas uma interpretacao inadequada da geometria do espago-tempo.

Ainda explorando as relagoes entre geometria de Weyl e teoria escalar-tensorial, postu-
lamos o principio variacional de Palatini ao considerar o setor gravitacional de Brans-Dicke
e findamos por obter uma teoria gravitacional escalar-tensorial completamente geomé-
trica |[12|. Interessante por si é a versao dessa teoria no referencial de Riemann, tomando
a forma da relatividade geral minimamente acoplada com um campo escalar sem massa.
Verificamos que a teoria é compativel com os experimentos classicos da gravitacao e que o
limite obtido para o parametro w é superior, e nao inferior, como ocorre em Brans-Dicke.
No entanto, com o remanescente da transformacao de Weyl resta um parametro livre que
abre o ensejo de discutir o buraco de minhoca (—2 < w < —3/2) [11] e um contra-exemplo,
bastante conhecido, a conjectura de censura césmica, a singularidade nua para o maior
dominio desse parametro (0 < w < o0). No contexto cosmolégico, apresentamos ainda,
alguns resultados iniciais com respeito ao sistema dinamico de solucoes que tem como
tnico atrator a solugao de Milne, espaco vazio de curvatura negativa. Como continuagao
do estudo dessa teoria no contexto cosmologico, podemos introduzir um potencial para o
campo escalar e analisar o fendmeno de aceleracao da expansao do universo em diferentes
época, seja como inflacao ou energia escura. No contexto astrofisico, pretendemos averi-
guar se o colapso da matéria na presenca do campo escalar pode dar origem (através de
uma processo dindmico) a singularidade nua.

Apresentamos, no capitulo 4, uma versao em 3D da chamada teoria WIST, que é uma
teoria escalar-tensorial ambientada numa geometria de Weyl. Mostramos que essa teoria
satisfaz uma série de critérios de consisténcia, que a relatividade geral nessa dimensiona-
lidade falha em satisfazer [62].

Como continuacao do trabalho aqui iniciado pretendemos explorar a dualidade entre
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as solugoes exatas obtidas em WIST e as solugoes obtidas em BD, ja que essas teorias se
mostram relacionadas por uma transformacdo de Weyl, como foi indicado em [18].
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