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RESUMO

Nesta tese, reapresentamos uma teoria escalar tensorial geométrica, que ¢ uma versao da
gravitacao de Brans-Dicke formulada em um espaco-tempo de Weyl integravel. Com esta
teoria fazemos duas aplicacoes especificas. Uma delas para o estudo de um fenémeno,
que chamamos de transicao de fase geométrica, uma mudanga continua na estrutura ge-
ométrica do espago-tempo. Este fendmeno parece ocorrer quando o universo se expande
aceleradamente. A segunda aplicacao reside no estudo classico e quantico do compor-
tamento de um modelo de universo n-dimensional anisotropico. A motivacao para esta
investigacao é a busca de solugoes que exibem o compactacao dinamica das dimensoes

extras, que nao sao observadas.

Palavras-chave: Teoria escalar tensorial geométrica, Geometria de Weyl, Tran-

sicao de fase geométrica, Dimensoes extras, Compactacao dinamica.



ABSTRACT

In this thesis, we deal with a particular geometric scalar tensor theory, which is a version of
the Brans-Dicke gravitation, formulated in a Weyl integrable space-time. This formulation
is done using the Palatini’s variation procedure. The main point of our work is to perform
two particular applications of the geometrical Brans-Dicke theory. The first one is the
study of geometric fase transition phenomena, that’s related to a continuous change in
the space-time structure of the universe from a Riemann’s geometry to a Weyl’s geometry,
or in the inverse sense, from Weyl’s geometry to Riemann’s geometry. This phenomena
seems to take place when the universe starts to expand in a accelerated rate. The second
one is the investigation of classical and quantum behaviour of a anisotropic n-dimensional
universe . To find solutions that display the dynamical compactification of non observed

extra dimensions is the main motivation to study such universe.

keywords: Geometric scalar tensor theory, Weyl geometry, Cosmology, Ge-

ometrical phase transition, Extra dimensions, Dynamical compactification.



CAPITULO 1

Introducio

Em Fisica, a palavra cosmologia refere-se a uma ciéncia cujo objetivo “é o estudo
do universo como um todo: sua evolugao, sua histéria, sua composi¢ao”, [1|. E este ramo

cientifico que explica a formacao das estruturas como as galéxias, as estrelas e os planetas.

Os cosmologos realizam seus estudos partindo da utilizagao de modelos para
representar o universo. Uma hipotese, baseada na observacao e fundamental na cons-
trucao destes modelos, o principio cosmoldgico, afirma que o universo em grande escala é

homogéneo e isotropico.

Outro ingrediente imprescindivel na representacao mateméatica do universo é
a escolha da lei de gravitagao. Canonicamente, os modelos em cosmologia adotam como
teoria gravitacional a Relatividade Geral, que foi desenvolvida por Albert Einstein em
1915. Nesta teoria, a interacao gravitacional é entendida como uma manifestacao da
dinamica do espago-tempo, revelando portanto, a importancia da geometria na gravitacao.
A grande questao é que a cosmologia, nestes moldes, vem encontrando limitacoes ou
dificuldades em explicar determinadas questoes. Dentre estas, podemos citar os pro-
blemas de singularidades iniciais no universo [2,3| e os problemas relativos a fase de

aceleragao cosmica atual [4,5].

Dessa forma, teorias alternativas de gravitacdo tém sido estudadas [6] e apli-
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cadas em cosmologia. Dentre essas teorias existem aquelas que utilizam a forma da acao
da Einstein-Hilbert, mas sao ambientadas em geometrias nao-riemannianas, como por
exemplo a Relatividade Geral formulada em geometria de Weyl [7]. Como também ha
formulagoes que mantém a estrutura geométrica riemanniana, mas que possuem agoes
distintas da Relatividade Geral. As teorias escalares-tensoriais exemplificam bem esta

classe.

As teorias escalares-tensoriais tem uma vantagem em relacdo a Relatividade
Geral (RG), pois enquanto que para tratarmos de cenarios inflacionarios usando a RG de-
vemos acrescentar um campo escalar para gerar inflacao [8] , as teorias escalares tensoriais

ja possuem em sua constru¢io este campo escalar [9].

Outras teorias alternativas podem ser formadas tanto utilizando acoes diferen-
tes da teoria de Einstein quanto utilizando geometrias nao-riemannianas. Para confeccio-
nar tais modelos, os fisicos dispéem de uma ferramenta muito 1til, o método variacional
de Palatini, que permite que cada agao esteja relacionada a um tipo especifico de geome-

tria [10,11].

Ao aplicarmos o principio de Palatini em teorias escalares tensoriais, damos
luz as formulacoes distintas da gravitacao, ambientadas em um espaco-tempo de Weyl

integravel. Estas sao as chamadas teorias escalares-tensoriais geométricas [12].

As geometrias de Weyl foram primeiramente propostas em 1918 |13] como parte
essencial de uma nova teoria da gravitacao. Esta teoria tinha o objetivo de estabelecer
uma geometrizacao tanto para a gravitacao quanto para eletromagnetismo. Contudo,
seu modelo de gravitacao nao triunfou devido as sérias criticas levantadas por Einstein.
Embora a teoria de Weyl tenha sucumbido, sua geometria reaparece como palco para

muitas pesquisas fisicas que vao desde a mecéanica quantica as teorias de campos [14,15].

Em cosmologia, as geometrias de Weyl sao aplicadas em cenarios distintos.
Por serem possiveis candidatas a explicar a aceleragdo do universo [16], muito se tem
pesquisado sobre suas contribui¢oes nas teorias de universos inflacionarios [17, 18], bem

como na busca de solu¢oes compativeis com as observagoes da expansao acelerada [19,20].

Assim, as teorias-escalares tensoriais geométricas se tornam interessantes para
aplicagoes em cosmologia, uma vez que dao uma natureza geométrica para o campo esca-
lar. Neste trabalho aplicamos uma destas teorias, o modelo de Brans-Dicke geométrico,

para estudar o universo em aspectos classicos e quanticos.
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Especificamente estudamos dois problemas: a transicao de fase geométrica,
que é o resultado de nosso artigo [21], e o problema do universo anisotropico com di-
mensoes extras [22]|. Para este fim organizamos esta tese em seis capitulos. No capitulo
1, revisamos alguns pontos sobre a geometria de Riemann e a geometria de Weyl. No
capitulo 2, discutimos sobre as teorias escalares tensoriais, que motivam nosso estudo.
No capitulo 3, apresentamos as teorias escalares tensoriais geométricas. No capitulo 4,
discutimos sobre as transi¢coes geométricas, um fendmeno peculiar presente em nossa te-
oria de gravitacao. No capitulo 5, encontramos a versao das teorias escalares geométricas
para uma variedade n-dimensional, e aplicamos esta extensao para estudar a compactacao
dinamica das dimensoes extras de um universo anisotropico. No capitulo 6, exibimos uma
andlise deste fendmeno em um universo em escala "microscopica', utilizamos para isso
a abordagem de Cosmologia Quantica, revisando seus principais aspectos. Finalmente,
escrevemos uma secao onde apontamos algumas consideragoes importantes sobre a nossa

pesquisa.



CAPITULO 2

Geometria de Weyl

Neste capitulo estudamos a geometria desenvolvida por Weyl comecando com
uma revisdo das principais estruturas da geometria riemanniana, nos guiando por [23] e
pelas referéncias contidas no capitulo. Em seguida, abordamos a geometria de Weyl em
suas duas formas: nao integravel e integravel. Por fim, mostramos a teoria da gravitagao

elaborada por Weyl e a objecao de Einstein a esta formulacao.

2.1 Elementos de Geometria Riemanniana

2.1.1 Variedade diferenciavel

Em relatividade geral, trabalhamos com o espaco-tempo, e o modelo matemé-
tico que utilizamos vem da geometria. Modelamos o espaco-tempo como uma variedade
diferenciavel. Uma variedade diferenciével n-dimensional é um espago continuo que, lo-

calmente, se assemelha ao R".

Sobre uma variedade M definimos objetos mateméticos como fungoes, vetores e
tensores. Uma funcao real f em M é uma atribuicao que associa a cada ponto P de M, um
nimero real f(P). Um vetor Vp é um operador definido sobre um ponto P da variedade,

que atua sobre fun¢oes. O conjunto de todos os vetores definidos em P formam o espaco
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tangente em P, TpM. O espaco dual ao espago tangente Tpr M é o espaco cotangente,
THM. Nele temos os co-vetores ou 1-formas. Temos ainda espagos formados pelo produto
tensorial sucessivo de m espagos T, M com n espagos T; M, os elementos pertencentes a
esse conjuntos sao chamados tensores do tipo (m,n). Na variedade ainda podemos definir
campos de vetores, campos de 1-formas e campos de tensores. Os campos de vetores é
denotado por T'M, o campo de 1-formas é denotado por T*M e o campo de tensores do

tipo (m,n) é denotado por 7" (M).

2.1.2 Conexao

Em uma variedade M nao podemos comparar vetores em pontos distintos, pois
sao pertencentes a espagos vetoriais diferentes. Para fazermos isso precisamos de uma re-
gra para mover vetores na variedade e colocé-los no mesmo espaco vetorial. Normalmente,

dotamos a variedade de uma conexao e assim uma comparacao pode ser estabelecida.

Definicao : Uma conexao afim, em uma variedade M, ¢ uma aplicacao V :

T(M) x T(M) — T (M), indicado por (X,Y) — VxY e que satisfaz as propriedades:

G)fo+gyU = vaU +gVyU,
DV (U+V)=VxU + VyV, (2.1)

Vv (fU) = VIfIU + fVyU.

A quantidade VxY é chamada derivada covariante do campo vetorial Y com

respeito a direcao de X.

Dada uma base {E1, Es.., E, } para T(M), podemos calcular a derivada cova-

riante de um vetor da base com respeito a outro, pela expressao
Vi, E; =T} E;. (2.2)
O termo Ffj corresponde as componentes da conexao em uma dada base. Esco-
lhendo uma base de coordenadas {0;}, temos a representacao para a derivada covariante
VyX = Vyip, (X70;) = Y (0,X7 + T, X*) 0;. (2.3)

As componentes, 9; X7 + T, X* da derivada covariante sio utilizadas nos livros de calculo

tensorial como defini¢ao de derivada covariante [24].
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Através da conexao podemos construir o transporte paralelo da seguinte forma:
Seja uma curva () na variedade M e V() o campo de vetores tangentes associado a esta
curva. Entao, um campo vetorial U é transportado paralelamente se satisfaz a condicao

de que VyU = 0 ao longo da curva.

E usual definir o transporte paralelo através de um operador £ como

X
D
—U =VyU 2.4
dX . (24)
ou ainda podemos escrever .
Dyt u (2.5)
dx~ — dx T '
onde Cé—”i\i sao as componentes do vetor tangente V(A) em um sistema de coordenadas.

Reescrevendo a equacao anterior em termos de suas componentes, obtemos:

iUk+I"?d_xi

— bU7 =0, (2.6)

A solucao da equacado acima, para cada componente k, determina o campo
vetorial U(\) transportado paralelamente. Dado um vetor definido em um ponto P da
curva, o transporte paralelo deste ocorre de maneira tnica, devido as condigoes iniciais

necessarias para resolver as equacoes diferenciais relativas a cada componente.

Com o auxilio do transporte paralelo podemos definir geodésicas afins, que sao
importantes em gravitacao, pois estao relacionadas com as trajetorias dos raios de luz
em um espago-curvo. Seguindo [25], definimos a aceleragdo de uma curva e em seguida a

geodésica afim.

Definigao: Uma aceleragdo de uma curva a(A) em M, é dada por V/V, onde

V(A) € o vetor tangente & curva.

Definicao: Uma geodésica afim, em uma variedade diferenciavel é uma curva

com aceleracao nula, ou seja, uma curva que satisfaz Vy V' = 0.

~ . . m
Usando uma representacao em um sistema de coordenadas, sejam ddi)\ as com-

ponentes do vetor tangente V. Entao, a defini¢do de geodésica afim é expressa por
Par, da® da
_|_ =
X2 P dX dA

(2.7)

A definicao de derivada covariante bem como o transporte paralelo podem ser
estendidos para tensores, usando a regra de Leibniz para cada componente de maneira

adequada.
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2.1.3 Meétrica

Um dos objetos fundamentais da geometria é a métrica. Ela nos permite

realizar as medidas de comprimentos, de areas e também de angulos na variedade.

Formalmente, definimos uma métrica como um campo tensorial do tipo 73 (M).
Em outras palavras, uma métrica é uma aplicacao bilinear g que atua em T,M x T,M

cuja imagem pertence aos reais.

Dado uma base {Ey, Es, .., E,}, as componentes da métrica sao
g(Ea, E@) == gaﬁ' (28)

Com o auxilio das componentes de g, podemos calcular a area associada a dois

vetores U e V, em um determinado ponto P da variedade, por

g(U, V) = g(E,, Eg)UV? = gosUV7. (2.9)

Sejam dois pontos P e @, em M, infinitesimalmente proximos, e sejam z(P)
as coordenadas do ponto P e z%(Q)) as coordenadas do ponto ). O vetor distancia, U,
entre os pontos P e (), dado por U = Az“0,, pode nos fornecer por meio da métrica o

elemento de distancia infinitesimal,

ds? = g(Ax%0n, A2P05) = gapAr*Ax’. (2.10)

Observamos que esta expressao retoma a forma conhecida dos livros de rela-
tividade geral. A métrica é uma estrutura que nos permite fazer uma distin¢ao entre as
geometrias. Por exemplo, uma variedade M de dimensdo 4, cuja métrica é g, = dag,
caracteriza uma geometria Euclidiana. Por outro lado, uma variedade M em quadridimen-

sional cuja métrica é g,3 = diag(1,—1, —1, —1), caracteriza uma geometria Lorentziana.

Destacamos dois tipos bésicos de geometrias: as geometrias riemannianas, que
sao extensoes das geometrias euclidianas, e as geometrias semi-riemannianas, que sao

extensoes das geometrias de Lorentz.

Definicao: Uma variedade é riemanniana se possuir uma métrica simétrica

positiva definida, ou seja, dado dois vetores X,Y € T(M) as condigoes:

i) g(X,Y) = g(Y, X);
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ii) g(X, X) > 0, devem ser satisfeitas.

Esse tipo de métrica é muito comum em fisica, por exemplo quando resolvemos
problemas de mecanica analitica [28]. Mas em gravitagao, as métricas utilizadas sao semi-

riemannianas.

Definicao: Uma variedade é semi-riemanniana se possuir uma métrica simé-

trica e nao degenerada.

A condicao de ser nao degenerada significa que a métrica é inversivel. Nestas
geometrias, temos trés tipos de vetores: tipo nulo, g(X, X) = 0, tipo tempo, g(X, X) > 0,
tipo espago, g(X, X) < 0.

Um conceito que construimos com o auxilio da métrica é o de tempo proprio.
Este ¢ o intervalo de tempo medido ao longo de uma curva do tipo-tempo !, cujo vetor

tangente é U(A). Esse intervalo temporal, A7, é medido pela expressao
A1
AT = Vg(UN),U(N))dA. (2.11)
Ao

Implicitamente esta equacao nos informa que o tempo medido nao é influenci-

ado pela aceleracdo da particula. Esta ideia é chamada hipotese do relogio [26].

Também com o auxilio da métrica e de suas derivadas podemos, em geometria
semi-riemanniana, construir uma conexao muito particular, fundamental para os calculos
em relatividade geral, Esta conexdo é dada pelo teorema de Levi-Civita [27], [29], que tém

como pré-requisito as definicoes de compatibilidade e de simetria de uma conexao.

Definicao: Uma conexao V em uma variedade semi-riemanniana M é compa-

tivel com a métrica se e somente se
V g(UW)] = g(VvU W)+ g(U VW), (2.12)

onde U, V, W sao campos vetoriais definidos na variedade.

Esta definicao nos informa que o produto escalar entre dois vetores U e W
é preservado por um transporte paralelo, na direcao do campo V. Simplificadamente,
pode-se mostrar que a condicao de compatibilidade da métrica é equivalente & condicao

Vv g = 0 que usualmente é escrita como V,g,, = 0.

Tsso assegura que AT seja positivo.
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Definicao: Uma conexao afim V em uma variedade semi-riemanniana M é

dita simétrica se satisfaz a relacao
V,U] =VyU — ViV, (2.13)

para U,V € TM.

Usando um sistemas de coordenadas, a condi¢ao de simetria pode ser expressa
por I', = I'},. Uma vez entendido esses conceitos, podemos enunciar o teorema que

determina a conexao em questao.

Teorema de Levi-Civita: Em uma variedade semi-riemanniana M, existe
uma tdnica conexao que é ao mesmo tempo compativel e simétrica. Esta conexao é cha-

mada de conexdo de Levi-Civita.

Para determinarmos a forma da conexao de Levi-Civita, podemos usar a equa-
¢ao Vo9, = 0, junto com a condi¢ao de simetria. Determinamos, com um pouco de

manipulacao, que a conexao tem a forma
«@ 1 aX
L = 29 (0ugor + Ougrp — OnGn) - (2.14)

Notamos que esta ¢ uma extensao da conexao usada em geometria de curvas de superfi-
cies?.

Ainda com o auxilio da métrica e com a conexao de Levi-Civita, podemos
definir as geodésicas métricas, que sao as curvas seguidas pelas particulas massivas quando

estao somente sob a influéncia do campo gravitacional.

Definigao: Uma curva a()\), que liga dois pontos P e ) de uma variedade

M, é uma geodésica métrica se seu comprimento dado por
Q
5= / @), &())dA (2.15)
P
for estacionario, isto é, 6s = 0.

As equagoes que as geodésicas métricas satisfazem, provenientes da nossa de-

finicdo, tem a seguinte forma

Pt 8
o S g
e + 2% 3" (2.16)

2Fazemos um céalculo semelhante com mais detalhes na secio 1.3.1.
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Escolhendo uma reparametrizagao adequada, A = s, as equagoes tomam a forma

d?xt

ds?

+Th i =0, (2.17)

Notamos que as equagoes (2.7) e (2.17) sao a mesma equagao. Isto reflete o fato

de que em geometria semi-riemanniana geodésicas métricas e geodésicas afins coincidem.

2.1.4 Curvatura

Além da métrica e da conexao, outro objeto muito importante em geometria

e em gravitacao é a curvatura.

Definigao: A curvatura R de uma variedade diferenciavel M é uma aplicagao
que associa a cada par de vetores (X,Y) € T(M)xT (M) um operador R(X,Y) : T(M) —
T (M) dado por:

R(X,Y)Z =VxVyZ — VyVxZ — Vixy Z. (2.18)

Desta defini¢ao temos trés propriedades que destacamos a seguir:

i) A curvatura é uma aplicacao bilinear em T (M) x T(M), ou seja, dados

XY, Z € T(M) e f, fungao definida na variedade, temos que

R(fX+Y,Z) = fR(X,Z) + R(Y, Z) (2.19)

i1) Para todo par de vetores (X,Y) € T(M) x T(M), o operador R(X,Y) é
linear, ou seja, dado Z, W € T'(M), temos:

RX,Y)[Z+W]=R(X,Y)Z + R(X,Y)W. (2.20)

i11) O operador ¢ anti-simétrico

R(X,Y) = —R(Y, X). (2.21)

Exibindo o tensor R em uma base {E;}, temos a expressao
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Podemos reescrever o tensor R em termos da conexao Fék, para isto represen-

tamos o tensor de curvatura em termos de suas componentes numa dada base FE;,
R(E;, E;)Ey, = R}, E,, (2.23)
utilizamos a identidade

Ve Ve Ey =Vl E =T, B+ T ThE,, (2.24)

gki
e o comutador [E;, E;] = ijEl, chegamos facilmente na expressao

! ! ! ! ! !
Rk =1 B — Ty By + ijFfZEp -, hE, - CiijmEp. (2.25)
Desta maneira as componentes do tensor de Riemann em uma base de coor-

denadas, {0, }, assumem a seguinte forma conhecida:

o R nle} a o 0 a
uBy T T By F;w,/n’ + Fpuyvrﬂu o Fpﬂrﬁu' (2.26)

Quando estamos no espaco euclidiano verificamos que o tensor de Riemann é
zero, e a curvatura é nula. Este fato nos da a informacao de que o espaco é plano. Uma
interpretacao geométrica mais interessante da curvatura vem quando analisamos o desvio

geodésico, como em [30].

2.1.5 Desvio geodésico

Consideremos uma congruéncia de geodésicas, (s, t), tal que para cada s real,
vs(t) representa uma geodésica parametrizada em ¢, e para cada t real, a curva y(s)

representa uma geodésica parametrizada em s.

Vamos examinar as curvas vs(f). Admitimos que elas estejam inicialmente em
paralelo e que compoem uma subvariedade bidimensional. Sejam z#(74(t)) as componen-
tes da geodésica em questao. Podemos distinguir dois campos de vetores tangentes: T', o
campo vetores tangentes a curva ,(t), e S, o campo de vetores tangentes a curva v.(s).
Em um sistema de coordenadas cartesiano as componentes de T e de S sao respectiva-
mente

Ox _ Oxt

=" ge

o - (2.27)



2.2 Geometria de Weyl 14

O campo de vetores S nos da uma distancia relativa entre as geodésicas s(t)

e Vs1os(t). A velocidade relativa de afastamento é obtida por

1% — V7S, (2.28)

T dh

De maneira analoga podemos definir a aceleracao relativa A de afastamento
por
DV

Utilizando a equagao (2.18), e lembrando o fato de que [0,,0,] = 0, e ainda que VT =

V1S, podemos rescrever a aceleracao relativa como
A=VqV =VyVpS =VrVsT = R(T, ST, (2.30)

uma vez que V71 = 0, por construcao.

Verificamos assim que o paralelismo entre essas curvas s6 ¢ mantido quando
a aceleracao relativa entre elas ¢ nula, ou seja, se R(T,S) = 0. Isto é caracteristico de
espacos flat. Em espagos curvos nao esperamos que isso ocorra, pois geralmente ha uma

aceleracao relativa entre as geodésicas.

2.2 Geometria de Weyl

Uma vez que lembramos dos conceitos de conexao, de métrica e de curvatura,

vamos tratar da geometria estabelecida por H. Weyl.

Em geometria riemanniana, a conexao de Levi-Civita preserva o comprimento
de um vetor transportado paralelamente, porém nao ha garantias de que sua direcao

permaneca a mesma nesta operagéo.

Para desenvolvermos uma intui¢ao sobre geometrias de Weyl, discutimos a
seguinte ilustracao. Imaginemos uma superficie esférica S. Nela tracamos uma geodésica,
v, que corta os dois polos da superficie, ou seja, um grande circulo da esfera. Um vetor
V' que esteja em um dos polos, ao ser transportado paralelamente ao longo desta curva,
ap6s uma volta, ao passar pelo seu ponto de origem este vetor tera sua direcao diferente

da direcao inicial. Esse é um fato conhecido da geometria de superficies.

Na geometria de Weyl, abandonamos a preservagao do comprimento do vetores

transportados paralelamente. Assim tanto a direcdo quanto o comprimento de um vetor
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devem mudar devido ao transporte. Segundo Weyl que a variacao das componentes e
do comprimento, L, de um vetor V transportados paralelamente em uma variedade M

fossem da seguinte forma,

A
AV =T$5da*V7, (2.31)
Ta 5 o

dL = L;dm , (2.32)
onde representamos por V¢ as componentes do vetor V. Notamos a presenca de um
novo termo o,, que altera o comprimento do vetor, como se fosse uma conexao para o

comprimento [31]. De maneira a incorporar esta ideia, definimos a geometria de Weyl de

acordo com [32].

Definicao: Uma variedade de Weyl, é uma variedade diferenciavel, M, dotada
de trés objetos: uma conexao afim, V, uma métrica g e um campo de 1-forma o, chamado

de campo de Weyl. Obedecendo a duas condicoes:
i) A métrica é simétrica.
i) Dados trés campos de vetores V, U, W, pertencentes a T'(M), entao a con-

dicao de compatibilidade de Weyl é satisfeita, isto é,
ou simplificadamente®, por

V(g(UW))=0a(V)g(U W). (2.34)

Escolhendo uma base de coordenadas, podemos reescrever a condicao de Weyl

da forma V,g,, = 049, como muitos vezes ela é usada na literatura.
Para entendermos o efeito do campo de Weyl na mudanca de comprimento,

vamos ilustrar as propriedades do transporte paralelo.

Proposicao : Seja M uma variedade diferencial de Weyl, com uma métrica
g e um campo de uma forma o. Entdo, o comprimento de um vetor U transportado

paralelamente ao longo de um curva a()\), se modifica segundo a condigao

Vyng(U,U) =a(V(A)g(U,U), (2.35)

3Essa versao de definigdo segue a ideia de |33].
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onde V'(\) é o campo vetorial tangente a curva.

Esta condigdo nada mais é do que aplicacao de (2.34), que pode ser facilmente

reescrita na forma

dL = L%dxa, (2.36)

resgatando a equacdo (2.32), que nos informa como se d4 a variagdo com comprimento do

vetor U na curva.

2.2.1 Conexao de Weyl

Em geometrica riemanniana o teorema de Levi-Civita garante a existéncia
de uma conexao especial dada em termos da métrica e de suas derivadas. No caso da
geometria de Weyl, também existe uma conexao especial garantida pelo teorema de Levi-

Civita estendido.

Teorema de Levi-Civita estendido : Seja uma variedade diferenciavel M,
com uma conexao afim V, uma métrica g e um campo de 1-forma o definidos em M.
Existe uma tnica conexao afim V, tal que seja simétrica, e que obedeca a condicao de

compatibilidade de Weyl.

Para demonstrar esse teorema de maneira simplificada, adotamos um sistema
de coordenadas e reescrevemos a condicao de compatibilidade. Somamos a equagao de

compatibilidade da seguinte forma

vag,uz/ + Vz/gau - v‘ugya = (237)
aag,uz/ + augau - augua - 2F,)/\agAu == (238)
Uaguu + ngau - ngua- (239)

Como a conexao é simétrica alguns termos sao eliminados, e apdés uma manipulacao,

exibimos a conexao de Weyl em um sistema de coordenadas, como sendo dada por

1
Fgu = {gz/} - §gﬁﬂ (Uag#V + Ovgan — ngav) . (240)

Esta ¢ a conexao de Weyl, que ¢ determinada nao s6 pela métrica, mas também pelo

campo de Weyl o.
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2.2.2 Transformacoes de calibre

Podemos identificar uma simetria na equacao de compatibilidade de Weyl, ao

fazermos as seguintes transformagoes nos campos

9, (2.41)
og=o+df. (2.42)

Essas transformacoes sao denominadas transformacoes de Weyl, e recalibram
os campos métrico e de Weyl. A transformacao na métrica é do tipo conforme, e a trans-
formacao do campo escalar ¢ uma transformacao de compensacao, isto é, ela compensa a

mudanga na métrica [34].

Uma variedade de Weyl, M, é caracterizada pela métrica, g, e pelo campo
de Weyl, 0. A uma triplice (M, g,0), se dd& o nome de um referencial de Weyl. Ao
fazermos uma transformacao de Weyl mudamos de um referencial (M, g, o) para um refe-
rencial (M, g, ), por este motivo estas transformacoes sio interpretadas como mudancas

de referenciais ou de frames.

Em cada referencial temos uma métrica diferente, o comprimento de um vetor
muda conforme mudamos de referencial. Em geral, as medidas de area e de volume

também dependem do referencial em que foram feitas.

Porém, temos em Weyl alguns objetos geométricos que revelam ser invariantes
por essas transformacoes. A conexao é um exemplo. Se estivermos em um referencial
(M,g,5) a equagio de compatibilidade é V,g,, = Gagu, entao encontrarfamos uma
conexdo em coordenadas ['? . Porém, ao aplicarmos as transformacoes de Weyl notamos

que I, =T? & a conexao em um referencial (M, g, o).

Uma consequéncia importante da conexao ser invariante ¢ percebida ao estu-

darmos as geodésicas afins. Observemos uma geodésica afim,

ViV =0, (2.43)

Por uma mudanca de referencial, nao alteramos a estrutura da curva, pois

V = V. Assim, as geodésicas afins sdo invariantes por transformacoes de Weyl.

Se estas geodésicas sao invariantes, quando mudamos de referencial, o que po-

demos dizer do desvio geodésico, ou seja, dada duas geodésicas, o desvio de uma curva em
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relacao a outra sofre influéncia da transformacao de referenciais? Pela intuicao podemos
dizer que a resposta ¢ negativa. Mas para uma resposta concreta devemos examinar o

tensor de Riemman.

Definimos o tensor de Riemman para a variedade de Weyl, como o tensor de
Riemann construido com as conexoes de Weyl. Em uma base coordenada d,, ele ¢ dado
por

Raox = Thyn = Uy + 1,170 — Tal%, (2.44)

Uma vez que a conexao ¢ um invariante de Weyl, fica evidente da equacgao acima que, o
tensor de Riemmann para uma variedade de Weyl, é também invariante. Isso significa
que todos os referenciais de Weyl, experimentam a mesma curvatura! Embora o escalar

de curvatura para cada um dos referenciais nao seja 0 mesmo, mas Rj , ¢ o mesmo.

Assim como a conexao pode ser escrita de maneira que separamos a contribui-
cao da métrica da contribuicao do campo de Weyl, o tensor de Riemann pode ser escrito
como a soma de contribuicoes riemannianas mais as contribuicoes devido ao campo de
Weyl. Para fazer isso utilizamos a notagao Wg = —%(avég + 0505 — gpy0®), que nos

permite escrever:

RS\ = R, + V W5 — VaWg, + W Wi, — W Wi, (2.45)

onde denotamos por V a derivada covariante com conexao riemanniana. Desta expressao
percebemos que R}, = —Rj, . Esta anti-simetria se reflete no tensor de Ricci, que dado

explicitamente em termos do campo de Weyl é
D l /e = = @ 1 @
Rﬁ)\ :RBA_Fﬁ)\_ 5 (VgaAJrVangngaa ) — 5(0'5(7)\—.95)\0'(10' ), (246)

onde Fy = g0y — 0r03. Na equacao do tensor de Ricci acima, vemos explicitamente que

a anti-simetria estd ligada ao termo Fjy, chamado tensor de curvatura do comprimento.*

2.3  Weyl integravel

Para entendermos melhor o efeito geométrico do tensor Fjy, vamos considerar

uma curva fechada a(\). Seja V um vetor transportado paralelamente a esta curva.

10 calculo cuidadoso do tensor de Ricci em termos do campo de Weyl, pode ser encontrado em [35].

Aqui, somente nos interessa explicitar o tensor Fjy.
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Entao, a variacao de comprimento ao longo da curva é, como ja vimos,

L
dL = §aada:". (2.47)

Esta equacao pode ser integrada, e assim obtemos o comprimento apos do vetor V ser

transportado em uma curva fechada

L = Lyexp (}{ %dwa) . (2.48)

onde Ly é o comprimento inicial. Utilizando o teorema de Stokes, temos que
1 i 5
L = Lyexp( ; §F#,,dm Adz”). (2.49)

Este teorema é aplicavel uma vez que consideramos a regiao, S, envolta pela curva fechada
a(\), simplesmente conexa. Essas equac¢oes nos permitem entender como o comprimento
¢ influenciado pela presenca do campo F),,, responséavel pela "curvatura"do comprimento,

do vetor V, ap6s um ciclo. Isso justifica o nome dado ao tensor Fp,.

Esse estranho efeito previsto pela geometria de Weyl foi o motivo que levou
Einstein questionar a validade da teoria. Quando estamos na situacao particular em que
o = d¢, onde ¢ é um campo escalar definido na variedade, a curvatura do comprimento

é nula, entao, contornamos o problema, pois o comprimento nao muda, L = L.

Essa escolha para a forma do campo de Weyl, caracteriza uma geometria de

Weyl Integravel. Nesta geometria os referenciais sdo representados por (M, g, ¢).

As transformagoes de Weyl tem a seguinte forma

g=¢ely, (2.50)
o=0¢+ /. (2.51)
Fazendo a transformacao de Weyl usando f = —¢, chegamos em um referencial

muito particular, (M, = e~?g,0), em que o campo de Weyl, ¢, é nulo. Este referencial
0.

possui uma caracteristica riemanniana, uma vez que VoG, =

Nesse referencial podemo citar mais exemplos de objetos geométricos invari-
antes por transformacoes de Weyl, a comecar pela métrica 7. Vemos facilmente essa
invariancia,

e 5 =7. (2.52)
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Com o auxilio desta métrica podemos construir o comprimento invariante de
Weyl, como o comprimento de uma curva que liga dois pontos, P e () nesta variedade,

dado pela expressao

Q 1/2
s = / (Vi )2 d. (2.53)

P

Esse elemento de linha além de incorporar o principio da covariancia geral, uma vez
que pode ser escrito de maneira independente de coordenadas, ele também incorpora a

simetria de calibre presente nas transformacgoes de Weyl.

De maneira semelhante, definimos o tempo préprio invariante, como o tempo
medido por um relogio que experimenta uma curva do tipo-tempo. O intervalo de tempo
proprio é dado por

@ 1/2 ? s 1/2
AT = / (Vi )2 dX = / €% (guati ) d. (2.54)
P P
este ¢ o tempo proprio invariante de Weyl. Ele é o intervalo de tempo medido por qualquer

referencial de Weyl.

O ponto importante nestas novas defini¢oes, tanto do tempo proprio quanto do
comprimento de arco, é que a métrica e o campo escalar de Weyl participam da medida.
Minimizando (2.53) deduzimos as equacoes para as geodésicas métricas de Weyl, dadas

por
d*z* o dzt dx”

e U an
onde, I'%, = 37*% (0, Vs + OvYpu — O7Vu), que € a conexdo de Weyl. Dessa forma em

0, (2.55)

Weyl integravel as geodésicas métricas coincidem com as geodésicas afins de Weyl!

De maneira geral, podemos encontrar outros objetos invariantes por trans-
formacoes de Weyl desde que sejam construidos somente com a métrica invariante de

Weyl v, como por exemplo é a expressao para a forma do r-volume invariante de Weyl,

O = /—vdz' Nda®... A da".

2.3.1 A objecao de Einstein

Uma vez que discutimos os pontos centrais necessarios para o entendimento
da geometria de Weyl integravel e nao-integravel, vamos discutir agora em que contexto

essa geometria foi elaborada.

Weyl desenvolveu uma nova teoria da gravitagao, que estendia a geometrizacao
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das interagoes da natureza. Enquanto que a relatividade geral propoe um modelo geo-
métrico para a interagao gravitacional, a teoria de Weyl geometrizava tanto a gravitagao

quando o eletromagnetismo [36] .

A acdo deste modelo é dada por:

S = / V=g (R? + \F,,,F") da*. (2.56)
Onde F),, ¢ o campo eletromagnético geométrico, que é exatamente o que neste capitulo

chamamos de curvatura do comprimento, ou seja, F,, = d,0, — 0,0,, onde o é o campo

vetorial de Weyl.

Esta acao é proposta seguindo o principio de que todos os termos nela presentes
devem ser invariantes por transformacoes de Weyl. Podemos notar que cada termo da

acao é invariante pois,

F,, Fry/—g = F,,F"\/=3, (2.57)
R*\/—g = R*\/=3. (2.58)

A teoria de Weyl nao conseguiu progredir devido & uma forte critica levantada
por Einstein, que passamos a discutir. Por simplicidade supomos que o campo de Weyl s6
possua a componente temporal g, e que esta dependa somente do raio, o = (0¢(r), 0, 0,0).
Seja um relogio pontual, Ry, fixado em um ponto P da variedade. Dessa maneira o tempo

proprio, utilizando (2.48) temos que

Tr, = Toexp(ao(t — to)), (2.59)

onde 7y é o tempo relativo um "tic-tac"do relogio, ou seja, 1y corresponde a duracao de
um ciclo fundamental, por meio do qual o relégio mede o tempo. Pela expressao do tempo
proprio acima, a duracao de um "tic-tac"muda simplesmente pela influéncia do campo de

Weyl.

Ao considerarmos este efeito sentido em relogios atémicos, ou seja, tomando

Ry como um relogio atémico, podemos definir uma frequéncia de oscilagao fundamental
w = wo exp(—ao(t — to)), (2.60)

que se modifica a medida em que o tempo passa. Dessa forma também as linhas espec-
trais, relativas ao elemento de que é composto o relégio atomico, ficariam indefinidas,

contrariando as evidencias experimentais conhecidas.
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Esse fenomeno é chamado segundo efeito do relogio. Este efeito esta ligado
a uma impossibilidade de sincronizagao entre reldgios idénticos devido a acao do campo

gravitacional.

2.3.2 Objecao a objecao de Einstein

Embora a objecao de Einstein tenha derrubado a teoria de Weyl, exitem alguns

questionamentos sobre os argumentos usados:

i) O tempo proprio utilizado por Einstein em sua critica é o mesmo usado em
relatividade geral. Entretanto, como vimos, em uma geometria diferente, a expressao do
tempo proprio adquire outra forma. No caso de Weyl integravel, por exemplo, o tempo
proprio passa a depender do campo de Weyl. Assim, a expressao do tempo proprio em
Weyl nao-integravel deve depender da métrica e do campo o, de maneira a contemplar a

invariancia de Weyl [37].

i1) O uso da mecénica quantica para investigar o comportamento das linhas
espectrais sobre efeito do campo de Weyl parece ser mais adequado, do que usar sim-
plesmente argumentos classicos [13]. Embora alguns estudos ja tenham sido feito nessa

linha [38], parece haver um certo desfavorecimento a geometria de Weyl nao integravel [39].

Embora existam esses questionamentos a cerca da teoria da gravitacao de Weyl
destacamos duas contribuicoes desta teoria. Na fisica foi principalmente na importante na
estruturacao das teorias de Gauge, que servem para descrever as interacoes fundamentais
[40]. Na matemaética, a contribuicdo de Weyl, se deve a estabelecer uma nova classe de

geometrias.

No capitulo seguinte abordaremos uma classe de teorias da gravitacao e dis-
cutiremos as teorias escalares tensoriais formuladas em uma geometria riemanniana. So-
mente no capitulo 3, estabelecemos um relacao entre teorias de Weyl e as teorias escalares

tensoriais.
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CAPITULO 3

Teorias Escalares-Tensoriais

As teorias escalares-tensoriais estao entre as mais simples teorias alternativas
da gravitacao. Enquanto que, na gravitacao de Einstein, a métrica desempenha o papel
da interacao gravitacional, nas teorias escalares-tensoriais, a métrica e o campo escalar

fazem esse papel.

De acordo com apontamentos historicos [41], a primeira teoria escalar-tensorial
foi proposta por Jordan em seus estudos sobre a projecao de variedades na gravitagao.
Posteriormente, C. Brans e R. Dicke [42] elaboraram um modelo que se popularizou e

tornou-se o principal exemplo de teorias escalares-tensoriais.

Neste capitulo fazemos uma revisao sobre os principais pontos de uma teoria

escalar-tensorial, utilizando para isso a teoria de Brans-Dicke como ilustracao.

3.1 Teoria de Brans-Dicke

Embora a Relatividade Geral tenha sido formulada tendo como um de seus
fundamentos o principio de Mach [43], os pesquisadores C. Brans e R. Dicke acreditavam
por algum motivo que este principio nao estava devidamente incorporado na gravitacao

de Einstein.
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Em termos simples, o principio de Mach afirma que a inércia de um corpo
depende da distribuicao de matéria contida em todo o universo e, logo, que nao ha movi-

mento sem matéria.

Na tentativa de encontrar uma gravitacao completamente Machiana, Brans e

Dicke propuseram a acao

S = /dx4\/—_g [QSR + %g“”aﬂqbayqs + V(o) + Lin(P,9)| . (3.1)

O primeiro termo da acao introduz o campo escalar por meio de um acopla-
mento nao minimo, ¢R, que modifica o carater da constante gravitacional, tornando-o
dinamico, G = é Esta constante gravitacional variavel foi considerada essencial para
tornar a teoria completamente machiana, pois permite que G dependa da distribuicao de

matéria presente no universo.

A introdugdo deste campo escalar associado a G estd também relacionada
a hipotese dos grandes nimeros de Dirac [44]. Dirac percebeu uma relagdo entre as
constantes fundamentais da fisica, tais como a carga do elétron e, a massa do préton
(myp), a massa do elétron (m.), a constante de Hubble (Hy), a constante gravitacional

(G), e a idade do universo atual, t5. Esta relacao é estabelecida pela expressao

62

— =& 1. 3.2
Gmypme. 0 (3.2)

Dirac postulou que esta relacao deveria ser estendida para qualquer tempo t. Como
consequéncia, G deve variar com o inverso do tempo cosmolégico, enquanto os termos
myp, m. continuam contantes. Assim, Dirac criou uma lei para as constantes fundamentais

da fisica [45].

O segundo termo da lagrangiana, % L, 00", estd associada & parte cinética do

campo escalar, onde o fator w é um parametro adimensional e livre. O terceiro termo
presente nesta lagrangiana ¢ o potencial, V' (¢), ¢ uma generalizacao da constante cosmo-
logica.

A lagrangiana de matéria, L,,, depende da métrica e do campo de matéria,
que simbolizamos por V. A dependéncia deste lagrangiano em relacdo ao campo escalar
é normalmente evitada, uma vez que fere o principio de equivaléncia fraco. Este principio
é bem testado e afirma que particulas unicamente sob o efeito do campo gravitacional

seguem trajetorias geodésicas, independentemente de sua constitui¢do material [46].
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Um dos principais pontos fracos da teoria de Brans-Dicke é a presenca de um
parametro livre. Os resultados experimentais a nivel de sistema solar apontam que w
deve assumir valores muito grandes. Segundo a literatura [47|, para muitos casos em que

w — 00, as solugbes de Brans-Dicke se aproximam das solu¢oes da Relatividade Geral [48].

Segundo a literatura [46], classes de teorias de Brans-Dicke podem emergir
de reducoes dimensionais em teorias de Kaluza-Klein e em teorias de branas. De outra
forma, segundo V. Faraoni [49], o motivo que torna a teoria de Brans-Dicke importante
é sua aplicacao em cosmologia. A teoria de Brans-Dicke ja incorpora naturalmente um

campo escalar, que é muito importante na descricao de determinadas fases do universo.

3.2 Teorias Gerais

A teoria de Brans-Dicke inspirou uma classe de novos modelos de gravitacao,
também conhecidas como teorias escalares-tensoriais. Uma teoria escalar-tensorial, de

maneira geral, possui a seguinte forma

5= / 42 V=G ()R + h(0)g" Dy90u6 + V(9) + Lm(, g)] (3.3)

A escolha das fungoes f(¢) e h(¢) particularizam o modelo. Uma defini¢ao

equivalente pode ser dada pela seguinte agao

o= / da'y/=g [@R " wf)g“”auwm +V(9) + Ln(¥,g)| - (3.4)

Um exemplo de teoria escalar-tensorial, diferente da teoria de Brans-Dicke, é
estudado em [50]. Na tentativa de se aproximar a interacdo gravitacional da interagao

fraca, A. Zee propdem a seguinte acao
1
S = /dm‘l\/—g {engR — 59“”8Mq§8,,¢ + V(o) + Ln(¥,9)] . (3.5)

Na literatura sao ainda encontradas variacoes desta acao. Por exemplo, em
[51], com a motivagao de estabelecer relagdes entre o campo de Higgs e a gravidade,

utiliza-se campos escalares complexos, estendendo assim a acao (3.5).
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3.3 Transformacoes Conformes

Ao trabalharmos com teorias escalares-tensoriais, as vezes, temos de recorrer

a relatividade geral, e podemos fazer isso por meio de uma transformagao conforme.

Definig¢ao: Seja (M, g) uma variedade diferenciavel. Seja 2 uma funcao esca-
lar, suave, definida em M. Entao podemos definir uma nova métrica g, pela transformacao

g=Q%.

A operacao utilizada para obter a métrica g é a transformacao conforme. O
campo (), imprescindivel para esta transformacao, ¢ chamado de campo conforme. Ob-
serve que uma transformacao assim relaciona duas variedades, (M, g) e (M, g), estabele-

cendo, com isso, uma equivaléncia matemaética entre elas.

Intuitivamente, uma transformacao conforme, em um dado ponto P , pode
ser pensada como uma ampliacao ou reducao das medidas efetuadas neste ponto. De
maneira geral, uma transformagao conforme é isotropica, uma vez que todas as diregoes se
transformam pelo mesmo fator. Uma outra caracteristica interessante das transformagoes
conformes ¢ que, dados dois vetores em 7,M, o angulo entre eles é preservado mediante
tais transformacoes. Por isso, essas transformacoes sao ditas conformes, em vista que
preservam as formas geométricas. Por exemplo, tridngulos se transformam em tridngulos

e retangulos em retangulos.

Outra caracteristica marcante é que os vetores nulos transformados continuam
vetores nulos, e, portanto, as curvas como as geodésicas nulas sao invariantes por trans-
formacoes conformes. Ainda por este motivo, as transformacoes conformes nao alteram a

estrutura do cone de luz.

3.3.1 Aspectos geométricos da transformacao conforme

As geodésicas afins, por outro lado, nao sao invariantes sob transformacoes
conforme. Isso ocorre devido ao termo de conexao. Seguindo [53], vamos explicitar este

caso.

Sejam (M, g) e (M,g) duas variedades conformalmente relacionadas. Seja

também V a conexdo relativa a variedade (M, g), e V a conexdo relativa a variedade

(M, g).
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Relacionamos ambas as conexdes por um operador C', definido da seguinte

forma:
C:T,M xT,M — T,M (3.6)

C=V-V. (3.7)

Pela definicao acima, ao calcularmos o transporte paralelo de um vetor V' em

(M, g), onde V = {22}, temos que

Podemos ver da equagao (3.8) que uma geodésica afim em (M, g) é levada em
uma curva acelerada em (M, g). Este termo Cy responséavel pela ndo invariancia da curva
afim é chamado de "quinta for¢a". Este nome esté relacionado com o fato de que a origem

desta for¢ca nao esta ligada a nenhuma das quatro interacoes fundamentais.

Utilizando o tensor ', podemos investigar a conservagao do tensor momento-

energia, 7", em um referencial conforme. Tomamos a derivada covariante:

V. I =N, T 4+ CHLTY 4 Ch T, (3.9)

Assumimos que V, 7" =0 em (M, g), temos entao

vV, I = =COTY — Gy T (3.10)
Vamos usar a defini¢do (3.6), que, em um sistema de coordenadas, pode ser
escrita como

Lo

Chy = _% (9ar V5 + gas VA — 952 Vo)) . (3.11)

Com essa identidade, mostramos que
VI = =2T"V, InQ — 26Y "V, InQ + 2T #¢"*V, In (2, (3.12)
ou, de maneira simplificada,

V,.T" = 6T"9,InQ — Tg"*d, In(Q). (3.13)

Contudo, essa equacao ainda nao se refere ao tensor de energia-momento defi-
nido em (M, g). O tensor de energia-momento, neste referencial, ¢ dado pela transforma-

cao que deduzimos abaixo:

_ §L 1 _
T, =——ZGu,Ln=T.,=Q"2T,,. 3.14
" G 2 Iu 7 I ( )
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Dessa forma, inferimos que T* = Q= 5T*. E a derivada covariante de TH &,
finalmente,

V,.T" = —Tg"*d, In(Q). (3.15)

Este resultado é puramente geométrico, e mostra que a lei de conservacao do
tensor de energia-momento nao ¢ conformalmente invariante em geral. No caso particu-
lar em que o traco do tensor de energia-momento ¢ nulo, como no eletromagnetismo, a

invariancia conforme é estabelecida.

Por outro lado, este resultado indica que os fétons nao devem experimentar
efeitos de uma transformacao conforme, enquanto que as particulas de matéria usual,
que em geral possuem T% # 0, sentem efeitos da transformagao conforme. Tais efeitos
devem ser percebidos em suas geodésicas. Desta forma, particulas de constitui¢ao distintas
caminham sobre geodésicas diferentes em (M, g). Isto viola o principio da equivaléncia

fraco, e mostra mais uma distingao fisica entre (M, g) e (M, g).

Da mesma maneira que a conexao muda por uma transformacao conforme, o
tensor de Riemann, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura também se modificam. Por

exemplo, o tensor de Ricci R, ¢ relacionado com o tensor de Ricci R, pela expressao

R, = R, —2V,V,InQ — ¢,0(nQ) + 2V, InQV, InQ — 2¢,,9*°V,In QVzIn Q.
(3.16)

Consequentemente, o escalar de curvatura em (M, g) fica relacionado com o

escalar de curvatura em (M, g) por

R=Q7* (R - 6%Q> : (3.17)

De acordo com a equagio (3.16), ao partimos de um espago tempo (M, g) Ricci-
flat, R,, = 0, o espago-tempo conformalmente relacionado nao serd Ricci-flat, pois o
campo conforme atua deformando a estrutura do espaco-tempo (M, g). Este é outro ponto
que mostra uma diferenca fisica entre os referenciais das duas teorias conformalmente

relacionadas.

3.3.2 A transformacao conforme na acao da teoria escalar-tensorial

Vamos analisar os efeitos de uma transformacgao conforme em relagao a acao

escalar-tensorial. Ao aplicarmos uma determinada transformacao conforme, em que €2 =
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f(#), ocorre uma mudanga no setor gravitacional, no setor cinético do campo de Brans-

Dicke, e no setor referente a matéria. Esquematicamente estas mudancas sao

/ dz'/—gpR — / dz*/—g

R (L2

2
o7 () 9“”@@%4, (3.18)

/d;z:4\/—_gh(¢)g“”8ﬂ¢&,¢ — /d:z:4\/—_§ [%g”“@@&@] , (3.19)

/de_L —>/dx { V=g (¢)Lm]. (3.20)

A acdo pos-transformada tem a forma

[ V=G (R 4 (013,000 + U(0) + L), (3.21)

_ 2 _
onde h(¢) = % — % <d—{;> ,U(g) = 7 ( 7€ L, f(<b)2 Adotando a seguinte redefini¢ao

P = /h(_gﬁ)d)\, (3.22)

chegamos na acao transformada
5= / d2'=G (R + 9" 0,90, + L) (3.23)

Esta acao representa a versao conforme da teoria de Brans-Dicke. Ela nao
¢ exatamente igual a relatividade geral, pois o termo de matéria, presente na acao, se
acopla de forma nao usual com o campo escalar, violando a conservacao do tensor de

energia-momento.

Dizemos que a agao (3.23) ¢ a representacao da teoria escalar-tensorial em um
referencial de Einstein, enquanto que a teoria escalar-tensorial em sua forma original é a

sua representacao em um referencial de Jordan.

Pode-se dizer, entao, que existe uma equivaléncia matematica entre uma teoria
escalar-tensorial e sua versao conforme. No entanto, afirmar que existe uma equivaléncia
fisica tem uma sido um ponto de interrogacao. A existéncia de uma equivaléncia fisica é

defendida por alguns trabalhos, porém existem resultados que negam esta equivaléncia.
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Dentre estes, alguns defendem que o referencial de Jordan é o referencial onde os processos
fisicos ocorrem. Outros defendem que o referencial onde a fisica de ocorre é o de Einstein
[49]. Em outras palavas, a questdo sobre qual é o verdadeiro referencial fisico ainda

encontra-se em aberto.

3.4 Equacoes de Campo

As equagoes de campo de uma teoria escalar-tensorial podem ser obtidas
variando-se a métrica e o campo escalar, seguindo o procedimento usual. Fazendo a

variagao com respeito a métrica, temos

68 = [ datdy/=g (6B + 29" 3,00,6 — V(6) + K L)
(3.24)

+ [ ety =g0g" (0B + £20,00,0 + ki ) + [ duty/=gg" 60 Ry

onde k* = . Manipulamos o tltimo termo da equagao acima, [ dz*\/=gg"’¢dR,, . Para

tal usamos a identidade
SRy = V,0I3, — V0T, (3.25)

po

que nos permite escrever a variacao do tensor de Ricci em duas partes

[ et 65 R, = [ ' (<0a0Th £ VLATY) . (320

Para simplificar tal expressao, nos utilizaremos do teorema da divergéncia e chegamos em
/dx4\/—gg“”gb5RW = /d:v4g“”\/—g (6,\¢5Fl’),j — 8V¢5Fl’>/\) . (3.27)
Com o uso da identidade
A gw
oL, = o (Vs + Vudgus — Vaogu) (3.28)

e da identidade Fﬁu = 0,In/—g, com um pouco de manipulacao finalmente chegamos

em
/\/—gg"”cSRW = /dx‘l\/—gég’“’ (Vo — g,,00). (3.29)
A expressao (3.29) nos permite obter a equagao para o tensor de Einstein:

G/,w = _H_*T;w - %ﬁj) M + l (g,LWD¢ - VMVV¢) . (330)

1 A
¢ (au¢au¢ - §guuaz\¢a ¢) - 2¢ ¢
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As equacdes relativas ao campo escalar sao

w(p) 1dw "
R+ ( 2 5%) 0,90" P — 27D i =0, (3.31)

que sao obtidas facilmente utilizando o método variacional, ou equivalentemente a apli-

w(o) dv

cagao direta das equagoes de Euler-Lagrange.

Ao tomarmos o tra¢o da equagao (3.30), temos que

K, W A ch
R—¢T d)gawsaqs 35 ¢

Com esta equagdo e a sentenca (3.31) obtemos uma expressao somente com termos de

(3.32)

campo escalar,

O¢ = ( T +2V — —¢ - = ugbaﬂd)) (3.33)

2w+ 3 do do

que determina a evolucao de G.

3.5 Equacoes cosmologicas

Muitas das aplicagoes das teorias escalares-tensoriais se dao na cosmologia,
como mencionamos anteriormente. Diversos tipos de problemas foram estudados, dentre
eles: o universo permeado com um fluido do tipo poeira [54], o universo permeado com

um fluido perfeito [55] e o universo no vacuo com uma constante cosmologica, |56].

Tlustraremos nesta se¢ao uma solu¢ao em que o universo esta no vacuo, sem a

d logi I'N i ao d de B -
presenca de uma constante cosmologica. este caso, a Interagao do campo de Brans
Dicke com a métrica é responsavel por produzir uma estrutura de espaco-tempo nao

trivial. Estas solugdes foram obtidas primeiramente por O’Hanlon e Tupper [57].

Utilizando um elemento de linha do tipo Friedmann-Robertson Walker, como

utilizado usualmente em cosmologia,
ds* = dt* — a(t)® (do® + dy® + dz°) , (3.34)
nas equacoes de campo de Brans-Dicke, sao obtidas as seguintes equacoes de movimento:

N . N\ 2 .
GO=3 (g) - —%Too - g <§> + 3% - %@b) (3.35)

!Este tipo de situacdo ¢ interessante e é a que nos dedicaremos a estudar em capitulos futuros.
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Ca i\ w w6\ Do Ve
ai=5+2(;) :7“5@ Yo T e

Escrevendo a equagao de GY, para esta configuragio, temos

N2 ¢ 2 ¢
_g(d) _w (o) L580
a 2\ 0o ao
ou de maneira equivalente,

o\ 2 N 2
a 1o\ 2w—3 /(¢
‘3(a+%>‘ i (5)

Assim, encontramos uma relagao para o fator de Hubble, H = ¢, como

(1, [3-2w)¢
H—(—Ei 1 )57

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

esta relagao nos permite encontrar a solucao procurada para o fator de escala,

alt) = Cogp 2V 752

Para encontrar a solucao de ¢(t), recorremos a equagao (3.33),

¢ =—3H¢.

(3.40)

(3.41)

Por conveniéncia, reescrevemos a equacao anterior usando que % = 1), e che-

gamos na forma simplificada

. 1 —2w+3
= (5—3 T)¢'

A solugao é, entao facilmente, encontrada como

P(t) = go(t — to)*,

onde o parametro s é definido por

_1FVB(w 1)

(4 — 3w)

S+

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Testando ¢ = t° e a = t? nas equacoes, encontramos uma relacao entre q e s,

q= % Isso nos permite reescrever a solucao como

a(t) = CL()(t — t0>Q:t

(3.45)
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1+ /B2 13)
T Baw ) (3.46)

Encontramos, portanto, dois pares de solugdes, (si,q+) e (s—,q_), que sdo
validas para w > —% ew # 0, —%, respectivamente. Segundo a literatura, estas solugoes

representam uma violagdo do principio de Mach [58].

3.6 Limites sobre w

Experimentos na escala do sistema solar impoem limites ao parametro w. De
acordo com estes resultados, a medida em o parametro w cresce, as previsoes da teoria
de Brans-Dicke se aproximam das previsoes da relatividade geral. Este resultado é um
indicativo de que as teorias de Brans-Dicke convergiriam para a relatividade geral quando
tomamos w — oo [47]. Entretanto, nem sempre isso ¢ verdade como ¢é discutido nesta

secao.

Na literatura, frequentemente encontramos a questao: "No limite w — oo,
a teoria de Brans-Dicke se reduz a relatividade geral?". Ou ainda, quando a teoria de
Brans-Dicke com um determinado contetido material é levada a teoria da relatividade

geral com o mesmo contetdo de matéria.

Faraoni |59] sugere uma explicagdo razodvel para esta questdo. Segundo ele,
podemos entender o regime assintotico de w em Brans-Dicke utilizando transformacoes
conformes. O setor gravitacional das teorias de Brans-Dicke é conformalmente invariante
diante de uma determinada classe de transformacoes conformes F,. Assim, ao acrescen-
tarmos um termo invariante conforme, como um 7}, anti-simétrico, a invariancia conforme
da teoria de Brans-Dicke nao é quebrada. Faraoni mostra entao que o limite w — @ é

equivalente a uma transformacao conforme F,.

Dessa maneira, quando partimos de uma teoria de Brans-Dicke onde todos os
termos da acao respeitam essa invariancia, o caso asintético, w — 0o, nao pode levar a
relatividade geral. Entretanto, se partimos de uma teoria de Brans-Dicke com um termo
que quebre a invariancia conforme, por exemplo, um tensor de energia-momento de traco
nao nulo, o limite w — oo conduz a relatividade geral, ainda segundo Faraoni. Por
exemplo, de acordo com [60], a solugdo de Brans-Dicke com poeira, T# # 0, tem como

limite asintotico de w a solucao da relatividade geral também com poeira.
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CAPITULO 4

Teoria Escalar-Tensorial Geométrica

No capitulo anterior discutimos as principais propriedades das teorias escalar-
tensoriais. Essas teorias diferem da relatividade geral, entre outros aspectos, por nao
promoverem uma descricao completamente geométrica da gravitacao. Uma vez que além
da métrica, essas teorias utilizam um campo escalar em sua construgao, que nao possui

representacao geométrica.

Uma maneira de atribuir um significado geométrico ao campo escalar, ou seja
geometrizé-lo, é através do uso de espacos-tempos de Weyl integravel [61]. Para estu-
dar a gravitacao em espacos-tempo descritos por este tipo de geometria foram propostas
algumas teorias. Uma das mais curiosas se constitui em reformular a relatividade geral
nesta variedade [62]. Duas outras propostas conhecidas sdo as teorias de WIST desen-
volvidas por M. Novello et. al., que discutiremos na proxima secao, e as Teorias Escala-
res Tensoriais Geométricas, que possuem como principal exemplo a teoria geométrica de
Brans-Dicke, [12] e [63]. O exame das teorias escalares tensoriais geométricas constitui o

principal objetivo deste capitulo.
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4.1 Teorias WIST

Diversos topicos foram estudados dentro do contexto das teorias WIST: so-
lugoes esfericamente simétricas [64], o problema do colapso gravitacional em geometria de

Weyl [65], além de aplicacoes em problemas de Cosmologia.

A acdo de uma teoria WIST na auséncia de matéria é dada de maneira por

S — /dm4\/—_g [R + Aqsm , (4.1)
onde R é o escalar de curvatura de Weyl, A é o fator de acoplamento, e ¢, o campo escalar
de Weyl. Podemos reescrever essa acao de uma maneira mais simples substituindo o termo
(gbif;) por 0,0%¢, pois ambos representam o mesmo fator a menos de uma divergéncia.

Desta forma, podemos reescrever a acao de WIST,
/dac‘l\/—g (R +2X0,00"9) . (4.2)

Esta forma que pode ser encontrada na literatura [66]. Variando-se a agao

(4.2) com respeito a métrica, obtemos a equacao para o tensor de Einstein:
G + Vi, — (2N —1)0,0,¢ + Aguw0a90“ ¢ = 0. (4.3)
Tomando a variacao da acao com respeito ao campo escalar temos

O¢ + 9add®¢ = 0. (4.4)

Uma caracteristica notavel sobre da teoria de WIST fica evidente quando a

consideramos no referencial de Riemann (M, ~,0):

S = /dx4\/—ye¢ (R + 22X/ 0,00,6] , (4.5)
onde R é o escalar de curvatura riemanniano. Podemos renomear ® = e? e ficamos com
a acao

_ A

S = / daz*/—~® [R + 2570, 20,0 | . (4.6)

Esta é a acao de Brans-Dicke. O resultado acima mostra que a teoria de Brans-Dicke

pode ser interpretada como uma representacao do modelo WIST em um referencial rie-

manniano.

Podemos, entretanto, enxergar a teoria de Brans-Dicke sobre outro ponto de
vista, utilizando para isso o campo escalar geométrico de Weyl. A maneira mais formal
de se geometrizar o campo de Brans-Dicke é através da aplicagao do método de Palatini

em teorias escalares tensoriais, como fazemos em seguida.
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4.2 Formalismo de Palatini

Uma vez dada a acao de Einstein-Hilbert, podemos derivar as equacoes de
campo por dois métodos variacionais diferentes. Um deles, o mais conhecido, é o forma-
lismo métrico. Um de seus pressupostos ¢ o uso da conexao de Levi-Civita, usual em

geometria riemanniana. Assim a ac¢ao

s:/ﬁqumwﬁm, (4.7)

é dependente da métrica e de suas derivadas. Dessa forma tomando a variacao da acao

com respeito a métrica, encontraremos as equagoes da relatividade geral.

A outra maneira de se derivar a equacao de Einstein é utilizando o formalismo
de Palatini. Nele conexao e métrica sao entendidos como objetos independentes. A

conexao nao é imposta, mas deduzida pela variacao da acao. Nesta agao,

5 = [ ds'v=g9" RuD). (4.

o tensor de Ricci depende somente da conexao. Fazendo a variagdo de (4.8) com respeito
a métrica obtemos a equacao do tensor de Einstein, como esperado. Fazendo a variacao

da agao com respeito a conexao,

5S = / dz*\/=go R, " . (4.9)
Usando a identidade de Palatini [43|

SRC,, = VA(0T%,) — V,(6T%,), (4.10)

UV

reescrevemos o tensor de Ricci da seguinte forma

SR,y = Voo, — V,0T° (4.11)

147 [e77

Substituindo (4.11) em (4.9), com um pouco de manipulacdo, chegamos na
equagao Vg, = 0, que carateriza a geometria riemanniana e portanto, o uso da conexao
de Levi-Civita. Dessa forma ambos os formalismos, métrico e de Palatini, sao equivalentes

em relatividade geral.
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Em teorias alternativas da Gravitacao surgem gdiferencas entre estes dois pro-
cedimentos variacionais. O formalismo métrico pressupoe que a geometria seja riemanni-
ana para qualquer teoria. No formalismo de Palatini, podemos identificar que cada teoria

alternativa possui sua respectiva geometria.

4.3 Teorias escalares-tensoriais geométricas

Para responder a essa questao vamos entender o método variacional de Palatini,
aplicando no cado especifico das as teorias escalares tensoriais. A acao que representa essa

classe de teorias, como vista no capitulo anterior, tem a seguinte forma

S = /dx4\/—_g {<I>R + ”f)g“"@mcpy - V(<1>)} . (4.12)

Usando a prescricio ® = e~ 2,
5= [ dev=ge R+ w(0)g" o0~ V(9)}. (413
tomando a variacao da conexao,
68 = / daty/=ge ?g" [Vodl, — V08 | (4.14)

Para retirar os termos divergentes, lembramos de que a divergéncia de uma densidade
tensorial de peso unitario, ©¢, é dada por V,0% = @f;. Isto vem da definicao de derivada

covariante de uma densidade tensorial, que relembramos.

Definicao: Seja © é uma densidade tensorial de peso W. Entao, as compo-

nentes de sua derivada covariante sao dadas por
Vo0’ =6) +17,0" - T3, (4.15)

Esta definigdo nos permite escrever (4.14) como,

0S = /dx4 [Vﬁ(\/—ge"i’g“ﬁ)éfza — Va (vV=ge%g") ore,] . (4.16)
Simetrizando o primeiro termo desta equagao chegamos que

5(1:/! — 65 - v — 17
08 = /d$45rzu [_2 V(v —ge “bg“ﬁ) + 9 V(v —ge %g ﬁ) — Va (v —ge%g" )}
(4.17)
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Multiplicando a equagdo anterior por 4, deduzimos a expressao

Vo (V=ge"%g*) = 0. (4.18)
Reorganizando esta expressao, temos que

1
— ¢lag"" — 59@%95*9"” + Vag" = 0. (4.19)

Multiplicando esta expressao por g, encontramos que
Vag" = —dag". (4.20)

ou equivalentemente V,g,, = ¢o9g,,,- Mostramos com este procedimento que a geometria
é nao riemanniana, e que o campo de Brans-Dicke é o proprio campo escalar de Weyl.
Decorre, entao, que as teorias escalares-tensoriais formuladas seguindo o principio
variacional de Palatini sao geométricas, pois tanto a métrica quanto o campo escalar de

Brans-Dicke fazem parte da variedade de Weyl integravel.

4.4 Equacoes de campo

Para obter as demais equagdes de movimento fazemos a variagao da a¢do (4.13)

com respeito a métrica,

1 o Guv
G,uy = w<¢) <§¢o¢¢| Guv — ¢|,u¢|u> - %V(QS) (421)
e ao fazer a variacao desta acao com relagao ao campo escalar obtemos
1 dw e? 1dV
Up=—(14+——F [ —— . 4.22
o= (1) e - 5 (V5% )

Observamos que estas equacoes diferem das equacoes de campo da teoria de Brans-Dicke,
mostradas no capitulo anterior. Quando examinamos a ac¢ao no referencial riemanniano,

(M,~,0), ela é dada por

5— / dz* V=7 {R(%,0) + (@)1 0 — Veo} . (4.23)

Observamos que esta ¢ a acao da relatividade geral interagindo minimamente com o campo

escalar, de dinamica nao usual, pois seu termo cinético é modificado devido a fungao w(¢).
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Para obtermos as equagoes de movimento, fazemos a variacao da agao (4.23)

com respeito a g, e com respeito a ¢. Assim chegamos, respectivamente, em

G = w(6) (L0101 — Budn, ) — 2e2V, (4.24)
_ 1 dw o € 1dV
D¢ - = (%%) §b|a§Z5 - 7 (V + 5%) y (425)

onde [J & o operador d’alambertiano escrito com a métrica .

Por questoes de completeza, comentamos sobre o acoplamento com a matéria.
Usando ainda um referencial riemanniano, podemos acrescentar o termo de matéria, da

mesma forma como fazemos usualmente na relatividade geral, ou seja,

Sy = K* /dx”x/—g'Lm(g,\If,v\If) (4.26)

que é equivalente ao termo

S = /i*/dx4\/—ge_2¢Lm(¢,g,\I’,V\If). (4.27)

A inclusao desse termo mostra que acoplamento com a matéria, no referencial de Weyl,
possui um peso relativo ao campo escalar, diferindo assim da forma como as teorias

escalares tensoriais, usuais, se acoplam com a matéria.

Na nossa abordagem do método de Palatini assumimos que a geometria é
determinada apenas pelo setor gravitacional, isto é, os campos g e ¢. Sao estes campos
que constroem a conexao de Weyl, e portanto, sao eles que informam como devem ser
as geodésicas métricas. A matéria, nesta formulacdo, nao tem papel para determinar a
geometria, dessa forma, ela se restringe a servir de fonte para a curvatura do espago-tempo.

Isso justifica a inclusao da matéria somente apos a geometria ser identificada.

4.5 Solucgoes estudadas

Os casos estudados em Brans-Dicke geométrico [12| foram as solucio esferi-
camente simétricas acopladas com campo escalar nao massivo, caso em que V = 0. De
maneira geral solugoes esfericamente simétricas sao importantes em gravitagao, pois po-
dem descrever estruturas de interesse fisico como os buracos negros e como os buracos de

minhoca.
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Como mostramos anteriormente, o Brans-Dicke geométrico! em um referencial
riemanniano é equivalente a relatividade geral com campo escalar. Sabemos porém que a
relatividade geral minimamente acoplada com um campo escalar nao massivo foi estudada
anteriormente, por diferentes autores, mas a primeira versao dessa solucao é devida a

Fisher, [67], que posteriormente foi generalizada por Wymann [68].

As solugoes de Brans-Dicke geométrico, no referencial riemanniano, sao solu-
coes do tipo Wymann. Elas nos levam a trés situacoes fisicas distintas: se w = 0 temos
buracos negros, se w > 0, temos singularidades nuas. Para alguns de valores em que

w < 0, podemos encontrar buracos de minhoca.

Uma vez que as teorias escalares tensoriais geométricas incorporam a simetria
das transformacgoes de Weyl, se estabelece uma equivaléncia Fisica entre todos os referen-
cial. Portanto, um fené6meno observado em um referencial deve ser visto por toda a classe
de referenciais. Segundo [63], as trés possibilidades de solugoes esfericamente simétricas
com campo escalar sem massa estdo presentes no referencial de Weyl (M, g, ¢), obede-
cendo as mesmas condicoes para w. Essa preservacao da fisica mediante a mudanca de
referenciais ¢ um ponto essencial que distingue as teorias escalares tensoriais geométricas

das teorias escalares tensoriais usuais.

Outros casos importantes a serem estudados por uma teoria de gravitacao
escalar tensorial geométrica podem ser vistos em aplicagoes na cosmologia. Este é o

objetivo dos proximos capitulos da tese.

!Nesta tese chamamos de Brans-Dicke geométrico a teoria escalar tensorial em que w(¢) é uma cons-

tante.
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CAPITULO b

Cosmologia I: Transicdo de Fase geométrica

Neste capitulo, aplicamos a teoria escalar-tensorial geométrica , apresentada
no capitulo anterior, em cendrios cosmologicos. Como principal resultado, ilustramos a
possibilidade do universo sofrer mudancas de fases geométricas, durante sua evolugao, ou
seja, mostramos que em determinados condicoes o universo sai de uma situacao em que o
espaco-tempo é caracterizada por uma geometria é de Riemann, e evolui para uma outra
situacao em que o espago-tempo é descrito por uma variedade de Weyl integravel. Tal

fenomeno, foi apresentado anteriormente, mas utilizando a teoria WIST [70].

Organizamos este capitulo da seguinte forma: na secdo 1 apresentamos as
equacoes de campo no contexto da cosmologia, e mostramos o método utilizado para
encontrar as solucoes. Na secao 2 analisamos o caso em que o potencial é a constante
cosmolégica e ilustramos como fazer a andlise das solucdes via sistema dinamico. Nas
secoes 3, 4 e 5, utilizamos alguns potenciais conhecidos na literatura, encontramos as
solucoes de cada modelo e estudamos cada uma utilizando os diagramas de fase. Na secao
6 esquematizamos um novo modelo que guarda uma relacao com a aceleragao tardia do

universo.
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5.1 Modelos cosmologicos

A acdo escalar tensorial geométrica no frame de Weyl (M, g, ¢) é dada por

5= [dsty=g{e [R+wdvo] - V(o). (5.1)

e no referencial de Riemmann, (M, ~,0) a acao tem a forma

S = /da:‘l\/—y [R+wy" oy — eV (9)] . (5.2)
Como os dois referenciais sao equivalentes, por simplicidade, escolhemos o referencial

riemanniano para as nossas aplicacoes.

Estamos interessados em situacoes que ilustrem o processo de transicao de fase
geométrica, e por simplicidade trataremos de situagoes em que a influéncia da matéria é
desprezada, trabalhamos com configuracoes de universos que surgem devido a interacao
da geometria, g,,, com a geometria, ¢. Estas situagoes sao interessantes pois representam

um tipo de universo que evolui somente por efeitos geométricos.

Consideraremos o espago-tempo homogéneo e isotropico, como determina a

métrica de Friedmann-Robertson-Walker para um universo plano:
ds* = dt* — a(t)? (dr® + r*df* + r’sen®0dy?) (5.3)

onde a(t) representa o fator de escala. De acordo com o capitulo anterior, podemos

escrever as equacoes que determinam a dindmica do universo da seguinte maneira

"2

L e
3% = §¢2 - %V(@, (5.4)
2% + % - —gqs? + % (). (5.5)

A equacao que determina a dinamica do campo escalar é dada por
2¢

.. a - e 1dV
¢+ 3a¢ =- (V(¢) + Ed_gb) : (5.6)

5.1.1 Solucoes usando o método do super-potencial

Para resolver o sistema de equagoes diferenciais, (5.4), (5.5) e (5.6), usamos o

método do super-potencial [71,72]. Este método se baseia na hipotese de que o parametro

1 Aqui estamos tomando w constante.
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de Hubble pode ser escrito como uma fun¢ao do campo escalar, ou seja, H = W (¢), onde

W (¢) é uma funcao denominada de super-potencial.

A escolha do super-potencial W (¢) determina o potencial V(¢). A equagao

do potencial em termos de W(¢) e suas derivadas ¢é

V(p) =2e72 <3W2 — %Wj) : (5.7)

Uma escolha conveniente do super potencial W (¢) permite obter o potencial

V(¢), e o campo escalar pode ser encontrado pela equagao®

H= —ggz}?, (5.8)

que é obtida da manipulacao de (5.4) e (5.5). Além disso, utilizando a hipotese H = W (),

a equacdo (5.8) toma a forma

2dW

=TT (5.9)

Esta é uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem, que pode ser
solucionada, em principio. Uma vez que encontramos a func¢do ¢(t), o fator de escala fica
estabelecido apartir de (5.8) com a seguinte expressao

t
a(t) = exp /t 4w (1), (5.10)
0

uma vez que H = W(¢).

5.2 A constante cosmolégica

Como primeiro caso de estudo, vamos considerar um universo dominado pela
constante cosmologica no referencial de Riemann. Para isso utilizamos o potencial da

forma V(¢) = e72?A no referencial de Weyl.

As primeiras solugoes que descrevem um universo permeado pela constante
cosmologica, foram encontradas em 1917 por W. de Sitter. Essas solucoes sao importantes
pois contém elementos que inspiraram alguns modelos inflacionarios [73]. No nosso caso,

essas solucoes aparecem como um caso particular do modelo.

?Para deduzir a expressao (5.7) aplicamos (5.9) em (5.4) e usamos a hipotese H = W ().
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Voltando nossa atencao para as buscas de solugao, consideramos o seguinte

sistema dinamico definindo as funcoes 6 = 3H e ¢ = ¢,

2 w ., A

T =50+ 5, (5.11)
6 62 w A
2=+ = 4 — 12
3t 3 SV + 3 (5.12)

U+ 0y =0, (5.13)

A funcao 0 denota o parametro de expansao do universo, definido por defi-
ni¢ao ¢ = V,U*, onde U* corresponde a quadri-velocidade de um observador co-movel,
cujas componentes sao expressas em termos da métrica v, que como vimos, ¢ invariante
por transformacgoes de Weyl. Assim, # é um objeto invariante por transformacoes de
Weyl. Usando 6 e ¢ nos diagramas de fase, podemos descrever de maneira equivalente o

comportamento do universo nos frames de Weyl e de Riemmann.

Uma vez obtido o sistema de equagoes, buscamos suas solucoes. Para este caso

encontraremos um espectro de solugoes que dependem dos sinais de w e A.

5.2.1 Solucoes do sistema

Em primeiro lugar, consideremos o simples caso no qual ¢y = 0. Obtemos dois

pares de solucoes da formas:

a+(t) = agexp <:|:\/§t) . 0= 0. (5.14)

A solucao denotada por (a, ¢g) corresponde a um universo em expansao do tipo de Sitter.

A outra solugao (a_, ¢g) corresponde a um universo em contracao do tipo anti-de Sitter.

No caso mais geral, é possivel obter solucoes do sistema de equagoes a partir

de (5.11), (5.12) e (5.13) chegando ao par de equacoes desacopladas,

0 =" —96° (5.15)

+3—. (5.16)

As solugoes encontradas para este sistema dependem do sinais de w e A. Para

w < 0eA >0, obtemos as seguintes fungoes

o(t) = %tanh (@(t - t0)> , (5.17)
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A 3A
Y= j:\/%sech (\/;(t - t0)> ) (5.18)

que correspondem a dois pares de solucoes

1/3
a(t) = ag lcosh (\/?(t - t0)>]
¢+ (t) = ¢o % 4| %arctan [senh < %(zﬁ - to)>] : (5.20)

O fator de escala indica que em um periodo t < ty 0 universo sofre uma contragao, 6(t) < 0,

(5.19)

atingindo um tamanho minimo, ag, em t = ¢,. Imediatamente depois deste instante,
t > tp, o universo tem um periodo de expansao acelerada. Este par de comportamentos

caracteriza um universo nao singular com boucing.

A solu¢io do campo escalar, ¢(t), corresponde a um Universo que experimenta
uma transicao de fase geométrica. A fase riemanniana ocorre somente para tempos assin-
toticos. Nessas assintotas o universo ¢ do tipo de Sitter (anti-de Sitter). A fase de Weyl
¢ mais expressiva no momento em que o universo atinge sua maxima contragao, t = to,

onde ¢(ty) possui seu maximo valor.

Este modelo é, portanto, um modelo tipo bouncing com transicao de fase

geométrica.

Outro tipo de solucoes interessantes sao obtidas quando w > 0 e A < 0, cenario
no qual o universo experimenta uma sucessao perioédica de ciclos caracterizados por um
big bang seguido de um big cruch, sendo portanto um universo n-singular. Os ciclos

experimentados por este sistema satisfazem as expressoes

H(t):\/—%tan _TSA(t—to)], (5.21)
w(t):i,/—%sec _T?’A(t—to)]. (5.22)

e as correspondentes solucoes

a(t) = ag

¢i(t) = ¢0 + \/%ln

: (5.23)

Cos < —%(t - t0)>
sec (\/_T?)A(t—to)> + tan <\/_TSA(t—tO)> ‘ : (5.24)
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Percebemos, nesta solugao, que o campo de Weyl cresce indefinidamente a medida que o
universo colapsa, e que este universo nao possui uma fase riemanniana, uma vez que (t)

nunca se anula para este caso.

No outro caso, em que A > 0 e w > 0, as fungoes 0(t) e ¥ (t) sdo

eu)zéaMmh<vé§@—¢@>, (5.25)
W(t) = j:\/gcosech (\/g(t - t0)> : (5.26)

e as solucgoes para os fatores de escala e o campo escalar sao

1/3
a(t) = agsenh \/?(t —to)| (5.27)
O+(t) = ¢o = % In tanh(%\/?(t —10))] - (5.28)

Este par de solugoes descreve um universo singular com bouncing. Para tempos muito
grandes, o sistema evolui para uma configuracao de universo tipo de Sitter quando
t — 400, ou anti-de Sitter quando t — —oo. Em ambos os limites a variedade que
descreve o universo tende a ser riemanniana. No instante ¢ = t;, o universo apresenta

uma singularidade e o campo escalar diverge.

O dltimo caso analisado, quando A = 0 e w # 0, nos leva as seguintes solucoes

a(t) = ag(t — to)'/?, (5.29)

¢+ (t) = ¢o £ \/SZwln |(t —to)], (5.30)

que representam uma expansao do universo sem fase inflacionaria [74].

5.2.2 Diagramas de fase

Nesta se¢ao, analisamos os sistemas dinamicos correspondentes aos casos apre-

sentados na se¢ao anterior. As equacgoes como vimos anteriormente sao

? w , A
_ v 31
7 =5V T3 (5.31)
. 2
g O Bwa, 3A (5.32)

2 4 47’
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= —6. (5.33)

Do ponto de vista da analise de sistemas dinamicos, as equagoes (5.32) e (5.33)
determinam o campo vetorial no plano de fase. A equagao (5.31) fornece uma relagdo de
vinculo entre as variaveis 6 e 1. As solucoes fisicas correspondem as curvas integrais

(1(t),0(t)) que satisfazem as trés equacoes anteriores, simultaneamente.

Os pontos de equilibrio, (¢, 6p), sdo importantes na descrigao do comporta-

mento das solucoes do sistema dinamico. Estes pontos, por definicao, cumprem com as
condicoes (1o, 6p) = 0 e (1o, 00) =0 .

Nos casos em que A > 0 temos quatro pontos de equilibrio, dois deles sao
solugdes e estao representados, um pela letra A ( espago-tempo do tipo de Sitter) e o outro
pela letra B (espaco-tempo do tipo anti- de Sitter). Estes dois pontos correspondem as
nossas solucoes particulares para 1) = 0. Os outros dois pontos de equilibrio nao cumprem
com a equacao de vinculo, e portanto nao fazem parte da solucao fisica do sistema. Nos
graficos que seguem, os pontos A e B correspondem respectivamente as coordenadas
(0,1/%) ¢ (0,—/%).

Ilustramos abaixo o grafico para o caso em que w < 0 e A > 0. As solucoes
(5.19) e (5.20) estao representadas pelas curvas integrais, semi-elipses, que saem do ponto
B e chegam ao ponto A. A semi-elipse a esquerda esta ligada a ¢, e a semi-elipse a direita

esta ligada a ¢_.

Figura 5.1: Plano de fase para A > 0 e w < 0.

Notemos ainda que o ponto A, onde as curvas integrais chegam, representa
um ponto de equilibrio estavel, enquanto que o ponto B, onde as curvas integrais saem |,

representa um ponto de equilibrio instavel. Dessa maneira a solu¢ao representada por B,
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universo em Riemanniano em contracao, ao sofrer pequenas flutuagoes leva o sistema a
experimentar uma transicao de fase geométrica, como indicado pelas linhas de campo que
formam a elipse. Assintoticamente, no termino da transi¢ao o universo torna-se novamente

riemanniano e entra numa fase de expansao.

No grafico seguinte ilustramos o caso em que w > 0 e A < 0. As solugdes (5.23)
e (5.24) estao representadas pelas linhas escuras. Nao temos pontos criticos, uma vez que
A < 0. A figura ilustra um universo que evolui de uma singularidade inicial em ¢ — —o0
que evolui para uma singularidade final quando t — 4+00. Como o campo 1 nunca é nulo,

nao hé transicao de fase geométrica e o universo sempre esta na fase de Weyl.

Figura 5.2: Plano de fase para A <0 e w > 0.

Na figura abaixo mostramos o comportamento do sistema para w > 0e A > 0.
As solugoes (5.27) e (5.28) sdo as hipérboles em negrito desenhadas no diagrama de
fase. Neste caso o ponto critico B representa um universo riemanniano anti-de Sitter,
que ao sofrer perturbacoes evolui para universo de Weyl colapsante. O ponto critico, A,

representa um universo riemanniano de Sitter, que vem de uma fase de Weyl singular.
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Figura 5.3: Plano de fase paraw > 0e A > 0.

O grafico para w > 0 e A = 0 esta disposto abaixo. Neste caso a equacao de
vinculo se reduz ao par de retas 0 = + 37“’@/) e os pontos criticos se degeneram: A — (0,0)
e B — (0,0). Portanto a origem do sistema de coordenadas é o tinico ponto critico, que
corresponde a um espago-tempo de Minksowki. As solucoes (5.29) e (5.30) sdo as retas
desenhas no grafico de fase. Para t > ¢, estas solucoes ligam um universo de Weyl que
comeca com um big bang, ao universo de Minksowki para t — oco. Por outro lado para

t < tg, temos um universo de Minksowki, que evolui para um big crunch em t — t;.

C]

AN 4
\\\Q\l 7 /

Figura 5.4: Plano de fase para w > 0e A = 0.

A situacao em que A < 0 e w < 0, possui solucdes que nao satisfazem as

condigbes impostas pela equagao de vinculo (5.11), portanto nao sao analisadas aqui.

E importante destacar o fato de que muitas das solucdes descritas aqui, para o
universo governado pela constante cosmologica, foram obtidos também em outro contexto,
usando string cosmology [75]. Destacamos ainda que o estudo da constante cosmologica

em teorias escalares tensoriais foi analisado em [76], e as solugbes encontradas possuem o
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comportamento similar aos apresentados nesta secao.

5.3 Potencial m¢?

Potenciais massivos sdo conhecidos na literatura [77|, e sdo importantes em

modelos de inflagao. Consideremos, agora, o seguinte modelo de potencial é massivo,

V(g)=e* (m22¢2 + A) . (5.34)

A solucdo deste caso pode ser obtida utilizando o formalismo de primeira
ordem. Utilizando o super-potencial W = a¢, reescrevemos o potencial
2

U(¢) = 6a”¢* + 4%, (5.35)

onde pardmetro « fica determinado pela relagdo o = i\/ﬂg e a constante cosmologica

42 . . 2 .
A=— i“ ou simplificadamente por A = —23%. As solucdes correspondentes ao campo

escalar® sdao

o(t)+ = ¢o + 3%(15 — 1), D(t)— = po — 3%(15 — o). (5.36)

m m

Estas solucoes representam um universo sem fase riemanniana. As solucoes para os fatores

de escala sao

a(t)+ = agexp <i%¢o(t —to) + %(t - 750)2) ; (5.37)

que expressa um universo crescente para t > ty e decrescente para t < ty. Para desenhar

o diagrama de fase reescrevemos as equacoes de campo na forma:

92_“’ o L, 9
s ) (539
) & W9 3, 99
9__5_3Z¢ —i—Z(m o+ N), (5.39)
= —600 — %zﬁb- (5.40)

Para escrever as equagoes que representam o sistema dinamico substituimos o

campo escalar, ¢ = j:%\/gm — wp? — A, na equacgao de vinculo (5.38). Isso nos leva em

dois diagramas de fase distintos, um para ¢ > 0, outro para ¢ < 0.

3Em termos do parametro « as solugdes podem ser escritas como ¢(t) = ¢ + 3%(15 —tp). O sinal de

« define se ¢4 ou ¢_.
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0= —gmﬁ, (5.41)

‘ 201 /2
Yy = —60 £ m—\/—2 (—92 —wy? — A). (5.42)
w \l m* \3
Dispomos os graficos dos retratos de fase abaixo. Em cada um deles desenhamos as duas

solucoes ¢, e ¢_

€] ‘ TL@
11 \‘:f\\

i R gm PN r\\\\

it H/:*/// \Q\E:N H

1///]

(a) ¢ < 0. Valido para a(t —tg) > (b) ¢ > 0. Valido para a(t — ty) <
weo w¢

Figura 5.5: Diagrama de fase para U = %2 + A.

Nos graficos anteriores, observamos uma regiao eliptica sombreada, onde o
sistema nao estd definido. Esta regiao obedece a equagao %92 —wi? < A. Os pontos
criticos p =0e 6 = £ %A estao situados nas elipses e constituem solucoes para o caso

particular, visto anteriormente, em que ¢(t) = 0.

As solugoes (5.37) e (5.36) estdo representadas pelas retas ¢y = + . Estas
solucoes sao continuas com respeito ao parametro ¢t. Para ilustrar isso, observamos a semi-
reta ¢, = \/; a direita da figura 5.5a, valida para t — t; < — \/Em, que se conecta
com a semi-reta ¢, = \/; a direita da figura 5.5b, no instante t = t; — ° \/gm. De

maneira semelhante a solucio relativa a _ = —, /2% 3| E semi-reta a esquerda em 5.5a, se
conecta temporalmente com a solugao ¢ = —, /32"”‘ em 5.5b, quando t =ty + 33 \/_m

Por fim, as figuras nos ajudam a concluir que este ¢ um universo eternamente

na fase de Weyl e sem singularidade, com periodos de contragao e de expansao.
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5.4 Potencial quartico

Modelos com potenciais polinomiais foram muito estudados principalmente
para obtencao de resultados analiticos em cenarios de inflagao 78] . Um exemplo tipico

desta classe de potenciais é dado por

V(9) = 2X(¢* - B)%e ™. (5.43)

Em teorias escalares-tensoriais este potencial é motivado por uma tentativa de se aproxi-

mar a gravitacao das interagoes fundamentais [50, 79).

Usando o método do super-potencial, escolhemos W (¢) = A¢?+ B para buscar

as solugoes das equacgoes de campo. Temos assim as seguintes equagoes

4
= 3A¢* + 3B. (5.45)

Impondo as seguintes condi¢oes: A% = 2, 8= 2 ¢ B? = A%3%. Encontramos

as solucgoes inflacionarios

¢(t) = ¢o exp (—%(t - to)> : (5.46)

a(t) = agexp {—‘“"202 {exp (—%(t - to)) - 1} + B(t— to)} . (5.47)

Para fazer o estudo do sistema dinamico, trabalhamos com as equacoes

5= SR A - B (5:43)
: 6? 3w 3\
0=—5 — v+ 56" =), (5:49)
. A
§ =00~ 2p(6* ~ ). (550)

Escrevemos as equagoes (5.49) e (5.50) substituindo ¢ e (¢* — 3), utilizando para isto a
equagao de vinculo (5.48). Dessa maneira, obtemos as seguintes equagoes para o sistema
dinamico:

g = —;mﬁ, (5.51)

V= —0p — it—A i\/l (92 §¢2) +8 i\/i (93—2 - ng)] C 552)

A3
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Temos quatro pares de equagoes, que dependem dos sinais das raizes contidas
na equagao (5.52). O primeiro par de sinais + define dois sistemas dinamicos, que estao
associados aos sinais de ¢. Os outros dois pares de sinais sao associados, simultaneamente,
da seguinte forma: +, se 9> —f > 0, ou, —, se ¢? — 3 < 0. Temos com isso quatro distintos

planos de fase.

N \N
\\\\\Q‘-;:/%/// S 4
\7 S

N\ ===
) ‘/<\ N
(a) p>0ep?>—5>0 (b) p>0e¢?>—3<0
o )
Nty
N<x/ I\ 7
N \
N ~,// Ce—
> v v v
f N <

(c)p<0egd?>—B>0 (d)p<0eg?>—p<0

Figura 5.6: Planos de fase para o potencial quartico.

Observando os planos de fase dispostos acima, o ponto critico (0,0) pertence
aos quatro planos de fase e corresponde a um espaco-tempo de Minksowki. Este ponto
critico ocorre quando ¢ = 4/, como pode ser observado através da equacao de vinculo
(5.48). Em particular, ha um par de pontos criticos que s6 estao presentes para os planos
de fase (5.6b) e (5.6d), onde temos ¢*> — § < 0. Estes pontos sdo: (0,5v/3)\), universo
de de Sitter, e (0, —ﬁ\/S_)\), universo anti-de Sitter.

Outra caracteristica importante, nos diagramas acima, sao as regioes em que

o sistema dinamico nao esta definido, que ocorrem devido a presenca de raizes quadradas
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em (5.52). Dessa maneira, as soluges estdo definidas para regiao interna do "cone de

luz"que ¢ dado pela equacao 6* > 3%@02, presente em todos os planos de fase. Além disso

para os diagramas (5.6b ) e (5.6d) notamos a presenga de uma regiao hiperboélica onde o
. N . . ~ . . .~ . 2

sistema dinamico também nao esta definido. Esta regiao é dada por % (% — %wz) < B,

que é uma consequéncia de ¢* — 3 < 0.

Nos graficos do sistema dinamico as solugoes analiticas sao representadas por

parabolas da forma
8A
O(t) = 3B + 3Apy” exp (——(t — t0)> . (5.53)
w
Onde as constantes A e B devem ter o mesmo sinal, sem esta condicao as solugoes acessam

as regioes excluidas.

Para entender com detalhe essas solucoes tomemos o caso em que A > 0 e
¢ > 0, que implica em 6 > 0 e ¥ < 0. Para estas condicoes, a solucao analitica est&

representada na curva em negrito presente no segundo quadrante das figuras ( 1.5a) e

(1.5b).

Na figura (1.5a) temos a situagao em que ¢ — 3 > 0. Esta solucao , valida

parat—to < g5 In ;725 , representa um universo que vem de uma singularidade. Na figura
0
(1.5b) temos a situagao em que ¢? — 3 < 0. Esta solugao, vélida para t — ty > T n ;72? ,

corresponde a continuacao da curva na figura anterior e representa um universo assin-
toticamente de Sitter, ao atingir o ponto critico estavel (0, 5v3\). Estas duas solugoes,
presentes nas figuras em questao, se complementam e exibem a transicao de fase geomé-

trica, indo de uma geometria de Weyl para uma geometria Riemanniana.

Analisando o caso em que A < 0 e ¢ > 0, temos as curvas parabdlicas com
6 < 0e1 >0, que estdo desenhadas em preto no quarto quadrante das figuras (1.5a)
e (1.5b). Novamente quando ¢* — 3 < 0, situagio representada na figura (1.5b), temos
uma solucao que sai do ponto critico instéavel (0, —B\/S_/\) e se conecta suavemente a curva
parabolica destacada em negrito e desenhada na figura (1.5a), valida para ¢* — 3 > 0. O
instante em que a solugao sai de uma curva e vai para a outra ¢ dado por t = o+ 35 In \q%\

Neste caso, a transicao de fase geométrica ocorre de Riemman para Weyl.

De maneira analoga devemos entender o comportamento do sistema dinamico
para os casos em que o campo ¢ < 0, situages representadas pelas figuras (1.5¢) e
(1.5d). Podemos perceber a presenga da simetria ¢» — —1 quando comparamos as

figuras (1.5a) e (1.5b) com as figuras (1.5¢) e (1.5d), e esta é basicamente a diferenca
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entre os comportamentos das solugoes para ¢ > 0 em relagao as solucoes para ¢ < 0.

5.4.1 Potencial exponencial

Apresentamos, nesta secao, um modelo que possui um potencial muito usado
em inflacdo, o potencial exponencial [80,81]. Modelos com potenciais deste tipo represen-
tam um caso diferenciado, em que o universo cresce seguindo uma lei de potencia [82]. O

potencial em questao é escrito da seguinte forma
V(6) = Voexp(—(A + 2)9), (5.54)

onde Vj e A sao positivos nao nulos.

Utilizando o formalismo de primeira ordem, com W = ae”?, com a e 3 con-

tantes a determinar. Chegamos no sistema de equacoes

. 2
=200 o (5.55)
w

& _ aeft 5.56
—=ae”. (5.56)

Identificamos facilmente oo = + w(6r‘i 57y © b= %, e encontramos os pares de solucoes
ar(t) =a A Le—m/?(t —to) + 1 " (5.57)

* 0 2\ w(bw — \?) 0 ’ '

2 VE] Adg

t)=—In|+y/ ——(t—t R 5.58
¢i( ) A n W(Gw—)\Q)( O)+e 2 ( )

Onde o par (a(t), (1)), vale parat >ty e o par (a_(t), ¢_(t)) vale para t < t;. Uma das

principais caracteristicas desse modelo é que nao ha regime que a saida da inflacao [83].

Observamos ainda que essas solucoes sao validas em duas situagoes distintas,

. . 2 . ~
dependo de w. A primeira delas, quando w > %. Nesta situacao devemos escolher o fator
A de maneira a satisfazer %w > 1, garantindo a inflacdo do universo [84]. A outra situacao,

descrita quando w < 0.

Contudo, independente da escolha de w, o fator de expansao pode é dado por

1
A A2 Vo A
0.(t) =Ope 2% | £ [——0 e 2%t —¢)+ 1] . .
+(t) = boe < 2\ w(6w =) © (t—to) + ) (5.59)
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Para analisar o retrato de fase recorremos as equagoes do sistema nas variaveis

0 e v dispostas abaixo

. 6?3 3
0 = 5 - waz + ZLVOG_W’ (5.60)
, A
Y= =0+ o=Voe (5.61)
6> Vi
P gy Yoo, (5.6

Manipulando as equacoes acima, chegamos no sistema dinamico:

0= —37%2, (5.63)
) = —0¢ + %92 - %1/12. (5.64)

Observando o diagrama de fase do sistema, cujas figuras estao dispostas abaixo,
temos as solucoes representadas por retas do tipo 0 = 37“¢.4 Para w > %, a solu-
¢ao (14, 04) esta representada pela semi-reta que ocupa o primeiro quadrante da figura
5.7(a), e corresponde & um universo que vem de uma singularidade num tempo finito,
atingindo assintoticamente, ¢ — +00, o ponto de equilibrio em (0,0), um espago-tempo
de Minkwoski. Ainda no caso w > %2, a solugao (1_,6_) é representada pela semi-reta
desenha no terceiro quadrante da figura 5.7(a), corresponde a um universo que sai de um

espaco de Minkwoski, em t — —o0, e evolui para uma singularidade futura, Big Rip.

N N— N
/ ) / ///w x\ur;(o’\\\\\\w
// / //? Q\iu 1 \\»‘k\t\ ; \7 \T T\
SRR N\
A S

(a)w>’\—2 (byw<0

Figura 5.7: Planos de fase para o potencial tipo exponencial.

Analogamente, o retrato de fase para as solugoes com w < 0 sao compostas de

duas semi-retas. No quarto quadrante da figura 5.7(b) temos a semi-reta correspondente

4 ~ g 9G4 AL e
Usamos a notagao 1 = ¢4 e 0L = 3@’ por conveniéncia.
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a (¢4,01), que mostram um universo que comeca de uma singularidade num tempo finito,
e evolui para uma espaco-tempo de Minkwoski ¢ — +00. No segundo quadrante da figura
5.7(b) temos uma semi-reta para a solugio (¢_, 6_), que representa o universo evoluindo

do espaco-tempo de Minkwoski, em ¢ — —o0, para uma singularidade num tempo finito.

Neste modelo a transicao de fase geométrica ocorre apenas assintoticamente, e
nos graficos acima ela é representada pela passagem das solucoes pela origem. Dois perfis
de transicao podem ser identificados, solucoes que partem da fase de Riemman para a
fase de Weyl, que sao as semi-retas saindo da origem, e solugoes que partem da fase de

Weyl para a fase de Riemman, que sao as semi-retas chegando na origem.

5.5 A transicao de fase geométrica e a aceleracao tardia

do universo

Nas outras secoes deste capitulo, utilizamos potenciais conhecidos em inflacao
para construir modelos em Brans-Dicke geométrico, investigando a possibilidade transicao
de geometria em diversos casos. Nesta secao adotamos uma postura diferente, motivados
pelo fenémeno da transicao de fase geométrica, construimos uma classe de toy models,

que qualitativamente passamos a descrever.

Partimos de um campo ¢(t) que exibe um perfil de transigao de fase geométrica,
dado por
o(t) = o tanh® ! (B(t — 1)) (5.65)

Onde p é um inteiro positivo. Esta forma do campo escalar é conhecida em estudos de
defeitos topologicos, [85], e também em outros contextos [86]. O valor de p em (5.65)
particulariza uma determinada forma de transicao de fase. Se p # 0, temos classes
de modelos que descrevem uma quadrupla transicao de fase geométrica. Este tipo de
comportamento é distinto dos exibidos nos exemplos anteriores. Na construcao destes

modelos admitimos sempre w < 0.

De acordo com as figuras abaixo, a transicao se inicia para um tempo finito,
t < to, quando o universo atravessa uma primeira mudancga de fase, de uma geometria
de Riemann para uma geometria de Weyl. A medida em que o tempo se aproxima do

instante t = tp, o universo evolui em direcao a uma fase instantaneamente riemanniana,
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onde ocorre uma segunda transicdo. Apo6s o instante t = ty, o universo sofre outra
mudanca geométrica, entrando na fase de Weyl, que s6 termina assintoticamente quando

0 universo volta ser riemanniano.

Figura 5.8: Graficos de ¢(t) para p = 2(a esquerda) e p = 3(a direita). Nota-se que quanto

maior o valor de p, maior o periodo aproximadamente Riemanniano. Aqui usamos ty = 0.

O fator de expansao deste modelo é dado por

_ 3wo?f

2 tanh ™+ [B(t — £o)] —

0,(t)

(2p+1)° {+ tanh** 1 [3 (¢ — tg)]} .

(5.66)

dp + 3 dp +1

Analisando 6,(t), temos que o universo assintoticamente em ¢ — —oo, se
contrai a uma taxa constante. Para ¢ < 0 o universo se contrai em um ritmo cada
vez uma taxa menor. A medida que se aproxima do instante ¢ = ¢y, 0 universo, comeca
entrar numa fase de contracao muito lenta, e em ¢ = t;, 0 universo é instantaneamente
estatico e o espaco-tempo é do tipo Minksowki . Imediatamente depois, deste instante o
universo experimenta uma fase em que lentamente se expande. A medida que o tempo
passa a taxa de expansao torna-se cada vez maior. Quando t — oo , assintoticamente, o

universo entra em uma fase estacionéria de expansao.

5.5.1 Caso p=0

Analisando o caso em que p = 0. O campo escalar é dado por ¢(t) =
otanh [5(t — to)]. Ele conecta um universo anti-de Sitter, ¢ — —o0, a um universo as-
sintoticamente de Sitter, ¢ — +o00. Para estabelecer essa ligacao, o campo ¢ passa por
uma regiao intermedidria, num tempo finito, em que o universo ¢é instantemente do tipo

Minksowki, ¢t = t;. Este comportamento é ilustrado na figura abaixo.
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Figura 5.9: Caso p = 0. A fase Riemanniano s6 ocorre assintoticamente. Tomando t, = 0.

Este modelo é caracterizado pelo seguinte potencial

2 2
V(¢) = 6e [% (30(;5 - ;)] — wo?ple (1 - g) : (5.67)

que possui minimos degenerados, como podemos ver na figura 5.10.

O fator de expansao é

_ 30%fw {tanh3 [B(t — to)]
B 3

o(t)

. — tanh[B(t — to)]} . (5.68)

Neste caso o universo se contrai para tempos t < 0. Em ¢t = t; o espaco-tempo é do tipo

Minkwoski, e o campo de Weyl assume seu maior valor.

Como podemos observar, este caso nos leva a um universo nao singular que

sofre bouncing, como ilustra o fator de escala abaixo.

a

Figura 5.10: A esquerda ilustramos o fator de escala e & direita ilustramos o potencial.

5.5.2 Uma variacao do caso p=0

Uma variacao do modelo p = 0, conservando ainda o perfil de transicao de

fase geométrica em que ¢(t) = otanh [3(t — ty)], pode ser feito considerando o seguinte

potencial
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02w

Figura 5.11: O perfil do fator de escala e do potencial para o = —*

2 2
V() = 6e72 [a - % (3a¢ - (bg)} —wa?fle (1 - Zé) : (5.69)

o
Neste caso o fator de escala, expresso por
2 o2y 0w 2
a(t) = ag {tanh®(B(t — to)) — 1} © exp{B(t — to) — —5 tanh Bt —to)]}.  (5.70)

Este fator de escala é desenhado na figura seguinte e mostra um universo eterno, que em

um instante ¢t = t; inicia uma rapida expansao.

Podemos modificar o comportamento desse potencial, bem como o do sistema,

. _ 2
ao escolhemos os fatores «, 3, 0. Um caso particular, corresponde a o = =%, onde w < 0.

Na figura acima dispomos o potencial, observamos que ele ganha uma assimetria devido

ao fator a.

E importante destacarmos que o modelo apresentado nessa secio, valido com
um p qualquer, foi desenvolvido anteriormente no ambito da Relatividade Geral, [87],
onde foi salientado a possibilidade de aplicacao na descricao da aceleracao causada pela
energia escura. Aqui desenvolvemos, apenas, uma variacao estalecida no ambito das

teorias escalares tensoriais geométricas.

Verificamos um outro modelo similar ao nosso para p = 0, [88,89]. Nele se
utiliza string-cosmology, com o intuito descrever a aceleragao devido a energia escura.
Dessa maneira, isso indica que nosso modelo p estd relacionado com a aceleracao tardia
do universo, e que portanto seja capaz de descrever uma transicao de fase geométrica

atual.
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CAPITULO 6

Cosmologia Il : Universos com dimensdes extras

Devido a forte motivacao das teorias de cordas, bem como das teorias de unifi-
cacao, e também devido as perspectivas de que as dimensoes extras possam fornecer novos
cenarios, onde muita fisica pode ser desenvolvida [90], espagos-tempo multidimensionais

tém sido muito estudados em Gravitacao.

Em cosmologia, as diferentes propostas de inclusao de dimensoes extras no
espaco-tempo tém sido usadas em busca de explicacoes para os problemas do universo
observado [91,92]. Dentre os varios modelos, existe um em particular, o modelo de Chodos-
Detweiler [93] que fornece uma possivel explicagdo para a nao observa¢ao das dimensoes

extras.

Neste capitulo desenvolvemos um modelo inspirado nestas ideias, para estudar
um espaco-tempo n-dimensional anisotréopico. Com este objetivo, usamos as teorias esca-
lares tensoriais estendidas para variedades com n dimensoes espaciais. Assim, organizamos
os capitulos da seguinte forma: na segao 1 revisamos o modelo de Chodos-Detweiler, na
secao 2 estendemos a acao de Brans-Dicke geométrico; na secao 3 apresentamos modelo

de universo estudado; na secao 4 mostramos os resultados obtidos.
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6.1 Universo modelado segundo Chodos-Detweilar

O modelo de dimensoes extras de nosso interesse foi proposto por Alan Chodos e
Steven Detweiler no final da década de 70 [93]. Originalmente, este modelo assume um
espaco-tempo penta-dimensional, onde a dimensao temporal possui a topologia dos re-
ais onde as dimensoes espaciais sao compactas, circularmente simétricas, possuindo um

tamanho finito, L.

Ao estudar um universo penta-dimensional no vazio a equacao de Einstein é
reduzida a

R, =0, (6.1)

onde u,v =0,1,2,3,4. A solucao deste problema é dada pela seguinte métrica

ds* = dt* — (ti) (dx? + dal + dzj) — (%) dy?. (6.2)
0

Em verdade, esta métrica nada mais é do que a solucao particular do modelo
de Kasner [94] para um universo com uma dimensao extra. As solugoes do tipo Kasner sdo
para espacos-tempos anisotropicos. No modelo que estamos apresentando a anisotropia

esta presente devido a presenca da dimensao extra.

Observando a métrica (6.2), o tempo t = ¢y é o instante primordial em que o
universo é plano. Para instantes de tempo muito maiores que tg, o universo é efetivamente
quadri-dimensional, pois os efeitos da dimensao extra vao desaparecendo, a medida em

que t — 4o0.

Este fendmeno que ocorre com o espaco-tempo é chamado de compactacao
dindmica das dimensoes extras!, e tem inspirado muitos trabalhos. Uma possibilidade in-
teressante é que essa anisotropia nas dimensoes extras pode produzir cenarios de universo

acelerado [95,96].

6.2 Brans-Dicke geométrico em n dimensoes

Para tratar de universos que possuem uma anisotropia na dimensao extra
usando Brans-Dicke geométrico, precisamos estendé-las, uma vez que em sua formulagao,

o espaco-tempo ¢ quadridimensional.

10O termo em inglés para este fendmeno é compacti fication, aqui usamos a palavra compactacio.



6.2 Brans-Dicke geométrico em n dimensoes 63

Partimos da acao de Brans-Dicke aplicada a uma variedade n-dimensional,

dada por
S = /da:”s/_—g {@R . %g%u% - V(cb)} . (6.3)
De maneira semelhante aos capitulos anteriores, adotamos a prescricdo ® = e e rees-

Crevemos a agao
S = /dx”\/—ged’ (R + wg" G — 6¢V(¢)) . (6.4)

Ao fazermos a variacao de Palatini seguindo o capitulo 3, chegamos na equacao

de compatibilidade de Weyl
2
vaguu = mgb\ag,ul/- (65)

Assim, esta variedade n-dimensional, que estamos a tratar, possui uma geo-
metria de Weyl integravel onde campo de Weyl pode ser identificado por ¢ = %qﬁ. Para
cada dimensao o campo de Weyl possui um peso distinto relativo ao campo ¢. Desta
maneira o campo 1 s6 é exatamente o campo de Brans-Dicke quando n = 4. Para o caso

em que n = 2, nao podemos associar uma geometria de Weyl a variedade.

As transformagoes de Weyl sao dadas utilizando o campo 1, da forma
g,uu - efg,uzu (66)

b=9+f (6.7)
Utilizando estas transformacgoes reescrevemos a acao no frame riemanniano (M, g,0)

como
S = / dz"\/g (}? + W + e%vw)) , (6.8)

As equagdes de campo relativas & esta agdo sao

Guy = —w <¢\,u¢|l/ - %QS‘HQS‘u) - ‘ 2 gMVV(¢)’ (69)
- 1 dw N\ n
- _ - e _ -

Para a andlise que segue usamos o Brans-Dicke geométrico, assim w ¢ constante, e traba-
lharemos no vazio, V = 0. Desta forma, as equacgoes relativas & métrica sao equivalentes
a equacao

Ry = —wd| ). (6.11)
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ou ainda no frame de Weyl R, = —w¢),¢|,. Isso é de certa forma uma generalizacao da
situagao de Chodos em que R,, = 0. Aqui o campo escalar atua como uma matéria de

origem geométrica.

6.3 Modelo cosmolégico

Inspirados no modelo de Chodos-Detweiler, consideramos um espaco tempo

com 3 dimensoes espacias usuais e n—4 dimensoes extras compactas, descrito pela métrica

ds® = dt* — a(t)? (da? + da? + da3) — bt Z dy?. (6.12)

O termo a(t) é o fator de escala relativo as dimensdes espaciais usuais e b(t) representa o

fator de escala das dimensoes extras, fornecendo assim uma anisotropia no espago-tempo.

Calculando o tensor de Einstein, temos as equacoes

Goo — 302+ =D =) o a0y, — “’f (6.13)

Gy =2H? —3H? + (n — 4)H, + (n = 3)2(n - 4)H§ —2(n —4)H,H, = _%&, (6.14)
Gy — 300+ 6H2 + (n— )iy + ==Y g s sy, — —“’7923, (6.15)
¢+ 3H,b+ (n— 4)Hyd = 0. (6.16)

Onde H, = % e H, = % Na secao seguinte mostramos o método usado para solucionar o

sistema de equacoes nao-lineares acima.

6.4 Solucoes classicas

Podemos combinar as equacoes anteriores, substituindo a equacao de vinculo

(6.13) em (6.14) e (6.15). Desta forma, encontramos o par de equagoes,
2H, + (n — 4)Hy, + 6H? + 5(n — 4)H,H, + (n — 4)*H2 = 0, (6.17)

3H, + (n—5)Hy + 9H? + 3(2n — 9)H,Hy + (n — 5)(n — 4)HZ = 0. (6.18)
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Manipulando as equacoes anteriores chegamos na expressao

1 H
Hy, = — —% 1 3H,, 6.19
b 71—4{Ha+ } ( )

que mostra Hj, em termos de H, e Ha. Derivando (6.19) em rela¢do ao tempo, encontramos

a expressao para H, em funcao das combinacoes de H, e de suas derivadas,

. . 2
- |a (E -
= ST [ T 6.20

*T W —4)H, (H) * (6.20)

6.4.1 Solucoes singulares 1

Com as equagbes anteriores (6.19) e (6.20), reescrevemos a equagao (6.17), da
seguinte forma ) _
Ay _ o (6.21)
H, "H, '
Com a solucao da equacgao acima (6.21), encontramos b(t) a partir de (6.17), e ¢(t) a

partir de (6.16). O conjunto particular destas solucoes é dado por
a(t) = ao|C(t — to) — 1|¥/5, b(t) = bo|C(t — to) — 1|24, (6.22)

o campo escalar correspondente estes fatores de escala é

(1) :¢0:F\/£ (;4—4(””—__%) In|C(t —to) — 1] (6.23)

Onde ay, by, ¢p sao respectivamente os valores de a(t), b(t) e ¢(t) no instante t = tg, e
C' é uma constante de integracdo. Essas solugoes resolvem as equagoes originais (6.13),

(6.14), (6.15), (6.16), e neste tomamos estas solugdes para t >ty + 1/C.

A particularidade destas solucoes reside no fato de que quando n = 7, caso em
que o universo possui 3 dimensoes extras, a dinamica dos dois fatores de escala é idéntica.
Estas solucoes representam um universo singular, que sofre uma expansao anisotrépica e

valem somente para w > 0.

Examinando as solucoes percebemos que ha um determinado instante de tempo,
tg, em que o universo é instantaneamente isotopico. Este instante de tempo pode ser fa-

cilmente calculado ao igualarmos os fatores de escala a e b. Assim, encontramos a seguinte

6(7n_—4)
1+(@) ]. (6.24)
bo

expressao

1
tp =tg+ —
p=t+ 5
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Por (6.24) notamos que este instante ¢y depende do nimero de dimensoes extras do

universo. Entretanto, para o caso particular em que ag = by, nao ha dependéncia de n.

O comportamento do universo, como ilustramos no grafico abaixo, depende
sensivelmente do nimero de dimensoes extras. Se n < 7, por exemplo n = 6, o fator
de escala a(t) é maior que o fator de escala b(t) para instantes de tempo ¢t < tg. Para
instantes de tempo posteriores, t > tg, o tamanho de b(f) supera o tamanho de a(t).
Dessa forma, neste cenario os efeitos das dimensoes extras se tornam mais evidentes a

medida que o universo evolui.

Se n =7, o universo é eternamente isotropico. Se por outro lado, n > 7, como
por exemplo n = 11, o fator de escala a(t) é menor que o fator de escala b(t), para t < tg.
Depois deste instante, a(t) se torna maior que b(t). Assim neste caso, as dimensoes extras

tem efeitos menos evidentes em instantes de tempo posteriores a tp.

----- b(t), withn = 6
........ b(t), withn =11

t

Figura 6.1: Fatores de escala (6.22)

6.4.2 Solucoes singulares 11

Podemos ainda obter outra classe de solu¢oes, manipulando as equagdes (6.17),(6.18).

Obtendo H,, em funcio de H, e H:

1| H,
Ha:—g{E+(n—4)Hb}. (625)

Procedendo de maneira similar a secao anterior, encontramos H, em funcao

dos fatores Hy, Hy, Hy,, dada pela expressao

. . 2

H, H,

— =2 = . 6.26
b () oo
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Encontramos, entao, o seguinte par de solucoes

10—n

alt) = ag |O(t —to) — 1| ™, b(t) = b |C(t — o) — 1|5 . (6.27)

e a solucao do campo escalar dada por:

1 /20+ 17Tn — n?
¢—¢0i§\/Tln|C(t—to)—1]. (6.28)

Essas solucoes também descrevem um universo singular. Contudo, a evolucao deste uni-
verso ¢ distinta da solu¢do anterior (6.22),(6.23). Desenhamos o grafico para as solugoes

(6.27), para n particulares.

Figura 6.2: Fatores de escala (6.27)

Podemos inferir do grafico (6.2) algumas informagoes. Se n < 10 as dimensdes
extras possuem um fator de escala b(t) que é inicialmente maior que o fator de escala
a(t) das dimensoes usuais, b(t) > a(t). A medida que o universo evolui notamos que
a(t) > b(t). Se n > 10, entdo inicialmente a(t) > b(t) e a medida que o tempo passa a
situacao tende a se inverter, ou seja, b(t) > a(t). Para uma solugao consistente do campo
escalar devemos observar o dominio de w, se n < 19 entao w > 0 e se n > 19 entao
w < 0. Entretanto, notamos que o espago-tempo apresenta uma singularidade no instante

t — to + 1/C independente do nimero de dimensoes extras.

De acordo com as solugdo (6.27) , um caso peculiar ocorre quando n = 10.
Nesta situacao o fator de escala tridimensional é constante, porém a medida que o tempo
t se aproxima do instante t = ¢, + 1/C, como podemos ver na figura abaixo, o fator
de escala ligado as dimensoes extras diminui. Isto mostra a ocorréncia da compactacao
dindmica das dimensoes extras. Este fendmeno parece ocorrer num universo de universo

primitivo ou pre-inflacionéario.



6.4 Solucoes classicas 68
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Figura 6.3: Fatores de escala para n = 10.

6.4.3 Solucoes tipo de Sitter

Uma solucao simples para o sistema de equagdes (6.13),(6.14),(6.15), (6.16)
pode ser encontrada ao tomarmos H, constante, H, = Hy. Isso nos permite encontrar

dois conjuntos de solucgoes, o primeiro deles ¢ dado por
a(t) = agexp[Aq(t —to)],  b(t) = boexp[—Ap(t — to)], (6.29)
6(t) = g0+ D(t — to). (6.30)
e o segundo deles é
a(t) = agexp[—A.(t —to)],  b(t) = by exp[Ayp(t — to)], (6.31)
¢(t) = do + D(t — to). (6.32)

Onde definimos

A, = mmm D \/( —3D%w (6.33)

3(n—1) n—4)(n—1)

O parametro D é uma constante de integracao. Estas solugoes somente sao
validas para w < 0. O primeiro par de solugoes (6.29) representa um universo onde a
parte tridimensional estd em expansao, enquanto que as demais dimensoes espaciais estao
se contraindo. Isto corresponde ao fendmeno da compactagao dimensoes das dimensoes
extras. O segundo par de solugbes (6.31) representa um cenario inverso, em que as di-
mensoes extras expandem e as trés dimensoes espaciais usuais se contraem. Ambas as

solucoes estao representadas no gréafico seguinte e nenhuma delas é singular.
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Figura 6.4: Da esquerda para direita, os fatores de escala (6.29) e (6.31) respectivamente
6.4.4 Analise do fator de expansao

De maneira a termos uma ideia do comportamento global deste universo

anisotropico, recorremos a andlise do fator de expansao para cada solucao apresentada.

O fator de expansao para o elemento de linha em (6.12) é dado pela expressao

0, = 6H, + 2(n — 4)H,, (6.34)

Para as solucoes singulares (6.22) e (6.27) tem a forma

3

[ —
Olt —to] — 1

(6.35)

que nos indica um movimento de contracao do universo com o tempo. As solugoes do

tipo de Sitter, nos levam a um fator de expansao
0, =0, (6.36)

que nos indica que o universo tem sempre o mesmo volume.
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CAPITULO [

Cosmologia quantica

No capitulo anterior, estudamos o universo em n dimensoes utilizando uma
teoria escalar tensorial geométrica. Verificamos a existéncia de solugoes singulares e de

solucoes ligadas ao fenémeno da compactacao dinamica das dimensoes extras.

Neste capitulo, pretendemos estudar o mesmo sistema, considerando um re-
gime quantico. O objetivo deste estudo é verificar se o fenomeno de compactagao ocorre

neste novo cenario.

Com este intuito, usamos a abordagem da Cosmologia Quantica. Nas primei-
ras secoes deste capitulo apresentamos alguns pontos necessarios para a utilizacao desta

abordagem. Apos isto, mostramos a aplicacao da teoria ao nosso caso.

7.1 Aspectos gerais da Cosmologia Quantica

A Cosmologia Quantica é a aplicacao da mecanica quantica aos modelos de
universo da cosmologia, e serve para descrever situagoes como as singularidades no espaco-

tempo ou mesmo auxiliar no entendimento de aspectos do comego do universo.

Esta linha de pesquisa se inicia na década de 60, marcada por trés trabalhos

independentes de Bryce DeWitt, de J. A. Wheeler e de C.W. Misner [99-101]. Vinte anos
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depois, a cosmologia quantica ganha uma nova impulsao, com os trabalhos de J. Hartle,

Hawking e Vilenkin [102,103].

Para descrever um sistema quantico, em geral, precisamos utilizar um processo
de quantizacao. O método de quantizagao usado neste trabalho é o canénico, em con-
sonancia com os trabalhos [104] e [105], por exemplo. A equagao resultante do processo
de quantizagao é chamada de equacao de Wheeler-DeWitt. E a funcao ¥ solucao desta
equacao é chamada de funcao de onda do universo. Ela é objeto fundamental na teoria,

pois nos permite inferir sobre as propriedades do universo.

Dois problemas basicos surgem nesta abordagem. Um deles a nivel conceitual,
o problema da interpretacao quantica, que esta ligado a funcao de onda do universo.
O outro de natureza mais técnica ¢ o problema do tempo, que esta relacionado com a

equacao de Wheeler-DeWitt. Discutimos mais estes problemas a seguir.

7.1.1 Interpretagoes da Cosmologia Quantica

Em cosmologia quantica a interpretacao de Copenhague nao é adequada, pois
necessita, entre outras coisas, de um observador externo ao universo. Entao utiliza-
se as interpretacoes alternativas da mecanica quantica. Neste trabalho sao usadas a

interpretagao de muitos mundos [106] e a interpretagao de de Broglie-Bohm [107,108|*

O principal problema com a interpretacao de Copenhague é a necessidade de
incorporar um sistema classico, que interage com o sistema quantico para realizacao de
medidas. Esta interpretagao leva a questoes complicadas, por exemplo: Como algum
estado deste sistema pode ser medido se nao existe um aparato externo ao universo?

Como podemos falar no colapso da funcao de onda do universo?.

A idéia de muitos mundos, sugerida por H. Everett [106] em seus estudos
sob a orientacao de J. Wheeler, tinha o intuito de propor uma nova interpretacao para a
cosmologia quantica. Esta abordagem tinha como objetivo definir uma mecanica quantica
para estudar sistemas fisicos fechados, que nao interagem com um sistema classico externo.
Nesta abordagem as ferramentas matematicas usadas sao as mesmas da mecanica quantica
usual, nao existe uma parte classica externa ao sistema, e consequentemente nao ha o

colapso da func¢ao de onda [109].

! Deixaremos a mecanica quantica de Bohm-de Broglie para discutir na secio 5.
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O nome muitos mundos ¢ dado a essa interpretacao, pois cada auto-estado
ocorre em um determinado universo. No contexto de cosmologia quantica, nos interessa
saber que nesta interpretagao os valores esperados continuam a descrever comportamento

do universo na escala quantica.

7.1.2 O problema do tempo

O problema do tempo ocorre na equacao de Wheeler-de Witt, uma vez que
esta nao possui um parametro para descrever a evolucao do sistema. Para contornar
essa situacao, pode-se acrescentar matéria ao universo de maneira a termos outro grau de
liberdade, identificado este como tempo. Outra forma de tentar resolver esta questao é
pelo uso do campo escalar, presente em teorias escalares-tensoriais, como um parametro
de evolugao [110]. Dentro desta abordagem, podemos utilizar o modelo de Brans-Dicke
geométrico em cosmologia quantica segundo os estudos [111] e mostrar uma saida equi-

valente.

7.2 Examinando o universo n dimensional anisotrépico

Nesta e nas secoes seguintes abordamos a versao quantica do universo n di-

mensional anisotrépico. Para isso consideremos o elemento de linha
n—4
ds® = N(t)*dt* — a(t)? (dr® + r*d6® + sen®0d)®) — b(t)* > dy?. (7.1)
i=0

O fator N(t) denota a fungao lapso,? a(t) e b(t) sao os fatores de escala da dimensao usual
e da dimensao extra respectivamente. Com essa métrica reescrevemos o escalar de Ricci,
da forma

a

R = s (6ab™N + 45ba>N — 6baa N + 6124°N — 4ba%bN + 12abab + %’ N )
a
(7.2)

Reintroduzimos R na a¢do de Brans- Dicke geométrico no referencial de Riemann (M, v, 0),

S = /d:L‘"\/—_g (R + wg" é.0) , (7.3)

2 A funcdo lapso atribui um carater geral ao processo de folheacdo. Numa métrica do tipo Fridemann-
Robertson-Walker, ao escolhemos N = 1, estamos fazendo a folheacao utilizada em modelos usuais de
cosmologia, essa escolha é o chamado gauge cosmico. Ao escolher N = a(t), estamos tomando outra

parametrizacado. Este é o gauge conforme.
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e ap0s retirarmos os termos divergentes, chegamos na acao reduzida

60 —1);. o5 _ (1= (=)

6 ., . e
Sreduzida - Vb / dt |:_Na2ab 1 agb 6b2 + Na3b 4¢2:| ’
(7.4)

onde Vo = [ da*a®b™*. Com esse procedimento identificamos o lagrangiano do modelo

—6aab™* aa2bb™ 5 a3 6)? a3b”*4phi2

7.2.1 O hamiltoniano classico

Para fazer quantizacao do modelo precisamos do Hamiltoniano associado, com

esse intuito calculamos os momentos canonicamente conjugados

12 —4 ,
P, = Nab”*‘*a — 6("T>a2b"5b, (7.6)
_ 2(n—4)(n—=5) , 5 5 6(n—4) 5, 5.
Pb = N b a’b T(l b a, (77)
2 .
P, = Wwa3b"_4gz§. (7.8)

Fazendo entao a transformacao de Legendre,
H = P,a+ Pyb+ Py — L, (7.9)

obtemos o seguinte hamiltoniano:

N —5)P? 1 P? PP (n—2)P?
(n=5) P B _BRb (=2F] (7.10)

H—
(n —2)abn—" 12 b i (n—4)a®>  2ab dwa?b?

Para chegar a uma equacao do tipo Schédinger, realizamos as seguintes transformacoes

canonicas (a,b, ¢, Py, Py, Py) — (A, B, T, Pa, Pg, Pr), onde

¢ Py
T=2 Pr= 2. 11
P¢a T 92 3 (7 )
A=Ina, Py = aPy; (7.12)
B=Inb,  Pg=bP, (7.13)

A transformacao (7.11) é motivada em [110], e as transformacgao nos fatores de escala ¢é

conhecida na literatura [98]|. Desta maneira, escrevemos o hamiltoniano transformado,

A=N|-2""p2 Y ppoy

— (n_2)(n_4)PB+PT , (7.14)
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onde o fator N = W As equacbes de movimento na forma Hamiltoniana ficam

{A,H}:AZNnLiQ<(ng5)PA—PB)> (7.15)
{B,H}—B—Nn‘jQ(n:PB—niQPA), (7.16)
{Pa, H} = {Pp, H} = {Pp, H} =0, (7.17)

onde A = % e B = C;—lf. Reescrevendo essas equacoes em termos de 7T, temos

dA w n—>

@t _ Py—P 1
dT n—Z( 3 4 B)’ (7.18)
dB W 2 Py

= = Py — . 1
dT n—2(n—4 b n—2> (7.19)

A solu¢ao do sistema de equagoes acima, (7.18) e (7.19), é

a(T) = agexp { w ((”_3)

Py—Py)T 2
n—2\ 3 * B)] (7.20)

n—2\n—4
o(T) = £+/2P,T. (7.22)

b(T) :boexp[ ~ ( 2 PB—PA> T], (7.21)

Ao escolhermos o Gauge N = 1, vemos que T =t e as soluc¢oes tem a forma
das solucoes exponenciais obtidas o capitulo anterior. As outras solucoes obtidas no
capitulo anterior, as solucoes singulares, podem ser reobtidas ao escolhermos o Gauge

N =3

2wa3bn—4-

7.3 Quantizando o modelo

Uma vez que obtemos o hamiltoniano podemos realizar a quantizacao canonica,

assim promovemos os momentos canonicos a operadores, da seguinte forma:

P —i (7.23)

9
Py — —i2 Pp—s i .
AT T BT T

A OB’

A equagao de Wheeler-DeWitt ¢é obtida pela aniquilagao da funcao de onda do

universo [112], U = 0, que resulta na seguinte expressao 3

3Esta condicdo, HY = 0, decorre do fato de que H, segundo o formalismo Hamiltoniano é uma equacio

de vinculo, ou seja, H = 0.
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{ win —>5) 92 w 02 w 02

.0
6(n—2) 0A2 - (n—2)9A0B (n—Q)(n—él)aBQ}\I[(A’B’T) :za—T\If(A,B,T).

(7.24)
Identificamos que esta é uma equacao do tipo Schédinger |, fI@ZJ = ig%, e notamos clara-
mente o papel da variavel T' simbolizando o tempo. E interessante notar, que uma vez

que o paramero 1" esta ligado ao campo escalar ¢, o campo de Weyl, podemos, entao,

destacar a relacao entre tempo e a geometria.

Como o operador H é um operador hermitiano, o produto interno usual da

mecanica quantica é usado?:

(qf1|\1/2>:/ dA/ dBU W, (7.25)

junto com as condicoes de contorno usuais
V(A — +00,B,T)=0, V(A,B — +00,T) =0, (7.26)

ou ainda condicoes sobre as derivadas da funcao de onda

0 0
9 (A= t00) =0, L W(B s o) =0 (7.28)
' OB )= 9a o) =" '

Para um nimero de dimensoes n = 5, a equacao de Schidinger é modificada,
significativamente, ficando

w(82 0?

3\0B2 0AOB

) U(A,B,T) = —za%qf. (7.29)

Por esse motivo tratamos da solucao deste caso de maneira isolada.
7.4 Solucoes e valores esperados

Para resolver esta equacao procedemos adotando a separacao de funcoes

U(A, B,t) = ®(A, B)e "FT. (7.30)

4 Algumas vezes a equacio de Schédinger que vem da quantizacio da Hamiltoniana nio é tdo simples

como a nossa, e se torna necessario redefinir o produto interno garantindo que H seja hermitiano.
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onde E é o parametro de separagao das variaveis. Desta forma recaimos em uma equacao

de Schoédinger estacionaria,

{ w(n —5) 02 w 0? w 0?

6(n—2) 0A2 + (n—2)940B  (n—2)(n—4) 832}(1)(A’B’T> = FE®(A, B, T).

(7.31)

Por questoes de simplicidade, tomamos o caso em que w > 0. No intuito de

simplificar a resolucao da equagao, fazemos a seguinte mudanca de coordenadas

(n—2) \/n—2 n— )B (7.32)

|w|n—5

6(n — 2) \/n—2 n— )B (7.33)

|w|n—5

Com esta mudanca chegamos na expressao simplificada

0? 0?
com ny = 2+ %. Esta equacao corresponde ao caso de uma particula livre se

movendo em um plano, com uma massa efetiva,%, associada ao eixo u, e uma outra

1

massa efetiva associada ao eixo v. Podemos retirar esta ansiotropia nos eixos u e v

) m;
ao fazer a mudanca, u = To= U = —&=, que leva na equagao
0*  0?
{% + @} ®(u,v) = E®(u,v). (7.35)

Sabemos dos cursos de mecanica quantica que esta é exatamente a equacao de
uma particula livre, cuja solucao é do tipo onda plana se propagando em duas dimensoes.
Podemos verificar de maneira rigorosa este fato utilizando o método de separagao de
variaveis, tomando ® = U(u)V (v), e aplicando em (7.35), chegamos em duas equagdes

diferenciais

d*U
d*v
el + B,V =0, (7.37)

que estao relacionadas pela equacao de autovalores s — E; = E. Para E; > 0e Ey > 0,

a funcao

dp, 5, = Ksen(iur/Ey)sen(oy/Es) (7.38)
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é uma solugao particular, tipo onda plana, da equagao de Schodinger (7.35). O termo K

presente na solucao é apenas uma constante arbitraria.

Para construimos a solucdo geral da equagao original (7.24), que designamos

por ¥(u,v,T), fazemos a superposicao dos termos ®p, g, (4, v), da seguinte forma

1 o (o) )
U(a,0,T) = —— / dE, / dE,A(Ey, Ey)e " B2=ET e (1 / Fy )sen(5\/ Es),
VN Jo 0
(7.39)
onde o fator A(E}, E») presente na expressao é um coeficiente da superposicao, sua escolha
adequada permite integracao da equagao (7.39) e confere & W(u,v,T') o formato de pacote

de onda. O termo v AN presente em (7.39) é responsavel pela normalizagio, ou seja,
+oo +00
Nz/ du/ do|V(u, v, T)|?. (7.40)

Utilizando o fator A(E,, Ey) = exp [-£(Ey + E»)], e com auxilio da identidade

+oo S
/ e sen(y/max)dr = mﬁe_m/‘”, (7.41)
0

podemos resolver as integrais presentes na equacao (7.39), que sdo as seguintes
-2

/:OO exp[—FE1(§ —iT)]sen (W) dE; = % exp [—ﬁ} . (7.42)

=2

/O+°O exp [—Es(& 4 iT)] sen (@) dE, = % exp {—m} . (7.43)

A funcao de onda ja normalizada é expressa como

\/3n— Yn—4) (¢ \?_ 1/ @ 72
\/ <€2+T2> Mep[ 4<£—iT+£+z'T)}' ()

E interessante notar que seguindo o mesmo procedimento podemos encontrar

C I

a funcao de onda do universo para o caso em que w < 0, que é

_ V3(n—2)(n —4) 3 82 1 a2 72
e \/ e I e = D

Observamos que a func¢do de onda para w < 0, (7.45), é simplesmente o com-

plexo conjugado da func¢ao de onda para w > 0,(7.44). Ou ainda, a fun¢do de onda para
w < 0 é a reversao temporal da funcao de onda para w > 0. Fisicamente w > 0 significa
que o campo escalar representa matéria usual, enquanto que w < 0 esta relacionado ao

campo fantasma.
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7.4.1 Valores esperados

Para calcular os valores esperados usamos a interpretacao de muitos mundos.
Com este objetivo transformamos a funcao de onda em termos dos fatores de escala a e

b e integramos sobre eles. Lembramos, que o valor esperado de um operado = ¢ dado por
(z) = / / |0 P dadb. (7.46)
o Jo

Dessa forma calculamos o valor esperado de a, que nos leva a expressao

jwi 1 /°° _/” . 1 [|wl(n =5) . . 2
= — d d | VIn- v T
<CL> 2 3(71-2)(71-4) . u . U exp 2 6(n—2) |77 |U+ N+ v | (U,U, )|
(7.47)
onde definimos a fungao X(¢,7?) = # De maneira andloga, calculamos o valor
esperado relativo ao fator de escala b, que nos da
1 |wl 6 o
by =G(T,n)< 2(ET7) . 4
(h) = G(T,m) exp [4(n_2)\/(n_4)<n_5) (€.17) (7.45)

2

Onde G(T,n) = Sy ST + e [ e, %) + 8].

(n—2)(n—4)2(n—5 n—2"\/ (n—4)(n—5)

Para termos uma melhor ideia destes valores esperados, ilustramos os casos de

n = 6 e n = 8 nas figuras que seguem.

Figura 7.1: As figuras ilustram os valores esperados para os fatores de escala. A esquerda

temos o grafico para n = 6, e a direita o grafico para n = 8.

De maneira geral as figuras nos indicam um cenario de universo tipo boucing,
tipico de cosmologia quantica. Em particular, o comportamento obtido aqui é semelhante
ao resultado obtido em [113], onde o universo possui quatro dimensoes e o campo escalar

também exerce o papel de tempo.

Pelas figuras (7.4.1) e (7.4.1), ainda podemos ver que se n = 6, ou seja um

universo com duas dimensoes extras, o fator de escala relativo as dimensoes extras (b)
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é maior do que o fator de escala das dimensoes usuais® (a). Para o caso onde n = 8,
universo com quatro dimensoes extras, a situacao se inverte o fator de escala relativo as
dimensdes espaciais usuais, (a), ¢ maior do que o fator de escala das dimensoes extras,
(b).

E de se esperar, portanto, que os efeitos métricos devido a dimensao extra
sejam mais expressivos quando o niimero de dimensoes extras ¢ menor do que o nimero
de dimensdes usuais. Se por outro lado, o nimero de dimensoes extras for igual ao nimero

de dimensoes usuais, podemos ver que os fatores de escala (a) e (b) sao idénticos.

Para ter uma ideia do que ocorre com o universo como um todo calculamos o
fator de expansdo do universo com (a) e (b), que é expresso por

6 d{a) 2(n—4)d()

On = (a) dT By 4T’

(7.49)

O fator de expansao calculado desta forma possui qualitativamente o mesmo
comportamento para qualquer n, desde que n > 5. Classicamente o fator de expansao Os
pode ser nulo, ou decrescente com o tempo, como visto no capitulo anterior. O fator de
expansao calculado usando as valores esperados dos fatores de escala nos dao um universo

crescente com o tempo, como ilustramos na figura abaixo.

Figura 7.2: Fator de expansdo para o universo n dimensional anisotropico.

7.4.2 Caso n =5, o universo com uma dimensao extra

Caso n = 5, ou seja um universo com uma dimensao extra a equacao diferencial
de Schodinger estacionéria (7.31) possui a seguinte forma

wlo* o
310B2 0AOB

} ® = Ed. (7.50)

5 Aqui nos referimos as dimensoes usuais que correspondem ao comprimento, largura e altura.
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As transformacoes de coordenadas que simplificam a equacao acima sao
r=4A+ 2B, (7.51)
y=B. (7.52)

Somos assim levados a seguinte equacao de Schédinger:

2 2
[48— - 8—] - %cp (7.53)

Utilizando o método de separagio de variaveis usando ® = X (z)Y (y) chegamos ao par
de equagoes diferenciais ordinérias

d*X

?Y

Onde E; e F, satisfazem a relacao 4, — Ey = % Dessa maneira encontramos o perfil

da auto-funcao para E; > 0 e Fy > 0 da equacao de Schodinger estacionaria, dada por

Op, g, = sen(y/ Eyx)sen(y/ Eqy). (7.56)

A solucao geral da equacao da equacao de Schodinger dependende do tempo, se faz pela
superposicao

U(x,y, T / dFE, / dEye "oy 5, (7.57)

Procedendo de maneira similar ao caso n > 5, chegamos na seguinte forma normalizada

da funcao de onda do universo

U(z,y,T) = 3 3/235 exp d — LA (7.58)
' Ys 4\/_ w2T2 Yy P 4 4(5_2%) f‘l‘l% 9 .

para o caso w > (. Para o caso em que w < 0 a funcao de onda do universo tem a seguinte

forma

3/2
1 & 1 x? y?
VU(x,y,T)= TYexp § —— + , (7.59
( ) 4ﬁ<52+@> 4 4(54—@'%) 5—@'% (7.59)

Os valores esperados dos fatores de escala a e b para este caso tem seguinte expressao

(a) = % [2(T%) + 4}zexp [2(12)] , (7.60)
() = [S(T2) + 1] exp F(?)} | (7.61)

Onde o termo %(7T?) = %
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7.5 A interpretacao de de Broglie-Bohm

Como ja expomos no inicio do capitulo, citamos duas das interpretagoes da me-
canica quantica que sao utilizadas em cosmologia quantica, descrevemos o nosso problema
usando uma dessas interpretacoes, a de muitos mundos. Agora, passaremos a descrever o
nosso sistema utilizando a interpretacao de de Broglie-Bohm. Boas referencias para este

estudo sao [114] e [115].

Esta interpretacao ¢ devido a David Bohm que retomou os estudos de Louis de
Broglie sobre ondas piloto. Para entendermos alguns pontos desta abordagem é convinente

retomar a mecanica quantica nao relativistica.

7.5.1 Mecanica quantica Bohmiana

Sabemos que a equacgao de Schodinger para uma particula em um espaco tri-

dimensional é dada por

0 Vv?
iV = —%+V(x,y,z) . (7.62)

A ideia bésica desta abordagem é supor que a funcdo de onda associada a

particula pode ser reescrita em termos de uma onda piloto da seguinte forma
= Q(Z,t) exp(iS(7,1)). (7.63)

Isso nos leva ao sistema de equacoes diferenciais equivalentes ao de Schédinger

002 ,VS

V. (Q W) =0, (7.64)
—1V2Q (VS)2  0S
moa TV o T 0 (7.65)

A primeira equacao do sistema acima é a equacao da continuidade, expressa
de outra maneira. A segunda equacao pertence a classe de equacoes de Hamilton-Jacobi,
que é estudada em Mecanica Classica [116]. Somente para lembrar, das equacoes de
Hamilton-Jacobi citamos dois exemplo: o particula livre , cujo a equagao é

1 /0S\*> 08
% (%) + E =0, (7.66)



7.5 A interpretacao de de Broglie-Bohm 82

e o oscilador harmonico, cuja equacao é

1 (9S\* mw? , S

— | =— —_— — = 0. 7.67

2m (ax) > T ot (7.67)
Percebemos que a equagao (7.65) possui o termo extra,Q) = %%Q, que nao

estd presente nas equacoes classicas da mecanica. Este termo () é chamado potencial

quantico. Os efeitos quanticos sao enfraquecidos na medida em que (Q — 0.

Segundo esta interpretacao a particula quantica possui uma trajetéria real,
que nao ¢é observada. A equacao desta trajetoria é dada por

08

i (7.68)

Entretanto, a solucao da equacao diferencial anterior, enfrenta o problema da indetermi-

nacao da condicao inicial, pois nao se sabe a posicao inicial da particula.

7.5.2 Cosmologia quantica segundo de Broglie-Bohm

Aplicando esta abordagem para o problema de cosmologia quantica, podemos
verificar se nosso resultado se mantém como nos trabalhos [105], [104] que exemplificam
casos em que interpretacoes distintas da mecanica quantica levam a resultados qualitati-

vamente equivalentes.

Vamos reescrever a funcao de onda do universo no formato de uma onda-piloto
U = Qexp(iS). (7.69)

Vamos utilizar a funcao de onda em que w > 0. Entao inferimos facilmente que

SRS NCCETTRY (S R S S

62 + T2
(7.70)
SWmJU:—ﬂgé?gmﬁqﬂ. (7.71)

Para o caso em que a funcao de onda do universo possui w < 0, podemos também
estabelecer um ' e um fase S’. Como as fungoes de onda para os casos w < 0 e w > 0
sao a complexas conjugadas uma da outra, entdo concluimos que ' = ), porém hé uma

diferenca na fase, ou seja,

(v° — u?). (7.72)
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Os fatores de escala Bohmianos sao calculados por

oS oS
onde P, e P, sao dados pelas equacoes
P, = 21 S0 =) s (7.74)
“ N N ’ '
o 2(n—4)(n—5) 6 3 6(n—4) 5, 5.
P, = N b"Pa’b Ta b"?a, (7.75)
2w 31n—4
P, = —a’b"" "¢. (7.76)

N

Montamos o seguinte sistema para o calculo em termos das variaveis A e B,

temos que
dA dB T
@t A S S 4 .
2dT+(n )dT a7 [2A+ (n —4)B], (7.77)
dA dB T

para qualquer valor de w. O sistema é facilmente resolvido, suas solugoes sao

a = ag exp [\/W] , b = by exp [\/W] , (7.79)

Vemos que as solucoes independem do ntimero de dimensoes. Porém pelo menos qualita-
tivamente podemos afirmar que este comportamento para os fatores de escala concorda

com que é previsto pela interpretacao de muitos mundos.

O fator de expansao do universo em termos dos fatores de escala Bohmianos

é dado pela expressao

0, =2(n—- 1T, (7.80)
prevé um universo linearmente crescente com o parametro 7', como podemos observar.

7.5.3 Universo em cinco dimensoes

Aplicando a interpretacao de de Broglie-Bohm no caso em que o universo possui uma

dimensao extra, n = 5, as fungoes Q e S que reescrevem a fungao de onda (7.70) séo

Ty f i f 3‘2 2
Q(m,y,T):4ﬁ §2+% exp ——4(£2+%) (Zer)

: (7.81)
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e
wT x?
S(ZE, y7T) = = w2 (_ - y2> ) (782)
12 (2 +27?) \ 4
para w > 0 e
|w|T ,
T)=— - — 7.83
S(z,y,T) e\ 1) (7.83)

se w < 0.

Utilizando as definigoes (7.73), e procedendo de maneira andloga ao caso n

dimensional, encontramos as seguintes fatores de escalas bohmianos:

3 w2 A1/4 3 w2 X2 /4
a = exp [_ZKl (62 —+ sz) — ZKQ (52 + ET2> s (784)
w2 A1/4 w2 A2/4
b=cxp |(\ — 1) K, (52 + §T2> + (Mg — 1) K, <§2 + ET2> : (7.85)

onde K; e K5 denotam as constantes de integracao e

1
)\172 = g + @, (786)

As solucgoes para este caso possuem um comportamento diferente das solucoes
(7.79), pois neste caso enquanto o fator de escala a cresce exponencialmente, o fator de
escala b decresce exponencialmente. Esta situacao, corresponde portanto, ao cenario de
compactacao dinamica das dimensoes extras, de acordo com as solucoes classicas desen-
volvidas no capitulo anterior. Desta forma, a ocorréncia da compactacao das dimensoes

extras parece depender da interpretacao utilizada, o que ¢ um resultado curioso.



85

CAPITULO 8

Consideracdes finais

Neste trabalho examinamos alguns aspectos cosmologicos utilizando uma classe
de teorias escalares tensoriais construidas em um espago-tempo de Weyl integravel, nos

regimes classicos e quanticos.

Sobre a cosmologia classica

Observando primeiramente os aspectos classicos, as teorias escalares tensoriais
geométricas propiciam novos significados tanto ao campo escalar presente em modelos
inflacao, quanto ao campo escalar presente em modelos de energia escura. Ambos sao
reinterpretados como campos de Weyl integravel, fazendo assim com que a aceleragao do

universo seja entendida como um efeito puramente geométrico.

Como consequéncia da utilizacao do modelo de Brans-Dicke geométrico mos-
tramos a possibilidade do universo experimentar uma mudanca no seu carater geométrico
na medida em que evolui. Denominamos esse fenémeno de transicdo de fase geométrica.

Na tabela abaixo fazemos um resumo dos tipos de transicoes estudadas.
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Modelo transicao geométrica

V=Ae2>0,¢=d Eternamente Riemmann
V=Ae>0,w<0 R—W
V=A"2<0,w>0 Eternamente Weyl
V=Ae2>0,w>0 W—R ou R—=W
V=0w>0 W—=R—-W
V= (7712%2 + A)e 2? Eternamente Weyl
V =2X\(¢* — B)%e % dois perfis W—R ou dois perfis R—W
V(p) = Voexp(—(A+2)¢) | dois perfis W—R ou dois perfis R—-W
¢ = o tanh(B(t — to)) RWoR
¢ = o tanh?(B(t — ty)) R—-W—-R—-W—=R

Tabela 8.1: Resumo dos modelos com suas respectivas transicoes geométricas.

Nesta tabela apresentamos a esquerda os modelos e a direita o tipo de transicao
geométrica. Percebemos a existéncia de modelos que nao sofrem transigoes de fase, sao
universos eternamente de Riemmann ou universos eternamente de Weyl, portanto. H&
também universos que sofrem apenas uma transicao de fase, de Weyl para Riemann
(W — R), ou de Riemann para Weyl (R — W). Ha ainda modelos em que temos duas
transigoes de fase, de Weyl para Riemann e deste para Weyl (W — R — W), ou ainda
no sentido inverso (R — W — R). O caso mais interessante ¢ quando o universo pode

experimentar quatro transi¢oes de fase, no modelo ¢ = tanh?(t — ¢).

Do ponto de vista observacional, talvez seja dificil detectar essa transicao.
Uma vez que os referenciais de Riemman e de Weyl sao fisicamente equivalentes. Este

fato coloca a transicao geométrica como um fenémeno puramente teobrico.

Sobre a cosmologia em n dimensoes

Ainda em nivel classico analisamos o problema da compactacao dinamica das
dimensoes extras. As solucoes do modelo de Brans-Dicke geométrico mostram quatro
possiveis comportamentos distintos para as dimensoes extras. Encontramos dois pares de
solugoes que levam em um universo singular anisotrépico, encontramos também um par

de solucoes nao singulares do tipo de Sitter, que exibem a compactacao das dimensoes
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extras, e outro par que exibe a compactacao das dimensoes espaciais usuais.

Com relagao parte quantica, as teorias escalares tensoriais geométricas ofe-
recem um '"relogio'natural, ligado a geometria. Por isso parecem ser importantes na

construcao de modelos em Cosmologia Quantica.

Utilizando abordagem de Wheeler-deWitt para uma teoria escalar-tensorial
geométrica, estudamos a compactacao dinamica das dimensoes extras. O principal resul-
tado é que nao h& uma ocorréncia desta situacao em nivel quantico, a nao ser no caso

particular em que n =5 e usamos a abordagem de de Broglie-Bohm.

Com o auxilio da interpretacao de muitos mundos, chegamos a um universo
com boucing nao singular. Os valores esperados para dimensoes extras apenas indicam
que paran < 7, (by > (a), e se n > 7, (a) > (b). Neste caso, as contribui¢oes métricas do
fator de escala (b) sdo menores que as de (a), e isso explicaria a dificuldade de observagao
das dimensoes extras. Por outro lado, utilizando a interpretacao de Bohm-de Broglie,
encontramos um universo nao singular com boucing, que parece qualitativamente igual
ao resultado anterior. Contudo nesta abordagem, os fatores de escala bohmianos nao
possuem nenhum efeito com relacao ao nimero de dimensoes extras. A anisotropia do

universo, neste caso, esta ligada somente as condigoes iniciais ag € by.

Uma situacao que nos pareceu interessante, mas que nao registramos nesta tese,
foi a analise do universo anisotropico com dimensoes extras formam uma subvariedade
com uma topologia esférica. Contudo, nao é possivel resolver as integrais necessarias para

construir o pacote de onda. Assim nao conseguimos prosseguir com o estudo deste caso.

Sobre as perspectivas

Desejamos desenvolver aplicacoes das teorias escalares-tensoriais geométricas
estudadas nesta tese em outros situagoes que envolvam dimensao extra, como por exemplo
o cendrio de cosmologia com branas. No que se refere estritamente a versao cléssica da
teoria escalar tensorial geométrica, é interessante estudar sua contribuicao na gravitacao
construida em um espaco-tempo tipo do 2+1 ou em um espaco-tempo 1+4+1. Assim,

podemos ter o entendimento do Brans-Dicke geométrico em altas e baixas dimensoes.
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