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RESUMO

Nesta tese, reapresentamos uma teoria escalar tensorial geométrica, que é uma versão da

gravitação de Brans-Dicke formulada em um espaço-tempo de Weyl integrável. Com esta

teoria fazemos duas aplicações especí�cas. Uma delas para o estudo de um fenômeno,

que chamamos de transição de fase geométrica, uma mudança contínua na estrutura ge-

ométrica do espaço-tempo. Este fenômeno parece ocorrer quando o universo se expande

aceleradamente. A segunda aplicação reside no estudo clássico e quântico do compor-

tamento de um modelo de universo n-dimensional anisotrópico. A motivação para esta

investigação é a busca de soluções que exibem o compactação dinâmica das dimensões

extras, que não são observadas.

Palavras-chave: Teoria escalar tensorial geométrica, Geometria deWeyl, Tran-

sição de fase geométrica, Dimensões extras, Compactação dinâmica.



ABSTRACT

In this thesis, we deal with a particular geometric scalar tensor theory, which is a version of

the Brans-Dicke gravitation, formulated in a Weyl integrable space-time. This formulation

is done using the Palatini's variation procedure. The main point of our work is to perform

two particular applications of the geometrical Brans-Dicke theory. The �rst one is the

study of geometric fase transition phenomena, that's related to a continuous change in

the space-time structure of the universe from a Riemann's geometry to a Weyl's geometry,

or in the inverse sense, from Weyl's geometry to Riemann's geometry. This phenomena

seems to take place when the universe starts to expand in a accelerated rate. The second

one is the investigation of classical and quantum behaviour of a anisotropic n-dimensional

universe . To �nd solutions that display the dynamical compacti�cation of non observed

extra dimensions is the main motivation to study such universe.

keywords: Geometric scalar tensor theory, Weyl geometry, Cosmology, Ge-

ometrical phase transition, Extra dimensions, Dynamical compacti�cation.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Em Física, a palavra cosmologia refere-se a uma ciência cujo objetivo �é o estudo

do universo como um todo: sua evolução, sua história, sua composição�, [1]. É este ramo

cientí�co que explica a formação das estruturas como as galáxias, as estrelas e os planetas.

Os cosmólogos realizam seus estudos partindo da utilização de modelos para

representar o universo. Uma hipótese, baseada na observação e fundamental na cons-

trução destes modelos, o princípio cosmológico, a�rma que o universo em grande escala é

homogêneo e isotrópico.

Outro ingrediente imprescindível na representação matemática do universo é

a escolha da lei de gravitação. Canonicamente, os modelos em cosmologia adotam como

teoria gravitacional a Relatividade Geral, que foi desenvolvida por Albert Einstein em

1915. Nesta teoria, a interação gravitacional é entendida como uma manifestação da

dinâmica do espaço-tempo, revelando portanto, a importância da geometria na gravitação.

A grande questão é que a cosmologia, nestes moldes, vem encontrando limitações ou

di�culdades em explicar determinadas questões. Dentre estas, podemos citar os pro-

blemas de singularidades iniciais no universo [2, 3] e os problemas relativos à fase de

aceleração cósmica atual [4, 5].

Dessa forma, teorias alternativas de gravitação têm sido estudadas [6] e apli-
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cadas em cosmologia. Dentre essas teorias existem aquelas que utilizam a forma da ação

da Einstein-Hilbert, mas são ambientadas em geometrias não-riemannianas, como por

exemplo a Relatividade Geral formulada em geometria de Weyl [7]. Como também há

formulações que mantêm a estrutura geométrica riemanniana, mas que possuem ações

distintas da Relatividade Geral. As teorias escalares-tensoriais exempli�cam bem esta

classe.

As teorias escalares-tensoriais tem uma vantagem em relação à Relatividade

Geral (RG), pois enquanto que para tratarmos de cenários in�acionários usando a RG de-

vemos acrescentar um campo escalar para gerar in�ação [8] , as teorias escalares tensoriais

já possuem em sua construção este campo escalar [9].

Outras teorias alternativas podem ser formadas tanto utilizando ações diferen-

tes da teoria de Einstein quanto utilizando geometrias não-riemannianas. Para confeccio-

nar tais modelos, os físicos dispõem de uma ferramenta muito útil, o método variacional

de Palatini, que permite que cada ação esteja relacionada a um tipo especí�co de geome-

tria [10, 11].

Ao aplicarmos o princípio de Palatini em teorias escalares tensoriais, damos

luz às formulações distintas da gravitação, ambientadas em um espaço-tempo de Weyl

integrável. Estas são as chamadas teorias escalares-tensoriais geométricas [12].

As geometrias de Weyl foram primeiramente propostas em 1918 [13] como parte

essencial de uma nova teoria da gravitação. Esta teoria tinha o objetivo de estabelecer

uma geometrização tanto para a gravitação quanto para eletromagnetismo. Contudo,

seu modelo de gravitação não triunfou devido às sérias críticas levantadas por Einstein.

Embora a teoria de Weyl tenha sucumbido, sua geometria reaparece como palco para

muitas pesquisas físicas que vão desde a mecânica quântica às teorias de campos [14,15].

Em cosmologia, as geometrias de Weyl são aplicadas em cenários distintos.

Por serem possíveis candidatas a explicar a aceleração do universo [16], muito se tem

pesquisado sobre suas contribuições nas teorias de universos in�acionários [17, 18], bem

como na busca de soluções compatíveis com as observações da expansão acelerada [19,20].

Assim, as teorias-escalares tensoriais geométricas se tornam interessantes para

aplicações em cosmologia, uma vez que dão uma natureza geométrica para o campo esca-

lar. Neste trabalho aplicamos uma destas teorias, o modelo de Brans-Dicke geométrico,

para estudar o universo em aspectos clássicos e quânticos.
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Especi�camente estudamos dois problemas: a transição de fase geométrica,

que é o resultado de nosso artigo [21], e o problema do universo anisotrópico com di-

mensões extras [22]. Para este �m organizamos esta tese em seis capítulos. No capítulo

1, revisamos alguns pontos sobre a geometria de Riemann e a geometria de Weyl. No

capítulo 2, discutimos sobre as teorias escalares tensoriais, que motivam nosso estudo.

No capítulo 3, apresentamos as teorias escalares tensoriais geométricas. No capítulo 4,

discutimos sobre as transições geométricas, um fenômeno peculiar presente em nossa te-

oria de gravitação. No capítulo 5, encontramos a versão das teorias escalares geométricas

para uma variedade n-dimensional, e aplicamos esta extensão para estudar a compactação

dinâmica das dimensões extras de um universo anisotrópico. No capítulo 6, exibimos uma

análise deste fenômeno em um universo em escala "microscópica", utilizamos para isso

a abordagem de Cosmologia Quântica, revisando seus principais aspectos. Finalmente,

escrevemos uma seção onde apontamos algumas considerações importantes sobre a nossa

pesquisa.
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CAPÍTULO 2

Geometria de Weyl

Neste capítulo estudamos a geometria desenvolvida por Weyl começando com

uma revisão das principais estruturas da geometria riemanniana, nos guiando por [23] e

pelas referências contidas no capítulo. Em seguida, abordamos a geometria de Weyl em

suas duas formas: não integrável e integrável. Por �m, mostramos a teoria da gravitação

elaborada por Weyl e a objeção de Einstein à esta formulação.

2.1 Elementos de Geometria Riemanniana

2.1.1 Variedade diferenciável

Em relatividade geral, trabalhamos com o espaço-tempo, e o modelo matemá-

tico que utilizamos vem da geometria. Modelamos o espaço-tempo como uma variedade

diferenciável. Uma variedade diferenciável n-dimensional é um espaço contínuo que, lo-

calmente, se assemelha ao Rn.

Sobre uma variedadeM de�nimos objetos matemáticos como funções, vetores e

tensores. Uma função real f emM é uma atribuição que associa a cada ponto P de M, um

número real f(P ). Um vetor VP é um operador de�nido sobre um ponto P da variedade,

que atua sobre funções. O conjunto de todos os vetores de�nidos em P formam o espaço
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tangente em P , TPM . O espaço dual ao espaço tangente TPM é o espaço cotangente,

T ∗PM . Nele temos os co-vetores ou 1-formas. Temos ainda espaços formados pelo produto

tensorial sucessivo de m espaços TpM com n espaços T ∗pM , os elementos pertencentes a

esse conjuntos são chamados tensores do tipo (m,n). Na variedade ainda podemos de�nir

campos de vetores, campos de 1-formas e campos de tensores. Os campos de vetores é

denotado por TM , o campo de 1-formas é denotado por T ∗M e o campo de tensores do

tipo (m,n) é denotado por τmn (M).

2.1.2 Conexão

Em uma variedadeM não podemos comparar vetores em pontos distintos, pois

são pertencentes à espaços vetoriais diferentes. Para fazermos isso precisamos de uma re-

gra para mover vetores na variedade e colocá-los no mesmo espaço vetorial. Normalmente,

dotamos a variedade de uma conexão e assim uma comparação pode ser estabelecida.

De�nição : Uma conexão a�m, em uma variedade M , é uma aplicação ∇ :

T (M) × T (M) −→ T (M), indicado por (X, Y ) −→ ∇XY e que satisfaz as propriedades:

a)∇fX+gYU = f∇XU + g∇YU,

b)∇X(U + V ) = ∇XU +∇XV,

c)∇V (fU) = V [f ]U + f∇VU.

(2.1)

A quantidade ∇XY é chamada derivada covariante do campo vetorial Y com

respeito a direção de X.

Dada uma base {E1, E2.., En} para T (M), podemos calcular a derivada cova-

riante de um vetor da base com respeito a outro, pela expressão

∇EiEj = ΓkijEk. (2.2)

O termo Γkij corresponde às componentes da conexão em uma dada base. Esco-

lhendo uma base de coordenadas {∂i}, temos a representação para a derivada covariante

∇YX = ∇Y i∂i(X
j∂j) = Y i

(
∂iX

j + ΓjikX
k
)
∂j. (2.3)

As componentes, ∂iXj +ΓjikX
k, da derivada covariante são utilizadas nos livros de cálculo

tensorial como de�nição de derivada covariante [24].
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Através da conexão podemos construir o transporte paralelo da seguinte forma:

Seja uma curva α(λ) na variedadeM e V (λ) o campo de vetores tangentes associado a esta

curva. Então, um campo vetorial U é transportado paralelamente se satisfaz a condição

de que ∇VU = 0 ao longo da curva.

É usual de�nir o transporte paralelo através de um operador D
dλ

como

D

dλ
U = ∇VU, (2.4)

ou ainda podemos escrever
D

dλ
U =

dxi

dλ
∇∂iU, (2.5)

onde dxi

dλ
são as componentes do vetor tangente V (λ) em um sistema de coordenadas.

Reescrevendo a equação anterior em termos de suas componentes, obtemos:

d

dλ
Uk + Γkij

dxi

dλ
U j = 0. (2.6)

A solução da equação acima, para cada componente k, determina o campo

vetorial U(λ) transportado paralelamente. Dado um vetor de�nido em um ponto P da

curva, o transporte paralelo deste ocorre de maneira única, devido as condições iniciais

necessárias para resolver as equações diferenciais relativas a cada componente.

Com o auxílio do transporte paralelo podemos de�nir geodésicas a�ns, que são

importantes em gravitação, pois estão relacionadas com as trajetórias dos raios de luz

em um espaço-curvo. Seguindo [25], de�nimos a aceleração de uma curva e em seguida a

geodésica a�m.

De�nição: Uma aceleração de uma curva α(λ) emM , é dada por ∇V V , onde

V (λ) é o vetor tangente à curva.

De�nição: Uma geodésica a�m, em uma variedade diferenciável é uma curva

com aceleração nula, ou seja, uma curva que satisfaz ∇V V = 0.

Usando uma representação em um sistema de coordenadas, sejam dxµ

dλ
as com-

ponentes do vetor tangente V . Então, a de�nição de geodésica a�m é expressa por

d2xµ

dλ2
+ Γµαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0. (2.7)

A de�nição de derivada covariante bem como o transporte paralelo podem ser

estendidos para tensores, usando a regra de Leibniz para cada componente de maneira

adequada.
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2.1.3 Métrica

Um dos objetos fundamentais da geometria é a métrica. Ela nos permite

realizar as medidas de comprimentos, de áreas e também de ângulos na variedade.

Formalmente, de�nimos uma métrica como um campo tensorial do tipo τ 0
2 (M).

Em outras palavras, uma métrica é uma aplicação bilinear g que atua em TpM × TpM

cuja imagem pertence aos reais.

Dado uma base {E1, E2, .., En}, as componentes da métrica são

g(Eα, Eβ) = gαβ. (2.8)

Com o auxílio das componentes de g, podemos calcular a área associada a dois

vetores U e V , em um determinado ponto P da variedade, por

g(U, V ) = g(Eα, Eβ)UαV β = gαβU
αV β. (2.9)

Sejam dois pontos P e Q, em M , in�nitesimalmente próximos, e sejam xα(P )

as coordenadas do ponto P e xα(Q) as coordenadas do ponto Q. O vetor distância, U ,

entre os pontos P e Q, dado por U = ∆xα∂α, pode nos fornecer por meio da métrica o

elemento de distância in�nitesimal,

ds2 = g(∆xα∂α,∆x
β∂β) = gαβ∆xα∆xβ. (2.10)

Observamos que esta expressão retoma a forma conhecida dos livros de rela-

tividade geral. A métrica é uma estrutura que nos permite fazer uma distinção entre as

geometrias. Por exemplo, uma variedade M de dimensão 4, cuja métrica é gαβ = δαβ,

caracteriza uma geometria Euclidiana. Por outro lado, uma variedadeM em quadridimen-

sional cuja métrica é gαβ = diag(1,−1,−1,−1), caracteriza uma geometria Lorentziana.

Destacamos dois tipos básicos de geometrias: as geometrias riemannianas, que

são extensões das geometrias euclidianas, e as geometrias semi-riemannianas, que são

extensões das geometrias de Lorentz.

De�nição: Uma variedade é riemanniana se possuir uma métrica simétrica

positiva de�nida, ou seja, dado dois vetores X, Y ∈ T (M) as condições:

i) g(X, Y ) = g(Y,X);
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ii) g(X,X) ≥ 0, devem ser satisfeitas.

Esse tipo de métrica é muito comum em física, por exemplo quando resolvemos

problemas de mecânica analítica [28]. Mas em gravitação, as métricas utilizadas são semi-

riemannianas.

De�nição: Uma variedade é semi-riemanniana se possuir uma métrica simé-

trica e não degenerada.

A condição de ser não degenerada signi�ca que a métrica é inversível. Nestas

geometrias, temos três tipos de vetores: tipo nulo, g(X,X) = 0, tipo tempo, g(X,X) > 0,

tipo espaço, g(X,X) < 0.

Um conceito que construímos com o auxílio da métrica é o de tempo próprio.

Este é o intervalo de tempo medido ao longo de uma curva do tipo-tempo 1, cujo vetor

tangente é U(λ). Esse intervalo temporal, ∆τ , é medido pela expressão

∆τ =

∫ λ1

λ0

√
g(U(λ), U(λ))dλ. (2.11)

Implicitamente esta equação nos informa que o tempo medido não é in�uenci-

ado pela aceleração da partícula. Esta ideia é chamada hipótese do relógio [26].

Também com o auxílio da métrica e de suas derivadas podemos, em geometria

semi-riemanniana, construir uma conexão muito particular, fundamental para os cálculos

em relatividade geral, Esta conexão é dada pelo teorema de Levi-Civita [27], [29], que têm

como pré-requisito as de�nições de compatibilidade e de simetria de uma conexão.

De�nição: Uma conexão ∇ em uma variedade semi-riemanniana M é compa-

tível com a métrica se e somente se

V [g(U,W )] = g(∇VU,W ) + g(U,∇VW ), (2.12)

onde U, V,W são campos vetoriais de�nidos na variedade.

Esta de�nição nos informa que o produto escalar entre dois vetores U e W

é preservado por um transporte paralelo, na direção do campo V . Simpli�cadamente,

pode-se mostrar que a condição de compatibilidade da métrica é equivalente à condição

∇V g = 0 que usualmente é escrita como ∇αgµν = 0.

1Isso assegura que ∆τ seja positivo.
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De�nição: Uma conexão a�m ∇ em uma variedade semi-riemanniana M é

dita simétrica se satisfaz a relação

[V, U ] = ∇VU −∇UV, (2.13)

para U, V ∈ TM .

Usando um sistemas de coordenadas, a condição de simetria pode ser expressa

por Γαµν = Γανµ. Uma vez entendido esses conceitos, podemos enunciar o teorema que

determina a conexão em questão.

Teorema de Levi-Civita: Em uma variedade semi-riemanniana M, existe

uma única conexão que é ao mesmo tempo compatível e simétrica. Esta conexão é cha-

mada de conexão de Levi-Civita.

Para determinarmos a forma da conexão de Levi-Civita, podemos usar a equa-

ção ∇αgµν = 0, junto com a condição de simetria. Determinamos, com um pouco de

manipulação, que a conexão tem a forma

Γαµν =
1

2
gαλ (∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν) . (2.14)

Notamos que esta é uma extensão da conexão usada em geometria de curvas de superfí-

cies2.

Ainda com o auxílio da métrica e com a conexão de Levi-Civita, podemos

de�nir as geodésicas métricas, que são as curvas seguidas pelas partículas massivas quando

estão somente sob a in�uência do campo gravitacional.

De�nição: Uma curva α(λ), que liga dois pontos P e Q de uma variedade

M , é uma geodésica métrica se seu comprimento dado por

s =

∫ Q

P

√
g(α̇(λ), α̇(λ))dλ (2.15)

for estacionário, isto é, δs = 0.

As equações que as geodésicas métricas satisfazem, provenientes da nossa de-

�nição, tem a seguinte forma

d2xµ

dλ2
+ Γµαβẋ

αẋβ =
s̈

ṡ
ẋµ. (2.16)

2Fazemos um cálculo semelhante com mais detalhes na seção 1.3.1.
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Escolhendo uma reparametrização adequada, λ = s, as equações tomam a forma

d2xµ

ds2
+ Γµαβẋ

αẋβ = 0, (2.17)

Notamos que as equações (2.7) e (2.17) são a mesma equação. Isto re�ete o fato

de que em geometria semi-riemanniana geodésicas métricas e geodésicas a�ns coincidem.

2.1.4 Curvatura

Além da métrica e da conexão, outro objeto muito importante em geometria

e em gravitação é a curvatura.

De�nição: A curvatura R de uma variedade diferenciável M é uma aplicação

que associa a cada par de vetores (X, Y ) ∈ T (M)×T (M) um operador R(X, Y ) : T (M)→

T (M) dado por:

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (2.18)

Desta de�nição temos três propriedades que destacamos a seguir:

i) A curvatura é uma aplicação bilinear em T (M) × T (M), ou seja, dados

X, Y, Z ∈ T (M) e f , função de�nida na variedade, temos que

R(fX + Y, Z) = fR(X,Z) +R(Y, Z) (2.19)

ii) Para todo par de vetores (X, Y ) ∈ T (M) × T (M), o operador R(X, Y ) é

linear, ou seja, dado Z,W ∈ T (M), temos:

R(X, Y ) [Z +W ] = R(X, Y )Z +R(X, Y )W. (2.20)

iii) O operador é anti-simétrico

R(X, Y ) = −R(Y,X). (2.21)

Exibindo o tensor R em uma base {Ei}, temos a expressão

R(Ei, Ej)Ek = ∇Ei∇EjEk −∇Ej∇EiEk −∇[Ei,Ej ]Ek. (2.22)
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Podemos reescrever o tensor R em termos da conexão Γljk, para isto represen-

tamos o tensor de curvatura em termos de suas componentes numa dada base Ei,

R(Ei, Ej)Ek = Rl
ijkEl, (2.23)

utilizamos a identidade

∇Ei∇EjEk = ∇EiΓ
l
jkEl = Γljk,iEl + ΓljkΓ

p
ilEp, (2.24)

e o comutador [Ei, Ej] = C l
ijEl, chegamos facilmente na expressão

Rl
ijkEl = Γljk,iEl − Γlik,jEl + ΓljkΓ

p
ilEp − ΓlikΓ

p
ilEp − C

l
ijΓ

p
lmEp. (2.25)

Desta maneira as componentes do tensor de Riemann em uma base de coor-

denadas, {∂α}, assumem a seguinte forma conhecida:

Rα
µβν = Γαβµ,ν − Γαµν,β + Γαρµ,νΓ

ρ
βµ − ΓαρβΓρνµ. (2.26)

Quando estamos no espaço euclidiano veri�camos que o tensor de Riemann é

zero, e a curvatura é nula. Este fato nos dá a informação de que o espaço é plano. Uma

interpretação geométrica mais interessante da curvatura vem quando analisamos o desvio

geodésico, como em [30].

2.1.5 Desvio geodésico

Consideremos uma congruência de geodésicas, γ(s, t), tal que para cada s real,

γs(t) representa uma geodésica parametrizada em t, e para cada t real, a curva γt(s)

representa uma geodésica parametrizada em s.

Vamos examinar as curvas γs(t). Admitimos que elas estejam inicialmente em

paralelo e que compõem uma subvariedade bidimensional. Sejam xµ(γs(t)) as componen-

tes da geodésica em questão. Podemos distinguir dois campos de vetores tangentes: T , o

campo vetores tangentes a curva γs(t), e S, o campo de vetores tangentes a curva γt(s).

Em um sistema de coordenadas cartesiano as componentes de T e de S são respectiva-

mente

T µ =
∂xµ

∂t
, Sµ =

∂xµ

∂s
. (2.27)
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O campo de vetores S nos dá uma distância relativa entre as geodésicas γs(t)

e γs+δs(t). A velocidade relativa de afastamento é obtida por

V =
DS

dλ
= ∇TS. (2.28)

De maneira análoga podemos de�nir a aceleração relativa A de afastamento

por

A =
DV

dλ
= ∇TV = ∇T∇TS. (2.29)

Utilizando a equação (2.18), e lembrando o fato de que [∂µ, ∂ν ] = 0, e ainda que ∇ST =

∇TS, podemos rescrever a aceleração relativa como

A = ∇TV = ∇T∇TS = ∇T∇ST = R(T, S)T, (2.30)

uma vez que ∇TT = 0, por construção.

Veri�camos assim que o paralelismo entre essas curvas só é mantido quando

a aceleração relativa entre elas é nula, ou seja, se R(T, S) = 0. Isto é característico de

espaços �at. Em espaços curvos não esperamos que isso ocorra, pois geralmente há uma

aceleração relativa entre as geodésicas.

2.2 Geometria de Weyl

Uma vez que lembramos dos conceitos de conexão, de métrica e de curvatura,

vamos tratar da geometria estabelecida por H. Weyl.

Em geometria riemanniana, a conexão de Levi-Civita preserva o comprimento

de um vetor transportado paralelamente, porém não há garantias de que sua direção

permaneça a mesma nesta operação.

Para desenvolvermos uma intuição sobre geometrias de Weyl, discutimos a

seguinte ilustração. Imaginemos uma superfície esférica S. Nela traçamos uma geodésica,

γ, que corta os dois polos da superfície, ou seja, um grande círculo da esfera. Um vetor

V que esteja em um dos polos, ao ser transportado paralelamente ao longo desta curva,

após uma volta, ao passar pelo seu ponto de origem este vetor terá sua direção diferente

da direção inicial. Esse é um fato conhecido da geometria de superfícies.

Na geometria de Weyl, abandonamos a preservação do comprimento do vetores

transportados paralelamente. Assim tanto a direção quanto o comprimento de um vetor
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devem mudar devido ao transporte. Segundo Weyl que a variação das componentes e

do comprimento, L, de um vetor V transportados paralelamente em uma variedade M

fossem da seguinte forma,

dV α = Γαλβdx
λV β, (2.31)

dL = L
σα
2
dxα, (2.32)

onde representamos por V α as componentes do vetor V . Notamos a presença de um

novo termo σα, que altera o comprimento do vetor, como se fosse uma conexão para o

comprimento [31]. De maneira a incorporar esta ideia, de�nimos a geometria de Weyl de

acordo com [32].

De�nição: Uma variedade de Weyl, é uma variedade diferenciável,M , dotada

de três objetos: uma conexão a�m, ∇, uma métrica g e um campo de 1-forma σ, chamado

de campo de Weyl. Obedecendo a duas condições:

i) A métrica é simétrica.

ii) Dados três campos de vetores V, U,W , pertencentes a T (M), então a con-

dição de compatibilidade de Weyl é satisfeita, isto é,

V [g(U,W )] = g(∇VU,W ) + g(U,∇VW ) + σ(V )g(U, V ), (2.33)

ou simpli�cadamente3, por

V (g(U,W )) = σ(V )g(U,W ). (2.34)

Escolhendo uma base de coordenadas, podemos reescrever a condição de Weyl

da forma ∇αgµν = σαgµν , como muitos vezes ela é usada na literatura.

Para entendermos o efeito do campo de Weyl na mudança de comprimento,

vamos ilustrar as propriedades do transporte paralelo.

Proposição : Seja M uma variedade diferencial de Weyl, com uma métrica

g e um campo de uma forma σ. Então, o comprimento de um vetor U transportado

paralelamente ao longo de um curva α(λ), se modi�ca segundo a condição

∇V (λ)g(U,U) = σ(V (λ))g(U,U), (2.35)

3Essa versão de de�nição segue a ideia de [33].



2.2 Geometria de Weyl 16

onde V (λ) é o campo vetorial tangente à curva.

Esta condição nada mais é do que aplicação de (2.34), que pode ser facilmente

reescrita na forma

dL = L
σα
2
dxα, (2.36)

resgatando a equação (2.32), que nos informa como se dá a variação com comprimento do

vetor U na curva.

2.2.1 Conexão de Weyl

Em geometrica riemanniana o teorema de Levi-Civita garante a existência

de uma conexão especial dada em termos da métrica e de suas derivadas. No caso da

geometria de Weyl, também existe uma conexão especial garantida pelo teorema de Levi-

Civita estendido.

Teorema de Levi-Civita estendido : Seja uma variedade diferenciável M ,

com uma conexão a�m ∇, uma métrica g e um campo de 1-forma σ de�nidos em M .

Existe uma única conexão a�m ∇, tal que seja simétrica, e que obedeça a condição de

compatibilidade de Weyl.

Para demonstrar esse teorema de maneira simpli�cada, adotamos um sistema

de coordenadas e reescrevemos a condição de compatibilidade. Somamos a equação de

compatibilidade da seguinte forma

∇αgµν +∇νgαµ −∇µgνα = (2.37)

∂αgµν + ∂νgαµ − ∂µgνα − 2Γλναgλµ = (2.38)

σαgµν + σνgαµ − σµgνα. (2.39)

Como a conexão é simétrica alguns termos são eliminados, e após uma manipulação,

exibimos a conexão de Weyl em um sistema de coordenadas, como sendo dada por

Γβαν = {βαν} −
1

2
gβµ (σαgµν + σνgαµ − σµgαν) . (2.40)

Esta é a conexão de Weyl, que é determinada não só pela métrica, mas também pelo

campo de Weyl σ.
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2.2.2 Transformações de calibre

Podemos identi�car uma simetria na equação de compatibilidade de Weyl, ao

fazermos as seguintes transformações nos campos

ḡ = efg, (2.41)

σ̄ = σ + df. (2.42)

Essas transformações são denominadas transformações de Weyl, e recalibram

os campos métrico e de Weyl. A transformação na métrica é do tipo conforme, e a trans-

formação do campo escalar é uma transformação de compensação, isto é, ela compensa a

mudança na métrica [34].

Uma variedade de Weyl, M , é caracterizada pela métrica, g, e pelo campo

de Weyl, σ. A uma tríplice (M, g, σ), se dá o nome de um referencial de Weyl. Ao

fazermos uma transformação de Weyl mudamos de um referencial (M, g, σ) para um refe-

rencial (M, ḡ, σ̄), por este motivo estas transformações são interpretadas como mudanças

de referenciais ou de frames.

Em cada referencial temos uma métrica diferente, o comprimento de um vetor

muda conforme mudamos de referencial. Em geral, as medidas de área e de volume

também dependem do referencial em que foram feitas.

Porém, temos em Weyl alguns objetos geométricos que revelam ser invariantes

por essas transformações. A conexão é um exemplo. Se estivermos em um referencial

(M, ḡ, σ̄) a equação de compatibilidade é ∇̄αgµν = σ̄αgµν , então encontraríamos uma

conexão em coordenadas Γ̄βαν . Porém, ao aplicarmos as transformações de Weyl notamos

que Γ̄βαν = Γβαν é a conexão em um referencial (M, g, σ).

Uma consequência importante da conexão ser invariante é percebida ao estu-

darmos as geodésicas a�ns. Observemos uma geodésica a�m,

∇V V = 0, (2.43)

Por uma mudança de referencial, não alteramos a estrutura da curva, pois

∇ = ∇̄. Assim, as geodésicas a�ns são invariantes por transformações de Weyl.

Se estas geodésicas são invariantes, quando mudamos de referencial, o que po-

demos dizer do desvio geodésico, ou seja, dada duas geodésicas, o desvio de uma curva em
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relação a outra sofre in�uência da transformação de referenciais? Pela intuição podemos

dizer que a resposta é negativa. Mas para uma resposta concreta devemos examinar o

tensor de Riemman.

De�nimos o tensor de Riemman para a variedade de Weyl, como o tensor de

Riemann construído com as conexões de Weyl. Em uma base coordenada ∂α, ele é dado

por

Rα
βγλ = Γαβγ|λ − Γαβλ|γ + ΓτβγΓ

α
τλ − ΓτβλΓ

α
τγ (2.44)

Uma vez que a conexão é um invariante de Weyl, �ca evidente da equação acima que, o

tensor de Riemmann para uma variedade de Weyl, é também invariante. Isso signi�ca

que todos os referenciais de Weyl, experimentam a mesma curvatura! Embora o escalar

de curvatura para cada um dos referenciais não seja o mesmo, mas Rα
βγλ é o mesmo.

Assim como a conexão pode ser escrita de maneira que separamos a contribui-

ção da métrica da contribuição do campo de Weyl, o tensor de Riemann pode ser escrito

como a soma de contribuições riemannianas mais as contribuições devido ao campo de

Weyl. Para fazer isso utilizamos a notação Wα
βγ = −1

2
(σγδ

α
β + σβδ

α
γ − gβγσ

α), que nos

permite escrever:

Rα
βγλ = R̄α

βγλ + ∇̂γW
α
βλ − ∇̂λW

α
βγ +Wα

θλW
θ
βγ −Wα

θγW
θ
βλ, (2.45)

onde denotamos por ∇̂ a derivada covariante com conexão riemanniana. Desta expressão

percebemos que Rα
βγλ = −Rα

βλγ. Esta anti-simetria se re�ete no tensor de Ricci, que dado

explicitamente em termos do campo de Weyl é

Rβλ = R̄βλ − Fβλ −
1

2

(
∇̂βσλ + ∇̂σβ + gβλ∇̂ασ

α
)
− 1

2
(σβσλ − gβλσασα) , (2.46)

onde Fβλ = ∂βσλ−∂λσβ. Na equação do tensor de Ricci acima, vemos explicitamente que

a anti-simetria está ligada ao termo Fβλ, chamado tensor de curvatura do comprimento.4

2.3 Weyl integrável

Para entendermos melhor o efeito geométrico do tensor Fβλ, vamos considerar

uma curva fechada α(λ). Seja V um vetor transportado paralelamente a esta curva.

4O cálculo cuidadoso do tensor de Ricci em termos do campo de Weyl, pode ser encontrado em [35].

Aqui, somente nos interessa explicitar o tensor Fβλ.
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Então, a variação de comprimento ao longo da curva é, como já vimos,

dL =
L

2
σαdx

α. (2.47)

Esta equação pode ser integrada, e assim obtemos o comprimento após do vetor V ser

transportado em uma curva fechada

L = L0 exp

(∮
σα
2
dxα
)
. (2.48)

onde L0 é o comprimento inicial. Utilizando o teorema de Stokes, temos que

L = L0 exp(

∫
S

1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν). (2.49)

Este teorema é aplicável uma vez que consideramos a região, S, envolta pela curva fechada

α(λ), simplesmente conexa. Essas equações nos permitem entender como o comprimento

é in�uenciado pela presença do campo Fµν , responsável pela "curvatura"do comprimento,

do vetor V , após um ciclo. Isso justi�ca o nome dado ao tensor Fβλ.

Esse estranho efeito previsto pela geometria de Weyl foi o motivo que levou

Einstein questionar a validade da teoria. Quando estamos na situação particular em que

σ = dφ, onde φ é um campo escalar de�nido na variedade, a curvatura do comprimento

é nula, então, contornamos o problema, pois o comprimento não muda, L = L0.

Essa escolha para a forma do campo de Weyl, caracteriza uma geometria de

Weyl Integrável. Nesta geometria os referenciais são representados por (M, g, φ).

As transformações de Weyl tem a seguinte forma

ḡ = efg, (2.50)

φ̄ = φ+ f. (2.51)

Fazendo a transformação de Weyl usando f = −φ, chegamos em um referencial

muito particular, (M,γ = e−φg, 0), em que o campo de Weyl, φ̄, é nulo. Este referencial

possui uma característica riemanniana, uma vez que ∇αgµν = 0.

Nesse referencial podemo citar mais exemplos de objetos geométricos invari-

antes por transformações de Weyl, a começar pela métrica γ. Vemos facilmente essa

invariância,

γ = e−φg = e−φ̄ḡ = γ̄. (2.52)
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Com o auxílio desta métrica podemos construir o comprimento invariante de

Weyl, como o comprimento de uma curva que liga dois pontos, P e Q nesta variedade,

dado pela expressão

s =

∫ Q

P

(γµν ẋ
µẋν)1/2 dλ. (2.53)

Esse elemento de linha além de incorporar o princípio da covariância geral, uma vez

que pode ser escrito de maneira independente de coordenadas, ele também incorpora a

simetria de calibre presente nas transformações de Weyl.

De maneira semelhante, de�nimos o tempo próprio invariante, como o tempo

medido por um relógio que experimenta uma curva do tipo-tempo. O intervalo de tempo

próprio é dado por

∆τ =

∫ Q

P

(γµν ẋ
µẋν)1/2 dλ =

∫ Q

P

e−
φ
2 (gµν ẋ

µẋν)1/2 dλ. (2.54)

este é o tempo próprio invariante de Weyl. Ele é o intervalo de tempo medido por qualquer

referencial de Weyl.

O ponto importante nestas novas de�nições, tanto do tempo próprio quanto do

comprimento de arco, é que a métrica e o campo escalar de Weyl participam da medida.

Minimizando (2.53) deduzimos as equações para as geodésicas métricas de Weyl, dadas

por
d2xα

dλ2
+ Γαµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
= 0, (2.55)

onde, Γαµν = 1
2
γαβ (∂µγνβ + ∂νγβµ − ∂βγµν), que é a conexão de Weyl. Dessa forma em

Weyl integrável as geodésicas métricas coincidem com as geodésicas a�ns de Weyl!

De maneira geral, podemos encontrar outros objetos invariantes por trans-

formações de Weyl desde que sejam construídos somente com a métrica invariante de

Weyl γ, como por exemplo é a expressão para a forma do r-volume invariante de Weyl,

Ω̄ =
√
−γdx1 ∧ dx2... ∧ dxr.

2.3.1 A objeção de Einstein

Uma vez que discutimos os pontos centrais necessários para o entendimento

da geometria de Weyl integrável e não-integrável, vamos discutir agora em que contexto

essa geometria foi elaborada.

Weyl desenvolveu uma nova teoria da gravitação, que estendia a geometrização
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das interações da natureza. Enquanto que a relatividade geral propõe um modelo geo-

métrico para a interação gravitacional, a teoria de Weyl geometrizava tanto a gravitação

quando o eletromagnetismo [36] .

A ação deste modelo é dada por:

S =

∫ √
−g
(
R2 + λFµνF

µν
)
dx4. (2.56)

Onde Fµν é o campo eletromagnético geométrico, que é exatamente o que neste capítulo

chamamos de curvatura do comprimento, ou seja, Fµν = ∂µσν − ∂νσµ, onde σ é o campo

vetorial de Weyl.

Esta ação é proposta seguindo o princípio de que todos os termos nela presentes

devem ser invariantes por transformações de Weyl. Podemos notar que cada termo da

ação é invariante pois,

FµνF
µν
√
−g = F̄µνF̄

µν
√
−ḡ, (2.57)

R2
√
−g = R̄2

√
−ḡ. (2.58)

A teoria de Weyl não conseguiu progredir devido à uma forte crítica levantada

por Einstein, que passamos a discutir. Por simplicidade supomos que o campo de Weyl só

possua a componente temporal σ0, e que esta dependa somente do raio, σ = (σ0(r), 0, 0, 0).

Seja um relógio pontual, R1, �xado em um ponto P da variedade. Dessa maneira o tempo

próprio, utilizando (2.48) temos que

τR1 = τ0 exp(σ0(t− t0)), (2.59)

onde τ0 é o tempo relativo um "tic-tac"do relógio, ou seja, τ0 corresponde a duração de

um ciclo fundamental, por meio do qual o relógio mede o tempo. Pela expressão do tempo

próprio acima, a duração de um "tic-tac"muda simplesmente pela in�uência do campo de

Weyl.

Ao considerarmos este efeito sentido em relógios atômicos, ou seja, tomando

R1 como um relógio atômico, podemos de�nir uma frequência de oscilação fundamental

ω = ω0 exp(−σ0(t− t0)), (2.60)

que se modi�ca a medida em que o tempo passa. Dessa forma também as linhas espec-

trais, relativas ao elemento de que é composto o relógio atômico, �cariam inde�nidas,

contrariando as evidencias experimentais conhecidas.
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Esse fenômeno é chamado segundo efeito do relógio. Este efeito está ligado

a uma impossibilidade de sincronização entre relógios idênticos devido a ação do campo

gravitacional.

2.3.2 Objeção à objeção de Einstein

Embora a objeção de Einstein tenha derrubado a teoria de Weyl, exitem alguns

questionamentos sobre os argumentos usados:

i) O tempo próprio utilizado por Einstein em sua crítica é o mesmo usado em

relatividade geral. Entretanto, como vimos, em uma geometria diferente, a expressão do

tempo próprio adquire outra forma. No caso de Weyl integrável, por exemplo, o tempo

próprio passa a depender do campo de Weyl. Assim, a expressão do tempo próprio em

Weyl não-integrável deve depender da métrica e do campo σ, de maneira a contemplar a

invariância de Weyl [37].

ii) O uso da mecânica quântica para investigar o comportamento das linhas

espectrais sobre efeito do campo de Weyl parece ser mais adequado, do que usar sim-

plesmente argumentos clássicos [13]. Embora alguns estudos já tenham sido feito nessa

linha [38], parece haver um certo desfavorecimento à geometria de Weyl não integrável [39].

Embora existam esses questionamentos a cerca da teoria da gravitação de Weyl

destacamos duas contribuições desta teoria. Na física foi principalmente na importante na

estruturação das teorias de Gauge, que servem para descrever as interações fundamentais

[40]. Na matemática, a contribuição de Weyl, se deve a estabelecer uma nova classe de

geometrias.

No capítulo seguinte abordaremos uma classe de teorias da gravitação e dis-

cutiremos as teorias escalares tensoriais formuladas em uma geometria riemanniana. So-

mente no capítulo 3, estabelecemos um relação entre teorias de Weyl e as teorias escalares

tensoriais.
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CAPÍTULO 3

Teorias Escalares-Tensoriais

As teorias escalares-tensoriais estão entre as mais simples teorias alternativas

da gravitação. Enquanto que, na gravitação de Einstein, a métrica desempenha o papel

da interação gravitacional, nas teorias escalares-tensoriais, a métrica e o campo escalar

fazem esse papel.

De acordo com apontamentos históricos [41], a primeira teoria escalar-tensorial

foi proposta por Jordan em seus estudos sobre a projeção de variedades na gravitação.

Posteriormente, C. Brans e R. Dicke [42] elaboraram um modelo que se popularizou e

tornou-se o principal exemplo de teorias escalares-tensoriais.

Neste capítulo fazemos uma revisão sobre os principais pontos de uma teoria

escalar-tensorial, utilizando para isso a teoria de Brans-Dicke como ilustração.

3.1 Teoria de Brans-Dicke

Embora a Relatividade Geral tenha sido formulada tendo como um de seus

fundamentos o princípio de Mach [43], os pesquisadores C. Brans e R. Dicke acreditavam

por algum motivo que este princípio não estava devidamente incorporado na gravitação

de Einstein.
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Em termos simples, o principio de Mach a�rma que a inércia de um corpo

depende da distribuição de matéria contida em todo o universo e, logo, que não há movi-

mento sem matéria.

Na tentativa de encontrar uma gravitação completamente Machiana, Brans e

Dicke propuseram a ação

S =

∫
dx4
√
−g
[
φR +

ω

φ
gµν∂µφ∂νφ+ V (φ) + Lm(Ψ, g)

]
. (3.1)

O primeiro termo da ação introduz o campo escalar por meio de um acopla-

mento não mínimo, φR, que modi�ca o caráter da constante gravitacional, tornando-o

dinâmico, G = 1
φ
. Esta constante gravitacional variável foi considerada essencial para

tornar a teoria completamente machiana, pois permite que G dependa da distribuição de

matéria presente no universo.

A introdução deste campo escalar associado a G está também relacionada

à hipótese dos grandes números de Dirac [44]. Dirac percebeu uma relação entre as

constantes fundamentais da física, tais como a carga do elétron e, a massa do próton

(mp), a massa do elétron (me), a constante de Hubble (H0), a constante gravitacional

(G), e a idade do universo atual, t0. Esta relação é estabelecida pela expressão

e2

Gmpme

≈ t0. (3.2)

Dirac postulou que esta relação deveria ser estendida para qualquer tempo t. Como

consequência, G deve variar com o inverso do tempo cosmológico, enquanto os termos

mp,me continuam contantes. Assim, Dirac criou uma lei para as constantes fundamentais

da física [45].

O segundo termo da lagrangiana, ω
φ
∂µφ∂

µφ, está associada à parte cinética do

campo escalar, onde o fator ω é um parâmetro adimensional e livre. O terceiro termo

presente nesta lagrangiana é o potencial, V (φ), é uma generalização da constante cosmo-

lógica.

A lagrangiana de matéria, Lm, depende da métrica e do campo de matéria,

que simbolizamos por Ψ. A dependência deste lagrangiano em relação ao campo escalar

é normalmente evitada, uma vez que fere o princípio de equivalência fraco. Este princípio

é bem testado e a�rma que partículas unicamente sob o efeito do campo gravitacional

seguem trajetórias geodésicas, independentemente de sua constituição material [46].
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Um dos principais pontos fracos da teoria de Brans-Dicke é a presença de um

parâmetro livre. Os resultados experimentais a nível de sistema solar apontam que ω

deve assumir valores muito grandes. Segundo a literatura [47], para muitos casos em que

ω →∞, as soluções de Brans-Dicke se aproximam das soluções da Relatividade Geral [48].

Segundo a literatura [46], classes de teorias de Brans-Dicke podem emergir

de reduções dimensionais em teorias de Kaluza-Klein e em teorias de branas. De outra

forma, segundo V. Faraoni [49], o motivo que torna a teoria de Brans-Dicke importante

é sua aplicação em cosmologia. A teoria de Brans-Dicke já incorpora naturalmente um

campo escalar, que é muito importante na descrição de determinadas fases do universo.

3.2 Teorias Gerais

A teoria de Brans-Dicke inspirou uma classe de novos modelos de gravitação,

também conhecidas como teorias escalares-tensoriais. Uma teoria escalar-tensorial, de

maneira geral, possui a seguinte forma

S =

∫
dx4
√
−g [f(φ)R + h(φ)gµν∂νφ∂µφ+ V (φ) + Lm(Ψ, g)] . (3.3)

A escolha das funções f(φ) e h(φ) particularizam o modelo. Uma de�nição

equivalente pode ser dada pela seguinte ação

S =

∫
dx4
√
−g
[
ΦR +

ω(Φ)

Φ
gµν∂νφ∂µφ+ V (φ) + Lm(Ψ, g)

]
. (3.4)

Um exemplo de teoria escalar-tensorial, diferente da teoria de Brans-Dicke, é

estudado em [50]. Na tentativa de se aproximar a interação gravitacional da interação

fraca, A. Zee propõem a seguinte ação

S =

∫
dx4
√
−g
[
εφ2R− 1

2
gµν∂µφ∂νφ+ V (φ) + Lm(Ψ, g)

]
. (3.5)

Na literatura são ainda encontradas variações desta ação. Por exemplo, em

[51], com a motivação de estabelecer relações entre o campo de Higgs e a gravidade,

utiliza-se campos escalares complexos, estendendo assim a ação (3.5).
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3.3 Transformações Conformes

Ao trabalharmos com teorias escalares-tensoriais, as vezes, temos de recorrer

à relatividade geral, e podemos fazer isso por meio de uma transformação conforme.

De�nição: Seja (M, g) uma variedade diferenciável. Seja Ω uma função esca-

lar, suave, de�nida emM . Então podemos de�nir uma nova métrica ḡ, pela transformação

ḡ = Ω2g.

A operação utilizada para obter a métrica ḡ é a transformação conforme. O

campo Ω, imprescindível para esta transformação, é chamado de campo conforme. Ob-

serve que uma transformação assim relaciona duas variedades, (M, g) e (M, ḡ), estabele-

cendo, com isso, uma equivalência matemática entre elas.

Intuitivamente, uma transformação conforme, em um dado ponto P , pode

ser pensada como uma ampliação ou redução das medidas efetuadas neste ponto. De

maneira geral, uma transformação conforme é isotrópica, uma vez que todas as direções se

transformam pelo mesmo fator. Uma outra característica interessante das transformações

conformes é que, dados dois vetores em TpM , o ângulo entre eles é preservado mediante

tais transformações. Por isso, essas transformações são ditas conformes, em vista que

preservam as formas geométricas. Por exemplo, triângulos se transformam em triângulos

e retângulos em retângulos.

Outra característica marcante é que os vetores nulos transformados continuam

vetores nulos, e, portanto, as curvas como as geodésicas nulas são invariantes por trans-

formações conformes. Ainda por este motivo, as transformações conformes não alteram a

estrutura do cone de luz.

3.3.1 Aspectos geométricos da transformação conforme

As geodésicas a�ns, por outro lado, não são invariantes sob transformações

conforme. Isso ocorre devido ao termo de conexão. Seguindo [53], vamos explicitar este

caso.

Sejam (M, g) e (M, ḡ) duas variedades conformalmente relacionadas. Seja

também ∇ a conexão relativa à variedade (M, g), e ∇̄ a conexão relativa à variedade

(M, ḡ).
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Relacionamos ambas as conexões por um operador C, de�nido da seguinte

forma:

C : TpM × TpM → TpM (3.6)

C = ∇− ∇̄. (3.7)

Pela de�nição acima, ao calcularmos o transporte paralelo de um vetor V em

(M, g), onde V = {dxα
dλ
}, temos que

∇V V = 0⇒ ∇̄V V = CV V. (3.8)

Podemos ver da equação (3.8) que uma geodésica a�m em (M, g) é levada em

uma curva acelerada em (M, ḡ). Este termo CV responsável pela não invariância da curva

a�m é chamado de "quinta força". Este nome está relacionado com o fato de que a origem

desta força não está ligada a nenhuma das quatro interações fundamentais.

Utilizando o tensor C, podemos investigar a conservação do tensor momento-

energia, T µν , em um referencial conforme. Tomamos a derivada covariante:

∇µT
µν = ∇̄µT

µν + Cµ
µλT

λν + Cν
µλT

µλ. (3.9)

Assumimos que ∇µT
µν = 0 em (M, g), temos então

∇̄µT
µν = −Cµ

µλT
λν − Cν

µλT
µλ. (3.10)

Vamos usar a de�nição (3.6), que, em um sistema de coordenadas, pode ser

escrita como

Cµ
βλ = −g

µα

Ω
(gαλ∇βΩ + gαβ∇λΩ− gβλ∇αΩ) . (3.11)

Com essa identidade, mostramos que

∇̄µT
µν = −2T µν∇µ ln Ω− 2δ(ν

µ T
µ)λ∇λ ln Ω + 2T (µ

µ g
ν)α∇α ln Ω, (3.12)

ou, de maneira simpli�cada,

∇̄µT
µν = 6T µν∂µ ln Ω− Tgνα∂α ln(Ω). (3.13)

Contudo, essa equação ainda não se refere ao tensor de energia-momento de�-

nido em (M, ḡ). O tensor de energia-momento, neste referencial, é dado pela transforma-

ção que deduzimos abaixo:

T̄µν =
δLm
δḡµν

− 1

2
ḡµνLm ⇒ T̄µν = Ω−2Tµν . (3.14)
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Dessa forma, inferimos que T µν = Ω−6T̄ µν . E a derivada covariante de T̄ µν é,

�nalmente,

∇̄µT̄
µν = −T̄ gνα∂α ln(Ω). (3.15)

Este resultado é puramente geométrico, e mostra que a lei de conservação do

tensor de energia-momento não é conformalmente invariante em geral. No caso particu-

lar em que o traço do tensor de energia-momento é nulo, como no eletromagnetismo, a

invariância conforme é estabelecida.

Por outro lado, este resultado indica que os fótons não devem experimentar

efeitos de uma transformação conforme, enquanto que as partículas de matéria usual,

que em geral possuem T µµ 6= 0, sentem efeitos da transformação conforme. Tais efeitos

devem ser percebidos em suas geodésicas. Desta forma, partículas de constituição distintas

caminham sobre geodésicas diferentes em (M, ḡ). Isto viola o princípio da equivalência

fraco, e mostra mais uma distinção física entre (M, g) e (M, ḡ).

Da mesma maneira que a conexão muda por uma transformação conforme, o

tensor de Riemann, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura também se modi�cam. Por

exemplo, o tensor de Ricci R̄µν é relacionado com o tensor de Ricci Rµν pela expressão

R̄µν = Rµν − 2∇µ∇ν ln Ω− gµν�(ln Ω) + 2∇µ ln Ω∇ν ln Ω− 2gµνg
αβ∇α ln Ω∇β ln Ω.

(3.16)

Consequentemente, o escalar de curvatura em (M, ḡ) �ca relacionado com o

escalar de curvatura em (M, g) por

R̄ = Ω−2

(
R− 6

�Ω

Ω

)
. (3.17)

De acordo com a equação (3.16), ao partimos de um espaço tempo (M, g) Ricci-

flat, Rµν = 0, o espaço-tempo conformalmente relacionado não será Ricci-flat, pois o

campo conforme atua deformando a estrutura do espaço-tempo (M, ḡ). Este é outro ponto

que mostra uma diferença física entre os referenciais das duas teorias conformalmente

relacionadas.

3.3.2 A transformação conforme na ação da teoria escalar-tensorial

Vamos analisar os efeitos de uma transformação conforme em relação à ação

escalar-tensorial. Ao aplicarmos uma determinada transformação conforme, em que Ω =
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f(φ), ocorre uma mudança no setor gravitacional, no setor cinético do campo de Brans-

Dicke, e no setor referente à matéria. Esquematicamente estas mudanças são

∫
dx4
√
−gφR→

∫
dx4
√
−ḡ

[
R̄− 3

2f 2

(
df(φ)

dφ

)2

ḡµν∂µφ∂νφ

]
, (3.18)

∫
dx4
√
−gh(φ)gµν∂µφ∂νφ→

∫
dx4
√
−ḡ
[
h(φ)

f(φ)
gµν∂µφ∂νφ

]
, (3.19)

∫
dx4
√
−gLm(ψ, g)→

∫
dx4

[√
−ḡ 1

f 2(φ)
Lm

]
. (3.20)

A ação pós-transformada tem a forma∫
dx4
√
−ḡ
(
R̄ + h̄(φ)ḡµν∂µφ∂νφ+ Ū(φ) + L̄m

)
, (3.21)

onde h̄(φ) = h(φ)
f(φ)
− 3

2f2

(
df
dφ

)2

, Ū(φ) = U
f2(φ)

e L̄m = Lm
f(φ)2

. Adotando a seguinte rede�nição

do campo,

Φ =

∫
¯h(φ)dλ, (3.22)

chegamos na ação transformada

S̄ =

∫
dx4
√
−ḡ
(
R̄ + gµν∂µΦ∂νΦ + L̄m

)
. (3.23)

Esta ação representa a versão conforme da teoria de Brans-Dicke. Ela não

é exatamente igual a relatividade geral, pois o termo de matéria, presente na ação, se

acopla de forma não usual com o campo escalar, violando a conservação do tensor de

energia-momento.

Dizemos que a ação (3.23) é a representação da teoria escalar-tensorial em um

referencial de Einstein, enquanto que a teoria escalar-tensorial em sua forma original é a

sua representação em um referencial de Jordan.

Pode-se dizer, então, que existe uma equivalência matemática entre uma teoria

escalar-tensorial e sua versão conforme. No entanto, a�rmar que existe uma equivalência

física tem uma sido um ponto de interrogação. A existência de uma equivalência física é

defendida por alguns trabalhos, porém existem resultados que negam esta equivalência.
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Dentre estes, alguns defendem que o referencial de Jordan é o referencial onde os processos

físicos ocorrem. Outros defendem que o referencial onde a física de ocorre é o de Einstein

[49]. Em outras palavas, a questão sobre qual é o verdadeiro referencial físico ainda

encontra-se em aberto.

3.4 Equações de Campo

As equações de campo de uma teoria escalar-tensorial podem ser obtidas

variando-se a métrica e o campo escalar, seguindo o procedimento usual. Fazendo a

variação com respeito a métrica, temos

δS =
∫
dx4δ
√
−g
(
φR + ω(φ)

φ
gµν∂µφ∂νφ− V (φ) + k∗Lm

)

+
∫
dx4
√
−gδgµν

(
φRµν + ω(φ)

φ
∂µφ∂νφ+ k∗ δLm

δgµν

)
+
∫
dx4
√
−ggµνφδRµν ,

(3.24)

onde k∗ = 8π
c4
. Manipulamos o último termo da equação acima,

∫
dx4
√
−ggµνφδRµν . Para

tal usamos a identidade

δRµν = ∇νδΓ
λ
λµ −∇λδΓ

λ
µν , (3.25)

que nos permite escrever a variação do tensor de Ricci em duas partes

∫
dx4
√
−ggµνφδRµν =

∫
dx4
√
−ggµνφ

(
−∇λδΓ

λ
µν +∇νδΓ

λ
λµ

)
. (3.26)

Para simpli�car tal expressão, nos utilizaremos do teorema da divergência e chegamos em∫
dx4
√
−ggµνφδRµν =

∫
dx4gµν

√
−g
(
∂λφδΓ

λ
µν − ∂νφδΓλµλ

)
. (3.27)

Com o uso da identidade

δΓλµν =
gλβ

2
(∇νδgβµ +∇µδgνβ −∇βδgµν) , (3.28)

e da identidade Γλλµ = ∂µ ln
√
−g, com um pouco de manipulação �nalmente chegamos

em ∫ √
−ggµνδRµν =

∫
dx4
√
−gδgµν (∇µφν − gµν�φ) . (3.29)

A expressão (3.29) nos permite obter a equação para o tensor de Einstein:

Gµν = −κ
∗

φ
Tµν−

ω(φ)

φ2
(∂µφ∂νφ−

1

2
gµν∂λφ∂

λφ)− gµνV (φ)

2φ
+

1

φ
(gµν�φ−∇µ∇νφ) . (3.30)
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As equações relativas ao campo escalar são

R +

(
ω(φ)

φ2
− 1

φ

dω

dφ

)
∂µφ∂

µφ− 2
ω(φ)

φ
�φ− dV

dφ
= 0, (3.31)

que são obtidas facilmente utilizando o método variacional, ou equivalentemente a apli-

cação direta das equações de Euler-Lagrange.

Ao tomarmos o traço da equação (3.30), temos que

R =
κ∗

φ
T − ω

φ2
∂λφ∂

λφ− 3
�φ
φ

+
2V

φ
. (3.32)

Com esta equação e a sentença (3.31) obtemos uma expressão somente com termos de

campo escalar,

�φ =
1

2ω + 3

(
κ∗T + 2V − dV

dφ
φ− dω

dφ
∂µφ∂

µφ

)
, (3.33)

que determina a evolução de G.

3.5 Equações cosmológicas

Muitas das aplicações das teorias escalares-tensoriais se dão na cosmologia,

como mencionamos anteriormente. Diversos tipos de problemas foram estudados, dentre

eles: o universo permeado com um �uído do tipo poeira [54], o universo permeado com

um �uído perfeito [55] e o universo no vácuo com uma constante cosmológica, [56].

Ilustraremos nesta seção uma solução em que o universo está no vácuo, sem a

presença de uma constante cosmológica. 1 Neste caso, a interação do campo de Brans-

Dicke com a métrica é responsável por produzir uma estrutura de espaço-tempo não

trivial. Estas soluções foram obtidas primeiramente por O'Hanlon e Tupper [57].

Utilizando um elemento de linha do tipo Friedmann-Robertson Walker, como

utilizado usualmente em cosmologia,

ds2 = dt2 − a(t)2
(
dx2 + dy2 + dz2

)
, (3.34)

nas equações de campo de Brans-Dicke, são obtidas as seguintes equações de movimento:

G0
0 = 3

(
ȧ

a

)2

= −κ
∗

φ
T00 −

ω

2

(
φ̇

φ

)2

+ 3
ȧφ̇

aφ
− V (φ)

2φ
, (3.35)

1Este tipo de situação é interessante e é a que nos dedicaremos a estudar em capítulos futuros.
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Gi
i =

ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

= −κ
∗

φ
T ii +

ω

2

(
φ̇

φ

)2

+
�φ
φ
− V (φ)

2φ
. (3.36)

Escrevendo a equação de G0
0, para esta con�guração, temos

− 3

(
ȧ

a

)2

=
ω

2

(
φ̇

φ

)2

+ 3
ȧφ̇

aφ
, (3.37)

ou de maneira equivalente,

− 3

(
ȧ

a
+

1

2

φ̇

φ

)2

=
2ω − 3

4

(
φ̇

φ

)2

. (3.38)

Assim, encontramos uma relação para o fator de Hubble, H = ȧ
a
, como

H =

(
−1

2
±
√

3− 2ω

12

)
φ̇

φ
, (3.39)

esta relação nos permite encontrar a solução procurada para o fator de escala,

a(t) = C0φ
− 1

2
±
√

−2ω+3
12 . (3.40)

Para encontrar a solução de φ(t), recorremos à equação (3.33),

φ̈ = −3Hφ̇. (3.41)

Por conveniência, reescrevemos a equação anterior usando que φ̇
φ

= ψ, e che-

gamos na forma simpli�cada

ψ̇ =

(
1

2
− 3

√
−2ω + 3

12

)
ψ. (3.42)

A solução é, então facilmente, encontrada como

φ(t) = φ0(t− t0)s, (3.43)

onde o parâmetro s é de�nido por

s± =
1∓

√
3(−2ω + 3))

(4− 3ω)
. (3.44)

Testando φ = ts e a = tq nas equações, encontramos uma relação entre q e s,

q = 1−s
3
. Isso nos permite reescrever a solução como

a(t) = a0(t− t0)q± (3.45)
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e

q± =
1±

√
(3(−2ω + 3))

2±
√

3(−2ω + 3)
. (3.46)

Encontramos, portanto, dois pares de soluções, (s+, q+) e (s−, q−), que são

válidas para ω > −3
2
e ω 6= 0,−3

4
, respectivamente. Segundo a literatura, estas soluções

representam uma violação do princípio de Mach [58].

3.6 Limites sobre ω

Experimentos na escala do sistema solar impõem limites ao parâmetro ω. De

acordo com estes resultados, a medida em o parâmetro ω cresce, as previsões da teoria

de Brans-Dicke se aproximam das previsões da relatividade geral. Este resultado é um

indicativo de que as teorias de Brans-Dicke convergiriam para a relatividade geral quando

tomamos ω → ∞ [47]. Entretanto, nem sempre isso é verdade como é discutido nesta

seção.

Na literatura, frequentemente encontramos a questão: "No limite ω → ∞,

a teoria de Brans-Dicke se reduz à relatividade geral?". Ou ainda, quando a teoria de

Brans-Dicke com um determinado conteúdo material é levada à teoria da relatividade

geral com o mesmo conteúdo de matéria.

Faraoni [59] sugere uma explicação razoável para esta questão. Segundo ele,

podemos entender o regime assintótico de ω em Brans-Dicke utilizando transformações

conformes. O setor gravitacional das teorias de Brans-Dicke é conformalmente invariante

diante de uma determinada classe de transformações conformes Fα. Assim, ao acrescen-

tarmos um termo invariante conforme, como um Tµν anti-simétrico, a invariância conforme

da teoria de Brans-Dicke não é quebrada. Faraoni mostra então que o limite ω → ω̄ é

equivalente a uma transformação conforme Fα.

Dessa maneira, quando partimos de uma teoria de Brans-Dicke onde todos os

termos da ação respeitam essa invariância, o caso asintótico, ω → ∞, não pode levar à

relatividade geral. Entretanto, se partimos de uma teoria de Brans-Dicke com um termo

que quebre a invariância conforme, por exemplo, um tensor de energia-momento de traço

não nulo, o limite ω → ∞ conduz à relatividade geral, ainda segundo Faraoni. Por

exemplo, de acordo com [60], a solução de Brans-Dicke com poeira, T µµ 6= 0, tem como

limite asintótico de ω a solução da relatividade geral também com poeira.
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CAPÍTULO 4

Teoria Escalar-Tensorial Geométrica

No capítulo anterior discutimos as principais propriedades das teorias escalar-

tensoriais. Essas teorias diferem da relatividade geral, entre outros aspectos, por não

promoverem uma descrição completamente geométrica da gravitação. Uma vez que além

da métrica, essas teorias utilizam um campo escalar em sua construção, que não possui

representação geométrica.

Uma maneira de atribuir um signi�cado geométrico ao campo escalar, ou seja

geometrizá-lo, é através do uso de espaços-tempos de Weyl integrável [61]. Para estu-

dar a gravitação em espaços-tempo descritos por este tipo de geometria foram propostas

algumas teorias. Uma das mais curiosas se constitui em reformular a relatividade geral

nesta variedade [62]. Duas outras propostas conhecidas são as teorias de WIST desen-

volvidas por M. Novello et. al., que discutiremos na próxima seção, e as Teorias Escala-

res Tensoriais Geométricas, que possuem como principal exemplo a teoria geométrica de

Brans-Dicke, [12] e [63]. O exame das teorias escalares tensoriais geométricas constitui o

principal objetivo deste capítulo.
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4.1 Teorias WIST

Diversos tópicos foram estudados dentro do contexto das teorias WIST : so-

luções esfericamente simétricas [64], o problema do colapso gravitacional em geometria de

Weyl [65], além de aplicações em problemas de Cosmologia.

A ação de uma teoria WIST na ausência de matéria é dada de maneira por

S =

∫
dx4
√
−g
[
R + λφ

|α
||α

]
, (4.1)

onde R é o escalar de curvatura de Weyl, λ é o fator de acoplamento, e φ, o campo escalar

de Weyl. Podemos reescrever essa ação de uma maneira mais simples substituindo o termo

(φ
|α
||α) por ∂α∂αφ, pois ambos representam o mesmo fator a menos de uma divergência.

Desta forma, podemos reescrever a ação de WIST,∫
dx4
√
−g (R + 2λ∂µφ∂

µφ) . (4.2)

Esta forma que pode ser encontrada na literatura [66]. Variando-se a ação

(4.2) com respeito a métrica, obtemos a equação para o tensor de Einstein:

Gµν +∇νφµ − (2λ− 1)∂µ∂νφ+ λgµν∂αφ∂
αφ = 0. (4.3)

Tomando a variação da ação com respeito ao campo escalar temos

�φ+ ∂αφ∂
αφ = 0. (4.4)

Uma característica notável sobre da teoria de WIST �ca evidente quando a

consideramos no referencial de Riemann (M,γ, 0):

S̄ =

∫
dx4
√
−γeφ

[
R̄ + 2λγµν∂µφ∂νφ

]
, (4.5)

onde R̄ é o escalar de curvatura riemanniano. Podemos renomear Φ = eφ e �camos com

a ação

S =

∫
dx4
√
−γΦ

[
R̄ + 2

λ

Φ
γµν∂µΦ∂νΦ

]
. (4.6)

Esta é a ação de Brans-Dicke. O resultado acima mostra que a teoria de Brans-Dicke

pode ser interpretada como uma representação do modelo WIST em um referencial rie-

manniano.

Podemos, entretanto, enxergar a teoria de Brans-Dicke sobre outro ponto de

vista, utilizando para isso o campo escalar geométrico de Weyl. A maneira mais formal

de se geometrizar o campo de Brans-Dicke é através da aplicação do método de Palatini

em teorias escalares tensoriais, como fazemos em seguida.
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4.2 Formalismo de Palatini

Uma vez dada a ação de Einstein-Hilbert, podemos derivar as equações de

campo por dois métodos variacionais diferentes. Um deles, o mais conhecido, é o forma-

lismo métrico. Um de seus pressupostos é o uso da conexão de Levi-Civita, usual em

geometria riemanniana. Assim a ação

S =

∫
dx4
√
−gR(g, ∂g), (4.7)

é dependente da métrica e de suas derivadas. Dessa forma tomando a variação da ação

com respeito a métrica, encontraremos as equações da relatividade geral.

A outra maneira de se derivar a equação de Einstein é utilizando o formalismo

de Palatini. Nele conexão e métrica são entendidos como objetos independentes. A

conexão não é imposta, mas deduzida pela variação da ação. Nesta ação,

S =

∫
dx4
√
−ggµνRµν(Γ), (4.8)

o tensor de Ricci depende somente da conexão. Fazendo a variação de (4.8) com respeito

a métrica obtemos a equação do tensor de Einstein, como esperado. Fazendo a variação

da ação com respeito a conexão,

δS =

∫
dx4
√
−gδRµνg

µν . (4.9)

Usando a identidade de Palatini [43]

δRρ
µλν = ∇λ(δΓ

ρ
νµ)−∇ν(δΓ

ρ
λµ), (4.10)

reescrevemos o tensor de Ricci da seguinte forma

δRµν = ∇αδΓ
α
νµ −∇νδΓ

α
αµ. (4.11)

Substituindo (4.11) em (4.9), com um pouco de manipulação, chegamos na

equação ∇αgµν = 0, que carateriza a geometria riemanniana e portanto, o uso da conexão

de Levi-Civita. Dessa forma ambos os formalismos, métrico e de Palatini, são equivalentes

em relatividade geral.
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Em teorias alternativas da Gravitação surgem gdiferenças entre estes dois pro-

cedimentos variacionais. O formalismo métrico pressupõe que a geometria seja riemanni-

ana para qualquer teoria. No formalismo de Palatini, podemos identi�car que cada teoria

alternativa possui sua respectiva geometria.

4.3 Teorias escalares-tensoriais geométricas

Para responder a essa questão vamos entender o método variacional de Palatini,

aplicando no cado especí�co das as teorias escalares tensoriais. A ação que representa essa

classe de teorias, como vista no capítulo anterior, tem a seguinte forma

S =

∫
dx4
√
−g
{

ΦR +
ω(Φ)

Φ
gµνΦ|µΦ|ν − V (Φ)

}
. (4.12)

Usando a prescrição Φ = e−φ,

S =

∫
dx4
√
−ge−φ

{
R + ω(φ)gµνφ|µφ|ν − eφV (φ)

}
, (4.13)

tomando a variação da conexão,

δS =

∫
dx4
√
−ge−φgµν

[
∇αδΓ

α
µν −∇νδΓ

α
αµ

]
. (4.14)

Para retirar os termos divergentes, lembramos de que a divergência de uma densidade

tensorial de peso unitário, Θα, é dada por ∇αΘα = Θα
|α. Isto vem da de�nição de derivada

covariante de uma densidade tensorial, que relembramos.

De�nição: Seja Θ é uma densidade tensorial de peso W . Então, as compo-

nentes de sua derivada covariante são dadas por

∇αΘβ = Θβ
|α + ΓβαλΘ

λ −WΓλλαΘβ. (4.15)

Esta de�nição nos permite escrever (4.14) como,

δS =

∫
dx4

[
∇β(
√
−ge−φgµβ)δΓαµα −∇α

(√
−ge−φgµν

)
δΓαµν

]
. (4.16)

Simetrizando o primeiro termo desta equação chegamos que

δS =

∫
dx4δΓαµν

[
δνα
2
∇β(
√
−ge−φgµβ) +

δµα
2
∇β(
√
−ge−φgνβ)−∇α

(√
−ge−φgµν

)]
.

(4.17)
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Multiplicando a equação anterior por δαµ , deduzimos a expressão

∇α

(√
−ge−φgαν

)
= 0. (4.18)

Reorganizando esta expressão, temos que

− φ|αgµν −
1

2
gβλ∇αg

βλgµν +∇αg
µν = 0. (4.19)

Multiplicando esta expressão por gµν , encontramos que

∇αg
µν = −φ|αgµν . (4.20)

ou equivalentemente ∇αgµν = φαgµν . Mostramos com este procedimento que a geometria

é não riemanniana, e que o campo de Brans-Dicke é o próprio campo escalar de Weyl.

Decorre, então, que as teorias escalares-tensoriais formuladas seguindo o princípio

variacional de Palatini são geométricas, pois tanto a métrica quanto o campo escalar de

Brans-Dicke fazem parte da variedade de Weyl integrável.

4.4 Equações de campo

Para obter as demais equações de movimento fazemos a variação da ação (4.13)

com respeito a métrica,

Gµν = ω(φ)

(
1

2
φ|αφ

|αgµν − φ|µφ|ν
)
− gµν

2
V (φ) (4.21)

e ao fazer a variação desta ação com relação ao campo escalar obtemos

�φ = −
(

1 +
1

2ω

dω

dφ

)
φ|µφ

|µ − eφ

ω

(
V +

1

2

dV

dφ

)
. (4.22)

Observamos que estas equações diferem das equações de campo da teoria de Brans-Dicke,

mostradas no capítulo anterior. Quando examinamos a ação no referencial riemanniano,

(M,γ, 0), ela é dada por

S̄ =

∫
dx4
√
−γ
{
R̄(γ, 0) + ω(φ)γµνφ|µφ|ν − V eφ

}
. (4.23)

Observamos que esta é a ação da relatividade geral interagindo minimamente com o campo

escalar, de dinâmica não usual, pois seu termo cinético é modi�cado devido a função ω(φ).
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Para obtermos as equações de movimento, fazemos a variação da ação (4.23)

com respeito a gµν e com respeito a φ. Assim chegamos, respectivamente, em

Ḡµν = ω(φ)
(γµν

2
φ|αφ

|α − φ|µφ|ν
)
− γµν

2
e2φV, (4.24)

�̄φ = −
(

1

2ω

dω

dφ

)
φ|αφ

|α − e2φ

ω

(
V +

1

2

dV

dφ

)
, (4.25)

onde �̄ é o operador d'alambertiano escrito com a métrica γ.

Por questões de completeza, comentamos sobre o acoplamento com a matéria.

Usando ainda um referencial riemanniano, podemos acrescentar o termo de matéria, da

mesma forma como fazemos usualmente na relatividade geral, ou seja,

S̄m = κ∗
∫
dx4
√
−ḡLm(ḡ,Ψ,∇Ψ) (4.26)

que é equivalente ao termo

Sm = κ∗
∫
dx4
√
−ge−2φLm(φ, g,Ψ,∇Ψ). (4.27)

A inclusão desse termo mostra que acoplamento com a matéria, no referencial de Weyl,

possui um peso relativo ao campo escalar, diferindo assim da forma como as teorias

escalares tensoriais, usuais, se acoplam com a matéria.

Na nossa abordagem do método de Palatini assumimos que a geometria é

determinada apenas pelo setor gravitacional, isto é, os campos g e φ. São estes campos

que constroem a conexão de Weyl, e portanto, são eles que informam como devem ser

as geodésicas métricas. A matéria, nesta formulação, não tem papel para determinar a

geometria, dessa forma, ela se restringe a servir de fonte para a curvatura do espaço-tempo.

Isso justi�ca a inclusão da matéria somente após a geometria ser identi�cada.

4.5 Soluções estudadas

Os casos estudados em Brans-Dicke geométrico [12] foram as solução esferi-

camente simétricas acopladas com campo escalar não massivo, caso em que V = 0. De

maneira geral soluções esfericamente simétricas são importantes em gravitação, pois po-

dem descrever estruturas de interesse físico como os buracos negros e como os buracos de

minhoca.
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Como mostramos anteriormente, o Brans-Dicke geométrico1 em um referencial

riemanniano é equivalente à relatividade geral com campo escalar. Sabemos porém que a

relatividade geral minimamente acoplada com um campo escalar não massivo foi estudada

anteriormente, por diferentes autores, mas a primeira versão dessa solução é devida a

Fisher, [67], que posteriormente foi generalizada por Wymann [68].

As soluções de Brans-Dicke geométrico, no referencial riemanniano, são solu-

ções do tipo Wymann. Elas nos levam a três situações físicas distintas: se ω = 0 temos

buracos negros, se ω > 0, temos singularidades nuas. Para alguns de valores em que

ω < 0, podemos encontrar buracos de minhoca.

Uma vez que as teorias escalares tensoriais geométricas incorporam a simetria

das transformações de Weyl, se estabelece uma equivalência Física entre todos os referen-

cial. Portanto, um fenômeno observado em um referencial deve ser visto por toda a classe

de referenciais. Segundo [63], as três possibilidades de soluções esfericamente simétricas

com campo escalar sem massa estão presentes no referencial de Weyl (M, g, φ), obede-

cendo as mesmas condições para ω. Essa preservação da física mediante a mudança de

referenciais é um ponto essencial que distingue as teorias escalares tensoriais geométricas

das teorias escalares tensoriais usuais.

Outros casos importantes a serem estudados por uma teoria de gravitação

escalar tensorial geométrica podem ser vistos em aplicações na cosmologia. Este é o

objetivo dos próximos capítulos da tese.

1Nesta tese chamamos de Brans-Dicke geométrico a teoria escalar tensorial em que ω(φ) é uma cons-

tante.
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CAPÍTULO 5

Cosmologia I: Transição de Fase geométrica

Neste capítulo, aplicamos a teoria escalar-tensorial geométrica , apresentada

no capítulo anterior, em cenários cosmológicos. Como principal resultado, ilustramos a

possibilidade do universo sofrer mudanças de fases geométricas, durante sua evolução, ou

seja, mostramos que em determinados condições o universo sai de uma situação em que o

espaço-tempo é caracterizada por uma geometria é de Riemann, e evolui para uma outra

situação em que o espaço-tempo é descrito por uma variedade de Weyl integrável. Tal

fenômeno, foi apresentado anteriormente, mas utilizando a teoria WIST [70].

Organizamos este capítulo da seguinte forma: na seção 1 apresentamos as

equações de campo no contexto da cosmologia, e mostramos o método utilizado para

encontrar as soluções. Na seção 2 analisamos o caso em que o potencial é a constante

cosmológica e ilustramos como fazer a análise das soluções via sistema dinâmico. Nas

seções 3, 4 e 5, utilizamos alguns potenciais conhecidos na literatura, encontramos as

soluções de cada modelo e estudamos cada uma utilizando os diagramas de fase. Na seção

6 esquematizamos um novo modelo que guarda uma relação com a aceleração tardia do

universo.
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5.1 Modelos cosmológicos

A ação escalar tensorial geométrica no frame de Weyl (M, g, φ) é dada por

S =

∫
dx4
√
−g
{
e−φ

[
R + ωφ|αφ|α

]
− V (φ)

}
, (5.1)

e no referencial de Riemmann, (M,γ, 0) a ação tem a forma

S =

∫
dx4
√
−γ
[
R̄ + ωγµνφ|µφ|ν − e2φV (φ)

]
. (5.2)

Como os dois referenciais são equivalentes, por simplicidade, escolhemos o referencial

riemanniano para as nossas aplicações.1

Estamos interessados em situações que ilustrem o processo de transição de fase

geométrica, e por simplicidade trataremos de situações em que a in�uência da matéria é

desprezada, trabalhamos com con�gurações de universos que surgem devido a interação

da geometria, gµν , com a geometria, φ. Estas situações são interessantes pois representam

um tipo de universo que evolui somente por efeitos geométricos.

Consideraremos o espaço-tempo homogêneo e isotrópico, como determina a

métrica de Friedmann-Robertson-Walker para um universo plano:

ds2 = dt2 − a(t)2
(
dr2 + r2dθ2 + r2sen2θdϕ2

)
, (5.3)

onde a(t) representa o fator de escala. De acordo com o capítulo anterior, podemos

escrever as equações que determinam a dinâmica do universo da seguinte maneira

3
ȧ2

a2
=
ω

2
φ̇2 +

e2φ

2
V (φ), (5.4)

2
ä

a
+
ȧ2

a2
= −ω

2
φ̇2 +

e2φ

2
V (φ). (5.5)

A equação que determina a dinâmica do campo escalar é dada por

φ̈+ 3
ȧ

a
φ̇ = −e

2φ

ω

(
V (φ) +

1

2

dV

dφ

)
. (5.6)

5.1.1 Soluções usando o método do super-potencial

Para resolver o sistema de equações diferenciais, (5.4), (5.5) e (5.6), usamos o

método do super-potencial [71,72]. Este método se baseia na hipótese de que o parâmetro

1Aqui estamos tomando ω constante.
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de Hubble pode ser escrito como uma função do campo escalar, ou seja, H = W (φ), onde

W (φ) é uma função denominada de super-potencial.

A escolha do super-potencial W (φ) determina o potencial V (φ). A equação

do potencial em termos de W (φ) e suas derivadas é

V (φ) = 2e−2φ

(
3W 2 − 2

ω
W 2
φ

)
. (5.7)

Uma escolha conveniente do super potencial W (φ) permite obter o potencial

V (φ), e o campo escalar pode ser encontrado pela equação2

Ḣ = −ω
2
φ̇2, (5.8)

que é obtida da manipulação de (5.4) e (5.5). Além disso, utilizando a hipóteseH = W (φ),

a equação (5.8) toma a forma

φ̇ = − 2

ω

dW

dφ
. (5.9)

Esta é uma equação diferencial ordinária de primeira ordem, que pode ser

solucionada, em princípio. Uma vez que encontramos a função φ(t), o fator de escala �ca

estabelecido apartir de (5.8) com a seguinte expressão

a(t) = exp[

∫ t

t0

dtW (t)], (5.10)

uma vez que H = W (φ).

5.2 A constante cosmológica

Como primeiro caso de estudo, vamos considerar um universo dominado pela

constante cosmológica no referencial de Riemann. Para isso utilizamos o potencial da

forma V (φ) = e−2φΛ no referencial de Weyl.

As primeiras soluções que descrevem um universo permeado pela constante

cosmológica, foram encontradas em 1917 por W. de Sitter. Essas soluções são importantes

pois contêm elementos que inspiraram alguns modelos in�acionários [73]. No nosso caso,

essas soluções aparecem como um caso particular do modelo.

2Para deduzir a expressão (5.7) aplicamos (5.9) em (5.4) e usamos a hipótese H = W (φ).
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Voltando nossa atenção para as buscas de solução, consideramos o seguinte

sistema dinâmico de�nindo as funções θ = 3H e ψ = φ̇,

θ2

3
=
ω

2
ψ2 +

Λ

2
, (5.11)

2
θ̇

3
+
θ2

3
= −ω

2
ψ2 +

Λ

2
, (5.12)

ψ̇ + θψ = 0. (5.13)

A função θ denota o parâmetro de expansão do universo, de�nido por de�-

nição θ = ∇µU
µ, onde Uµ corresponde à quadri-velocidade de um observador co-móvel,

cujas componentes são expressas em termos da métrica γ, que como vimos, é invariante

por transformações de Weyl. Assim, θ é um objeto invariante por transformações de

Weyl. Usando θ e ψ nos diagramas de fase, podemos descrever de maneira equivalente o

comportamento do universo nos frames de Weyl e de Riemmann.

Uma vez obtido o sistema de equações, buscamos suas soluções. Para este caso

encontraremos um espectro de soluções que dependem dos sinais de ω e Λ.

5.2.1 Soluções do sistema

Em primeiro lugar, consideremos o simples caso no qual ψ = 0. Obtemos dois

pares de soluções da forma:

a±(t) = a0 exp

(
±
√

Λ

6
t

)
, φ = φ0. (5.14)

A solução denotada por (a+, φ0) corresponde a um universo em expansão do tipo de Sitter.

A outra solução (a−, φ0) corresponde a um universo em contração do tipo anti-de Sitter.

No caso mais geral, é possível obter soluções do sistema de equações a partir

de (5.11), (5.12) e (5.13) chegando ao par de equações desacopladas,

θ̇ =
3Λ

2
− 9θ2, (5.15)

ψ̇ = ±ψ
√

3ωψ2

2
+ 3

Λ

2
. (5.16)

As soluções encontradas para este sistema dependem do sinais de ω e Λ. Para

ω < 0 e Λ > 0, obtemos as seguintes funções

θ(t) =

√
3Λ

2
tanh

(√
3Λ

2
(t− t0)

)
, (5.17)
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ψ = ±

√
Λ

|ω|
sech

(√
3Λ

2
(t− t0)

)
, (5.18)

que correspondem a dois pares de soluções

a(t) = a0

[
cosh

(√
3Λ

2
(t− t0)

)]1/3

, (5.19)

φ±(t) = φ0 ±

√
2

3|ω|
arctan

[
senh

(√
3Λ

2
(t− t0)

)]
. (5.20)

O fator de escala indica que em um período t < t0 o universo sofre uma contração, θ(t) < 0,

atingindo um tamanho mínimo, a0, em t = t0. Imediatamente depois deste instante,

t > t0, o universo tem um período de expansão acelerada. Este par de comportamentos

caracteriza um universo não singular com boucing.

A solução do campo escalar, φ(t), corresponde a um Universo que experimenta

uma transição de fase geométrica. A fase riemanniana ocorre somente para tempos assin-

tóticos. Nessas assíntotas o universo é do tipo de Sitter (anti-de Sitter). A fase de Weyl

é mais expressiva no momento em que o universo atinge sua máxima contração, t = t0,

onde φ̇(t0) possui seu máximo valor.

Este modelo é, portanto, um modelo tipo bouncing com transição de fase

geométrica.

Outro tipo de soluções interessantes são obtidas quando ω > 0 e Λ < 0, cenário

no qual o universo experimenta uma sucessão periódica de ciclos caracterizados por um

big bang seguido de um big cruch, sendo portanto um universo n-singular. Os ciclos

experimentados por este sistema satisfazem as expressões

θ(t) =

√
−3Λ

2
tan

[√
−3Λ

2
(t− t0)

]
, (5.21)

ψ(t) = ±
√
−Λ

ω
sec

[√
−3Λ

2
(t− t0)

]
. (5.22)

e as correspondentes soluções

a(t) = a0

∣∣∣∣∣cos

(√
−3Λ

2
(t− t0)

)∣∣∣∣∣
1/3

, (5.23)

φ±(t) = φ0 ±
√

2

3ω
ln

∣∣∣∣∣sec

(√
−3Λ

2
(t− t0)

)
+ tan

(√
−3Λ

2
(t− t0)

)∣∣∣∣∣ . (5.24)
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Percebemos, nesta solução, que o campo de Weyl cresce inde�nidamente a medida que o

universo colapsa, e que este universo não possui uma fase riemanniana, uma vez que ψ(t)

nunca se anula para este caso.

No outro caso, em que Λ > 0 e ω > 0, as funções θ(t) e ψ(t) são

θ(t) =
1

3
cotanh

(√
3Λ

2
(t− t0)

)
, (5.25)

ψ(t) = ±
√

Λ

ω
cosech

(√
3Λ

2
(t− t0)

)
. (5.26)

e as soluções para os fatores de escala e o campo escalar são

a(t) = a0senh

∣∣∣∣∣
√

3Λ

2
(t− t0)

∣∣∣∣∣
1/3

, (5.27)

φ±(t) = φ0 ±
2

3ω
ln

∣∣∣∣∣tanh(
1

2

√
3Λ

2
(t− t0))

∣∣∣∣∣ . (5.28)

Este par de soluções descreve um universo singular com bouncing. Para tempos muito

grandes, o sistema evolui para uma con�guração de universo tipo de Sitter quando

t → +∞, ou anti-de Sitter quando t → −∞. Em ambos os limites a variedade que

descreve o universo tende a ser riemanniana. No instante t = t0, o universo apresenta

uma singularidade e o campo escalar diverge.

O último caso analisado, quando Λ = 0 e ω 6= 0 , nos leva às seguintes soluções

a(t) = a0(t− t0)1/3, (5.29)

φ±(t) = φ0 ±
√

2

3ω
ln |(t− t0)|, (5.30)

que representam uma expansão do universo sem fase in�acionária [74].

5.2.2 Diagramas de fase

Nesta seção, analisamos os sistemas dinâmicos correspondentes aos casos apre-

sentados na seção anterior. As equações como vimos anteriormente são

θ2

3
=
ω

2
ψ2 +

Λ

2
, (5.31)

θ̇ = −θ
2

2
− 3ω

4
ψ2 +

3Λ

4
, (5.32)
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ψ̇ = −θψ. (5.33)

Do ponto de vista da análise de sistemas dinâmicos, as equações (5.32) e (5.33)

determinam o campo vetorial no plano de fase. A equação (5.31) fornece uma relação de

vínculo entre as variáveis θ e ψ. As soluções físicas correspondem às curvas integrais

(ψ(t), θ(t)) que satisfazem as três equações anteriores, simultaneamente.

Os pontos de equilíbrio, (ψ0, θ0), são importantes na descrição do comporta-

mento das soluções do sistema dinâmico. Estes pontos, por de�nição, cumprem com as

condições ψ̇(ψ0, θ0) = 0 e θ̇(ψ0, θ0) = 0 .

Nos casos em que Λ > 0 temos quatro pontos de equilíbrio, dois deles são

soluções e estão representados, um pela letra A ( espaço-tempo do tipo de Sitter) e o outro

pela letra B (espaço-tempo do tipo anti- de Sitter). Estes dois pontos correspondem às

nossas soluções particulares para ψ = 0. Os outros dois pontos de equilíbrio não cumprem

com a equação de vínculo, e portanto não fazem parte da solução física do sistema. Nos

grá�cos que seguem, os pontos A e B correspondem respectivamente as coordenadas

(0,
√

3Λ
2

) e (0,−
√

3Λ
2

).

Ilustramos abaixo o grá�co para o caso em que ω < 0 e Λ > 0. As soluções

(5.19) e (5.20) estão representadas pelas curvas integrais, semi-elipses, que saem do ponto

B e chegam ao ponto A. A semi-elipse a esquerda esta ligada a φ+ e a semi-elipse a direita

esta ligada a φ−.

Figura 5.1: Plano de fase para Λ > 0 e ω < 0.

Notemos ainda que o ponto A, onde as curvas integrais chegam, representa

um ponto de equilíbrio estável, enquanto que o ponto B, onde as curvas integrais saem ,

representa um ponto de equilíbrio instável. Dessa maneira a solução representada por B,
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universo em Riemanniano em contração, ao sofrer pequenas �utuações leva o sistema a

experimentar uma transição de fase geométrica, como indicado pelas linhas de campo que

formam a elipse. Assintoticamente, no termino da transição o universo torna-se novamente

riemanniano e entra numa fase de expansão.

No grá�co seguinte ilustramos o caso em que ω > 0 e Λ < 0. As soluções (5.23)

e (5.24) estão representadas pelas linhas escuras. Não temos pontos críticos, uma vez que

Λ < 0. A �gura ilustra um universo que evolui de uma singularidade inicial em t→ −∞

que evolui para uma singularidade �nal quando t→ +∞. Como o campo ψ nunca é nulo,

não há transição de fase geométrica e o universo sempre está na fase de Weyl.

Figura 5.2: Plano de fase para Λ < 0 e ω > 0.

Na �gura abaixo mostramos o comportamento do sistema para ω > 0 e Λ > 0.

As soluções (5.27) e (5.28) são as hipérboles em negrito desenhadas no diagrama de

fase. Neste caso o ponto crítico B representa um universo riemanniano anti-de Sitter,

que ao sofrer perturbações evolui para universo de Weyl colapsante. O ponto crítico, A,

representa um universo riemanniano de Sitter, que vem de uma fase de Weyl singular.
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Figura 5.3: Plano de fase para ω > 0 e Λ > 0.

O grá�co para ω > 0 e Λ = 0 está disposto abaixo. Neste caso a equação de

vínculo se reduz ao par de retas θ = ±
√

3ω
2
ψ e os pontos críticos se degeneram: A→ (0, 0)

e B → (0, 0). Portanto a origem do sistema de coordenadas é o único ponto crítico, que

corresponde a um espaço-tempo de Minksowki. As soluções (5.29) e (5.30) são as retas

desenhas no grá�co de fase. Para t > t0 estas soluções ligam um universo de Weyl que

começa com um big bang, ao universo de Minksowki para t → ∞. Por outro lado para

t < t0, temos um universo de Minksowki, que evolui para um big crunch em t→ t0.

Figura 5.4: Plano de fase para ω > 0 e Λ = 0.

A situação em que Λ < 0 e ω < 0, possui soluções que não satisfazem as

condições impostas pela equação de vínculo (5.11), portanto não são analisadas aqui.

É importante destacar o fato de que muitas das soluções descritas aqui, para o

universo governado pela constante cosmológica, foram obtidos também em outro contexto,

usando string cosmology [75]. Destacamos ainda que o estudo da constante cosmológica

em teorias escalares tensoriais foi analisado em [76], e as soluções encontradas possuem o
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comportamento similar aos apresentados nesta seção.

5.3 Potencial mφ2

Potenciais massivos são conhecidos na literatura [77], e são importantes em

modelos de in�ação. Consideremos, agora, o seguinte modelo de potencial é massivo,

V (φ) = e−φ
(
m2φ2

2
+ Λ

)
. (5.34)

A solução deste caso pode ser obtida utilizando o formalismo de primeira

ordem. Utilizando o super-potencial W = αφ, reescrevemos o potencial

U(φ) = 6α2φ2 +
4α2

ω
, (5.35)

onde parâmetro α �ca determinado pela relação α = ± m√
6
e a constante cosmológica

Λ = −−4a2

ω
ou simpli�cadamente por Λ = −2m2

3ω
. As soluções correspondentes ao campo

escalar3 são

φ(t)+ = φ0 + 3
Λ

m
√

6
(t− t0), φ(t)− = φ0 − 3

Λ

m
√

6
(t− t0). (5.36)

Estas soluções representam um universo sem fase riemanniana. As soluções para os fatores

de escala são

a(t)± = a0 exp

(
± m√

6
φ0(t− t0) +

Λ

4
(t− t0)2

)
, (5.37)

que expressa um universo crescente para t > t0 e decrescente para t < t0. Para desenhar

o diagrama de fase reescrevemos as equações de campo na forma:

θ2

3
=
ω

2
ψ2 +

1

2
(m2φ2 + Λ), (5.38)

θ̇ = −θ
2

2
− 3

ω

4
ψ2 +

3

4
(m2φ2 + Λ), (5.39)

ψ̇ = −θψ − m2

ω
φ. (5.40)

Para escrever as equações que representam o sistema dinâmico substituímos o

campo escalar, φ = ± 1
m

√
2
3
θ2 − ωψ2 − Λ, na equação de vínculo (5.38). Isso nos leva em

dois diagramas de fase distintos, um para φ > 0, outro para φ < 0.

3Em termos do parâmetro α as soluções podem ser escritas como φ(t) = φ0 + 3αΛ
m2 (t− t0). O sinal de

α de�ne se φ+ ou φ−.
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θ̇ = −3

2
ωψ2, (5.41)

ψ̇± = −θψ ± m2

ω

√
1

m2

(
2

3
θ2 − ωψ2 − Λ

)
. (5.42)

Dispomos os grá�cos dos retratos de fase abaixo. Em cada um deles desenhamos as duas

soluções φ+ e φ−

(a) φ < 0. Válido para α(t − t0) >

ωφ0

2 .

(b) φ > 0. Válido para α(t − t0) <

ωφ0

2 .

Figura 5.5: Diagrama de fase para U = m2

2
+ Λ.

Nos grá�cos anteriores, observamos uma região elíptica sombreada, onde o

sistema não está de�nido. Esta região obedece a equação 2
3
θ2 − ωψ2 < Λ. Os pontos

críticos ψ = 0 e θ = ±
√

3
2
Λ estão situados nas elipses e constituem soluções para o caso

particular, visto anteriormente, em que φ(t) = 0.

As soluções (5.37) e (5.36) estão representadas pelas retas ψ± = ±
√

2m
3|ω| . Estas

soluções são contínuas com respeito ao parâmetro t. Para ilustrar isso, observamos a semi-

reta ψ+ =
√

2m
3|ω| a direita da �gura 5.5a, válida para t − t0 < − φ0

3Λ

√
6m, que se conecta

com a semi-reta ψ+ =
√

2m
3|ω| a direita da �gura 5.5b, no instante t = t0 − φ0

3Λ

√
6m. De

maneira semelhante a solução relativa a ψ− = −
√

2m
3|ω| , semi-reta a esquerda em 5.5a, se

conecta temporalmente com a solução ψ− = −
√

2m
3|ω| em 5.5b, quando t = t0 + φ0

3Λ

√
6m.

Por �m, as �guras nos ajudam a concluir que este é um universo eternamente

na fase de Weyl e sem singularidade, com períodos de contração e de expansão.
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5.4 Potencial quártico

Modelos com potenciais polinomiais foram muito estudados principalmente

para obtenção de resultados analíticos em cenários de in�ação [78] . Um exemplo típico

desta classe de potenciais é dado por

V (φ) = 2λ(φ2 − β)2e−2φ. (5.43)

Em teorias escalares-tensoriais este potencial é motivado por uma tentativa de se aproxi-

mar a gravitação das interações fundamentais [50,79].

Usando o método do super-potencial, escolhemosW (φ) = Aφ2+B para buscar

as soluções das equações de campo. Temos assim as seguintes equações

φ̇ = − 4

ω
φ, (5.44)

θ = 3Aφ2 + 3B. (5.45)

Impondo as seguintes condições: A2 = λ
3
, β = 2

3ω
e B2 = A2β2. Encontramos

as soluções in�acionários

φ(t) = φ0 exp

(
−4A

ω
(t− t0)

)
, (5.46)

a(t) = a0 exp

{
−ωφ0

2

8

[
exp

(
−8A

ω
(t− t0)

)
− 1

]
+B(t− t0)

}
. (5.47)

Para fazer o estudo do sistema dinâmico, trabalhamos com as equações

θ2

3
=
ω

2
ψ2 + λ(φ2 − β)2, (5.48)

θ̇ = −θ
2

2
− 3ω

4
ψ2 +

3λ

2
(φ2 − β)2, (5.49)

ψ̇ = −θψ − 4λ

ω
φ(φ2 − β). (5.50)

Escrevemos as equações (5.49) e (5.50) substituindo φ e (φ2 − β), utilizando para isto a

equação de vínculo (5.48). Dessa maneira, obtemos as seguintes equações para o sistema

dinâmico:

θ̇ = −3

2
ωψ2, (5.51)

ψ̇ = −θψ −

±4λ

ω

√√√√±√1

λ

(
θ2

3
− ω

2
ψ2

)
+ β

[±
√

1

λ

(
θ2

3
− ω

2
ψ2

)]
. (5.52)
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Temos quatro pares de equações, que dependem dos sinais das raízes contidas

na equação (5.52). O primeiro par de sinais ± de�ne dois sistemas dinâmicos, que estão

associados aos sinais de φ. Os outros dois pares de sinais são associados, simultaneamente,

da seguinte forma: +, se φ2−β > 0, ou, −, se φ2−β < 0. Temos com isso quatro distintos

planos de fase.

(a) φ > 0 e φ2 − β > 0 (b) φ > 0 e φ2 − β < 0

(c) φ < 0 e φ2 − β > 0 (d) φ < 0 e φ2 − β < 0

Figura 5.6: Planos de fase para o potencial quártico.

Observando os planos de fase dispostos acima, o ponto crítico (0, 0) pertence

aos quatro planos de fase e corresponde a um espaço-tempo de Minksowki. Este ponto

crítico ocorre quando φ = ±
√
β, como pode ser observado através da equação de vínculo

(5.48). Em particular, há um par de pontos críticos que só estão presentes para os planos

de fase (5.6b) e (5.6d), onde temos φ2 − β < 0. Estes pontos são: (0, β
√

3λ), universo

de de Sitter, e (0,−β
√

3λ), universo anti-de Sitter.

Outra característica importante, nos diagramas acima, são as regiões em que

o sistema dinâmico não está de�nido, que ocorrem devido a presença de raízes quadradas
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em (5.52). Dessa maneira, as soluções estão de�nidas para região interna do "cone de

luz"que é dado pela equação θ2 ≥ 3ω
2
ψ2, presente em todos os planos de fase. Além disso

para os diagramas (5.6b ) e (5.6d) notamos a presença de uma região hiperbólica onde o

sistema dinâmico também não está de�nido. Esta região é dada por
√

1
λ

(
θ2

3
− ω

2
ψ2
)
≤ β,

que é uma consequência de φ2 − β < 0.

Nos grá�cos do sistema dinâmico as soluções analíticas são representadas por

parábolas da forma

θ(t) = 3B + 3Aφ0
2 exp

(
−8A

ω
(t− t0)

)
. (5.53)

Onde as constantes A e B devem ter o mesmo sinal, sem esta condição as soluções acessam

às regiões excluídas.

Para entender com detalhe essas soluções tomemos o caso em que A > 0 e

φ > 0, que implica em θ > 0 e ψ < 0. Para estas condições, a solução analítica está

representada na curva em negrito presente no segundo quadrante das �guras ( 1.5a) e

(1.5b).

Na �gura (1.5a) temos a situação em que φ2 − β > 0. Esta solução , válida

para t−t0 6 −ω
8A

ln
∣∣∣−βφ20 ∣∣∣ , representa um universo que vem de uma singularidade. Na �gura

(1.5b) temos a situação em que φ2−β < 0. Esta solução, válida para t− t0 ≥ −ω
8A

ln
∣∣∣−βφ20 ∣∣∣,

corresponde a continuação da curva na �gura anterior e representa um universo assin-

toticamente de Sitter, ao atingir o ponto crítico estável (0, β
√

3λ). Estas duas soluções,

presentes nas �guras em questão, se complementam e exibem a transição de fase geomé-

trica, indo de uma geometria de Weyl para uma geometria Riemanniana.

Analisando o caso em que A < 0 e φ > 0, temos as curvas parabólicas com

θ < 0 e ψ > 0, que estão desenhadas em preto no quarto quadrante das �guras (1.5a)

e (1.5b). Novamente quando φ2 − β < 0, situação representada na �gura (1.5b), temos

uma solução que saí do ponto crítico instável (0,−β
√

3λ) e se conecta suavemente à curva

parabólica destacada em negrito e desenhada na �gura (1.5a), válida para φ2− β > 0. O

instante em que a solução sai de uma curva e vai para a outra é dado por t = t0+ ω
8A

ln | β
φ20
|.

Neste caso, a transição de fase geométrica ocorre de Riemman para Weyl.

De maneira análoga devemos entender o comportamento do sistema dinâmico

para os casos em que o campo φ < 0, situações representadas pelas �guras (1.5c) e

(1.5d). Podemos perceber a presença da simetria ψ → −ψ quando comparamos as

�guras (1.5a) e (1.5b) com as �guras (1.5c) e (1.5d), e esta é basicamente a diferença
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entre os comportamentos das soluções para φ > 0 em relação as soluções para φ < 0.

5.4.1 Potencial exponencial

Apresentamos, nesta seção, um modelo que possui um potencial muito usado

em in�ação, o potencial exponencial [80,81]. Modelos com potenciais deste tipo represen-

tam um caso diferenciado, em que o universo cresce seguindo uma lei de potencia [82]. O

potencial em questão é escrito da seguinte forma

V (φ) = V0 exp(−(λ+ 2)φ), (5.54)

onde V0 e λ são positivos não nulos.

Utilizando o formalismo de primeira ordem, com W = αeβφ, com α e β con-

tantes a determinar. Chegamos no sistema de equações

φ̇ = −2αβ

ω
eβφ, (5.55)

ȧ

a
= αeβφ. (5.56)

Identi�camos facilmente α = ±
√

V0
ω(6ω−λ2)

e β = λ
2
, e encontramos os pares de soluções

a±(t) = a0

(
±λ

2

2

√
V0

ω(6ω − λ2)
e−λφ0/2(t− t0) + 1

) 2ω
λ2

, (5.57)

φ±(t) =
2

λ
ln

∣∣∣∣∣±
√

V0

ω(6ω − λ2)
(t− t0) + e

λφ0
2

∣∣∣∣∣ . (5.58)

Onde o par (a+(t), φ+(t)), vale para t > t0 e o par (a−(t), φ−(t)) vale para t < t0. Uma das

principais características desse modelo é que não há regime que a saída da in�ação [83].

Observamos ainda que essas soluções são válidas em duas situações distintas,

dependo de ω. A primeira delas, quando ω > λ2

6
. Nesta situação devemos escolher o fator

λ de maneira a satisfazer 2ω
λ
> 1, garantindo a in�ação do universo [84]. A outra situação,

descrita quando ω < 0.

Contudo, independente da escolha de ω, o fator de expansão pode é dado por

θ±(t) = θ0e
−λ

2
φ0

(
±λ

2

2

√
V0

ω(6ω − λ2)
e−

λ
2
φ0(t− t0) + 1

)−1

. (5.59)



5.4 Potencial quártico 56

Para analisar o retrato de fase recorremos as equações do sistema nas variáveis

θ e ψ dispostas abaixo

θ̇ =
θ2

2
− 3

4
ωψ2 +

3

4
V0e

−λφ, (5.60)

ψ̇ = −θψ +
λ

2ω
V0e

−λφ, (5.61)

θ2

3
=
ω

2
ψ2 +

V0

2
eλφ. (5.62)

Manipulando as equações acima, chegamos no sistema dinâmico:

θ̇ = −3ω

2
ψ2, (5.63)

ψ̇ = −θψ +
λ

3ω
θ2 − λ

2
ψ2. (5.64)

Observando o diagrama de fase do sistema, cujas �guras estão dispostas abaixo,

temos as soluções representadas por retas do tipo θ = 3ω
λ
ψ.4 Para ω > λ2

6
, a solu-

ção (ψ+, θ+) esta representada pela semi-reta que ocupa o primeiro quadrante da �gura

5.7(a), e corresponde à um universo que vem de uma singularidade num tempo �nito,

atingindo assintoticamente, t → +∞, o ponto de equilíbrio em (0, 0), um espaço-tempo

de Minkwoski. Ainda no caso ω > λ2

6
, a solução (ψ−, θ−) é representada pela semi-reta

desenha no terceiro quadrante da �gura 5.7(a), corresponde à um universo que sai de um

espaço de Minkwoski, em t→ −∞, e evolui para uma singularidade futura, Big Rip.

(a) ω > λ2

6 (b) ω < 0

Figura 5.7: Planos de fase para o potencial tipo exponencial.

Analogamente, o retrato de fase para as soluções com ω < 0 são compostas de

duas semi-retas. No quarto quadrante da �gura 5.7(b) temos a semi-reta correspondente

4Usamos a notação ψ± = φ̇± e θ± = 3 ȧ±a± , por conveniência.
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a (ψ+, θ+), que mostram um universo que começa de uma singularidade num tempo �nito,

e evolui para uma espaço-tempo de Minkwoski t→ +∞. No segundo quadrante da �gura

5.7(b) temos uma semi-reta para a solução (ψ−, θ−), que representa o universo evoluindo

do espaço-tempo de Minkwoski, em t→ −∞, para uma singularidade num tempo �nito.

Neste modelo a transição de fase geométrica ocorre apenas assintoticamente, e

nos grá�cos acima ela é representada pela passagem das soluções pela origem. Dois per�s

de transição podem ser identi�cados, soluções que partem da fase de Riemman para a

fase de Weyl, que são as semi-retas saindo da origem, e soluções que partem da fase de

Weyl para a fase de Riemman, que são as semi-retas chegando na origem.

5.5 A transição de fase geométrica e a aceleração tardia

do universo

Nas outras seções deste capítulo, utilizamos potenciais conhecidos em in�ação

para construir modelos em Brans-Dicke geométrico, investigando a possibilidade transição

de geometria em diversos casos. Nesta seção adotamos uma postura diferente, motivados

pelo fenômeno da transição de fase geométrica, construímos uma classe de toy models,

que qualitativamente passamos a descrever.

Partimos de um campo φ(t) que exibe um per�l de transição de fase geométrica,

dado por

φ(t) = σ tanh2p+1 (β(t− t0)) . (5.65)

Onde p é um inteiro positivo. Esta forma do campo escalar é conhecida em estudos de

defeitos topológicos, [85], e também em outros contextos [86]. O valor de p em (5.65)

particulariza uma determinada forma de transição de fase. Se p 6= 0, temos classes

de modelos que descrevem uma quadrupla transição de fase geométrica. Este tipo de

comportamento é distinto dos exibidos nos exemplos anteriores. Na construção destes

modelos admitimos sempre ω < 0.

De acordo com as �guras abaixo, a transição se inicia para um tempo �nito,

t < t0, quando o universo atravessa uma primeira mudança de fase, de uma geometria

de Riemann para uma geometria de Weyl. A medida em que o tempo se aproxima do

instante t = t0, o universo evolui em direção a uma fase instantaneamente riemanniana,
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onde ocorre uma segunda transição. Após o instante t = t0, o universo sofre outra

mudança geométrica, entrando na fase de Weyl, que só termina assintoticamente quando

o universo volta ser riemanniano.

Figura 5.8: Grá�cos de φ(t) para p = 2(a esquerda) e p = 3(a direita). Nota-se que quanto

maior o valor de p, maior o período aproximadamente Riemanniano. Aqui usamos t0 = 0.

O fator de expansão deste modelo é dado por

θp(t) =
3ωσ2β

2
(2p+ 1)2

{
+

1

4p+ 3
tanh4p+3 [β(t− t0)]− 1

4p+ 1
tanh4p+1 [β (t− t0)]

}
.

(5.66)

Analisando θp(t), temos que o universo assintoticamente em t → −∞, se

contrai a uma taxa constante. Para t < 0 o universo se contrai em um ritmo cada

vez uma taxa menor. A medida que se aproxima do instante t = t0, o universo, começa

entrar numa fase de contração muito lenta, e em t = t0, o universo é instantaneamente

estático e o espaço-tempo é do tipo Minksowki . Imediatamente depois, deste instante o

universo experimenta uma fase em que lentamente se expande. A medida que o tempo

passa a taxa de expansão torna-se cada vez maior. Quando t→∞ , assintoticamente, o

universo entra em uma fase estacionária de expansão.

5.5.1 Caso p=0

Analisando o caso em que p = 0. O campo escalar é dado por φ(t) =

σ tanh [β(t− t0)]. Ele conecta um universo anti-de Sitter, t → −∞, a um universo as-

sintoticamente de Sitter, t → +∞. Para estabelecer essa ligação, o campo φ passa por

uma região intermediária, num tempo �nito, em que o universo é instantemente do tipo

Minksowki, t = t0. Este comportamento é ilustrado na �gura abaixo.
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Figura 5.9: Caso p = 0. A fase Riemanniano só ocorre assintoticamente. Tomando t0 = 0.

Este modelo é caracterizado pelo seguinte potencial

V (φ) = 6e−2φ

[
ωβ

6

(
3σφ− φ3

σ

)]2

− ωσ2β2e−2φ

(
1− φ2

σ2

)2

, (5.67)

que possui mínimos degenerados, como podemos ver na �gura 5.10.

O fator de expansão é

θ(t) =
3σ2βω

2

{
tanh3[β(t− t0)]

3
− tanh[β(t− t0)]

}
. (5.68)

Neste caso o universo se contrai para tempos t < 0. Em t = t0 o espaço-tempo é do tipo

Minkwoski, e o campo de Weyl assume seu maior valor.

Como podemos observar, este caso nos leva a um universo não singular que

sofre bouncing, como ilustra o fator de escala abaixo.

Figura 5.10: À esquerda ilustramos o fator de escala e à direita ilustramos o potencial.

5.5.2 Uma variação do caso p=0

Uma variação do modelo p = 0, conservando ainda o per�l de transição de

fase geométrica em que φ(t) = σ tanh [β(t− t0)], pode ser feito considerando o seguinte

potencial
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Figura 5.11: O per�l do fator de escala e do potencial para α = −σ2βω
3

.

V (φ) = 6e−2φ

[
α− ωβ

6

(
3σφ− φ3

σ

)]2

− ωσ2β2e−2φ

(
1− φ2

σ2

)2

. (5.69)

Neste caso o fator de escala, expresso por

a(t) = a0

{
tanh2(β(t− t0))− 1

}σ2ω
6 exp{β(t− t0)− σ2ω

12
tanh2[β(t− t0)]}. (5.70)

Este fator de escala é desenhado na �gura seguinte e mostra um universo eterno, que em

um instante t = t0 inicia uma rápida expansão.

Podemos modi�car o comportamento desse potencial, bem como o do sistema,

ao escolhemos os fatores α, β, σ. Um caso particular, corresponde a α = −σ2ω
3

, onde ω < 0.

Na �gura acima dispomos o potencial, observamos que ele ganha uma assimetria devido

ao fator α.

È importante destacarmos que o modelo apresentado nessa seção, válido com

um p qualquer, foi desenvolvido anteriormente no âmbito da Relatividade Geral, [87],

onde foi salientado a possibilidade de aplicação na descrição da aceleração causada pela

energia escura. Aqui desenvolvemos, apenas, uma variação estalecida no âmbito das

teorias escalares tensoriais geométricas.

Veri�camos um outro modelo similar ao nosso para p = 0, [88, 89]. Nele se

utiliza string-cosmology, com o intuito descrever a aceleração devido a energia escura.

Dessa maneira, isso indica que nosso modelo p está relacionado com a aceleração tardia

do universo, e que portanto seja capaz de descrever uma transição de fase geométrica

atual.
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CAPÍTULO 6

Cosmologia II : Universos com dimensões extras

Devido à forte motivação das teorias de cordas, bem como das teorias de uni�-

cação, e também devido às perspectivas de que as dimensões extras possam fornecer novos

cenários, onde muita física pode ser desenvolvida [90], espaços-tempo multidimensionais

têm sido muito estudados em Gravitação.

Em cosmologia, as diferentes propostas de inclusão de dimensões extras no

espaço-tempo têm sido usadas em busca de explicações para os problemas do universo

observado [91,92]. Dentre os vários modelos, existe um em particular, o modelo de Chodos-

Detweiler [93] que fornece uma possível explicação para a não observação das dimensões

extras.

Neste capítulo desenvolvemos um modelo inspirado nestas ideias, para estudar

um espaço-tempo n-dimensional anisotrópico. Com este objetivo, usamos as teorias esca-

lares tensoriais estendidas para variedades com n dimensões espaciais. Assim, organizamos

os capítulos da seguinte forma: na seção 1 revisamos o modelo de Chodos-Detweiler, na

seção 2 estendemos a ação de Brans-Dicke geométrico; na seção 3 apresentamos modelo

de universo estudado; na seção 4 mostramos os resultados obtidos.
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6.1 Universo modelado segundo Chodos-Detweilar

O modelo de dimensões extras de nosso interesse foi proposto por Alan Chodos e

Steven Detweiler no �nal da década de 70 [93]. Originalmente, este modelo assume um

espaço-tempo penta-dimensional, onde a dimensão temporal possui a topologia dos re-

ais onde as dimensões espaciais são compactas, circularmente simétricas, possuindo um

tamanho �nito, L.

Ao estudar um universo penta-dimensional no vazio a equação de Einstein é

reduzida a

Rµν = 0, (6.1)

onde µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4. A solução deste problema é dada pela seguinte métrica

ds2 = dt2 −
(
t

t0

)(
dx2

1 + dx2
2 + dx2

3

)
−
(
t0
t

)
dy2. (6.2)

Em verdade, esta métrica nada mais é do que a solução particular do modelo

de Kasner [94] para um universo com uma dimensão extra. As soluções do tipo Kasner são

para espaços-tempos anisotrópicos. No modelo que estamos apresentando a anisotropia

está presente devido a presença da dimensão extra.

Observando a métrica (6.2), o tempo t = t0 é o instante primordial em que o

universo é plano. Para instantes de tempo muito maiores que t0, o universo é efetivamente

quadri-dimensional, pois os efeitos da dimensão extra vão desaparecendo, a medida em

que t→ +∞.

Este fenômeno que ocorre com o espaço-tempo é chamado de compactação

dinâmica das dimensões extras1, e tem inspirado muitos trabalhos. Uma possibilidade in-

teressante é que essa anisotropia nas dimensões extras pode produzir cenários de universo

acelerado [95,96].

6.2 Brans-Dicke geométrico em n dimensões

Para tratar de universos que possuem uma anisotropia na dimensão extra

usando Brans-Dicke geométrico, precisamos estendê-las, uma vez que em sua formulação,

o espaço-tempo é quadridimensional.

1O termo em inglês para este fenômeno é compactification, aqui usamos a palavra compactação.
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Partimos da ação de Brans-Dicke aplicada a uma variedade n-dimensional,

dada por

S =

∫
dxn
√
−g
{

ΦR− ω

Φ
gµνΦ|µΦ|ν − V (Φ)

}
. (6.3)

De maneira semelhante aos capítulos anteriores, adotamos a prescrição Φ = e−φ e rees-

crevemos a ação

S =

∫
dxn
√
−ge−φ

(
R + ωgµνφ|µφ|ν − eφV (φ)

)
. (6.4)

Ao fazermos a variação de Palatini seguindo o capítulo 3, chegamos na equação

de compatibilidade de Weyl

∇αgµν =
2

n− 2
φ|αgµν . (6.5)

Assim, esta variedade n-dimensional, que estamos a tratar, possui uma geo-

metria de Weyl integrável onde campo de Weyl pode ser identi�cado por ψ = 2
n−2

φ. Para

cada dimensão o campo de Weyl possui um peso distinto relativo ao campo φ. Desta

maneira o campo ψ só é exatamente o campo de Brans-Dicke quando n = 4. Para o caso

em que n = 2, não podemos associar uma geometria de Weyl à variedade.

As transformações de Weyl são dadas utilizando o campo ψ, da forma

ḡµν = efgµν , (6.6)

ψ̄ = ψ + f. (6.7)

Utilizando estas transformações reescrevemos a ação no frame riemanniano (M, ḡ, 0)

como

S =

∫
dxn
√
ḡ
(
R̄ + ωφ|µφ

|µ + e
nφ
n−2V (φ)

)
, (6.8)

As equações de campo relativas à esta ação são

Gµν = −ω
(
φ|µφ|ν −

gµν
2
φ|µφ

|µ
)
− e

nφ
n−2

2
gµνV (φ), (6.9)

�̄φ = − 1

2ω

dω

dφ
φ|µφ

|µ − e
nφ
n−2

ω

(
dV

dφ
+

n

n− 2
V

)
. (6.10)

Para a análise que segue usamos o Brans-Dicke geométrico, assim ω é constante, e traba-

lharemos no vazio, V = 0. Desta forma, as equações relativas à métrica são equivalentes

à equação

R̄µν = −ωφ|µφ|ν . (6.11)
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ou ainda no frame de Weyl Rµν = −ωφ|µφ|ν . Isso é de certa forma uma generalização da

situação de Chodos em que Rµν = 0. Aqui o campo escalar atua como uma matéria de

origem geométrica.

6.3 Modelo cosmológico

Inspirados no modelo de Chodos-Detweiler, consideramos um espaço tempo

com 3 dimensões espacias usuais e n−4 dimensões extras compactas, descrito pela métrica

ds2 = dt2 − a(t)2
(
dx2

1 + dx2
2 + dx2

3

)
− b(t)2

n−4∑
i=0

dy2
i . (6.12)

O termo a(t) é o fator de escala relativo às dimensões espaciais usuais e b(t) representa o

fator de escala das dimensões extras, fornecendo assim uma anisotropia no espaço-tempo.

Calculando o tensor de Einstein, temos as equações

G00 = 3H2
a +

(n− 4)(n− 5)

2
H2
b + 3(n− 4)HaHb =

ωφ̇2

2
(6.13)

Gii = 2Ḣ2
a − 3H2

a + (n− 4)Ḣb +
(n− 3)(n− 4)

2
H2
b − 2(n− 4)HaHb = −ωφ̇

2

2
, (6.14)

Gjj = 3Ḣa + 6H2
a + (n− 5)Ḣb +

(n− 5)(n− 4)

2
H2
b + 3(n− 5)HaHb = −ωφ̇

2
, (6.15)

φ̈+ 3Haφ̇+ (n− 4)Hbφ̇ = 0. (6.16)

Onde Ha = ȧ
a
e Hb = ḃ

b
. Na seção seguinte mostramos o método usado para solucionar o

sistema de equações não-lineares acima.

6.4 Soluções clássicas

Podemos combinar as equações anteriores, substituindo a equação de vínculo

(6.13) em (6.14) e (6.15). Desta forma, encontramos o par de equações,

2Ḣa + (n− 4)Ḣb + 6H2
a + 5(n− 4)HaHb + (n− 4)2H2

b = 0, (6.17)

3Ḣa + (n− 5)Ḣb + 9H2
a + 3(2n− 9)HaHb + (n− 5)(n− 4)H2

b = 0. (6.18)
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Manipulando as equações anteriores chegamos na expressão

Hb = − 1

n− 4

{
Ḣa

Ha

+ 3Ha

}
, (6.19)

que mostraHb em termos deHa e Ḣa. Derivando (6.19) em relação ao tempo, encontramos

a expressão para Ḣb em função das combinações de Ha e de suas derivadas,

Ḣb =
−1

n− 4

Ḧa

Ha

−

(
Ḣa

Ha

)2

+ 3Ḣa

 . (6.20)

6.4.1 Soluções singulares I

Com as equações anteriores (6.19) e (6.20), reescrevemos a equação (6.17), da

seguinte forma
Ḧa

Ha

= 2
Ḣa

Ha

. (6.21)

Com a solução da equação acima (6.21), encontramos b(t) a partir de (6.17), e φ(t) a

partir de (6.16). O conjunto particular destas soluções é dado por

a(t) = a0|C(t− t0)− 1|1/6, b(t) = b0|C(t− t0)− 1|1/2(n−4), (6.22)

o campo escalar correspondente estes fatores de escala é

φ(t) = φ0 ∓

√
1

ω

(
2

3
+

n− 5

4(n− 4)

)
ln |C(t− t0)− 1| . (6.23)

Onde a0, b0, φ0 são respectivamente os valores de a(t), b(t) e φ(t) no instante t = t0, e

C é uma constante de integração. Essas soluções resolvem as equações originais (6.13),

(6.14), (6.15), (6.16), e neste tomamos estas soluções para t > t0 + 1/C.

A particularidade destas soluções reside no fato de que quando n = 7, caso em

que o universo possui 3 dimensões extras, a dinâmica dos dois fatores de escala é idêntica.

Estas soluções representam um universo singular, que sofre uma expansão anisotrópica e

valem somente para ω > 0.

Examinando as soluções percebemos que há um determinado instante de tempo,

tE, em que o universo é instantaneamente isotópico. Este instante de tempo pode ser fa-

cilmente calculado ao igualarmos os fatores de escala a e b. Assim, encontramos a seguinte

expressão

tE = t0 +
1

C

[
1 +

(
a0

b0

) 6(n−4)
7−n

]
. (6.24)
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Por (6.24) notamos que este instante tE depende do número de dimensões extras do

universo. Entretanto, para o caso particular em que a0 = b0, não há dependência de n.

O comportamento do universo, como ilustramos no grá�co abaixo, depende

sensivelmente do número de dimensões extras. Se n < 7, por exemplo n = 6, o fator

de escala a(t) é maior que o fator de escala b(t) para instantes de tempo t < tE. Para

instantes de tempo posteriores, t > tE, o tamanho de b(t) supera o tamanho de a(t).

Dessa forma, neste cenário os efeitos das dimensões extras se tornam mais evidentes a

medida que o universo evolui.

Se n = 7, o universo é eternamente isotrópico. Se por outro lado, n > 7, como

por exemplo n = 11, o fator de escala a(t) é menor que o fator de escala b(t), para t < tE.

Depois deste instante, a(t) se torna maior que b(t). Assim neste caso, as dimensões extras

tem efeitos menos evidentes em instantes de tempo posteriores a tE.

Figura 6.1: Fatores de escala (6.22)

6.4.2 Soluções singulares II

Podemos ainda obter outra classe de soluções, manipulando as equações (6.17),(6.18).

Obtendo Ha, em função de Hb e Ḣb:

Ha = −1

3

{
Ḣb

Hb

+ (n− 4)Hb

}
. (6.25)

Procedendo de maneira similar a seção anterior, encontramos Ḣa em função

dos fatores Hb, Ḣb, Ḧb, dada pela expressão

Ḧb

Hb

= 2

(
Ḣb

Hb

)2

. (6.26)
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Encontramos, então, o seguinte par de soluções

a(t) = a0 |C(t− t0)− 1|
10−n
18 , b(t) = b0 |C(t− t0)− 1|

1
6 . (6.27)

e a solução do campo escalar dada por:

φ = φ0 ±
1

2

√
20 + 17n− n2

2ω
ln |C(t− t0)− 1| . (6.28)

Essas soluções também descrevem um universo singular. Contudo, a evolução deste uni-

verso é distinta da solução anterior (6.22),(6.23). Desenhamos o grá�co para as soluções

(6.27), para n particulares.

Figura 6.2: Fatores de escala (6.27)

Podemos inferir do grá�co (6.2) algumas informações. Se n < 10 as dimensões

extras possuem um fator de escala b(t) que é inicialmente maior que o fator de escala

a(t) das dimensões usuais, b(t) > a(t). A medida que o universo evolui notamos que

a(t) > b(t). Se n > 10, então inicialmente a(t) > b(t) e a medida que o tempo passa a

situação tende a se inverter, ou seja, b(t) > a(t). Para uma solução consistente do campo

escalar devemos observar o domínio de ω, se n < 19 então ω > 0 e se n ≥ 19 então

ω < 0. Entretanto, notamos que o espaço-tempo apresenta uma singularidade no instante

t→ t0 + 1/C independente do número de dimensões extras.

De acordo com as solução (6.27) , um caso peculiar ocorre quando n = 10.

Nesta situação o fator de escala tridimensional é constante, porém a medida que o tempo

t se aproxima do instante t = t0 + 1/C, como podemos ver na �gura abaixo, o fator

de escala ligado às dimensões extras diminui. Isto mostra a ocorrência da compactação

dinâmica das dimensões extras. Este fenômeno parece ocorrer num universo de universo

primitivo ou pre-in�acionário.
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Figura 6.3: Fatores de escala para n = 10.

6.4.3 Soluções tipo de Sitter

Uma solução simples para o sistema de equações (6.13),(6.14),(6.15), (6.16)

pode ser encontrada ao tomarmos Ha constante, Ha = H0. Isso nos permite encontrar

dois conjuntos de soluções, o primeiro deles é dado por

a(t) = a0 exp[Λa(t− t0)], b(t) = b0 exp[−Λb(t− t0)], (6.29)

φ(t) = φ0 +D(t− t0). (6.30)

e o segundo deles é

a(t) = a0 exp[−Λa(t− t0)], b(t) = b0 exp[Λb(t− t0)], (6.31)

φ(t) = φ0 +D(t− t0). (6.32)

Onde de�nimos

Λa =

√
−(n− 4)D2ω

3(n− 1)
, Λb =

√
−3D2ω

(n− 4)(n− 1)
. (6.33)

O parâmetro D é uma constante de integração. Estas soluções somente são

válidas para ω < 0. O primeiro par de soluções (6.29) representa um universo onde a

parte tridimensional está em expansão, enquanto que as demais dimensões espaciais estão

se contraindo. Isto corresponde ao fenômeno da compactação dimensões das dimensões

extras. O segundo par de soluções (6.31) representa um cenário inverso, em que as di-

mensões extras expandem e as três dimensões espaciais usuais se contraem. Ambas as

soluções estão representadas no grá�co seguinte e nenhuma delas é singular.
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Figura 6.4: Da esquerda para direita, os fatores de escala (6.29) e (6.31) respectivamente

6.4.4 Análise do fator de expansão

De maneira a termos uma ideia do comportamento global deste universo

anisotrópico, recorremos a análise do fator de expansão para cada solução apresentada.

O fator de expansão para o elemento de linha em (6.12) é dado pela expressão

θn = 6Ha + 2(n− 4)Hb, (6.34)

Para as soluções singulares (6.22) e (6.27) tem a forma

θn =
3

C|t− t0| − 1
(6.35)

que nos indica um movimento de contração do universo com o tempo. As soluções do

tipo de Sitter, nos levam a um fator de expansão

θn = 0, (6.36)

que nos indica que o universo tem sempre o mesmo volume.
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CAPÍTULO 7

Cosmologia quântica

No capítulo anterior, estudamos o universo em n dimensões utilizando uma

teoria escalar tensorial geométrica. Veri�camos a existência de soluções singulares e de

soluções ligadas ao fenômeno da compactação dinâmica das dimensões extras.

Neste capítulo, pretendemos estudar o mesmo sistema, considerando um re-

gime quântico. O objetivo deste estudo é veri�car se o fenômeno de compactação ocorre

neste novo cenário.

Com este intuito, usamos a abordagem da Cosmologia Quântica. Nas primei-

ras seções deste capítulo apresentamos alguns pontos necessários para a utilização desta

abordagem. Após isto, mostramos a aplicação da teoria ao nosso caso.

7.1 Aspectos gerais da Cosmologia Quântica

A Cosmologia Quântica é a aplicação da mecânica quântica aos modelos de

universo da cosmologia, e serve para descrever situações como as singularidades no espaço-

tempo ou mesmo auxiliar no entendimento de aspectos do começo do universo.

Esta linha de pesquisa se inicia na década de 60, marcada por três trabalhos

independentes de Bryce DeWitt, de J. A. Wheeler e de C.W. Misner [99�101]. Vinte anos
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depois, a cosmologia quântica ganha uma nova impulsão, com os trabalhos de J. Hartle,

Hawking e Vilenkin [102,103].

Para descrever um sistema quântico, em geral, precisamos utilizar um processo

de quantização. O método de quantização usado neste trabalho é o canônico, em con-

sonância com os trabalhos [104] e [105], por exemplo. A equação resultante do processo

de quantização é chamada de equação de Wheeler-DeWitt. E a função Ψ solução desta

equação é chamada de função de onda do universo. Ela é objeto fundamental na teoria,

pois nos permite inferir sobre as propriedades do universo.

Dois problemas básicos surgem nesta abordagem. Um deles a nível conceitual,

o problema da interpretação quântica, que esta ligado à função de onda do universo.

O outro de natureza mais técnica é o problema do tempo, que está relacionado com a

equação de Wheeler-DeWitt. Discutimos mais estes problemas a seguir.

7.1.1 Interpretações da Cosmologia Quântica

Em cosmologia quântica a interpretação de Copenhague não é adequada, pois

necessita, entre outras coisas, de um observador externo ao universo. Então utiliza-

se as interpretações alternativas da mecânica quântica. Neste trabalho são usadas a

interpretação de muitos mundos [106] e a interpretação de de Broglie-Bohm [107,108]1

O principal problema com a interpretação de Copenhague é a necessidade de

incorporar um sistema clássico, que interage com o sistema quântico para realização de

medidas. Esta interpretação leva a questões complicadas, por exemplo: Como algum

estado deste sistema pode ser medido se não existe um aparato externo ao universo?

Como podemos falar no colapso da função de onda do universo?.

A idéia de muitos mundos, sugerida por H. Everett [106] em seus estudos

sob a orientação de J. Wheeler, tinha o intuito de propor uma nova interpretação para a

cosmologia quântica. Esta abordagem tinha como objetivo de�nir uma mecânica quântica

para estudar sistemas físicos fechados, que não interagem com um sistema clássico externo.

Nesta abordagem as ferramentas matemáticas usadas são as mesmas da mecânica quântica

usual, não existe uma parte clássica externa ao sistema, e consequentemente não há o

colapso da função de onda [109].

1Deixaremos a mecânica quântica de Bohm-de Broglie para discutir na seção 5.
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O nome muitos mundos é dado a essa interpretação, pois cada auto-estado

ocorre em um determinado universo. No contexto de cosmologia quântica, nos interessa

saber que nesta interpretação os valores esperados continuam a descrever comportamento

do universo na escala quântica.

7.1.2 O problema do tempo

O problema do tempo ocorre na equação de Wheeler-de Witt, uma vez que

esta não possui um parâmetro para descrever a evolução do sistema. Para contornar

essa situação, pode-se acrescentar matéria ao universo de maneira a termos outro grau de

liberdade, identi�cado este como tempo. Outra forma de tentar resolver esta questão é

pelo uso do campo escalar, presente em teorias escalares-tensoriais, como um parâmetro

de evolução [110]. Dentro desta abordagem, podemos utilizar o modelo de Brans-Dicke

geométrico em cosmologia quântica segundo os estudos [111] e mostrar uma saída equi-

valente.

7.2 Examinando o universo n dimensional anisotrópico

Nesta e nas seções seguintes abordamos a versão quântica do universo n di-

mensional anisotrópico. Para isso consideremos o elemento de linha

ds2 = N(t)2dt2 − a(t)2
(
dr2 + r2dθ2 + sen2θdψ2

)
− b(t)2

n−4∑
i=0

dy2
i . (7.1)

O fator N(t) denota a função lapso,2 a(t) e b(t) são os fatores de escala da dimensão usual

e da dimensão extra respectivamente. Com essa métrica reescrevemos o escalar de Ricci,

da forma

R̄ =
a

N3a2b2

(
6äab2N + 4b̈ba2N − 6b2aȧṄ + 6b2ȧ2N − 4ba2ḃṄ + 12ȧḃabN + ḃ2a2N

)
.

(7.2)

Reintroduzimos R̄ na ação de Brans- Dicke geométrico no referencial de Riemann (M,γ, 0),

S =

∫
dxn
√
−ḡ
(
R̄ + ωḡµνφ|µφ|ν

)
, (7.3)

2A função lapso atribui um caráter geral ao processo de folheação. Numa métrica do tipo Fridemann-

Robertson-Walker, ao escolhemos N = 1, estamos fazendo a folheação utilizada em modelos usuais de

cosmologia, essa escolha é o chamado gauge cósmico. Ao escolher N = a(t), estamos tomando outra

parametrização. Este é o gauge conforme.
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e após retirarmos os termos divergentes, chegamos na ação reduzida

Sreduzida = V0

∫
dt

[
− 6

N
ȧ2abn−4 − 6(n− 4)

N
ḃȧa2bn−5 − (n− 4)(n− 5)

N
a3bn−6ḃ2 +

ω

N
a3bn−4φ̇2

]
,

(7.4)

onde V0 =
∫
dx3a3bn−4. Com esse procedimento identi�camos o lagrangiano do modelo

L =
−6aȧbn−4

N
− 6(n− 4)

ȧa2ḃbn−5

N
− 2(n− 4)(n− 5)

a3bn−6ḃ2

N
+ ω

a3bn−4 ˙phi
2

N
. (7.5)

7.2.1 O hamiltoniano clássico

Para fazer quantização do modelo precisamos do Hamiltoniano associado, com

esse intuito calculamos os momentos canonicamente conjugados

Pa =
12

N
abn−4ȧ− 6(n− 4)

N
a2bn−5ḃ, (7.6)

Pb = −2(n− 4)(n− 5)

N
bn−6a3ḃ− 6(n− 4)

N
a2bn−5ȧ, (7.7)

Pφ =
2ω

N
a3bn−4φ̇. (7.8)

Fazendo então a transformação de Legendre,

H = Paȧ+ Pbḃ+ Pφφ̇− L, (7.9)

obtemos o seguinte hamiltoniano:

H =
N

(n− 2)abn−6

[
(n− 5)

12

P 2
a

b2
+

1

(n− 4)

P 2
b

a2
− PaPb

2ab
+

(n− 2)P 2
φ

4ωa2b2

]
. (7.10)

Para chegar a uma equação do tipo Schödinger, realizamos as seguintes transformações

canônicas (a, b, φ, Pa, Pb, Pφ)→ (A,B, T, PA, PB, PT ), onde

T =
φ

Pφ
, PT =

P 2
φ

2
; (7.11)

A = ln a, PA = aPa; (7.12)

B = ln b, PB = bPb. (7.13)

A transformação (7.11) é motivada em [110], e as transformação nos fatores de escala é

conhecida na literatura [98]. Desta maneira, escrevemos o hamiltoniano transformado,

H̄ = N̄

[
−ω(n− 5)

6(n− 2)
P 2
A −

ω

n− 2
PAPB +

ω

(n− 2)(n− 4)
P 2
B + PT

]
, (7.14)
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onde o fator N̄ = N
2ωa3bn−4 . As equações de movimento na forma Hamiltoniana �cam

{A,H} = Ȧ = N̄
ω

n− 2

(
(n− 5)

3
PA − PB

)
, (7.15)

{B,H} = Ḃ = N̄
ω

n− 2

(
2

n− 4
PB −

1

n− 2
PA

)
, (7.16)

{PA, H} = {PB, H} = {PT , H} = 0, (7.17)

onde Ȧ = dA
dt

e Ḃ = dB
dt
. Reescrevendo essas equações em termos de T , temos

dA

dT
=

ω

n− 2

(
n− 5

3
PA − PB

)
, (7.18)

dB

dT
=

ω

n− 2

(
2

n− 4
PB −

PA
n− 2

)
. (7.19)

A solução do sistema de equações acima, (7.18) e (7.19), é

a(T ) = a0 exp

[
ω

n− 2

(
(n− 3)

3
PA − PB

)
T

]
, (7.20)

b(T ) = b0 exp

[
ω

n− 2

(
2

n− 4
PB − PA

)
T

]
, (7.21)

φ(T ) = ±
√

2PTT. (7.22)

Ao escolhermos o Gauge N̄ = 1, vemos que T = t e as soluções tem a forma

das soluções exponenciais obtidas o capítulo anterior. As outras soluções obtidas no

capítulo anterior, as soluções singulares, podem ser reobtidas ao escolhermos o Gauge

N̄ = 1
2ωa3bn−4 .

7.3 Quantizando o modelo

Uma vez que obtemos o hamiltoniano podemos realizar a quantização canônica,

assim promovemos os momentos canônicos à operadores, da seguinte forma:

PA → −i
∂

∂A
, PB → −i

∂

∂B
, PT → −i

∂

∂T
. (7.23)

A equação de Wheeler-DeWitt é obtida pela aniquilação da função de onda do

universo [112], ˆ̄HΨ = 0, que resulta na seguinte expressão 3

3Esta condição, ˆ̄HΨ = 0, decorre do fato de que H̄, segundo o formalismo Hamiltoniano é uma equação

de vínculo, ou seja, H̄ = 0.
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{
−ω(n− 5)

6(n− 2)

∂2

∂A2
+

ω

(n− 2)

∂2

∂A∂B
− ω

(n− 2)(n− 4)

∂2

∂B2

}
Ψ(A,B, T ) = i

∂

∂T
Ψ(A,B, T ).

(7.24)

Identi�camos que esta é uma equação do tipo Schödinger , Ĥψ = i ∂ψ
∂T
, e notamos clara-

mente o papel da variável T simbolizando o tempo. É interessante notar, que uma vez

que o parâmero T está ligado ao campo escalar φ, o campo de Weyl, podemos, então,

destacar a relação entre tempo e a geometria.

Como o operador Ĥ é um operador hermitiano, o produto interno usual da

mecânica quântica é usado4:

〈Ψ1| Ψ2〉 =

∫ ∞
−∞

dA

∫ ∞
−∞

dBΨ∗1Ψ2, (7.25)

junto com as condições de contorno usuais

Ψ(A→ ±∞, B, T ) = 0, Ψ(A,B → ±∞, T ) = 0, (7.26)

ou ainda condições sobre as derivadas da função de onda

∂

∂A
Ψ(A→ ±∞) = 0,

∂

∂A
Ψ(B → ±∞) = 0, (7.27)

,
∂

∂B
Ψ(A→ ±∞) = 0,

∂

∂A
Ψ(B → ±∞) = 0. (7.28)

Para um número de dimensões n = 5, a equação de Schödinger é modi�cada,

signi�cativamente, �cando

ω

3

(
∂2

∂B2
− ∂2

∂A∂B

)
Ψ(A,B, T ) = −i ∂

∂T
Ψ. (7.29)

Por esse motivo tratamos da solução deste caso de maneira isolada.

7.4 Soluções e valores esperados

Para resolver esta equação procedemos adotando a separação de funções

Ψ(A,B, t) = Φ(A,B)e−iET . (7.30)

4Algumas vezes a equação de Schödinger que vem da quantização da Hamiltoniana não é tão simples

como a nossa, e se torna necessário rede�nir o produto interno garantindo que Ĥ seja hermitiano.
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onde E é o parâmetro de separação das variáveis. Desta forma recaímos em uma equação

de Schödinger estacionária,{
−ω(n− 5)

6(n− 2)

∂2

∂A2
+

ω

(n− 2)

∂2

∂A∂B
− ω

(n− 2)(n− 4)

∂2

∂B2

}
Φ(A,B, T ) = EΦ(A,B, T ).

(7.31)

Por questões de simplicidade, tomamos o caso em que ω > 0. No intuito de

simpli�car a resolução da equação, fazemos a seguinte mudança de coordenadas

u =

√
6

(n− 2)

|ω|(n− 5)
A+

√
(n− 2)(n− 4)

|ω|
B, (7.32)

v =

√
6(n− 2)

|ω|(n− 5)
A−

√
(n− 2)(n− 4)

|ω|
B. (7.33)

Com esta mudança chegamos na expressão simpli�cada[
η−

∂2

∂u2
+ η+

∂2

∂v2

]
Φ = EΦ, (7.34)

com η± = 2 ±
√

6(n−4)
n−5

. Esta equação corresponde ao caso de uma partícula livre se

movendo em um plano, com uma massa efetiva, 1
2η−

, associada ao eixo u, e uma outra

massa efetiva, 1
2η+

, associada ao eixo v. Podemos retirar esta ansiotropia nos eixos u e v

ao fazer a mudança, ū = u√√
η+

e v̄ = v√
η−
, que leva na equação

[
∂2

∂ū2
+

∂2

∂v̄2

]
Φ(ū, v̄) = EΦ(ū, v̄). (7.35)

Sabemos dos cursos de mecânica quântica que esta é exatamente a equação de

uma partícula livre, cuja solução é do tipo onda plana se propagando em duas dimensões.

Podemos veri�car de maneira rigorosa este fato utilizando o método de separação de

variáveis, tomando Φ = U(ū)V (v̄), e aplicando em (7.35), chegamos em duas equações

diferenciais

d2U

dū2
+ E1U = 0, (7.36)

d2V

dv̄2
+ E2V = 0, (7.37)

que estão relacionadas pela equação de autovalores E2 − E1 = E. Para E1 > 0 e E2 > 0,

a função

ΦE1,E2 = Ksen(ū
√
E1)sen(v̄

√
E2) (7.38)
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é uma solução particular, tipo onda plana, da equação de Schödinger (7.35). O termo K

presente na solução é apenas uma constante arbitrária.

Para construímos a solução geral da equação original (7.24), que designamos

por Ψ(ū, v̄, T ), fazemos a superposição dos termos ΦE1,E2(ū, v̄), da seguinte forma

Ψ(ū, v̄, T ) =
1√
N

∫ ∞
0

dE1

∫ ∞
0

dE2A(E1, E2)e−i(E2−E1)T sen(ū
√
E1)sen(v̄

√
E2),

(7.39)

onde o fator A(E1, E2) presente na expressão é um coe�ciente da superposição, sua escolha

adequada permite integração da equação (7.39) e confere à Ψ(ū, v̄, T ) o formato de pacote

de onda. O termo
√
N presente em (7.39) é responsável pela normalização, ou seja,

N =

∫ +∞

−∞
dū

∫ +∞

−∞
dv̄|Ψ(ū, v̄, T )|2. (7.40)

Utilizando o fator A(E1, E2) = exp [−ξ(E1 + E2)], e com auxílio da identidade∫ +∞

0

e−γxsen(
√
mx)dx =

√
mπ

2γ3/2
e−m/4γ, (7.41)

podemos resolver as integrais presentes na equação (7.39), que são as seguintes∫ +∞

0

exp [−E1(ξ − iT )] sen
(√

E1ū2
)
dE1 =

√
πū

2(ξ − iT )3/2
exp

[
− ū2

4(ξ − iT )

]
, (7.42)

∫ +∞

0

exp [−E2(ξ + iT )] sen
(√

E2v̄2
)
dE2 =

√
πv̄

2(ξ + iT )3/2
exp

[
− v̄2

4(ξ + iT )

]
. (7.43)

A função de onda já normalizada é expressa como

Ψ(ū, v̄, T ) =

√√
3(n− 2)(n− 4)

ωπ

(
ξ

ξ2 + T 2

)3/2

ū v̄ exp

[
−1

4

(
ū2

ξ − iT
+

v̄2

ξ + iT

)]
. (7.44)

É interessante notar que seguindo o mesmo procedimento podemos encontrar

a função de onda do universo para o caso em que ω < 0, que é

Ψ̃(ū, v̄, T ) =

√√
3(n− 2)(n− 4)

|ω|π

(
ξ

ξ2 + T 2

)3/2

ū v̄ exp

[
−1

4

(
ū2

ξ + iT
+

v̄2

ξ − iT

)]
. (7.45)

Observamos que a função de onda para ω < 0, (7.45), é simplesmente o com-

plexo conjugado da função de onda para ω > 0,(7.44). Ou ainda, a função de onda para

ω < 0 é a reversão temporal da função de onda para ω > 0. Fisicamente ω > 0 signi�ca

que o campo escalar representa matéria usual, enquanto que ω < 0 está relacionado ao

campo fantasma.
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7.4.1 Valores esperados

Para calcular os valores esperados usamos a interpretação de muitos mundos.

Com este objetivo transformamos a função de onda em termos dos fatores de escala a e

b e integramos sobre eles. Lembramos, que o valor esperado de um operado x̄ é dado por

〈x〉 =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

x̄|Ψ|2dadb. (7.46)

Dessa forma calculamos o valor esperado de a, que nos leva a expressão

〈a〉 =
|ω|
2

√
1

3(n− 2)(n− 4)

∫ ∞
−∞

dū

∫ ∞
−∞

dv̄ exp

[
1

2

√
|ω|(n− 5)

6(n− 2)

(√
|η−| ū+

√
η+ v̄

)]
|Ψ(ū, v̄, T )|2

(7.47)

onde de�nimos a função Σ(ξ, T 2) = ξ2+T 2

ξ
. De maneira análoga, calculamos o valor

esperado relativo ao fator de escala b, que nos dá

〈b〉 = G(T, n)
1

8
exp

[
|ω|

4(n− 2)

√
6

(n− 4)(n− 5)
Σ(ξ, T 2)

]
. (7.48)

Onde G(T, n) =
[

ω2

(n−2)(n−4)2(n−5)
Σ2(ξ, T 2) + 4|ω|

n−2

√
6

(n−4)(n−5)
Σ(ξ, T 2) + 8

]
.

Para termos uma melhor ideia destes valores esperados, ilustramos os casos de

n = 6 e n = 8 nas �guras que seguem.

Figura 7.1: As �guras ilustram os valores esperados para os fatores de escala. À esquerda

temos o grá�co para n = 6, e à direita o grá�co para n = 8.

De maneira geral as �guras nos indicam um cenário de universo tipo boucing,

típico de cosmologia quântica. Em particular, o comportamento obtido aqui é semelhante

ao resultado obtido em [113], onde o universo possui quatro dimensões e o campo escalar

também exerce o papel de tempo.

Pelas �guras (7.4.1) e (7.4.1), ainda podemos ver que se n = 6, ou seja um

universo com duas dimensões extras, o fator de escala relativo as dimensões extras 〈b〉
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é maior do que o fator de escala das dimensões usuais5 〈a〉. Para o caso onde n = 8,

universo com quatro dimensões extras, a situação se inverte o fator de escala relativo as

dimensões espaciais usuais, 〈a〉, é maior do que o fator de escala das dimensões extras,

〈b〉.

É de se esperar, portanto, que os efeitos métricos devido a dimensão extra

sejam mais expressivos quando o número de dimensões extras é menor do que o número

de dimensões usuais. Se por outro lado, o número de dimensões extras for igual ao número

de dimensões usuais, podemos ver que os fatores de escala 〈a〉 e 〈b〉 são idênticos.

Para ter uma ideia do que ocorre com o universo como um todo calculamos o

fator de expansão do universo com 〈a〉 e 〈b〉, que é expresso por

Θn =
6

〈a〉
d 〈a〉
dT

+
2(n− 4)

〈b〉
d 〈b〉
dT

. (7.49)

O fator de expansão calculado desta forma possui qualitativamente o mesmo

comportamento para qualquer n, desde que n > 5. Classicamente o fator de expansão Θ5

pode ser nulo, ou decrescente com o tempo, como visto no capítulo anterior. O fator de

expansão calculado usando as valores esperados dos fatores de escala nos dão um universo

crescente com o tempo, como ilustramos na �gura abaixo.

Figura 7.2: Fator de expansão para o universo n dimensional anisotrópico.

7.4.2 Caso n = 5, o universo com uma dimensão extra

Caso n = 5, ou seja um universo com uma dimensão extra a equação diferencial

de Schödinger estacionária (7.31) possui a seguinte forma

ω

3

[
∂2

∂B2
− ∂2

∂A∂B

]
Φ = EΦ. (7.50)

5Aqui nos referimos as dimensões usuais que correspondem ao comprimento, largura e altura.
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As transformações de coordenadas que simpli�cam a equação acima são

x = 4A+ 2B, (7.51)

y = B. (7.52)

Somos assim levados a seguinte equação de Schödinger:[
4
∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

]
Φ =

3E

ω
Φ. (7.53)

Utilizando o método de separação de variáveis usando Φ = X(x)Y (y) chegamos ao par

de equações diferenciais ordinárias

d2X

dx2
− E1X = 0, (7.54)

d2Y

dy2
− E2Y = 0. (7.55)

Onde E1 e E2 satisfazem a relação 4E1 − E2 = 3E
ω
. Dessa maneira encontramos o per�l

da auto-função para E1 > 0 e E2 > 0 da equação de Schödinger estacionária, dada por

ΦE1,E2 = sen(
√
E1x)sen(

√
E2y). (7.56)

A solução geral da equação da equação de Schödinger dependende do tempo, se faz pela

superposição

Ψ(x, y, T ) =

∫ ∞
0

dE1

∫ ∞
0

dE2e
−iETΦE1,E2 (7.57)

Procedendo de maneira similar ao caso n > 5, chegamos na seguinte forma normalizada

da função de onda do universo

Ψ(x, y, T ) =
1

4
√
π

(
ξ

ξ2 + ω2T 2

9

)3/2

xy exp

{
−1

4

(
x2

4
(
ξ − iωT

3

) +
y2

ξ + iωT
3

)}
, (7.58)

para o caso ω > 0. Para o caso em que ω < 0 a função de onda do universo tem a seguinte

forma

Ψ(x, y, T ) =
1

4
√
π

(
ξ

ξ2 + |ω|2T 2

9

)3/2

xy exp

−1

4

 x2

4
(
ξ + i |ω|T

3

) +
y2

ξ − i |ω|T
3

 , (7.59)

Os valores esperados dos fatores de escala a e b para este caso tem seguinte expressão

〈a〉 =
1

16

[
Σ(T 2) + 4

]2
exp

[
Σ(T 2)

4

]
, (7.60)

〈b〉 =
[
Σ(T 2) + 1

]
exp

[
Σ(T 2)

2

]
. (7.61)

Onde o termo Σ(T 2) = ξ2+ω2T 2

ξ
.
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7.5 A interpretação de de Broglie-Bohm

Como já expomos no início do capítulo, citamos duas das interpretações da me-

cânica quântica que são utilizadas em cosmologia quântica, descrevemos o nosso problema

usando uma dessas interpretações, a de muitos mundos. Agora, passaremos a descrever o

nosso sistema utilizando a interpretação de de Broglie-Bohm. Boas referencias para este

estudo são [114] e [115].

Esta interpretação é devido a David Bohm que retomou os estudos de Louis de

Broglie sobre ondas piloto. Para entendermos alguns pontos desta abordagem é convinente

retomar à mecânica quântica não relativística.

7.5.1 Mecânica quântica Bohmiana

Sabemos que a equação de Schödinger para uma partícula em um espaço tri-

dimensional é dada por

i
∂

∂t
ψ =

[
−∇

2

2m
+ V (x, y, z)

]
ψ. (7.62)

A ideia básica desta abordagem é supor que a função de onda associada a

partícula pode ser reescrita em termos de uma onda piloto da seguinte forma

ψ = Ω(~x, t) exp(iS(~x, t)). (7.63)

Isso nos leva ao sistema de equações diferenciais equivalentes ao de Schödinger

∂Ω2

∂t
+∇.

(
Ω2∇S

m

)
= 0, (7.64)

−1

2m

∇2Ω

Ω
+ V +

(∇S)2

2m
+
∂S

∂t
= 0. (7.65)

A primeira equação do sistema acima é a equação da continuidade, expressa

de outra maneira. A segunda equação pertence a classe de equações de Hamilton-Jacobi,

que é estudada em Mecânica Clássica [116]. Somente para lembrar, das equações de

Hamilton-Jacobi citamos dois exemplo: o partícula livre , cujo a equação é

1

2m

(
∂S

∂x

)2

+
∂S

∂t
= 0, (7.66)
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e o oscilador harmônico, cuja equação é

1

2m

(
∂S

∂x

)2

+
mω2

2
x2 +

∂S

∂t
= 0. (7.67)

Percebemos que a equação (7.65) possui o termo extra,Q = −1
2m
∇Ω
Ω
, que não

está presente nas equações clássicas da mecânica. Este termo Q é chamado potencial

quântico. Os efeitos quânticos são enfraquecidos na medida em que Q→ 0.

Segundo esta interpretação a partícula quântica possui uma trajetória real,

que não é observada. A equação desta trajetória é dada por

pi =
∂S

∂xi
. (7.68)

Entretanto, a solução da equação diferencial anterior, enfrenta o problema da indetermi-

nação da condição inicial, pois não se sabe a posição inicial da partícula.

7.5.2 Cosmologia quântica segundo de Broglie-Bohm

Aplicando esta abordagem para o problema de cosmologia quântica, podemos

veri�car se nosso resultado se mantêm como nos trabalhos [105], [104] que exempli�cam

casos em que interpretações distintas da mecânica quântica levam a resultados qualitati-

vamente equivalentes.

Vamos reescrever a função de onda do universo no formato de uma onda-piloto

Ψ = Ω exp(iS). (7.69)

Vamos utilizar a função de onda em que ω > 0. Então inferimos facilmente que

Ω(ū, v̄, T ) =

√√
3(n− 2)(n− 4)

ωπ

(
ξ

ξ2 + T 2

)3/2

ū v̄ exp

[
− ξ

4(ξ2 + T 2)
(ū2 + v̄2)

]
,

(7.70)

S(ū, v̄, T ) = − T

4(ξ2 + T 2)
(ū2 − v̄2). (7.71)

Para o caso em que a função de onda do universo possui ω < 0, podemos também

estabelecer um Ω′ e um fase S ′. Como as funções de onda para os casos ω < 0 e ω > 0

são a complexas conjugadas uma da outra, então concluímos que Ω′ = Ω, porém há uma

diferença na fase, ou seja,

S ′(ū, v̄, T ) = − T

4(ξ2 + T 2)
(v̄2 − ū2). (7.72)
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Os fatores de escala Bohmianos são calculados por

Pa =
∂S

∂a
, Pb =

∂S

∂b
, (7.73)

onde Pa e Pb são dados pelas equações

Pa =
12

N
abn−4ȧ− 6(n− 4)

N
a2bn−5ḃ, (7.74)

Pb = −2(n− 4)(n− 5)

N
bn−6a3ḃ− 6(n− 4)

N
a2bn−5ȧ, (7.75)

Pφ =
2ω

N
a3bn−4φ̇. (7.76)

Montamos o seguinte sistema para o cálculo em termos das variáveis A e B,

temos que

2
dA

dT
+ (n− 4)

dB

dT
=

T

ξ2 + T 2

[
2A+ (n− 4)B

]
, (7.77)

3
dA

dT
+ (n− 5)

dB

dT
=

T

ξ2 + T 2

[
3A+ (n− 5)B

]
, (7.78)

para qualquer valor de ω. O sistema é facilmente resolvido, suas soluções são

a = a0 exp
[√

ξ2 + T 2
]
, b = b0 exp

[√
ξ2 + T 2

]
, (7.79)

Vemos que as soluções independem do número de dimensões. Porém pelo menos qualita-

tivamente podemos a�rmar que este comportamento para os fatores de escala concorda

com que é previsto pela interpretação de muitos mundos.

O fator de expansão do universo em termos dos fatores de escala Bohmianos

é dado pela expressão

Θn = 2(n− 1)T, (7.80)

prevê um universo linearmente crescente com o parâmetro T , como podemos observar.

7.5.3 Universo em cinco dimensões

Aplicando a interpretação de de Broglie-Bohm no caso em que o universo possui uma

dimensão extra, n = 5, as funções Ω e S que reescrevem a função de onda (7.70) são

Ω(x, y, T ) =
x y

4
√
π

(
ξ

ξ2 + ω2T 2

9

)3/2

exp

[
− ξ

4
(
ξ2 + ω2T 2

9

) (x2

4
+ y2

)]
, (7.81)
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e

S(x, y, T ) = − ωT

12
(
ξ2 + ω2

9
T 2
) (x2

4
− y2

)
, (7.82)

para ω > 0 e

S(x, y, T ) = − |ω|T
12
(
ξ2 + ω2

9
T 2
) (y2 − x2

4

)
, (7.83)

se ω < 0.

Utilizando as de�nições (7.73), e procedendo de maneira análoga ao caso n

dimensional, encontramos as seguintes fatores de escalas bohmianos:

a = exp

[
−3

4
K1

(
ξ2 +

ω2

9
T 2

)λ1/4
− 3

4
K2

(
ξ2 +

ω2

9
T 2

)λ2/4]
, (7.84)

b = exp

[
(λ1 − 1)K1

(
ξ2 +

ω2

9
T 2

)λ1/4
+ (λ2 − 1)K2

(
ξ2 +

ω2

9
T 2

)λ2/4]
, (7.85)

onde K1 e K2 denotam as constantes de integração e

λ1,2 =
17

8
±
√

33

8
, (7.86)

As soluções para este caso possuem um comportamento diferente das soluções

(7.79), pois neste caso enquanto o fator de escala a cresce exponencialmente, o fator de

escala b decresce exponencialmente. Esta situação, corresponde portanto, ao cenário de

compactação dinâmica das dimensões extras, de acordo com as soluções clássicas desen-

volvidas no capítulo anterior. Desta forma, a ocorrência da compactação das dimensões

extras parece depender da interpretação utilizada, o que é um resultado curioso.
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CAPÍTULO 8

Considerações �nais

Neste trabalho examinamos alguns aspectos cosmológicos utilizando uma classe

de teorias escalares tensoriais construídas em um espaço-tempo de Weyl integrável, nos

regimes clássicos e quânticos.

Sobre a cosmologia clássica

Observando primeiramente os aspectos clássicos, as teorias escalares tensoriais

geométricas propiciam novos signi�cados tanto ao campo escalar presente em modelos

in�ação, quanto ao campo escalar presente em modelos de energia escura. Ambos são

reinterpretados como campos de Weyl integrável, fazendo assim com que a aceleração do

universo seja entendida como um efeito puramente geométrico.

Como consequência da utilização do modelo de Brans-Dicke geométrico mos-

tramos a possibilidade do universo experimentar uma mudança no seu caráter geométrico

na medida em que evolui. Denominamos esse fenômeno de transição de fase geométrica.

Na tabela abaixo fazemos um resumo dos tipos de transições estudadas.
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Modelo transição geométrica

V = Λe−2φ > 0, φ = φ0 Eternamente Riemmann

V = Λe−2φ > 0, ω < 0 R→W

V = Λe−2φ < 0, ω > 0 Eternamente Weyl

V = Λe−2φ > 0, ω > 0 W→R ou R→W

V = 0, ω > 0 W→R→W

V = (m2 φ2

2
+ Λ)e−2φ Eternamente Weyl

V = 2λ(φ2 − β)2e−2φ dois per�s W→R ou dois per�s R→W

V (φ) = V0 exp(−(λ+ 2)φ) dois per�s W→R ou dois per�s R→W

φ = σ tanh(β(t− t0)) R→W→R

φ = σ tanhp(β(t− t0)) R→W→R→W→R

Tabela 8.1: Resumo dos modelos com suas respectivas transições geométricas.

Nesta tabela apresentamos à esquerda os modelos e à direita o tipo de transição

geométrica. Percebemos a existência de modelos que não sofrem transições de fase, são

universos eternamente de Riemmann ou universos eternamente de Weyl, portanto. Há

também universos que sofrem apenas uma transição de fase, de Weyl para Riemann

(W → R), ou de Riemann para Weyl (R → W ). Há ainda modelos em que temos duas

transições de fase, de Weyl para Riemann e deste para Weyl (W → R → W ), ou ainda

no sentido inverso (R → W → R). O caso mais interessante é quando o universo pode

experimentar quatro transições de fase, no modelo φ = tanhp(t− t0).

Do ponto de vista observacional, talvez seja difícil detectar essa transição.

Uma vez que os referenciais de Riemman e de Weyl são �sicamente equivalentes. Este

fato coloca a transição geométrica como um fenômeno puramente teórico.

Sobre a cosmologia em n dimensões

Ainda em nível clássico analisamos o problema da compactação dinâmica das

dimensões extras. As soluções do modelo de Brans-Dicke geométrico mostram quatro

possíveis comportamentos distintos para as dimensões extras. Encontramos dois pares de

soluções que levam em um universo singular anisotrópico, encontramos também um par

de soluções não singulares do tipo de Sitter, que exibem a compactação das dimensões
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extras, e outro par que exibe a compactação das dimensões espaciais usuais.

Com relação parte quântica, as teorias escalares tensoriais geométricas ofe-

recem um "relógio"natural, ligado à geometria. Por isso parecem ser importantes na

construção de modelos em Cosmologia Quântica.

Utilizando abordagem de Wheeler-deWitt para uma teoria escalar-tensorial

geométrica, estudamos a compactação dinâmica das dimensões extras. O principal resul-

tado é que não há uma ocorrência desta situação em nível quântico, a não ser no caso

particular em que n = 5 e usamos a abordagem de de Broglie-Bohm.

Com o auxílio da interpretação de muitos mundos, chegamos a um universo

com boucing não singular. Os valores esperados para dimensões extras apenas indicam

que para n < 7, 〈b〉 > 〈a〉, e se n > 7, 〈a〉 > 〈b〉. Neste caso, as contribuições métricas do

fator de escala 〈b〉 são menores que as de 〈a〉, e isso explicaria a di�culdade de observação

das dimensões extras. Por outro lado, utilizando a interpretação de Bohm-de Broglie,

encontramos um universo não singular com boucing, que parece qualitativamente igual

ao resultado anterior. Contudo nesta abordagem, os fatores de escala bohmianos não

possuem nenhum efeito com relação ao número de dimensões extras. A anisotropia do

universo, neste caso, esta ligada somente as condições iniciais a0 e b0.

Uma situação que nos pareceu interessante, mas que não registramos nesta tese,

foi a análise do universo anisotrópico com dimensões extras formam uma subvariedade

com uma topologia esférica. Contudo, não é possível resolver as integrais necessárias para

construir o pacote de onda. Assim não conseguimos prosseguir com o estudo deste caso.

Sobre as perspectivas

Desejamos desenvolver aplicações das teorias escalares-tensoriais geométricas

estudadas nesta tese em outros situações que envolvam dimensão extra, como por exemplo

o cenário de cosmologia com branas. No que se refere estritamente a versão clássica da

teoria escalar tensorial geométrica, é interessante estudar sua contribuição na gravitação

construída em um espaço-tempo tipo do 2+1 ou em um espaço-tempo 1+1. Assim,

podemos ter o entendimento do Brans-Dicke geométrico em altas e baixas dimensões.
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