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Resumo

Aspectos da fisica dos cristais liquidos nematicos sao estudados nesta tese do
ponto de vista da geometria riemannina, por meio de modelos andlogos de gravi-
tacao. Os topicos escolhidos para estudo foram: Optica geométrica e ondulatoéria,
ondas elésticas, hidrodinamica e conducao de calor. O principal modelo anélogo
empregado baseia-se na interpretacao do principio de Fermat como um processo de
obtenc¢ao de geodésicas nulas, onde o material liquido-cristalino ¢ visto como sendo
uma variedade riemanniana. Esta abordagem prevé que a métrica efetivamente
sentida pelo raio luminoso dependa da configuracao das moléculas dentro do cristal
liquido e dos indices de refracao paralelo e perpendicular ao eixo de simetria da
molécula liquido-cristalina. E sabido que, para o caso especial da existéncia de de-
feitos topologicos dentro do material, métricas efetivas semelhantes as de defeitos
cosmologicos (como monopolos globais e cordas cosmicas) sao obtidas. Esta tese
desenrola-se sobre a situacao onde existem defeitos topologicos do tipo ourigo e do
tipo desclinagao (k = 1,¢ = 0) na fase nemética do material liquido-cristalino. O
primeiro problema estudado, em carater de revisao, trata da ¢ptica ondulatoria, no
que concerne a difracao de luz pelos defeitos citados. Uma vez que ondas planas de
comprimento de onda pequeno possuem trajetorias idénticas aos raios luminosos,
o emprego do modelo analogo é justificado. Assim, mostramos que a luz espalhada
por esses defeitos gera padroes de difragao bem caracteristicos, sendo a localizagao
dada por expressao algébrica dependente dos indices de refracao paralelo e per-
pendicular ao eixo de simetria da molécula liquido-cristalina. Também mostramos
de que forma esses padroes dependem da temperatura do material. O segundo
problema estudado trata da 6ptica geométrica e da hidrodinamica dos cristais li-
quidos nematicos. A partir de uma configuragao de moléculas semelhantes & de
uma desclinagao (k = 1,¢ = 0), permitimos que o material flua radialmente na
direcao do eixo do defeito. Em seguida, fazendo uso do fato hidrodindmico de
que gradientes de velocidade no material modificam localmente os indices de re-
fracao da molécula, encontramos o perfil de velocidade que deve existir em torno
do defeito para que a métrica efetivamente sentida pela luz, que viaja no plano
perpendicular ao eixo do defeito, seja a de Schwarzschild no plano equatorial, com
raio de Schwarzschild interior ao objeto. Encontramos que os valores absolutos
da velocidade de fluido liquido-cristalino podem ser da ordem de alguns metros
por segundo, diferindo enormemente dos valores obtidos pela métrica de Gordon
para um fluido isotrépico em condigoes idénticas. O terceiro problema estudado
aborda as oscilagoes elasticas na presenca de defeitos. Semelhantemente ao pri-
meiro problema, a trajetoéria do som é obtida por uma versao elastica do principio
de Fermat e, entao, comparada com uma geodésica nula. Mostramos como defei-



tos topologicos influenciam nas trajetorias sonoras, assim como no som difratado
por eles. O quarto problema trata da conducao de calor na vizinhanca de defei-
tos. Considerando que os defeitos sao resultantes de uma adi¢ao ou remogao de
porcao de material, dando-se seguimento a uma relaxacao eléstica do meio, mé-
tricas efetivas do espaco perturbado pelo defeito sao encontradas, com expressoes
semelhantes as obtidas pelo modelo analogo baseado no principio de Fermat. Es-
sas métricas geram um tensor condutividade térmica modificado, dando cabo ao
estudo do campo de temperatura nessa situagao. Mostramos que, dependendo dos
valores da condutividade térmica perpendicular e paralela ao eixo de simetria da
molécula liquido-cristalina e do defeito em questao, o gradiente de temperatura
pode ser acentuado ou atenuado sobre o defeito, permitindo o controle da resposta
térmica do material a temperatura, de acordo com a presenca de defeitos. Susci-
tar um entendimento maior da fisica dos cristais liquidos e de seu emprego como
background em modelos anédlogos de gravitacao ¢ o tema principal de cada um dos
problemas analisados.

Palavras-chave: Modelo analogo de gravitacao, cristal liquido, defeitos topolo-
gicos, Optica fisica e geométrica, ondas elasticas, conducao térmica.



Abstract

Aspects of the physics of nematic liquid crystals are studied in this thesis from
the viewpoint of riemannian geometry through analogue models of gravitation.
The topics chosen for study were: geometric and wave optics, elastic waves, hy-
drodynamics and heat conduction. The main analogue model used is based on the
interpretation of Fermat’s principle as a process to obtain null geodesics, where the
liquid crystalline material is seen as a riemannian manifold. This approach pre-
dicts that the metric effectively felt by the light ray depends on the configuration
of molecules in the liquid crystal and on the parallel and perpendicular refractive
indexes to the axis of symmetry of the liquid-cristal molecule. It is known that,
for the particular case of the existence of topological defects within the material,
effective metric similar to cosmological defects (like global monopoles and cosmic
strings) are obtained. This thesis develops itself on the situation where there are
topological defects of hedgehog type and (k = 1,¢ = 0) disclination type in the
nematic phase of the liquid crystalline material. The first problem studied, as
a review, deals with the wave optics, with respect to the light diffracted by the
cited defects. Since plane waves of small wavelength have identical trajectories
to light rays, the use of analog model is therefore justified. Thus, we show that
light scattered by these defects generates a characteristic diffraction pattern, being
the location given by an algebraic expression dependent on the parallel and per-
pendicular refractive indexes to the axis of symmetry of the molecule. We also
show how theses patterns depend on the temperature of the material. The second
studied problem deals with the geometrical optics and hydrodynamics of the ne-
matic liquid crystals. From a molecular configuration similar to a (k = 1,¢ = 0)
disclination, we let the material flow radially towards the axis of the defect. Then,
using the hydrodynamic fact that velocity gradients in the material locally change
the refractive index of the molecule, we find the velocity profile that must exist
around the defect so that the metric actually experienced by light traveling in the
plane perpendicular to the axis the defect is the Schwarzschild one in the equa-
torial plane, with the Schwarzschild radius interior to the object. We found that
the absolute values of the velocity of liquid crystalline fluid can be order of a few
meters per second, differing greatly from the values obtained by Gordon metric for
an isotropic fluid under identical conditions. The third studied problem deals with
the elastic oscillations in the presence of topological defects. Similarly to the first
problem, the trajectory of the sound is obtained by an elastic version of Fermat’s
principle and, then, compared with a null geodesic. We show how topological de-
fects influence the sound trajectories and the sound diffracted by them. The fourth
problem deals with the heat conduction in the vicinity of defects. Considering that



the defects come from an addition or removal of portion of the material, letting the
medium relaxes elastically, effective metric of the space disturbed by the defect are
found, with expressions similar to those obtained by the analogous model based on
Fermat’s principle. These metrics generate a modified thermal conductivity ten-
sor, allowing the study of the temperature field in this situation. We show that,
depending on the values of parallel and perpendicular thermal conductivity to the
axis of symmetry of the molecule and on the defect in question, the temperature
gradient can be accentuated or attenuated on the defect, allowing control of the
response thermal temperature of the material, according to the presence of defects.
Encouraging a greater understanding of the physics of liquid crystals and its use
as a background in analogue models of gravity is the main theme of each analyzed
problem.

Key-words: Analogue model of gravitation, liquid crystal, topological defects,
physical and geometrical optics, elastic waves, heat conduction.
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1 Introducao

“Nao ha fé inabaldvel sendao aquela que
pode encarar a razao face a face, em
todas as épocas da Humanidade.”

Allan Kardec
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1.1 Importancia dos Modelos Analogos de Gravi-
tacao

O trabalho de um fisico envolve miltiplas habilidades. Com a imparcialidade
indicada pelo método cientifico [4], o cientista deve observar o fenomeno fisico de
interesse, retirar os dados do objeto de estudo, formular a teoria que o descreve,
deduzir predigoes a partir da teoria formulada, e, desta, experimentar o seu poten-
cial e limitacoes. Quando se fala em criar teorias, procurar por semelhangas entre
o objeto de estudo e fatos ja conhecidos é uma das a¢oes mais comuns. E é nesta
busca por semelhancas que os Modelos Analogos de Gravitagao sao formulados.
Desta forma, aspectos da gravitacao sao simulados em sistemas de outras areas
da fisica: em liquidos isotrépicos [5], condensados de Bose-Einstein [6], cristais

liquidos [3,7], dentre outros [8].

Uma das primeiras pesquisas sobre analogia entre gravitagao e fisica da matéria
condensada foi a publicada por Gordon [5,9] ao analisar a mudanga na métrica do
espaco plano por um fluido isotrépico em movimento, obtendo a seguinte equacao

em termos de componentes (faremos a velocidade da luz ¢ = 1 em toda tese):

1
9Gordon = Muv + <1 - ﬁ) U, Uy, (11)

onde gaordon ¢ @ métrica efetivamente sentida pela luz, 7, ¢ a métrica do espago-
tempo plano, n ¢ o indice de refracao do fluido, v, é a 4-velocidade do fluido
dada por v, = (1 —112)71/2 (1,v4,vy,v,) de velocidade espacial U = (vg,vy,v,)
(uma revisao desta notagao de 4-vetores pode ser encontrada em [10-13] e sobre
métricas em variedades riemannianas, além das referéncias anteriores, no Apéndice
A). Provavelmente, Gordon conhecia as ideias de Fresnel de 1818 sobre o arrasto
da luz por um fluido em movimento [14], assim como a comprova¢ao experimental

de sua hipotese por Fizeau em 1851 [15].

Apo6s o trabalho de Gordon, pouco foi explorada a analogia entre matéria
condensada e gravitagao. Por exemplo, pode-se destacar o paragrafo §90 do livro
de teoria classica de campos de Landau e Lifschitz |16] através de um sucinto
e denso estudo sobre a analogia entre um dielétrico e um campo gravitacional

estético, assim como algumas contribui¢oes de Quan para o assunto [17].
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A pesquisa em modelos analogos voltou a ser enfaticamente desenvolvida a
partir de 1981. Nesse ano, William Unruh publicou um trabalho [18,19] onde um
sistema hidrodinamico era capaz de simular a radiacao de Hawking para buracos
negros. Daquele ano até o final da década de 90, modelos anélogos baseados em
sistemas de estado solido [20-22| e em superfluidos [23,24] foram apresentados,
assim como melhores defini¢oes de horizonte de eventos, ergoregioes e gravidade
de superficie em sistemas actusticos [25]. A partir de 2000, surgiram novos modelos
para simular aspectos da gravitagao usando sistemas quanticos, como condensados

de Bose-Einstein [6,26] e dielétricos de altissimo indice de refragao [27,28].

Diante de todo este quadro, o que motiva a pesquisa em modelos anélogos? As
possibilidades experimentais de concretizar tais modelos, instigadas pelo fato cu-
rioso de, teoricamente, sistemas de matéria condensada simularem caracteristicas
da gravitacao. Além disso, pesquisar em modelos andlogos pode gerar previsoes
de novos comportamentos em sistemas gravitacionais [29]. Se a gravidade pode
ser simulada por um sistema de matéria condensada, o estudo em modelos analo-
gos levanta a ideia de que a propria gravidade seria resultado de interagoes mais
fundamentais, um fenémeno coletivo [30,31], como sera visto nessa tese que a mé-
trica efetiva resulta da interagao entre moléculas e d&tomos (o campo de estudo que

entende a gravidade desta forma ¢ chamada de gravidade emergente [32-34]).

Nao devemos esquecer as possiveis aplicagoes tecnologicas provenientes dos
modelos analogos. Uma vez que essa abordagem oferece um entendimento mais
simples do que o normalmente encontrado em livros de matéria condensada [2,35—

37|, desenvolvimentos tecnologicos tornam-se mais faceis de serem produzidos.

1.2 Objetivos e Estrutura da Tese

Esta tese objetiva ampliar o campo de pesquisa dos modelos anélogos de gravi-
tagao, apresentando a fisica dos cristais liquidos, particularmente a dos nematicos,
como destacado patrocinador de novos entendimentos em ambas as areas. Ao
longo desta tese, serao apresentados os resultados obtidos durante o doutorado
no Departamento de Fisica da Universidade da Paraiba, assim como o estagio

de pesquisa internacional com o professor Dr. Sébastien Fumeron do Laboratoire
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d’Energétique et de Mécanique Théorique et Appliquée, Université Henri Poincaré

Nancy 1, Franca.

A tese esta dividida da seguinte forma. Apos esta Introdugao, segue a primeira
parte intitulada “Cristais Liquidos e Modelo Analogo”. Como revisao do assunto
que seréd exposto, esta parte é composta por dois capitulos. Capitulo 2: “Cristais
Liquidos Neméticos” (CLN), onde a fisica desses materiais sera discutida de acordo
com a sua importancia na tese; e o capitulo 3: “Modelo Analogo para Luz em
CLN via Principio de Fermat”, onde mostraremos como uma descri¢ao métrica do

comportamento da luz é obtida através de semelhanca matematica.

A segunda parte da tese é auto-explicativa pelo seu titulo: “Aplicagoes do Mo-
delo Anélogo em CLN”. Ela encorpa as minhas contribui¢oes para este assunto
empreendidas durante o doutorado e, por um motivo de desenvolvimento légico
do assunto, o mestrado, enquanto na UFPB. O capitulo 4 intitulado de “Difracao
de Luz por Defeitos Ourigo e Desclinagdo (kK = 1,¢ = 0)” é a minha pesquisa
de mestrado, que mostra como o modelo analogo aborda a difragao de luz por
defeitos topologicos da fase nematica. Os capitulos de 5 a 8 sao a minha pes-
quisa de doutorado. A possibilidade de mimetizar o trajeto de raios luminosos
vizinhos a planetas, via um CLN com defeitos topologicos, é analisada no capitulo
5 sob o titulo “Simulando a Atragdao Gravitacional de Planetas”. Inspirada nos
desenvolvimentos do capitulo 3 e 4, uma “Descricao Métrica para Ondas Sonoras”
é apresentada no capitulo 6, estudando a influéncia de defeitos nas trajetorias e
difra¢oes sonoras. Enquanto em visita ao prof. Dr. Sébastien Fumeron, os resulta-
dos de uma “Descri¢ao Métrica do Fluxo de Calor através de Defeitos Topologicos”

foram obtidos e encontram-se relatados no capitulo 7.

A terceira parte trata das “Conclusoes e Perspectivas”, através de tinico capi-
tulo intitulado “Discussao sobre os Capitulos de Aplicacao”. As ideias principais,
as conclusao deduzidas e as perspectivas diretas de pesquisa de cada capitulo es-
tao agrupadas em segoes reservadas para cada capitulo. Fechando o capitulo de
conclusoes e perspectivas, esta a se¢ao “Perspectivas Além-Tese”, onde sao listadas
propostas para pesquisas futuras sobre assuntos mais relacionados & Gravitagao

do que da Matéria Condensada.

Apobs as “Referéncias”, que estao numeradas por ordem de aparicao na tese,
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encontra-se o apéndice, a titulo de esclarecimento nao-essencial ao entendimento
desta tese [38|, composto por dois anexos. O “Anexo A” traz um resumo das
principais ideias sobre geometria riemanianna usadas ao longo da tese, enquanto

que o “Anexo B” mostra o detalhe dos céalculos do capitulo 4.
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Cristais Liquidos e Modelo
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2 Cristais Liquidos Nemdticos

(CLN)

“Navegar € preciso, viver nao.”

Luis de Camoes
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2.1 Ciristais liquidos

Cristais liquidos sao materiais que possuem estados intermediarios (metaesta-
dos) entre as fases liquida e a cristalina. Nesses metaestados, o material possui
caracteristicas proprias da fase liquida (isotropia de suas grandezas, incapacidade
de suportar forcas de cisalhamento!, etc.) e da fase cristalina (graus de ordena-
mento espacial e/ou orientacional, anisotropia nas propriedades Opticas, elétricas,
etc.). Um dos principais motivos dessas propriedades intermediarias [39,40| (nao
sendo o motivo de todas elas [41]) é o fato de que as moléculas de cristal liquido
sao anisotropicas, podendo ter o formato de disco ou de bastao, em geral sendo
pequenas moléculas ou polimeros rigidos. Nos metaestados, as moléculas tendem
a se orientar ao longo de uma determinada diregao, representada pelo versor n(7),

chamado de diretor (Fig. 1).
As fases liquido-cristalinas sao classificadas de acordo com o seu grau de ori-

entacao:

e Nemdtica. Possui o menor grau de ordenamento pois nao existe ordem posi-
cional (as moléculas estao localizadas aleatoriamente no material), apresen-
tando somente ordem orientacional (as moléculas estdo aproximadamente

alinhadas ao longo da mesma direcio).
/NS
(a) (b)

Figura 1: Arranjo das moléculas na fase nemética: (a) por moléculas tipo bastéo;
(b) por moléculas tipo disco.

IForca de cisalhamento é aquela que possui médulo diferente para camadas infinitesimalmente
diferentes do material.
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e FEsmética. As moléculas estao agrupadas em camadas e livres para se mover
dentro delas, gerando uma ordem posicional dada pela localizacao de cada
camada. Dentro das camadas, as moléculas estao orientadas: para alguns
cristais liquidos, a orientagdo é normal as camadas (Fig. 2); para outros, o

diretor n faz um angulo com a normal delas.

000030020 00
00 003022000
000820000 00

Figura 2: A fase esmética.

e Colunar Além de apresentarem ordem orientacional, as moléculas estao em-
pilhadas em colunas, sendo livres para se moverem dentro destas. Assim,
a fase colunar possui também ordem posicional de duas das dimensoes (a

localizagao bidimensional das colunas).

Nem todos os cristais liquidos apresentam as trés fases anteriores. Por exem-
plo, o p-Pentil-p’-Cianobifenil (CigH19/N), também conhecido com 5CB, possui
apenas a fase nemaética, enquanto que o p-Octil-p’-Cianobifenil (Cy HosN), tam-
bém conhecido como 8CB, possui as fases nematica e esmética. A transicao entre
metaestados pode ser dada pela mudanga de temperatura (chamados de cristais
liquidos termotrépicos) ou pela mudanga de concentragao do cristal liquido via adi-
¢ao de solvente (chamados de cristais liquidos liotrdpicos). Nesta tese, trataremos
exclusivamente de cristais liquidos nematicos (que possuem apenas a fase nematica
e chamados no restante desta tese de CLN), termotropicos e com moléculas com

formato de bastao.

As flutuagoes térmicas impedem as moléculas de se orientarem completamente
ao longo de n. O grau de orientacao é dada pelo parametro de ordem escalar ¢,
que varia de ¢ = 0 (onde as moléculas estdo totalmente desorientadas) até ¢ = 1
(onde as moléculas estao totalmente orientadas ao longo de 7). O parametro g é

definido como uma média da orientacao das moléculas em torno de n sobre um
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Fase Ordem Posicional Ordem Orientacional
Liquida Nao Nao
Nemaética Nao Sim
Esmética 1-D Sim
Colunar 2-D Sim
Cristalina 3-D Sim

Tabela 1: Graus de ordem nas fases da matéria.

volume grande em relacao as dimensoes moleculares e pequeno em relacao aos
comprimentos tipicos de deformagdo da fase nemaética, a fim de n(7) seja uma

funcao continua da posicao 7.

Alguns cristais liquidos apresentam seus metaestados em temperaturas da or-
dem da ambiente. Por exemplo, o cristal liquido 5CB encontra-se na fase nematica
no intervalo de temperatura em torno de 7' = [295, 65; 306, 6] K [2]. E possivel cal-
cular o parametro de ordem neste intervalo pela expressao chamada aprozimacao
de Haller [42]:

T

o=~ (1-7) 1)

onde T, é a temperatura de transicao entre as fases nematica e isotropica e o ¢ uma
constante adimensional que depende do material . Para o 5CB, a = 0.1889 [43] e

q encontra-se no intervalo ¢ = [0; 0.53].

Enquanto o parametro de ordem escalar ¢ nos d4 uma medida da intensidade de
ordenamento das moléculas, o tensor parametro de ordem Q expressa a anisotropia
de grandezas fisicas encontradas no cristal liquido e é definido em termos de suas

componentes como |2, 37]:

1
Qij = q (nmj - g%’) 7 (2.2)

onde @);; sao os elementos do tensor Q, n; é a componente do vetor 7. O tensor
parametro de ordem é simétrico e trago-nulo. Apesar das formulacoes iniciais em-
pregarem @ para grandezas macroscopicas, a sua defini¢ao algébrica é igualmente
aplicavel para dimensoes intermediérias, por exemplo, no caso do volume usado

na definigao de ¢ e nas situagoes onde ¢ é uma fungao da posigao [44,45|.
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2.1.1 Defeitos na Fase Nemaéatica

Quando o material liquido-cristalino transita entre as fases isotropica e nemé-
tica, linhas e/ou pontos surgem deformando a uniformidade de n. Essas linhas e
pontos, chamados de defeitos, fazem com que n dependa da posi¢ao em sua vi-
zinhanca, tornado este local anisotrépico para muitas das propriedades dos CLN
(Opticas, elésticas, etc.). Nesta subsegao, iremos apresentar resumidamente dois
defeitos que ocorrem na fase nemética: o defeito pontual tipo ourigo e o defeito

linear desclinagao tipo (k = 1,¢ = 0).

710N
JTIN

‘\\\\\\\w 7 //// /
SN\

— =N AN

Figura 3: Representacao do defeito tipo ourigo. As setas representam o diretor
n=r.

O defeito pontual tipo ourico é representado pela figura 3. Em torno dele, as
moléculas estao orientadas radialmente de modo que o diretor é n = 7. Esta con-
figuracao também pode ser produzida artificialmente pela adicao de particulas ou
presenca de superficies esféricas onde as moléculas se orientam perpendicularmente
a estas. Recipientes esféricos e gotas de cristal liquido neméatico podem apresen-
tar esses defeitos dentro deles [46]. Um exemplo de impureza produzindo esta
configuragao é a da figura 4, onde as moléculas de um CLN anfifilico orientam-se

perpendicularmente & superficie da gota de dgua no centro da imagem.

O defeito linear desclinagao do tipo (k,c) é caracterizado por um linha, cujos
planos perpendiculares a ela confinam bidimensionalmente o diretor n, que, quando

descrito nas trés dimensoes cartesianas, é dado por:
n = (cos,sinp,0), (2.3)

onde ¢ = k¢ + ¢, sendo k e ¢ constantes que tipificam o defeito e ¢ a coordenada
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Figura 4: Gota d’agua criando defeito ourigo entre moléculas anfifilicas. Imagem
retirada de [1].

angular polar. A desclinacdo do tipo (k = %, c = %) e o plano perpendicular da

desclinacao do tipo (k = 1,¢ = 0) estao representados na fig 5.
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(a) (b)

Figura 5: (a) Desclina¢do (k = 1,¢ = %); (b) Plano z = cont. para desclinacao
(k=1,c=0).

Especificamente para a desclinagdo (k = 1,¢ = 0), a configuracdo do diretor,
que em coordenadas cilindricas é dada por n = p, é instavel para a maioria dos CLN
compostos por pequenas moléculas rigidas, uma vez que n deixa de estar confinado
no plano perpendicular ao se aproximar da linha de defeito, “escapando” para a
terceira dimensao (figura 6) [2] . Contudo, CLN compostos por polimeros rigidos
podem gerar desclinagoes (k = 1,¢ = 0) sem escape. Assim, por apresentarem
forte simetria espacial devido as suas simples configuragoes, os defeitos ourico e

desclinacao (k = 1,c¢ = 0) serao amplamente usados nos proximos capitulos.

2.2 Propriedades Opticas

O cristal liquido na fase nematica é opticamente uniaxial (birrefringente), de
modo que o seu eixo Optico estd ao longo de n. A permissividade elétrica do cristal

liquido, €, pode ser representada pela permissividade ao longo da molécula, €|, e
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Figura 6: Desclinacao (kK = 1,¢ = 0) apresentando escape na dire¢ao da linha do
defeito. Imagem retirada de [2].

perpendicular a ela, €, , da seguinte forma para n = Z em coordenadas cartesianas:

€l 0 0
€= O €1 0 ) (24)
O 0 EH

e considerando a permeabilidade magnética do material ser aproximadamente igual
a do vacuo, p & p, teremos € = n? e €, = n2, onde n, e n, sdo os indices de
refracao paralelo e perpendicular da molécula liquido-cristalina (Fig. 7). Como
usaremos o principio de Fermat o proximo capitulo para descrever o comporta-
mento da luz em cristais liquidos, vamos agora deduzir o indice de refragao sentido
por ela.

Molécula
l

Eixo Otico

Figura 7: Molécula de cristal liquido e seus indices de refracao.
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2.2.1 Luz Ordinaria e Extraordinaria

A partir das equagoes de Maxwell na auséncia de correntes e cargas,

. 0B

- 2.
VX FE 5 (2.5)

L 9D

H=-— 2.6
V X o (2.6)
V-B=0
V-D=0,

—

onde B é o campo indugao magnética, Héo campo magnético, D é o campo
deslocamento elétrico definido por D = EOEE (eg € a permissividade elétrica do
vacuo e € é o tensor permissividade elétrica do meio). Usando B= ,uol-_i , € possivel
aplicar o operador Vx em (2.5), eliminar H com o auxilio de (2.6) e obter o
seguinte resultado:

o d*D

VXVXE:V(V-E)—VQE:—#OW.

Aplicando, nas cinco equagoes anteriores, as equacoes de uma onda eletromagné-
tica monocromatica plana com campos elétromagnéticos dos por F(7,t) = Eqexp(ik-

7 —iwt) e H(F,t) = Hyexp(ik - ¥ — iwt), obtemos:

kx E =whB,

—k x H=wD,
k-H =0, (2.7)
k-D=0, (2.8)
K2E — K(E - k) = wuD. (2.9)

As equagoes (2.7) e (2.8) dizem que B, D e k sdao mutuamente perpendiculares.
Lembrando que o vetor de Poynting S ¢ dado por S=ExHe que E nao ¢
colinear a 5, entdo S também nao ¢é colinear a k. Assim, os vetores E , 5, Sek

formam um plano perpendicular aos vetores colineares HeB (Fig. 8).

Definindo o vetor indice de refragao N = £ = & — X

=2 = = (onde N é o indice de
w Vg

refracao da velocidade de fase v}) e lembrando que fizemos a velocidade da luz no
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Figura 8: Vetores de uma onda eletromagnética em meio anisotrépico.

1
Heo

meio ¢ =

= 1, a equacao (2.9) modifica-se para:
N22E — wN Z Bk, = wzueoEE,
N2W*E — w2]\; Z E;N;, = w2€E,
N’E — NE:ZEiNZ- —€E =0,
que em termos de componentes resulta em:
(N?6;j — NiN; — €;;) E; = 0, (2.10)

onde €;; sao os elementos de €. Considerando que o diretor da fase nematica ¢
n = Z, os nicos elementos nao nulos de € sao €, = ¢, = €, e €, = ¢|. Assim, o
indice de refragao sentido pela luz é calculada fazendo o determinante de (2.10)

ser nulo, resultando na conhecida equagdo de Fresnel [2,47|:
(N? —e1) [ N2 + €L (N2 +NJ) —eper] =0, (2.11)

onde {N,, N, N} sdo as componentes de N, Ngf—i—Nj = N%cos’fe N? = N?sin? ),

sendo 6 o angulo entre 1 = Z e k.

A equagao (2.11) tem duas solugdes. A primeira é N = N, = /e, = n,, onde

o indice de refracao tem o mesmo valor /€| para todas as dire¢oes. A luz que se
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comporta desta forma é chamada de luz ordinaria. A segunda solugao de (2.11) é

obtida a partir do seu segundo grupo entre parénteses:

€||NZ2 + €1 (Nf +N5) —€€L = 0,
N? N N; + N,

_ 1, 2.12
€1 €|| ( )
N2cos20 NZ%sin’40

+ —1,
€l €||
N2 () cos® 0 + €, sin® 0) .
EJ_EH ’
2,2
N2 = DeTlo (2.13)

n2cos? + nZsin® 6’
A equagao (2.13) é o indice de refracao ligado a luz extraordindria, assim chamada
por depender da direcao de propagacao, da velocidade de fase. Esta velocidade

nao possui significado fisico por nao carregar energia luminosa, seja ela ligada a

onda ordinéria ou extraordinaria.

E importante destacar que

2.2.1.1 Velocidade de Grupo e Fluxo de Energia

Desta forma, estamos interessados no comportamento do vetor de Poynting S ,
que da a direcao de propagacao da energia luminosa, com velocidade dada pelo
vetor velocidade de grupo vy. Uma maneira de extrair o comportamento deste
vetor é a partir da equagao (2.11) e usando a seguinte relagao aplicada a 6ptica de

materiais uniaxiais [47]:

ou [2]

k —
—=1=4,-N=1. (2.14)
Uk

—

Ug

De (2.11) vé-se dois comportamentos para v,. O primeiro grupo de parénteses

pode ser obtido a partir de (2.14) considerando vy; = %", onde i = [z,y, z]. Assim
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o indice de refracao ordinaria para o fluxo de energia é:

tendo o mesmo valor para todas as diregoes.
Do segundo grupo de parénteses de (2.11), é possivel obter (2.12) a partir de
(2.14) considerando que:

N, Ny N,
—7’01-,_71] 7—_*Uz‘ 215
€H g 6” 9y € g ( )

Substituindo (2.15) em (2.12) obtemos:

2 2 2\ _
Vg€L T €| (Uga: + Ugy) =1,

2 2 2 2 _
v, cos” ey + v, sin” fep =1,

1
qcos2ﬁ+6” sin? B = 5
Yg
n2cos® B+ n?sin® B = Ngz, (2.16)

onde 5 ¢ o angulo entre n e v,. Na equagdo (2.16), NV, ¢ o indice de refracao per-
cebido pela luz extraordindria (assim chamada por seu indice depender da dire¢ao
de propagacao) ligado a velocidade de grupo, i.e., (2.16) é o indice de refracao
da porcao da energia luminosa que depende da direcao de propagacao. Assim, o
fluxo de energia é dividido em dois feixes: o ordinario, no qual a velocidade de
propagacao da energia nao depende da direcao de propagagao; e o extraordindrio,
no qual o fluxo de energia sente uma velocidade diferente para cada direcao de

propagacao.

Devido a dependéncia da dire¢ao de propagacao, o modelo efetivo para gravi-

tagao desenvolvido nos proximos capitulos seréd baseado na onda extraordinaria.
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2.3 Propriedades Elasticas e Hidrodindmicas dos
CLN

Energia elastica pode ser armazenada em CLN através de deformagoes da fase,
que podem ser de trés tipos: alargamento ou “splay”, torcao ou “twist” e flexao ou
“bend” (figura 9). Esses trés tipo de deformagao sao representados respectivamente
pelas constantes K77, Ko e K33 (chamadas de constantes elasticas de Frank ou
constantes elasticas de curvatura) na equagao da densidade de energia elastica F

(também chamada de energia livre) [2,37]:

Figura 9: Deformagoes em CLN. (a) Deformagao alargamento em 2D. (b) Deforma-
¢ao alargamento em 3D. (c¢) Deformacao tor¢ao. (d) Deformacao flexdo. Imagem
retirada de [2].

1 1 1
F = §K11 (V . ﬁ)2 + §K22 (TAL -V x TAZ)Q + §K33 (ﬁ X V x ﬁ)2 . (217)
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As constantes de Frank decrescem rapidamente com a temperatura, sendo apro-

ximadamente proporcionais ao quadrado do parametro de ordem ¢(7').

Nas proximas subsecoes, iremos nos ater a propagacao de ondas sonoras em
CLN com diretor n = 2 e, no caso onde o cristal liquido esta fluindo, como o
gradiente de velocidade do material interfere no valor do parametro de ordem gq.
Apesar de nao ser abordado aqui, um estudo sobre energia elastica em cristais

liquidos pode ser encontrado em |2, 37].

2.3.1 Ondas Sonoras

Ondas sonoras em liquidos comuns sao de dois modos de propagagao: on-
das longitudinais e ondas transversais (também chamadas de ondas de cisalha-
mento). Verifica-se experimentalmente que este tltimo tipo de onda é amortecida
em CLN [48,49]. Assim, estudaremos o comportamento das ondas longitudinais,

especificamente a dependéncia angular de sua velocidade.

A velocidade do som em CLN é da ordem de 10°m/s, semelhante as suas ve-
locidades em liquidos. Além disso, para frequéncias abaixo de 1IMHz, a velocidade
nao depende da dire¢ao de propagagao (outra caracteristica propria dos liquidos).
Para frequéncias da faixa de 2 até 10 MHz, a velocidade passa a depender da
direcao de propagacao e a caracteristica cristalina dos CLN deve ser levados em

conta [49,50] .

Nestas condic¢oes, a propagacao de som em um CLN, por exemplo com n = Z,
pode ser aproximado com em um cristal, com constantes elasticas lineares nas
dire¢oes perpendicular e paralela a i dada por Ch; e Cs3 respectivamente [49, 51].
Assim sendo, é possivel associar um vetor de onda k e um analogo ao vetor de
Poynting S as ondas sonoras em CLN [52]. Por estes motivos e de forma semelhante
as ondas eletromagnéticas, temos ondas ordinarias e extraordinarias, velocidades
de fase e de grupo, quando falamos de ondas sonoras. A velocidade de fase da
onda extraordinéaria pode ser medida pela técnica de superposi¢ao de pulso [53] e

gera a seguinte expressao para o CLN com diretor n = 2 [37,49]:

_ 2
(o) = L (033p2 Cujeor®), (2.18)
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onde p é a densidade e 0 é o angulo entre o vetor de onda k e n. As velocidades
de fase do som nas direcoes paralela e perpendicular, respectivamente vy e v,

podem ser relacionadas por [50]:

3 [(033>1/2 o (011)1/2
B Uk|| + 2UkJ_ B (033)1/2 + 2 (011)1/2 ’

Uk — Ukl

onde vy — vgL ¢ da ordem de 1073, Esta diferenca aumenta com a frequéncia da
onda para temperaturas bem abaixo de T,.. Préximo a T, a velocidade perde a

dependéncia com a frequéncia [37].

A diferenca entre vy e vx1 € pequena quando comparamos com a diferenca
de absorcao da onda para as direcoes paralela e perpendicular. A dependéncia
angular da absor¢ao da onda, x(6), também pode ser expressa de forma parecida
a (2.18):

x(0) = x(0) [1 — §sin? (9} ,

onde 0 é da ordem de 0,1 [37,49].

2.3.2 A Equacgao de Beris-Edwards

As abordagens comumente usadas para descrever a hidrodindmica de CLN
sao a de Ericksen-Leslie [2,54,55] e a de Harvard [2,56]. Contudo, ambas nao se
aplicam quando o gradiente de velocidade do volume de CLN é tal que deste o
pardmetro de ordem escalar passa a depender. Quando isto acontece, a relacao
hidrodinadmica entre o parametro de ordem ¢ e a velocidade v do fluxo de volume

do cristal liquido ¢é definida pela equagao de Beris-Edwards [44,45]:
(O +7-V)Q—-S(W,Q) =TH, (2.19)

onde Q é o tensor parametro de ordem e I" é uma constante de difusao rotacional
coletiva. O tensor S (W,Q) depende do tensor gradiente de velocidade W5 = 0sv,

da seguinte forma:

S(W,Q) = (ED+Q)(Q+1/3) +(Q+1/3)((D - Q)
— 2£(Q+1/3)Tr {QW}, (2.20)
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onde £ é a razao de aspecto da molécula de cristal liquido (i.e. a razao entre o
comprimento maior e o menor da molécula), D = (W+W7)/2e Q = (W-W7')/2
sao as partes simétrica e anti-simétrica, respectivamente, do tensor W. O tensor H
(também chamado de campo molecular) no lado direito da equagao (2.19) depende
da derivada da energia livre F em relacao ao tensor parametro de ordem Q da

seguinte forma [45,57]:

T e ]

H=—aQ+b(Q* - (I/3)Tr [QY]) — hQTr [Q?] + kV?Q,

(2.21)

onde a,b, h e k sao constantes e V2 é calculado sobre cada um dos elementos de

Como um exemplo da equacao (2.19), que sera usado em capitulo posterior,
vamos calcular agora a dependéncia espacial do parametro de ordem ¢ na seguinte
situagao. Em coordenadas cilindricas, seja a configuragao inicial das moléculas
de CLN dada pelo diretor 7 = p — semelhante a da desclinagao (k = 1,¢ = 0)
— e considere o volume de cristal liquido fluindo radialmente, ou seja, ﬁ(ﬁ) =
v(p)p, onde R & o vetor posicao de um volume infinitesimal de cristal liquido (esta
situacao poderia ser realizada por um cilindro reto com orificios em sua superficie
lateral injetando ou drenando cristal liquido sobre sua vizinhanga, Fig. 10). O
parametro de ordem escalar ¢ também serd, nessas condigoes, uma fungao do tipo

q(p). Devemos entao calcular Q, S e H nas condigoes apresentadas e substitui-los

em (2.19). Calculando Q a partir de (2.2) usando 7 = p obtemos:

2.0
3

Q@) =dqlp)| 0 -5 0 |- (2.22)
0o 0 -1

O emprego de 7(R) = v(p)p e de (2.22) em (2.20) resulta para S:

1 00
SW.Q) =200, b (1- 22 ) [0 00 | ey
0 00
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Figura 10: Esquema de cilindro com buracos para a injecao ou drenagem do fluido
liquido-cristalino.

Substituindo (2.22) em (2.21) encontramos os seguintes elementos H,; nao-nulos:

_2a4(p) | 2¢*(p)b _ 4hg*(p) | 2697105 [00, a(p)]

Hpp = 3 9 9 3 ’
2 3 —1
Hop— H.. — aqép) g (gp)b N 2hq9(p) _kp0, [f;@p la(p)l] (2.24)

Aplicando (2.22 —2.24) em (2.19), encontramos uma equagao matricial que governa
a relacao entre o parametro de ordem escalar ¢ e o moédulo da velocidade, tendo
como solucao:

3

=5 . 3C ¢
2+W

a(p) (2.25)

onde C' ¢ uma constante definida pelas condi¢oes de contorno (por exemplo, velo-
cidade do fluido sobre fluido).
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3 Modelo Andlogo para Luz em
CLN via Principio de Fermat

“Nada se cria, nada se perde, tudo se transforma.”

Lavoisier
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3.1 Introducao

De acordo com Douglas S. Goodman em [58], nos materiais onde o indice de re-
fragao depende da posicao (seja por heterogenia, seja por anisotropia), o gradiente
dele é responsavel pela convergéncia de raios luminosos paralelos. Como observado
por Matt Visser em |[8], este problema de convergéncia pode ser geometrizado (e
por ele chamado de método de gradiente de indice), ja que gradientes do tensor
métrico g (vide apéndice A) também convergem raios paralelos, permitindo a re-
lacao g;; = n;;, onde g;; é a matriz que representa os os elementos de g e n;; ¢ uma
matriz cujo os autovalores sao os valores do indice de refracao nas trés direcoes
principais. Esta é a principal ideia por tras dos modelos andlogos apresentados

neste e aplicados nos proximos capitulos: para luz e som.

No caso do fluxo de calor,deformagoes no meio gerarao a métrica efetivamente
sentida pela grandeza estudada [20,59,60|. Os detalhes matematicos do método
que obtém esta métrica efetiva fogem do arcabougo desta tese (detalhes que usam
vielbeins, conexoes SO(m), etc. [61]), porém o método encontra varias aplicagoes
[62-67]. As consequéncias dessa métrica efetiva serdo estudadas no tltimo capitulo

das aplicagoes (cap. 7).

3.2 O Principio de Fermat e a Geometria Riema-
nianna

Nesta se¢ao, vamos mostrar como geometrizar o problema da propagacao de
luz em cristais liquidos. O mesmo preceito sera usado para o caso de ondas sonoras
em cristais liquidos (se¢ao 6). O principio de Fermat diz que o caminho percorrido

por um feixe de luz entre os pontos A e B sera aquele que minimizar a integral:

F= /A ’ N(F)dl,

onde F' é chamado de caminho 6ptico, 7 é o vetor posicao da frente de onda
da luz, N(7) é o indice de refragdo na posi¢ao 7 e [ um pardmetro chamado de
comprimento de arco da curva [47]. Em um material opticamente anisotropico,

o indice de refracao varia com a direcao, fazendo a luz percorrer uma trajetéria
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curva. A idéia de minimizar uma grandeza a fim de calcular a trajetoria, usada
aqui no principio de Fermat, também aparece na geometria Riemanniana no calculo
de geodésicas (Apéndice A). Nela, curvas geodésicas entre os pontos A e B sao

aquelas que minimizam a integral [10,11]:
B B
/ ds = / Z gijdxidd,
A A /L'7j

onde ds? é o elemento de linha e g;; sdo os elementos do tensor métrico g.

Devido a semelhanca matematica desses dois métodos, é possivel interpretar o
caminho da luz dentro de um meio anisotrépico como geodésicas nulas no espaco

vazio de uma métrica efetiva [47], i.e.:
ds®> = N*(7)dI>. (3.1)

Para as trajetorias da luz em um cristal liquido na fase nematica, o indice de
refracdo em (3.1) serd o da onda extraordinaria dada pela equacao (2.16), ja que
esta onda esta relacionada com a propagacao de energia, orientada na direcao de

S. Vejamos agora algumas aplicacoes dessa semelhanca.

3.2.1 Analogos a Monopolos Globais

De acordo com a teoria do Big Bang, o universo pode ser considerado como
um sistema que sofreu mudancgas de fase até chegar a configuracao atual. Essas
mudancas podem criar defeitos cosmologicos, com um mecanismo de criagao seme-
lhante a de defeitos em CLN [68]. Um desses defeitos cosmoldgicos é o monopolo

global [69], objeto cujas propriedades métricas sao dadas pelo elemento de linha:
ds* = —dt* + dr* 4+ b*r* (d6* + sin® 6d¢?) , (3.2)

onde b é chamado de déficit de angulo so6lido. A equagdo (3.2) permite-nos pensar
o monopolo global como um ponto onde um cone de angulo s6lido dado por A =
47(1—1) foi retirado e o espago ao redor deformou-se fechando o “buraco” deixado
(se b for maior que 1, entdao um cone de angulo sélido foi adicionado e o espago ao

redor acomodou-se na nova situagao). A Fig. 11 é uma representacao dessa ideia.

Vamos mostrar agora que a luz na vizinhanca de um defeito ourico, com n = 7,
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Figura 11: Esquema de um monopolo global. O cone representa a quantidade de
angulo solido retirado dado por A = 47(1 —b), onde b é o déficit de angulo solido.

em um CLN (Fig. 3) comporta-se como se estivesse sob o efeito de uma métrica
de um monopolo global (Eq. (3.2)). Isto sera dado através da equagao (3.1), com

o indice de refracao da luz extraordinéria, equacao (2.16):
Ng2 = n?cos® B + nZsin? 3,

relacionada com a presenca do defeito ourico. Precisamos encontrar o termo cos 3
m (2.16) , onde 3 é o angulo entre o diretor n e a dire¢ado de propagagao. Seja
ﬁ(l) o vetor posigao da frente de onda, descrevendo a trajetoria de propagacao da
luz, e [ o comprimento de arco da trajetoria. Nestas condigoes, o vetor tangente
a curva T(l) = % estd normalizado [70], tendo a mesma dire¢ao do vetor de

Poynting S. Assim, cos  em (2.16) sera dado por:
cosB=T-n. (3.3)

Em coordenadas esféricas, sendo R(l) = r(1)#(1), encontramos para T*

= d[r()r()]  d[r(1)] d[#(1)]
'= dl

= i (1) +r(0) (AOW) + 6 sin b)), (3.4)

. -~ - d[r(l
onde, de agora em diante, usamos a convencao as coordenadas esféricas % =

r(l)=r, e(z =0(l)=0e" l)] = ¢(I) = ¢ e aos outros sistemas de coordenadas.

Omitiremos também a dependenc1a funcional do parametro [ para coordenadas,
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versores e vetores. Substituindo (3.4) em (3.3) obtemos:
cos f = 7. (3.5)

Para encontramos sin 3, usamos o elemento de linha di? para o espaco plano e a

relacao trigonométrica unitaria entre as fungoes sin e cos:

di* = dr* + r* (d6* + sin’® 6d¢?)
1=7?+7? <92 + sin? 0$2> ,
2 =1—r? (92 + sin? 9¢2> ,
cos’f=1—12 (02 + sin? 9¢2> ,
sin? 8 = r? (92 + sin® 9@2.52) : (3.6)

Substituindo as equagoes (3.5) e (3.6) em (2.16) e, em seguida, em (3.1), obtemos:

ds* = n2dr® + nZr* (d9® + sin® 0d¢*) (3.7)
ds* = di* 4+ b7 (d0” + sin® 0d¢?) , (3.8)

onde as equagoes anteriores relacionam-se por uma transformacao conforme do

tipo ds? = ‘ii;, com b = 2 e 7 = n.r. A equagdo (3.8) é equivalente & parte

Mo

espacial de (3.2).

Um fato importante deve ser destacado. Se estivermos diante de uma métrica
estatica em uma variedade quadridimensional pseudo-riemanianna, o célculo de ge-
odésicas nulas via principio de Fermat permite definir uma métrica tridimensional

riemanianna, de tal forma que [13,17,71]:

d32 — gttdt2 + gwdl'zdl'] = 0, (39)

sendo g o elemento da métrica ligado a coordenada temporal e v;; os elementos
da métrica responsavel por (3.7). Contudo, uma vez sendo dado v;;, que ¢ o
nosso caso, existe uma arbitrariedade na determinacao de gy e g;;, equivalente a
uma liberdade na escolha do fator conforme que leva de (3.9) para (3.10). Por
exemplo, para gerar o elemento de linha (3.7), podemos ter g;; = —1 com g,. = 1,

_ n2p2 _ n2r%sin?0 - 1 ) _ ng _ n?Zsin®0
900 = Tz Yoo = Tz OW Gn = T3z COM G = T7, Goo = 335 Yoo = ~ 2

[
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Figura 12: Vista equatorial de um defeito ourigo em cristal liquido com n, = 1,65
en.=1,95 (b>1). As linhas sao as trajetorias da luz. Imagem retirada de [3].

O que determina a escolha correta serd o experimento do comportamento da luz.

Por uma questao de simplificar os calculos, adotaremos g = —1 com g, = 1,
Jog = %, Gop = %@in%, permitindo-nos reescrever (3.7) da seguinte forma:
ds® = —dt* + di* + b7 (df” + sin® 0d¢”) . (3.11)

Essa escolha dos elementos de g seré considerada, de agora em diante, para todas

métricas efetivas obtidas por este processo.

Um exemplo das trajetorias da luz é dada pela figura 12, onde foi usado n, =
1,65 e n, = 1,95 correspondentes ao cristal liquido neméatico Merck Phase V [72].
Estes valores de n, e n. equivalem, para o CLN na configuragao mostrada, a uma

adi¢ao de angulo s6lido ao espaco, resultando na divergéncia dos raios luminosos.

3.2.2 Analogos a Cordas Césmicas

Vejamos agora a métrica efetiva sentida pela luz na vizinhanga de uma descli-
nagao do tipo (k = 1,¢ = 0). Este defeito possui o diretor 7 = p e uma distribuicao
de moléculas no plano z = const. semelhante a da figura 12. O vetor posicao da

frente de onda em coordenadas cilindricas, R = pp + 22, tem o seguinte vetor
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tangente T na direcao de propagacao da frente de onda:

- dR_ dp dp dz
T=aw=ra*tra dlz

~.dp do »
=P PEQH‘

dl
gerando cos 8 = p e todo um conjunto de célculos semelhantes aos da se¢ao ante-
rior, que convergem no seguinte elemento de linha efetivo na vizinhanga da descli-

nagao (k=1,¢=0):
ds® = dp® + b*p*dd* + dz?, (3.12)

onde b = "= e p = n,p. O elemento de linha (3.12) é semelhante a métrica efetiva do
defeito cosmologico chamado de corda cosmica. Essa desclinagao também produz

trajetorias luminosas mostradas na figura 12.

E possivel encontrar uma métrica generalizada para os defeitos tipo desclinagao
da seguinte maneira [3]. Em coordenadas cartesianas, descrevendo uma desclinacao

geral com um diretor confinando no plano z = const. por:

n = cos (k¢ + ¢) T + sin (k¢ + ¢) y, (3.13)

—

sendo k e ¢ as constantes que caracterizam o defeito, o vetor posicao por R =

pCOS T + psin ¢y e o vetor tangente a R por:

dR

T
dl

(,b cos ¢ — pgsin gb) T+ (p sin ¢ + po cos gb) U, (3.14)
o produto interno entre (3.13) e (3.14) resulta em:

cos 3 = pcos[(k —1)¢ + c] + ppsin[(k — 1)¢ + ],
sin 8 = psin [(k — 1)¢ + ¢| + pocos [(k — 1) + ] .

Substituindo as duas tltimas equagoes em (2.16) e, em seguida, em (3.1) obtemos
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uma métrica descrita pelo seguinte elemento de linha:

ds* = {nZcos® [(k — 1)¢ + ¢| + nZsin® [(k — 1)¢ + ] }dp®
+ {nZsin® [(k — 1)¢ + c] + nZ cos® [(k — 1)¢ + |} p*d®
— {2 (n? —nZ)sin[(k —1)¢ + c] cos [(k — 1)¢ + c] } pdpd
+d=*.

(3.15)

A equagao (3.15) descreve a métrica efetivamente sentida por raios luminosos na
proximidade de uma desclinagao qualquer do tipo (k, ¢) (observe nela que quando

(k=1,c¢=0) o elemento de linha (3.12) é obtido).
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Parte 11

Aplicacoes do Modelo Andlogo em
CLN
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Difracao de Luz por Defeitos
Ourico e Desclinacao

(k=1,c = 0)

“Se o conhecimento pode criar problemas,
nao € através da ignorancia que podemos soluciond-los.”

Issac Asimov
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4.1 Introducao

O modelo analogo apresentado no capitulo anterior considera a luz como um
feixe de raios, caracterizando o dominio da 6ptica geométrica. O objetivo desta
secao € aplicar o modelo analogo para uma abordagem ondulatéria da luz. Isso s
é possivel pois as trajetorias dos raios luminosos no limite da 6ptica geométrica
sao os mesmos das frentes de onda da luz com polarizagao plana para pequenos
comprimentos de onda [47|. Usaremos este fato para descrever a difracao de luz
por defeitos ourigos e desclinagoes do tipo (k = 1,¢ = 0) [7], respectivamente nos
planos € = w/2 e z = const, assim como a influéncia da temperatura na posigao do
padrao de difragao. O método das ondas parciais [73| é o empregado para estudar
a difragao de luz (considerada como uma onda escalar, em carater de simplificagao,
de agora em diante) e, por isso, tal método é resumido a seguir (detalhes podem
ser encontrados em |73] e na transcrigdo parcial de minha dissertagao de mestrado

apresentada no apéndice B).

O estado de espalhamento da luz difratada por um potencial central é dado
pela seguinte expressao:
ikr

U]gdif)(r) zez‘kz_'_f(e’ ¢)er ’ (4.1)

onde e¢** representa a onda plana incidente nao espalhada, e f(6, ¢) é a amplitude

de espalhamento dada por:
f(0) = % > il\/Am (20 + 1) sin 6,Y,°(6). (4.2)

Esta func¢ao permite encontrar o niimero de particulas espalhadas por segundo por

esferorradiano definindo a secao transversal diferencial de choque como sendo:

a(0,0) = |f(0). (4.3)

A grandeza central neste método é o deslocamento de fase §;, que expressa a
diferenca de fase entre a onda incidente e a onda espalhada, descrita por uma
expansao de ondas parciais. Com §;, podemos calcular (4.3) e encontrar como
o numero de particulas espalhadas depende do angulo de espalhamento, sendo

possivel descrever o padrao de difragao do fenémeno.
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4.2 Defeito Ourico

A onda parcial que emerge da difracao da onda escalar de luz por um defeito

ourico é calculada pela equacao de d’Alembert:

1 vV
V,.Vid = \/T_ga# (vV—=99"0,®) =0, (4.4)

onde g" ¢ a transposta de g,, e g ¢ o determinante de g, relativo ao elemento

de linha (3.11).
Considerando a luz com freqiiéncia w:
O (t,r,0,0) =e Y (r,0,¢), (4.5)
e usando (4.5) em (4.4), obtemos:
(A —w?) =0, (4.6)

sendo A escrito como:

o, (r?0,) L2

r2 b2y2 ’

A =

e o operador L é a parte angular do laplaciano no espago plano em coordena-
das esféricas. Neste ponto, podemos usar separacao de variaveis em harmoénicos
esféricos sobre 9 (r,0, ¢). Entretanto, a simetria esférica implica na auséncia de
dependéncia sobre a coordenada ¢ (m = 0 para harmonicos esféricos). Assim, a

parte espacial da equacao de onda da luz é:

U(r.0) =Y aRi(r)P(cos ), (4.7)

=0

onde P;(cosf) é o polinémio de Legendre de ordem [. Como a principal quantidade
obtida no método das ondas parciais é o deslocamento de fase, o célculo do termo
a; na equagao anterior serd ignorado. Assim, substituindo (4.7) em (4.6), teremos

a seguinte equacgao radial:

R/ (1) + QM + [wz — l(é;;;)} Ry(r) =0,

r

onde R)(r) = 8%@. Apo6s a mudanga de variavel Ry(r) = le(/g) na equagao anterior,
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encontramos:

ﬁqmq+maw+{wﬁ—[W;lf+ﬂ}amq:0

Esta equagao possui como solucao as fungdes de Bessel do primeiro tipo [74]:
GZ(T) = Jn(l) (wr),

onde a fase desta funcao é:

nmélc+%f14yr.

Observe que, quando b = n./n, = 1, obtemos n(l) = ( —i—%? representando uma onda

se propagando no espaco plano, i.e., na auséncia do defeito. Comparando as fases

das fungoes de onda na presenca, (#), e na auséncia do defeito, (g (l + %)),

encontramos o seguinte deslocamento de fase:

O+%)_ng’
l+%%[<l+%)21;b2r : (4.8)

No método das ondas parciais, uma fungao importante é f(6), chamada de ampli-

o) =

NS

|

tude de espalhamento. Sua expressao algébrica ¢ dada por [73]:

o0

F(0) = = 32+ 1)(e — 1) B (cosh). (4.9)

C 2dw
Para um dado valor numeérico b em (4.8) e substituindo em (4.9), esta tltima
equacao permite-nos calcular numericamente a segao transversal diferencial de
choque o(f) (Fig. 13), i. e., a distribui¢ao angular da luz espalhada, dada pela

seguinte expressao [73]:

a(0) = o(0,90) = |f(0)]?, (4.10)

onde a simetria azimutal do espalhamento foi usada. FEsta caracteristica gera
um padrao de difracao anular, com o seu méximo localizado no angulo indicado

pela Fig. 13. Esse anel de difracao é a principal caracteristica do espalhamento
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40

30+

20+

T 1
0,30 0,32 0,34 0,36 0,38 0,40
0 (rad)

Figura 13: Secao transversal diferencial de choque, eq. (4.10), para um defeito
ourigo com b = 0.9 usando a eq. (4.9) truncada em ! = 600.

luminoso nas proximidades de um monopolo global.

Seguindo os passos apresentados em [75], no regime b? =~ 1, podemos obter
uma expressao analitica para o angulo que localiza o anel de difracao e para a

segao transversal total de choque o, utilizando o teorema 6ptico [73]:

47
k

onde fizemos a velocidade da luz ¢ = 1 e, assim, k = w.

Imf(0), (4.11)

Otot =

Inicialmente, fazendo ( =1+ 1 e a® = % em (4.8), temos:

T ¢ a?
5i(b) = 3 (C—gw/l—g)- (4.12)

Expandindo a equacao (4.12) em torno de b* ~ 1 e reescrevendo-a em termos de
a?, resultando em:

Si(b) ~ g [(1 - %) ¢+ % + O(a4)} : (4.13)

2 ¢ pequeno, os dois primeiros termos da expansao anterior sao calculos

Como a
aproximados. Podemos aplicar (4.13) em (4.9) e encontrar o primeiro e o segundo

termo da expansio f(0) = f©(0)+ fM () +... para a amplitude de espalhamento.
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Estes dois termos podem ser escritos através da fungao:

h(@, a) = Z emaC(l)PZ(COS 9) =

=0

1
V/2(cos Ta — cos )

relacionada com a fungao geradora dos polinémios de Legendre [74], onde o =
1— % O primeiro termo da expansao da amplitude de espalhamento é proporcional
a derivada de h(f, o) em relagao a a:

1 sin T

(0) —
1) 24/2k (cos T — cos 0)3/2

(4.14)

Substituindo este resultado na equagao (4.11), encontramos o primeiro termo da
expansao oy = 0O + oM 4

ixes
g0 _ T 5

k2 sin? o

(4.15)

O segundo termo da amplitude de espalhamento, apos considerar a ordem O(a?)

em (4.13), é proporcional a h(6, «):

Ta? 1

W(g) = : 4.16
£20) 2bk \/2(cos mav — cos 0) (4.16)
E, novamente, aplicando este resultado no teorema 6ptico, encontramos:
2
m__m 1 1417
7 bk? sin 22 417

Como pode ser visto, as equagoes (4.14) e (4.16) tém comportamento singular

para o angulo 6, = ma. Aplicando este resultado em (4.10), encontramos um

1

padrao de difragao anular localizado em 6y = 7 (1 -3

), vélida apenas para b* ~ 1.
Entretanto, quando comparamos esta localizagao com a obtida por meios de calculo
numérico usando a aplicagao direta de (4.8) em (4.9), vemos que ambos os métodos
predizem a mesma posi¢ao do anel de difracao para um dado b. Isto significa que

os termos f(0(#) e f1)(#) sdo realmente dominantes no calculo de valores precisos

de £(0).
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4.3 Desclinagao (k =1,c = 0)

Como estamos estudando a propagacao da luz no plano z = const. na vizi-
nhan¢a de uma desclinagao do tipo {x = 1,y = 0}, tratamos com um problema de
simetria cilindrica, isto é, V(r) = V(r). Assim, torna-se natural, para o estudo da
difragao de luz, a aplicagao do método das ondas parciais cilindricas. Este método
seré desenvolvido de maneira similar a [73] e ao apéndice B para o caso esférico. O
problema ondulatério nesta secao esta relacionado a um defeito que se estende in-
finitamente na dire¢@o 2, sendo descrito por apenas duas variaveis espaciais (p, @).

Consequentemente, a equacao de onda sera dada por:

(A—k?)ikp—o (4.18)
,01/2 o )

onde o fator p_Tl garante que o fluxo total de energia que passa por um cilindro

de raio p é independente de p para grandes valores. Desta forma, a funcao de

onda que representa o estado de espalhamento, v,(cdif ! )(r), serd composta pela onda

kz e por uma onda espalhada (sendo

di
&)

plana na direcao, por exemplo, do eixo z, e
ignorado o problema da normaliza¢do). Assim, o comportamento de v para

grandes valores de p sera:

. ikp
di ikx €
ol (r) +f(¢)m. (4.19)

A fim de aplicarmos o método das ondas parciais, precisamos de trés elementos.
Primeiro, a solu¢ao da equagao (4.18) na auséncia do potencial, isto é, a onda
cilindrica livre %(goz) (p, ®):

Dp.d) =~ Jilkp)e™

1 s 1 )
: (0) ~ G B il6
plgiolo Uri(ps @) =~ NiT Ccos (kp 5 (l 2)) e, (4.20)

Segundo, precisamos da solu¢ao da equagao (4.18) na presenca de um potencial
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cilindricamente simétrico V' (r) = V(p), i.e., as ondas parciais cilindricas ¢ (p, ¢):

wk,l (/O7 ¢) ~ Jl/l (kp>eil¢
1 1 .
i) = son (105 (1) )
p—00

1 ™ 1 10
_ I i 4.21
NG cos (kp 5 (l 2) + 51) e, (4.21)

sendo ¢; o deslocamento de fase em relagao a onda plana (4.20). E terceiro, preci-
samos da onda plana expandida em ondas livres cilindricas, a expansao de Jacobi—
Anger [76]:

e ¢}

eikx _ eikpcos¢ _ Z iZJl(kp)eild) _ Z ?:lEl Jl(kp)eilzi)

[=—00 =0
, (4.22)

onde g =1ee = (1+e%?)(1>1).

A )( ) em uma série de ondas

Com estes trés elementos, é possivel expandir vk
parciais cilindricas de tal forma que os coeficientes de (4.22) serao usados para que

v,(gdif f )(I‘) reproduza uma onda plana quando p — oo:

v Zcz@Dm p.d) = > ilanilp, ). (4.23)
=0

Para p — oo e usando a forma exponencial da funcao cosseno, a substituicao de
(4.21) em (4.23) resulta em:

(o F(1-)) ity illo-5(1-1))e

(dsz) S 1
Z€€
=2 2Vkp

Multiplicando o lado direito da tltima equacao pelo fator e’ e usando e*¥ =

1 + 2ie™ sin §;, obtém-se:

oM (@) =§y@w9
N T
X 5 kp
(k=5 (1-3)) 2% gin 0
2V kp '

+
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Reconhecendo o primeiro termo entre parénteses como sendo a forma assinto-
. « 1A . ikp
tica de (4.22) e colocando em evidéncia o termo ZW no segundo termo, a compa-

racao deste com (4.19) identifica f(¢) como sendo:
1 o~ —ir .
fl9) = —= ) e e singe. (4.24)
i

Aplicando (4.24) em (4.10), obtemos a secao transversal diferencial de choque para

defeitos com simetria cilindrica.

Vamos aplicar a teoria desenvolvida até aqui para calcular a amplitude de espa-
lhamento e a se¢ao transversal diferencial de choque para a luz no plano z = const.
espalhada pela desclinagdo com métrica efetiva dada por (3.12). A configuracao
de moléculas no plano z = const. é similar ao caso do defeito tipo ouri¢o visto
da sua secao equatorial (¢ = 0), que pode ser verificado comparando as equagoes
(3.8) e (3.12). Desta maneira, nosso ponto de partida serd novamente a aplicagao

da métrica efetiva (3.12) da desclinagdo sob estudo na equacao de onda (4.4).

Devido a simetria na direcao z, estudaremos a propagacao devido as coordena-
das p e ¢ (uma abordagem diferente do problema em questao para a corda cosmica
pode ser vista em [77]). Entao, usando uma separagao de variaveis similar a (4.5),
encontramos a seguinte equacao de onda na presenca de uma desclinagao:

0?10 1 0 9
St 4w ,$) = 0.
(87’2 + r 87" + b27”2 (‘9gb2 ¢(P ¢)
onde sera usado ¥(p,¢) = >.,°, aRi(p)e’®. Com a expansio anterior, a equagao

para a coordenada radial sera:

* 10 v 9
<ﬁ+FE_§“’>RZ(”):0’

sendo Ry(p) = J,,(p), vy = +. Usando este indice, é possivel encontrar o desloca-
mento de fase de forma semelhante a (4.21) e, consequentemente, a amplitude de

espalhamento (4.24) e a segao transversal diferencial de choque (4.10).

O deslocamento de fase da onda espalhada pela desclinagao (3.12) é 0; =
%r (1 — %) Fig. 14 mostra a secao transversal diferencial de choque com os mesmos
parametros da Fig. 13. Analoga a anterior, a Fig. 14 indica, para o caso da

desclina¢do, um comportamento singular de (4.10) em torno de ¢y = ma, onde
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Figura 14: Secdo transversal diferencial de choque, eq. (4.10), para uma desclina-
¢ao do tipo {k = 1,7 = 0} com b = 0.9 usando eq. (4.24) truncada em [ = 600.

a = (1 — %), gerando o padrao de difracao na forma de uma linha luminosa em
torno de ¢g. Desta forma, é possivel imaginar a desclinagao como uma linha de
defeitos pontuais do tipo ourico ou, do ponto de vista gravitacional, uma corda

coésmica como uma linha de monopolos globais.

Como observado por Grandjean em 1919 [2,78], o angulo formado pelos raios de
luz espalhados a direita e a esquerda da desclinacao é 27 (1 — %) Este resultado,
que foi obtido por um método diferente, é exatamente o mesmo que nos obtemos
usando o modelo analogo baseado no principio de Fermat, ja que ¢g é simplesmente
o angulo entre o feixe incidente e o feixe espalhado, devido a simetria azimutal.

Assim ¢ é a metade do valor obtido por Grandjean.

Com o que foi desenvolvido nas duas se¢oes anteriores, o padrao de difracao
dos defeitos permite inferir valores para os indices de refracao da molécula liquido-
cristalina. Isso se deve ao fato da posicao do padrao de difracao ser dependente

da relagao b = <.

o

4.4 Influéncia da Temperatura

E bem conhecida a dependéncia na temperatura que os indices de refracdo
de uma molécula de cristal liquido possui [43,79]. Nos usaremos este fato para

calcular a influéncia da temperatura na posicao do padrao de difracao para os
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defeitos anteriormente estudados.

Como visto em [3,43], os indices de refragao n. e n, de uma molécula liquido-
cristalina podem ser tratados por um modelo de quatro parametros experimentais.

Assim, os indices de refracao sao expressos por:

n B
n.(T)~ A— BT + @ <1 — %) (4.25)
n B
no(T)zA—BT—%Q—%) , (4.26)

onde A é uma constante adimensional, B é uma constante de unidade(K)™!,
(An)y, = (ne —no), ¢ a birrefringéncia teérica a 7' = 0 K, § é uma constante
do material e T, é a temperatura de transicao entre as fases nematica e isotropica.
Usando este modelo para o cristal liquido 5CB (4-cyano-4-n-pentilbifenil ), que tem
T. = 306.6 K, e um feixe de luz de comprimento de onda A = 589 nm, obtém-se
A =1.7674,B = 5.79 x 107*K ', (An), = 0.3505 e 8 = 0.1889 [43]. Aplicando
(4.25) e (4.26) em (3.8) e (3.12), obtemos uma nova expressao para b e, conseqiien-
temente, a dependéncia na temperatura do padrao de difracao de um defeito tipo

ourigo e desclinagao (k = 1,c = 0) através da relagao

o= (1 - %) : (4.27)

0,351
0,30

0,254

O (rad)

0,20

0,15+

0,10

2;6 268 3(‘)0 3(‘)2 3(‘)4 3(‘)6 3(‘)8
7(K)
Figura 15: Dependéncia na temperatura da posi¢ao do padrao de difracao, ¢g =

T (1 — %), para o 5CB. A linha foi calculada usando (4.27), enquanto que os pontos
sao resultados numéricos.
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A Fig. 15 mostra a predicao tedrica da posicao do padrao de difracao para o
5CB no intervalo T = [295.65; 306.6] K [2] considerando os dois defeitos anterior-
mente estudados. Observe a baixa sensibilidade da posi¢ao no inicio do intervalo
de temperatura (=~ 295 K) e uma alta sensibilidade no final do intervalo (=~ 306

K), proxima da transigao de fase nemaético-isotropico.
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5 Simulando a Atracao
Gravitacional de Planetas

“O teatro foi a primeira inven¢dao humana.”

Augusto Boal
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5.1 Introducao

Objetos com massa deformam a variedade espaco-temporal em sua vizinhanca.
Essa deformagao pode ser descrita através da equacao de Einstein:

1
R#V — §ngR = 87TTW,,

onde R, = RZW = gV‘SR(;WV ¢ o tensor de Ricci, R = g" R, é o escalar de Ricci
(ou de curvatura) e T),, é o tensor energia-momento (onde usamos a convengao
de soma de Einstein para indices repetidos e foi feito ¢ = 1 para a velocidade da
luz e G = 1 para a constante de gravitagdo de Newton) [10,12]. A solugao da
equacao de Einstein externa a uma distribuicao de massa estatica e isotropica em
coordenadas esféricas é a métrica de Schwarzschild, representada pelo elemento de
linha:

ds® = — (1 - 27m) dt* + % + 7% (d6” + sin® 0dg?) (5.1)

T

onde m é chamada de massa geométrica do objeto, tendo unidade de comprimento.
Esta métrica diverge para a distancia radial nao-nula ry. = 2m, sendo r,. chamado

de raio de Schwarzschild.

Caso o objeto possua um raio rq > rg., a métrica (5.1) descreve o espago-
tempo de planetas, estrelas e da maioria dos objetos massivos. A excegao é o caso
ro < Tse, ligado a buracos negros. Neste capitulo, vamos mostrar como descrever a
métrica efetivamente sentida pela luz para o primeiro caso na vizinhanc¢a de uma
desclina¢do em um CLN usando a teoria hidrodindmica de Beris-Edwards (se¢ao
2.3.2).

5.2 Fluxo radial de CLN

Quando a métrica de Schwarzschild é reescrita em coordenadas isotrépicas,
a fungao \(7) multiplica o termo espacial referente ao espago plano, gerando um

elemento de linha do tipo [11]:

r

ds? — — (1 _ Q_m) dt* + N*(F) [di* + 7 (d6* + sin® 0d¢”) | (5.2)
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onde 7 é a nova coordenada radial. Vamos agora determinar 7 e A(7). Uma

comparagao direta entre os termos de (5.1) e (5.2) resulta em:

df_(l 2m)_1/2d7“_ dr

RN T
Integrando a ultima equagao, encontramos r = 7 (1 + %)2 eN= (1 + %)2 Subs-
tituindo estas equagoes em (5.2), obtemos o elemento de linha da métrica de

Schwarzschild escrito em coordenadas isotropicas:

1—m)?
dszz—(—Z)th% (1+
(1+%)

%)4 [di? + 7 (d6? + sin20d¢*)] . (5.5)

Duas métricas sao ditas serem conformes entre si quando relacionam-se da
seguinte forma: §,, = Q(r, 0, ¢)g,., onde Q(r, 0, ) é uma funcao diferenciavel nao-
nula [11]. Apesar das métricas representarem espagos-tempos diferentes, entre eles
permanecem inalterados os angulos entre vetores, as razoes entre comprimentos
e, principalmente, as geo%ésicas nulas (que representam as trajetorias da luz).
Dividindo (5.5) por %, obtemos uma métrica conforme dada pelo elemento

57
de linha:
m

6
ds® = —dt? + (1+—2_)2 [dF* + 7 (d6° + sin® 0do”) ] . (5.6)

(1-3)

Isto significa que (5.6) possui as mesmas geodésicas nulas da métrica de Schwarz-
schild, (5.1).

Desejamos simular (5.6) na vizinhanga de uma desclinagao do tipo (k= 1,¢ =

0) com raio ry em escala microscopica para luz que se propaga no plano z = const..
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Para isso, fazendo k = 1 e ¢ = 0 na equagao geral das desclinagoes, (3.15):

ds* = {nZcos® [(k — 1)¢ + c] + nZsin® [(k — 1)¢ + | }dp”
+ {nZsin® [(k — 1)¢ + ] + nZ cos” [(k — 1)¢ + ] } p°d¢’
—{2(n2 —n2)sin[(k —1)¢ + c|cos [(k — 1)¢ + |} pdpdo,

obtemos:
ds® = nZdp® + n2p*de’.

Considerando a nova variavel radial p = n.p, o elemento de linha anterior modifica-

Se para:
ds® = V*dp* + p*de?,

No

onde b = "¢. J& que estamos tratando de uma métrica efetiva que descreve o
e
t t l1dal t dt? i dicionad descriga
comportamento real da luz, o termo precisa ser adicionado em uma descri¢ao

completa:

ds? = —dt* + b2dp* + pPde?. (5.7)

Se, ao invés de uma constante, b for uma funcao de p (o que nao modifica a
métrica efetiva ja que a equagao de (2.6) aplica uma derivada temporal sobre 5),
é possivel encontrar qual a funcao especifica l;(pN) que permite (5.7) ter as mesmas
geodésicas nulas de (5.6) no plano z = const. (equivalente a § = 7). Isto pode ser

obtido simplesmente comparando os termos entre (5.6) e (5.7), resultando em:

1+my?*
= 55
2%
(L+5)°
Manipulando (5.8), temos:
(1+5)°
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Para encontrarmos %, diferenciamos (5.9) em relagao a 7, resultando em:

dp (1+2)° sm(1+2)” m(+z)’

i 1— 2% 27 (1—52) 27 (1—m)*

Substituindo esta equacdo na anterior e considerando m? < 1 por estarmos tra-
tando de defeitos microscopicos (equivalente ao regime de campo fraco), encontra-

mos b(7):

b(77) = . (5.10)
Voltando & equagao (5.9), ela tem trés solugdes do tipo 7(p), porém apenas para

uma delas 7 cresce com p. Para esta solucao, o uso de m? < 1 gera:

~2 ~m
85" — 54p°m + 25— 3m 6 (% - %)

; S5 5 (5.11)

7=

Chegamos ao resultado que queriamos. Para que (5.7) tenha geodésicas nulas do

tipo Schwarzschild, b(7) deve ser dado por (5.10) e 7(j) por (5.11) [80].

O que desenvolvemos até agora pode ser aplicado na métrica efetiva da descli-
nagao (5.7). Primeiro, reescrevamos (5.7) explicitando a dependéncia na tempera-
tura dos indices n, e n. pelas equagoes (4.25) e (4.26) [43] e, em seguida, usemos
a aproximagao de Haller (2.1), ¢(T') = (1 — %)a, para escrever a métrica efetiva
da desclinagao em termos do parametro de ordem ¢, o que resulta nos seguintes
passos:

2
ds? = —di* + (Z-) di? + Pde?,

e

i (An) r\*1°
A— BT — A (1 - T)
ds? = —dt* + S = | dp* + pPde?,
A— BT + %40 (1 . Tl)
i a) _ (An)yg 12
d82 _ _dtz + A — BT, (1 - qll/ ) _2(Ai)0‘1] dﬁQ + ﬁ2d¢2- (512)
_A—BTc(l—q /0‘)—1-%

A funcao q(p) é determinada comparando a fungao associada a coordenada radial
de (5.12) com a funciio da coordenada radial de (5.7), i. e., com b?(p) via (5.10) e

(5.11). Fazendo esta igualdade e notando que qé < 1 (para valores ordinarios de
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a [43]) obtemos ¢(7):

_ [48mp® (A + BT.)

q(p) = x [325° — 432mi* + 85° — 82mp® + 25 — 9m] ",
(An),

(5.13)

onde novamente consideramos m? < 1. Este é o parametro de ordem escalar que
deve existir em torno de uma configuragdo do tipo desclinacao (k = 1,¢ = 0)
a fim de que a métrica (5.7) tenha geodésicas nulas que coincidam com as da
métrica de Schwarzschild para m? < 1, no regime de campo fraco. Note que
noés obtemos a expressao mais geral para o parametro de ordem escalar ¢, ja que
nenhuma consideracao foi feita sobre o que esté criando este parametro de ordem
especifico (fluxo do material liquido-cristalino, gradientes de temperatura e/ou
campo elétrico, etc.). Agora, considerando que estamos tratando com um fluxo de
material liquido-cristalino, como estudado na secao 2.3.2, e substituindo a equacao
(5.13) em (2.25):
3

= 3C_°
2+ e

q(p)

encontramos o perfil de velocidade que gera o comportamento do parametro de

ordem dado por (5.13):

v(p) = { [144Cmp® (A+ BT,)] x [(6p° — 1296mp*
+24p" — 246mp” + 6p — 27m) (An), (5.14)
— 96mp® (A+ BT,) ] " }3e .

Esta equagao é valida para velocidades pequenas, pois estamos apreciando
a métrica efetiva sendo simulada pela mudanga continua dos valores dos indices
de refracao da molécula, n, e n., e da sua consequente influéncia no indice de
refragdo da luz extraordindria: N? = n?cos® f + n2sin® 3, lembrando que 3 ¢ o
angulo entre a frente de onda da luz e o diretor n do cristal liquido. Se a velocidade
for alta, efeitos de arraste da luz pelo material devem ser levados em conta [§].
Um exemplo é o uso da métrica de Gordon para determinar o perfil de velocidade,
de um fluido com indice de refracao isotropico, necessario a simulacao da métrica
de Schwarzschild.

Resumindo, toda vez que um CLN de configuragao inicial n = p flui radial-
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mente para o centro com um perfil de velocidade dado por (5.14), qualquer raio
luminoso que viaja no plano z = const. comportar-se-4 como na presenga da mé-
trica de Schwarzschild (5.1). Contudo, o ponto chave é a equacao (5.13), que
mostra como o parametro de ordem deve ser, nas condigoes citadas, para que a

métrica de Schwarzschild seja simulada.

5.2.1 Um Exemplo

Vamos usar as informagoes sobre o cristal liquido 5CB [43,81] e aplicé-las na
equagao (5.14) para obter o perfil de velocidade que simula a métrica de Schwarzs-
child.

Imaginemos um volume de CLN que apresente as suas moléculas com confi-
guracao tal que imite uma desclinagdo do tipo (k = 1,¢ = 0) em torno de um
sorvedouro de raio finito, mas ainda microscopico, e que o volume esteja fluindo
na direcao deste nicleo. Usando os valores possiveis para o parametro de ordem
dentro da fase nemética 2|, admitamos que o valor maximo dele seja sobre o ni-
cleo de tamanho, neste exemplo, py = 30um = pg = 5,12-107°: ¢(po) = 0.5. Com

estes dados, a equagao (5.13) fornece-nos m ~ 1.13 - 107°.

E importante lembrar que m esta relacionada com o raio de Schwarzschild:
Fe=2m ~226-107° = p, =5,08-1075 < po = 5,12- 1077,

e como a luz viaja fora do raio do nucleo, pg, ela segue uma trajetéria aberta,
isto é, nao podemos estudar o comportamento dentro do raio de Schwarzschild.
Também é importante destacar que, aumentando ry ou o valor do parametro de

ordem na superficie do nucleo, m aumenta.

Tendo m em maos, a substitui¢do de (5.13) em (2.25) permite encontrar C'.
Entretanto, esta constante tem uma arbitrariedade na sua determinacao, ja que
C depende das condig¢oes de contorno. Admitindo que a velocidade do fluido
sobre o nucleo é de 1 m/s, encontramos C' ~ 0.334. Finalmente, usando todas as
constantes obtidas até agora em (5.14), geramos a figura 16 que representa o perfil
de velocidade que simula a métrica de Schwarzschild. Devido a arbitrariedade de

C, qualquer outro valor desta constante apenas desloca para cima ou para baixo
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os pontos do gréfico, mantendo o comportamento do gradiente de velocidade.
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Figura 16: Perfil de velocidade que simula a métrica de Schwarzschild entorno
de uma configuragdo do tipo desclinaggo (k = 1,¢ = 0) com raio do cilindro
po=3-10"° m.

Agora, vamos calcular a velocidade do fluido, de indice de refragéo isotrépico,
necessario para simular a métrica de Schwarzschild de acordo com a métrica de
Gordon. A expressio algébrica para a velocidade a uma distancia r é dada por [82]:

UGordon(r) = .
Gordon \/1 T (Tl2 5 1) ﬁ’

(5.15)

onde n é o indice de refragdo do meio. Como queremos comparar com O raio
extraordinario em CLN, este indice deve ser N,. Assim, igualando n a (2.16)
para o 5CB e para um feixe incidindo radialmente (8 = 0), nds temos n = 1.54.
Substituindo este valor, m = 1.13-10° e r = rp = 3-10"° m em (5.15), ob-
temos Vgordon = 1.79 - 108 m/s, um valor 10® vezes maior do que o obtido com
C = 0334, v = 1 m/s. Entéo, o uso da métrica de Gordon neste problema &

experimentalmente impraticavel.
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6 Descricao Métrica para Ondas
Sonoras

“Tudo € perfeito nesta vida para aquele
cuja mente estd colocada na igualdade. ”

Bhagavad Gita
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6.1 Introducao

Um dos trabalhos desenvolvidos durante o doutorado foi aplicar a ideia de
métricas efetivas via principio de Fermat para ondas sonoras [83]. Como resul-
tado, vamos apresentar o comportamento das trajetorias de som e da difragao na
presenca de defeitos topoldgicos da fase neméatica em cristais liquidos. O que sera
visto aqui serve de inspirac¢ao para futuras pesquisas em ondas de calor (também

conhecidas como sequndos sons [84]).

6.2 Meétrica Efetiva para o Som

Vimos na segao 2.3.1 que a velocidade de fase da onda sonora extraordinéria

para o modo longitudinal é descrita por:

Ci1 + (Cs3 — Cqq) cos? 0
v,ﬁ(@):( 1+ ( 33p2 11) )7

onde p é a densidade e 6 é o angulo entre o vetor de onda k e o diretor 7. Esta
equacao foi obtida considerando o CLN como um sélido simples com constantes
elasticas lineares nas diregoes & e ¢ dadas por C7; e na dire¢ao 2z dada por Css
[51,85]. Substituindo esta equagao de velocidade na expressao de indice de refragao
Ny = %, onde a velocidade v da onda na fase isotropica ¢é feita v = 1 (nesta fase,
a velocidade da onda nao depende da direcao de propagacao e as velocidades de
fase e de grupo sao iguais [52,86]), chegamos na expressao do indice de refracao
da velocidade de fase:

p2

- Cyqsin? 6 + Csgcos2 6’

Ny

ou

NZsin?0 N2 cos?0 .y

o o
C11 033

De forma semelhante & secao 2.2.1, definimos um vetor indice de refragao N, = i

de tal forma que a simetria cilindrica da fase nematica permite-nos reescrever a
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equacao anterior como:

2 2 2
Ni + Nig, N,
> +—

Za Zai

C11 Cs3

=1, (6.1)

onde N7, + N2, = Nisin®0 e N2, = N cos®0, sendo Ny, Ny, € Ny, as compo-
nentes de Nj. A equacio (6.1) é semelhante a (2.12), onde '6% e 'c% representam,
respectivamente, os indices de refracao paralelo e perpendicular da molécula de

cristal liquido.

Como a equagao (2.14) também é valida para ondas em cristais [52], assim
como a existéncia de um vetor S que da a direcao de propagacao da energia ligada
a onda eléstica, encontramos a seguinte equacao para o indice de refracao da onda

extraordinaria relacionada a velocidade de grupo [83]:

1 )02 p2
N?(B) = — = =—sin® L cos?
. (B) 2 Oy sin” § + o cos” 3,
= ¢y sin® B + ¢ cos” 3, (6.2)
onde CJ_ECLH ec| ECLSB.

A equagao (6.2) permite-nos encontrar uma métrica efetiva para o som, nos
moldes do capitulo 3, e aplici-la para a difragdo de som por defeito topoldgico
(capitulo 4). A métrica efetiva surge da comparagao do integrando do principio

de Fermat:

com o elemento de linha ds?:

ds® = N2dI?. (6.3)

Observe que a métrica efetiva assim obtida é valida para qualquer configuracao
do diretor n que permita aferir sin 3 e cos 8. Nas proximas subsecoes, veremos

como esta descrigao se aplica na presenca de defeitos topologicos da fase nematica.
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6.2.1 Trajetérias Sonoras

O procedimento para calcular a métrica efetiva sentida pelo som ¢ similar & do
capitulo 3. Encontramos cos 3 e sin 5 em termos das coordenadas do laboratério,
via o elemento de linha euclidiano di? = dr? + r? (df* + sin® 0d¢?), substituimos

eles em (6.2) e obtemos os g;;’s para (6.3).

Para o defeito ourico com n = 7, os vetores posigao da frente de onda R

r7, o vetor tangente f(l) — 4 ¢ o clemento de linha euclidiano ds? = dr? +

dl
7% (d6? + sin® fd¢*) geram:

cos B =r,

sin 8 = \/7“2 (92 + sin? 9&2).

Com eles encontramos a métrica efetivamente sentida por ondas planas sonoras na

vizinhanga de um defeito ourigo:
ds® = —dt* + di* + b*7* (df? + sin® 0d¢”) , (6.4)

onde b = g—fﬁ er =cr.
Repetindo o procedimento para desclinagoes, obtemos uma métrica generali-
zada para diferentes valores de k e c:
ds® = (cf cos® (= ¢) + ¢ sin® (a — ¢)) dr®
+ (cﬁ sin® (o — @) + ¢} cos® (a — ¢)) r’dg’? (6.5)
— [2(cL —¢) sin(a — @) cos (o — ¢)] rdrde,
onde a = k¢ + c.

Essas sao as métricas efetivas sentidas pelo som na vizinhanca de defeitos
topologicos de CLN. As equagdes (6.4) e (6.5) geram trajetorias sonoras idénticas

as trajetorias luminosas(ver Fig. 12).
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6.2.2 Difracao do Som por Defeitos Topologicos

A semelhanga entre o indice de refragao para luz extraordinaria, (2.16):

N;(ﬂ) = n?cos® B + n’sin? 3,

e

e a onda sonora extraordinaria:
N;(ﬁ) = ¢y sin’ B + ¢ cos® 3, (6.6)

permite-nos, novamente, repetir os procedimentos do capitulo 4. Assim sendo, o
uso do método das ondas parciais, apéndice B, para estudar a difracao de uma
onda sonora plana por um defeito ourigo de métrica efetiva (6.4) comega aplicando

esta métrica efetiva na equacao de onda de d’Alembert:
1
V. ViD= EGM (\/—gg“”&,@) =0, (6.7)

onde ® = ®(t,r,0,p) = e “)(r,0, ¢) ¢ a onda escalar com frequéncia w.

Como resultado, encontramos a posicao do padrao de difragao da onda dada

o 1 o Cll
aor(o-f)oe(e-8)

Assim, recobramos o mesmo comportamento para a luz, aqui aplicado ao som

por:

difratado por um defeito ouri¢o ou, como vimos, para a desclinagao (k = 1,¢ = 0).
O grafico da secao transversal diferencial de choque para o som proximo a um

defeito ouri¢o é semelhante ao da figura 13.
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7 Descricao Métrica do Fluxo de
Calor através de Defeitos
Topologicos

“A mente é um fogo a ser aceso,
nao wm vaso a preencher”

Plutarco
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7.1 Introducao

Em cristais perfeitos, a energia térmica pode ser transmitida por elétrons livres
e por vibracoes na rede. Enquanto que a primeira forma governa o transporte
de calor em metais, as vibragoes da rede sao predominantes em dielétricos. A
conducao de calor é modelada por duas equacoes, para o tltimo caso e em escala

macroscopica. Primeiro, pela lei de Fourier:
¢ = —XIOT(P), (7.1)

onde ¢* é a componente do vetor fluxo de calor 7, que, no caso geral, nao ¢ normal
a superficie isotérmica e aponta na dire¢ao da diminuigdo da temperatura (repre-
sentando o fluxo de calor, por unidade de tempo, por unidade de 4rea), A é a
componente do , 0; = %, T'(7) é a temperatura no ponto com vetor posi¢ao 7’ e a
convengao de soma sobre indices repetidos foi usada [87]. Esta equagao relaciona
o gradiente de temperatura com o vetor fluxo de calor ¢. A segunda equacao trata
da difusao de temperatura que, quando descreve o estado estacionario de uma

situacao sem fontes de calor, é dada por:

V- (= a[AWaT(,t)}:—at( t),

d; (N0, T(7)] = 7

que esta ligada a equacao de continuidade.

A existéncia de defeitos no meio modifica as propriedades fisicas do material,
por exemplo, o crescimento cristalino, a resisténcia ao cisalhamento [36], assim
como propriedades opticas e elasticas em CLN (como visto ao longo desta tese).
Considerando a conducgao térmica, é esperado que a presenca de defeitos perturbe
a transferéncia de calor, ja que defeitos influenciam nas vibracoes elasticas na
forma de ondas sonoras (um estudo sobre a influéncia de defeitos na condugao
térmica, com abordagem diferente da que sera desenvolvida neste capitulo, pode

ser encontrada em [88]).

Quando descrevemos esta perturbacao como uma métrica efetiva para o ma-

terial, é possivel modificar a lei de Fourier e a da conducao térmica adicionando a
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métrica efetiva nas seguintes expressoes [12,13,89]:
i = ~Ag IO T(7) (73)

V7= 0 [var] = 20 [Va o] =0 (7.4)

N{

onde g = detg,;;. Observando (7.3), vemos que o vetor fluxo de calor ¢ nao é

necessariamente normal as superficies isotérmicas.

A seguir, vamos usar (7.1), (7.2) e (7.4) para investigar a condugao de calor

no caso de um defeito ourigo e uma desclinagao do tipo (k =1,c = 0).

7.2 Desclinacao e Defeito Ourico

Imaginemos um CLN com n = &, e A e AL sendo os coeficientes de condu-
¢ao térmica paralela e perpendicular a n = . Neste quadro, um angulo sélido
cilindrico (uma cunha cilindrica) é retirado do espago e as bordas restantes sdo
coladas. Apos a relaxacao do meio, a condutividade térmica dependerd da dire-
¢ao e passard a ser regido pelo seguinte tensor condutividade térmica escrito em

coordenadas cilindricas [2]:

Al 00
Nij = 0 X O )
0 0 X\

resultando no diretor n = p. Este processo de criagao de defeito (retirar um volume
de material de um meio) gera um distribui¢ao de moléculas de forma idéntica a de
uma desclinagao (k = 1,c = 0) [2], além de uma métrica efetiva do espago para a

condutividade térmica dada por [20,59,60,90|:

1 0 0
gi=10 b*p* 0 |, (7.5)
0 0 1
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e sua inversa por:

1
g7=10
0

— o O
S
.\1
(@]
N—

0
1
b2p?
0

com o elemento de linha dado por (3.12):
ds* = dp® + b*p*d¢? + d2?,

onde b = :\\—E O método empregado na obtencao dessa métrica efetiva utiliza um
aparato matemaético intrincado, mas, como pode se ver, de resultado idéntico ao do
capitulo 3. Usando (7.6) em (7.4) e comparando com (7.2), encontramos o tensor

condutividade térmica do CLN na presenca de um desclinagao (k = 1,¢ = 0):

1 0 0
NI = )‘gij = A 0 b21pQ 0 ) (77)
0 0 1

que, escrito em coordenadas cartesianas, fica:

y2+z2b? zy(b?—1) 0
b3 (z2+y?) b (z?+y?)
ij _ xy(b%—1) 22 +12h2
A Mo (z24y?) b2 (22+y?) 0

0 0 1

: (7.8)

onde det g;; em coordenadas cartesianas ¢ b?. Note que quando b = 1, recobramos

o tensor condutividade térmica de um meio sem defeito.

Observe que o tensor (7.7) ou (7.8) é empregado em (7.1) e (7.2) como se o
espaco fosse plano e o efeito do defeito é apenas modificar o tensor condutividade
térmica. Nestas condigoes, o vetor fluxo de calor ¢ j4 ndo é mais normal as su-
perficies isotérmicas. Isso pode ser visto quando escrevemos ¢ pela combinacao
linear dos gradientes de temperatura ao longo das trés dimensdes: eq. (7.1). Por

exemplo, se a temperatura varia apenas ao longo de § pelas eqs. (7.8) e (7.1)
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temos:

¢ =-\Y0,T(x,y, 2),
qy = _)‘yyayT(xa Y, Z)a
q° =0.

Como veremos mais adiante, se b? for menor ou maior que 1, é possivel focalizar

ou atenuar o fluxo de calor sobre o defeito.

E importante observar que, embora a eq. (7.8) tenha sido derivada de con-
sideragoes geométricas, as suas componentes continuam obedecendo as relagoes
de reciprocidade de Onsanger para processos termodinamicamente irreversiveis

87,91,92:

Ni= N
N>,
NN s (A2,

O campo de temperatura é obtido resolvendo a equacao de difusao de tempe-
ratura na presenca da desclinagao. Em coordenadas cilindricas, substituindo (7.7)

em (7.2), obtemos:

1 BT (p,¢,2)

0, (00T (p.0,2)) + =g +02T(p,0,2) = 0 (7.9)

que possui como solugao radial, R(p), fungdes de Bessel do primeiro tipo de ordem
nao-inteira v = . Assim, Rim(p) = ArmJm/p(kp) + BimJ_m(kp), onde k e m

sdo constantes relacionadas com as coordenadas z e ¢ respectivamente |76].

7.3 Resultados Numeéricos da Conducao Térmica

Usaremos a equagao (7.9) em coordenadas cartesianas como base do estudo
numeérico de um cubo de aresta de tamanho 1, onde a temperatura é T'(z,y =
0,2) =1eT(x,y = 2,z) = 0 em unidades arbitrarias, enquanto que as outras
paredes s@o isolantes térmicos (um caso mais realista pode ser obtido usando o

teorema da superposi¢ao das temperaturas [93]). O método numérico empregado
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é o dos elementos finitos [94] através de um software dedicado (como o Z88© ou

o COMSOL® Multiphysics). A seguir estdo plotadas nas figuras 17 e 18 o campo

de temperatura para desclinagoes do tipo (kK = 1,¢ = 0) com b = ;\—1 =11le
b= % = 1.5 (caso extrapolado dos valores comuns).

Observe que, quando aumentamos b (equivalendo a uma retirada maior de
angulo cilindrico s6lido), o gradiente de temperatura torna-se maior sobre o defeito.
Isto pode ser claramente visto nas figuras 19 e 20 que mostram a magnitude e a

dire¢ao do campo vetorial de fluxo de calor ¢.

O comportamento simetricamente oposto é encontrado para a desclinagao (k =
1l,c=0) com b= ;\—1 =09eb= % = 0.5 (caso extrapolado dos valores comuns).
Como visto nas figuras 21 e 22, o gradiente de temperatura é atenuado sobre o
defeito cada vez que diminui o valor de b. Os campos vetoriais do fluxo de calor
para cada valor de b estao representados nas figuras 23 e 24. Observe como o0s

vetores de fluxo de calor contornam o defeito.

Vejamos agora o comportamento do fluxo de calor perturbado por um defeito
tipo ourigo. Seguindo o raciocinio desenvolvido para a desclinagao, o defeito ourigo

possui o seguinte tensor condutividade térmica escrita em coordenadas cartesianas:

2262 4y2 422 zy(b®—1) xz(b2—1)
b2(I2+y2+22) b2($2+y2+22) b2(I2+y2+Z2)
AT — )\ zy(b%—1) 2249202422 yz(b2—1)
b2 (1.2+y2+22) b2(x2+y2+z2) b2(:r2+y2+22) ?
zz(b?—1) yz(b2—1) 224y 2262

b2 (m2+y2+z2) b2(x2+y2+22) b2(:52+y2+z2)

onde o detg;; = b*. As figuras 25 e 26 mostram as linhas tangentes ao campo
vetorial do fluxo de calor ¢ para b = % =15eb= % = 0.5 respectivamente.
Neste tltimo caso, observe o contorno do fluxo de calor em torno do defeito (um

comportamento andlogo ao da desclinagao estudada com b = 0.5).
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0.9

0.8

Figura 17: Campo de temperatura na presenga de uma desclinac¢ao (k = 1,¢ = 0)
com b= % =1.1.

Figura 18: Campo de temperatura na presenca de uma desclina¢ao (k= 1,¢ = 0)
com b = ;\—1 = 1.5. A proximidade das cores no centro da figura, onde se encontra

a desclinacao, indica uma grande variacao da temperatura nessa regiao.
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Figura 19: Campo vetorial no plano z = 0 do fluxo de calor ¢ na presenca de uma
desclinagao (k= 1,¢ = 0) com b = :\\—‘L' = 1.1. A intensidade do fluxo é dado pelo

tamanho do vetor ¢.
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Figura 20: Campo vetorial no plano z = 0 do fluxo de calor ¢ na presenca de uma
desclinacdo (k= 1,¢ =0) com b = % = 1.5. A intensidade do fluxo ¢ dado pelo

tamanho do vetor ¢.
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Figura 21: Campo de temperatura na presenca de uma desclina¢ao (k = 1,¢ = 0)
com b = :\\—1 =0.9.

Figura 22: Campo de temperatura na presenga de uma desclinac¢ao (k = 1,¢ = 0)
com b = % = 0.5. Observe como a temperatura varia pouco sobre a desclinagao.
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Figura 23: Campo vetorial no plano z = 0 do fluxo de calor ¢ na presenca de uma

desclinagao (k= 1,¢ = 0) com b
tamanho do vetor ¢.
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Figura 24: Campo vetorial no plano z = 0 do fluxo de calor ¢ na presenca de uma

desclinacdo (k =1, ¢
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Figura 25: Aspecto das linhas tangentes ao campo vetorial ¢ na presenca de um
defeito ourigo com b = ;\—1 = 1.5.

Figura 26: Aspecto das linhas tangentes ao campo vetorial ¢ na presenca de um
defeito ouri¢o com b = ;\—1 =0.5.
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8 Discussao sobre os Capitulos
de Aplicacoes

“Tempo
Coisa que acaba de deizar a querida leitora
um pouco mais velha ao chegar ao fim desta linha.”

Mario Quitanda
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8.1 Introducao

E notavel como a semelhanca entre diferentes areas da fisica permite extrair re-
sultados interessantes. Vejamos as principais consequéncias dos desenvolvimentos

apresentados nos quatro capitulos anteriores.

8.2 Difracao de Luz por Defeitos Ourico e Descli-
nacao (k =1,c = 0)

No capitulo 4, vimos que a luz espalhada pelo defeito da fase nematica gera
um padrao de difracao bem especifico, que depende do defeito em questao e das
propriedades 6pticas do CLN. Apesar do defeito ourigo gerar um padrao anular e
da desclinagao (k = 1,¢ = 0) gerar uma uma linha luminosa, ambos possuem o
mesmo angulo, em relagao ao eixo de simetria préprio de cada defeito, localizando
os padroes de difracao através da expressao: ma =7 (1 — %) Com esta férmula,
é possivel aferir informagao sobre a especificidade 6ptica dos indices de refracao da
molécula de CLN, medindo a posigao angular do padrao luminoso formado pela

luz espalhada pelos defeitos.

Através dos seguintes passos, esta analise pode ser estendida quando pensamos
em desclinagoes (k = 1,¢ = 0) reais, onde existe escape das moléculas do plano
perpendicular ao defeito. Primeiro, precisamos de uma expressao algébrica para
o diretor das moléculas em torno do defeito real. O ponto de partida deste passo

sdo as equagoes abaixo [2,95]:

P (\/1 — k2 cos2 ) — HCOSQ)1/2
R V1 — k2 cos? Q) + K cos ()

X exp (—g sin™! (K cos Q)) K33 > K1

(8.1)

B (\/1 — k2c082 () — kcos ()

1/2
K
X ex (;Sinh_1 KCOSQ),K <K
\/m—l—/gcosg) p R ( ) 33 11

=

(8.2)

onde R é o raio do capilar de vidro que confina o CLN, €2 é o angulo entre o diretor
n = sin{2p + cos 22 e o eixo do defeito na direcao 2z, Ki; e K33 sao constantes

elasticas de Frank relativas as deformagoes alargamento e flexdo [2,37] (equagao
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217 e figura 9), k2> = |k — 1| Jk, K®* = 1/k e k = K33/ K.

As equagoes (8.1) e (8.2) podem ser simplificadas, por exemplo, fazendo k <
1 para valores do pardmetro de ordem proximos de 1 [2,96], permitindo uma
expressao algébrica para elas. O segundo passo é usar esta expressao obtida para
encontrar cos f = n-T e sin B (onde 3 é o dngulo entre 7 e o vetor tangente unitario
T ao feixe luminoso). Por fim, substituir estas fungoes trigonométricas na equagao
do indice de refragao da luz extraordinéria e encontrar uma métrica efetivamente
sentida pela luz. O que se segue é a aplicagao do método desenvolvido no capitulo
4. Espera-se que os resultados sejam semelhantes aos obtidos em [95]: mais de um

angulo importante para o padrao de difracao.

8.3 Simulando a Atracao Gravitacional de Plane-
tas

A se¢ao equatorial da métrica de Schwarzschild, que rege o espaco-tempo ex-
terior a planetas, estrelas e objetos massivos esféricos, estaticos e nao-girantes,
possuidores de raio de Schwarzschild r,. no interior do objeto, foi simulada para
feixes luminosos em um CLN que flui radialmente na dire¢ao de um sorvedouro
cilindrico. Vimos que a velocidade do fluido possuia valores factiveis de serem
realizados experimentalmente. Enquanto que outros modelos usam fluidos com
velocidades proximas a da luz ou a do som no meio [6,18,23,25,82|, teoricamente é
possivel simular a métrica de Schwarzschild usando velocidades do fluido da ordem

de metros por segundo, como visto no capitulo 5.

Contudo, o que foi apresentado nao permite a aplicacao dos testes classicos da
relatividade geral [10-13] & métrica efetiva obtida, uma vez que o termo temporal
é a do espaco plano: dt?. Este quadro pode ser modificado se considerarmos efeitos
nao-lineares das relagoes constitutivas do CLN. Por exemplo, quando isto é feito
para um dielétrico geral em movimento, é possivel encontrar uma métrica efetiva
para luz com funcoes de posicao para o termo dt?, permitindo, inclusive, simular
alguns aspectos da métrica de Schwarzschild [8,97,98|. Assim, espera-se que efeitos
eletromagnéticos nao-lineares aumentem a aplicabilidade dos CLN como elementos

simuladores de métricas efetivas mais abrangentes.



8.4 Descricao Métrica para Ondas Sonoras 88

8.4 Descricao Métrica para Ondas Sonoras

O modelo analogo para ondas sonoras baseado num principio de Fermat actis-
tico foi desenvolvido e aplicado no capitulo 6 para estudar, na vizinhanca de de-
feitos topologicos, as trajetorias de ondas de som e a difragao sonora. Resultados
idénticos ao caso da métrica efetivamente sentida pela luz foram obtidos aqui de-
vido & semelhanca matematica que ambos os problemas compartilham. E impor-
tante frisar que as trajetérias sonoras e a posi¢ao do padrao de difragao dependem
das constantes elasticas C'; e Cs3, que fazem o papel de n, e n. para o caso da luz.
Seguindo a logica para ondas luminosas, quando aumentamos a temperatura, os
valores de n, e n, aproximam-se um do outro, diminuindo a deflexao das trajetorias

da luz [99] e o angulo de localizac¢ao do padrao de difragao [7].

Este aspecto pode ser empregado para ondas sonoras quando trabalhamos com
a dependéncia da temperatura que as constantes possuem, seguindo as expressoes

algébricas heuristicas dadas abaixo:

_ 0 5
Cz‘j = Cz — m, (83)
b1?
C,-j:a— T—l—c’ (84)

onde ij, a, b, ¢, s e t sao constantes determinadas experimentalmente (Czoj e
a representam a constante elastica quando 7' = 0) [100]. Como uma proposta
de trabalho experimental, trabalhando de forma semelhante a [100]|, é possivel

encontrar os valores destas constantes para diferentes cristais liquidos.

Essa dependéncia das constantes elasticas com a temperatura é o ponto de par-
tida para a simulagao de métrica de objeto massivo esférico, estatico e nao-girante
efetivamente sentida por ondas sonoras na vizinhanca de configuragao especifica.
Contudo pela diferenca algébrica de (4.25) e (4.26) com (8.3) ou (8.4) espera-se
uma mudanca significativa na dependéncia radial do pardmetro de ordem e no

perfil de velocidade.
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8.5 Descricao Métrica do Fluxo de Calor através
de Defeitos Topologicos

A influéncia do espago-tempo nao-euclidiano na conduc¢ao de calor é um fato
conhecido [12,13,89], assim como a descricao métrica de propriedades fisicas de
materiais deformados [62-67]. Usando esta descrigdo métrica nas equagdes covari-
antes da conducao de calor, desenvolvemos no capitulo 7 um estudo numeérico da

influéncia de defeitos na condugao térmica.

Foi visto que, para valores b > 1, houve uma concentragao do fluxo de calor ¢
sobre o defeito e, para b < 1, uma atenuacao de ¢. Este fato pode ser usado como
uma forma de controle térmico do fluxo de calor em regiao especifica do espaco,
devido ao seguinte motivo. Cristais liquidos nemaéticos tém a propriedade de seu
diretor n responder rapidamente a aplicagao de campos elétricos e/ou magnéticos,
permitindo serem usadas na fabricagao de dispositivos, como TV’s, visores de
notebook, entre outros |2,101]. Por este controle através da aplicagdo de campos,
é possivel selecionar regioes do espaco onde havera concentragao de fluxo de calor

e onde haveré dispersao.

Os resultados obtidos no capitulo 7 podem ser inversamente interpretados para
o estudo de defeitos cosmologicos. Uma vez que estes possuem métrica semelhante
a efetiva dos defeitos em CLN, o comportamento do fluxo de calor em regiao
especifica do espaco sideral pode servir como detector da presenca de defeitos

cosmologicos.

Uma perspectiva de futuras pesquisas é analisar a influéncia de uma distribui-
¢ao de defeitos sobre o fluxo de calor ¢. Uma vez que estes vetores nao descrevem
geodésicas da métrica efetiva, devido a equacao (7.2), é compreensivel que ¢ se
comporte de forma nitidamente diversa ao da propagacao de phonons em uma

densidade de defeitos [66].

E possivel que o fluxo de calor em alguns materiais nio se propague de maneira
difusiva, mas, sim, de forma ondulatéria, através de ondas de calor (ou segundo
som) [84]. Como existem indicios da propagacao de segundos sons em solugoes
poliméricas nematicas [102], uma pesquisa futura é descrever metricamente estas

ondas de calor na presenca de defeitos e comparé-las com os resultados obtido no



8.6 Perspectivas Além-Tese 90

capitulo 7.

Uma ultima proposta de pesquisa pode ser levantada sobre desclinagao (k =
1,c¢ = 0) com escape. Ela consiste no uso deste defeito, além do estudo de difragao,
na andlise das suas geodésicas (luminosas, sonoras ou de segundo som) e da difusao
axial de calor. Particularmente sobre o estudo de geodésicas, alguns resultados
preliminares obtidos pelo grupo de pesquisa do prof. Fernando Moraes indicam o

comportamento desse defeito topologico como o de uma guia de onda.

8.6 Perspectivas Além-Tese

Trabalhar com modelos anédlogos de gravitacao em cristais liquidos permite
explorar varios comportamentos e teorias proprios de cada uma das areas. Um
exemplo ¢é o apontado pelo professor Dr. Carlos Romero do Departamento de Fisica
da Universidade Federal da Paraiba. Ele lembrou que a geometria riemmaniana é
um caso particular da geometria de Weyl, onde esta ultima faz uso de um campo
escalar que incorpora as propriedades de curvatura do espaco tempo [103]. Desta
forma, uma possibilidade ¢ descrever o indice de refragao da luz (ou onda sonora)

extraordinaria N, como sendo o campo escalar de Weyl.

Seguindo indicagoes de livros-textos [13]| e de trabalhos publicados [104], uma
linha de pesquisa é usar CLN para modelar a gravitagao quantica. Isso pode ser
feito considerando a influéncia da perturbacao térmica do diretor n sobre a luz

espalhada [37], o que equivale a perturbar o cone de luz da métrica efetiva.
Outra ideia que pode ser pesquisada sobre modelos analogos de gravitacao em
CLN é a busca por uma equagao analoga a de Einstein:

1
R, — Eg’WR =81,

para o comportamento da luz ou onda sonora, como indicado pelo professor Dr.
Manoel Simées, do Departamento de Fisica da Universidade Estadual de Londrina,
em visita & UFPB. Isto parece possivel uma vez que os tensores de Riemann e de

Ricci podem ser escritos em termos da métrica g [39].

Outras caracteristicas fisicas dos sistemas liquido cristalinos podem ser usados

na previsao de comportamentos cosmolégicos. Por exemplo, é sabido que CLN
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produzem torque [37] (por exemplo através da deformagao torgao (figura 9)) e
que ele permite a levitagao elastica de fios metélicos [105]. Desta forma, pode-se
procurar por um fendémeno analogo na presenca de defeitos quirais cosmologicos

[106], assim como fenémenos relacionados [107].

Concluindo toda esta tese, esperamos que ela venha estimular o uso da Fisica
dos Cristais Liquidos Neméticos como mais um campo de pesquisas capaz de si-
mular a Gravitacao e aspectos correlatos, abrindo novos angulos de entendimento

para ambas as areas.
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ANEXO A - Um Pouco de Geometria

Riemanniana

A geometria Riemanniana é definida por uma variedade diferenciavel dotada
de métrica positiva-definida. Como isto define a ideia de geometria Riemanniana,

vamos explicar rapidamente cada um dos seguintes conceitos [10]:

Variedade. Uma variedade é o ente matematico que generaliza o conceito de
espago, permitindo o uso da ideia de espacos curvos. A variedade é uma superficie
continua de dimensao n que localmente é idéntica ao R™ (i.e. plana), globalmente
pode ser diferente (curva ou torcida) e curvas sobre a variedade sao dadas parame-

tros chamados de coordenadas, sendo o niimero destas a dimensao n da variedade.

Variedade Diferencidvel. E uma variedade infinitamente diferenciavel. Isto
significa que é possivel definir um campo escalar ¢ em cada ponto do espaco tal
que ela seja infinitamente diferencidvel. Além disso, torna-se possivel a existéncia

de curvas nesse espago dotadas de vetor tangente a elas.

Métrica. A métrica, ou o tensor métrico g de ordem 2, esta ligada diretamente
ao “formato” da variedade, e, assim, a definicao de curvatura. Porém, variedades
nao-riemannianas existem que nao possuem métrica e ainda tém conceitos bem
definidos sobre curvatura. A métrica é responsavel pela medi¢ao de comprimento
na variedade, onde o quadrado deste comprimento é dado pelo elemento de linha
ds® = Y7, giyda'de! = gida'dr’, onde a convengao de Einstein para a soma
sobre indices repetidos foi utilizado, 7 e j representam coordenadas espaciais e
gi; ¢ a matriz que representa os elementos de g. Uma métrica positiva definida
¢ aquela em que o elemento de linha entre dois pontos da variedade ¢ ds? > 0.
Meétricas indefinidas, que compoem as variedades pseudo-Riemannianas presentes

nas Relatividades Especial e Geral, sao aquelas em que o elemento de linha também
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pode ter valores do tipo ds? < 0.

Geodésicas. Entre as possiveis curvas na variedade, as geodésicas sao curvas
cujo comprimento minimiza o elemento de linha ds? (também chamadas de curvas
tipo nula ou tipo luz, para geometrias pseudo-Riemannianas), sendo calculadas
pela equagao chamada de equagao de geodésica [108]:

2,0 i 70
ddTa; + j»kddil% =0, (A.1)
onde z é a componente i do vetor posicao do ponto sobre a geodésica, [ é um

A i .
parametro ao longo da curva e I, ¢ dado por:

i, = <agmj 1 g _ agj’“) . (A.2)

2 oxk ox™  OJzm

Uma equagao parecida com (A.1) é a de desvio geodésico, que mostra como a
separacao transversal Az’ = &' —z* entre pontos ' e ' de duas geodésicas paralelas

muito proximas varia com o mesmo parametro [ ao longo das geodésicas:

d*(Az o oda? da™
T Ry A (A3)
e TEmdl dl
onde ddilj e % sao vetores tangentes a curva z' e Rj-km ¢ a componente do tensor

de curvatura ou tensor de Riemann dada por:

i 8Fi.m 8Fi.k a T a T
= 4 —TI9T

jkm oxk - orm jm* ak am»

(A.4)

lembrando que foi usada a convencao de soma sobre indices repetidos. A equacgao
(A.3) pode ser pensada como uma medida da aceleragdo de Ax. Quando R;km =
0, o espago é plano e, pelo paralelismo inicial das geodésicas, (A.3) resulta na

inexisténcia de aceleracao entre elas.

Escalar de Curvatura. Uma grandeza geométrica que é invariante por transfor-
macao de coordenadas e que da uma medida da curvatura da variedade é o escalar

de curvatura ou escalar de Ricci R. Ele faz uso do tensor de Ricci Rj,:

ij - Rk - ija

jkm
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contraido com seus indices:
R jm R
=49 jm-

O escalar de curvatura é usado para compor o lagrangeano que gera a equagao de

Einstein:

1
RNV - §g#VR = 87TTM,,

onde p e v representam as coordenadas espago-temporais.
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ANEXO B - Detalhes Sobre o Método das

Ondas Parciais

Ao aplicarmos um feixe de luz que se propaga na direcao Z sobre um potencial
espalhador, longe da zona de influéncia deste, a funcao de onda U](fdif )(r) associada
com o estado de espalhamento estacionario possui dependéncia radial da forma
# (garantindo que a onda emergente do espalhador tenha a mesma energia da
onda incidente) e a amplitude da onda emergente depende das coordenadas (6, ¢).

Desta forma, temos para U,Eflif )(r):

ezkr

o)~ e 4 f(0,0)—, (B.1)

onde e** representa a onda plana incidente néo espalhada.

Em coordenadas esféricas, se V (r) for um potencial espalhador central, o mo-
mento angular serd uma constante de movimento. Assim, havera auto-estados
comuns a Hy + V(r), L? e L. chamados de ondas parciais e representados por
©k1m(r), onde Hy é o hamiltoniano livre de potenciais. Para valores de r muito
além da zona de influéncia do potencial, espera-se que [73] as ondas parciais
comportem-se semelhantemente aos auto-estados comuns a Hy, L% e L.. Estes
auto-estados, associados & auséncia de espalhamento, sao chamados de ondas es-
féricas livres e representados por (p,(gol)m(r) As ondas esféricas livres, assim como
as parciais, dependem de (6, ¢) através de harmoénicos esféricos.

O método das ondas parciais baseia-se na anélise das fases das ondas gol(fl)’m(r)
e ¢r1m(r) na regido suficientemente afastada da influéncia do potencial. Nessa
regiao de interesse, o comportamento assintético da dependéncia radial de cp,(fl)m (r)

€ Yk1m(r) serd considerado (trataremos nessa secao apenas com os resultados; o

detalhe dos célculos podem ser encontrados em [73]).
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A forma explicita para a onda esférica livre é dada por:

A (1) = | 2 k)Y (6, 6), (B2

onde j;(p) é uma funcao de Bessel esférica [74]. Estas fungoes sdo proporcionais
as fungoes de Bessel de primeiro tipo através da forma j;(p) = %JZH /2(p), onde

o comportamento assintotico (p — 0o) de Jiy1/2(p) é dado por [109]:

1 1\ 7
Jiy1/2(p) = ;COS (p — (l + 5) 5) .

Com este comportamento assintotico, (B.2) serd escrita como:

0 [2k:2 . e—ipeiwl/2 _ eipe—iwl/Q

Ou seja, a fase de onda associada ao nao-espalhamento serd 7 (l + %) Além disso,

(0) ikz

como as funcoes ¢, ;. (r) sdo ortogonais, entdao a onda plana e pode ser expan-

dida através delas, resultando em:

eks = g: it/Am (21 + 1)5,(kr)Y,2(6). (B.4)

A parte radial da onda parcial:

Uy, (r)
T

on,lﬂn(r) = Yim(ev ¢)7

quando 7 — 0o, comportar-se-a como:
. T
ug, (1) A sin (k;r — 55;) ,

onde (3, é a nova fase da onda na presenca do espalhador. Todavia, U,(cdif ) (r)
expandida em ondas parciais deve recair na onda plana na auséncia de potencial,
que pode ser escrita em termos das ondas esféricas livres. Neste caso, a fase [
deve ser igual a fase das ondas esféricas livres: (l + %) Usando este valor como

referéncia, a equacao anterior seréa escrita como:

. T 1
up, (1) ~ sin (k:r ~3 (l + §> + 51) )
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sendo 9; o deslocamento de fase dado por

5l:g(l+%—ﬁl). (B.5)

Definindo uma nova onda parcial @y, (r) através da multiplicagdo de @y, (r)
por €' (ndo possuindo esta fase significado fisico), teremos:
e—ikreilw/ _ eikre—ilw/2€2i5l

2ikr

Prm(T) ~ — Y™ (0, ). (B.6)
Nos devemos encontrar uma expansao de ondas parciais cujo o comportamento
assintotico seja da forma (B.1). Como o espalhamento é simétrico com respeito a

rotagoes ao longo do eixo definido pelo feixe incidente (simetria azimutal), e que

v,&dif ) (r) deve ser igual a e’** quando o potencial é nulo, teremos, ao usarmos (B.4):
di ~
Ul(c & (r) = Z C1Pr1,0(r)

=0

= Z 47T 2[4‘1)90]“0( )

Substituindo (B.6) nesta equacdo, fazendo uso de €% = 1+2ie” sin §; e agrupando

os termos independentes de §;, temos:

Z 4m0(20 + 1) Prio(r) ~ —iil\/47r(2l+1)Ylo(9)><

—ikr jilmw/2 ikr ,—ilm /2 ikr
{e /2 — ethremiln/2gibr

——e

07 o3 5
2ukr rk ©

Reconhecemos que o primeiro termo do lado direito na equacao anterior, fazendo

uso de (B.3) e (B.4), ¢ a expansao de ¢** de tal forma que:
ikr

: e
Z A (20 4+ 1) Pra0(r) =~ ™ + f(0) o

onde
1 — 5
:EZ VAT (20 + 1)e sin 6,Y,(6) (B.7)
1=0

¢ a amplitude de espalhamento (unidade: m~1) em termos do deslocamento de fase

0;. Esta funcao da uma idéia quantitativa da intensidade da onda espalhada em
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um angulo solido d2 em torno da diregao (6,¢) [73].

A secao transversal diferencial de choque é definida como

o(6,0) = 11O (B.8)

Apesar de ter unidade de m =2

, a secao transversal diferencial de choque permite
calcular o nimero dn de particulas espalhadas por unidade de tempo dentro de um
dngulo solido dS2 em torno da dire¢io (0,¢9) [73]. Um grafico de o(f, ¢) mostra a
dependéncia angular da intensidade luminosa espalhada, permitindo um desenho

do padrao de difragao. Integrando (B.8) sobre (6, ¢), temos

1 .
o= /0(9, $)dQ) = & Z47r\/(2l + 1)(2s + 1) =%) sin §; sin 8, x
l,s

< [yrenea

e devido a ortogonalidade dos harmoénicos esféricos encontramos

o0

4m .
0=13 Z(Ql + 1) sin? g (B.9)

=0

como sendo a secao transversal total de choque.



99

Referéncias

[1] POLIN, P. et al. Novel colloidal interactions in anisotropic fluids. Science,
v. 275, p. 1770-1773, 1997.

[2]| KLEMAN, M.; LAVRENTOVICH, O. D. Soft Matter Physics: an introduction.
New York: Springer-Verlag, 2003.

[3] SATIRO, C.; MORAES, F. Lensing effects in a nematic liquid crystal with
topological defects. Eur. Phys. J. E, v. 20, p. 173:1-6, 2006.

[4] WHEWELL, W. History of the Inductive Sciences. Londres: Frank Cass and
Co., 1967.

[5] BARCELO, C.; LIBERATI, S.; VISSER, M. Analogue gravity. Living Rev.
Relativity, v. 8, p. 12:1-113, 2005.

[6] GARAY J. R. ANGLI, J. I. C. L. J.; ZOLLER, P. Sonic black holes in dilute
bose-einstein condensates. Phys. Rev. A, v. 63, p. 023611:1-13, 2001.

[7] PEREIRA, E.; MORAES, F. Diffraction of light by topological defects in liquid
crystals. Liq. Crys., v. 38, p. 295-302, 2011.

[8] NOVELLO, M.; VISSER, M.; VOLOVIK, G. (Ed.). Artificial Black Holes.
New Jersey: World Scientific, 2002.

[9] GORDON, W. Zur lichtfortpflanzung nach der relativitatstheorie. Ann. Phys.
(Leipzig), v. 72, p. 421-456, 1923.

[10] SCHUTZ, B. F. A first course in general relativity. Cambridge: Cambridge
University Press, 2009.

[11] D’INVERNO, R. Introducing Einstein’s Relativity. Oxford: Oxford University
Press, 1998.

[12] WEINBERG, S. Gravitation and Cosmology: Principles and Applications of
the General Theory of Relativity. New York: John Wiley, 1972.

[13] MISNER, C. W.; THORNE, K. S.; WHEELER, J. A. Gravitation. San Fran-
cisco: W. H. Freeman and Company, 1973.

[14] FRESNEL, A. J. Sur I'influence du mouvement terrestre dans quelques phé-
nomenés d’optique: Lettre de m. fresnel & m. arago. Ann. Chim. Phys., v. 9, p.
57-66, 1818.



Referéncias 100

[15] FIZEAU, H. Sur les hypotheéses relatives a I’éther lumineux, et sur une expé-
rience qui parait démontrer que le mouvement des corps change la vitesse avec

laquelle la lumiére se propage dans leur intérieur. C. R. Acad. Sci. Paris, v. 33,
p. 385-404, 1851.

[16] LANDAU, L. D.; LIFSCHITZ, E. M. Course of Theoretical Physics: The
Classical Theory of Fields. 4. ed. Amsterdam: Butterworth Heinemann, 1987. 2
V.

[17] QUAN, P. M. Le principe de fermat en relativité générale. Séminaire Janet.
Mécanique analytique et mécanique céleste, v. 1, n. 5, p. 1-12, 1957.

[18] UNRUH, W. G. Experimental black-hole evaporation? Phys. Rev. Lett., v. 46,
p- 1351-1353, 1981.

[19] CRISPINO, L. C. B.; HIGUCHI, A.; MATSAS, G. E. A. The unruh effect
and its applications. Rev. Mod. Phys., v. 80, p. 787-838, 2008.

[20] KATANAEV, M. O.; VOLOVICH, 1. V. Theory of defects in solids and three-
dimensional gravity. Ann. Phys., v. 216, p. 1-28, 1992.

[21] REZNIK, B. Trans-planckian tail in a theory with a cutoff. Phys. Rev. D,
v. 55, p. 21522158, 1997

[22] REZNIK, B. Origin of the thermal radiation in a solid-state analogue of a
black hole. Phys. Rev. D, v. 62, p. 044044:1-7, 2000.

[23] VOLOVIK, G. E. Induced gravity in superfluid 3He. J. Low Temp. Phys.,
v. 113, p. 667 680, 1997

[24] VOLOVIK, G. E. Simulation of painleve-gullstrand black hole in thin 3he-a
film. J. Low Temp. Phys., v. 69, p. 662-668, 1999.

[25] VISSER, M. Acoustic black holes: Horizons, ergospheres, and hawking radi-
ation. Class. Quantum Grav., v. 15, p. 1767-1791, 1998.

[26] GARAY, L. J. et al. Sonic analog of gravitational black holes in bose-einstein
condensates. Phys. Rev. Lett., v. 85, p. 4643-4647, 2000.

[27] LEONHARDT, U.; PIWNICKI, P. Relativistic effects of light in moving me-
dia with extremely low group velocity. Phys. Rev. Lett., v. 84, p. 822-825, 2000.

[28] LEONHARDT, U. Space-time geometry of quantum dielectrics. Phys. Rev.
A, v. 62, p. 012111:1-8, 2000.

[29] BARCELO, C. et al. Hawking-like radiation does not require a trapped region.
Phys. Rev. Lett., v. 97, p. 171301:1-4, 2006.

[30] SAKAROV, A. D. Vacuum quantum fluctuations in curved space and the
theory of gravitation. Sov. Phys. Dokl., v. 12, p. 1040-1041, 1968.



Referéncias 101

[31] VISSER, M. Sakharov’s induced gravity: a modern perspective. Mod. Phys.
Lett. A, v. 17, p. 977-992, 2002.

[32] GIRELLI, F.; LIBERATTI, S.; SINDONTI, L. Emergence of lorentzian signature
and scalar gravity. Phys. Rev. D, v. 79, p. 044019:1-9, 2009.

[33] LIBERATI, S.; VISSER, M.; WEINFURTNER, S. Naturalness in an emer-
gent analogue spacetime. Phys. Rev. Lett., v. 96, p. 151301:1-4, 2006.

[34] STEINACKER, H. Emergent gravity from noncommutative gauge theory.
JHEP, v. 2007, n. 12, p. 049:1-37, 2007.

[35] KITTEL, C. Introduction to Solid State Physics. 8. ed. New Jersey: John
Wiley, 2005.

[36] ASHCROFT, N. W.; MERMIN, N. Solid State Physics. Orlando: Hancourt
College, 1976.

[37] GENNES, P. G. de; PROST, J. The Physics of Liquid Crystals. 2. ed. Oxford:
Claredon Press, 1992.

[38] MICHAELIS. Moderno Diciondrio da Lingua Portuguesa. 2010. URL:
http://michaelis.uol.com.br/moderno/portugues/index.php. Online; acessado
em 18/01/2010.

[39] SIMGES, M.; CAMPOS, A. de; BARBATO, D. Local affine-connection ap-
proach to the elastic constants of nematic liquid crystals. Phys. Rev. E, v. 75,
p. 061710:1-11, 2007.

[40] BAALS, D.; HESS, S. Nonequilibrium molecular-dynamics studies on the ani-
sotropic viscosity of perfectly aligned nematic liquid crystals. Phys. Rev. Lett.,
v. 57, p. 86-89, 1986.

[41] GRAY, G. W. The Molecular Physics of Liquid Crystals. London: Academic,
1979.

[42] HALLER, I. Thermodynamic and static properties of liquid crystals. Prog.
Solid State Chem., v. 10, p. 103—-118, 1975.

[43] LI, J.; GAUZA, S.; WU, S.-T. Temperacture effect on liquid crystal refractive
indexes. J. Appl. Phys., v. 96, p. 19-24, 2004.

[44] BERIS, A. N.; EDWARDS, B. J. Thermodynamic of flowing systems with
winternal microstructure. New York: Oxford University Press, 1994.

[45] DENNISTON, C.; ORLANDINI, E.; YEOMANS, J. M. Lattice boltzmann
simulations of liquid crystal hydrodynamics. Phys. Rev. E, v. 63, p. 056702:1-10,
2001.

[46] ZUMER, S.; DOANE, J. W. Light scattering from a small nematic droplet.
Phys. Rev. A, v. 34, p. 3373-3386, 1986.



Referéncias 102

[47] BORN, M.; WOLF, E. Principles of Optics. 7. ed. Cambridge: Cambridge
University Press, 2005.

[48] MARTINOTY, P.; CANDAU, S. Determination of viscosity coefficents of a
nematic ligid crystal using a shear waves relectance technique. Mol. Cryst. Ligq.
Cryst., v. 14, p. 243-271, 1971.

[49] STEPHEN, M. J.; STRALEY, J. P. Physics of liquid crystals. Rev. Mod.
Phys., v. 46, p. 617-704, 1974.

[50] MULLEN, M. E.; LiTHI, B.; STHEPEN, M. J. Sound velocity in a nematic
liquid crystal. Phys. Rev. Let., v. 28, p. 799-801, 1972.

[51] LANDAU, L. D.; LIFSCHITZ, E. M. Course of Theoretical Physics: Theory
of Flasticity. 3. ed. Amsterdam: Elsevier, 2007. 7 v.

[52] FEDOROV, F. 1. Theory of Elastic Waves in Crystals. New York: Plenum,
1968.

[53] MIYANO, K.; KETTERSON, J. B. Physical Acoustics. London: Academic,
1979. 14 v.

[54] LESLIE, F. M. Some constitutive equations for liquid crystals. Arch. Ration.
Mech. Analysis, v. 28, p. 265-283, 1968.

[55] LESLIE, F. M. Continuum theory for nematic liquid crystals. Continuum
Mech. Termodyn., v. 4, p. 167-175, 1992.

[56] FOSTER, D. et al. Hydrodynamics of liquid crystals. Phys. Rev. Lett., v. 26,
p.- 1016-1019, 1971.

[57] OLMSTED, P. D.; LU, C.-Y. D. Coexistence and phase separation in sheared
complex fluids. Phys. Rev. FE, v. 56, p. R55—R58, 1997.

[58] BASS, M. Handbook of Optics. 3. ed. New York: McGraw Hill, 2010.

[59] KATANAEV, M. O. Wedge dislocation in the geometric theory of defects.
Theor. Math. Phys., v. 135, p. 733-744, 2003.

[60] KATANAEV, M. O. Geometric theory of defects. Phys.-Usp, v. 48, p. 675:1-
58, 2005.

[61] DUBROVIN, B. A.; FOMENKO, A. T.; NOVIKOV, S. P. Modern Geometry
- Methods and Applications: The geometry of surfaces, transformation groups,
and fields. 2. ed. New York: Springer-Verlag, 1992. 1 v.

[62] FURTADO, C.; MORAES, F. On the biding of electrons and holes to discli-
nations. Phys. Lett. A, v. 188, p. 394-396, 1994.

[63] FURTADO, C. et al. Landau levels in the presence of disclinations. Phys.
Lett. A, v. 195, p. 90-94, 1994.



Referéncias 103

[64] MORAES, F. Casimir effects around disclination. Phys. Lett. A, v. 204, p.
399-404, 1995.

[65] MORAES, F. Enhancement of the magnetic moment of the electron due to a
topological defect. Phys. Lett. A, v. 10, p. 2335-2338, 1995.

[66] MORAES, F. Geodesics around disclinations. Phys. Lett. A, v. 214, p. 189
192, 1996.

[67] PADUA, A. de; PARISIO-FILHO, F.; MORAES, F. Geodesics around line
defects in elastic solids. Phys. Lett. A, v. 238, p. 153-158, 1998.

[68] KIBBLE, T. Topology of cosmic domains and strings. J. Phys. A, v. 9, p.
1387-1398, 1976.

[69] MELLO, E. R. B. de. Physics in the global monopole spacetime. Braz. J.
Phys., v. 31, n. 2, p. 211-222, 2001.

[70] KAMIEN, R. The geometry of soft materials: a primer. Rev. Mod. Phys.,
V. 74, p. 953971, 2002.

[71] ZHU, S.; SHEN, W. Light trajectory in geometrical optics and metric optics.
Science in China, v. 40, n. 7, p. 755760, 1997.

[72] JOETS, A.; RIBOTTA, R. A geometrical model for the propagation of rays
in an anisotropic inhomogeneous medium. Opt. Commun., v. 107, p. 200-204,
1994.

[73] COHEN-TANNNOUDIJI, C.; DIU, B.; LALSE, F. Quantum Mechanics. New
York: Wiley-Interscience, 1982. 2 v.

[74] BUTKOV, E. Fisica Matemdtica. Rio de Janeiro: Guanabara Dois, 1983.

[75] MAZUR, P. O.; PAPAVASSILOU, J. Gravitational scattering on a global
monopole. Phys. Rev. D, v. 44, p. 1317-1320, 1991.

[76] ARFKEN, G. B.; WEBER, H. J. Mathematical Methods for Physicists. 6. ed.
San Diego: Elsevier Academic, 2005.

[77] SUYAMA, T.; TANAKA, T.; TAKAHASHI, R. Exact wave propagation in a
spacetime with a cosmic string. Phys. Rev. D, v. 73, p. 024026:1-15, 2006.

[78] GRANDJEAN, F. Bull. Soc. Frang. Minéralogie, v. 42, p. 42, 1919.
[79] DEMUS, D. et al. Handbook of Liquid Crystals. Weinheim: Viley-VCH, 1998.

[80] PEREIRA, E.; MORAES, F. Flowing liquid crystal simulating the schwarzs-
child metric. C. Eur. J. Phys., v. 9, p. 1100-1105, 2011.

[81] CANG, H. et al. Dynamics in supercooled liquids and in the isotropic phase
of liquid crystals: A comparison. J. Chem. Phys., v. 118, p. 9303:1-9, 2003.



Referéncias 104

[82] ROSQUIST, K. A moving medium simulation of schwarzschild black hole
optics. Gen. Relativ. Gravit., v. 36, p. 1977-1982, 2004.

[83] FUMERON, S.; PEREIRA, E.; MORAES, F. Metric approach for phonon
propagation around defects in nematic liquid crystals. Artigo em conclusao.

[84] JOSEPH, D. D.; PREZIOSI, L. Heat waves. Rev. Mod. Phys., v. 61, p. 44-73,
1989.

[85] MARTIN, P. C.; PERSHAN, P. S.; SWIFT, J. New elastic-hydrodynamic
theoryof liquid crystals. Phys. Rev. Lett., v. 25, p. 844-848, 1970.

[86] ROYER, D.; DIEULESAIT, E. Elastic Waves in Solids I: free and guided
propagation. Berlin: Spring-Verlag, 2000.

[87] OZISIK, M. N. Heat Conduction. 2. ed. New York: John Wiley and Sons,
1993.

[88] FUMERON, S.; LACROIX, D. Multiscale heat conduction near a disclination.
EPL, v. 82, p. 66003:1-6, 2008.

[89] ECKART, C. The thermodynamics of irreversible processes: 3°. relativistic
theory of the simple fluid. Phys. Rev., v. 58, p. 919-924, 1940.

[90] KLEINERT, H. Gauge Fields in Condenced Matter. Singapore: World Scien-
tific, 1990. 2v.

[91] OSANGER, L. Reciprocal relations in irreversible processes. 1°. Phys. Reuv.,
v. 37, p. 405426, 1931.

[92] OSANGER, L. Reciprocal relations in irreversible processes. 2°. Phys. Reuv.,
v. 38, p. 2265-2279, 1931.

[93] CARSLAW, H. S.; JAEGER, J. C. Conduction of Heat in Solids. Oxford:
Claredon Press, 1959.

[94] LOGAN, D. L. First Course in the Finite Element Method. 4. ed. Delhi:
Thompson, 2007.

[95] CRAWFORD, G. P. et al. K33 determination in nematic liquid crystals: An
optical blrefrlngence technlque Appl Phys. Lett., v. 60, p. 3226-3228, 1992.

96| STRAJER, G.; FRADEN, S.; MEYER, R. B. Field-induced nonequilibrium

[ ; , q
periodic structures in nematic liquid crystals: Nonlinear study of the twist fre-
deriks transition. Phys. Rev. A, v. 39, p. 4828-4834, 1989.

[97] NOVELLO, M. et al. Geometrical aspects of light propagation in nonlinear
electrodynamics. Phys. Rev. D, v. 61, p. 045001:1-10, 2000.

[98] LORENCI, V. A. de; KLIPPERT, R.; OBUKHOV, Y. N. Optical black holes
in moving dielectrics. Phys. Rev. D, v. 68, p. 061502:1-4, 2003.



Referéncias 105

[99] SATIRO, C.; MORAES, F. On the deflection of light around topological de-
fects in nematic liquid crystals. Fur. Phys. J. E, v. 25, p. 425-429, 2008.

[100] VARSHNI, Y. P. Temperature dependence on the elastic constants. Phys.
Rev. B, v. 2, p. 3952-3958, 1970.

[101] YANG, D.-K.; WU, S.-T. Fundamentals of Liquid Crystal Devices. New Jer-
sey: John Wiley, 2006.

[102] WEN, X. Second-sound waves in nematic polymer solutions. Phys. Rev. Lett.,
v. 66, p. 2887-2890, 1991.

[103] ADLER, R.; BAZIN, M.; SCHIFFER, M. Introduction to General Relativity.
2. ed. New York: Mcgraw-Hill, 1975.

[104] KREIN, G.; MENEZES, G.; SVAITER, N. F. Analog model for quantum
gravity effects: phonons in random fluids. Phys. Rev. Lett., v. 105, p. 131301:1-4,
2010.

[105] LAPOINTE, C. et al. Elastic torque and the levitation of metal wires by a
nematic liquid crystal. Science, v. 303, n. 5658, p. 652655, 2004.

[106] GAL’TSOV, D. V.; LETELIER, P. S. Spinning strings and cosmic disloca-
tions. Phys. Rev. D, v. 47, p. 4273-4276, 1993.

[107] LORENCI, V. A. D.; MOREIRA, E. S. Classical self-forces in a space with
a topological defect. Phys. Rev. D, v. 65, p. 085013:1-4, 2002.

[108] CARMO, M. P. do. Riemannian Geometry. London: Birkh&user, 1992.

[109] DAVYDOV, A. S. Quantum Mechanics. 2. ed. Oxford: Pergamon Press,
1976.



106

Indice Remissivo

Amplitude de espalhamento, 47, 49,
93

Aproximacao de Haller, 25, 61

Condutividade térmica
tensor, 71

Coordenadas isotropicas, 58

Corda cosmica, 43, 44, 54

Déficit angular, 40
Defeito
desclinacao, 26, 27, 35, 43, 51, 53—
55, b8, 59, 61-63, 72-74, 76,
77, 83, 86
desclinacao (k= 3,¢=1%), 27
desclinacao (k,c), 26, 44, 68
desclinagao com escape 3D, 27, 83
ourico, 26, 27, 40, 41, 43, 47, 48,
50, 53-55, 67-69, 72, 75, 80,
83
quiral cosmologico, 87
Deslocamento de fase, 47
Desvio geodésico, 89

Equacao
condugao térmica, 71
espaco curvo, 72
de d’Alembert, 48, 69
de Einstein, 58, 90
cristal liquido, 87
de Fresnel, 30
de geodésica, 89
Expansao de Jacobi-Anger, 52

Fator conforme, 42, 43, 59
Fungao de Bessel, 49
esférica, 92
ordem nao-inteira, 74

Gordon
métrica, 64
Gravitagao quantica, 87

Harmonicos esféricos, 48

Lei de Fourier, 71
espago curvo, 72
Levitagao eléstica, 87

Métodos dos elementos finitos, 74
Meétrica, 88

Momento angular, 48

Monopolo global, 40, 41, 49, 54

Onda
de calor, 66, 86
esférica livre, 91
parcial cilindrica, 52
sonora
absorc¢ao, 35
dependéncia espectral, 34
dependéncia térmica, 34
métrica efetiva, 67
Osanger
relacoes de reciprocidade, 73

Parametro de ordem
escalar, 25, 61
tensorial, 25
Polinémio de Legendre, 48
funcao geradora, 50
Principio de Fermat, 28, 39, 42, 55,
67, 84

Ricci
escalar, 89
tensor, 89



Indice Remissivo

107

Riemann
tensor, 89

Schwarzschild
métrica, 58, 59, 61-63, 84
raio, 58, 63, 84
Secao transversal diferencial de cho-
que, 47, 93
Segundo som, veja Onda de calor

Tensor
parametro de ordem, wveja Para-
metro de ordem
Teorema 6ptico, 50

Variedade diferenciavel, 88

Weyl
campo escalar, 87
geometria, 87



