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A minha mãe, minha noiva, meus demais familiares e

amigos.

iii



Agradecimentos

Ao meu orientador, Dionisio Bazeia Filho que me instruiu da maneira mais educada
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À minha futura esposa, Laryssa Vieira do Nascimento que me apoiou de forma mais
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Resumo

Neste trabalho descrevemos a supercondutividade e o efeito Kondo através de soluções de

paredes de domı́nio. Introduzimos a temperatura nos modelos fazendo uma analogia entre

as soluções do tipo paredes de domı́nio com estruturas internas e os observadores de Rindler.

Ao fazermos a introdução de temperatura e de um campo de gauge no modelo obtemos

paredes de domı́nios supercondutoras e com elas descrevemos a supercondutividade. Ao

considerarmos um modelo que permite a violação da simetria de Lorentz é posśıvel descrever

o efeito de impurezas nas paredes de domı́nios, com as quais descrevemos o efeito Kondo em

supercondutores. Nossos resultados estão de acordo com os resultados obtidos nas pesquisas

sobre supercondutores holográficos.

PALAVRAS–CHAVE: Paredes de Domı́nio, supercondutividade, efeito Kondo, violação da si-

metria de Lorentz.
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Abstract

Here we describe the superconductivity and the Kondo effect through domain wall solutions.

We introduced the temperature in the models by making an analogy between the domain walls

type solutions with internal structures and Rindler obsevers. By making the introduction of

temperature and a gauge field into the model we obtain the superconducting domain walls

and the superconductivity they describe. When we consider a model that allows the violation

of Lorentz symmetry is possible to describe the effect of impurities on the domain walls with

which we describe the Kondo effect in superconductors. Our results are in agreement with

the results obtained from research into holographic superconductors.

PALAVRAS–CHAVE: Domain wall, superconductivity, Kondo effect, violation of Lorentz sym-

metry.
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2.4 O condensado de um buraco negro do tipo AdS-Schwarzschild em Horava-

Lifshitz, para η = 2, 2.03 e 2.05 de cima para baixo. Usamos Λ = 1, δ = 10. . . 16
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CAṔITULO 1

Introdução

No estudo da F́ısica de Part́ıculas e Campos, os modelos de campos escalares são

largamente estudados [3, 4, 5, 6]. É posśıvel utilizá-los de muitas maneiras e criar teorias

relativamente simples para descrever um grande número de problemas [7, 8]. A principal

vantagem de se estudar modelos de campos escalares é que os mesmos são os mais simples

dentre os diversos modelos de campos. Um exemplo interessante é a formação de paredes de

domı́nios e os estudos dos sólitons.

A simplicidade apresentada no estudo de campos escalares deve ser aproveitada e

podemos utilizá-la para entendermos melhor muitos fenômenos f́ısicos. Por exemplo, pode-

mos aproveitar as ricas e bem estabelecidas caracteŕısticas que envolvem soluções do tipo

sólitons clássicos, principalmente as formuladas em modelos de mais de um campo escalar

[7, 8, 9]. Vamos então descrever fenômenos supercondutores através destes modelos e para

isso utilizaremos soluções solitónicas. A utilização de tais soluções em nosso propósito deve-se

as seguintes razões. Em primeiro lugar, devido ao fato de que modelos de campos escalares

podem desenvolver estruturas internas que se comportam como um condensado que, por sua

vez, é fundamental para o estudo da supercondutividade. Assim abre-se a possibilidade de se

estudar os sólitons supercondutores. A primeira vez em que se estudou objetos deste tipo foi

através de cordas supercondutoras [7, 9], outros estudos foram feitos tomando como base o

desenvolvimento de paredes de domı́nios com estruturas internas que foram consideradas em
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[10, 11, 12, 13, 14]. Em segundo lugar, estas soluções, podem seguir órbitas não trivias no

espaço dos campos. A maioria destas órbitas forçam os sólitons a se moverem em trajetórias

aceleradas. Sendo assim, podemos identificar esses sólitons como observadores de Rindler

que experimentam um banho térmico, ou seja, isso é imprescind́ıvel para introduzir a tem-

peratura no sistema de uma forma muito simples e natural. Com isso identificaremos várias

quantidades importantes, como o condensado e a resistividade em função da temperatura,

obtendo-se assim paredes de domı́nios supercondutoras. Acreditamos que esta alternativa

pode abrir uma nova janela para a investigação da supercondutividade em teorias de campos

através de sólitons supercondutores, uma vez que, existem muitas soluções tipo sólitons. Em

inúmeras teorias de campos bem estabelecidas tais sólitons supercondutores também podem

ser identificados. Sendo assim, utilizamos estas teorias e introduzimos temperatura no sis-

tema, fazendo uma analogia entre sólitons e observadores de Rindler, para então descrever

fenômenos supercondutores [15].

Com os avanços da pesquisa em teorias de cordas notou-se que uma simetria funda-

mental na F́ısica, a simetria de Lorentz, pode ser quebrada na escala de energia do modelo

padrão. A quebra da simetria de Lorentz se dá devido a presença de campos vetoriais e

tensoriais, que causam uma anisotropia no espaço-tempo. A comunidade cient́ıfica voltou-se

em um grande número para as pesquisas relacionadas a modelos que permitem a violação de

Lorentz, e hoje existe uma vasta literatura relacionada ao assunto [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22].

Vimos então que o nosso modelo poderia ser estendido para um modelo que descreve paredes

de domı́nios e que permite a quebra dessa simetria [16, 17] para assim obter um modelo mo-

dificado e estudar a modificação da condutividade neste sistema. Investigamos a influência

de uma violação de Lorentz em soluções do tipo sóliton que é induzida por um tensor fixo

acoplado aos dois campos escalares. O novo modelo descreve então a supercondutividade com

a presença de impurezas magnéticas. Nota-se então que estas impurezas estão relacionadas

ao efeito Kondo [23], que modifica a supercondutividade e pode ser descrito em nosso modelo

[24]. O modelo apresenta concordância com os resultados experimentais.

A descrição da supercondutividade através de modelos de campos escalares citadas

até então demonstram uma grande semelhança com os resultados encontrados no estudo dos

supercondutores holográficos [1, 25, 26, 27].

Aqui apresentaremos os resultados das nossas pesquisas [15, 28, 24] e este trabalho

está organizado em seis caṕıtulos.

No caṕıtulo 2 fazemos uma breve introdução sobre os supercondutores holográficos,

mostrando alguns de seus resultados, para mostrar a semelhança desses com os resultados
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obtidos em nossa descrição alternativa. Neste caṕıtulo apresentamos ainda o condensado de

um buraco negro de Horava-Lifshitz em duas dimensões. Neste caso estudamos um buraco

negro do tipo AdS-Schwarzschild, o que gera uma perspectiva para estudos futuros sobre o

supercondutor holográfico relacionado a este buraco negro.

No caṕıtulo 3 fazemos uma analogia entre as soluções do tipo sólitons, para um

modelo de dois campos escalares, com observadores de Rindler. Esta analogia permite intro-

duzirmos temperatura no modelo. Este modelo descreve paredes de domı́nios com estruturas

internas. Isto é feito de uma maneira muito natural fazendo com que encontremos um conden-

sado. Ao tornar as peredes de domı́nios com estruturas internas térmicas podemos estudar

inúmeros fenômenos f́ısicos. O modelo parte de uma lagrangeana de dois campos escalares e

um potencial escolhido adequadamente para formar as paredes de domı́nios.

No caṕıtulo 4 acoplamos um campo de gauge no modelo anterior. Este acoplamento

permite o estudo de paredes de domı́nios supercondutoras. Através deste modelo encon-

tramos um condensado efetivo que depende da carga. Este condensado mostra que existe

uma transição de fase, da fase normal até uma fase supercondutora. Com isso estudamos

a condutividade e a resistividade na parede de domı́nios no regime abaixo da temperatura

cŕıtica e analisamos os gráficos da condutividade e resistividade ótica, que são semelhantes

aos obtidos no estudo dos supercondutores holográficos e apresentados no caṕıtulo 2.

No caṕıtulo 5 introduzimos um termo que pode violar a simetria de Lorentz e modifi-

car o condensado e o modelo que descreve a supercondutividade. Este termo pode modificar

a carga e a temperatura cŕıtica do sistema e o interpretamos como impurezas magnéticas

que poderiam existir na parede de domı́nios. Abordaremos então as consequências de sua

existência na condutividade e na resistividade da parede de domı́nios. Nota-se então que este

termo pode ser relacionado com o efeito Kondo, que é um efeito que deve-se as impurezas

magnéticas presentes no sistema. Esta abordagem apresenta importantes resultados e des-

creve com precisão resultados experimentais do efeito Kondo em supercondutores.

Finalmente, apresentaremos nossas conclusões e as perspectivas relacionadas aos re-

sultados apresentados e obtidos na construção deste trabalho.

Nossos estudos são realizados com notação que faz uso do sistema natural de unida-

des (a menos que explicitado no texto), onde a velocidade da luz (c), a constante de Planck

(h̵) e a constante de Boltzmann (κ) apresentam valores igual á unidade.



CAṔITULO 2

Introdução aos supercondutores holográficos

O fenômeno da supercondutividade atrai, desde a sua descoberta, a atenção dos

f́ısicos. O fenômeno ainda não totalmente explicado é objeto de estudo de muitos grupos

de pesquisas. O estudo dos supercondutores ganhou uma poderosa ferramenta ao se usar

a correspondência AdS/CFT para a sua descrição, criando-se a teoria dos supercondutores

holográficos [1, 25, 26, 27]. Estes são os supercondutores que possuem uma descrição dual

gravitacional usando a dualidade gauge/gravidade. O uso do dicionário gauge/gravidade

permite uma descrição de muitas propriedades dos supercondutores.

Recentemente o estudo de supercondutores holográficos está recebendo grande atenção

da comunidade cient́ıfica, de modo que já existe vasta literatura especializada no assunto

[1, 25, 26, 27, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35]. Estes supercondutores são fortemente acoplados

a teorias de campo que passam por uma transição de fase supercondutora abaixo de uma

temperatura cŕıtica, possuindo um dual gravitacional, uma correspondência AdS/CFT [36].

Estes sistemas permitem o estudo de muitas caracteŕısticas f́ısicas dos supercondutores, como

por exemplo, a condutividade ótica e a resistividade.

A existência de supercondutores holográficos está bem estabelecida [1, 25, 26, 27].

Neste caṕıtulo vamos apresentar, de maneira sucinta, alguns resultados da descrição de su-

percondutores holográficos.

Para se construir um dual gravitacional para um supercondutor necessitamos inici-
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almente de uma noção de temperatura. Aqui apresentaremos uma maneira de se encontrar

a temperatura de um buraco negro.

2.1 Formalismo de tunelamento para um buraco negro

Uma abordagem semiclássica considerando a radiação Hawking como um fenômeno

de tunelamento através do horizonte foi proposta na literatura, em especial nas referências

[37, 38, 39], além disso o método de Hamilton-Jacobi [40, 41, 42] é utilizado para determinar

a radiação Hawking e a entropia de buracos negros. Vamos utilizar este formalismo para

obter a temperatura de um buraco negro.

Este formalismo, por exemplo, foi aplicado na teoria da gravidade de Horava-Lifshitz

em [43, 44, 45]. Em [37, 38, 46], o método de geodésica nula radial foi utilizado pelos au-

tores para o cálculo da temperatura de Hawking. Já na referência [47] aplicou-se o forma-

lismo de tunelamento para investigar a radiação Hawking considerando-se a auto-energia.

Mais recentemente, a utilização deste formalismo possibilitou o estudo termodinâmico para

o buraco negro auto-dual [48, 49, 50]. Foi calculado em [51] a temperatura Hawking e a

correção quântica da entropia de um buraco negro de Schwarzschild, considerando os efei-

tos do prinćıpio da incerteza generalizado, do inglês (GUP) no formalismo de tunelamento.

Além disso, a utilização do formalismo de Hamilton-Jacobi para se obter o tunelamento foi

investigada para a obtenção da radiação Hawking de buracos negros acústicos (ou buracos

mudos) [52], já na referência [53] foram discutidas as propriedades termodinâmicas dos bu-

racos negros auto-duais e não-comutativos do buraco negro BTZ [54, 55].

Aqui, mostraremos a obtenção da temperatura de Hawking de um buraco negro em

duas dimensões utilizando o formalismo de tunelamento. Escolhemos uma métrica tipo

ds2 = −f(x)dt2 + f(x)−1dx2. (2.1)

Para o estudo do tunelamento vamos consider a equação de Klein-Gordon, que é dada por

h̵2gµν∇µ∇νφ −m
2φ = 0. (2.2)

Agora considerando a métrica (2.1), têm-se

−∂2
t φ + f(x)

2∂2
xφ +

1

2
f(x)2′∂xφ −

m2

h̵
f(x)φ = 0. (2.3)
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Vamos aplicar a aproximação WKB para φ, a mesma é dada por

φ(x, t) = exp [−
i

h̵
I(x, t)] , (2.4)

e considerando apenas a primeira ordem de h̵,

(∂tI)
2 − f(x)2(∂xI)

2 −m2f(x) = 0. (2.5)

Devido as simetrias da métrica, pode-se escrever a solução de I(x, t) da seguinte maneira

I(x, t) = −ωt +Z(r), (2.6)

onde para Z(r) têm-se

Z = ∫
dx

f(x)

√
ω2 −m2f(x). (2.7)

Neste ponto, aplica-se a seguinte aproximação em pontos próximos ao horizonte (x+h)

f(x) = f(x+h) + f
′(x+h)(x − x

+
h) +⋯ (2.8)

Desta forma, tomando apenas a parte espacial da ação encontra-se

Z = ∫
dx

f ′(x+h)

√
ω2 −m2f ′(x+h)(x − x

+
h)

(x − x+h)
=

2πiω

f ′(x+h)
. (2.9)

Sendo assim, a probabilidade de tunelamento para a uma part́ıcula livre com energia

ω é dada por

Γ ≅ exp[−2ImI] = exp [−
4πω

f ′(x+h)
] . (2.10)

Assim, comparando a equação (2.10) com o fator de Boltzmann (e−ω/T ), encontra-se

a fórmula geral da temperatura de Hawking de um buraco negro com uma métrica dada por

(2.3)

THL =
ω

2ImI
=
f ′(x+h)

4π
. (2.11)
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2.2 O condensado

A supercondutividade é caracterizada por um condensado que existe quando a tem-

peratura é menor que a temperatura cŕıtica. A seguir vamos descrever a obtenção do con-

densado no contexto de supercondutores holográficos.

Neste estudo, partiremos da seguinte ação,

S = ∫ d4x
√
−g (R +

6

L2
−

1

4
FµνF

µν − ∣∇Φ − iqAΦ∣
2
− V (∣Φ∣)), (2.12)

que, para o campo escalar Φ, fornece a seguinte equação de movimento,

−(∇µ − iqAµ)(∇
µ − iqAµ)Φ +

1

2

Φ

∣Φ∣
V ′(∣Φ∣) = 0, (2.13)

e para o campo de Maxwell, temos

∇µFµν = iq [Φ
∗ (∇ν − iqAν)Φ −Φ (∇µ − iqAµ)Φ∗] . (2.14)

O potencial é dado por V (∣Φ∣) =m2 ∣Φ∣
2
. Para determinarmos um condensado vamos

utilizar um buraco negro planar AdS-Schwarzschild em quatro dimensões, dado pela métrica

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2(dx2 + dy2), (2.15)

onde

f =
r2

L2
(1 −

r3
0

r3
) . (2.16)

o L é o raio AdS, e r0 é o raio de Schwarzschild. A temperatura é dada por (2.11), ou seja

T =
3r0

4πL2
. (2.17)

Vamos utilizar uma aproximação em que a métrica é um ‘campo de fundo fixo’ (back-

ground field) para resolver as equações de movimento para os campos escalar e de Maxwell.

Primeiramente vamos assumir o seguinte ansatz,

Φ = Φ(r) At = Θ(r) (2.18)
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Escolhendo Ar = Ax = Ay = 0, as equações de Maxwell tornam-se equações diferenciais

ordinárias não lineares acopladas, de modo que

Φ′′ + (
f ′

f
+

2

r
)Φ′ +

Θ2

f 2
Φ −

m2

f
Φ = 0, (2.19)

Θ′′ +
2

r
Θ′ −

2Φ2

f
Θ = 0. (2.20)

Agora, admitimos as condições de contorno na fronteira do AdS no infinito. Ou seja, assin-

toticamente, temos [1]

Φ =
Φ(1)

r
+

Φ(2)

r2
+⋯ (2.21)

e

Θ = γ −
ε

r
+⋯. (2.22)

Escolhe-se uma das duas soluções como sendo nula. Neste caso, vamos considerar o termo

ĺıder nulo. Impondo esta condição de contorno assintótica pode-se encontrar as soluções nu-

mericamente [25, 26, 27].

Podemos utilizar elementos básicos do dicionário gauge/gravidade que nos diz o se-

guinte: a teoria dual é uma teoria de campo conforme em 2+1 dimensões onde a temperatura

é dada por (2.17). Da equação (2.22) temos que γ é o potencial qúımico e ε é a densidade de

carga.

Dependendo da escolha das condições de contorno, podemos determinar o valor es-

perado de um operador O2, de dimensão de massa dois, ou o valor esperado de um operador

O1, de dimensão de massa um, ou seja

Φ(1) = 0 ⟨O2⟩ ≈
√

2φ(2), (2.23)

Φ(2) = 0 ⟨O1⟩ ≈
√

2φ(1). (2.24)

O fator
√

2 está relacionado com a normalização.

A figura 2.1 mostra como o condensado O2 se comporta como uma função da tem-

peratura.

Esta curva é qualitativamente similar a curva obtida na teoria (BCS) de Bardeen-
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Figura 2.1: O condensado como uma função da temperatura. A temperatura cŕıtica é pro-
porcional ao potencial qúımico [1].

Cooper-Schrieffer [56], e é observado em muitos materiais, onde o condensado aumenta rapi-

damente em sistemas abaixo da temperatura cŕıtica e vai a uma constante quando T tende a

zero. Próximo da temperatura cŕıtica, há um comportamento dado por O2 = 100T 2
c (1 − T

Tc
)

1
2 .

Este é o comportamento previsto na teoria de Ginzburg-Landau.

2.3 Condutividade

Agora precisamos determinar a condutividade ótica, isto é, a condutividade como

uma função da frequência. Por simetria, podemos considerar apenas a condutividade na

direção x. Utilizando o dicionário gauge/gravidade, isto é obtido através da solução das

flutuações no campo de Maxwell no bulk (em todo o espaço). A equação de Maxwell com

dependência temporal dada por e−iωt é dada por

A′′
x +

f ′

f
A′
x + (

ω2

f 2
−

2Φ2

f
)Ax = 0. (2.25)

Assintoticamente esta equação é satisfeita pela seguinte solução

Ax = A
(0) +

A
(1)
x

r
+⋯. (2.26)

O dicionário gauge/gravidade informa que o limite do campo elétrico no bulk é o

campo elétrico na fronteira do espaço AdS, Ex = −Ȧ
(0)
x e o valor esperado da corrente induzida



Caṕıtulo 2. Introdução aos supercondutores holográficos 10 de 77

é dada por Jx = A
(1)
x . Da lei de Ohm, temos:

σ(ω) =
Jx
Ex

= −
iA
(1)
x

ωA
(0)
x

. (2.27)

A parte real da condutividade é mostrada na figura (2.2). Acima da temperatura

cŕıtica, a condutividade é constante. Quando a temperatura começa a decresecer abaixo da

temperatura cŕıtica, abre-se um lacuna (gap) de energia em baixa frequência. Estas curvas

foram obtidas para pequenos valores de ω, que é o que se espera para a teoria de Bardeen-

Cooper-Schrieffer (BCS) com gap de energia ∆ ≈ 2h̵ωce
− 1
N(0)V , onde N(0) é a densidade de

estados de Fermi e V é o portencial de interação [57].

Existe também uma função delta em ω = 0 para todos os valores de T < Tc. Isto não pode

Figura 2.2: A formação de um gap na parte real da condutividade quando a temperatura
é reduzida para valores abaixo da temperatura cŕıtica. As curvas descrevem temperaturas
sucessivamente mais baixas. Há ainda uma função delta em ω = 0 [1].

ser visto na solução numérica da parte real, mas pode ser visto na solução númerica da parte

imaginária. Um argumento simples para isso vem do modelo de Drude de um condutor.

Suponha que temos portadores de carga com massa m, carga q, em um condutor normal,

temos

m
dv

dt
= qE =m

v

τ
(2.28)

onde τ é o tempo de relaxamento devido ao espalhamento. A corrente é J = env, então se

E(t) = Ee−iωt, a condutividade é

σ(ω) =
kτ

1 − iωτ
, (2.29)
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onde k = ne2

m , então

Re(σ) =
kτ

1 + ω2τ 2
, Im(σ) =

kωτ 2

1 + ω2τ 2
. (2.30)

Para supercondutores temos, τ →∞, então Re(σ) ∝ δ(ω) e Im(σ) ∝ 1
ω .

Uma derivação mais geral vem das relações de Kramers-Kronig. Estes relacionam

as partes reais e imaginárias, de qualquer quantidade, tal como a condutividade, quando

expressa no espaço de frequências. Uma das relações é dada por

Im(σ(ω)) = −
1

π
P ∫

∞

−∞
Re (σ(ω′)dω′)

ω′ − ω
. (2.31)

Observando esta fórmula, podemos ver que a parte real da condutividade contém

um função delta quando a parte imaginária possui um pólo. Existe de fato um pólo na parte

Im(σ) em ω = 0 para todo T < Tc. A figura 2.3 mostra o limite de temperatura baixa para

a condutividade ótica.

Figura 2.3: Limite de baixas temperaturas da condutividade ótica para o condensado O2. A
linha sólida é a parte real e a linha pontilhada é parte imaginária [1].

2.4 O condensado em um buraco negro do tipo AdS-

Schwarzschild em gravidade de Horava-Lifshitz

Como um exemplo, vamos encontrar o condensado para um buraco negro de Horava-

Lifshitz em duas dimensões. O estudo termodinâmico completo para este buraco negro,
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inclusive com correções quânticas, também foi feito na referência [28] e está apresentado no

apêndice A.

Utiliza-se aqui o método de Hamilton-Jacobi para determinar a temperatura deste

buraco negro, para assim determinarmos o condensado relacionado ao mesmo.

Nos cálculos a seguir assume-se que a ação clássica satisfaz a equação relativ́ıstica de

Hamilton-Jacobi para as principais ordens de energia. A métrica em Arnowitt-Deser-Misner

ADM é dada por [58]

ds2 = −N2dt2 + gij(dx
i +N idt)(dxj +N jdt), (2.32)

com uma escala anisotrópica entre tempo e espaço, t → b−zt, xi → b−1xi, i = 1,2, ...,D. Esco-

lhendo z = 1, ou seja, no regime infravermelho, temos

ds2 = −f(x)dt2 + f(x)−1dx2, (2.33)

onde utiliza-se a redefinição N2 ≡ f(x). As soluções do buraco negro de Horava-Lifshitz em

duas dimensões foram explicitadas em [59], de modo que:

f(x) = 2C2 +
A

η
x2 − 2C1x +

B

ηx
+

C

3ηx2
, (2.34)

onde A, B e C são constantes.

Nota-se que a equação de Klein-Gordon preserva a forma usual devido a fixação de

z = 1 e do gauge N1 = 0. Considerações similares em dimensões mais altas tem sido encon-

tradas na literatura, para z arbitrário em [60, 61, 62] e fixando z = 1 em [63]. Podemos ainda

escolher os parâmetros da métrica (2.34) e obter diferentes buracos negros. A seguir vamos

apresentar três casos.

2.4.1 Primeiro caso: Buraco negro tipo Schwarzschild

Neste caso considera-se C1 ≠ 0, C2 ≠ 0, B ≠ 0 e A = C = 0, assim substituindo estas

condições na equação (2.34), a métrica torna-se

f(x) = 2C2 − 2C1x +
B

ηx
. (2.35)



Caṕıtulo 2. Introdução aos supercondutores holográficos 13 de 77

O horizonte de eventos pode ser facilmente obtido fazendo f(x) = 0, de modo que

x±h =
C2

2C1

±

¿
Á
ÁÀ C2

2

4C2
1

+
B

2C1η
. (2.36)

Para o caso especial C2 = 0, C1 = −M e B = −4MΛ2 (onde Λ é um parâmetro com dimensão

de comprimento), os horizontes são

x±h = ±Λ

√
2

η
. (2.37)

Assim, considerando a equação (2.35) e substituindo a equação (2.37) na equação (2.11)

obtêm-se a temperatura que é dada por

THL1 =
M

π
. (2.38)

Uma vez que o raio do horizonte, na equação (2.37) é independente da massa M , a tempe-

ratura Hawking é diretamente proporcional ao parâmetro de massa M , ao contrário do caso

em quatro dimensões onde a temperatura de Hawking é inversamente proporcional ao mesmo

parâmetro M .

2.4.2 Segundo Caso: Buraco negro tipo Reissner-Nordström

Neste segundo caso, faz-se B = C1 = C2 = 0 e C = −3Q2Λ2 na equação (2.34),

modificando f(x) da seguinte maneira

f(x) =
A

η
x2 −

Q2Λ2

ηx2
, (2.39)

escolhendo A = Λ−2 e Q2 =M2Λ2 (para um caso extremo), temos que os horizontes são dados

por

x±h = ±(
Q2Λ2

A
)

1
4

= ±Λ
√
MΛ. (2.40)
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Usando a equação (2.11), encontra-se a temperatura que é dada por

THL2 =
1

πη
(Q2Λ2A3)

1
4 =

1

πη

√
M

Λ
. (2.41)

onde escolhemos A =M2 e Q =M−2.

Aqui, como no primeiro caso, a temperatura de Hawking é proporcional ao parâmetro

de massa M .

2.4.3 Terceiro caso: Buraco negro tipo AdS-Schwarzschild

Neste caso, considerando A ≠ 0, B ≠ 0 e C = C1 = C2 = 0 na equação (2.34) a métrica

torna-se

f(x) =
A

η
x2 +

B

ηx
. (2.42)

Agora escolhendo A = Λ−2 e B = −4MΛ2, nós obtemos o horizonte

x+h = (−
B

A
)

1
3

= (4MΛ4)
1/3
. (2.43)

Usando a equação (2.11) a temperatura é dada por

TAdS−S =
3

4πη
(−A2B)

1
3 =

3

42/3πη
(
M

Λ2
)

1/3
. (2.44)

2.4.4 O condensado do buraco negro do tipo AdS-Schwarzschild

A equação (2.34) é proveniente de uma teoria de Horava-Lifshitz acoplada ao um

campo escalar [60] cuja solução é dada por

φ = ln
⎛

⎝

√

2C2 +
A

η
x2 − 2C1x +

B

ηx
+

C

3ηx2

⎞

⎠
, (2.45)

onde, para o caso AdS-Schwarzschild temos, A = Λ−2, B = −4MΛ2 e C = C1 = C2 = 0, de

modo que o campo escalar será dado por

φ = ln
⎛

⎝

√
x2

Λ2η
−

4MΛ2

ηx

⎞

⎠
. (2.46)
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O campo escalar em função da temperatura é dado por

φ = ln
⎛

⎝

√
x2

Λ2η
−

64

27

T 3π3η2Λ4

x

⎞

⎠
. (2.47)

O condensado é constrúıdo considerando o comportamento assintótico da solução

(2.47) para valores distantes do horizonte [27, 1]. Aqui escrevemos a fórmula equivalente para

a equação de movimento do campo escalar na teoria de Horava-Lifshitz em duas dimensões

[60]

d

dx
(N2φ′) = Vφ, Vφ =

B

x3
(2.48)

Onde a métrica (2.42) é assintoticamente AdS2 tal que N2 → Ax2/η, logo obtemos

d

dx
(
Ax2

η
φ′) =

B

x3
(2.49)

de modo que a solução assintótica é

φ = φ(0) +
φ(3)

x3
+⋯ (2.50)

Dependendo das escolhas das condições de contorno pode-se escrever os operadores da se-

guinte maneira:

φ(0) = 0 ⟨O3⟩ ≈ φ
(3) (2.51)

φ(3) = 0 ⟨O0⟩ ≈ φ
(0) (2.52)

Utilizando o operador ⟨O0⟩ e a temperatura obtida no estudo termodinâmico feito anteri-

ormente, podemos obter um condensado para um supercondutor relacionado a este buraco

negro [27, 1]. Escolhemos este operador por se tratar do operador mais simples, o qual é

dado explicitamente por

⟨O1⟩ = ln
⎛

⎝

√
δ2

Λ2η
−

64

27

T 3π3η2Λ4

δ2

⎞

⎠
, (2.53)

com x = δ suficientemente grande. Nota-se, entretanto, que para qualquer valor acima de

δ = 1 já obtêm-se o comportamento assintótico esperado, ou seja, suficientemente distante do

horizonte.
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Figura 2.4: O condensado de um buraco negro do tipo AdS-Schwarzschild em Horava-Lifshitz,
para η = 2, 2.03 e 2.05 de cima para baixo. Usamos Λ = 1, δ = 10.

Ao se obter o condensado pode-se estudar o supercondutor holográfico relacionado

ao buraco negro acima. Este tipo de buraco negro é especialmente interessante devido a

anisotropia do espaço-tempo, o que pode ser importante numa abordagem de efeitos de im-

purezas, como por exemplo o efeito Kondo holográfico [64].

Fez-se então uma breve introdução dos principais resultados apresentados no es-

tudo de supercondutores holográficos. Neste sentido, calculamos o condensado relacionado

com um buraco negro tipo AdS-Schwarzschild numa teoria de Horava-Lifshitz em duas di-

mensões. Outras grandezas tais como a condutividade ótica serão apreciadas num estudo

futuro ao introduzirmos o campo de gauge apropriadamente. Como nem sempre está claro se

as simetrias envolvidas no modelo satisfazem os principais requisitos halográficos tais como a

simetria conforme, precisamos seguir abordagens completamente diferentes ou análogas para

tratar da supercondutividade. Nos próximos caṕıtulos vamos descrever a supercondutividade

de uma maneira alternativa porém análoga ao caso holográfico, através do formalismo de pa-

redes de domı́nios com estruturas internas. Esta descrição apresenta resultados similares aos

apresentados neste caṕıtulo.



CAṔITULO 3

Introdução de temperatura no formalismo de parede de doḿınios com

estruturas internas

3.1 O modelo de paredes de domı́nios

Em teorias não lineares existe a possibilidade de ocorrer excitações que são a repre-

sentação de concentrações estáveis de energia em uma determinada região do espaço. Essas

excitações são soluções clássicas das equações de movimento e são chamadas de sólitons. Os

sólitons são ondas localizadas que se propagam sem alterar suas propriedades, são estáveis e

podem colidir entre si e manter suas identidades [65, 5, 10, 11]. Teorias de quarta ordem são

essênciais para o estudo de sólitons, assim uma teoria de campos não linear de quarta ordem

pode representar um sóliton. Partindo de uma lagrangeana t́ıpica para potenciais de quarta

ordem, temos:

L =
1

2
∂µφ∂

µφ − V (φ), (3.1)

onde o podetancial é dado por

V (φ) =
λ2

2
(φ2 − a2)2, (3.2)

17 de 77
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internas 18 de 77

este potencial possui uma simetria Z2. As equações (3.1) e (3.2) fornecem a seguinte equação

de movimento

◻φ +
∂V

∂φ
= 0. (3.3)

Vamos considerar que o campo é estático e unidimensional (ou dependente de uma única

coordenada espacial), de modo que nossa solução é estática e que obtemos uma equação

diferencial de segunda ordem

φ′′ = 2λ2φ(φ2 − a2). (3.4)

Uma solução da equação acima é dada por

φ(x) = a tanh(λax). (3.5)

A solução acima apresenta um comportamento que descreve uma parede de domı́nios

na qual existe uma concentração de energia.

O conceito de parede de domı́nios está intimamente ligado ao estudo do magne-

tismo, por exemplo, um material ferromagnético é subdividido em domı́nios com diferentes

orientações do vetor magnetização. A região de transição entre domı́nios adjacentes é cha-

mada de parede de domı́nios [66].

3.2 Paredes de domı́nios com estruturas internas

Na seção anterior vimos um modelo de um campo que pode descrever uma parede de

domı́nios. Vamos estendê-lo para um modelo que possui dois campos escalares. Este permite

que paredes de domı́nios aprisionem outras paredes de domı́nios, este fenômeno é chamado de

paredes dentro de paredes [12, 67, 68, 69]. Nesse modelo de dois campos escalares utiliza-se

a simetria Z2 × Z2. Cada uma dessas simetrias é responsável pela geração de um tipo de

parede: uma parede externa e um conjunto de paredes internas com uma dimensão a menos.

Este efeito se deve ao surgimento de um condensado devido à quebra de uma simetria Z2

dentro da parede externa. Este fenômeno será fundamental no estudo a seguir sobre paredes

de domı́nios supercondutoras. Partiremos da seguinte lagrangeana

L =
1

2
∂µφ∂

µφ +
1

2
∂µχ∂

µχ − V (φ,χ). (3.6)
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Modelos como este apresentam, em geral, soluções de energia mı́nima, provenientes

de equações diferenciais não lineares de primeira ordem que são chamadas soluções ou estados

BPS (Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield) [70, 71].

A equação acima apresenta soluções bastante interessantes quando determinamos

um superpotencial W (φ,χ), cujo potencial escalar é descrito em uma forma quadrática deste

superpotencial [10, 11, 12, 67, 68], ou seja

V (φ,χ) =
1

2
(
∂W

∂φ
)

2

+
1

2
(
∂W

∂χ
)

2

, (3.7)

o qual se encontra no setor bosônico de uma teoria supersimétrica. Para uma simetria Z2×Z2

devemos considerar o seguinte superpotencial [11, 12, 67, 68, 72]:

W (φ,χ) = λ(
φ3

3
− a2φ) + µ2φχ2. (3.8)

Este é o superpotencial adequado para obtermos as paredes de domı́nios dentro de

outras paredes de domı́nios. Este superpotencial fornece o seguinte potencial escalar

V (φ,χ) =
1

2
λ2(φ2 − a2)2 + (2µ2 + λµ)φ2χ2 − λµa2χ2 +

1

2
µ2χ4. (3.9)

Através da energia total do sistema, podemos obter a energia de Bogomol’nyi e investigar o

problema usando o formalismo de primeira ordem

dφ

dr
=
∂W

∂φ
(3.10)

e

dχ

dr
=
∂W

∂χ
, (3.11)

sendo as derivadas do superpotencial (3.8) dadas por:

∂W

∂φ
= λ(φ2 − a2) + µχ2, (3.12)

e

∂W

∂χ
= 2µφχ, (3.13)
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Dado que o potencial é descrito em termos de quadrados da derivada do superpo-

tencial, as configurações de campo que satisfazem ∂W
∂φ = 0 e ∂W

∂χ = 0 são os mı́nimos globais

(supersimétricos) do potencial escalar V (φ,χ). Desta forma, as soluções de vácuo (mı́nimos)

das equações (3.12) e (3.13) são (φ = ±a,χ = 0) e (φ = 0, χ = ±a
√

λ
µ).

Utilizando apenas um desses pares de vácuo, podemos obter soluções tipo sóliton

conectando estes vácuos. Portanto, temos a solução tipo I:

φ = ±a tanh(λar) χ = 0, (3.14)

e a solução tipo II

φ = ±a tanh(2µar) χ = ±a

√
λ

µ
− 2sech(2µar). (3.15)

para λ
µ > 2, onde r é a coordenada transversal às paredes de domı́nios. Essas soluções

correspondem a uma órbita retiĺınea e uma eĺıptica, respectivamente. As duas soluções

possuem a mesma energia de Bogomol’nyi. Observe que para λ
µ suficientemente grande a

órbita eĺıptica passa pelo vácuo supersimétrico φ = 0 e χ = ±
√

λ
µ – veja figura 3.1. Ainda

neste caṕıtulo vamos fazer uma conexão destas órbitas com observadores de Rindler.

O primeiro par de soluções representa uma parede de domı́nios sem estruturas

Figura 3.1: Órbitas das soluções (3.14) e (3.15).

internas semelhante ao caso anterior. Já o segundo caso apresenta paredes com estruturas
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internas. Note que quando o campo φ se aproxima de zero, o que é equivalente ao centro da

parede de domı́nios em r ≈ 0, o campo χ desenvolve seu valor máximo.

3.3 Efeito Unruh

Unruh [73, 74] descobriu um efeito térmico no vácuo de um campo quântico no

espaço de Minkowski. Isto acontece quando este vácuo é uniformemente acelerado, e pode

ser adaptado em termos de coordenadas de Rindler [75]. Isso é chamado de efeito Unruh e

foi descoberto em uma tentativa de compreender o efeito Hawking. Além dos mais, é muito

mais fácil de se trabalhar no espaço plano.

O efeito Hawking foi uma revolução do conhecimento com relação ao estudo de

buracos negros, ele mostra que os buracos negros não são realmente negros. Eles emitem

energia continuamente em todos os comprimentos de onda. Isto é baseado na hipótese que

o campo gravitacional do buraco negro cria part́ıculas e as emite na mesma razão que um

corpo negro emitiria se tivesse uma temperatura igual a determinada para o buraco negro.

Ao contrário do efeito Hawking, que se manifesta no espaço-tempo curvo, o efeito

Unruh se manifesta no espaço-tempo plano. Para um observador uniformemente acelerado no

espaço de Minkowski, a trajetória se moverá ao longo de órbitas aceleradas do espaço-tempo.

Quantizando o campo (bosônico ou fermiônico) para o observador acelerado, e calculando o

operador número no vácuo encontra-se um espectro térmico de part́ıculas

⟨nΩ⟩ =
1

exp (2πΩ
a

) ∓ 1
, (3.16)

onde a aceleração constante a é prontamente identificada como a temperatura Unruh e Ω é

a frequência da radiação térmica. Assim, associa-se o vácuo com um estado térmico.

3.3.1 Observadores de Rindler

Como foi dito o efeito Unruh utiliza a adaptação das coordenadas de Rindler. Isto

deve-se ao fato de que o tratamento de observadores uniformemente acelerados no espaço

tempo de Minkowski é feito utilizando as chamadas coordenadas de Rindler. Considerando

o espaço tempo de Minkowski em duas dimensões pode-se escrever a métrica da seguinte
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maneira

ds2 = dt2 − dz2, (3.17)

sendo

t = eλ sinh (θ) , (3.18)

z = eλ cosh (θ) , (3.19)

tal que

ds2 = dt2 − dz2 = (dθ2 − dλ2) eλ. (3.20)

Estamos pensando em um observador em movimento uniformemente acelerado e

isto corresponde a uma aceleração constante. O observador neste caso é acelerado e viaja do

passado infinito para o futuro infinito [76]. Esta métrica é conhecida como espaço de Rindler.

A aceleração é dada por

aµ =
d2zµ

dθ2
. (3.21)

De acordo com Eq. (3.16), esta aceleração é proporcional à temperatura. A seguir

discutimos como nos utilizarmos deste fenômeno para introduzirmos temperatura no sistema.

3.4 A analogia entre o modelo de paredes de domı́nios

e os observadores de Rindler: O condensado a tem-

peratura finita

Nesta seção vamos fazer uma analogia entre as coordenadas de Rindler e as soluções

obtidas para as paredes de domı́nios, para assim introduzir temperatura no sistema, esta não

é a maneira usual. A maneira usual de se introduzir temperatura finita na teoria quântica

de campos é por meio de integrais de trajetória com o tempo euclideano cujo peŕıodo está

relacionado com a temperatura do sistema. Neste sentido, a integral de trajetória, acaba

por ser a função de partição, através da mesma pode-se obter estat́ısticas de Bose-Einstein e

Fermi-Dirac para os campos bosônicos e fermiônicos, respectivamente.
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No espaço curvo ou equivalente, para os observadores acelerados estas estat́ısticas

dizem-nos que a temperatura está relacionada com a aceleração, como vimos na seção an-

terior. Em nosso sistema, vamos abordar uma parede de domı́nios que está vivendo em um

espaço plano e é acelerada no espaço dos campos como um observador de Rindler. Como já

mencionado anteriormente vamos tirar proveito desse fato para identificar a similaridade das

soluções do modelo de paredes de domı́nios com os observadores de Rindler e assim introduzir

temperatura no sistema.

O sóliton, no sentido em que deseja-se abordar, é um observador de Rindler experi-

mentando um banho térmico, de acordo com as estat́ısticas de Bose-Einstein e de Fermi-Dirac,

o que é justamente o efeito Unruh (3.16). Vamos mostrar agora que as soluções de paredes

de domı́nios podem ser relacionadas com os observadores de Rindler, uma vez que possuem

órbitas aceleradas. Essas soluções podem seguir órbitas não triviais no espaço de campo

[10, 11, 12, 13, 77, 14].

A maioria das soluções citadas forçam os sólitons a se moverem em trajetórias aceleradas

– veja figura (3.2), que são as mesmas apresentadas na figura (3.1) considerando-as como

‘trajetórias lorentzianas’ ou hiperbólicas, ou seja, considerando r → iτ e φ → iφ na solução

(3.15). Como tal, podemos identificar esses sólitons como observadores de Rindler sob um

banho térmico. Como será visto, isso será fundamental para introduzir a temperatura no sis-

tema de uma forma natural e, com isso, identificar várias quantidades importantes, como um

condensado e a resistividade das paredes de domı́nios em função da temperatura. Acredita-se

que esta alternativa pode abrir uma nova janela para a investigação de fenômenos supercon-

dutores em teoria de campos através de sólitons supercondutores, uma vez que existem muitos

tipos de soluções de sólitons e muitas teorias de campos bem estabelecidas. Assim sólitons

supercondutores podem ser identificados. Essa nova perspectiva pode complementar e apre-

sentar alguma nova luz sobre estudos anteriores da supercondutividade em altas temperaturas

com foco em teorias de campos [78, 79].

Primeiramente redefine-se os campos φ e χ em termos das coordenadas do espaço

e de tempo. De modo que a solução tipo II, Eq. (3.15), é escrita como

φ = αat(τ),

χ = αa(
λ

µ
− 2)

1
2

z(τ) (3.22)
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internas 24 de 77

Figura 3.2: Órbitas Hiperbólicas das soluções do tipo II.

onde,

t(τ) =
1

α
tanh(ατ) (3.23)

z(τ) =
1

α
sech(ατ), (3.24)

onde τ ≡ r é identificado como o tempo próprio euclideano. Agora usando a definição da

aceleração

aµ =
d2x(τ)µ

dτ 2
, (3.25)

encontramos então

aµ =
√
aµaµ = α −

1

2
α(ατ)2 +⋯ ≅ α. (3.26)

Nesta última passagem foi considerado um regime de velocidades muito baixas, v =

ατ ≪ 1. Neste regime nos aproximamos da métrica dos observadores de Rindler — algo

similar ao que acontece ao regime ‘próximo ao horizonte’ (near horizon) de buracos negros.

Assim, usando a temperatura Unruh α ≅ 2πT , vamos admitir a seguinte correspondência

T ≡ α. (3.27)
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Por outro lado, vamos agora calcular a aceleração análoga para o sistema de co-

ordenadas no plano (φ,χ). Mais precisamente estaremos de fato calculando o inverso das

acelerações nas coordenadas (φ,χ) pois as mesmas possuem dimensão de energia ao invés de

comprimento no sentido usual. Podemos agora definir a aceleração do sistema como

a(r0)
−1 =

d2χ

dφ2
∣
r0

, (3.28)

onde r0 é um ponto qualquer no bulk. Note que esta definição é consistente com Eq. (3.22),

a qual permite identificar a(r0)
−1 ∝ 1/α, ou seja, de fato (3.28) descreve uma aceleração

cuja temperatura associada é consistente com a temperatura de Unruh descrita acima. O

lado direito da equação (3.28) pode ser escrito em função de superpotenciais, utilizando as

soluções de kink tipo II de modo que

d2χ

dφ2
∣
r0

=
d

dφ
(
dχ

dφ
)∣
r0

=
Wφχ

Wφ

−
WφφWχ

W 2
φ

∣

r0

= −

√
λ
µ − 2

asech(2µar0)
(1 +

λ

µ

tanh2
(2µar0)

sech2
(2µar0)

) , (3.29)

onde o sinal de menos na equação (3.29) reflete a concavidade das órbitas. A temperatura

pode ser agora definida de forma geral como

β = ∣
d2χ

dφ2
∣
r0

, (3.30)

onde

β =
1

T
. (3.31)

Devido a necessidade de identificar a temperatura em termos dos parâmetros da

teoria vamos investigar a regime próximo ao núcleo (ou centro) da parede de domı́nios, ou

seja, consideramos o vácuo supersimétrico φ = 0 e χ = ±a
√

λ
µ , que é r0 ≈ 0 e λ

µ ≫ 1. Isto

significa que a temperatura é agora definida pela a seguinte equação

1

T
=

√
λ
µ − 2

a
≈

√
λ
µ

a
. (3.32)
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Como identificamos α = T , e sabendo que α = 2µa, estabelecemos uma primeira relação

entre dois parâmetros da teoria e sua temperatura. Por analogia, a temperatura cŕıtica é

definida como λa ≡ Tc, pois é o regime no qual só existe a solução tipo I, ou seja Eq. (3.14)

— veja que esta solução corresponde à linha horizontal na figura (3.1). É um regime no qual

todas as órbitas eĺıpticas de menor temperaturas colapsam em direção às órbitas de maiores

temperaturas, cada vez mais retiĺıneas. Utilizando este fato juntamente com Eq. (3.32)

obtemos todos os parâmetros (λ,µ) (adimensionais) e (a) (que possui dimensão de energia)

em função das temperaturas T e Tc

λ ≈
T

1
2
c

T
1
2

, (3.33)

µ ≈
1

2

T
1
2

T
1
2
c

, (3.34)

a ≈ T
1
2
c T

1
2 . (3.35)

Agora vamos considerar a região mais distante do núcleo da parede, que é a região onde

2µar0 ≪ 1 e λ
µ ≫ 1. Agora substituindo isto em (3.29) nós obtemos a temperatura que é

dada por

T =
a(λµ)

− 3
2

(2µar0)
2
. (3.36)

Agora a temperatura tem dependência com os quatro parâmetros. No entanto, vamos con-

tinuar usando a correspondência α = 2µa ≡ T e λa ≡ Tc como na análise anterior. Assim,

substituindo novamente os parâmetros na temperatura (3.36) encontramos uma relação entre

a temperatura cŕıtica Tc e o r0 que é dada por

T =
1

2
3
2Tcr2

0

, (3.37)

como, por definição a temperatura T não depende de r0, temos,

Tcr
2
0 = const. (3.38)
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Escrevendo esta fórmula em termos de massa atômica A, o parâmetro de rede pode

ser redefinido, de modo que r0 ≈ A
1
3 fm. Assim, chegamos à fórmula de massa isotópica

TcA
2
3 = const. (3.39)

Escolhemos o regime onde a temperatura é menor que a temperatura cŕıtica, de modo

que podemos encontrar um condensado. No nosso caso o condensado pode ser facilmente

isolado fazendo uma expansão em série de potências da solução escalar tipo II, Eq. (3.15),

pois a mesma descreve o condensado dentro da parede de domı́nios. Logo por analogia ao

caso holográfico temos que

χ(r) =m −
1

2
mα2r2 +⋯, (3.40)

com o condensado dado por ⟨χ⟩ ≈m para r ≈ 0. Comparando com Eq. (3.15) temos

m = a

√
λ

µ
− 2 α = 2µa. (3.41)

Agora substituindo as equações (3.33), (3.34) e (3.35) em (3.41), temos:

m =
√

2Tc

√

1 −
T

Tc
, (3.42)

que implica que o condensado tem a a seguinte forma — ver figura 3.3:

⟨χ⟩ ≈m =
√

2Tc

√

1 −
T

Tc
, (3.43)

Veremos adiante que essa forma de condensado é muito interessante, uma vez que ao

fazermos o acoplamento mı́nimo de um campo de gauge este condensado indica que podemos

descrever a supercondutividade nas paredes de domı́nios.

Note que introduzimos temperatura no sistema fazendo uma analogia das soluções

do tipo paredes com estruturas internas e os observadores de Rindler e obtivemos um con-

densado. Nos dois próximos caṕıtulos vamos utilizar estes resultados e ver suas contribuições

quando acoplarmos ao campo eletromagnético.
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Figura 3.3: Condensado em função da temperatura.



CAṔITULO 4

Descrição da supercondutividade através do modelo de paredes de

doḿınios

4.1 A introdução de um campo de calibre no modelo

de paredes de domı́nios

Em uma primeira aplicação do presente estudo, toma-se um modelo de um campo

escalar complexo acoplado ao campo de calibre abeliano que é responsável por produzir

a supercondutividade. As paredes com estruturas internas vistas no caṕıtulo anterior vão

funcionar como paredes de domı́nios com campos de fundo que desenvolvem um condensado

em seu núcleo. Além disso, modelos de paredes de domı́nios já foram utilizados para descrever

fenômenos supercondutores e estes resultados já estão bem consolidados na literatura [80, 57].

A teoria quântica de campos pode explicar alguns efeitos da supercondutividade. Os

resultados podem ser obtidos em um regime clássico apropriado de uma teoria quântica de

campos inspirada na teoria de Ginzburg-Landau [81]. Embora inicialmente proposto como

uma teoria fenomenológica, a teoria de Ginzburg-Landau pode ser demonstrada como um

caso limite de uma teoria microscópica [82], tal como a teoria da supercondutividade BCS

[56]. O domı́nio da teoria de Ginzburg-Landau é limitado a temperaturas suficientemente

perto da temperatura cŕıtica e a pequenas variações dos campos [57].
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Vamos agora descrever as paredes de domı́nios supercondutoras, para isso vamos

expandir o modelo anterior. Para se obter paredes de domı́nios supercondutoras é necessário

um campo escalar complexo, uma vez que um campo complexo pode fornecer carga ao modelo,

esta carga será justamente a carga elétrica q, e necessitamos ainda do campo escalar que

como vimos, produz a parede de domı́nios. O acoplamento do campo eletromagnético com o

campo escalar complexo é fundamental para a formação de um condensado supercondutor.

Este condensado desenvolve quase todas as propriedades de um material supercondutor,

possibilitando uma descrição bastante ampla da supercondutividade.

Partiremos da seguinte lagrangeana, que possui simetria Z2 ×U(1):

L =
1

2
∂σφ∂

σφ + (∂σχ + ieAσχ)(∂σχ
∗ − ieAσχ∗) − V (φ,χ,χ∗) −

1

4
FσνF

σν . (4.1)

onde σ, ν = 0,1,2, ..., d são ı́ndices relacionados às dimensões do espaço-tempo d+1-dimensional

com paredes de domı́nios (d− 1)-dimensionais. Nosso estudo estará relacionado com paredes

de domı́nios bidimensionais com ı́ndices variando com σ, ν = t, x, y, r. O potencial V(φ,χ,χ∗)

é dado abaixo e foi escolhido de forma apropriada para que a parede de domı́nios se torne

supercondutora:

V (φ,χ,χ∗) =
1

2
λ2(φ2 − a2)2 + λµ(φ2 − a2) ∣χ∣

2
+

1

2
µ2 ∣χ∣

4
+ µ2φ2 ∣χ∣

2
. (4.2)

Vimos no caṕıtulo anterior que o campo escalar real φ é o responsável por desenvol-

ver a parede de domı́nios, o mesmo desenvolve a simetria Z2, enquanto que o campo escalar

χ desenvolve um condensado dentro da parede de domı́nios e também é responsável por de-

senvolver as estruturas internas da parede. O campo eletromagnético tem a responsabilidade

de fornecer a condutividade elétrica e outras propriedades conforme veremos.

As equações de movimento para os três campos são dadas por:

◻φ +
∂V

∂φ
= 0, (4.3)

◻χ +
∂V

∂χ∗
− 2iqAµ∂

µχ − q2AµA
µχ = 0, c.c., (4.4)

◻Aµ + iq(χ
∗∂µχ − χ∂µχ∗) + 2q2Aµ∣χ∣

2 = 0. (4.5)

Agora consideramos (3.14) e (3.15) como soluções de campo de fundo (background fields)

para a equação do campo eletromagnético (4.5). Admitindo Aµ(t, r) = Aµ(r) exp (−iωt) e
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χ(t, r) = χ(r) exp (−iθt) obtemos uma equação tipo Schrödinger para Ax, de modo que

−A′′
x +

1

4
`2sech2

(αr)Ax = ω
2Ax, (4.6)

onde ` = 2
√

2qa
√

λ
µ − 2 e α = 2µa.

A equação (4.6) é uma equação conhecida e com solução bem estabelecida [83], pois

trata-se de um problema de Schrödinger com um potencial tipo barreira, cuja solução é dada

por

Ax(ω,α, `, r) = (sech (αr) )
− iω
α

2F1 [a1 ,a2 ; a3 ;
1

2
(1 − tanh (αr))] , (4.7)

onde 2F1 é uma função hipergeométrica com os parâmetros definidos da seguinte maneira:

a1 =
1

2

−2iω + α +
√
−m2 + α2

α
,

a2 = −
1

2

2iω − α +
√
−m2 + α2

α
, (4.8)

a3 = −
iω − α

α
.

Note que comparando ` = 2
√

2qa
√

λ
µ − 2 com a equação (3.41), obtemos um conden-

sado carregado que vamos chamá-lo de condensado efetivo, uma vez que o mesmo é ‘visto’

pelo campo eletromagnético, já que é dado em termos da carga q. Da equação (3.43), pode-

mos escrever < χ >eff≃ 4qTc
√

1 − T /Tc.

Como o condensado agora é dependente da carga podemos mostar a relação < χ >eff

com a temperatura, veja a figura 4.1:

4.2 A condutividade na parede de domı́nios

A partir da lei de Ohm podemos obter facilmente a condutividade elétrica numa

direção, por exemplo a direção x ao longo da parede de domı́nios supercondutora, dada da

seguinte forma

σx(x, y) =
Jx
Ex

=
A′
x(0)

iωAx(0)
, (4.9)
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Figura 4.1: O condensado efetivo como uma função da temperatura para cargas q = 1,2, e 3
de baixo para cima.

onde na última equação usamos a seguinte relação Ex = −∂tAx = iωAx, e definimos a corrente

como Jx = A′
x(0). Isto pode ser facilmente justificado usando as condições de contorno para

o campo eletromagnético na interface r = 0 que corresponde a um plano ao longo da parede

de domı́nios supercondutora. Mais especificamente, as condições de contorno para o campo

magnético numa interface é

n̂ × B⃗ = J⃗ , r = 0 (4.10)

onde n̂ é um vetor normal a superf́ıcie da parede de domı́nios e J⃗ é a corrente superficial.

Para n̂ = (0,0,1) e A⃗ = (Ax,Ay,0), as condições de contorno tornam-se:

−∂rAx(r) = Jx, em r = 0, (4.11)

que já antecipamos na equação (4.9).

Agora, utilizando a solução para o campo eletromagnético e o expandindo em torno

de um plano genérico r ≈ δ, somos capazes de escrever a forma expĺıcita da condutividade

σx ≡ σ que é dada por

σ(ω,α,m, δ) =

1
8 i (4ω

2 + 4 iω α −m2) 2F1 [b1 , b2 ; b3 ; 1
2(1 − tanh (αδ))]sech2

(αδ)

ω (iω − α) 2F1 [a1 ,a2 ; a3 ; 1
2(1 − tanh (αδ))]

+ tanh (αδ) , (4.12)
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onde 2F1 são funções hipergeométricas com parâmetros dados por

b1 = −
1

2

2iω − 3α +
√
−m2 + α2

α

b2 =
1

2

−2iω + 3α +
√
−m2 + α2

α
(4.13)

b3 = −
iω − 2α

α
.

Lembrando que anteriormente definiu-se a temperatura de modo que, α ≡ T e o

condensado é dado por m. Entretanto, é interessante descrever a condutividade normalizada

pelo condensado efetivo ⟨χ⟩eff ≡ `, que por sua vez é dependente da carga q. Para isto

precisamos fazer a mudança de variáveis da forma `→ q`, α → q−1`q e ω → ωrq` em σ, o que

nos permite escrever

α

q ⟨χ⟩eff
= q−1 (4.14)

e

ω

q ⟨χ⟩eff
= ωr, (4.15)

onde a equação (4.15) nos fornece a frequência reduzida. Por fim, substitúımos estas quan-

tidades nas equações (4.12) e (4.13). O resultado nos mostra que para δ ≈ 0 a condutividade

ótica, veja a figura (4.2), é essencialmente a mesma quando computada em r = 0, ou seja,

exatamente no núcleo da parede de domı́nios. Por outro lado, como será mostrado, a conduti-

vidade (ou a resistividade AC) como uma função da temperatura é muito senśıvel a variações

dos valores de δ. Note que a figura 4.2 é semelhante a figura 2.3, o que mostra que nosso mo-

delo encontra resultados similares aos resultados encontrados no estudo de supercondutores

holográficos.

A seguir, vamos admitir simplesmente αδ = 0 a fim de se estudar outras carac-

teŕısticas da condutividade ótica.

Para baixas freqüências e baixas temperaturas, ou seja ω → 0 e T → 0 a condu-

tividade (4.12) aproxima-se de uma função delta de Dirac δ(ω). Isto porque para T → 0,

temos ` ≈ Tc. Assim, neste limite α2 ≪ `2, e sendo ω2 ≪ `2 as partes real e imaginária da
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Figura 4.2: A parte real da condutividade em função da frequência normalizada pelo con-
densado efetivo. Usamos as cargas q= 8,20, e 32 de cima para baixo; δ = 0.01

condutividade podem ser escritas como

Reσ(ω) ∝
(`/α)2

(ω/α)2 + 1
→ δ(ω), (4.16)

Imσ(ω) ∝
(`/α)2

(ω/α)3 + ω/α
→
`2

α

1

ω
. (4.17)

Não é dif́ıcil notar que a função de distribuição em ω na parte real em (4.16) tende

a uma função delta, enquanto a parte imaginária apresenta um polo em ω = 0. Isto está

de acordo com as relações Kramers-Kronig e com o modelo de Drude para um condutor no

limite em que o tempo de relaxação devido ao espalhamento tende ao infinito, τ → ∞ (su-

percondutor), o que já foi discutido na seção 2.3. O que nos permite concluir que no limite

ω → 0 em T → 0 nosso modelo de fato apresenta uma condutividade DC infinita como é

esperado para um supercondutor.

Agora vamos considerar a condutividade como uma função da temperatura. Anali-

sando o regime αδ → ∞, o argumento na função hipergeométrica tende a zero exponencial-

mente da forma exp(−2αδ). Neste limite a função hipergeométrica pode ser aproximada por

uma série de potências da forma

Reσ(ω,α) ∝ δ(ω) (1 −
1

8

`2

α2
e−2αδ + ...) ≃ δ(ω)e−

1
8
(∆
α
)2 , (4.18)

onde

∆ = `e−αδ, (4.19)
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é a energia de ligação dos pares de Cooper [57]. Por outro lado, como o condensado efetivo

para δ ≠ 0 pode ser rescrito da forma

⟨χ⟩eff ≅ 4qTc

√

1 −
T

Tc
sech(αδ) (4.20)

então no regime αδ →∞, o mesmo torna-se

⟨χ⟩eff ≅ 2` exp(−αδ). (4.21)

Assim das equações (4.19) e (4.21) podemos escrever a seguinte relação

2∆

Tc
=

⟨χ⟩eff
Tc

, (4.22)

a qual é uma relação conhecida entre a energia de ligação (o gap ∆) e o condensado [57].

Analisemos novamente a figura (4.1) para o condensado efetivo, onde temos três

cargas distintas, no regime αδ → 0. A partir da equação (4.22) podemos identificar relações

entre a energia de ligação e a temperatura cŕıtica dadas por 2∆ ≃ 4Tc, 2∆ ≃ 8Tc e 2∆ ≃ 12Tc.

Isto assemelha-se ao compotamento de um supercondutor High-Tc. Para efeito de

comparação sabe-se que supercondutores BCS possuem uma relação t́ıpica 2∆ ≃ 3.5Tc,

enquanto os supercondutores High-Tc apresentam normalmente relações de 2∆ ≃ 5Tc a

2∆ ≃ 8Tc.

Finalmente, apresentaremos o gráfico que descreve o comportamento da parte real

de baixa frequência da resistividade AC ρ, onde sabe-se que ρ = 1
σ , como uma função da

temperatura, figura (4.3). Note que para valores de resistividade suficientemente acima da

temperatura cŕıtica Tc, a mesma diminui quase que linearmente com a temperatura. Além

disso, quando o sistema se aproxima da temperatura cŕıtica, a resistividade tende a aumentar

localmente, mas diminui rapidamente abaixo da temperatura cŕıtica até atingir uma resisti-

vidade muito próximo de zero. Isto pode ser comparado com a resistividade em função da

temperatura para três amostras de supercondutores High-Tc de La-Ba-Cu-O com Tc = 35K

[80]. Este resultado confirma, pelo menos qualitativamente, que nosso modelo de paredes de

domı́nios supercondutoras concorda com algumas propriedades dos cupratos. Neste

caṕıtulo, fizemos a descrição da supercondutividade através de um modelo de paredes de

domı́nios. Identificamos uma relação entre a energia de ligação dos pares de Cooper e o

condensado efetivo que por sua vez depende da temperatura e da carga elétrica q. Para

valores suficientemente altos de carga q, encontramos caracteŕısticas t́ıpicas de supercondu-
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Figura 4.3: A parte real da resistividade em baixas frequências em função da temperatura.
Usamos os seguintes valores δ = 0.40,0.45, e 0.55, nas curvas de baixo para cima; Tc = 3,
ω = 0.8 e q = 1.

tores High-Tc. Calculamos a condutividade ótica e mostramos que para o regime de baixas

temperaturas e frequências obtemos uma condutividade DC infinita. Conclúımos que para

baixas frequências a resistividade AC como uma função da temperatura é similar com a que

acontece nos supercondutores High-Tc. Por fim, notamos que a temperatura cŕıtica tende a

ser reduzida para valores maiores de δ.

Fizemos então uma descrição detalhada dos fenômenos da supercondutividade através

do uso de modelos de paredes de domı́nios supercondutoras e obtivemos resultados similares

aos apresentados no caṕıtulo 2.



CAṔITULO 5

Descrição do efeito Kondo em paredes de doḿınios supercondutoras

Neste caṕıtulo vamos analisar o efeito de uma violação de Lorentz na descrição

da teoria da supercondutividade via paredes de domı́nios apresentada no caṕıtulo anterior.

Aqui, introduziremos um termo de violação de Lorentz na lagrangeana, e a descrição da

supercondutividade acaba ganhando uma nova variável que interpretaremos como impurezas

magnéticas na parede de domı́nios e mostraremos que o modelo descreve o efeito Kondo em

supercondutores, ou seja, o parâmetro que controla a quebra da simetria Lorentz está inti-

mamente relacionado com impurezas que por sua vez geram o efeito Kondo na parede [24].

O efeito Kondo é a blindagem de um momento magnético acoplado a baixa tempera-

tura em um banho de elétrons de condução [2, 23, 64]. A interação Kondo envolve os spins da

impureza magnética e dos elétrons de condução. A blindagem acontece quando um elétron

torna-se ligado a impureza, este fenômeno acontece abaixo de uma temperatura, denominada

temperatura Kondo. Este efeito faz com que a resistividade passe a aumentar à medida que

a temperatura diminui [2] — veja figura (5.1). O efeito Kondo tem sido observado em muitos

sistemas, inclusive em supercondutores [84, 85].
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Figura 5.1: O aumento da resistividade em baixas temperaturas devido ao efeito Kondo [2]

5.1 Modelos que permitem a violação da simetria de

Lorentz

Até então conseguiu-se mostrar uma forma alternativa para descrever os fenômenos

da supercondutividade com o uso de paredes de domı́nios condutoras. Agora vamos estender

esta investigação considerando uma teoria que permite a violação de Lorentz e das simetrias

CPT. A possibilidade de quebra de Lorentz e das simetrias CPT são alvos de muitos trabalhos

e já possuem uma vasta literatura [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22]. Vimos nos caṕıtulos anteriores

um modelo de campos escalares que descreve a supercondutividade. No modelo atual, esta

descrição usa novamente um campo escalar complexo acoplado ao campo de calibre abeliano,

que é responsável pela supercondutividade do sistema e um campo escalar adicional que está

relacionado à criação da parede de domı́nios. Além disso, agora temos outros termos que

permitem a quebra das simetrias de Lorentz e CPT.

Ao se tentar construir teorias f́ısicas sempre buscou-se que a simetria de Lorentz fosse

preservada, por exemplo, no estudo de f́ısica de part́ıculas, o modelo padrão e suas extensões

supersimétricas são constrúıdas levando essas simetrias em conta. Outras teorias seguem

esse mesmo pŕıncipio e o modelo de paredes de domı́nios também o faz. Assim, as simetrias

de Lorentz e as simetrias CPT são propriedades importantes nestes estudos. Entretanto, a

possibilidade de quebrar essas simetrias tem sido considerada em vários contextos diferentes

[19, 21, 22]. Os modelos considerando violações nestas simetrias, como por exemplo, ex-

tensões do modelo padrão podem modificar o setor escalar de Higgs, e isto dá espaço para

estruturas de defeitos topológicos com caracteŕısticas mais gerais [16].

A principal caracteŕıstica apresentada no nosso modelo é que ele pode descrever a
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supercondutividade nas paredes de domı́nios cujo termo que aparece devido à violação de

Lorentz pode desempenhar o papel de impurezas magnéticas no supercondutor. Sabe-se que

impurezas magnéticas têm um grande número de efeitos marcantes na supercondutividade e

um deles é o efeito Kondo [84, 85]. Como veremos, o nosso modelo pode descrever a relação

bem conhecida entre o efeito Kondo e a supercondutividade na parede de domı́nios.

5.2 O modelo com o tensor κµν

Neste caṕıtulo partiremos da mesma lagrangeana que, como vimos, pode descrever

a supercondutividade nas paredes de domı́nios [15], a mesma é dada por

L =
1

2
∂µφ∂

µφ + (∂µχ + iqAµχ)(∂µχ
∗ − iqAµχ∗) − V (φ,χ,χ∗) −

1

4
FµνF

µν , (5.1)

onde µ, ν = 0,1,2, ..., d são ı́ndices relacionados às dimensões do espação-tempo d+1-dimensional

com paredes de domı́nios (d− 1)-dimensionais. Nosso estudo estará relacionado com paredes

de domı́nios bidimensionais com ı́ndices variando com µ, ν = t, x, y, r.

Vamos agora estender esta lagrangeana para estudar um modelo com a possibilidade

de violação de simetria de Lorentz e CPT. Em primeiro lugar, consideramos a classe de

modelos com campos escalares reais [16]

L =
1

2
∂µφ∂

µφ +
1

2
κµν∂µφ∂νφ +

1

2
∂µχ∂

µχ +
1

2
κµν∂µχ∂νχ − V (φ,χ), (5.2)

onde κµν é um tensor constante que possui componentes dadas por

κµν =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

ζ ε ε ε

ε ζ ε ε

ε ε ζ ε

ε ε ε ζ

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (5.3)

com ζ e ε sendo parâmetros reais e o potencial escalar é novamente dado em termos do

superpotencial W como já vimos no caṕıtulo 3, de modo que

V (φ,χ) =
1

2
W 2
φ +

1

2
W 2
χ . (5.4)
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As equações de movimento são dadas por

◻φ + κµν∂µ∂νφ = −
∂V (φ,χ)

∂φ
, (5.5)

◻χ + κµν∂µ∂νχ = −
∂V (φ,χ)

∂χ
. (5.6)

Por simplicidade, fazemos ε = 0, então as equações de movimento para os campos φ ≡ φ(t, r)

e χ ≡ χ(t, r) são

φ̈ − φ′′ + ζ(φ̈ + φ′′) = −
∂V (φ,χ)

∂φ
, (5.7)

χ̈ − χ′′ + ζ(χ̈ + χ′′) = −
∂V (φ,χ)

∂χ
. (5.8)

Assim, para soluções estáticas, temos

φ′′(1 − ζ) =
∂V (φ,χ)

∂φ
, (5.9)

χ′′(1 − ζ) =
∂V (φ,χ)

∂χ
. (5.10)

Podemos fazer a seguinte transformação na coordenada transversal r

r̃ =
r

√
1 − ζ

, (5.11)

de modo que as equações de movimento para os campos escalares podem ser reescritas da

seguinte maneira

φ′′(r̃) =
∂V

∂φ
, (5.12)

e

χ′′(r̃) =
∂V

∂χ
. (5.13)

Escolhendo o superpotencial (3.8) o modelo, como vimos, produz soluções de parede

de domı́nios cujos perfis já discutimos anteriormente, neste caso temos novamente dois tipos
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de soluções, as do tipo I

φ = −a tanh(λar̃),

χ = 0 (5.14)

e as do tipo II

φ = −a tanh(2µar̃),

(5.15)

χ = ±a

√
λ

µ
− 2 sech(2µar̃). (5.16)

Por conveniência, podemos rescrever as soluções (5.15) e (5.16) em termos da coordenada

original r, de modo que obtemos

φ̃ = −a tanh(
2µa

√
1 − ζ

r)

χ̃ = ±a

√
λ

µ
− 2 sech(

2µa
√

1 − ζ
r) . (5.17)

5.3 Supercondutividade nas paredes de domı́nios tipo

II

A partir da lagrangeana (5.2) a qual viola a simetria de Lorentz, desenvolvemos a

seguinte lagrangeana que preserva a simetria Z2 ×U(1):

L =
1

2
∂µφ∂

µφ +
1

2
κµν∂µφ∂νφ +Dµχ(D

µχ)∗ + κµνDµχ(Dνχ)
∗

− V (φ,χ,χ∗) −
1

4
FµνF

µν , (5.18)

onde Dµ = ∂µ − iqAµ e F µν = ∂µAν − ∂νAµ. O potencial (4.2) é mantido na lagrangeana.

As equações de movimento para o campo escalar complexo acoplado com o campo eletro-
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magnético são dadas por

◻χ + κµν[∂µ∂νχ − iqA
ν∂νχ − iqAµ∂µχ − q

2AµAνχ]

+
∂V

∂χ∗
− q2AµA

νχ − 2iqAγ∂γχ = 0, (5.19)

◻Aθ + κµν[iqχ∗∂θχ − iqχ∂θχ∗ + q2δθµAν ∣χ∣
2
+ q2δθνAµ ∣χ∣

2
] +

+iq[χ∗∂θχ − χ∂θχ∗] − 2q2Aθ ∣χ∣
2
= 0. (5.20)

Agora considerando as equações (5.17) como soluções de campo fundo na equação (5.20), e

que

Aµ(t, r) = Aµ(r) exp (−iωt), χ(t, r) = χ̃(r) exp (−iθt), (5.21)

podemos escrever

−A′′
x + 2(1 − ζ)q2Ax ∣χ̃∣

2
= ω2Ax. (5.22)

Definindo as seguintes variáveis

α ≡
2µa

√
1 − ζ

,
1

4
`2 = 2q̃2a2 (

λ

µ
− 2) , q̃ =

√
1 − ζq, (5.23)

temos que

−A′′
x +

1

4
`2sech2

(αr)Ax = ω
2Ax. (5.24)

Como sabemos dos estudos do caṕıtulo anterior, a solução da equação (5.24) é dada por

Ax(ω,α, `, r) = (sech(αr))
iω
α 2F1 [a1;a2;a3;

1

2
(1 − tanh(αr))] , (5.25)

cujos parâmetros são

a1 =
1

2

−2iω + α +
√
−`2 + α2

α
, (5.26)

a2 = −
1

2

2iω − α +
√
−`2 + α2

α
, (5.27)
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a3 = −
iω − α

α
. (5.28)

5.4 O condensado na temperatura finita

Para introduzir os efeitos da temperatura no sistema identificamos as soluções φ̃ e χ̃

em termos de um observador acelerado como fizemos anteriormente [15]

φ̃ = αat(τ), (5.29)

χ̃ = α(
λ

µ
− 2)

1
2

az(τ), (5.30)

onde

t(τ) =
1

α
tanhατ, (5.31)

z(τ) =
1

α
sechατ. (5.32)

Note que τ é novamente identificado como o tempo euclideano. Nós usamos a definição da

aceleração para estabelecer a seguinte relação

ac ≡
√
aµaµ = α −

1

2
α(ατ)2 + ...

≈ α. (5.33)

Nesta aproximação (regime de pequenas velocidades, o observador acelerado é apro-

ximadamente do tipo Rindler), usamos novamente a temperatura Unruh para encontrar

α ≈ 2πT̃ , para estabelecer a temperatura modificada

α ≡ T̃ =
2µa

√
1 − ζ

=
T

√
1 − ζ

. (5.34)

Esta temperatura é obtida usando a solução do tipo II e é a temperatura dentro do conden-

sado. Para temperaturas T ≥ Tc, onde Tc é a temperatura cŕıtica aproveitamos a solução

do tipo I (5.14). Assim, devido a Eq. (5.34) é natural definirmos a temperatura cŕıtica
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modificada em termos da escala de energia λa de (5.14) como sendo

T̃c =
λa

√
1 − ζ

=
Tc

√
1 − ζ

. (5.35)

Podemos também definir a aceleração do sistema como

d2χ̃

dφ̃2
∣

r0

=
d

dφ̃
(
dχ̃

dφ̃
)∣

r0

=
d

dφ
(
dWχ̃

dWφ̃

)∣

r0

=
Wφ̃χ̃

Wφ̃

−
Wφ̃φ̃Wχ̃

W 2
φ̃

RRRRRRRRRRRRr0

= −

√
λ
µ − 2

asech(αr0)
(1 +

λ

µ

tanh2
(αr0)

sech2
(αr0)

) . (5.36)

A temperatura pode ser agora definida da seguinte maneira

β = ∣
d2χ̃

dφ̃2
∣

r0

, β =
1

T
. (5.37)

Novamente expandimos a solução do campo escalar χ̃(r) em torno do núcleo da parede de

domı́nios do tipo II, ou seja r ≈ 0, que é

χ̃(r) =m −
1

2
mα2r2 + ... (5.38)

Semelhante ao caso do caṕıtulo anterior, o condensado é dado por ⟨χ̃⟩ ≈ m. Agora das

Eqs. (5.34)-(5.35) o condensado torna-se

m = a

√
λ

µ
− 2 ≡ a

√
2

√
Tc
T
− 1. (5.39)

Como desejamos obter o valor de a, usamos as equações (5.36)-(5.37) no vácuo supersimétrico

(φ̃ = 0) e (χ̃ = ±a
√

λ
µ), que é r0 ≈ 0 e λ

µ ≫ 1. Logo a em função da temperatura é dado por

1

T
≈

√
Tc
T

a
→ a ∼ T

1/2
c T 1/2. (5.40)

Finalmente obtemos o condensado

m =
√

2Tc

√

1 −
T

Tc
. (5.41)
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Isto implica que o condensado tem precisamente a forma desejada ⟨χ̃⟩ ≈m =
√

2Tc
√

1 − T
Tc

. O

condensado efetivo que é ‘percebido’ pelo campo eletromagnético através da equação (5.22)

é ⟨χ̃⟩eff ≈ 4q̃ Tc
√

1 − T
Tc

com dependência da carga elétrica modificada dada por q̃ =
√

1 − ζq

– ver figura (5.2).

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T

Tc

2

4

6

8

XΧ\
eff

Tc

Figura 5.2: O condensado efetivo como uma função da temperatura para ζ = 0, 0.3, 0.6, 0.9
e 0.95 de cima para baixo, dada a carga q = 2.

5.5 A alteração da condutividade devido as impurezas

Utilizando novamente a lei de Ohm e usando a solução (5.25) para o campo eletro-

madnético em torno de um ponto genérico r ≃ δ podemos escrever a condutividade como

σx(ω,α, `, δ) =

1
8i(4ω

2 + 4iωα − `2) 2F1[b1, b2; b3; 1
2(1 − tanh (αδ))]sech(δα)

2

ω(iω − α) 2F1[a1, a2;a3; 1
2(1 − tanh(αδ))]

+ tanh(αδ), (5.42)

onde os parâmetros b1, b2 e b3 são definidos como

b1 = −
1

2

2iω − 3α +
√
−`2 + α2

α
, (5.43)

b2 = −
1

2

−2iω + 3α +
√
−`2 + α2

α
, (5.44)

b3 =
−iω − 2α

α
. (5.45)
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Nós consideramos a condutividade normalizada pelo o condensado efetivo `→ q̃`, de

tal modo que definimos α = q̃−1q̃` e ω = ωrq̃` em σ. As figuras 5.3 e 5.4 mostram as partes real e

imagiária da condutividade como uma função de ω
q̃⟨χ⟩ (frequência reduzida). O efeito da carga

modificada devido aos valores de ζ pode ser facilmente notado. Isto mostra claramente uma

primeira evidência do efeito de impurezas na condutividade ótica como uma consequência

do termo que viola Lorentz. Estes resultados de condutividade ótica são semelhantes aos

obtidos em pesquisas recentes sobre os efeitos de impurezas em supercondutores holográficos

[86].

A condutividade como uma função da frequência normalizada pela temperatura

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Ω

q XΧ\
0.0
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0.8
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Figura 5.3: A parte real da condutividade como uma função da frequência normalizada pelo
condensado efetivo para cargas modificadas q̃ e ζ = 0.937500,0.609375 e 0 de cima para baixo;
δ = 0 and q = 32.
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Figura 5.4: A parte imaginária da condutividade como uma função da frequência normalizada
pelo condensado efetivo para cargas modificadas q̃ e ζ = 0.937500,0.609375 e 0 de cima para
baixo; δ = 0 and q = 32.

também pode ser observada nas figuras 5.5 e 5.6. Essas figuras também mostram a presença
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Figura 5.5: A parte real da condutividade como uma função da frequência normalizada pelo
condensado efetivo para cargas modificadas q = 1 e temperaturas T = 0.99,0.85,0.45 e 0.20
de cima para baixo; δ = 0 e a temperatura cŕıtica é dada por Tc = 1.
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Figura 5.6: A parte imaginária da condutividade como uma função da frequência normalizada
pelo condensado efetivo para cargas modificadas q = 1 e temperaturas T = 0.99,0.85,0.45 e
0.20 de cima para baixo; δ = 0 e a temperatura cŕıtica é dada por Tc = 1.

de um pólo na parte imaginária da condutividade. De fato, existe sempre um pólo na parte

imaginária, Im (σ), enquanto ` ≡ ⟨χ̃⟩eff é real, ou seja, T < Tc, uma vez que podemos mostrar

que

Im σ(ω) →
`

ω
, as ω → 0. (5.46)

Isto também pode ser confirmado observando as figuras 5.5 e 5.6 que mostram quanto

mais a temperatura decresce o pólo na parte imaginária é favorecida (linha azul). À medida

que a temperatura se aproxima da temperatura cŕıtica (linha vermelha) o efeito começa a

desaparecer. Além do mais, conforme comentado anteriormente, de acordo com a relação de

Kramers-Kronig

Im σ(ω) = −
1

π
P ∫

∞

−∞
Re σ(ω′)dω′

ω′ − ω
(5.47)
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a existência desse comportamento implica na existência de uma função delta de Dirac na

parte real, Re σ(ω), em ω = 0 para temperaturas abaixo da temperatura cŕıtica Tc.

Note que a figura (5.5) é muito semelhante à figura (2.2) obtida nos estudos dos

supercondutores holográficos.

Assim nosso modelo apresenta uma condutividade (DC) infinita como o esperado

para um supercondutor.

5.6 Efeito Kondo

Ao se estudar a condutividade de sistemas magnéticos a baixas temperaturas nota-

se um importante fenômeno conhecido como Efeito Kondo. Essencialmente este efeito é

um acoplamento dos elétrons de condunção de um metal a impurezas magnéticas [23]. O

fenômeno acontece abaixo de uma temperatura cŕıtica, a temperatura Kondo. Este efeito é

naturalmente um problema de muitos corpos, sua matemática é necessariamente complexa.

Sua primeira explicação foi dada em 1960, e muitas ferramentas matemáticas avançadas

foram aplicadas.

Nota-se pelas caracteŕısticas do efeito Kondo uma semelhança com as caracteŕısticas

dos supercondutores, ambos estão relacionados com um temperatura cŕıtica e além disso o

efeito Kondo pode ser descrito como um fenômeno de resistividade mı́nima. Um modelo

microscópico utilizado para descrever uma impureza magnética no interior de um metal

é o chamado modelo de Anderson [87]. Este modelo para certos parâmetros descreve a

f́ısica do efeito Kondo. Aqui vamos, através do nosso modelo, descrever o efeito Kondo nos

supercondutores.

5.6.1 Descrição do efeito Kondo via paredes de domı́nios super-

condutoras

Ao analisar a figura 5.2 notamos que, quando ζ → 1 a carga modificada q̃ tende a

zero e o condensado ` ≡ ⟨χ̃⟩eff → 0. Neste regime a supercondutividade é destrúıda mesmo

no regime onde T < Tc. Se assumirmos ζ como um campo magnético externo, a existência

de supercondutividade impõe um limite sobre ele, uma vez que a supercondutividade o exige

devido ao efeito Meissner. Por outro lado, isto também pode estar relacionado com impurezas

magnéticas ou efeito Kondo, o qual está relacionado com o aumento da resistividade elétrica
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a baixa temperatura como uma resposta da interação forte entre os elétrons de condução e

as impurezas magnéticas em um material metálico normal ou metal supercondutor. Como

iremos mostrar explicitamente, a temperatura cŕıtica tende a diminuir em função da con-

centração de impurezas n̄ ∼ 1/ρ, onde ρ é a densidade de estados de elétrons de condução

por átomo por spin. A fim de fazer uma conexão precisa dos nossos resultados com o efeito

Kondo, primeiramente, expandimos a temperatura cŕıtica bem conhecida [85] em uma série

potências de n, ou seja,

Tc ∼ TK exp(−
1

∣g∣Nρ − n
TKρ

) = Tc0 (1 −
n

TKc2ρ
) +O(n2). (5.48)

Isso acontece para Tc0 ≪ TK < TD e elétrons com energia menor que TK . A interação

supercondutora ∣g∣ é reduzida pela repulsão ∼ n/NTKρ2 entre impurezas e elétrons.

Aqui c = ∣g∣Nρ é dependente da interação supercondutora g, ρ e do número de átomos

N . Tc0 ≡ TKe−1/c é a temperatura cŕıtica sem as impurezas e TK é a temperatura Kondo.

Sendo assim, a equação (5.48) pode ser reformulada da seguinte maneira

Tc
Tc0

= 1 −
(2π)2Tc0
TKc2

n̄ +O(n2), (5.49)

onde n̄ = n/(2π)2Tc0ρ é a concentração de impureza.

É importante lembrar que, para grandes valores de αδ o argumento da função hi-

pergeométrica tende a zero exponencialmente com e−2αδ. Neste regime podemos expandir a

fórmula da condutividade em uma série de potências, que é dada em alguns termos por

Reσ(ω,α) ≈ δ(ω) (1 −
1

8

`2

α2
e−2αδ + ...) ≅ δ(ω)e−

1
8
(∆
α
)2 , (5.50)

onde

∆ = `e−αδ, (5.51)

precisamente como no caso anterior define a energia de ligação ∆(T =0)≃2Tc de um par de

Cooper, onde identificamos ` = 2ωD ≡ 2TD como a temperatura de Debye δα = 1/V NF , sendo

V > 0 o potencial de ligação e NF a densidade de orbitais com energia de Fermi de acordo

com a teoria BCS. Assim, a temperatura cŕıtica é definida como

Tc = TDe
−αδ. (5.52)
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Uma vez que estamos assumindo o expoente em termos de um potencial de ligação V , isto

sugere que o parâmetro ζ de fato proprociona uma variação do potencial de ligação da seguinte

maneira

Ṽ = V
√

1 − ζ = V −∆V, (5.53)

onde ∆V = (1/2)V ζ +O(ζ2) claramente enfraquece a energia de ligação dos pares de Cooper.

Então lembrando que α ≡ T /
√

1 − ζ e assumindo o mesmo racioćınio anterior, temos

Tc = TDe
−Tδ− 1

2
Tδζ = Tc0e

− 1
2
Tδζ . (5.54)

Aqui identificamos Tc0 como a temperatura cŕıtica da parede sem a presença de

impurezas. Sendo δ uma posição qualquer a partir do núcleo da parede de domı́nios com

espessura ≈ 1/λa, encontramos

δ =
1

λa
+ dδ =

1

Tc
−
dTc
T 2
c

=
1

Tc
−
bT

T 2
c

, (5.55)

onde na equação acima (5.55) a pequena contribuição (dTc) é associada com a fração b de

alguma escala de temperatura T . Agora vamos avaliar T na escala Kondo TK , de tal forma

que

Tδ ≡ TKδ =
TK
Tc

−
bT 2

K

T 2
c

=
TK
Tc

(1 −
bTK
Tc

) ≃
TK

Tc + bTK
. (5.56)

A temperatura cŕıtica (5.54) pode agora ser escrita como sendo

Tc
Tc0

= exp
⎛

⎝
−

1

2

ζ
Tc
TK

+
TK
Tc0

⎞

⎠
, (5.57)

onde nós definimos o raio b = TK/Tc0 para que possamos comparar a escala Kondo com

respeito a Tc0 — esta é a escala usual de referência. Agora, para efeito de comparação com os

resultados já bem estabelecidos na literatura [84, 85], veja a figura 5.7 para TK ≤ Tc0 (acima)

e TK ≥ Tc0 (abaixo).

Agora nós podemos explicitamente estabelecer a relação entre ζ e a concentração de

impureza n̄. Fazemos isso expandindo a equação (5.57) em uma série de potências em ζ, e
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dessa forma encontramos

Tc
Tc0

= 1 −
1

2

ζ
Tc
TK

+
TK
Tc0

+O(ζ2)

= 1 −
1

2

Tc0
TK

ζ +O(ζ2), TK ≫ Tc0. (5.58)

Em seguida, comparando as equações (5.48), (5.49) e (5.58) é fácil estabelecer a
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Figura 5.7: A temperatura cŕıtica como uma função do termo de violação de Lorentz ζ
(acima) para TK/Tc0 = 1/32, 1/18, 1/8, 1/4 e 1; e ζ (abaixo) para TK/Tc0 = 16, 8, 4, 2 e 1
de cima para baixo. Tc0 = 1.

correspondência ζ ≡ (8π2/c2)η̄. Isso faz uma clara conexão entre o termo de violação de

Lorentz e a concentração de impurezas em um supercondutor, que pode exibir uma descrição

alternativa do efeito Kondo na teoria quântica de campos, pelo menos nas aproximações

acima mencionadas.

O fato de Tc desenvolver uma curvatura negativa para o caso TK < Tc0 (figura 5.7

— acima) está em total acordo com a teoria de Abrikosov e Gor’kov (AG) [88]. Entretanto,

como na teoria de Muller-Hartman e Zittartz (MZ) [84], nossos resultados mostram uma

forma mais interessante. Neste regime podemos ver que para TK suficientemente pequena,

Tc deixa de ter um único valor, e em alguns valores de concentração de impurezas n̄ (ou ζ

em nosso modelo) aparecem três valores de temperatura cŕıtica — isso pode ser facilmente

visto desenhando-se uma linha imaginária vertical interceptando três pontos em algumas

curvas. Particularmente, existe duas temperaturas de transição Tc1 e Tc2 acima TK para

alguns valores de n̄. Isto significa que ao diminuir a temperatura, primeiro sistema torna-se

supercondutor em Tc1 e depois torna-se normal outra vez em Tc2. Uma terceira temperatura

cŕıtica significa que a fase supercondutora finalmente reaparece em temperaturas abaixo

de TK , que são dificilmente acessadas experimentalmente. Assim, este efeito mostra que a
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supercondutividade não existe para todas as temperaturas abaixo da temperatura cŕıtica,

sendo uma evidência do efeito Kondo em supercondutores. A teoria MZ tem mostrado uma

grande concordância com um grande número de experimentos. Particularmente, a evidência

experimental de três temperaturas cŕıticas foi claramente encontrada em [89].

Apesar de ter sucesso em várias experiências, o formalismo apresentado na teoria MZ

é correto desde que a correlação entre as impurezas possam ser negligenciadas. A principal

cŕıtica se baseia no fato de que a curva Tc−n̄ sempre apresenta uma cauda infinita, parecendo

não haver concentração cŕıtica de impurezas n̄c onde Tc desaparece. Isto está em desacordo

com experimentos que mostraram que sempre aparece uma concentração cŕıtica finita. Em

[85] há discussões sobre extensões da teoria MZ, onde, basicamente, existe uma concentração

cŕıtica, e leva-se em conta as propriedades dinâmicas das impurezas.

Uma tentativa no sentido de incluir essas propriedades dinâmicas das impurezas no

atual modelo poderia ser alcançado levando em conta altas ordens em ζ. Do ponto de vista

de teoria de campos isto poderia ser feito adicionando termos de violação de Lorentz de altas

ordens nas derivadas.

Estendemos o modelo apresentado no caṕıtulo anterior e mostramos que um modelo

que permite a violação da simetria de Lorentz pode descrever outros fenômenos supercon-

dutores. Mostramos que o parâmetro ζ que controla a quebra de tal simetria desempenha

o papel de impurezas, tanto porque proporciona uma modificação na carga elétrica do sis-

tema afetando a condutividade ótica e o condensado, como também porque apresenta uma

redução da temperatura cŕıtica da mesma maneira como seria de se esperar no efeito Kondo.

No efeito Kondo são consideradas principalmente as impurezas magnéticas. Portanto, este

novo modelo pode apresentar uma aplicação mais realista para descrever a superconduti-

vidade através da teoria quântica de campos no limite da teoria de campo médio com a

inclusão de termos de violação de Lorentz. Novamente, nossos resultados são semelhantes

aos resultados obtidos nos estudos dos supercondutores holográficos.



CAṔITULO 6

Conclusões

A pesquisa em teoria de campos possibilita os f́ısicos a descreverem fenômenos da

natureza com uma grande precisão. A teoria clássica de campos é a maneira mais simpes de

se tratar estes fenômenos. Neste contexto, o estudo de campos escalares nos permite criar

modelos simples com um formalismo matemático suficientemente rigoroso. Com a utilização

de modelos bem estabelecidos e conhecidos na literatura pode-se estender modelos já exis-

tentes e tentar compreender fenômenos ainda não explicados. O nosso trabalho teve como

proposta utilizar esses modelos e essas ferramentas a fim de descrever fenômenos relacionados

com a temperatura de modelos de campos escalares e assim descrever a supercondutividade.

Uma das áreas da f́ısica que recebe mais aplicações dos modelos de teoria de campos

é a matéria condensada. O estudo de paredes de domı́nios é ideal para esse objetivo, uma

vez que o próprio conceito de parede de domı́nios é um conceito originalmente magnético.

Em uma primeira abordagem utilizamos um modelo de paredes de domı́nios com

estruturas internas, este modelo já está bem estabelecido e suas soluções já eram conhecidas.

Ao fazer uma analogia entre as soluções que geram estas paredes de domı́nios com estrutu-

ras internas e os observadores de Rindler, foi posśıvel encontrar a temperatura do sistema

e encontrar o condensado relacionado ao modelo. Como se sabe, o fenômeno da supercon-

dutividade está relacionado com uma transição de fase e a formação de um condensado.

Sendo assim, tornou-se posśıvel descrever fenômenos supercondutores com o modelo. Essa
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descrição nos trouxe interessantes resultados e uma excelente concordância com resultados

experimentais e teóricos sobre o tema. O modelo encontra resultados compat́ıveis tanto para

supercondutores BCS como para supercondutores High-Tc. Os resultados de condutividade

e resistividade ótica estão de acordo com os resultados esperados para o fenômeno.

Ao se estender o primeiro modelo para um modelo que permite a violação da simetria

de Lorentz, tornamos o mesmo mais abrangente e poderoso, que permite estudar a blinda-

gem de cargas e a presença de impurezas no supercondutor. Estudou-se como as impurezas

alteram o condensado efetivo. As impurezas mudam o estado supercondutor e altera sua

resistividade e sua condutividade, como apresentado nos gráficos. As impurezas magnéticas

em um supercondutor estão relacionadas com um efeito muito importante, o efeito Kondo.

Notou-se então que esta proposta descreve o efeito Kondo e mostra resultados precisos e de

pleno acordo com os resultados experimentais. Assim, se o primeiro modelo faz uma descrição

da supercondutividade através de paredes de domı́nios, o segundo descreve o efeito Kondo

em supercondutores através destas paredes.

Como perspectiva futura, pretende-se utilizar outras soluções solitônicas para tentar

descrever fenômenos deste tipo. A existência de várias soluções podem ser úteis para o estudo

de diferentes tipos de supercondutores e de outros efeitos.

Nota-se que nossa descrição apresenta resultados similares aos resultados obtidos no

estudo de supercondutores holográficos apresentados no caṕıtulo 2.

A continuação dos nossos estudos sobre supercondutividade torna inevitável a abor-

dagem holográfica dos supercondutores. O entendimento do cáculo númerico utilizado nesses

estudos vai possibilitar a sua aplicação em inúmeros fenômenos. Como, por exemplo, encon-

trar os supercondutores relacionados com cada buraco negro apresentado nesta tese. Além

disso, várias outras questões interessantes, tais como a aplicação de técnicas de holografia em

modelos bidimensionais em QCD usando buracos negros do tipo AdS-Schwarzschild, devem

ser abordadas futuramente.
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[22] V. A. Kostelecký e R. Potting, “CPT , strings, and meson factories”, Phys. Rev. D

51 3923–3935 (Apr, 1995). http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.51.3923.

[23] C. Krull, Introduction to the Kondo Effect, pp. 31–50. Springer International

Publishing, Cham, 2014. http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-02660-2_3.

[24] D. Bazeia, F. Brito, e J. Mota-Silva, “Kondo effect from a Lorentz-violating domain

wall description of superconductivity”, Physics Letters B – (2016).

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0370269316305470.

[25] S. A. Hartnoll, C. P. Herzog, e G. T. Horowitz, “Holographic Superconductors”,

JHEP 12 015 (2008), arXiv:0810.1563 [hep-th].

[26] S. A. Hartnoll, C. P. Herzog, e G. T. Horowitz, “Building a Holographic

Superconductor”, Phys. Rev. Lett. 101 031601 (2008), arXiv:0803.3295 [hep-th].

[27] S. A. Hartnoll, “Lectures on holographic methods for condensed matter physics”,

Class. Quant. Grav. 26 224002 (2009), arXiv:0903.3246 [hep-th].

[28] M. A. Anacleto, D. Bazeia, F. A. Brito, e J. C. Mota-Silva, “Quantum-corrected

two-dimensional Horava-Lifshitz black hole entropy”, Adv. High Energy Phys. 2016

8465759 (2016), arXiv:1512.07886 [hep-th].



Referências Bibliográficas 58 de 77
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[41] S. Shankaranarayanan, K. Srinivasan, e T. Padmanabhan, “Method of complex paths

and general covariance of Hawking radiation”, Mod. Phys. Lett. A16 571–578 (2001),

arXiv:gr-qc/0007022 [gr-qc].

[42] S. Shankaranarayanan, T. Padmanabhan, e K. Srinivasan, “Hawking radiation in

different coordinate settings: Complex paths approach”, Class. Quant. Grav. 19

2671–2688 (2002), arXiv:gr-qc/0010042 [gr-qc].

[43] Q.-Q. Jiang, S.-Q. Wu, e X. Cai, “Hawking radiation as tunneling from the Kerr and

Kerr-Newman black holes”, Phys. Rev. D73 064003 (2006), arXiv:hep-th/0512351

[hep-th]. [Erratum: Phys. Rev.D73,069902(2006)].

[44] Z. Xu e B. Chen, “Hawking radiation from general Kerr-(anti)de Sitter black holes”,

Phys. Rev. D75 024041 (2007), arXiv:hep-th/0612261 [hep-th].

[45] R. Banerjee e B. R. Majhi, “Quantum Tunneling and Back Reaction”, Phys. Lett.

B662 62–65 (2008), arXiv:0801.0200 [hep-th].

[46] C. A. S. Silva e F. A. Brito, “Quantum tunneling radiation from self-dual black

holes”, Phys. Lett. B725 456–462 (2013), arXiv:1210.4472 [physics.gen-ph].

[47] B. Majumder, “Black Hole Entropy with minimal length in Tunneling formalism”,

Gen. Rel. Grav. 45 2403–2414 (2013), arXiv:1212.6591 [gr-qc].

[48] M. A. Anacleto, F. A. Brito, e E. Passos, “Supersonic Velocities in Noncommutative

Acoustic Black Holes”, Phys. Rev. D85 025013 (2012), arXiv:1109.6298 [hep-th].

[49] M. A. Anacleto, F. A. Brito, e E. Passos, “Superresonance effect from a rotating

acoustic black hole and Lorentz symmetry breaking”, Phys. Lett. B703 609–613

(2011), arXiv:1101.2891 [hep-th].

[50] M. A. Anacleto, F. A. Brito, e E. Passos, “Noncommutative analogue

Aharonov-Bohm effect and superresonance”, Phys. Rev. D87 125015 (2013),

arXiv:1210.7739 [hep-th].

[51] M. A. Anacleto, F. A. Brito, e E. Passos, “Quantum-corrected self-dual black hole

entropy in tunneling formalism with GUP”, Phys. Lett. B749 181–186 (2015),

arXiv:1504.06295 [hep-th].



Referências Bibliográficas 60 de 77
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APÊNDICE A

Correções quânticas da termodinâmica de um buraco negro de

Horava-Lifshitz em duas dimensões

O estudo de teorias de gravidade em duas dimensões do espaço-tempo tem rece-

bido muita atenção da comunidade cient́ıfica e está presente em larga escala na literatura

[90, 91, 92, 93, 94, 95, 96], fornecendo um excelente laboratório teórico a fim de melhorar a

compreenção de questões relevantes para a gravidade quântica. Tais teorias nos últimos anos

tem apresentado uma estrutura muito rica e uma interessante relação com a teoria de campo

conforme [97], o modelo Liouville [98], os modelos de treliças aleatórias [99], e modelos sigma

[100, 101, 102]. Formalmente, a teoria em duas dimensões tem semelhanças com a relativi-

dade geral de quatro dimensões e pode ser tratada como uma teoria clássica de campos. Por

exemplo, a solução desta teoria tem uma estrutura de horizonte de eventos não trivial que

permite a existência de buracos negros em duas dimensões do espaço-tempo. Recentemente,

uma nova teoria da gravidade foi apresentada por Horava em [103], hoje conhecida como a

teoria da gravidade de Horava-Lifshitz. Muitos aspectos desta teoria foram apresentados na

literatura [104, 105, 106, 107, 108, 109, 110]. Faz-se então um estudo da termodinâmica de

um buraco negro de Horava-Lifshitz e estudaremos as correções quânticas devido ao pŕıncipio

generalizado da incerteza.
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A.1 Teoria da gravidade de Horava-Lifshitz

A teoria da relatividade geral de Einstein é o principal alicerce para estudos sobre

a gravitação em larga escala. Esta teoria tem grandes trunfos, como a equivalência entre a

massa inercial e a massa gravitacional, além disso explica os devios nas órbitas dos corpos

celestes em torno do Sol, corrigindo a teoria da gravidade de Newton, e prever a deflexão de

raios de luz que passam perto do Sol e fornece um formalismo muito poderoso.

Entretanto, é de conhecimento geral que as teorias de gravidade não são renorma-

lizáveis. Também é de conhecimento geral que a teoria da relatividade de Einstein é muito

bem sucedida como uma teoria efetiva que se decompõe em alguma escala. Sendo assim, é de

se esperar que tenhamos uma teoria mais geral renormalizável que em alguma escala retome

a teoria de Einstein [111]. Observando, por exemplo, a ação de Einstein-Hilbert, notamos

que a mesma só possui derivadas de baixas ordens de curvatura, então é natural que uma

teoria renormalizável possa ser obtida através da inclusão de termos de curvatura de ordem

superior.

A teoria de Einstein é muito bem sucedida quando considera-se uma pequena cur-

vatura, porém para situações onde a curvatura é maior a teoria acaba falhando, como no

estudo de marés, onde os escalares de curvatura divergem. Isso significa que quando trata-se

de regiões do espaço-tempo onde a curvatura é muito alta, ou seja, a escala de comprimento

é muito pequena, o tratamento quântico é necessário. A escala onde os fenômenos quânticos

se tornam importantes é a escala de Planck.

Nessas escalas uma teoria quântica da gravidade é necessária, e uma foi recente-

mente proposta por Petr Horava [103], que abandona a equivalência entre tempo e espaço

assumida por Einstein, substituindo-a pela simetria de Lifshitz, que é um reescalonamento

anisotrópico, dado por

xi → bxi, t→ bzt, (A.1)

onde z é um expoente dinâmico cŕıtico. Quando z = 1 temos a equivalência entre tempo e

espaço. Neste caṕıtulo vamos trabalhar exatamente nessa situação, uma vez que estamos em

duas dimensões.

Recentemente foi proposta uma nova solução de um buraco negro Horava-Lifshitz em

duas dimensões [59]. Neste caṕıtulo o principal objetivo é abordar as questões das correções

quânticas de entropia deste buraco negro de Horava-Lifshitz.
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A.2 Prinćıpio da incerteza generelizado

O prinćıpio da incerteza de Heisenberg representa uma propriedade fundamental para

sistemas quânticos. Esta propriedade diz que deve haver um limite na precisão das medições

de observáveis f́ısicos como, por exemplo, a posição e o momento, assim não se pode calcular

precisamente o tempo e a energia simultaneamente. Em outras palavras, quanto mais precisa

é uma medida, menos precisa será a outra [112, 113]. A relação de incerteza é dada por

∆x∆p ≥
h̵

2
, (A.2)

onde ∆x e ∆p são as incertezas para posição e o momento, respectivamente. Note que esse

fato contraria drasticamente a mecânica newtoniana, uma vez que nesta última pode-se medir

simultaneamente as duas grandezas com precisão absoluta. Esse é o conteúdo do prinćıpio

da incerteza, um conceito fundamental para a f́ısica, apresentado por Werner Heisenberg em

1927 [114]. Note que a incerteza não está relacionada aos erros experimentais.

Com a melhoria experimental recente, tornou-se posśıvel a detecção de uma mensura-

bilidade limitada de comprimentos quânticos. Assim pode-se usar as desiguadades de Wigner

para descrever o limite quântico do tempo de vida do buraco negro [115, 116]. Verifica-se

então que o raio de Schwarzschild é correspondente às restrições sobre o comprimento de

Wigner. Mostrando que existe um comprimento quântico mı́nimo. A ideia fundamental é

simples: a corda não interage a distâncias menores do que o seu tamanho, que é determinado

pela sua tensão. A informação acerca das interações da corda seria inclúıda no loop de Polya-

kov. A existência de um comprimento mı́nimo leva a um prinćıpio da incerteza generalizado

[117].

Muitos trabalhos estão sendo produzidos utilizando o conceito do prinćıpio da in-

certeza generalizado para, dentre outras coisas, obter-se as correções quânticas de grandezas

f́ısicas através deste pŕıncipio. Muitos outros trabalhos estão sendo propostos na litera-

tura, a fim de compreender os aspectos quânticos da entropia do buraco negro, por exemplo

[118, 119, 120, 121, 122, 123, 124]. Na referência [125, 126] os autores mostraram que as

correções quânticas para a entropia de Bekenstein-Hawking são logaŕıtmicas e dependentes

da área. Além disso, nas referências [127, 128] encontrou-se um termo de correção adicional

para a entropia que depende de cargas conservadas e nas referências [128, 129, 130] utili-

zando o método de brick-wall foi investigada a entropia de um buraco negro acústico em

duas dimensões. No entanto, ao determinar a entropia por este método notou-se que deve

ser inserido um cut-off na região do ultra-violeta para eliminar a divergência na densidade de
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estados próximo ao horizonte de buracos negros. Por outro lado, os modelos que consideram

que a relação de incerteza de Heisenberg é modificada a divergência que surge no modelo de

brick-wall são eliminadas [131, 132, 133, 134, 135, 136], já em [137, 138] foram analisadas

as correções para a termodinâmica dos buracos negros admitindo o prinćıpio da incerteza

generalizado.

Por exemplo, no espaço unidimensional, temos a seguinte modificação para a relação

de incerteza de Heisenberg

∆x∆p ≥
h̵

2
[1 + α2 (∆p)

2
] , (A.3)

onde α é uma constante positiva que é independente das incertezas. As propriedades ter-

modinâmicas dos buracos negros são modificadas por causa da generalização do prinćıpio da

incerteza.

A fim de se obter correções na temperatura do buraco negro, o limite de momento

máximo no prinćıpio da incerteza generalizado é identificado como um limite na energia

máxima do sistema e a incerteza na posição pode ser tomada como sendo proporcional ao

raio do horizonte de eventos do buraco negro [139, 140, 141, 142].

As próximas seções, inspiradas por todas as pesquisas citadas anteriormente, concentram-

se principalmente em novas soluções para o buraco negro de Horava-Lifshitz em duas di-

mensões através do método de Hamilton-Jacobi, a fim de determinar a temperatura e a

entropia de um buraco negro usando o prinćıpio da incerteza generalizado.

A.3 Correções quânticas

Nesta seção, considera-se o GUP (generalized uncertainty principle) e aplica-se o

método de Hamilton-Jacobi no formalismo de tunelamento para se calcular a temperatura

de Hawking e a entropia corrigidas quanticamente de um buraco negro de Horava-Lifshitz

em duas dimensões. Assim, para o prinćıpio da incerteza generalizado, temos

∆x∆p ≥ h̵(1 − α
lp
h̵

∆p +
α2l2p
h̵2

(∆p)2) , (A.4)
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onde α é um parâmetro adimensional positivo e lp o comprimento de Planck. Pode-se escrever

ainda a equação (A.4) da seguinte maneira

∆p ≥
h̵(∆x + αlp)

2α2l2p

⎛

⎝
1 −

¿
Á
ÁÀ1 −

4α2l2p

(∆x + αlp)
2

⎞

⎠
, (A.5)

onde escolhe-se o sinal negativo. Desde que
lp

∆x ≪ 1, a equação acima pode ser expandida em

série de Taylor

∆p ≥
1

∆x
[1 −

α

∆x
+

2α2

(∆x)2
+⋯] . (A.6)

aqui considera-se as unidades naturais (c = kB = h̵ = 1) e lp = 1. Neste regime prinćıpio da

incerteza generalizado também pode ser escrito como

∆p∆x ≥ 1. (A.7)

Agora, identifica-se a estado de momento (∆p) no prinćıpio de incerteza generalizado com o

estado de energia do sistema (ω), isto é ∆p ≥ 1/∆x = ω. Assim, a equação (A.6) pode ser

escrita como

ωG ≥ ω [1 −
α

2(∆x)
+

α2

2(∆x)2
+⋯] , (A.8)

onde ω é a energia de uma part́ıcula quântica.

Portanto, para uma part́ıcula com energia corrigida ωG, a probabilidade de tunela-

mento é dada por

ΓG ≅ exp[−2ImIG]. (A.9)

Consequentemente, a correção da temperatura torna-se

THLG =
ω

2ImIG

= THL [1 −
α

2(∆x)
+

α2

2(∆x)2
+⋯]

−1

. (A.10)

Em seguida considera-se os três casos apresentados anteriormente, primeiramente va-

mos calcular as demais grandezas termodinâmicas para depois disso calcularmos as correções.
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A.3.1 Primeiro caso: Buraco negro tipo Schwarzschild

Para calcular a entropia, usamos

SHL1 = ∫
dM

THL1

, (A.11)

e substituindo a equação (2.38) na equação (A.11), encontra-se

SHL1 = π ln(
M

M0

) , (A.12)

ou melhor

SHL1 = π ln (πM2) − π ln (πMM0) . (A.13)

Esta é a entropia esperada em buracos negros em duas dimensões [90]. Além disso, o

primeiro termo da equação (A.13) se assemelha a um termo de correção que é do tipo

ln (A
4
) = ln (4πM2) para a entropia dos buracos negros em quatro dimensões. Observe que

o significado da entropia para buracos negros em duas dimensões é diferente dos casos de

dimensões mais elevadas. Isto é porque o horizonte de eventos é simplesmente um ponto, ou

seja, não tem qualquer área. No entanto, ainda admite a relação termodinâmica [135, 136]

dM = TdS −ΦdQ, (A.14)

onde Φ é o potencial elétrico, e não é necessário qualquer momento angular. Assim, o

horizonte tem a sua temperatura própria e uma entropia associada, permitindo assim utilizar

a equação (A.14) para definir a entropia [90]. Note que a constante M0 desempenha o papel de

um comprimento fundamental, as propriedades termodinâmicas de um buraco negro em duas

dimensões já exigem este comprimento [90]. Isto parece ter a caracteŕıstica de teorias que

não existem no regime semi-clássico. Assim, um comprimento mı́nimo mensurável implica

em uma revisão importante da f́ısica quântica [143].

Também podemos calcular o calor espećıfico que é dado por

C = T
∂S

∂T
, (A.15)

assim, das equações (2.38) e (A.13), obtemos

CHL1 = π. (A.16)
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A temperatura de Hawking pode ser usada para calcular a taxa de emissão. Em

um buraco negro a energia emitida é dominada por fotóns [144]. Usando a lei de Stefan-

Boltzmann em duas dimensões, temos:

dM

dt
∝ T 2. (A.17)

Desta forma, a taxa de emissão neste caso é

dMHL1

dt
∝
M2

π2
. (A.18)

A.3.2 Segundo Caso: Buraco negro tipo Reissner-Nordström

Para a entropia encontra-se os seguintes resultados

SHL2 = ∫
dM

THL2

= 2πη
√
MΛ. (A.19)

Das equações (2.41) e (A.19), o calor espećıfico é dado por

CHL2 = πη
√
MΛ. (A.20)

A taxa de emissão é dada por

dMHL2

dt
∝

1

(πη)2

M

Λ
. (A.21)

A.3.3 Terceiro caso: Buraco negro tipo AdS-Schwarzschild

Para a entropia escontramos o seguinte resultado

SAdS−S = 21/3πη (MΛ)
2/3
. (A.22)
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Das equações (2.44) e (A.22), o calor espećıfico é dado por

CAdS−S = 2
4
3πηΛ

M

(MΛ)
1
3

. (A.23)

A taxa de emissão é dada por

dMAdS−S
dt

∝
9

44/3π2η2
(
M

Λ2
)

2/3
. (A.24)

A.3.4 Correção quântica para o buraco negro tipo Schwarzschild

Aqui escolhe-se ∆x = 2x+h = 2Λ
√

2/η. Assim, para o primeiro caso, a temperatura

corrigida em função do prinćıpio de incerteza generalizado é dada por

THLG1 = THL1 [1 −
αlp
4Λ

√
η

2
+
ηα2l2p
16Λ2

+⋯]

−1

. (A.25)

De modo que, devido a correção a entropia torna-se

SHLG1 = ∫
dM

THLG1

= [π −
παlp
4Λ

√
η

2
+
πηα2l2p
16Λ2

+⋯] ln(
M

M0

) . (A.26)

Correções devido ao prinćıpio de incerteza generalizado para a entropia não alteram

a dependência do parâmetro de massa que é sempre do tipo ln(M) e M2.

O calor espećıfico corrigido é dado por

CHLG1 = CHL1 [1 −
αlp
4Λ

√
η

2
+
ηα2l2p
16Λ2

+⋯.] (A.27)

A taxa de emissão corrigida é

dMHLG1

dt
∝
M2

π2
[1 −

αlp
4Λ

√
η

2
+
ηα2l2p
16Λ2

+⋯]

−2

. (A.28)

Devido ao GUP também podemos resolver a questão da massa mı́nima de buracos negros.

A partir da Eq. (A.5), podemos garantir a seguinte desigualdade

4α2l2p ≤ (∆x + αlp)
2. (A.29)
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Entretanto, no presente caso, o horizonte não depende da massa, isto é, ∆x = 2Λ
√

2/η, nós

simplesmente encontramos uma escala de comprimento mı́nimo dado por

Λmin =
α lp

2
√

2/η
. (A.30)

A.3.5 Correção quântica para o buraco negro tipo Reissner-Nordström

Agora, para o segundo caso temos ∆x = 2Λ
√
MΛ e a temperatura corrigida devido

ao GUP é

THLG2 = THL2 [1 −
αlp

4Λ
√
MΛ

+
α2l2p

8MΛ3
+⋯]

−1

. (A.31)

Consequentemente, para a entropia corrigida obtemos

SHLG2 = ∫
dM

THLG2

= 2πη
√
MΛ −

πηαlp
4Λ

ln(
M

M0

) −
πηα2l2p

4Λ3

√
Λ

M
+⋯. (A.32)

Neste exemplo, além de outros tipos de correções, foi obtida uma correção logaŕıtmica

para a entropia do buraco negro. Esta correção logaŕıtmica aparece a partir da contribuição

αlp(∆p) no GUP.

O calor espećıfico corrigido é dado por

CHLG2 = πη
√
MΛ −

πηαlp
8Λ

ln(
M

M0

) −
πηα2l2p

8Λ3

√
Λ

M
+⋯. (A.33)

A taxa de emissão corrigida é

dMHLG2

dt
∝

1

(πη)2

M

Λ
[1 −

αlp

4Λ
√
MΛ

+
α2l2p

8MΛ3
+⋯]

−2

. (A.34)

Neste caso o horizonte é dependente da massa. Assim, substituindo ∆x = 2Λ
√
MΛ

na equação (A.29), a massa mı́nima é dada por

Mmin =
α2l2p
4Λ3

. (A.35)
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A.3.6 Correção quântica para o caso tipo AdS-Schwarzschild

Agora, para o segundo caso têm-se ∆x = 2(4MΛ4)1/3 e a correção da temperatura

devido as correções são dadas por

TAdS−S−G = TAdS−S [1 −
α lp42/3

16(MΛ4)1/3 +
α2lp

241/3

32(MΛ4)2/3 +⋯]

−1

. (A.36)

Consequentemente, para a correção da entropia, obtêm-se

S AdS−S−G = ∫
dM

TAdS−S−G

= 21/3π η (MΛ)
2/3

−
1

4

π η 22/3α lp (MΛ)
1/3

Λ
+

1

24

π η α2lp
2

Λ2
ln(

M

M0

) (A.37)

Agora, o resultado tem mais semelhança com o segundo caso.

Observe que foram obtidas as correções quânticas para a entropia, devido aos efeitos do

prinćıpio da incerteza generalizado considerando o formalismo de tunelamento através do

método de Hamilton-Jacobi.

O calor espećıfico corrigido é dado por

CAdS−S−G = 2
4
3πηΛ

M

(MΛ)
1
3

−
1

2

π η 22/3α lp (MΛ)
1/3

Λ
+

1

12

π η α2lp
2

Λ2
ln(

M

M0

) . (A.38)

A taxa de emissão corrigida é dada por

dMAdS−S−G
dt

∝
9

44/3π2η2
(
M

Λ2
)

2/3
[1 −

α lp42/3

16(MΛ4)1/3 +
α2lp

241/3

32(MΛ4)2/3 +⋯]

−2

. (A.39)

Como neste caso temos ∆x = 2(4MΛ4)1/3, a equação (A.29) nos fornece a massa

mı́nima

Mmin =
α3l3p
32Λ4

. (A.40)

Aqui apresentamos a termodinâmica do buraco negro de Horava-Lifshitz em duas di-

mensões apresentado no caṕıtulo 2. Calculamos também as correções quânticas das grandezas

encontradas através do prinćıpio da incerteza generalizado.


