UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM Fisica

MESTRADO EM Fisica

Gabriel Queiroz Garcia

Fases Geométricas para Quasiparticulas em Grafeno

na Presenca de Deslocacao

Joao Pessoa - PB

2013



i

GABRIEL QUEIROZ GARCIA

FASES GEOMETRICAS PARA QUASIPARTICULAS EM GRAFENO NA
PRESENCA DE DESLOCACOES

Dissertacao apresentada ao Curso de
Mestrado em Fisica da Universidade Fe-
deral da Paraiba, como requisito parcial

para obtengao do Grau de Mestre.

Orientador: Prof. Dr. CLAUDIO BENEDITO SILVA FURTADO

Joao Pessoa - PB

2013



G216f  Garcia, Gabriel Queiroz.
Fases geométricas para quasiparticulas em grafeno na
presenca de deslocacgbes / Gabriel Queiroz Garcia.- Jodo
Pessoa, 2013.
68f. : il.
Orientador: Claudio Benedito Silva Furtado
Dissertacao (Mestrado) - UFPB/CCEN
1. Fisica. 2. Grafeno. 3. Deslocagfes. 4. Fase de Berry.

UFPB/BC CDU: 53(043)




il

GABRIEL QUEIROZ GARCIA

FASES GEOMETRICAS PARA QUASIPARTICULAS EM GRAFENO NA
PRESENCA DE DESLOCACOES

Dissertacao apresentada ao Curso de
Mestrado em Fisica da Universidade Fe-
deral da Paraiba, como requisito parcial

para obtengao do Grau de Mestre.

Aprovada em Margo de 2013.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Claudio Benedito Silva Furtado - Orientador

Universidade Federal da Paraiba

Prof. Dr. Alexandre Manoel de Morais Carvalho - Examinador Externo

Universidade Federal de Alagoas

Prof. Dr. José Roberto Soares do Nascimento - Examinador Interno

Universidade Federal da Paraiba

Joao Pessoa - PB

2013



ﬁ

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pos-Graduag8o Stricto Sensu em Fisica

DECLARACAOQ DE TITULAGAO.
2w Mestrado

A Comissdo Examinadora que abaixo assina este documento, reunida no dia 15 de
margo de 2013, na Sala de Reunides do Departamento de Fisica do Centro de Ciéncias
Exatas ¢ da Natureza da Universidade Federal da Paraiba, APROVA Gabriel Queiroz
Garcia na defesade sua dissertacdo intitulada “Fases geométricas para quase

particulas em grafeno na presenga de deslocagdes”.

Jodo Pessoa, 15 de margo de 2013

Orientador: %,
Prof. Dr. Clzgn@%gﬁééﬁo da Silva
_ Furtado ;
(UEPB)
1° Examinador: - 22 Examinador:
wid T i v
Prof. Dr. Jose Roberto Soarés Nascimento rof. Dr. Alexandre Carvalho
T (UFAL)
Campus I — Jardim Universitario Jodo Pessoa-PB, Brasil CEP: 58051-900

Fone: 083-3216-7422 http://www.fisica.ufpb.br secpos@fisica.ufpb.br



v

Dedico a minha familia e para todas as pes-

soas que me apoiaram até este momento.



Agradecimentos

Em primeiro lugar, agradeco a Deus por chegar onde estou e por tudo de bom que
aconteceu de bom comigo, pelas as amizades feita, pelos os momentos dificeis superados
e por mais uma etapa concluida. Agradeco também a minha familia, por me apoiar nas
minhas escolhas mais dificeis da minha vida. Aos meus pais, Henrique Garcia e Gléria
Garcia, por me tornarem o que eu sou hoje. A minha irma Stephanie Garcia por ser
mais que irma pra mim. A Eliane André da Cruz por me aguentar mesmo nos piores
momentos. Ao prof. Claudio Furtado, agradeco pela sua orientagao desde o tempo da
graduacao e pelo trabalho executado no mestrado. Agradeco também a Knut Bakke e
Jilvan Lemos, pessoas que eu aprendi a respeitar e admirar, por ajudar neste trabalho
e tirar duvidas. Aos meus amigos de mestrado: Jardson Ricardo, Paulo Porfirio, Tiago
Silva, José Amaro, Felipe de Freitas, e Julio Brandao, por esses anos de convivéncias, pelos
momentos bons e ruins vividos e pela grande amizade construida. Agradeco a CAPES

pelo o apoio financeiro neste trabalho.



Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3
24

2.5
2.6

2.7

3.1
3.2

Formas Grafiticas da esquerda para direita: embrulhando temos o fulereno
0D, enrolando temos o nanotubos 1D e empilhando temos o grafite 3D [10].
Espectros de energia das quasiparticulas em matéria condensada: A. Por-
tadores de cargas sao normalmente descritos pela equacao de Schrodinger
na matéria condensada. B. Particulas relativisticas no limite da massa de
repouso nula. C. A quasiparticula no grafeno descrito por uma equagao do
tipo Dirac sem massa. D. A camada dupla de grafeno é descrito por um
hamiltoniano que ¢ a mistura de Dirac e Schrodinger [8]. . . . . . .. . ..
Representacao dos orbitais atomicos do carbono na rede do grafeno [25]. . .
A. A figura é a representacao da rede do grafeno. Os vetores @; e dy sao
os vetores primitivos da rede. Os vetores 51, 52 e 53 sao os vetores dos
primeiros vizinhos de um sitio na rede. B. A figura corresponde a zona
de Brillouin, onde temos a célula unitaria da rede reciproca, de modo que
K e K’ sao os pontos de Fermi. Os vetores d; e @ sao os vetores da rede
reciproca [35]. . . . . L
Estrtura de banda do grafeno [16].. . . . . . . . ... ...
Defeito linear: Deslocacao. A. Na figura temos uma deslocacao do tipo
edge com o vetor de Burgers perpendicular a linha de corte. B. Na figura
temos uma deslocagao do tipo scroll com vetor de Burgers paralelo a linha
decorte [37]. . . . ..

Defeito linear: Desclinagao [43]. . . . . . ... ... .. ..

Representacao do efeito Aharonov-Bohm [52]. . . . .. ... ... ... ..
Efeito Aharonov-Bohm considerando uma caixa de potencial circundando

uma linha de fluxo [45]. . . . . . . . .

vi

4



vii

4.1 Deslocagao do tipo Edge com vetor de Burgers na dire¢ao radial [57]. . . . 36



Sumario

Agradecimentos
Lista de Figuras
Resumo
Abstract

1 Introdugao

2 Grafeno e Defeitos Topolégicos
2.1 Grafeno . . . ...
2.1.1 Modelo de Tight-Binding para o Grafeno . . . . . . . ... ... ..
2.1.2 Expansao para Pequenos Momentos . . . . . .. ... ... ... ..
2.2 Defeitos em Cristais . . . . . . . . .. ... L
2.2.1 Torgao e Curvatura . . . . . . . .. ...
2.2.2 Referenciais Locais . . . . . . . .. ... oo

2.2.3 Tipos de Defeitos em Cristais . . . . . .. .. ... .. ... ....

3 Fases de Berry
3.1 Processos Adiabaticos . . . . .. ... Lo
3.2 Fases Geométricas . . . . . . .. ..
3.3 Efeito Aharonov-Bohm . . . . . . .. .. .. ... ... .

3.4 Acoplamento Férmion-Torcao . . . . . . . . . ... ... .. ... ... ..

4 Fases Geométricas em Grafeno na Presenca de Deslocacoes
4.1 Deslocacao do Tipo Edge com Vetor de Burgers na Direcao Radial . . . . .

4.1.1 Fase Geométrica Abeliana . . . . . . . . . . ... ...

vii

xi

10
12
14
18
21

25
26
29
31
34



4.1.2 Fase Geométrica Nao-Abeliana . . . . . .. .. ...

4.2 Deslocacao do Tipo Edge com Vetor de Burgers na direcao x
5 Conclusao

Referéncias Bibliograficas

1X

44
46

51

53



Resumo

Recentemente, Mesaros, Sadri e Zaanen investigaram o aparecimento de fases de
Berry na dinamica de quasiparticulas em grafeno com deslocagoes tipo edge. Em contraste
com desclinagoes, as deslocagoes requerem apenas energias finitas para serem criadas, de
modo que ¢é virtualmente impossivel preparar um cristal que nao contém deslocagoes.
Mesaros, Sadri e Zaanen usaram a teoria da elasticidade classica, para introduzir as infor-
macoes devido a deslocacao, no hamiltoniano da particula e usaram método tight-binding
numa aproximagao de continuo para descrever o sistema. Eles obtiveram que a dinamica
da particula adquire uma fase de Berry e que esta fase pode ser usadas para aplicagoes em
computacao quantica. Neste trabalho, usamos a teoria geométrica de defeitos de Katanaev
e Volovich para introduzir deslocagoes em uma folha de grafeno em uma aproximacao de
continuo. Obtemos a métrica que descreve uma deslocacao tipo edge. Obtemos o hamil-
toniano que descreve a dinamica das quasiparticulas no grafeno neste espaco curvo com
tor¢ao. Escrevemos a equagao de Dirac para esse sistemas e investigamos o aparecimento
de fases de Berry neste sistema. Mostramos que a fase geométrica obtida para o nosso

sistema depende da intensidade do vetor de Burgers.

Palavras-chave: Grafeno. Deslocagoes. Fase de Berry.
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Abstract

Recently, Mesaros, Sadri and Zaanen investigated the rise of Berry phases in the
dynamics of quasiparticle in graphene with edge dislocation. In opposition with disclina-
tions, dislocations require only finites energies to be created so that is virtually impossible
to prepare one crystal, which doesn’t have dislocations. Mesaros, Sadri e Zaanen used the
theory of classic elasticity, to introduce informations due deslocations, in the Hamiltonian
of particle and also used tigth-binding method to describe the system. They obtained
that dynamics particle acquires one Berry phase and which this phase can be used at
applications in quantic computation. In this work, we use the Katanev and Volovich
geometric theory of defects to introduce dislocations in the graphene’s sheet. We obtain
the metric which descibe edge dislocations. We obtain the Hamiltonian which descibe the
dynamic of quasiparticle in the graphene at curved space-time with torsion. Write the
Dirac equation to this system and investigate the rise of Berry phase in this system. We

show that Berry phase obtained to our system depends of intensity of Burgers vector.

Keywords: Graphene. Dislocations. Barry’s Phase.



Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacao vamos estudar a influéncia de um defeito topoldgico na dinamica
de uma quasiparticula no grafeno, em particular estudaremos a influéncia de uma desloca-
¢ao. Recentemente varios artigos vem estudando a influéncia de defeitos no grafeno, como
por exemplo [1, 2, 3, 4], e tem mostrado que a presenca de pares pentadgono-heptégono re-
presenta uma deslocacao no grafeno. Em particular, Mesaros, Sadri e Zaanen publicaram
um trabalho no qual obtiveram que a dinamica da quasiparticula no grafeno adicionando
uma fase de Berry apds uma mudanga no referencial local [5]. Eles obtiveram neste re-
sultado utilizando a teoria da elasticidade no hamiltoniano da quasiparticula, para assim
introduzir informacoes sobre o defeito. Neste trabalho desenvolvemos um método geomé-
trico para mostrar o surgimento da fase de Berry encontrado por Mesaros, Sadri e Zaanen,
a partir da teoria geométrica de defeitos desenvolvida por Katanaev e Volovich [6]. Esta
fase tem grande importancia na area de computacao holonomica. A partir da obtencao
de fases de Berry no grafeno podemos descrever portas logicas na computacao, de modo
que o grafeno torna-se uma alternativa para a criagao de dispositivos eletronicos.

No Capitulo 2 desta dissertagao, em primeiro lugar, vamos discutir sobre o grafeno,
abordando suas propriedades fisicas, eletronicas, cristalinas, e até estrutural. Deste modo
teremos um apanhado geral sobre o seu desenvolvimento, método de criacao, e momentos
relevantes a fisica envolvendo o grafeno. Apds este breve apanhado sobre o grafeno, vamos
mostrar que para método de tight-binding no grafeno, numa aproximacao para pequenos
momentos, a interacao entre o elétron e o ponto de Fermi vai apresentar uma disper-

sao linear, de modo que podemos descrever a quasiparticula no grafeno através de uma
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equacao de Dirac. Adiante, descrevemos a teoria geométrica de defeitos desenvolvida por
Katanaev e Volovich, e apresentamos a ferramenta matemaética utilizada na dissertacao: a
geometria de espaco-tempo curvo, utilizando tensores e formas diferenciais. Para finalizar,
falamos sobre os tipos de defeitos existentes em cristais, como eles sao obtidos a partir
dos processos de Volterra, e relacionando-os com aspectos do espago-tempo curvo: torgao
e curvatura.

No Capitulo 3 vamos falar sobre fase de Berry. Vamos apresentar e provar o teorema
adiabatico. Entao, mostraremos como obter uma fase quantica devido a geometria do
sistema. Aqui também mostramos que esta fase é invariante sob uma transformacao
de gauge. Por fim, apresentamos aqui o efeito Aharonov-Bohm como um exemplo de
fase geométrica. No capitulo 4, desenvolvemos um método geométrico e mostramos o
surgimento de fases de Berry no grafeno devido a influéncia de uma deslocacao do tipo
edge. No capitulo 5 apresentamos as conclusoes do trabalho e as expectativas futuras em

relacao a aplicagao do método descrito nesta dissertacao. Em toda dissertacao faremos

h=c=1.



Capitulo 2

Grafeno e Defeitos Topologicos

2.1 Grafeno

O grafeno é um cristal formado por uma rede hexagonal de atomos de carbono,
sendo assim estritamente bidimensional. Este material exibe propriedade excepcionais,
tanto mecanicas, quanto eletronicas e cristalinas. O carbono se liga na rede através de
duas ligagoes simples e uma ligacao dupla com os seus trés vizinhos mais préximos. E o
material mais fino do universo, ao mesmo tempo o material mais forte ja medido. Sua
carga exibe uma gigante mobilidade, devido a sua massa efetiva ser nula, e pode viajar por
micrometros sem ser espalhado em temperatura ambiente. O transporte de elétrons no
grafeno é descrito por uma equacao do tipo Dirac, por isso ele tem levado ao surgimento de
um novo paradigma de modo que fenémenos quanticos relativisticos podem ser imitados
e testados, ou seja, um laboratorio de altas energias. A potencialidade do grafeno é muito
grande, e cada vez mais pesquisadores estudam sobre o mesmo [1, 2, 3, 4].

Planos atomicos ja sao bem conhecidos como parte do bulk de um cristal, porém
um plano totalmente isolado com espessura de um atomo ainda nao tinha sido objeto
de estudo. De fato na década de 30, Landau e Peierls demonstraram nos seus trabalhos
que cristais 2D sao termodinamicamente instéveis [17, 18], ou seja, flutuagoes térmicas
em rede cristalina com baixa dimensao levam ao atomo se deslocar uma distancia na
ordem das distancias entre dtomos, causando a instabilidade do cristal. Por este fato,
até 2004 acreditou-se que nao existiam cristais ordenados em 2D, sem uma base 3D. A

impossibilidade do crescimento de cristais 2D nao significa que eles nao possam ser criados



artificialmente.

Em 2004 o cristal de grafeno [21] e outros cristais 2D foram descobertos. O cristal de
grafeno esta sendo produzido de duas formas: a partir do substrato, através da esfoliacao
e do crescimento epitaxial [19], e também na forma de uma folha auténoma [20]. Por esta
descoberta Andre Geim e Konstantin Novoselov receberam o prémio Nobel em fisica no
ano de 2010. Uma grande variedade de aplicacoes praticas ¢ possivel com a exploragao das
propriedades do grafeno, como a criagao de novos materiais e a producao de dispositivos
elétricos inovadores. Estimam-se que os chips de grafeno serao muito mais eficientes do
que os de silicio, viabilizando o desenvolvimento de computadores mais eficazes. Devido
as suas propriedades ele é tido como uma mina de ouro para os pesquisadores da area.

Podemos rearranjar o grafeno de algumas formas diferentes: embrulhando temos
o fulereno, enrolando temos os nanotubos de carbono e empilhando temos o grafite, ver

Fig.2.1.

Figura 2.1: Formas Grafiticas da esquerda para direita: embrulhando temos o fulereno

0D, enrolando temos o nanotubos 1D e empilhando temos o grafite 3D [10].

Até entao, na matéria condensada nao se conhecia material com propriedades ele-
tronicas tao unicas e diferentes. Os materiais conhecidos eram descritos pela a equacao
de Schrodinger, que nao funciona para portadores de carga sem massa. No grafeno, por

sua vez, os elétrons préoximos aos pontos de Fermi sao descritos por quasiparticulas que
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obedecem uma equacao de Dirac sem massa. Outra vantagem do grafeno é que o elétron
se propaga, por varios micrometros sem ser espalhado, na sua prépria camada com a
espessura do tamanho de um dtomo, tornando-se assim muito mais facil a sua deteccao
através de uma varredura por uma sonda, e também a sua sensitividade na presenca de
materiais tais como dielétricos, supercondutores, ferromagnéticos, entre outros. No gra-
feno, os efeitos quanticos sao claramente observados, devido que os elétrons no grafeno
abrangem distancia na ordem de micrometros sem ser espalhados. Deste modo, devido
a sua massa efetiva ser nula, esses efeitos permanecem mesmo, sobrevivendo até mesmo
a temperatura ambiente. Na Fig. 2.2 temos os espectros de energia das quasiparticulas
trabalhadas na matéria condensada. Naturalmente as pesquisas iniciais nos mostraram a
diferenca dos efeitos quanticos entre o grafeno com a equacao de Dirac sem massa e os
efeitos ja bem conhecidos devido a equacao de Schrédinger. Entre os efeitos ja testados
experimentalmente temos: Tunelamento de Klein [22], o efeito hall anomalo [11], absor¢ao
tica definida pela constante de estrutura fina [23], etc.

A maleabilidade no grafeno é incrivel. Deste modo, ao aplicar uma tensao ou
deformacao, podemos alterar suas propriedades eletronicas, oticas e cristalinas. De fato,
quando aplicarmos uma tensao sobre o grafeno teremos a criagao de um campo de gauge
local [16], ou até mesmo alteraremos a estrutura de banda do grafeno.

A estrutura de banda é formada por uma banda de valéncia (completamente ocu-
pada) e por uma banda de condugao (vazia) com a forma conica e se encontrando no
vértice, chamado de ponto de Fermi, ver Fig.2.2. Cada carbono esta ligado aos seus 3
vizinhos mais préximos através de uma ligagdo dupla e duas simples ( ver Fig.2.3), ou
seja, temos trés ligacoes o e uma ligacao 7. As ligagoes o sao responsaveis pela robustez
da estrutura da rede em todos os alétropos. Por causa do principio da exclusao de Pauli,
as bandas o estao completamente preenchidas, ou seja, sao as bandas de valéncia. O
orbital p,, que esta perpendicular ao plano, pode se ligar de forma covalente através de
um ligagao do tipo m. A banda 7 nao esta completamente preenchida [16]. Vemos entao
que a banda o sera responsavel pelas propriedades mecanicas do grafeno, e a banda
sera responsavel pelas propriedade eletronicas.

Um dos métodos de obtencao do grafeno mais promissor é o crescimento epitaxial.
Este método trata da decomposicao de gases ou vapores contendo atomos de carbono,

e fazendo uso de substratos onde os dtomos possam ser depositados para formarem o
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Figura 2.2: Espectros de energia das quasiparticulas em matéria condensada: A. Por-
tadores de cargas sao normalmente descritos pela equacao de Schrodinger na matéria
condensada. B. Particulas relativisticas no limite da massa de repouso nula. C. A qua-
siparticula no grafeno descrito por uma equacao do tipo Dirac sem massa. D. A camada

dupla de grafeno é descrito por um hamiltoniano que é a mistura de Dirac e Schrodinger

[8].

grafeno [26]. Por exemplo, uma das variagoes desse método consiste em aquecer o grafite
e o ruténio a uma certa temperatura na qual os atomos de carbono sao absorvidos pelo
ruténio. Logo depois ha um processo de resfriamento no qual os atomos de carbono se
organizam na superficies do ruténio formando a primeira camada de grafeno. Prosseguindo
com o resfriamento uma segunda camada é formada. A primeira camada esta fortemente
ligada a superficie de ruténio, de modo que é dificil retirar essa camada, enquanto que a
segunda camada ja nao esta fortemente aderida ao substrato sendo possivel retira-la, e

assim ¢ obtida a folha unica de grafeno [27].

Figura 2.3: Representagao dos orbitais atémicos do carbono na rede do grafeno [25].

A seguir faremos a aproximacao de tight-binding para o grafeno. Neste modelo

encontraremos a dispersao linear e a equacao de Dirac para quasiparticulas sem massa.



2.1.1 Modelo de Tight-Binding para o Grafeno

O grafeno é uma rede arranjada na forma hexagonal, ver Fig.2.4. Note que a
rede hexagonal pode ser visto como a sobreposigao de duas sub-redes triangulares A/B.
Deste modo, vemos que a célula unitaria do grafeno é composta por dois atomos, cada

um pertencendo a uma sub-rede A/B (Em toda dissertacao faremos h = ¢ = 1).

—
=N
Y

.-:1 Y,
|
>

N\

Figura 2.4: A. A figura é a representacao da rede do grafeno. Os vetores a; e dy sao os
vetores primitivos da rede. Os vetores 51, 52 e 53 sao os vetores dos primeiros vizinhos
de um sitio na rede. B. A figura corresponde a zona de Brillouin, onde temos a célula
unitaria da rede reciproca, de modo que K e K’ sdo os pontos de Fermi. Os vetores @; e

s sao os vetores da rede reciproca [35].

Podemos escrever os vetores primitivos da rede como:
L a L a
a = 5(\/3, 3), @ = 5(—\/3, 3). (2.1)

Onde a ¢ a distancia entre os sitios da rede. Pela a relacao a; -a; = 27,5, podemos

escrever os vetores da rede reciproca:
—nk 2m %
ay = _(\/ga 1)7 Ay = _a(_\/ga 1) (22)

A posicao especificada de cada célula unitaria no grafeno é dada por,

—

Rj = nc_il + m&’g, (23)



onde o indice que rotula o vetor R é j = (n,m).
Os primeiros vizinhos mais proximos de um sitio, assim como os pontos de Fermi

mo mostr na Fig.2.4, sa ri rm
K e K’, como mostrados na Fig.2.4, sao escritos da forma,

Elzg(\/ﬁ,n, @:%(—\/ﬁ,n, 5y = a(0, —1); (2.4)
B2 _(,0, B=2"_(-1,0. (2.5)

3a\/§ B 3a\/§
Note que a célula unitaria da rede do grafeno é formado por dois atomos das duas

sub-redes. Agora vamos nos utilizar do Teorema de Bloch para escrever os auto-estados

do hamiltoniano da rede. O Teorema de Bloch [30] esta enunciado logo abaixo.

Teorema 2.1.1 (Bloch) O auto-estado ¢ do hamiltoniano de um elétron H = % +
V(7), onde V(F) = V(F—i—ﬁ) ¢ um potencial periédico, para todo R na rede de Bravais, pode
ser escolhido ter a forma de uma onda plana vezes uma funcao contendo a periodicidade

da rede Bravais:

—

Ui(F) = M (7),
de modo que,

No modelo de tight-binding as auto-funcoes do hamiltoniano sao descritas como
a combinacao linear das auto-fungoes atomicas. Entao, primeiro tomaremos a combina-
¢ao linear das auto-funcoes dos atomo presentes na célula unitdria e entao em seguida

colocaremos um fator de fase [30],

Ui(F) = cAR)TLF) + P (k) TE(F)
= \/LN Z etF-Rj [CA(%>¢(F— ﬁf) + B(k)(F — ﬁf) 7 (2.6)

aqui N é o numero de células unitérias e ¢(7) é a funcao de onda dos orbitais p, dos atomos
de carbono. Os indices A/B rotulam os atomos de cada sub-rede. Devido a arbitrariedade
da escolha da origem, da posigao dos eixos, e por simplicidade, escolheremos que a posi¢ao
da célula unitdria seja dada a partir dos atomos da sub-rede A, ou seja, ﬁf = ﬁj e, por
consequencia, podemos escrever o atomo da sub-rede B como a soma entre o vetor que

especifica a posicao da célula unitaria e o vetor posi¢cao do primeiro vizinho Rf = R;+03.
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Na aproximagao de tight-binding os elétrons que estao num determinado sitio A/B
podem saltar para um dos seus trés primeiros vizinhos na sub-rede B/A, respectivamente.
De modo que, o hamiltoniano tera que apresentar termos que transforma uma auto-funcao
de um atomo na sub-rede A/B na auto-fungdo de um dtomo que esta na sub-rede B/A.
O hamiltoniano de tight-binding é,

H=—t> (o)) (6P| + h.c.) . (2.7)
(ig)

O segundo termo é o hermitiano conjugado do primeiro termo. Na notacao de bras
e kets temos que a fungao de onda pode ser escrita como ¢(77 — E?/ B) = <¢;-4/ B]F}. Aqui
t é o parametro de hopping que da a probabilidade de um elétron numa sub-rede A/B
pular para a sub-rede B/A respectivamente. Preste atengao também que, a base desse
espaco ¢ formada por dois auto-estados {]¢]A>, |¢f>} que representam os auto-estados de
atomos de cada sitio na célula unitaria.

Deste ponto, temos que o préximo passo trata-se de encontrar as auto-funcoes
para os coeficientes ¢4 (k) e ¢®(k). A partir do calculo de <¢§1/B|H|\Pk>, e utilizando a

equagao (2.6) sabendo que (Vg|) = Wi(7), obtemos duas equagoes relacionando estes

dois coeficientes. Deste modo,

(R R) = —t (7 4 e R 1) PR
e(R)cB(R) = t(elk“1+ei’2'“2+1) AR (2.8)
Definindo,
foR) = =t (7 e 1 1), (2.9)

podemos escrever o hamiltoniano na forma matricial,

wiy— | folk) ) (2.10)

fok) 0

Resolvendo a equagao de auto-valores, temos que

e(k) = £|fo(k)| = :I:t\/3 + 2cos (V3kga) + 4 cos (V3kea/2) cos (3kya/2). (2.11)

O espectro de energia do grafeno representado pela equagao (2.11) é mostrada na
Fig.(2.5). E interessante ver o que acontece quando multiplicarmos a equagao (2.9) pela

fase e~t93.

f(l;) _ <e_iE'gl n 6_“2.52 . e-il%%) . (2.12)
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Onde d; com i = 1,2,3 sao os vetores dos primeiros vizinhos. E também | f (E)\ =
| fo(K)|. Deste modo podemos reescrever o hamiltoniano (2.10) na forma usual encontrada

na literatura,

. 0 Y3 ik
H(k) = R 2o . (2.13)
—t> 0 etk-0i 0

Figura 2.5: Estrtura de banda do grafeno [16].

2.1.2 Expansao para Pequenos Momentos

Nesta secao vamos expandir o hamiltoniano numa aproximacao de pequenos mo-
mentos, de modo que mostraremos que a quasiparticula no grafeno é descrita por uma
equacao do tipo Dirac sem massa. Podemos escrever qualquer ponto de Fermi na rede
reciproca pela forma:

% e 3
K= 5% + may + nas. (2.14)

O indice £ = +1 rotula os dois vales do espago reciproco, pois assim como a rede

do grafeno sua célula unitéria contém dois pontos de Fermi. Note que as equagoes (2.5),

assim como mostrados na Fig.(2.4), sao K = /235 e K/ = E&). O produto interno entre o

ponto de Fermi e os vetores primitivos da rede (2.1) sao:

- 2 -, 2
= %5 +2mm, kS, - dy = —%’5 + 2n7. (2.15)
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Agora vamos fazer o momento ser k = kS + ¢, onde kS = sdo os pontos de Fermi.

Considerando que |q] < |kS, | e expandindo a equaco (2.9), lembrando (2.1), temos:

fik) =t f?ﬁf‘ (a1 — dy) — %5' (@ +as) |,
f(R) = vp(€q. —igy). (2.16)

O fator vp = 3at/2 é conhecido como a velocidade de Fermi. Voltando na equagao

(2.10), temos que o hamiltoniano sera:
H = —ivgd -V, (2.17)
as matrizes de Pauli ¢ atuam nas sub-redes do grafeno, e sao definidas como,

0 1 0 —1 1 0
o = DOy = e ) (2.18)
10 0 0 -1
Para cada ponto de Fermi hd uma equacao (2.17). De fato, podemos escrever o

hamiltoniano do grafeno como uma equagao do tipo Dirac para férmions sem massa:
iy O = 0. (2.19)

Onde v é o spinor com 4 componentes da equacao de Dirac. Note que mesmo nao
sendo um sistema relativistico, o grafeno nessa aproximacao se comporta como tal. A
partir do formalismo quantico relativistico da equacgao de Dirac podemos verificar varios
efeitos quanticos que ocorrem, como ja foi citado acima. Além disso, podemos também
obter efeitos devido a geometria do espago. A equacao acima indica que o grafeno é um
sistema (241)-dimensional, de modo que podemos ter efeitos devido a defeitos topoldgicos
no espaco-tempo.

Para o estudo de defeitos em matéria condensada é necessario complicadas con-
digoes de contorno na teoria da elasticidade. Nos anos 90 os pesquisadores Katanaev
e Volovich demonstraram que esses defeitos poderiam ser descritos mais simplesmente
através da geometria diferencial [6], como feito para defeitos em gravitacao, tomando o li-
mite continuo. Neste limite o cristal é descrito por uma variedade, um espago-tempo curvo
com complicada topologia mas que se parece localmente com espago-tempo de Minkowski,
onde curvatura e torcao estao relacionadas respectivamente com desclinacao e deslocacao.

No grafeno a substitui¢ao de alguns hexdgonos por pentdgonos (curvatura positiva) ou
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heptdgonos (curvatura negativa) temos a introdugao da curvatura. A deslocac¢do pode ser
formada juntando um pentdgono e um heptagono através de uma linha que sera represen-
tado pelo vetor de Burgers da deslocacao. Na proxima secao descreveremos a formulagao
de defeitos em cristais através da geometria diferencial, assim como os tipos de defeitos

que ocorrem em cristais.

2.2 Defeitos em Cristais

A criacao de cristais em laboratdrios sempre se depara com um obstaculo: o apa-
recimento de defeitos no crescimento de cristais. De fato, seja de origem quimica, elétrica
ou estrutural, é fato que esses cristais crescem com muitos defeitos. Vamos considerar um
cristal em trés dimensoes perfeito, infinito e sem nenhuma forca externa aplicada sobre

ele. Podemos descrever os sitios da rede desse cristal como,
T = nlﬁl + ngc_ig + ngc_ig. (220)

Para este cristal ideal, vamos definir um sistema de referéncia em relacao a !, com
1 = 1,2,3, onde nao ha deformacao no meio e podemos descrever o mesmo através de
uma métrica euclidiana d;; = diag(+ + +). Assumindo agora que forgas externas atuam
sobre este cristal, a rede cristalina ira sofrer deformagcoes e as novas posicoes dos sitios da
rede serdo afetadas pelo campo vetorial deslocamento @(z) = @(z(2’)). Deste modo no

sistema de referéncia cartesiano inicial temos,
/
x, = x; + ui(x). (2.21)

Temos que ter cuidado pois na presenca de um defeito as coordenadas z* nao abran-
gem todo o R3, entao assumimos que os campos dependem do sistema de coordenadas que
abrange todo o espaco apds a deformacao z’. Apds a deformacao do cristal, a distancia

infinitesimal entre dois pontos seré,
dr; = dx; + Oju;(x)dz;, (2.22)
o comprimento é dado por dl = \/dx?, assim
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O tensor ¢;; é chamado de tensor deformacao e podemos escreve-lo na forma,

(8iuj + @-ui + @ul@jul) . (224)

N | —

Eij

no limite para a teoria da elasticidade linear temos que J;u; < 1. O tensor deformagao

pode ser escrito como:
1
€ =3 (Opuj + Ojuy) . (2.25)

A suavidade do campo vetorial u(z) nos diz que nao hé defeitos. J& a presenca de
singularidades e descontinuidades do deslocamento é interpretado como defeitos no meio
elastico. Vamos considerar deformacgoes estaticas, onde o deslocamento nao depende do

tempo. As equagoes basicas de equilibrio para pequenas deformagoes sao [6, 36],

oo+ =0 (2.26)

N9+ 2uet =o', (2.27)

onde 0/ é o tensor tensdao. As constantes A e p corresponde as propriedades eldsticas do
meio e sao conhecidos como coeficientes de Lamé [36]. A equagdo (2.26) corresponde a
equacao de Newton, e as funcoes f/ descrevem a densidade total das forcas nao-eldsticas
no meio. A equagado (2.27) que relaciona o tensor tensdo com o tensor deformacdo e
corresponde a lei de Hook [6, 36, 37].

Note que o levantamento e abaixamento de indices é feito pela métrica euclidiana
d;; e pela sua inversa 0. Note também que para o regime de pequenas deformagoes
o levantamento e o abaixamento de indices é frequentemente esquecido, devido a nao
diferenciacao dos indices em cima ou em baixo. Entretanto, na presenca de defeitos,
precisamos da ajuda da métrica riemanniana para realizar o abaixamento ou levantamento.
A descricao da teoria da elasticidade através de geometria riemanniana é dada quando
consideremos translacoes infinitesimais que levam de um ponto z* para um ponto x* no
espago-tempo, que equivale ao campo deslocamento com sinal contrario. O mapa (2.21)
¢ um difeomorfismo do espago Euclidiano R? [37]. Entao, para o estado deformado, a

métrica na aproximacao linear sera dada por

ax/k am/l
= 57 37 On ~ Oy — Oy — Oju; = 8y — ey (2.28)

9ij()

Com €;;(z) = €;(2') e Qu;/0x" = Ou; /02" na aproximagao linear, e a ltima igual-

dade é para pequenas deformacoes. Ao deformarmos um cristal ideal, que apresenta uma
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métrica euclidiana, seu meio serd deformado com métrica nao-trivial. Em consequéncia
as ondas elasticas que se propagam no meio nao tera uma trajetéria reta, pois para um
observador externo a geodésica, nesse meio deformado, é curva mesmo se o tensor de
curvatura é identicamente nulo. Da expressao (2.28) podemos descrever as deformagoes
de uma rede cristalina através da geometria diferencial. Com a ajuda da geometria di-
ferencial podemos associar deslocagbes com torcao e desclinagoes com curvatura. Esta
formulagao foi obtida por Katanaev e Volovich [6, 37]. Na proxima sec¢ao faremos uma
pequena revisao sobre geometria diferencial, encontrando expressoes para os tensores de

torgao e curvatura.

2.2.1 Torcao e Curvatura

Nesta se¢ao vamos apresentar os conceitos basicos da geometria de espagos curvos.
Considere o espago-tempo dado pela métrica g,, e por uma conexao afim I'; a geome-
tria deste espaco-tempo é definida na variedade diferenciavel M, onde a sua dimensao é
dim(M) = m. Aqui, assumimos também que a variedade M é difeomorfa ao espago Eucli-
diano R™, de modo que todos os campos sao dados por fungoes suaves C>° (M), exceto para
possiveis pontos singulares. A distancia infinitesimal entre dois pontos no espago-tempo

é dada por,
ds® = g, ()dz"dz” (2.29)

A expressao (2.29) é o elemento de linha do espago-tempo’. A métrica g, é dada
por um tensor covariante de ordem 2, que define o produto escalar no espago-tempo,
onde este tensor apresenta duas propriedades importantes: i) Os dois indices do tensor
sdo simétricas g,, = @y,; i) o determinante é nao-nulo ¢ = |g,,| # 0. A partir das

propriedades descritas acima, podemos definir entao a inversa da métrica g"”,

9" gur = gTﬁgﬁu =o', (230)

Se neste espago-tempo, definido por (2.29), aplicarmos a derivada espacial num

campo escalar teremos um vetor covariante. Entretanto, quando aplicamos esta operacao

IEstamos utilizando a notacdo de Einstein onde a repeticdo de indices significa a omissdo do simbolo

do somatorio, ou seja, para indices repetidos temos uma soma.
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num tensor, ou mesmo num vetor, nao teremos mais um tensor. De fato, precisamos
introduzir a nogao de derivada covariante para resolver este problema. A derivada co-
variante vai atuar como um operador de derivada parcial, de modo a nao depender do
sistema de coordenadas. Para isto temos que somar a derivada parcial um termo adicional
de modo que a soma seja um tensor, que corresponda a transformagcao linear do sistema
de coordenadas. Esse termo de correcao é dado pela conexao afim I'. De modo que, a

derivada covariante para um vetor contravariante A,
V, A" =0,A" + T} A (2.31)

a derivada covariante transforma um tensor de ordem (k, ) num tensor (k,l+1), e obedece

as seguintes propriedade:

1. Linearidade: V(T'+ S) = VT + VS;

2. Regra de Leibniz: V(T ® S) = VT @ +T ® VS.

A conexao afim se transforma de maneira diferente de tensores,

/ oxt Ox¥ R o*zP Oz’
o p
L = oxH! 890”’F“” oxr + Oz Oxv! Oxr (2.32)

vamos agora aplicar a operacao de derivacao covariante num campo escalar, que vai se

transformar num vetor covariante:
V.(A"B,) = 0,(A”B,), (2.33)
de modo que podemos definir a derivada covariante para um tensor covariante da forma,
V.B, =0,B, — 1", B,. (2.34)
Generalizando a derivada covariante para um tensor de ordem arbitraria temos,

VTt = 9sToh + F;;T;'j_. + .. —Tp, T2 — . (2.35)

Agora devemos encontrar a expressao para a conexao afim. Utilizando a condi¢ao
que a métrica deve ser sempre constante, ou seja, sua derivada covariante deve ser sempre

nula V.g,,(z) = 0, entao pela expressao (2.35) temos que,

a)\guu - Fﬁkugﬁu - Fﬁkyg#ﬁ = 0. (236)
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Se a conexao afim satisfaz a equacado (2.36) podemos dizer que ela é compativel com
a métrica. Permutando os indices ciclicamente na equacao acima para obter a expressao

para a conexao afim, deste modo temos trés equacgoes:

OpGvr — Fﬁwgw - FB,MQVB = 0; (2.37)

8,,gm — Fﬁykgﬁﬂ — Fﬁyug)\ﬁ = 07 (238)
fazendo (2.37)4(2.38)-(2.36) obtemos que,

8ug,,A + d,g,\# — a)\gm, - (Fﬁw, + Fﬁyu) gsx + (2.39)

B B B B _
+ <F/\M_Fu)\)g/3’/+<F>\V_FV)\)g,3N_O'
entao, conseguimos uma expressao para a conexao afim compativel com a métrica
B
e, = {W} + K7, (2.40)

onde o primeiro termo da soma sao os bem conhecidos simbolos de Christoffel, que sao

€XPressos como

8 1
{MV} = §gﬁA (augu)\ + augku - a)\g;w) 5 (241)

e o segundo termo € o tensor de contorgao:

1
B __ (B _mB _78B
K", = 5 (T w— 15, =T, u) . (2.42)
Aqui temos uma assimetria nos dois primeiros indices, ou seja, Kg,, = —K,3, [38].

O tensor de contorcao é dado em termos da parte antissimétrica da conexao afim, o tensor

de torcao

76, =21} =17, -1’ (2.43)

] — A

O tensor torcao é antissimétrico nos dois ultimos indices. Note que os simbolos de
Christoffel (2.41) sdo um caso particular da conexao afim. De fato, se a conexao afim nao
apresentar uma parte antissimétrica serd igual a (2.41). Os simbolos de Christoffel sao
as conexoes afim mais simples de serem obtidas, e tem grande importancia pois depende
somente da métrica. Se o espago-tempo for plano, a métrica e a expressao (2.41) sé
depende da escolha das coordenadas. Realmente, podemos fazer uma escolha de tal

forma que os simbolos de Christoffel desaparecam. Ao contrario de (2.41), o tensor de
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contorgao nao desaparece com uma mudanca de coordenada pois depende da assimetria da
conexao. A introducao do tensor de contor¢ao nos mostra que a descricao geométrica nao é
totalmente descrito pela métrica, e temos uma caracteristica absolutamente independente
que é a torgao.

Agora, tomando o comutador [V,, V] e aplicando num campo vetorial A* no

espaco-tempo com torcao teremos
Vo, V] AA =T,V AN+ R, AT, (2.44)

onde R’\mﬁ ¢ o tensor de curvatura no espaco com torcao. Expressaremos o tensor de

curvatura como
R 5 =01 5 — 051, + TN T o —TA ;T . (2.45)

O tensor de curvatura é antissimétrico nos seus dois tltimos indices R, ; =

—R! vga- Vamos agora dividir o tensor de tor¢ao em trés componentes irredutiveis:
1. Vetor Trago: T =T",;
2. Vetor Axial: S¥ = eo‘ﬂ“l’Taﬁu;
3. Tensor: ¢%,, satistazendo duas condigoes:
® %, =0;

o ®Brg . = 0.

aqui o €M é o tensor de Levi-Civita. Reescrevendo a expressao (2.43) em termos das

trés componentes acima temos:

1 1 y
Taﬁu = g(Tﬁgau - Tugaﬁ) - geaﬁuvs + Gapp- (2'46)

2.2.2 Referenciais Locais

Vamos agora introduzir um formalismo diferente para o espaco-tempo com torcao
e curvatura. Na se¢ao anterior utilizamos a escolha natural para a base para o espaco
tangente 7, num ponto p, onde tomamos as derivadas parciais em relacao a cada coor-

denada naquele ponto €,y = 9, e o espago cotangente T}y ¢ dado pelo o gradiente das
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funcoes coordenadas o) = dzt. Entretanto, nao ha nada que nos impeca de escolher uma
base qualquer que desejarmos. Entao vamos considerar que em cada ponto da variedade
introduzimos um conjunto de vetores da base, de modo que consideramos estes vetores
ortonormais levando em conta o que é apropriado para a assinatura da variedade. Como

consideramos o espaco-tempo, o produto interno dos nosso vetores da base sera

9(Ea), €@)) = MNab- (2.47)

Na equacao acima g( , ) é o tensor métrico usual e 7,, representa a métrica de
Minkowski no espago-tempo lorentziano. Os indices latinos representam a base que nao
estd relacionada a um sistema de coordenadas qualquer. A partir desse ponto, podemos
escrever qualquer vetor como combinagao linear dos vetores da base, até mesmo a nossa

antiga base €(,) = 0,,,

é(u) =€ Mé(“)' (2.48)

Estes componentes e® formam uma matriz n X n e sao conhecidos como tetradas
o

ou wielbein. Podemos obter a sua inversa através da relacao:
nwoa __ SH. a M __ Sa
ete, =0y el ey =dy, (2.49)

deste modo podemos escrever a base ortonormal nao-coordenada em termos da base an-

tiga:
€() = €"Eu)- (2.50)
Podemos reescrever a equagao(2.47) em termos das inversas das tetradas:
Gu€"' o€y = Nab, (2.51)
ou, de maneira similar, utilizando as tetradas temos,
Guw = €*,€" Tab. (2.52)

Analogamente, podemos definir uma base ortonormal nao-coordenadas no espaco
cotangente T)7. De fato, esta base se relaciona com a base do espago tangente 7;, através

da relacao,

0\ (ew) = 0y (2.53)
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Novamente podemos relacionar a base nao-coordenada 1-forma com a base antiga

O = dxt através de:
o — euaé(a); fla) — eaﬂé(“), (2.54)

Desta forma podemos escrever vetores e tensores, antes escritos na base antiga, em

termos da base nao-coordenada, e vice-versa:
w o p b oga, a __ _a Vi
TH =e! e’ T9; p = e",e T, (2.55)

Pela a equagao (2.51) vemos que as componentes do tensor métrico na base orto-
normal nao-coordenada nada mais é do que a prépria métrica de Minkowski. O que nos faz
denotar indices latino para o espago-tempo plano e indices gregos ao espaco-tempo curvo.
Podemos mudar a base nao-coordenada independentemente das coordenadas, tendo como
tunica restri¢ao que a condigao de ortonormalidade (2.47) seja preservada. Para preser-

varmos a métrica plana de Lorentz podemos nos utilizar das transformacoes de Lorentz

[40],
é(a) — é(a/) =A 7(1‘)@(@. (2.56)

as matrizes A, sao transformacoes que dependem da posi¢ao e que nao alteram a forma

canonica da métrica:

/

Aaa('r)Ab;)(x)na’b’ = MNab- (257)

Entao, note que temos dois tipos de transformacoes: As transformacoes de Lorentz
. . / ~
locais representada pelas matrizes A?,, e as transformacoes de coordenadas geral. Podemos

escrever ambas transformacgoes e obter um tensor misto,

o
a ! ’ al‘
T ‘ub’l/’ = A"

A p 0T

ap
/ T
“Qxn Y Qxv' TP

(2.58)

v

Pela lei de transformacao, podemos definir a derivada covariante para uma base
nao-coordenada. Anteriormente, a derivada covariante foi dada pela a derivada parcial
mais um termo de corre¢ao como na equagao (2.35). Para a base ndo-coordenada 0° vamos
fazer o mesmo procedimento, a diferenca é que substituiremos a conexao afim F’\W pela
conexao l-forma w% = w %dz", conhecida como conexdo de spin. As componentes da

conexao l-forma sao definidas como:

~

V.0 =w0", (2.59)
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e podemos escrever a derivada covariante como,
a __ a a c c a

Através da comparacao da derivada covariante de um vetor na base das coordena-
das, com a derivada covariante do mesmo vetor na base mista convertendo para a base
das coordenadas, podemos encontrar as componentes da conexao 1-forma em termos das

tetradas e da conexao afim,
w = e eV —eh0,e” (2.61)
ub e bt opA [ AP :

Uma aplicacao muito 1util deste formalismo apresentado é quando temos o espago-
tempo na presenca de tor¢cao. A expressao acima é muito 1util quando temos o espago-
tempo sem tor¢ao, pois a conexao afim se reduz apenas aos simbolos de Christoffel (2.41).
Através das expressoes para o tensor de curvatura e para o tensor de torcao nesse forma-
lismo, que sao conhecidas como as estruturas de Maurer-Cartan, podemos encontrar as
conexdes 1-forma no espago-tempo com torgao. As estrutura de Maurer-Cartan [37, 39, 40)]

sao definidas como:

T = df*+w A6 (2.62)

Rab - dwab + UJaC /\ wcb. (263)

O tensor T nada mais ¢ do que o préprio tensor de torgao 2-forma 7 = T, dz A\

dx”. O operador d é a derivada exterior e o simbolo A representa o produto wedge [41], que

é o produto entre formas diferenciais. Podemos também nesse formalismo, assim como

feito anteriormente (2.42), relacionar o tensor de tor¢ao com tensor de contorgao [42]
T = K% A6, (2.64)

temos aqui o tensor 2-forma relacionado a uma conexao 1-forma K% = K dz*. Por sua

vez, esta conexao 1-forma se relaciona ao tensor de contor¢ao na forma,
K = Ko [4(2)¢%y () — ey (2)e?, ()] (2.65)

Logo apés de mostrar o formalismo matematico necessério para o estudo do espago-
tempo curvo na presenca de torcao e curvatura, vamos na proxima secao relacionar os

tipos de defeitos em cristais e relacionéd-los com a curvatura e a torcao do espaco-tempo.
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2.2.3 Tipos de Defeitos em Cristais

Apoés a apresentacao do formalismo que descreve o espago-tempo na presenca com
tor¢ao e curvatura, vamos relaciona-los com os defeitos que normalmente aparecem em
cristais. Como mostrado na secao 2.2.1 podemos fazer uma aproximacao linear de modo
que possamos descrever uma rede cristalina para pequenas deformacgoes através de um
tensor métrico na geometria diferencial. Em [6] Katanev e Volovich formulam uma teo-
ria de modo que relacionamos defeitos topoldgicos com aspectos na geometria diferencial
num limite continuo. Temos que os aspectos aos quais os defeitos topoldgicos estao re-
lacionados sao: As deslocacoes que estao relacionadas com a tor¢cao no espaco-tempo,
tendo como fonte o momento angular de spin, enquanto as desclinacoes estao relacionados
com a curvatura do espaco-tempo, tendo como fonte o tensor de energia-momento. Para
encontrarmos um tensor métrico que descreva o espago-tempo, com torcao, curvatura ou
ambos, onde este tensor métrico satisfaz as equagoes (2.26) e (2.27) Katanaev e Volovich

estabeleceram quatro hipéteses para resolver as equagoes de Einstein:

e Solugoes descrevendo meios sem defeitos, temos R’ ,, =0 e 1%, = 0;

e Solugoes descrevendo meios com deslocagoes, temos R’ w =0€eT17, #0;

e Solucoes descrevendo meios com desclinagoes, temos R’ A #0eT", =0;

e Solucoes descrevendo meios com ambos defeitos, temos R’ v 7 0e 1%, #0.

Neste trabalho nao estamos preocupados em resolver as equacoes de Einstein de
modo que encontremos um tensor métrico que descreva um espaco de defeitos, no momento
estamos s0 relacionando defeitos em cristais com aspectos da geometria diferencial.

Até agora falamos sobre defeitos sem descrevé-los e nem diferenciar os tipos de de-
feitos existentes, entao a partir de agora vamos classifica-los. Defeitos topoldgicos ja sao
bem conhecidos em matéria condensada. De fato, estes defeitos em cristais sao obtidos
através dos processos de Volterra. Processos de Volterra nada mais é do que processos de
"cortar e colar’cristais ideais para descrever defeitos. A classificacao dos defeitos esta rela-
cionada as simetrias de um cristal, deslocacao com a simetria de translacao e a desclinagao

é relacionada com a simetria de rotacao.
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I. Deslocacoes

Considerando um cristal perfeito que se encontra no seu estado fundamental, e a
partir dos processos de Volterra ("cortar’ e 'colar’ este cristal) vamos definir o conceito de
deslocagao. Imagine agora que cortamos esse cristal perfeito ao longo de uma superficie
suave qualquer e tendo a curva como sua fronteira. Movendo arbitrariamente ambos
os lados apds o corte, ou adicionando ou extraindo material, para novamente colar as
superficies cortadas. Ao colar as superficies, o cristal voltara ao normal exceto a linha
lateral marcando a superficie dentro do cristal. Esta linha é conhecida como o nicleo do

defeito. Logo abaixo temos um exemplo de deslocacao na figura 2.6.

Figura 2.6: Defeito linear: Deslocacao. A. Na figura temos uma deslocacao do tipo edge
com o vetor de Burgers perpendicular a linha de corte. B. Na figura temos uma deslocagao

do tipo scroll com vetor de Burgers paralelo a linha de corte [37].

Como mostrado na figura (2.6), ha dois tipos de deslocagdes: tipo edge e tipo scroll.
Considerando um corpo com simetria cilindrica como mostrado na figura acima. Imagina
agora que cortamos esse corpo ao longo do plano 22 = 0 e 2 > 0. Entdo, tomando a parte
superior do corpo (z! > 0 e 22 > 0) e deslocando em relacao a linha de deslocacao por um
vetor g, chamado de vetor de Burgers, e colando novamente temos uma deslocagao como
mostrado na figura acima. Se o vetor de Burgers for perpendicular a linha de deslocacao
temos uma deslocagao do tipo edge, como mostrado na figura a esquerda. Se o vetor
de Burgers for paralelo a linha de deslocagao temos uma deslocacao do tipo scroll, como

mostrado na figura a direita. Podemos ainda inserir ou retirar algum material entre os
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planos cortados, este caso também serd uma deslocagao edge.

I1. Desclinacoes

Figura 2.7: Defeito linear: Desclinacao [43].

A curvatura nao-nula também apresenta outro defeito j4 bem conhecido, a des-
clinacao. A desclinacao esta relacionada a simetria de rotacao de um cristal, e também,
assim como ocorre com as deslocacoes, ha dois tipos de desclinagoes: as desclinagoes po-
sitivas e as desclinacoes negativas. Imagine agora um plano, se retirarmos material deste
plano, de modo que este material forma um cone, ao indentificar os cortes, temos uma
desclinacao positiva. Este angulo retirado é conhecido como angulo de déficit. Se em
vez de retirar, nés adicionamos um certo angulo desse material, nosso defeito sera uma
desclinagao negativa. O angulo acrescentado é conhecido como angulo de acréscimo. Na

figura (2.7) temos um exemplo de desclinagao.

II1. Despiracoes

Sao defeitos associados com ambas as simetrias de um cristal, rotagao e translagao.
De fato, podemos retirar um certo angulo de um material e antes de identificar os lados
cortados, deslocamos um dos lados, de modo que temos uma despiracao.

Neste capitulo falamos sobre o nosso objeto de estudo, o grafeno. Como o grafeno é

um cristal bidimensional, introduzimos a teoria de defeitos em cristais. O nosso objetivo é
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mostrar como um grafeno na presenca de deslocacao apresenta uma fase de Berry devido a

sua propria geometria. No proximo capitulo introduziremos o conceito de fases de Berry.



Capitulo 3

Fases de Berry

Neste capitulo vamos mostrar que para uma particula circundando um defeito
através de um processo adiabatico ha o surgimento de uma fase, devido a geometria
do sistema, e que ela obedece a uma transformacao de gauge. Mostramos que o efeito
Aharonov-Bohm é um exemplo de fase geométrica.

Seja H um operador hamiltoniano que descreve um sistema, no qual o mesmo se
encontra no seu estado fundamental. Ao alterar este sistema lentamente, de modo que
obedeca ao teorema adiabatico [50], se o hamiltoniano H retornar a sua forma original,
em consequéncia, seu sistema retorna ao seu estado original adicionando um fator de
fase através de uma evolugao ciclica. Uma evolugao ciclica é uma evolugao na qual o
estado inicial esta relacionado periodicamente com tempo. De fato, Berry [45, 48] mos-
trou que quando um sistema sofre uma evolucao ciclica, devido as variacoes adiabaticas
nos parametros do hamiltoniano, surge uma contribuicao de uma fase, que é de origem
estritamente geométrica. Este fator de fase contém uma dependéncia do circuito, ou seja,
nao depende da duracao da evolugao e apresenta a forma exp(ivy), em adi¢ao a fase similar
devido a dinamica do sistema na evolugao temporal do sistema.

Temos varios exemplos de existéncia deste fator de fase, uma particula com spin
qualquer rotacionando lentamente em torno de um campo magnético, assim como varios
outros exemplos mostrados na gravitacao. Ha existéncia deste fator de fase tanto pra
bésons quanto para férmions. O caso mais famoso talvez seja o efeito Aharonov-Bohm
[44, 50] j& muito estudado na fisica. A descoberta foi muito importante na fisica, pois

desconstruiu a ideia que vigorava, na qual o vetor potencial eletromagnético A era apenas
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um conveniente artificio matematico, porém dispensavel, pois nao seriam mensuraveis
de forma direta. Foi mostrado por Aharonov e Bohm que a dinamica de uma particula
carregada pode ser afetada pelo vetor potencial, mesmo que a particula se mova através
de uma regiao onde nao haja campo.

Outro fator importante a ser ressaltado, é que por muito tempo este fator de fase
foi ignorado na mecanica quantica pois acreditavam que a fase era arbitraria. Realmente,
em mecanica quantica as medidas envolvem o moédulo ao quadrado da funcao de onda
|1)|* de modo que o fator de fase se cancelava. A partir do efeito Aharonov-Bohm, que
mostrou que podemos medir este fator de fase, de modo que ganhou importancia num
sistema fisico. A partir dai, varias outras aplicagoes utilizando estas fases geométricas
foram descobertas. Em particular, na matéria condensada elas representaram um papel
muito importante. Fases de Bloch nao-integraveis na fungao de onda pode ser conside-
radas fases geométricas. Estes fatores de fases foram relacionados com a polarizacao de
cristais isolantes, e usadas para calcular propriedades piezoelétricas e ferroelétricas. Po-
dem também afetar a dinamica semiclassica de elétrons em metais. Esses fatores de fase
também tem grande importancia na teoria do efeito Hall anomalo. Outras aplicacoes
inclui a dinamica de vortices quantizados entre outras. Neste capitulo discutiremos sobre

processos adiabdticos, depois vamos chegar na expressao para a fase de Berry.

3.1 Processos Adiabaticos

Processos adiabaticos sao definido através de mudancas suaves nas condigoes ex-
ternas do sistema. Como exemplo, imagine um péndulo numa caixa fechada sem atrito,
e nem resisténcia do ar, com um suporte em cima de modo que possamos mover este
péndulo. Se movermos este péndulo de forma abrupta, sua oscilagao se tornara cadtica.
Por outro lado ao movermos o péndulo suavemente de modo que nao havera interferéncias
na oscilagao do péndulo, sua amplitude continuara a mesma. Para processos adiabaticos
ha dois tempos envolvido neste processo. Primeiro, temos o tempo interno 7; relacionado
com o movimento do sistema em si. E segundo o tempo externo 7, relacionado com a
mudanga dos parametros externos do sistema. No péndulo, 7} esta relacionado ao tempo

de oscilagao do proprio péndulo, e T, esta relacionada ao movimento da caixa na qual o
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péndulo esta dentro. Para ocorrer um processo adiabatico temos que T, > T;. Supondo
agora que um hamiltoniano mude através de um processo adiabético de H? para um H/.

Vamos enunciar o teorema adiabatico:

Teorema 3.1.1 (Adiabatico) Se uma particula que estava inicialmente no n-ésimo
auto-estado de H', apds um processo adiabdtico ela serd levada ao n-ésimo auto-estado

de HY.

Para provar, considere uma particula que inicialmente esta no n-ésimo auto-estado

de um hamiltoniano independente do tempo, de modo que

H|¢n> = En|¢n>> (3'1)

a funcao de onda dependente do tempo é obtida simplesmente ao adicionar um fator de

fase, assim temos que
[a(t)) = e ap). (3.2)
Agora considerando que o hamiltoniano depende do tempo, temos algo similar

H()[n (1)) = En(t)|n (1)), (3.3)

entao, de acordo com a equagao de Schrodinger dependente do tempo o auto-estado evolui

como,
o d
H|¥(t)) = ih— ¥ (1)), (3.4)
para determinado instante de tempo, vamos definir uma base ortonormal,

aqui &,,,, € o bem conhecido delta de Kronecker. A base é completa, deste modo a solucao
da equagao de Schrodinger (3.4) é escrito através de uma combinagao linear,

() =D ealt)e™ Ol t)). (3.6)

n
onde o fator exponencial é o fator de fase para o caso que a energia depende do tempo, e

é dado por,

0u(t) = —% /0 "B (3.7)
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Vamos substituir nossa solucao (3.6) na equacdo de Schrodinger dependente do

tempo (3.4):

iny" [c‘n ) + ol W)+ iCnihn 9’4 e =37 cp(Hpn))e®, (3.8)

n
tomando as equagoes (3.3) e (3.7), vamos que na equagao acima o ultimo termo no lado

esquerdo da equacao se cancela com o lado direito. Assim, teremos a relacao

ch Oy = ch O] ). (3.9)

Tomando o produto interno (3.5) através da aplicagao do bra (i,,| na equacao

acima temos,
> G b€ == (W ), (3.10)
deste modo, teremos

Cm (t) = ch<¢m| 7,/)n> #0n=6m) (3.11)

n
Vamos agora deixar esta expressao de lado, porém retornaremos a ela antes do fim.

No momento, derivaremos em relacao ao tempo a expressao (3.3),

H W)n> + H‘ ¢n> :En |¢n> + En| 1/’n> (3‘12)

Novamente, tomando o produto interno (3.5) através da aplicacao do bra (i,,],

temos

(W] H W0) + W H| ¥0) =En S + En (] ¥0), (3.13)

como o hamiltoniano H é um operador hermitiano [50], podemos utilizar a seguinte pro-

priedade (¢,,|H = (¢,|Epn. Quando m # n, a expressao acima se tornard

<¢m| H W)n> - (En - Em) <¢m| ¢n>7 (3‘14)

substituindo a expressao acima na equagao (3.11),

b (6= —nlt] )~ 3 ozl L) camiener-saone, 15
n#m

na aproximacao adiabatica assumimos que o tempo do movimento externo do sistema ¢é

muito maior do que o tempo de oscilacdo de uma particula confinada, de modo que H
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é muito pequena e podemos jogar fora o segundo termo da equacao acima. Podemos

escrever a expressao acima como,
em (1) = =Con (U] V). (3.16)
Esta é uma equacao diferencial de 1° grau, e a sua solugao é facilmente obtida
em(t) = —c(0)e7m ), (3.17)

onde esse fator de fase é expresso como,

) =1 [ ) )i (3.15)

de volta a solugao (3.6), substituindo o resultado acima
= ¥ cal0)e OOy, (1)), (3.19)

Se num caso particular onde ¢, (0) = 1, e a particula esta inicialmente no n-ésimo
auto-estado, depois de um processo adiabatico esta particula continuarda nesse mesmo

n-ésimo auto-estado com um acréscimo de uma fase como queriamos demonstrar:

[W,(0) = e OO, 1), (320)

3.2 Fases Geométricas

Na secao anterior, mostramos que uma particula que inicialmente estava no n-ésimo
auto-estado de um certo hamiltoniano H, permanecerd neste mesmo auto-estado com um
acréscimo de um fator de fase apés um processo adiabatico. Vamos considerar agora que
a dependéncia temporal do auto-estado vem de algum parametro que muda com o tempo

R(t), ou seja,

0 OR' 0
— |, = n 21
Oty = 2E D, (321)
em consequéncia deste fato, podemos reescrever o fator de fase (3.18)
81% dR
= .22
n(t) / R (3.22)
- / (6nl¥ rlton) - A (3.23)
R(0
ét oL ~
= / A, (R) - dR. (3.24)
R(0)
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Aqui, ffn é conhecido como o potencial vetor de Mead-Berry [44], e pode ser

exXpresso como

A, = i (3| V R[10n). (3.25)

Estamos considerando que o vetor R é m-dimensional e o Vi é o gradiente em
relacao a este parametro. Se o sistema volta ao seu estado original, ou seja, um processo
ciclico numa curva fechada C, apés um certo tempo 7" podemos escrever a fase de Berry

[45] como,

o(T) = i i (6l Rlibn) - AR (3.26)

Note que a fase de Berry é dada por uma integral de linha em relagao a um pa-
rametro espacial, e também que a fase independe do caminho tomado. A normalizacao
dos auto-estado [1,) implica que o argumento na equagao (3.23) seja imaginario, garan-
tindo assim que a fase de Berry 7,(t) seja real. De fato, podemos provar isto partindo do

pressuposto que os auto-estado sao normalizados,

V r(Un|thn) = 0, (3.27)

de modo que podemos escrever como,

Facilmente notamos que na equacdo acima, que para um nimero somado ao seu
conjugado é zero entao (¢,|V r,) tem que ser um imaginario puro, garantindo que a fase
de Berry seja real. Se fizermos uma transformaciao de gauge |¢') = €|y, onde ((R) é
uma funcao bem definida do parametro adiabatico R, a partir da definicao do potencial

vetor de Mead-Berry (3.25), teremos

Ay — A, = i VRle):
= {3y |e BV peln By ).
= i(n|VR|¢Yn) + ie_iC"(R)(VReiCn(R));

= Au(R) — VrGu(R). (3.29)
Em consequéncia, a fase de Berry sera

(R)dR
R(0

)
AI
(t) -

R(
lt) — A(l) = / e
() — Gu(R(D) + Ca(R(0)) (3.30)
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Se a fungao (,(R) for arbitraria, podemos entdo fazer uma escolha de tal modo

que a fase de Berry desapareca e retornamos para o caso particular da equagao (3.6),

(1)) = e Oln(1)). (3.31)

Porém, se o caminho for fechado, e depois de um determinado tempo T os para-
metros voltarem ao seus valores iniciais, nao poderemos escolher o valor de (,(R) arbi-
trariamente de modo que a fase de Berry desapareca. Para R(T) = R(0), isto implica

que

ein(B(T)) — oin(R(0) (3.32)

que por sua vez implica que o valor da funcao (,(R) é,
G(R(T)) = Ga(R(0)) + 27, (3.33)

onde [ é um nimero inteiro. Voltando a equacao (3.26), vamos ter que
W(T) (1) = $ A(R)R
c

_ f A, (R)AR — 27l
— (T — 27l (3.34)

Isto mostra que a fase de Berry é invariante sob uma transformacao de gauge,
e nao pode ser removida. Da equagao (3.29), vemos que o potencial vetor de Mead-
Berry obedece a mesma regra de transformacao de gauge do potencial vetor descrito no
eletromagnetismo. Ao contrario da fase de Berry, o potencial de Mead-Berry (3.29) nao
¢ invariante sobre uma transformacao de gauge. O conjunto das fungoes (,(R) formam
o grupo U(1). Note que se o parametro for tridimensional R = (R1, Ra, R3), temos a
analogia total com o eletromagnetismo. A versao relativistica foi discutido em [46, 49, 51],
baseado na equacao de Dirac e garantindo que a fase de Berry satisfaz a invariancia de

Lorentz na teoria quantica relativistica.

3.3 Efeito Aharonov-Bohm

Um dos principais exemplos de fase geométricas, como apontado por Berry [45,

48], é o efeito Aharonov-Bohm [44, 50]. Este efeito foi um experimento proposto, por
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Aharonov-Bohm, onde um feixe de elétrons é divido em dois e passa pelos lados de um
solen6ide muito longo por onde passa uma corrente elétrica I, de modo que o campo mag-
nético seja constante dentro do solendide, entretanto fora do solendide o campo magnético
é nulo B = 0, ver Fig. 3.1. Apés este processo, os dois feixes s@o recombinados, porém

ha uma diferenca de fase entre esses dois feixes.

PN
A

/, A
\ ) Cilindro B
Regidio de N 7 Impenetravel Regido de
S

Fonte Interferéncia

Figura 3.1: Representagao do efeito Aharonov-Bohm [52].

Entretanto, apesar do campo magnético ser nulo fora do solendide, seu potencial

vetor nao é. De fato, pela condicao de gauge V-A= 0, temos que
LD -
A=—¢; parar > a, (3.35)
27r

aqui a é o raio do solendide, e ® = wa’B é o fluxo magnético. Vamos mostrar agora
como este efeito pode ser interpretado como uma fase geométrica. Vamos considerar um
sistema quantico onde uma particula esta confinada numa caixa de potencial infinito, com
o centro da caixa é dado pelo o vetor é, onde movemos esta caixa em torno da linha de
fluxo (ver Fig. 3.2).

A equagao de Schrodinger independente do tempo para este caso é,

[i (Eﬁ — q/T) + V(7= R)| [¥n) = Enlton). (3.36)

2m \ 1

O hamiltoniano da particula depende do momento conjugado e da posicao, e a
funcio de onda tem a forma ¢, (7 — R) = (7|t (R)) com energias E,, independente de R.
A solucao pra equacao de Schrodinger pode ser dada multiplicando v,, por um fator de
fase de Dirac apropriado [47]. O fator de fase de Dirac nada mais é do que a solugdes das

equagoes de transformacao de gauge da eletrodinamica. De modo que temos,

0t = cap [ [ Aeyie] vt ), (337
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Transportando a caixa em torno da linha de fluxo por um caminho fechado, através
de um processo adiabético, e utilizando as equagoes (3.26) e (3.37), podemos calcular a

fase de Berry,

Linha de
Fluxo

Figura 3.2: Efeito Aharonov-Bohm considerando uma caixa de potencial circundando uma

linha de fluxo [45].

Levando em conta que Vi = —V, onde o operador V ¢é o gradiente em relacao
a coordenada 7. Nas integrais acima, o segundo termo ¢ i/h vezes o valor esperado do
momento (p) = 0. Para operadores hamiltonianos nos quais o valor esperado da posigao

é uma constante, o valor esperado do momento é nulo [50]. Substituindo em (3.26),

VT = %]{X(é)-df

_ (3.39)

Este resultado confirma que o efeito Aharonov-Bohm é um exemplo de fase ge-
ométrica. Vemos também, que a fase independe do niimero quantico n. Este fator de
fase pode ser observado através de experimentos de interferéncia entre particulas na caixa

transportada e naquelas particulas que estao confinadas mas nao sao transportadas.
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3.4 Acoplamento Férmion-Torcao

Nesta segao mostraremos o aparecimento de uma importante fase geométrica no
grafeno obtida por Mesaros et al. em [5], fase na qual nos inspirou neste trabalho. Neste
trabalho, Mesaros et al. utiliza a métrica dada em [37] para descrever o grafeno na
presenca de deslocacao do tipo edge. Por simplicidade, é considerado que a taxa de
Poisson ¢ = 0 e que o vetor de Burgers esta ao longo do eixo x. Deste modo, a base
ortonormal §¢ = e”,dz" neste espago ¢ dado por

6! 1—52sing 5= coso dr

] = . S (3.40)
0 cosp 1—5-sing rdo

2mr

Se a base ortonormal acima for rotacionada para {6%,60Y}, a agao topoldgica da
deslocacao nos elétrons de Dirac devem ser vistos como uma fase de Barry, de modo que

teremos

e ()0 = (3 + XE) 0,0,
= 00, {exp (/ dangﬁu)} U =0, (3.41)

Aqui X2(b) = X;(—b) é a perturbacio proporcional ao vetor de Burgers. Esta holonomia

nao trivial é a responsavel pelo o longo alcance da influéncia do defeito no cristal, tomando
H(B) = eld 4 XE)0 — ib:(i¥), (3.42)

A translagao de um vetor da rede é equivalente a multiplicagao por um correspon-

dente fator de fase exp(i[? - b). Deste modo a verdadeira holonomia é dada substituindo

o gerador de translacao continua iV pelo gerador de translacao da rede K T3, temos que,

Hlattice(g> == eib~K73‘ (343)

Até agora, apresentamos todos os elementos necessarios para o estudo de desloca-

¢oes no grafeno. No préoximo capitulo vamos estudar uma folha de grafeno na presenca
de deslocacoes, de modo que devido a estes defeitos teremos o aparecimento de fases de

Berry no grafeno.



Capitulo 4

Fases Geomeétricas em Grafeno na

Presenca de Deslocacoes

O principal trabalho realizado nessa dissertacao envolve grafeno na presenca de
defeitos. Como dito anteriormente, o fato interessante no grafeno é que por ele ser um
cristal bidimensional, entao apresenta propriedades fisicas excepcionais. Pela descricao
de Tight-binding para o grafeno, vemos que o comportamento dos elétrons proximos aos
pontos de Fermi obedecem a uma equagao do tipo Dirac para férmions sem massa em
(24+1) dimensoes. De modo que, elétrons interagindo com o potencial da rede que viven-
ciam um mundo de baixas energias, apresentam comportamentos e efeitos que lembram
os férmions de Dirac relativisticos. De fato, nessa aproximacao, o espectro de energia é
linear em relagao ao momento.

Outro fato importante é que o grafeno imita alguns aspectos da estrutura gravi-
tacional. Da teoria geométrica de defeitos, temos que torcao e curvatura se relacionam
respectivamente com deslocacao e desclinagao, defeitos topoldgicos presentes em cristais.
De modo que se torna interessante estudar a influéncia desses defeitos nas propriedades
fisicas do grafeno. Uma deslocacao do tipo edge no grafeno tem sido encontrado na forma
de um par pentdgono-heptdgono em sua estrutura. Recentemente Mesaros et al. [5] inves-
tigaram o aparecimento de fases de Berry em grafeno na presenca de deslocagoes. Neste
artigo, foi constatado o aparecimento de uma fase geométrica nao-abeliana obtida devida
a uma mudanca no referencial local.

Neste capitulo mostraremos que para uma quasiparticula no grafeno considerando



36

a presenca de uma deslocacao do tipo edge, vai ocorrer o surgimento de duas fases de
Berry. A primeira fase ocorre devido a introdugao de um acoplamento nao-minimo com a
tor¢cao de modo que vai aparecer uma fase geométrica abeliana. A segunda fase, é a mesma
fase ndo-abeliana encontrada em [5], devido a mudanga do referencial local. Na segao 4.1
deste capitulo utilizaremos uma métrica que descreve o grafeno com uma deslocacao do
tipo edge com vetor de Burgers na direcao radial, e na se¢ao seguinte a deslocagao do tipo

edge tera o vetor de Burgers na direcao x.

4.1 Deslocacao do Tipo Edge com Vetor de Burgers

na Direcao Radial

Nesta se¢ao, vamos considerar o grafeno na presenga de uma deslocacao do tipo
edge, onde o vetor de Burgers esta na direcao radial. Como dito no Capitulo 1 desta
dissertacao, utilizando a teoria geométrica de defeitos podemos descrever um cristal atra-
vés de geometria diferencial, assim como feito na gravitacao. Onde defeitos em cristais
imitam efeitos de torcao e curvatura no espaco-tempo curvo. Queremos saber o efeito da
deslocacao num sistema, no caso o grafeno, que obedece uma equacao do tipo Dirac sem

massa e apresenta uma dispersao linear.

Figura 4.1: Deslocagao do tipo Edge com vetor de Burgers na diregao radial [57].

Nao estamos preocupados em encontrar uma meétrica que corresponda a este sis-
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tema. Assim, vamos comecar a partir de uma métrica ji demonstrada na literatura [53]
e descrita pela Fig. 4.1 abaixo, desconsiderando a direcao z pois o grafeno é um material
estritamente bidimensional. O elemento de linha que descreve esse sistema, considerando

h=c¢=1, é dado na forma:
ds* = —dt* + dp® + 2xdpdp + (X* + p*) de? (4.1)

Aqui o parametro y é constante e relaciona a métrica com a distor¢ao do defeito, onde
sua relagdo com o vetor de Burgers é dada por x = |b|/27. O tensor métrico relacionado

com este elemento de linha é descrito por,

-1 0 0
gw=1 01 ¥ . (4.2)
0 x (x*+r)
O determinante do tensor métrico é g = det(g,,,) = —p*. Sabemos a quasiparticula

no grafeno préxima aos pontos de Fermi se comporta relativisticamente. De modo que
para estudar a influéncia da deslocacao na dinamica relativistica devemos construir um
referencial local de modo que podemos definir os spinores tendo o pano de fundo o espago-
tempo curvo [54, 55]. Vamos construir um referencial local através de uma base nao-

coordenada 6% = e*, (z)dz",

° = dt;
0" = dp+xdy;
62 = pdep. (4.3)

As componentes e, () num sistema (2+1)-dimensional sdo chamadas de trfades e
devem satisfazer a relagao g, = e®,()e’, ()1, onde 74, é o tensor de Minkowski. Pode-
mos ainda definir uma inversa da triade através de da® = e ()6, onde et (v)efy(z) = 59

e et (z)e®, (x) = o*,. Através das equagoes (4.3) podemos escrever as triades como,

10 0 10 0
@) =101 x |, eul@)=]01 X (4.4)
00 p 00 2

Para encontrar a contribuicao da torcao e a conexao 1-forma, devemos resolver as

estruturas de Maurer-Cartan. As equacoes de Maurer-Cartan sao dadas pela expressao
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T = df® + w? A 6%, onde T = T¢,,dz" N dx¥ é a torgao 2-forma e w% = w % (z)dz" é a
conexao 1-forma [41]. Devido a construgao do referencial local (4.4) temos que a tor¢ao
¢ no plano, e torna-se imperioso dizer que a componente 7° = 0. Como consequéncia
disto temos que todas as componentes da conexao 1-forma relacionados com 7° devem

ser nulas,

T = df®+u° A6
= d(dt) +w,’ydat A€ da

= w'dzt Ael dr’ =0, 4.5
wb v

Nas equagoes acima utilizamos uma propriedade da derivagao exterior que diz
d(dt) =d(1-dt) =dl ANdt =0Adt =0 [41]. Isto implica que, considerando que a conexao

1-forma é antissimétrica nos dois tultimos indices,

Note também que, mais uma vez devido a escolha de um referencial local (4.4),

nao temos torcao no eixo 2, sendo assim a componente 72 = 0. Da equacao acima temos

0

que as componentes da conexao 1-forma W, o

= Wfo sao nulas. Pelas a expressao das

estruturas de Maurer- Cartan, temos que

T = A 4 A

= d6® + w2y dat A e’ dr’ = 0. (4.7)
Pela definicio de derivada exterior [41], vamos tomar a derivada exterior de 62 &,

d0* = d(e*,dy)
0

= %<62¢) dx® A dy;

0
= a—p(p) dp N dy
= dp Adp. (4.8)

Para a equacao (4.7) ser nula, temos que a tinica componente da conexao 1-forma
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nao nula é a w?;.

dp N\ dp + wfbdx“ Ael dx’ = 0;
dp N do +w yda" Ne' dz” = 0;
dp Ndp +w,? dat Ne' dp = O;
dp/\dgp+w@21 dpNdp = 0;

dp A dy —w;l dpNdp = 0. (4.9)

De fato, para a equacao acima ser verdade é imperioso que todas as outras compo-

nentes sejam nulas. Note que o segundo termo da equagao acima tem que ser proporcional

2

a dp A\ dp, e a unica componente que obedece a este requisito ¢ w,;

1- Deste modo, a com-

ponente w ?; ¢,

wrli=—w, =1 (4.10)

A tnica componente da torcao 2-forma nao-nulo é o 7. Vamos descrever a equacao

de Maurer-Cartan para a componente T':

' = dft + Wy A G

= df' + wulbda:“ Aeb dx” (4.11)

Como dito anteriormente as unicas componentes da conexao 1-forma nao-nulas

1

estdo em (4.10). Em consequéncia disto, substituiremos a componente w,',

no segundo
termo da equacgao acima. Assim este segundo termo desaparece devido a propriedades de

formas diferenciais!. Entao teremos que,

T' = d(e',da") = d(dp + xd);

= d(dp) + xd(dy);
= xd*p (4.12)

'Regras governando a algebra de formas diferenciais. Considere 1 e w formas diferenciais:
e Distributiva: (w1 +wa) An=wi An+wa An,wA (1 +n2) =wAn +wAn;
e Associativa: (fw) An=wA (fn) = f(wAn), onde f é uma fungdo qualquer;
e Antissimétrica: n Aw = —n A w;

o dxt ANdx¥ =0, se p=uv.
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A coordenada ¢ se relaciona com as coordenadas cartesianas através de ¢ =
arctg (g) A diferencial dy nao é exata, devido ao fato que na origem a d*>yp = d?arctg (%) =
216(p)o(p)dp A dp é indeterminada. Aqui §(x) é a distribui¢ao de Dirac. De modo que

podemos escrever a componente da torcao 2-forma como:
T = 27x0(p)6(p)dp A dep. (4.13)

Podemos relacionar a torcao 2-forma com o tensor de torcao através de T* =

T “p dzt A dz”. Assim, teremos

1
' = §T1/w dz* A dz”;

1
= EelaT‘fw dxt A dx”;

Loy 1 v.
= 5(6 I8, +e J1%,) dot A dx;

1 1
= §(Tpp¢ + XT“,’M) dp N\ dp + §(T'”W + XT“‘:Dp)dgp A dp. (4.14)

Veja que as componentes do tensor de torcao T' *o = 1%, =0, pois nao carregam

a informacao do tensor de Burgers. Em consequéncia disto, temos que

1
T = é(T”(pp —T*)dp A dp;

= 1%, ,de \dp, (4.15)
E comparando a equagao acima com (4.13), o tensor de torgao sera:
T,=1",,=-T",6 = =2mxd(p)d(p). (4.16)

Na préxima secao, Vamos mostra o surgimento da fase geométrica relativistica
abeliana no estudo da dinamica da quasiparticula na presenca da deslocagao descrita pelo

o elemento de linha (4.1).

4.1.1 Fase Geométrica Abeliana

Para o aparacimento da fase geométrica ocorrer vamos usar a mesma aproximacao
utilizada por Berry para a descricao de fases geométricas, estendendo para o caso relati-
vistico [49, 46, 51]. Usando o método de fase de Dirac [47], encontraremos a fase quantica

obtida para a quasiparticula no grafeno circundando o defeito. Na presenca do defeito,
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torna-se conveniente escrever a equacao de Dirac usando a teoria de spinor no espago-
tempo curvo [54, 55]. A derivada covariante para o espago-tempo curvo na presenca de
tor¢ao ¢ definido como [38]:

~ ?

Vi=0ut

aqui temos que % = L[y*,4"] e o termo I', = %w,q(2)E* ¢é conhecido na literatura

Wy ()5 + %K,mbE“b, (4.17)

como a conexao spinorial. O objeto K,q(x) esta relacionado ao tensor de tor¢ao através
das equagoes (2.42) e (2.65). As matrizes 7* definidas no referencial local sdo idénticas as

matrizes de Dirac no espago-tempo de Minkowski:

0 1 0 Y 0 o ; a0
v =p= ;= pa" = | ; X = ], (418

0 -1 —o' 0 0 o
onde ¥ é o vetor de spin, e ¢ sdo as matrizes de Pauli, que satisfazem a relagao (o'o? +
olo’) = 2nY, com 1,5,k = 1,2,3. Como apontado em [38], e anteriormente no capitulo 1
desta dissertacao, podemos reescrever o tensor de tor¢cao em termos de suas componentes
irredutiveis: O traco T, = T’iﬁ, o vetor axial S¢ = eo‘ﬂ"“Tgw e o tensor g¢g,,, que
satisfaz as condigoes qﬁ = 0e e*Prgs,, = 0. Perceba que o trago T), e o tensor gg,,
representam a parte simétrica do tensor de tor¢ao, enquanto o vetor axial S representa
a parte antissimétrica. De modo, que naturalmente essa parte simétrica desacopla para
férmions [38]. Entretanto, vimos que para o caso da quasiparticula no grafeno na presenga
de deslocagao, a inica componente nao-nula do tensor de tor¢ao é o traco que é dado pela
a equagao (4.16). Entdo, para estudar a influéncia da deslocagao na quasiparticula do

grafeno devemos introduzir um acoplamento ndo-minimo [38, 56/,
iV, = 'V, + vy, (4.19)

A derivada covariante é definida como V,, = 9, + fw,ep(2) X, e v é um parametro
arbitrario adimensional do acoplamento nao-minimo. Podemos entao escrever a equacao

de Dirac para a quasiparticula do grafeno sem massa,

i O + PO, + 197 (&p 4 %wwbE“b) v+vy¥Tp = 0;
1
4

Abrindo todas os termos relevantes dessas somas teremos,

ietavaﬁtw + iepb7b8p1/1 + e n° <8¢ + wmbz‘lb) Y+ VeﬁﬂdT@q/; = 0,

l

ie' O + i€p171ap¢ + iep2728p77/1 + ey (aso + 4

1
w52 + ZW@QZ}H) Y+

+vefyy? T = 0, (4.20)



42

com auxilio da triade e a sua inversa (4.4) e da conexao 1-forma (4.10), de modo que

2

2 .
700 + iv' 0,0 — X V20,0 + i Oy + 221 —n2) ey + V’Y—T@Qﬁ =0, (4.21)
p p 4 4 p

pela definicdo £% = [y*,~"], entdo

S - =iy =),

sabendo disso, e manipulando a equagao (4.21) através da utilizagao de propriedades das

matrizes de Dirac 2, enfim obteremos

0 o 1 .’}/2 0 0 .
_ — —v— — T =0. 4.22
8t+w (ap+2p)w+z (&p p T, | Y =0 (4.22)

Temos que a interagao entre o vetor trago T, com os férmions é dado de maneira

vy

analoga a interagao dos férmions com o campo eletromagnético, de modo que a torcao
introduzida no acoplamento nao-minimo (4.19) ndo quebra a invariancia de gauge da
equacao de Dirac. Isto significa que a equacao de Dirac permanece a mesma perante a

uma transformagao do tipo:
, 1
T, (r) =T, (z) - ;Qﬂ(az), (4.23)

onde ¢/ = e?@h) e p = e @)/, Voltando ao problema, uma vez que o sistema é

estacionario no tempo, podemos escrever a solucao da equagao (4.22) da seguinte maneira:

b(t, p, ) = e Fah(p, ). (4.24)
Aqui temos que E sao os autovalores da energia. A partir do método de fase de
Dirac [47], podemos escrever a solugao da equagao de Dirac na forma:

U(p, ) = exp [—i [b ' T, dw] Yolp p)- (4.25)

0
O termo exponencial corresponde a fase relativistica adquirida pela funcao de onda

da quasiparticula, e 1y(p, ¢) é a solugao da equacao de Dirac,

(gso Xap)wo(/%) 0.  (4.26)

2 As matrizes de Dirac obedecem a algebra de Clifford e tem as seguintes propriedades:

2

0
Eyo(p, ) + iy ( o ) Yolp, ) +

o (VA= At = 2

o (7")? = —1I4, onde I, é a identidade 4x4.
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Para encontrar a fase adquirida pela quasiparticula na presenca de uma deslocacao,
vamos confinar este sistema quantico numa caixa perfeitamente refletora. Depois, trans-
portaremos adiabaticamente a caixa através de um circuito C' que circunda o defeito. O
defeito estd localizado na origem do sistema, de modo que o vetor que localiza a caixa
em relacao ao defeito é rotulada I%, e suas componentes sao dadas por R; = (po, @o).
O spinor é nao-nulo no interior da caixa, e é dado por uma superposicao de diferentes
autofuncoes, isto significa que a quasiparticula vai ser descrita por um pacote de onda
que corresponde a combinagao linear de diferentes autofuncoes do hamiltoniano livre. Na
presenca do acoplamento T, a funcao de onda spinorial é sensitiva ao acoplamento com
tor¢ao, podemos obter a fase geométrica dentro da caixa através de (4.25).

Utilizando o mesmo método descrito no capitulo 2 desta dissertacao, obteremos
a fase geométrica para a particula neutra usando o método de fase de Dirac, e também
a versao relativistica da fase de Berry obtida em [49, 46, 51]. Deste modo, podemos

escreve-la como:

d=i 75 (G(R)|V rl(R))dER (4.27)
C

Temos que o vetor R = {R, ..., R;} que localiza a caixa em relacao ao defeito é
0 nosso parametro adiabatico, ou seja, vamos mover a caixa em relacao ao parametro
R lentamente através do circuito C , de modo que possamos detectar a fase geométrica
apos este transporte. Também temos que Vi é o gradiente em relagao ao parametro.
Podemos escrever o pacote de onda dentro da caixa através de 1(p, ) = > e®h,(p, o) =

S € Ji Aff}déwn(F — R), onde o integrando da equacio (4.27) na forma:

Ay = (i = RVl (ri = Ry)). (4.28)

Onde I e J representam os possiveis estados degenerados, e determinam os ele-
mentos da matriz hermitiana AN/ x A/. Deste modo, o potencial 1-forma (4.28) faz surgir
uma transformacao unitéria U(N) = P f AL do grupo de simetria de gauge. Voltando

ao sistema, a equacao (4.28) pode ser calculada através de,

(WL (r; — RVl (r / Wil — R){—iv T (rs — Ri) +
+VrY! (r; — R;)}dS; (4.29)

deste modo teremos,

(Un(ri = Ri)I VRl (ri = Ry)) = =T o1 (4.30)
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O segundo termo da equacao torna-se nulo da mesma forma que foi discutida no
capitulo 2. Aqui temos que dS = pdpdp, e 1, é normalizado. Substituindo o resultado

acima na equagao (4.27), obtemos
3,(C)=v }’{ T,dR. (4.31)
c
Utilizando o analogo do teorema de Stokes para formas diferenciais, temos
9T, 1 :
o, (C) = V// @\/—g dz" A dp;
aT.
= 1/// a—“’\/—g dp A de, (4.32)
I

onde g = p? é o determinante do tensor métrico. Substituindo a equacao (4.16) na equagao

acima, obteremos

2,(C) = —ZWXV// 82—;[))5(90)p dp N dp;
= 2mxv (4.33)

Obtivemos esse resultado devido as propriedades da derivada da distribuicao de
Dirac. Temos que C' é a curva que envolve o defeito. A fase geométrica obtida depende
diretamente do vetor de Burgers x e do parametro adimensional do acoplamento v. Este
efeito pode ser interpretado como uma interferéncia entre a funcao de onda associada a
quasiparticula na caixa transportada e a quasiparticula na caixa que segue a orbita ao
longo do caminho C'. A fase obtida em(4.33) é um elemento do grupo de simetria de gauge
U(1), ou seja, a fase que surge na fun¢ao de onda spinorial devido a presenca do defeito

é Abeliana.

4.1.2 Fase Geométrica Nao-Abeliana

Como vimos anteriormente, para descrever a interacao da quasiparticula do grafeno
com a deslocagao, introduzimos um acoplamento do tipo ndo-minimo (4.19) de modo que
teremos o aparecimento de uma fase geométrica, em contraste a fase obtida por Mesaros
et al. em [5]. Esta fase encontrada por Mesaros et al. ocorre devido a uma mudanga do
referencial local na dinamica quantica da quasiparticula sem massa de Dirac. Realmente,
partindo da equac@o (4.22) podemos mostrar o aparecimento de ambas as fases para o

grafeno.
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Até agora, temos usado a representacao usual para equagao de Dirac (2+1)-dimen-
sional, como mostrado em (4.18). Contudo, a forma covariante da equacao de Dirac
(4.22) é independente da representacao das matrizes y*. De modo que podemos construir
a representagao de Weyl [9] das matrizes de Dirac como na referéncia [5]. A partir das
matrizes de Pauli 2 x 2, 7" e ¢' que atuam nos pontos de Fermi rotulados como A/B

respectivamente e que obedecem a relagao (c'c? + a/0') = 2n”, obtemos as matrizes de

Dirac:
0 I . . 0 —ot
7027_1@[: ;,yz:_i7_2®0_z: ' :
I 0 " 0
, . ot 0 5 3 I 0
Y=I®c = ]y =rel= : (4.34)
0 o 0 -1

Aqui I é a identidade 2 x 2, e Y é o vetor de spin. Através da representacao de
Weyl, podemos reescrever a solugao da equagao (4.22) como feito anteriormente em (4.26),
tomando nesta representacao que v? = iy'¥3. Entdo a equagao (4.26) pode ser escrita

como,

4 o  xx*0 1 720
0 1 R il R —
Evao(p, @) + iy (ap i + 2p> Yol(p, p) +1 ; a@?ﬂo(p, ) =0.  (4.35)

Podemos entao escrever a equagdo acima (4.35), como apresentado em [5], da

seguinte forma:

iy e (x)0utho(p, 0) = i (05 + Xi) Outbo(p, ©);
= "0, {exp (/ dwO‘Xg(?M)} Uol(p, ). (4.36)
Com X! corresponde a perturbacao proporcional ao vetor de Burgers. Da equacao
acima, obtemos a transformacao de holonomia através da teoria geométrica de defeitos e

escrevendo a equacao de Dirac no devido espago-tempo curvo, em contraste a mesma fase

obtida de modo qualitativo em [5], entao

U =exp </ dxo‘XgQL) = (=) (4.37)

A expressao acima é a holonomia experimentada pela a quase particula no grafeno

e corresponde a aquela obtida por Mesaros et al. [5], e também foi observado que o

operador —iV é o gerador continuo de translacao, de modo que podemos substituir o
operador —iV por K 73, que € o gerador de translacao da rede. Assim teremos,

K3

Sl

U = eKm = 2md K (4.38)
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A expressao acima é uma fase geométrica ndao-Abeliana que corresponde a fase
obtida por Mesaros et al. [5]. Esta holonomia é um efeito da translagdo na fungao de

onda devido ao vetor de Burgers, causando assim uma mudanga no referencial local.

4.2 Deslocacao do Tipo Edge com Vetor de Burgers

na direcao x

Nesta se¢ao vamos mostra mais um exemplo do aparecimento de fases geométricas
no grafeno na presenca de uma deslocacao do tipo edge. A diferenca é que nesta situacao,
o vetor de Burgers estd sendo descrito na direcao x. O elemento de linha que descreve

este defeito foi encontrado pelo Puntigam et al. em [42], e é escrito como

X X\
ds* = —dt* + dz* + dy* + 273dx(xdy —ydzx) + (7‘_2) (xdy — ydz), (4.39)

onde y é, da mesma forma que anteriormente, um parametro constante que descreve
a distorcao do defeito e esta relacionado ao vetor de Burgers na direcao & através de
X = b'/27. E também que r = /22 + y2. Note que podemos reescrever esse elemento de

linha, de modo que teremos:

ds? = —d* + (1= %

2
> y) dr + %xdy] + dy?. (4.40)

O tensor métrico para este elemento de linha pode ser escrito como,
2
gw=1| 0 (1-3%y) Sa(l-%y) [, (4.41)

e o determinante do tensor métrico é dada por g = det(g,) = — (1 — T%y)z Defi-

nindo uma base nao-coordenada 6% = e“u(x), e de modo que satisfaca a relagao g,, =

a

b N . .
(7)€”, ()14, podemos escreve-la da seguinte maneira

e

0 = dt;
ot = (1 — %y) dx + %xdy;
r r

~

6 = dy, (4.42)
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E como consequéncia dessa escolha, temos que o campo triade e a sua inversa sao definidos

Ccomao:
1 0 0 1 0 0
a _ _ 1 _ X T
e ,u(l') = 0 (1 — %y) %I ; e“a(x) = 0 (1—%234) -3 (1_%2y) (443)
0 0 1 0 0 1

Para encontrar a torcao 2-forma e a conexao 1-forma, vamos recorrer as estruturas
de Maurer-Cartan mais uma vez. Como dito anteriormente, a nossa torcao esta no plano,

assim temos que a componente T° = 0:

T = dé0+w0b/\éb;
= d(dt) +w,’, da* A€ da”;
= wﬂob dat A €’ dx” = 0;

=w/, = w'o=0. (4.44)

Como argumentado na se¢ao anterior, a maneira mais simples para que a equagao
acima seja nula é que todas as suas componentes da conexao 1-forma relacionadas com
T sejam nulas. Neste caso, também consideramos que temos torcao apenas no eixo 1,
tornando a componente 72 = 0. Da mesma forma argumentado acima, vemos que todas

as componentes da conexao 1-forma relacionadas com a componente T2 sao nulas:

TP = i o, A
= d(dy) +w,’y dat N e’ dx”;
= wuzb dat A e dx” = 0;
=wl = w b, =0. (4.45)
Note que todas as componentes da conexao 1-forma sao nulas, de modo que nao

havera a contribuigao das conexoes 1-forma na derivada covariante. Vamos calcular agora

a componente T # 0, através das estruturas de Maurer-Cartan, e considerando que todas
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as componentes da conexao 1-forma sao nulos,

0 = df' =d(e', (z)da");
9
e

_ 9 9 1 .
= 8_y(€“”) dy/\d$~l—%(ey) dx A dy;

= gy <1—1 ) dy/\dx—f—%(%x) dz N dy;

B 0 x 0 Y
(5 E) 5 () e .

Ao fazermos uma mudanga de variavel para coordenadas polares, r = /x2 4+ 32 e

1 a .
e ) dz® A dx";

p = arctg (%), e diferenciando a coordenada ¢ em termos das coordenadas cartesianas,

entao

d de
dp = id:c+—dy,

d d
_ Y - 1
= T ET ol T T e (447)

sabendo disto, podemos reescrever a equagao (4.46) de tal maneira que teremos

T = x[0:0,p — 9,0:¢] dx N dy;
= 2mxd(x)o(y) dz A dy. (4.48)

Como a variavel ¢ nao é uma diferencial exata, pois nao é bem definida na origem,
ela explode de modo que temos uma distribuigao de Dirac §%(z,y). A partir da torgao
2-forma, podemos obter o tensor de torcao através da expressao T = %T“W dxt N dx”,

assim como mostrado anteriormente obteremos que

1
T = §(elexW + elyTyW) dxt A dx”;
1 1
= E(elmT"’;y +e',1Y,) de A dy + i(ele";x +e', 1Y,) dy Ndx  (4.49)

1

Como e, = %, as componentes 7%, e T% mnio carregam informagao sobre o

yx

vetor de Burgers de modo que é imperioso serem nulas (7%, = 7%, = 0). Deste modo

temos que:

1
2
= ( ) , Az N\ dy, (4.50)
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como /—g = ( 11— %y), vamos incorpora-lo ao elemento de area dx A dy. Assim, compa-

rando a equagao acima com a equagao (4.48), temos que o tensor de torgao serd
T, =1T1%,=-T%,==2mx(x)0(y). (4.51)

Como discutido na se¢ao 4.1, temos aqui também que a tinica componente irredu-
tivel do tensor de torcao nao-nulo é o vetor trago. O que torna imperioso a adi¢ao de um
acoplamento do tipo nao minimo (4.19) para o estudo da intera¢do da quasiparticula no
grafeno com o defeito. E somando ao fato que todas as conexoes 1-formas nesse caso sao
nula, de modo que o gradiente na equagao de Dirac seja o gradiente usual. Desta forma,

vamos escrever a equagao de Dirac como na representacao padrao das matrizes v* (4.18):

'O + iy 0 + 100 + vy Typ = 0

ie! 0 + i€ Y O + i€y 01 + ie%y 0 + vey P Ty = 0. (4.52)
Com o auxilio da triade e da sua inversa (4.43), temos que

o A4t o 0 X 0
0 -7 2 _
Lkt dy r2(1—Xy)ox

Yy — +1
ot (1—Xy) ox
Como o sistema é estacionario no tempo, podemos escrever a solucao da equacao

(4.53) como:

- wTy> W =0. (4.53)

Uit z,y) = e Pp(a,y), (4.54)

Temos que F sao os autovalores da energia, como dito na secao anterior. E a partir do
método de fase de Dirac [47], a solucdo da equagao (4.53) pode ser escrita como,
Y
Y(z,y) = exp {—i /YO Tydy] Yo(z,y), (4.55)
novamente, o termo exponencial é a fase relativistica adquirida pela a funcao de onda
spinorial da quasiparticula, e ¥y(x,y) é a solucao da equagao de Dirac:

vt X 9]

. . 0 . 0
ZE’yOw0<-T7y) + z(l_—r%y)%wo(x,y) + 272 <8_y — m%) wo(x,y) = O.(4.56)

Confinando a quasiparticula numa caixa totalmente refletora. Entao, transpor-
tamos esta caixa em torno do defeito através de um circuito ', como ja foi discutido
anteriormente. Vamos localizar o centro da caixa em relacao ao defeito através do ve-

tor R, onde suas componentes sao dadas R; = (zo,yo). Para obter a fase geométrica,
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novamente usaremos o método de fase de Dirac para obtermos a conexao de Berry. Atra-
vés da versao relativistica da fase de Berry [46, 51], e utilizando os mesmos argumentos

apresentados na secao 4.1, temos que

AP = [ BT = )+ Vi~ RO,
_ Lum, (@57

Os indices I e J representam possiveis estados degenerados. Onde dS = dxdy, e

os 1, sao normalizados. Entao, a fase geométrica sera:

,(C) = Vj{Ty dR = V// % da" A dy = 2mvx (4.58)
x

Aqui mostramos o aparecimento de uma fase geométrica Abeliana devido a inte-
racao entre a quasiparticula na caixa com a quasiparticula na caixa transportada. Note
também que, se mudarmos a representagao das matrizes y* para a representacao de Weyl
descrita em (4.34), podemos reescrever a equagao (4.56), tal como feito na se¢ao anterior,

da seguinte forma:

1 9 _ixE?’x 0
ox r2 Ox

iE’Yowo(%, Z/) + 2( —) %(fﬂ, y) + i’YQS—y%(% y) =0, (4-59)

X
1—%y)
mais uma vez podemos reescrever a equacao acima de modo que obtemos a fase mostrada

em [5]:

e, (2)Ouho(x,y) = iy (05 + XI) Outbo(,y);
= 0”0, {exp (/ dxo‘Xg(()H)} oz, y), (4.60)

aqui, temos novamente que X* corresponde a uma perturbacao proporcional ao vetor de

Burgers. Da equagao (4.60) obtemos a transformagao de holonomia,

U =exp </ dxo‘Xgﬁﬂ) = e (=i9), (4.61)
e ainda, substituindo o gerador continuo de translagao —iV por K T3 que é o gerador de
translagao da rede. De modo que teremos,

[ bR

— — e27‘l’Xb'KT3 — 627rxcosgoz-K7—3' (462)

Novamente, obtemos uma fase geométrica nao-Abeliana através da teoria geomé-

trica de defeitos, em contraste a mesma fase obtida em [5].



Capitulo 5

Conclusao

Como foi mostrado no capitulo anterior, para os dois exemplos, na presenca de uma
deslocacao do tipo edge, ha o aparecimento de duas fases geométricas: uma fase geométrica
abeliana e uma fase geométrica nao-abeliana. A fase geométrica abeliana depende somente
do vetor de Burgers de uma deslocagao do tipo edge y, e do parametro de acoplamento nao-
minimo. Podemos interpreta-la como uma interferéncia entre a quasiparticula spinorial
na caixa com a quasiparticula na caixa que segue a orbita ao longo do circuito C. A fase
geométrica é abeliana pois pertence ao grupo de simetria U(1). Note também que esta
fase geométrica nao depende da velocidade, de modo que a fase é nao-dispersiva [58], o
que nos leva a mostrar que a fase é independente da energia da quasiparticula. A fase
abeliana é similar a fase obtida no efeito Aharonov-Bohm, onde a torcao toma o lugar do
potencial eletromagnético.

Em contraste com a fase abeliana, a fase geométrica nao-abeliana é um efeito da
translacao na fungao de onda da quasiparticula, devido ao vetor de Burgers que caracteriza
o defeito topoldgico, de modo que produz uma mudanga no referencial local. De modo que
o grafeno vai apresentar ambas contribuigoes. Essas fases podem ser verificadas através de
estudos de espalhamentos, e outras propriedades de transporte no grafeno com deslocagao
do tipo edge.

Em resumo, o trabalho feito nessa dissertacao foi usar a teoria geométrica de de-
feitos de Katanaev e Volovich para descrever um cristal na presenca de uma deslocacao
do tipo edge através da geometria do espaco-tempo curvo, ou seja, descrever o espaco-

tempo curvo através de uma métrica apropriada para a deslocacao. Entao, sabendo que



52

para a quasiparticula no grafeno é descrita pela equacao de Dirac sem massa, reescreve-
mos a equagao de Dirac usando a teoria de spinores num espago-tempo curvo. A partir
deste ponto, mostramos o surgimento de duas fases geométricas: Uma abeliana e uma
nao-abeliana. E mostramos também que a fase nao-abeliana encontrada é a mesma fase
descrita por Mesaros em et al., porém obtida de forma qualitativa. A partir deste tra-
balho, o proximo passo é aplicar na area de computacao quantica, utilizando estas fases

geométricas encontradas para descrever portas logicas na computacao.
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