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Resumo

Nesta tese, investigamos aspectos quanticos associados a campos de matéria na vizinhanga de uma corda
cOsmica em dois contextos distintos: a corda cdsmica no espago-tempo plano de Minkowski e a corda
cOsmica no espago-tempo maximamente simétrico de anti-de Sitter (AdS). Inicialmente, fazemos uma
breve revisdo do formalismo utilizado nas nossas contribui¢ées. No contexto da corda em Minkowski,
analisamos a dindmica quantica relativistica de particulas carregadas, bosonicas e fermidnicas, na pre-
senga de um campo magnético, considerando também a presenca de potenciais escalares. Para desenvol-
vermos esta andlise, admitimos que o campo magnético € uniforme e paralelo a corda e que os potenciais
escalares apresentam simetria cilindrica, cujos centros estdo sobre a corda césmica. Duas configuracoes
distintas para o potencial escalar sdo consideradas: (i) o potencial proporcional ao inverso da distdncia
polar e (ii) o potencial linearmente proporcional a esta distancia. Nesse sentido os espectros de ener-
gia sdo obtidos exatamentes em diferentes cendrios fisicos e sua relacdo com a intensidade do campo
magnético e com as constantes de acoplamento escalares é apresentada. No contexto da corda em AdS,
analisamos o comportamento quantico de um campo fermidnico massivo. Especificamente, investiga-
mos o condensado fermidnico, (¥W¥), e valor esperado no vicuo (VEV) do tensor energia-momento,
(Tuv), induzidos pela presenca de uma corda césmica. Para esta andlise, impusemos a condig¢do de
contorno da sacola do MIT, na fronteira de AdS. O condensado fermidnico e o VEV do tensor energia-
momento sdo decompostos, respectivamente, em duas contribui¢des: uma induzida pelo espago de AdS
e outra induzida pela presenga da corda. No que se refere ao VEV do tensor energia-momento, a parte
induzida pela corda é diagonal e as pressdes radial e axial sdo iguais a densidade de energia. Para pontos
proximos a corda, os efeitos da curvatura sdo subdominantes e o VEV do tensor energia-momento coin-
cide com o correspondente na geometria de Minkowski. J4 para grandes distancias proprias, os VEVs
decaem de acordo com uma lei de poténcia, em contraste com o caso no espago-tempo de Minkowski

onde, para um campo massivo, o termo induzido pela corda decai exponencialmente.

Palavras-chave: corda césmica, espaco-tempo de anti-de Sitter, campos fermidnicos, campos bosoni-

cos, campo magnético.
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Abstract

In this thesis, we investigate quantum properties associated with massive fields near a cosmic string
within two distinct scenarios: a Minkowski flat background, and a maximally symmetric anti-de Sitter
spacetime (AdS). Initially, we present a brief review of the formalism needed in our contribution. In
Minkowski spacetime, we analyze the relativistic quantum dynamics of bosonic and fermionic charged
particles in the presence of a magnetic field also considering the presence of scalar potentials. In order
to develop this analysis, we assume that the magnetic field is parallel to the string axis, and the scalar
potentials present a cylindrical symmetry with their center on the string. Two distinct configurations for
the scalar potential are considered: (i) the potential proportional to the inverse of the polar distance, and
(ii) the potential linearly proportional to this distance. The energy spectra are explicitly computed for
different physical situations, and their dependence on the magnetic field strength, and scalar coupling
constants are presented. In the context of a string in AdS, we investigate the quantum properties of a
massive fermionic field. More specifically, we calculate the fermionic condensate (FC), <‘i"P>, and the
vacuum expectation value (VEV) of the energy-momentum tensor, (7,y), induced by the presence of a
cosmic string. In order to develop this analysis, we consider the MIT bag boundary condition on the
boundary of AdS. The FC and the VEV of the energy-momentum tensor are decomposed into pure AdS
and cosmic string induced parts. The string-induced part in the VEV of the energy-momentum tensor is
diagonal, and the axial, and radial stresses are equal to the energy density. For points near the cosmic
string, the effects of the curvature are sub-dominant and to leading order, the VEVs coincide with the
corresponding VEVs for the cosmic string in the Minkowski bulk. At large proper distances from the
string, the decay of the VEVs show a power-law dependence on the distance for both massless and
massive fields, in contrast to the case of a Minkowski bulk where, for a massive field, the string-induced

parts decay exponentially.

Keywords: cosmic string, anti-de Sitter, fermionic fields, bosonic fields, magnetic field
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CAPITULO 1

Introducao

A anélise quantica de um sistema sob influéncia de um campo gravitacional tem atraido atengdo
na fisica ha varios anos. Seguindo esta linha de pesquisa, o &tomo de hidrogénio no espago-
tempo curvo foi investigado por [1-3]. Mostrou-se em [2], que a mudanca no espectro da
energia causada pela curvatura € diferente do efeito Doppler gravitacional usual. Contudo,
esta mudanca € perceptivel apenas na regidao de campo gravitacional mais intenso. Recente-
mente, a andlise da influéncia do espaco-tempo produzido por defeitos topoldgicos gravitaci-
onais no espectro de energia do dtomo de hidrogénio foi desenvolvida sob os pontos de vista
nao-relativistico [4] e relativistico [5]. Nestes trabalhos, o &tomo de hidrogénio é colocado no
espaco-tempo produzido por uma corda césmica linear ideal e também por um monopolo glo-
bal puntiforme. Diferentemente da andlise prévia, devido a geometria especifica associada ao
espaco-tempo produzido por estes defeitos topoldgicos idealizados, nestas investigagdes mais
recentes, o espectro de energia associado ao dtomo de hidrogénio pode ser calculado exata-
mente.

De acordo com conceitos modernos em fisica tedrica, como no contexto de teorias de
grande unificagdo, tipos diferentes de defeitos topoldgicos podem ter sido criados no principio
do universo como consequéncia de uma transi¢do de fase do vacuo [6—-8]. Entre os possiveis
defeitos estdo as paredes de dominio, cordas césmicas e monopolos. Estes tltimos aparentam
ser os melhores candidatos a ser observados, sendo as cordas césmicas de interesse particu-
lar. A corda cosmica ideal é um defeito linear, retilineo, cuja dimensao transversal € zero e o
espago-tempo produzido por ela € localmente plano, contudo, globalmente conico, com déficit
de angulo planar determinado pela tensdo da corda. Devido a estrutura conica, uma particula
carregada colocada em repouso no espaco-tempo da corda fica sujeita a uma auto-interacao
eletrostdtica repulsiva proporcional ao inverso da distancia polar a mesma [9, 10]. Mostrou-
se também em [11] que fontes elétricas e magnéticas no espaco-tempo de uma corda césmica

1

tornam-se sujeitas a auto-interacdes induzidas.” Apesar de observacdes recentes da radiacdo

!Estas auto-interacdes induzidas sido consequéncia de distor¢des dos campos elétricos e magnéticos causados
pelos aspectos globais e topolégicos associados ao déficit de angulo planar produzido pelo defeito.
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cOsmica de fundo terem descartado as cordas csmicas como a fonte primordial de perturbacdes
na distribuicdo de matéria no universo, elas ainda sdo candidatas a um ndmero de efeitos fisi-
cos interessantes, tais como explosodes de raios-gamma [12], ondas gravitacionais [13] e raios
cOsmicos de altas energias [14]. Recentemente, o interesse pelas cordas césmicas foi renovado,
parcialmente porque uma variacdo do seu mecanismo de formagdo é proposta no contexto de
inflacdo [15, 16].

A andlise quantica nao-relativistica do movimento de uma particula carregada no espaco-
tempo da corda césmica, considerando a auto-interacao eletrostatica, na presenga de um campo
magnético uniforme paralelo a corda foi desenvolvida em [17], onde foi mostrado que a pre-
senca do defeito reduz o grau de degenerescéncia dos niveis de Landau. Além disso, a inclusdo
da auto-interacdo eletrostatica na andlise quebra a degenerescéncia restante. Em ambos os ca-
sos, funcdes de onda e auto-valores da energia sdo encontrados exatamente, para magnitudes
especificas do campo magnético. Ainda, a analise do movimento ndo-relativistico de duas par-
ticulas carregadas em um cone e na presenca de um campo magnético estatico também foi
desenvolvida em [18].

Usualmente, introduz-se o acoplamento entre uma particula carregada e campos eletro-
magnéticos nas equagdes de Dirac e Klein-Gordon através do acoplamento minimo. Nesse
procedimento, o operador diferencial py, = idy, é modificado de forma a incluir o quadri-vetor
potencial eletromagnético Ay na forma py, — py —eAy. Ha alguns anos, Dosch, Jansen e
Miiller [19] assinalaram que o acoplamento minimo ndo € a unica forma de acoplar um poten-
cial a equacdo de Dirac. Nesse trabalho, foi sugerido que um potencial ndo-eletromagnético
pode ser levado em conta modificando-se o termo de massa na forma M — M + S(¥,t), sendo
S(7,t) o potencial escalar. Esse novo formalismo foi usado por Soff, Miiller, Rafelski e Grei-
ner em [20], para analisar a equag@o de Dirac na presenca de um potencial coulombiano e um
potencial escalar estdtico, inversamente proporcional a distncia radial. Mais recentemente, a
auto-interacao eletrostatica de uma particula carregada no espago-tempo da corda césmica foi
considerado em [21] e [22] como um potencial escalar, na andlise do movimento quantico re-
lativistico da particula. Entao, se quisermos investigar a dindmica quintica relativistica de uma
particula carregada sujeita a potenciais escalar e eletromagnético, ambos os procedimentos, o
acoplamento minimo e a modificacdo do termo de massa, devem ser considerados.

Uma das consequéncias mais importantes em teoria quantica de campos em espacos curvos
estd relacionada as propriedades ndo triviais do vacuo. Estas propriedades dependem tanto das

caracteristicas geométricas quanto das caracteristicas topoldgicas do espago-tempo de fundo,
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onde a teoria estd definida. Em particular, as condi¢des de contorno impostas em um campo
quantico em espacgos de topologia ndo-trivial modificam o espectro das flutuagdes do ponto-
zero, gerando mudancas nos valores esperados do vacuo (VEVs) para observaveis fisicos. Um
exemplo conhecido deste tipo de fendmeno € o efeito Casimir topoldgico [23]. A dependéncia
explicita das caracteristicas fisicas do vdcuo nas propriedades geométricas da variedade podem
ser encontradas apenas para espagos-tempo de alto grau de simetria.

O espago-tempo AdS como geometria de fundo em teoria quantica de campos tem impor-
tancia por vdrias razdes. O interesse inicial tinha relacdo com as principais questdes da quanti-
zacdo de campos em espacos-tempo curvos. A falta de hiperbolicidade global e a presenca de
modos regulares e irregulares ddo origem a um niimero de novos fendmenos sem andlogos em
teoria quantica de campos no espaco-tempo de Minkowski. Estes fenomenos foram discutidos
por varios autores considerando campos escalares [24, 25] e espinoriais [26, 27]. A importan-
cia desta linha de pesquisa aumenta pelo surgimento natural do espago-tempo de AdS como
estado fundamental em teorias de supergravidade e Kaluza-Klein. A geometria AdS possui
papel crucial em desenvolvimentos em fisica tedrica na ultima década, tais como a correspon-
déncia AdS/CFT e o cendrio de braneworld com grandes dimensdes extras. A correspondéncia
AdS/CFT (para uma revisdo, ver [28]), representa uma realiza¢do do principio holografico e
relaciona teorias de corda ou supergravidade no bulk AdS com uma teoria de campo conforme
na fronteira. O cendrio de braneworld oferece uma nova perspectiva no problema da hierarquia
entre ordens de grandeza das interacdes gravitacional e eletrofraca (para revisdes em gravidade
em braneworld e cosmologia, ver [29, 30]). A ideia principal para resolver a grande hierar-
quia consiste em que o pequeno acoplamento de gravidade 4-dimensional é gerado pelo grande
volume fisico de dimensdes extras.

A geometria da corda césmica no espago-tempo de AdS foi considerada em [31, 32].
Mostrou-se que, de maneira similar ao caso do espago-tempo de Minkowski, para distancias
da corda maiores que seu raio central, os efeitos gravitacionais da corda podem ser descritos
por um déficit de angulo planar no elemento de linha de AdS. A topologia nao-trivial cor-
respondente induz efeitos adicionais de polariza¢do de vacuo para campos quanticos. Estes
efeitos foram investigados para a geometria de uma corda cdsmica no espago-tempo de Min-
kowski para campos quanticos escalares [33, 34], fermidnicos [35, 36] e vetoriais [37, 38].
Recentemente, os resultados correspondentes foram generalizados para cordas césmicas no
espacgo-tempo curvo. Especificamente, efeitos quanticos de um anel foram considerados para

um campo escalar sem massa no espago-tempo de Schwarzschild [39]. No espaco-tempo de
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de Sitter, o efeito de polarizacao do vécuo foi analisado para campos escalares e fermidnicos
quanticos em [40] e [41], respectivamente. Para o espaco-tempo de AdS, essa quantidade foi
calculada em [42] para campos escalares. Continuamos seguindo uma linha de investigacao si-
milar, analisando efeitos de polarizacao do vicuo, associados a um campo espinorial de Dirac
massivo, em um espago-tempo 4-dimensional de AdS na presenca de uma corda césmica. O
condensado fermidnico e o valor esperado no vacuo (VEV) do tensor energia-momento estao
entre as caracteristicas fisicas locais mais importantes do vacuo fermionico. O condensado
fermidnico assume papel importante em modelos de quebra dindmica de simetria quiral, onde
o VEV do tensor energia-momento atua como a fonte da gravidade nas equagdes de Einstein
semi-cléssicas.

Esta tese estd organizada da seguinte forma: nos capitulos 2, 3 e 5, fazemos uma revisao do
formalismo tedrico e matematico dos conceitos que cercam a corda cosmica € o espago-tempo
de de Sitter e anti-de Sitter. Nos capitulos 4 e 6, apresentamos a nossa contribuicao pessoal.

Inicialmente, no capitulo 4 analisaremos o movimento quantico relativistico de bésons e
férmions massivos, carregados, no espagco-tempo de uma corda césmica idealizada, na presenca
de um campo magnético uniforme, paralelo a corda e, também, sob influéncia de potenciais
escalares. Duas configuragdes especificas para o potencial escalar serdo consideradas: (i) o
potencial proporcional ao inverso da distincia polar a corda, S o< 1/r e (ii) o potencial linear
com respeito a essa distancia polar, S « r. Veremos que, para valores particulares do campo
magnético, podemos obter exatamente solugdes para as equacdes de Klein-Gordon e Dirac e o
espectro de energia associado aos estados ligados.

Em seguida, no capitulo 6, consideramos o problema solivel exatamente, da polariza¢ao
do vacuo fermidnico por uma corda césmica no espago tempo de anti-de Sitter (AdS).

No capitulo 7, apresentaremos nossas conclusdes e, por fim, introduzimos apéndices con-
tendo detalhes matemadticos relevantes ao texto.

Ao longo desta tese, adotamos o sistema de unidades naturais (7 = G = ¢ = 1) e a assinatura
(—,+,+,+).



CAPITULO 2

Cordas cosmicas e espacos maximalmente

simétricos

2.1 Defeitos topologicos e quebra espontanea de simetria

A quebra espontinea de simetria € uma ideia que se originou na fisica da matéria condensada.
Ela ocorre quando um sistema, que € inicialmente simétrico com respeito a algum grupo de
simetria, vai para um estado de vicuo que ndo € simétrico. Quando isto ocorre, 0 sistema nao
mais se comporta de acordo com sua simetria original. O grupo de simetria inicial do sistema
pode ser discreto, como o grupo de translagdes de um cristal; ou continuo, como o grupo de
simetria rotacional, cujas transforma¢des mantém o cilindro, por exemplo, invariante.

Um exemplo comum que ajuda a explicar o fendnemo de quebra espontanea de simetria €
uma bola colocada no topo de uma colina. A bola estd num estado completamente simétrico,
no entanto, instavel. A menor perturbacdo fard com que a bola role em alguma dire¢do. Neste
ponto a simetria foi quebrada porque a bola escolheu uma direcdo particular, que pode ser
diferenciada das demais (o sistema escolheu um estado de vacuo).

O resultado da quebra de alguns tipos de simetria presentes em sistemas fisicos sdo os de-
feitos topoldgicos. Eles podem aparecer, notadamente, em sistemas de matéria condensada ou
no contexto cosmoldgico, como defeitos na estrutura homogénea do espaco-tempo em alguma
regido do universo.

Os defeitos topoldgicos assumem papeis importantes no contexto das teorias de grande
unificacdo (GUT) das particulas elementares. A premissa basica da grande unificacio é que as
simetrias conhecidas das particulas elementares sdo vestigios de um grupo maior de simetria

G, ap0s sucessivas quebras espontineas de simetria:
G — H — SUc(3) xSUL(2) x Uy (1) — SUc(3) x Upm(1). 2.1

Isto implica que, na sua fase inicial, o universo passou por um nimero de transi¢oes de fase com
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um ou varios tipos de defeitos topoldgicos sendo deixados pelo caminho. Apesar da abordagem
deste cendrio exigir uma quantidade sauddvel de ceticismo, a questdo da formacao e evolugdo
de defeitos merece uma investigacao séria.

Nas teorias modernas de particulas elementares, a quebra de simetria € descrita em termos
de campos escalares chamados campos de Higgs. O estado fundamental da teoria ndo exibe as
mesmas simetrias da hamiltoniana e é caracterizado por um valor esperado nao-nulo do campo
de Higgs. As propriedades essenciais da quebra espontianea de simetria podem ser ilustradas

em um modelo simples estudado por Goldstone em 1961 [43, 44].

2.2 Modelo de Goldstone

Considere a densidade lagrangeana classica

L = (du9")(9"9) -V (9), 2.2)

onde ¢ é um campo escalar complexo e o potencial V(¢) é dado por

V()= i”‘ (970 —n?)", 2.3)

sendo A e 1 constantes (ver figura 2.1). O modelo ¢ invariante sob o grupo U (1) de transfor-

macoes de fases globais:

O (x) — %P (x). (2.4)

Para 11> > 0, os minimos do potencial (2.3) formam um circulo |¢| = 1] e o estado fundamental

(o vacuo) da teoria € caracterizado por um valor esperado nao-nulo

(0]¢]0) =ne®, (2.5)

onde 6 € uma fase arbitraria. A transformacao de fase (2.4) leva 6 em 6 + o, entdo o estado
de vécuo |0) ndo é invariante sob (2.4) e a simetria é espontaneamente quebrada. O estado
anterior a quebra de simetria, com (0|¢|0) = 0, corresponde a um méximo local de V(¢).
Pequenas perturbacdes ao redor deste estado sdo descritas pela densidade lagrangeana (2.2)
com o potencial

V(g) ~ —%)anq)*q) -+ const. (2.6)
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AV©®)
AV©®)
¥
¢
(@) V(¢) comn? >0 (b) V(¢) comn? <0

Figura 2.1 Potencial de quebra de simetria U(1): V(¢) = 1A (¢*¢ — nz)z.

O sinal negativo no termo de massa indica a instabilidade do caso simétrico. Os vdcuos da
simetria quebrada para diferentes valores de 6 sdo equivalentes. Escolhendo o védcuo para

0 = 0, podemos representar ¢ como

o=n+ %5 (01 + i), @.7)

onde ¢; e ¢» sdo campos reais com valores esperados no vacuo nulos. Substituindo a equagao

(2.7) na densidade lagrangeana (2.2), obtemos

1 1
L = (au¢1)2+§ (9u0a)” — SAP07 + L, (2.8)

1
2
onde o termo de interagdo %, inclui termos de ordem mais alta em ¢; e ¢». Podemos ver que
¢ representa uma particula com massa positiva U = VA N, enquanto ¢ ndo possui massa. A
razdo para isso é que ¢; estd associado as oscilagdes radiais sobre um ponto no circulo |¢| =7,
enquanto ¢, corresponde a0 movimento sobre o circulo. O aparecimento de particulas escalares
sem massa, chamadas bdsons de Goldstone, € uma caracteristica geral da quebra espontianea
de simetrias globais. Na secdo seguinte estudaremos um caso particular de defeito topoldgico

formado pela quebra de simetria.
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2.3 Cordas cosmicas

De acordo com a teoria quantica de campos, a matéria € descrita em termos de campos que
ocorrem no espago € evoluem no tempo. Uma particula corresponde a uma flutuacdo pontual
do seu campo correspondente, da mesma forma que um fonon € uma excitacdo puntiforme, lo-
calizada, em um cristal. Alguns cristais admitem a possibilidade de linhas de defeitos estdveis,
linhas nas quais a orientagao dos dtomos do cristal muda abruptamente. De modo similar, algu-
mas teorias quanticas de campo permitem a existéncia de configuragdes de campo estdveis com
defeitos lineares. Estes defeitos sdo chamados cordas césmicas. Da mesma forma que nem to-
dos os materiais cristalinos admitem defeitos lineares, nem todas as teorias de campo admitem
cordas césmicas. Por exemplo, o Modelo Padrao da fisica de particulas ndo admite configura-
coes de cordas estdveis no vicuo, contudo, varias extensdes do Modelo Padrao admitem tais
defeitos.

Em um modelo de teoria quantica de campos que admite solucdes do tipo cordas césmi-
cas, uma rede de tais defeitos, inevitavelmente, se forma durante o processo de resfriamento
no inicio do universo. Da mesma forma que em sistemas de matéria condensada que admi-
tem defeitos, tais solu¢des se formam durante um processo de rdpida cristalizacdo. Este é o
mecanismo de Kibble [45-47].

Em um modelo de teoria quantica de campos, cordas cosmicas sao distribui¢des lineares
de massa-energia no universo, de comprimento qualquer. FElas sdo caracterizadas por dois
nimeros: a massa por unidade de comprimento, U, e a tensdo, 7. Na sua forma fundamental,
u =T, o que significa que ha invariancia de boost ao longo do comprimento da corda e elas
sdo relativisticas.

Assim como particulas, cordas podem ser elementares ou compostas — formadas por cons-
tituintes mais fundamentais, neste caso, campos escalares e, possivelmente, de gauge. Se forem
formadas por campos, sdo solugdes classicas das equacdes de campo localizadas em tubos de
densidade de energia, relacionados aos sélitons. Classicamente, cordas elementares possuem
diametro zero e cordas solitdnicas possuem didmetro ndo-nulo dado por uma medida de massa
nas equagdes de campo cldssicas [48].

Cordas cdésmicas, entdo, seriam formadas no inicio do universo, pela quebra espontianea
da simetria U(1). Caso elas existam, devem ser extremamente finas e densas — para cordas
resultantes de quebra de simetria em uma escala de energia 1, temos que u ~ n%. As cordas,

para um teoria de grande unificacdo tipica, com 1 ~ 10'® GeV, possuem Gp ~ 1076 ou p ~
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1022 g/cm, onde G é a constante da gravitacdo universal [10].

2.4 Sinais observacionais

Existem vdrias formas de procurar por cordas no universo. Um dos caminhos mais explorados
¢ através do campo gravitacional das cordas, que perturbam a matéria e radiacdo ao seu redor.
A amplitude dessas perturbagdes € controlada pelo parametro adimensional 87Gu, onde G,
novamente, € a constante de Newton. O fator 877 vem das equacOes de Einstein.

O campo gravitacional das cordas também pode produzir o efeito de lente gravitacional
sobre galdxias, quasares e outras fontes distantes compactas [48—50]. Este efeito, produzido
por uma corda retilinea, consistem em um par de imagens sem distor¢do ou ampliacdo, di-
ferentemente do efeito produzido por galdxias ou clusters de galdxias. Esta seria uma forma
excelente de procurar cordas, contudo, lentes produzidas por cordas devem ser separadas do

sinal de fundo de pares de galdxias similares, o que ndo pode ser feito trivialmente.

2.4.1 Radiacao césmica de fundo

Observacoes recentes sao consistentes com um modelo dos primeiros instantes do universo:
inflacdo. Desde a proposta do modelo, a inflacdo tem obtido sucesso em explicar vérias propri-
edades quantitativas e qualitativas do cosmos, fornecendo predi¢cdes cosmoldgicas e alterando
radicalmente nosso entendimento sobre o "big bang". Neste modelo, o universo se expande
e sua temperatura decresce. Assim, em tempos remotos, a temperatura e a densidade do cos-
mos devem ter sido extraordinariamente altas. Como consequéncia, a interacdo entre particulas
elementares era tao forte que estas ndo conseguiam combinar-se para formar objetos mais com-
plexos. Até que o universo resfriou a aproximadamente 100 MeV, quando era formado por um
denso mar de quarks, 1éptons e bésons que se espalhavam mutuamente a uma taxa muito supe-
rior a de expansdo, mantendo um equilibrio térmico entre si. A partir deste ponto, 0s primeiros
hadrons comecaram a se formar. Logo depois, bdrions e antibdrions passaram a se aniquilar,
aumentando consideravelmente a densidade de fétons. Quando a energia de radiacdo se redu-
ziu a ordem de 1 MeV, bdrions passaram a se combinar formando os nucleos dos elementos
leves. Este processo é chamado de nucleossintese. Entretanto, ndo foi até o universo resfriar
a, aproximadamente, 0.26 eV (o< 3 x 10°K), que a radiacio deixou de interagir com a matéria.

Durante o periodo que precede, o universo era permeado por um plasma, formado por nicleos,
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elétrons livres e radiacdo. Dizemos, por conseguinte, que neste periodo o universo era opaco.
Isto porque o livre caminho médio dos fétons era tdo pequeno, que estes nao conseguiam viajar
livremente, permanentemente colidindo com nucleos. Chamamos este evento particular de de-
sacoplamento: o ponto em que o universo torna-se transparente e a radia¢ao passa a propagar-se
livremente, permeando o céu até os dias de hoje. Esta radia¢do, chamada radiacdo césmica de
fundo, vem sofrendo redshift desde entdo, encontrando-se, hoje, na forma de microondas a
temperatura de Tomp o< 2.725K. Ela nos serve como uma fotografia do desacoplamento e atra-
vés dela podemos inferir a validade do principio cosmoldgico, assim como, a forma de nossa
geometria.

A ideia de que o universo era inicialmente super quente e denso, esfriando-se e tornando-
se mais diluido conforme se expande, recebe o nome de teoria do big bang, podendo, mas
ndo sendo estritamente necessario, conter uma singularidade inicial. A deteccdo da radiagdo
cosmica de fundo favorece tal teoria. Na verdade, esta radiacdo foi primariamente prevista,
como consequéncia do big bang, por Ralph Alpher e Robert Herman, em 1948 [51]. A primeira
deteccdo aconteceu, acidentalmente, em 1965, quando Arno Penzias e Robert Wilson faziam
medi¢cdes em seu recém construido radidometro [52].

Atualmente, duas sondas (WMAP e Planck) mapeiam a radia¢do césmica de fundo de todo
o céu, obtendo suas temperaturas. As flutuacdes térmicas, sao bastante pequenas, suportando
o principio cosmoldgico. Entretanto, as pequenas anisotropias sao fundamentais para que as
grandes estruturas pudessem ter sido formadas. Com a expansdo, essas anisotropias aumen-
taram consideravelmente de volume, formando pogos de potenciais onde a matéria pode se
aglomerar. Caso estas pequenas flutuagdes ndo existissem, matéria e anti-matéria teriam se
aniquilado mutuamente por completo, gerando apenas um mar de fétons, impossibilitando a
formacdo de estruturas. Observagdes cautelosas do mapeamento da radiagdo césmica de fundo
permitem-nos inferir a respeito da geometria do universo e dos parametros observacionais. Por
exemplo, o tamanho real das flutuacdes térmicas pode ser computado e comparado com as
observacdes. Em uma geometria hiper-esférica, estes pontos apareceriam maiores do que re-
almente sdo. Analogamente, em uma geometria hiper-hiperbdlica, estes seriam inferiores ao
tamanho computado. De fato, as observacdes indicam que vivemos em um universo espacial-

mente planol, k = 0, ndo havendo diferencas entre os valores calculados e observados.

'A métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) descreve um universo homogéneo
e isotrépico em expansio. Em coordenadas esféricas, pode ser escrita como ds> = —dt* +

a(t)? 1{?; +12(d6?% +sin? 8d$?)|, sendo a(r) o fator de escala, a constante k = K/|K| = —1,0,1 ¢ K é de-

finido através do tensor de curvatura para um espago maximamento simétrico R;; = —2Kg;;. Dessa forma, a
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A teoria inflaciondria sugere que a taxa de expansdo do universo primordial tenha sido
constante, resultando em uma abrupta expansao exponencial. Embora diversos autores tenham
contribuido independentemente com a teoria inflaciondaria, foram Andrei Linde e Alan Guth
que, em 1980, revelaram como a teoria do big bang suporta e, de certa forma, necessita da
inflacdo [53]. A relatividade geral, sendo incompativel com a mecanica quantica, ndo € capaz
de descrever acontecimentos na era de Planck, 0 < ¢ < 10~%3s, quando a densidade de energia
era téo alta (superior a densidade de Planck, p,,; =5 X 10%kg / m3), que as flutuagdes quanticas
do espaco-tempo tornavam-se importantes. Independente do que possa ter ocorrido até o fim da
era de Planck, a inflagdo deve ter tido seu fim em torno de 7y o< 107335 de forma que flutuacdes
nas densidades de energia pudessem ocorrer para que, posteriormente, os nucleos atdmicos
fossem formados. A inflagdo, caso tenha de fato ocorrido, € capaz de explicar trés grandes

problemas enfrentados pela cosmologia moderna:

* Problema da planaridade: como comentado previamente, a densidade do Universo é
bastante proxima da densidade critica. Se a constante de curvatura k for identicamente
nula, entdo a densidade do universo serd igual a densidade critica durante toda a evolu-
¢do. Entretanto, ndo hd motivos para admitirmos que a curvatura seja exatamente zero.
Mesmo que |k| tenha valor irrisério, como a densidade de curvatura cai com 1/a?, de-
pois de um tempo suficiente, esta densidade torna-se dominante em relagcdo as outras,

afastando cada vez mais a densidade total da densidade critica.

* Problema do horizonte: o problema do horizonte tem origem no alto grau de isotropia
da radiag@o césmica de fundo. As microondas detectadas, provenientes de todas as dire-
¢oes do céu com temperatura Tenvp, estdo percorrendo o espago desde o desacoplamento.
Radiacoes vindas de lados opostos no céu, detectadas em antenas na Terra, ndo estiveram

em contato por bilhdes de anos. O fato de estarem em equilibrio térmico € extraordinario.

* Monopolos magnéticos: teorias de unificagdo de forcas elementares preveem a exis-
téncia de outras entidades, além das descritas pelo modelo padriao de particulas. Dentre
elas, os monopolos magnéticos. Se tais teorias estiverem corretas, no Universo primor-
dial, muito antes do desacoplamento, tais particulas devem ter sido criadas em abun-
dancia. Ademais, essas devem ser bastante massivas e, assim, nao-relativisticas. Deste
modo, com a expansdo do universo, os monopolos magnéticos viriam a dominar sobre

os demais componentes. Isto, como sabemos, ndo é observado.

métrica de FLRW admite trés tipos de geometria espacial para o universo: hiper-esférica, hiper-hiperbdlica e
plana; correspondendo aos trés possiveis valores de k: +1, —1 e 0, respectivamente.
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Além disso, podemos mencionar que (i) a expansdo exponencial no periodo de inflagdo
explica a enormidade do universo, (ii) a gravidade repulsiva associada ao falso vacuo oferece
a possibilidade de explicar como a expansao de Hubble comecou, (iii) cosmologia inflaciona-
ria explica naturalmente o elevadissimo grau de homogeneidade e isotropia no universo, pela
expansdo de regides uniformes microscopicas, tornando-se grandes o suficiente para conter o
universo observavel, (iv) os modelos inflacionérios simples estdo de acordo com as observagdes
mais recentes das flutuagdes na temperatura da microonda césmica de fundo dos experimentos
WMAP, CBI, ACBAR e BOOMERANG, dando conta da anisotropia da radiagdo césmica de
fundo, além de ser o melhor modelo em acordo com as medidas feitas pelo satélite Planck da
ESA em 2013 [53-58].

Cordas césmicas nao s@o observadas diretamente, por outro lado, sua presencga pode ser in-
ferida pelos seus efeitos gravitacionais, como mencionamos anteriormente. Por exemplo, loops
de cordas césmicas decaem em ondas gravitacionais [59—62], com intensos pulsos associados
com cusps que se formam, em média, a cada oscilacdo de um loop [63, 64]. Uma classe com-
pletamente diferente de assinaturas surge da forma peculiar da sua métrica. O espago-tempo
ao redor de uma corda retilinea € localmente plano mas, globalmente, conico com um déficit
de angulo planar determinado pela tensdo da corda. Isto leva a efeitos interessantes, como a
formacdo de faixas de matéria atrds de cordas em movimento, descontinuidades lineares na
temperatura e polarizacdo da CMB e padrdes caracteristicos de imagens formadas por efeito
de lente gravitacional, como j4 mencionamos. Além disso, matéria de grande densidade cri-
ada em faixas de alto redshift pode ocasionar formagdo inicial de estrelas e alterar de forma
significativa o histérico de reioniza¢do do universo [65].

Inicialmente, acreditava-se que cordas cosmicas foram as sementes para o crescimento de
grandes estruturas no universo [66, 67]. Elas também explicariam as flutuacdes de temperatura
do espectro de larga escala do CMB medidas pelo COBE [68]. Contudo, o espectro do CMB
emitido pelas cordas estava em desacordo claro com um pico medido pelo BOOMERANG e
MAXIMA em 2000, o que, efetivamente, descartou as cordas césmicas como fonte significa-
tiva de flutuagdes cosmicas [69, 70]. Subsequentemente, varios picos acusticos no espectro do
CMB detectados pelo WMAP forneceram evidéncias de ondas estaciondrias no plasma primor-
dial que ndo poderiam ocorrer devido a fontes incoerentes ativas, como cordas. Atualmente, a
contribui¢do das cordas para o espectro do CMB ¢ limitada a uma pequena fra¢do da anisotro-
pia total [71-75]. Ainda assim, as consideracdes tedricas relacionadas a modelos envolvendo

cordas césmicas servem como motivagdo para sua busca nos dados futuros.
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2.4.2 Anisotropias no CMB

Cordas césmicas induzem anisotropias no CMB de uma forma fundamentalmente diferente
das perturbacdes inflaciondrias. Neste ultimo, a inflacdo estabelece condi¢des para as pertur-
bacdes que, entdo, evoluem para frente no tempo, sem a produgdo de perturbagdes adicionais.
Em contraste, redes de cordas csmicas persistem através da historia do universo e sdo fontes
ativas de perturbacdes escalares, vetoriais e tensoriais, todo o tempo. Em particular, isto sig-
nifica que modos vetoriais — que rapidamente decaem na auséncia de um termo fonte e, por
esta razao, sdo raramente considerados na literatura — sdo significantes para cordas cOsmicas e
tipicamente compardveis em magnitude aos modos escalares. Modos tensoriais gerados pelas
cordas também estdo em um nivel comparavel, mas seu impacto observacional é geralmente in-
ferior, por causa da natureza oscilatéria das ondas gravitacionais [76]. Antes da recombinagao
(periodo em que atomos comecaram a ser formados), perturbagcdes de densidade e velocidade
de fluido de bérions-fotons sdo produzidas nos sulcos de cordas em movimento. Apds a re-
combinacdo, cordas que cruzam nosso campo de visdo geram descontinuidades lineares na
temperatura do CMB (efeito Kaiser-Stebbins-Gott, [77, 78]). Tanto os sulcos quanto o efeito
KSG, ocorrem devido ao déficit de angulo planar na métrica que cerca a corda. Além disso,
particulas experimentam atracdo gravitacional a corda, caso ela ndo seja perfeitamente retili-
nea. A busca pela assinatura de cordas césmicas no CMB pode ser dividida em tentativas de

detectar, diretamente, descontinuidades lineares nos padrdes de temperatura e polarizacao.

2.4.3 Modos-B de polarizacio

Uma questdo importante € se a contribuicdo devida as cordas pode ser distinguida de outros
desvios do cendrio adiabatico padrdo, tais como ondas gravitacionais (previstas em modelos de
inflacdo para grandes campos) e outros tipos de defeitos topoldgicos como texturas e cordas
semi-locais. Mesmo tendo sido estabelecido que as cordas cosmicas ndo podem ser fonte da
maioria da anisotropia da temperatura, 0 CMB ainda pode fornecer uma assinatura distinta da
sua presenca através dos modos-B do espectro de polariza¢iao primordial. Enquanto gradientes
de intensidade automaticamente geram padrdes pares, ou modos-E, nos mapas de polarizacao
do CMB, padrdes impares, ou modos-B, ndo sdo produzidos a menos que haja perturbacdes na
métrica que possuam paridade localmente ndo-nula. Desvios locais da paridade zero, podem
ser causados por modos tensoriais, ou ondas gravitacionais, que podem ser representadas como

combinacdes lineares de polarizagdes a esquerda ou a direita, assim como podem ser causados
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por modos vetoriais ndo-nulos, ou vorticidade. O modo-B das cordas € gerado principalmente
por modos vetoriais, com um espectro que € diferente daquele geralmente produzido a par-
tir de modos tensoriais que surgem de cendrios inflaciondrios. Como veremos mais adiante,
experimentos com a polarizagdo do CMB podem ser capazes de revelar a presenga de cordas
cOsmicas através da sua assinatura de modos-B, mesmo que as cordas contribuam com apenas
0, 1% para a anisotropia da temperatura do CMB [79-87].

Em alguns modelos, préximo ao final do periodo de inflacdo, ocorre transicao de fase em
um conjunto de campos. Uma transicao de fase térmica, em uma teoria com um conjunto
topologicamente ndo-trivial de estados fundamentais, leva a formacao de defeitos, estruturas
compostas de configuragdes espaciais varidveis do campo escalar (e possivelmente de gauge).
A particula ou campo hipotético responsavel pela inflacao é chamada inflaron. No final da in-
flacdo, o inflaton substitui a temperatura como parametro de controle e os defeitos se formam
igualmente bem. Modelos hibridos também podem ser acomodados, no contexto de supersime-
tria e Grande Unificagdo. Cordas césmicas possuem uma propriedade crucial: seu decaimento
€ rapido o suficiente para manter uma densidade relativa constante com relagdo ao resto do
conteddo do universo. Esta propriedade ndo € compartilhada pelos demais defeitos: monopo-
los em particular (puntiformes) e paredes de dominio (bidimensionais) acabariam dominando
a densidade de energia atualmente, a menos que a magnitude da sua massa fosse muito menor
que a da inflagdo (da ordem de 10" GeV) [88, 89].

2.4.4 Defeitos topologicos e o sinal de modos-B detectado pelo BICEP2

E convengdo parametrizar a contribui¢io de ondas gravitacionais em termos da razio tensor-
escalar r = &,/ #;. A detecgdo para baixo-multipolo de anisotropias de modos-B de polari-
zacdo pelo projeto BICEP2, abre uma nova janela observacional em modelos que geram per-
turbacdes primordiais que levam a formacgdo de estruturas. O candidato principal para explicar
este sinal de modos-B sdo as perturbacdes (tensoriais) de ondas gravitacionais primordiais ge-
radas pela cosmologia inflaciondria. Estas fornecem uma boa correspondéncia para uma razao
tensor-escalar de r = 0,2, com a forma espectral na regido de ¢ ~ 40 — 150, mas perdendo um
pouco a combinagdo para maiores multipolos, por razdes ainda desconhecidas [90].

Um mecanismo alternativo para gerar modos-B primordiais € a presenga de uma mistura
de defeitos topoldgicos. Muitos cendrios inflaciondrios, particularmente do tipo inflagdo hi-
brida, terminam com uma transi¢do de fase. Produgdo de defeitos em tal transi¢do é natural e

plausivelmente um contribuinte sub-dominante para a anisotropia da temperatura total.
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Se a deteccao dos modos-B pelo experimento BICEP2 for confirmada, ondas gravitacionais
primordiais seriam uma adi¢ao necessdria ao modelo cosmoldgico padrao. Contudo, os dados
do BICEP2 nio correspondem muito bem para grandes valores de ¢. Uma mistura de defeitos

topologicos melhoram o fit, desde que a razdo tensor-escalar seja r = 0,15 [91].

2.4.5 Cordas fundamentais

Estruturas unidimensionais também se destacam como constituintes fundamentais da matéria
em teoria de cordas, o que permite a criacdo, no calor do big bang, de cordas elementares
infinitamente longas e relativamente leves (se comparadas a escala de Planck). Estas cordas
também se aniquilam rapidamente, portanto, o estudo de cordas cdsmicas € agora um recurso
importante da cosmologia de cordas elementares. Apesar de as interacdes entre cordas depen-
derem da escolha do modelo, todos os tipos de cordas possuem campos gravitacionais e, caso
sejam massivas o suficiente, acrescentam as perturbacdes gravitacionais da inflacdo. A busca
por cordas é, portanto, parcialmente, uma busca por desvios no modelo inflacionério padrao
[15].

No contexto de grande unificagdo da fisica de particulas, cordas cOsmicas existem pelas
mesmas razoes que vortices existem em superfluidos e supercondutores. Trabalhos iniciais em
teoria de cordas mostram que elas seriam pesadas e instdveis, mas a medida que os modelos
se tornaram mais sofisticados, apareceram modelos de cordas leves e estdveis. Portanto, a
busca por cordas césmicas pode levar a validagcao da teoria de cordas fundamentais. Contudo,
muitos passos serdao necessarios para uma validacao rigorosa da teoria de cordas: ndo s6 cordas
cOsmicas precisam ser detectadas, como também precisam demonstrar assinaturas tnicas da
teoria de cordas.

Avangos em cosmologia observacional nas dltimas décadas ddo esperanca de que cordas
cOsmicas possam ser descobertas, ou mesmo que nao sejam descobertas, podem vir a ser limi-
tadas de forma a fornecer informagdes uteis para a construcao do modelo de teoria de cordas.
Estes avancgos observacionais incluem medi¢des de alta precisao da radiacao césmica de fundo,
enormes inspecdes que mapeiam grandes estruturas cdsmicas, grandes detectores de raios cés-
micos, observagoes de satélite de fétons de raios-gamma de altas energias, detectores de neutri-
nos, busca e descobertas de varias pulsares de milisegundos e sofisticados detectores de ondas
gravitacionais [47]. Espera-se que estes esforcos possam levar a evidéncias observacionais para

a teoria de cordas.



2.5 SOLUCOES TIPO CORDAS SOLITONICAS NO MODELO ABELIANO DE HIGGS 16
2.5 Solugoes tipo cordas solitonicas no modelo abeliano de Higgs
A teoria de campo de gauge mais simples que apresenta uma solucdo tipo corda é o modelo

abeliano de Higgs [92], que consiste em um campo escalar complexo, ¢, e um campo de gauge,

Ay, com a a¢do de Minkowski

S=— / d*x (Duq)*D”q) +V(9)+ %F‘“’Fuv) , (2.9)

onde a derivada covariante é D, = dy, — ieA, e a densidade de energia potencial é

v:%k(\q)yz—q)g)z. (2.10)
As equacdes de campo sdao
D*9+A (9] ~95) ¢ =0 (2.11)
I Fyy — ie (9" Dy — Dy§*9) =0, 2.12)
onde D? = ﬁ&u(ﬁ g"vdy). O estado fundamental pode ser escrito como ¢ = '@y e

Ay = 0. Ocorrem excitagdes em torno do estado fundamental que correspondem a um escalar
de massa my; = v2A @ e um vetor de massa m,, = ed.

Existem solucdes estaticas de energia finita, com simetria cilindrica, da seguinte forma

1

er

¢ =0of(r)e | Aj=—Ag(r)6; , Ag=0, (2.13)
onde 60 € a coordenada azimutal e r é a coordenada radial.

A métrica gerada por uma corda césmica € a solu¢do ndo-trivial mais simples das equagdes
de campo de Einstein. A corda césmica mais simples possivel € infinita, fina, retilinea e estatica.
Tal corda possui alto grau de simetria — azimutal, invariancia translacional e perante boosts
de Lorentz ao longo da corda. A solugdo para campos fracos (que € praticamente idéntica a
solucdo geral) foi encontrada pela primeira vez em 1981 por A. Vilenkin [67]. A métrica exata
foi descoberta independentemente por B. Linet, D. Garfinkle ef al [78, 93-95] em 1985. Esta
solu¢do foi construida assumindo um elemento de linha estatico com simetria cilindrica [96].
Ignorando a micro-estrutura das cordas césmicas e tratando-as como objetos essencialmente

unidimensionais, podemos caracterizd-las por um tinico parametro {t — sua massa por unidade
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de comprimento. Em resumo, admitindo que a corda esteja ao longo do eixo z e usando o

sistema de coordenadas cilindricas, a solu¢do obtida é
ds? = —dt* +dz> +dr* + (1 —4Gu)*r’d¢?, (2.14)

onde r > 0e ¢ = [0,2m]. O elemento de linha (2.14) possui uma interpretagdo geométrica

bastante simples. E possivel reescrevé-lo como elemento de linha de Minkowski
ds*> = —dt* +dr’ + r*d6* + d7?, (2.15)

se definirmos a coordenada angular 6 = (1 —4Gu)¢ de modo que

2
0§6<277:(1—4G/.L)E£. (2.16)

Em outras palavras, a presenga da corda introduz um déficit de angulo azimutal 8xGpt, resul-
tando em uma hipersuperficie com a geometria de um cone para ¢t e z constantes (ver figura
2.2).

2n(1— 4Gp) o e

corda

Figura 2.2 Espacgo-tempo cOnico externo a uma corda retilinea infinita.

O espaco-tempo conico € localmente plano exceto em um ponto, onde a curvatura apresenta

uma singularidade do tipo delta de Dirac e o escalar de curvatura é dado por
R=4n(p—1)6P(7), (2.17)

portanto o espaco-tempo nao é globalmente plano. O caso em que it = 0 corresponde a p = 1
e ao espago-tempo de Minkowski. Quando Gu — % o déficit de angulo planar ocupa toda

a area azimutal ao redor da corda e p — . Para Gu > % a métrica ndo serve mais para



2.6 ESPACOS MAXIMALMENTE SIMETRICOS 18

descrever uma corda. Por outro lado, se considerarmos y < 0, entdo 0 < p < 1 e temos um
excesso de angulo azimutal. Em matéria condensada, defeitos do tipo desclinacdo sdo descritos
geometricamente através de um tensor métrico andlogo ao de uma corda césmica [11, 17]. E
possivel que estas estruturas demonstrem comportamento correspondente ao caso 0 < p < 1.
Neste caso o defeito apresenta curvatura negativa e o excesso de angulo planar corresponde a

um espago-tempo anti-conico.

2.6 Espacos maximalmente simétricos

A observacdo de galdxias distantes mostrou que o universo ndo € estdtico. Iniciou-se, entao,
a constru¢cdo de modelos cosmoldgicos contemplando a ideia de que o universo € homogéneo
e isotropico no espacgo, porém ndo no tempo, ou seja, pode ser separado em folheacdes tipo-
espaco homogéneas e isotrépicas, o que implica que o espago-tempo deve ser maximalmente
simétrico.

Uma variedade D-dimensional € dita "maximalmente simétrica" quando apresenta 0 mesmo
numero de simetrias que o espaco euclidiano usual. Formalmente, um espaco € maximalmente

D(D+1)
2

simétrico quando possui vetores de Killing.
Duas variedades maximalmente simétricas serdo detalhadas nas se¢des seguintes: o espaco-
tempo de de Sitter (dS), para A > 0 e anti-de Sitter (AdS), onde A < 0, sendo A a constante

cosmoldgica presente nas equacdes de Einstein [97]:

1

2.6.1 Espaco-tempo de de Sitter (dS)

O espacgo de de Sitter n-dimensional, para D > 2, € a solucdo das equacgdes de Einstein no
vacuo com uma constante cosmoldgica, A, positiva. Pode ser descrito como um subconjunto

de pontos (29,21, --,2p) € R!"P satisfazendo a equagio da hipérbole de uma folha

B —...—h=—a*, (2.19)
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sendo & > 0 o raio de curvatura do espaco. O escalar de curvatura R e a constante cosmoldgica
A sdo
(D—1)(D-2)

———=, A= . 2.20

Em quatro dimensdes, o espaco-tempo de de Sitter € mais facilmente representado pelo hiper-
boloide

2 2 2 2 2 2
0~ —H—B—y=—0", 2.21)
imerso em um espago-tempo de Minkowski penta-dimensional com métrica

ds? = —dz} +dz3 +ds +d5 + dz] . (2.22)

De forma a resolver as equagdes de campo, devemos escolher um sistema de coordenadas.

Consideremos inicialmente o sistema definido por:

. t 1
2 = asinh (&> + e (2.23)
t | A
2 = ocosh (&) — e ¥’ (2.24)
o= edx;, i=123; —oo<(t,x)<oo, (2.25)

que cobre apenas a metade da variedade de de Sitter com zp 4 z4 > 0. Nessas coordenadas, o

elemento de linha serd expresso por:
2 2, 2 2 2
ds® = —dt” +e@ ) (dx')” . (2.26)
i=1

Podemos, também, definir um sistema de coordenadas em termos do tempo conforme 7T =

13 . 2z
—oe a, —oo < T < (. Nesse caso, o elemento de linha é

1=

2 3 .
ds? = (%) [—drz+ ;(dz’)zl , 2.27)
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que revela que esta regidao do espaco de dS é conforme a uma regido do espaco de Minkowski,

com fator conforme %. Usando o sistema de coordenadas estédtico definido por

0 = vw—ﬂgmGa (2.28)
= VM—#&M%&) (2.29)

Zp = rsinBcosH (2.30)
73 = rsin@sing (2.31)
74 = rcos@, 0<r<oo, (2.32)

que cobre a metade da variedade de dS com zp+z; > 0, o elemento de linha € expresso por
2 r 2 AN 2 20102 | winl 2
ds” = 1—$ dt” — I—E dr”—r°(d0~ +sin“ 0d¢~) , (2.33)

evidenciando a simetria esférica presente em todos os espacos maximalmente simétricos.

2.6.2 Espaco-tempo anti-de Sitter (AdS)

Para D dimensdes, sendo D > 2, o espaco de AdS pode ser descrito como o subconjunto de

pontos (zo,21,---,2p) € R>P~! sobre a hipérbole de uma folha que satisfaz
B+i-Z—...—zh=0a (2.34)
com a métrica induzida pela métrica usual em R2P-1 ,
ds? = —dzy —dz3 +d5 + ... +dz (2.35)

sendo o > 0 a curvatura do espago, o escalar de curvatura R e a constante cosmoldgica A

D(D-1)
062

(D—1)(D-2)
202

R=— . A=-— . (2.36)
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Podemos parametrizar toda a hipérbole usando o sistema de coordenadas globais

zp = ocostcoshp (2.37)
z1 = osintcoshp (2.38)
7> = osinhpcosB (2.39)
z3 = o sinhpsinBcos B, (2.40)

(2.41)

Aqui, T € (—7,7), p € (0,0) e 6; parametrizam uma esfera (D — 2)-dimensional. A métrica

serd
ds* = o’ [— cosh? pdt? +dp? + sinthdQ%n_z) . (2.42)

Trocando de coordenadas para r = a sinhp, r € (0,00), T = é, o elemento de linha fica expresso

por

2 2\ 1
ds? = — (1 + %) dt* + (1 - %) dr’ +r2dQ}, . (2.43)

O sistema de coordenadas de Poincaré, que cobre a regido zg + 2 > 0, é definido como:

1 .
0 = (0wl =+ (x)%) (2.44)
ot
4 = X (2.45)
u
1 .
2 = (o —ud i () (2.46)
2u
i
a = i1 . Dp-2, (2.47)
u

onde x', € (—o0,) e u € (0,). O elemento de linha é

2

ds* = 2 [—d + di® + (dx')?] . (2.48)
u
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2.7 Corda césmica no espacgo-tempo de dS

A geometria associada ao espago-tempo correspondente € dada pelo seguinte elemento de linha:

N
ds®> = —dt* + ea | dr? +r2d¢? + Z alZ,2 ; (2.49)
=1

1

onde r >0e ¢ € [0,27/qg] sdo as coordenadas na geometria conica, (,7;) € (—eo,o0) € 0 para-
metro & é relacionado a constante cosmoldgica e ao tensor de Ricci pelas férmulas (2.20), onde
n é a dimensdo do espaco-tempo dada por n = 3+ N. O pardmetro g € maior que a unidade e

implica a presenca da corda césmica [98]. Usaremos o tempo conforme 7, definido como

T=—ae /%, —w<1<0. (2.50)

Em termos desta coordenada, o elemento de linha acima toma a forma

N
ds? — (oc/t)2 (—dr2+dr2+r2d¢2+zdzlz> _ (2.51)
=1

1
O elemento de linha (2.49) também pode ser escrito em coordenadas estaticas. Para simplificar,

consideramos a transformacgdo de coordenadas para o caso n =4, com N = 1. Esta transforma-

cdo € dada pelas relagcdes

[ = 1+ %m (1-r2/a?) 2.52)

R M (2.53)

V1—r2/o?

—t5/a 0
2 = Ise 7 COoST (2.54)

o = ¢ (2.55)

e o0 elemento de linha fica na forma

dri 2 2 2 2
5 +r:(d0” +sin” 0d¢o7) , (2.56)

2 2 2 2
ds ——(1—7”S/a )dlY+W

2Pode-se mostrar que, definindo as coordenadas zo = asinh(t/a) + 2e'/*(r? + ), z, = ctcosh(t/a) —
ﬁe’/"‘(r2 +32), z1 = ¢'/%rcos ¢, 2o = €/%rsing e z;1y = '/%x;, elas satisfazem a equacio do hiperboloide
z(z) - z% - z% - Zziz —z2 = —o?, imerso em um espaco-tempo conico (n + 1)—dimensional.
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com 0 < ¢ <27 /q. Introduzindo uma nova coordenada angular ¢ = g¢, de (2.56), obtem-se o
elemento de linha estético do espaco-tempo de dS com déficit de angulo discutido previamente
em [98], onde € mostrado que o efeito do vdrtice no espaco-tempo de dS é criar um déficit
angular na métrica (2.56).

Consideramos, inicialmente, a equacio de Klein-Gordon no espaco curvo [42]
(ViVi+m? +ER)®(x) =0, (2.57)

onde £ é uma constante de acoplamento arbitrdria. O conjunto completo de solucdes desta

equagao, no espaco-tempo definido por (2.51), é:

@ (x) = Con P V2H) ANy (pr)e T | 1 = ae!/® (2.58)

onde A = /P2 + &2, k=K, v=+/(D—1)/4—ED(D—1)—m2a% en=0,%1,%2,-- H}’
e Jy representam funcdes de Hankel e Bessel, respectivamente e ¢ = (p,ié,n) € o conjunto de
niimeros quanticos, sendo p € [0,00). O coeficiente Cs pode ser obtido através da condigdo de

ortonormalizagdo
i/dD_lx 2] g% (@ (x)PL (x) — DL (x) 9, Pg (x)] = 066" » (2.59)

resultando em

- qpei(v—v*)n/z
Co = 3o 2R3 - (2.60)

para a constante de normalizacao.
Para obter o conjunto completo de solu¢des da equagdo de Dirac em dS na presenga de uma
corda césmica infinitamente longa, alinhada ao eixo—z [41], escrevemos o seguinte elemento

de linha em coordenadas cilindricas:
ds* = —d> + ¥/ %(dr? + r*d¢® +d7?) (2.61)

onde r >0, —o0o <z <00, 0 < ¢ < ¢ <271 e os pontos espaciais (r,9,z) e (1,0 + ¢o,z) sdo
identificados. Consideramos D = 4 por simplificacdo. O pardmetro o na equagdo acima €

relacionado a constante cosmoldgica através da férmula o = \/3/A. A dindmica do campo
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espinorial massivo no espaco curvo € descrita pela equagdo de Dirac
(i'}’ﬂvu —m)(}) ) Vu = ‘9;1 +ru ) (2.62)

onde y* sdo as matrizes de Dirac no espaco-tempo curvo e I'; € a conexio espinorial, dadas

em termos das matrizes de Dirac no espago plano }/(“) pelas relacoes

= eé‘a)y(a) , ITy= _Y(“)Y(b)e(va)e(b)v;u , (2.63)

onde o ponto-e-virgula representa a derivada covariante para campos vetoriais, e’(la) ¢ a base

tetrada que satisfaz eé‘a)ez’b)nuv = g"V, sendo n% o tensor métrico do espago-tempo de Min-
kowski.

Usando a forma padrao das matrizes de Dirac no espaco-tempo plano e adotando uma base
tetrada conveniente, € possivel resolver a equacdo (2.63) e obter suas autofuncdes. Para as
autofungdes de frequéncia positiva, encontra-se a seguinte expressao:

HY

5—Iimo

(yn)Jp, (Ar)e~ia9/?
Co HY" . (yn)Jp,(Ar)eia9/2
—isH")_(yn)Jg, (Ar)e 49/2

—isCy H'")_(yn)Jp, (Ar)eit9/?

1

‘l/c(r+) (x) = C(+)nzei(lij¢+k1) , (2.64)

onde g =27/po > 1, =17, y=VA2+k*, 0 <A < o0, —00 < k < oo, Hy)(x) sdo as fungoes
de Hankel e Jy(x) sdo as fun¢des de Bessel. Temos ainda que s = £1, n = 0,+1,42,---,

j=n+ % e Cé,l) = ,i—es’;/ As funcdes de Bessel possuem ordem

g & g &
Bi=dqlil==, B=dlil+ - (2.65)
2 2
O coeficiente C(*) ¢ determinado pela condicao de ortonormalizacdo
[ /1lws W = Soar (2.66)

sendo g o determinante do tensor métrico correspondente ao elemento de linha (2.61) e 0 =
(A,k, j,s) o conjunto de nimeros quinticos que representa cada solucdo. O delta do lado

direito da equacdo é o produto entre os deltas de Kronecker para os indices discretos (j,s) e as
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funcdes delta de Dirac para os continuos (A, k). Usando o wronskiano das fun¢des de Hankel,

encontra-se

omm

|C(+)’2 N q?Le

= 5 (V5K (2.67)

De forma similar, para as autofuncdes de frequéncia negativa correspondente a um estado de

vacuo de Bunch-Davies, encontra-se a seguinte expressao.

HY (), (Ar)ei49/2
C((pz Hizjima (777 )Jﬁ] (lr‘)giq¢/2

(S () = ) p2e—ilaio+ka)
o e ' j ) (2.68)
G _ZSHEZ%_ima(?’n)Jﬁz (lr)e—’qu/Z
_l‘SC((PZ)Hizl)ii a(}’n)Jﬁl <Ar>eiq¢/2
com C((Pz) = /;8—]?}/ ¢
_ LeOmn
ICO)? = qﬁw(y_sk) . 269
Para as as autofungoes (2.68), f3‘l’(_) _ _qu(_) ej— :l:%, i% N

O conjunto completo de funcdes descrito acima pode ser usado na investigacdo de efeitos
induzidos pela estrutura conica do espago-tempo [41]. Sabe-se que o caso de um campo es-
calar no espago-tempo de dS (D + 1)-dimensional, o estado de viacuo de Bunch-Davies ndo
é fisicamente realizavel para m?a® < —D(D+1)&, onde & é o parAmetro de acoplamento da
curvatura. Em particular, este é o caso para um campo sem massa minimamente acoplado.
A funcdo de Wightman correspondente apresenta divergéncias infravermelhas para modos de
longo comprimento de onda. Para um campo fermionico, o estado de vdcuo de Bunch-Davies

¢ fisicamente realizavel independentemente da massa.

2.8 Corda césmica no espaco-tempo de AdS

Em coordenadas cilindricas, a geometria associada com uma corda cosmica estdtica alinhada

ao eixo—Yy no espaco tempo de AdS 4—dimensional € dada pelo elemento abaixo [31, 32]:

ds® = e 2/%(—di> + dr® + r*d9?) + dy* (2.70)
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onde r > 0e ¢ € [0,27/q] definem as coordenadas na geometria conica, (z,y) € (—oo,) e 0
parametro a determina a escala de curvatura do espaco-tempo. O pardmetro g € maior que a
unidade e estd relacionado com a presenga da corda. Usando coordenadas de Poincaré definidas
por z = ae” /4, o elemento de linha acima é escrito na forma relacionada conformalmente com

o elemento de linha associado a corda césmica no espaco-tempo de Minkowski:
ds* = (a/2)*(—dt* +dr* + r*d¢* +dz*) . 2.71)

Nesse sistema de coordenadas, z € [0,0). Os limites z = 0 e z = oo correspondem a fronteira e
ao horizonte de AdS, respectivamente.
A generalizag¢do de (2.71) para um espago-tempo de AdS D—dimensional ¢é feita de forma

usual, acrescentando coordenadas euclideanas extras:

d
ds® = (a/2)*(=di* +dr* + r*d¢* +d + ) dz}) , 2.72)
i=1
onded =D —4.

A equacdo de campo [42] considerada é
(VuVH —m? —ER)®P(x) = 0. (2.73)

No sistema de coordenadas definido em (2.72), o conjunto completo de solucdes desta equagao,
regulares na fronteira z = 0, é caracterizado pelo conjunto de nimeros quinticos ¢ = (A,n, p,ié)

e € dado por

qa>~PpA

D1 T
30mPEL Ty(A2)Jjp)q(pr)e’ a0 THTED (2.74)

D (x) =
sendo X = (21,22, ,24), (A, p) € [0,00), ki € (—o0,00) e n=0,%1,%2,--- Ainda, Jy (1) repre-
senta a funcio de Bessel, E = \/ A2+ p2+k2 e v=1+/(D—1)2/4—ED(D —1)+m2d?.

As funcdes de modo em (2.74) s@o normalizadas pela condicdo de ortonormalizacdo de
Klein-Gordon usual (2.59).

A anélise da polarizacao do vacuo fermidnico no espago tempo de AdS, incluindo a solugdo

da equacdo de Dirac, obtenc¢do do condensado fermidnico e do valor esperado no viacuo do ten-
sor energia-momento, uma das nossas contribui¢des apresentadas nesta tese, serd desenvolvida

em detalhes no capitulo 6.



CAPITULO 3

Teoria classica de campos em espacos curvos

3.1 Interacao do campo bosonico com campos externos

A dinimica relativistica de um campo escalar, ¢(x), é governada pela equagéo de Klein-Gordon
[99, 100]. Na se¢do seguinte, esta equacdo € apresentada, admitindo-se interacdo entre este
campo e 0s campos gravitacional e eletromagnético. Incorporar estas interagdes, implica em
modificar a equacdo de Klein-Gordon de forma a tornd-la invariante por transformacdes de

gauge e por transformagdes gerais de coordenadas.

3.1.1 Equacao de Klein-Gordon na presenca de um campo eletromagnético

A inclusdo de um campo de gauge, A,, na densidade lagrangeana se faz mediante a redefini¢do
do conceito de derivada
0y — g +ieA, 3.1

onde A, é o quadri-vetor potencial eletromagnético! e e é a carga elétrica do campo, o que
implicitamente introduz o acoplamento entre o campo de matéria e o campo de gauge. Este
acoplamento, chamado de acoplamento minimo € do tipo JA,, onde a densidade de corrente
de matéria, J¢, € funcdo do tipo do campo de matéria.

A acdo associada a um campo escalar carregado e livre, com massa m, € dada por

S:/ﬁ%w—&f@% (3.2)

onde a densidade lagrangeana do campo escalar, .Z(x), é
Z(x) = =8 0a " (x)9pp(x) —m*@" () p(x) . (3.3)

sendo g, 0 tensor métrico correspondente ao espago plano e g = det(g,p). Considerando que

Indices latinos implicam coordenadas cartesianas e indices gregos implicam presenca do campo gravitacional.

27
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o campo @(x) estd interagindo com o campo eletromagnético A,(x), a densidade lagrangeana

(3.3), de acordo com (3.1), torna-se

Z(x) = =g’ (D (%)) Dp(x) — m*@* (x) 9 (x) , (3.4)

onde D, = d, +ieA,.
Do principio variacional para a acdo determinada pela lagrangeana (3.4), encontramos a

equacao de Klein-Gordon
(DeD* —m?)@(x) =0 . (3.5)

Variando a a¢do (3.2) com respeito ao tensor métrico g,;, COMo segue,

2 oS
Tap(x) = ———= ; (3.6)
b( ) —g(X) Bgab(X)
obtemos a expressao para o tensor energia-momento
Tup(x) = (Da@ (%)) Dp@(x) + (Dp@(x)) " Da(x) — gup-Z (x) . 3.7)

3.1.2 Equaciao de Klein-Gordon na presenca de um campo gravitacional

De acordo com a teoria da relatividade geral, o campo gravitacional é descrito pela curvatura
do espago-tempo pseudo-Riemanniano. Um dos principios que fundamentam a formulacio da
da relatividade geral € o principio da covariancia geral, que pode ser enunciado da seguinte
forma: as equacoes que descrevem as leis da fisica devem ter a mesma forma em todos os
sistemas de coordenadas. Isto significa que os resultados fisicos ndo dependem, em particular,
do sistema de coordenadas usado para obter os resultados [101].

O principio da covariancia geral ¢ muito util quando tentamos generalizar as leis da re-
latividade restrita, incorporando o campo gravitacional. A maneira mais simples de incluir a
interacdo de um campo escalar com o campo gravitacional consiste na generalizacdo covari-
ante da equacdo de campo (equagdo de Klein-Gordon). Esta generalizagao ¢ feita trocando-se a
derivada usual, 8u, pela derivada covariante gravitacionalz, V1, no formalismo de campo livre.

Tal interagdo com o campo gravitacional € chamada de acoplamento minimo. A equagdo

2A derivada covariante de um tensor F', é definida por V,F} = d,F} — FﬁvFé‘ +T ﬁaF\f", onde I'y, sdo
simbolos de Christoffel de segunda espécie.
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do campo escalar, neste caso, é dada por
(VuVH —m*)o(x) =0, (3.8)

ou ainda
1

V=g

Iu(vV—gg""dy) —m*| p(x) =0 (3.9)

onde g = detgyy.

De fato, podemos verificar que a equacao de Klein-Gordon, escrita nessa forma, é covari-
ante por transformagdes gerais de coordenadas.

Entretanto esta equacio ndo é conformalmente invariante, mesmo no caso em que m = 0.
Isto significa que, quando mapeamos o espa¢o Riemanniano com a métrica g,y €m outro com
a métrica gy y:

guv — guv = eiza(x)guv ) (3.10)

onde o(x) é uma fungfo arbitraria e bem comportada das coordenadas, ndo existe nenhuma
transformacdo ¢ — @ = F[o]¢ tal que a equacgdo de onda (3.8) preserve a forma. O signi-
ficado fisico da invariancia conforme € que um campo sem massa ndo tem escala prépria de
comprimento (para um campo massivo a escala é o comprimento Compton A. = m~!) e, como
consequéncia, a equacio que governa a dindmica do campo deve ter a mesma forma em espagos
Riemannianos entre os quais a tansformac¢do conforme dada por (3.10) pode ser estabelecida.
Uma outra generalizacio covariante da equacdo do campo escalar foi sugerida por Gursey
[102], dada por
(VuVF —ER—m?)p(x) =0 (3.11)
ou
1
V=g
onde R = Rﬁ € 0 escalar de curvatura do espago-tempo, sendo Ry, o tensor de Ricci.
N—2

Se supormos & = &, = PTEE onde N é a dimensdo do espago (para N = 4, temos & = %),

entdo a invariancia conforme do sistema para o campo escalar sem massa serd garantida. De

Ou(vV—g8"'oy) —EZ —m*| o(x) =0, (3.12)

fato, quando o mapeamento (3.10) é acompanhado com a transformagdo do campo @(x) de

acordo com a férmula
N-2

P(x) = ox)=e 2 "Yo(x), (3.13)
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a equacdo (3.11) transforma-se em
(%”6” —ER— mzezc(x)> o(x)=0, (3.14)

onde V, e R sdo calculados na métrica gyy. Para verificar isto € suficiente usar a lei de trans-

formacdo do escalar de curvatura R sob a transformacdo (3.10) [103]:

R=¢WR+2(N-1)A0 —(N—1)(N—2)A0] , (3.15)

onde Ajo = d,00"c e Ao =V, VHo.
Comparando (3.11) com (3.14), podemos ver que, param =0 e & = &, a equagdo (3.11)
€ realmente invariante por transformagdes conformes. A equacgao (3.11) € obtida da densidade

lagrangeana

Z(x) =~ [¢"79u@* (1) (x) + (m* +ER) 9" (x)p(x)] - (3.16)

Variando a agdo da lagrangeana (3.16) com respeito a métrica g,y (x), de acordo com (3.6),

obtemos o tensor energia-momento

1 * * 1 *
Tuv(x) = (5—6) (up* v+ v 9y ) + (25 —5) guvd 9 9, ¢
1 *
+ Kg —2€) m*guy —EGuy —2€2Rguv} M)
— E[Q*VuVvo+ (VuVyvoH)e] (3.17)

que € chamado de tensor de Chernikov-Tagirov. Na expressdo acima, Gy € o tensor de Eins-
tein.
Para o campo sem massa, o trago do tensor (3.17) é zero quando £ = &.. Neste caso, a lei

de conservagdo também € verificada

VuTHy(x)=0. (3.18)
3.1.3 Equacao de Klein-Gordon na presenca dos campos gravitacional e
eletromagnético

A situacdo mais geral € aquela em que o campo escalar estd interagindo com os campos ele-

tromagnético e gravitacional. Neste caso a equagcdo de campo deverd ser modificada apro-
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priadamente. Quando a interacdo eletromagnética é considerada, faz-se necessdrio escrever a
equacgdo de Klein-Gordon de uma outra forma, de modo a tornar a mesma invariante de gauge.
Isto deve-se ao fato que a teoria eletromagnética é invariante por transformacoes de gauge. No
caso em que o campo @ esté interagindo com o campo gravitacional, devemos trocar a derivada
dy pela derivada covariante gravitacional V,, de modo a tornar a equagio de campo covariante
por transformagdes gerais de coordenadas. A prescricdo para incluir as interacdes eletromag-
nética e gravitacional é efetuar a troca da derivada dy, por dy, +ieA, em (3.12). Sendo assim, a

equacao de Klein-Gordon generalizada € dada por:

1
V=8¢

Dy(v/—gg"'Dy) —ER—m*| @(x) =0, (3.19)

onde Dy, = dy +ieAy.

O tensor energia-momento correspondente a este sistema geral, pode também ser obtido
através de um método andlogo, ou seja, devemos trocar a derivada ordindria, 8u, por D, = 8,1 -+
ieA, em (3.17), de modo a obter uma expressao invariante de gauge. Fazendo isto, chegamos

ao seguinte resultado:

o) = (3-8 ) (0w Do+ (Dv)Du0) + (26~ 1 ) 6ur (D 9 D10
— E[@"(Vu+ieAy)(Vy+ieAy) @+ [(Vy+ieAy)(Vy+ieAy) o] o]

1
+ KE —~ 25) m*guy — EGpuy — 252Rgﬂv} . (3.20)

3.2 Interacao do campo fermionico com campos externos

A equacdo que governa um campo com spin—%, foi proposta por Dirac em 1928 [100]. Dirac
observou que devido a presenca do grau de liberdade fermionico, uma funcdo escalar nao po-
deria acomodar toda a informagdo contida neste campo. Na sua formulagdo Dirac prop6s um
campo espinorial de quatro componentes, que levava em consideragdo os dois possiveis estados
de energia e spin. A equagdo proposta € matricial, com derivadas lineares no espaco e tempo.
Nesta se¢do consideraremos a intera¢do do campo de Dirac y(x) com os campos eletro-

magnético e gravitacional.
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3.2.1 Equacao de Dirac na presenca de um campo eletromagnético

Assim como acontece com o campo escalar, para descrever a interacdo de um campo carregado
espinorial, ¥, com um campo eletromagnético, A,, devemos substituir a derivada ordindria,

como segue:
0y — Dy = 9, +ieA,, (3.21)

onde, novamente, A, é o quadri-vetor do potencial eletromagnético e e € a carga da particula.
Esta maneira de introduzir a interagdo com o campo eletromagnético garante a invariancia de
gauge da teoria. De acordo com (3.21), a lagrangeana do campo ¥ interagindo com o campo
A, é dada por

i

Z(x) = S (W)Y Day(x) = (D@ (x)) V' W (x)] = mP(x)y - (3.22)

Aqui y(x) é um espinor de quatro componentes, ¥ = y'Y? é o espinor conjugado e as matrizes

de Dirac 7 obedecem as relagdes de anti-comutacio abaixo:?

Y+ =-m®. (3.23)
Variando (3.22) com respeito a ¥, obtemos a equagio de Dirac

(iY'Dy—m) y(x) =0. (3.24)
A expressao para o tensor energia-momento do campo de Dirac num campo eletromagnético

externo, é dada por

Tup = i[lif(mebw(xHW(x)nDaw(x)—(DZW(x))w(x)— (Dpw(x)vaw(x)] , (3.25)

|

que satisfaz a condi¢do Ty, = Tp,.

3.2.2 Equacao de Dirac na presenca de um campo gravitacional

Vamos considerar agora a interagdo do campo de Dirac com um campo gravitacional cldssico.

Para que isto, é necessdrio generalizar o conceito de covariincia da equagdo de Dirac. Em

30 sinal negativo que aparece do lado direito da equagio (3.23) é devido 4 assinatura da métrica que estamos
usando
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[100] foi mostrado que (3.24) é covariante de Lorentz, isto é, preserva sua propria forma se,
junto com as transformacdes do grupo de Lorentz, o espinor Y se transformar de acordo com a
representacio desse grupo.

A exigéncia da covariancia de Lorentz da equagdo de Dirac pode ser transferida ao caso
da geometria pseudo-Riemanniana localmente, onde o espaco-tempo é plano. Para isto, em
qualquer ponto x podemos introduzir um espago tangente pseudo-Euclidiano. Como uma base
de vetores para esse espaco tangente, podemos escolher as entdo chamadas bases tetradas el(f)
(coma=0,1,2,3). De acordo com [104], o cardter lorentziano do espaco-tempo da relatividade
geral permite-nos definir referenciais de Lorentz locais, associados a uma escolha de tetradas,
tal que, localmente, a métrica assuma os valores constantes da relatividade restrita.

Vamos definir a base tetrada como sendo
) = VA@ 0y, (3.26)

onde o indice a que aparece em Oy, ndo € um indice de soma. Desse modo g,y pode ser

expresso por

b
guv=ei e My | (3.27)
onde 1, € o tensor de Minkowski. Admitindo que eLa) tem uma inversa, eéla), satisfazendo as
relacdes
el el =8 (3.28)
e
e?a)e&” — 54 (3.29)
podemos mostrar que
b
el =" Napel) (330)
e
Mab = ()€ ()8uv - (3.31)

A base tetrada estd associada a uma transformag@o local do sistema de coordenadas (x*) para
coordenadas locais (x%) tal que, no ponto considerado, a métrica assuma a forma de Minkowski
Nap- Da equagdo (3.30), vemos que os indices latinos sdo levantados e abaixados com as ma-
trizes 1% e 7M. Podemos observar ainda que os indices gregos sio abaixados, levantados e
contraidos com as matrizes g,y e g"V.

(@)

De acordo com as equagdes acima, as tetradas e, ” formam um conjunto de vetores ortonor-
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mais no espaco tangente ao espago Riemanniano num ponto x. Entdo, para qualquer vetor ou
tensor, temos que

yH = ef‘a)va (3.32)

Ve =elvr (3.33)

onde VH e V¢ sdo, respectivamente, as componentes de um vetor V nas bases de coordenadas

(@)

a . P .
e local. De fato, podemos usar e;,* e etla ) para relacionar as bases de coordenadas com indices
W,Vv,p... e bases de Lorentz locais com indices a, b, c...

Em termos das tetradas, podemos escrever o elemento de linha por
ds® = el e dxtdx . (3.34)

Dada a métrica g,y (x) a base tetrada nao é unicamente determinada. De fato, para qualquer

transformacao de Lorentz local

&Y = AL (x)ell) (3.35)
com
AL () = 38 (336)

as equagoes (3.27) e (3.31) permanecem inalteradas. Desta forma, devemos estender o principio
da covariancia geral, exigindo que as equacdes da teoria gravitacional sejam covariantes ndo
apenas sob mudancas das bases de coordenadas no espaco tangente da variedade Riemanniana,
mas também sob transformagdes de Lorentz locais das bases ortonormais da variedade.

Para escrever a equacdo de Dirac num espacgo-tempo pseudo-Riemanniano, vamos tomar,
independentemente, em cada ponto da variedade, uma estrutura espinorial local de Dirac. De-
finimos espinores de Dirac como objetos de quatro componentes que, sob o grupo de transfor-
macodes de Lorentz locais (3.35), se transformam como os seus correspondentes em um espago

plano
W (x) = y'(x) = S(A(x)) y(x) (3.37)

e o seu conjugado correspondente

W(x) = ¥ (x) = §(x)S (Ax)), (3.38)

onde S(A(x)) é uma matriz 4 x 4, que depende da transformagdo de Lorentz Ag (x). Esta matriz
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satisfaz a seguinte condi¢do
det(S)=1. (3.39)

Em termos de componentes, podemos escrever (3.37) e (3.38) como
¥ (x) = v (x) = S0y (x) (3.40)

Wa(x) = v (x) = v (x) (S5 (x) - (3.41)

~ . o o .
Sob transformagdes de coordenadas sobre a variedade, x* — X' = x'“(x), espinores se

transformam como escalares, ou seja,

Neste caso, ndo existe relacdo entre o grupo de transformacgdes gerais de coordenadas sobre
a variedade e o grupo local de Lorentz. Diferentemente da variedade plana da relatividade
restrita, onde o grupo de transformacdes (3.37) e (3.38) pode constituir uma representacdo do
grupo de transformagdes lineares e homogéneas sobre a variedade, no caso de um espago-tempo
curvo a estrutura Lorentziana existe independentemente em cada ponto e as transformacdes
locais (3.37) e (3.38) nao podem constituir uma representagao das transformacdes gerais sobre
a variedade.

As matrizes constantes de Dirac y“ satisfazem a rela¢@o de anti-comutacdo dada por (3.23).

Usando a base tetrada, podemos definir sobre a variedade o campo de matrizes

P (x) = ey ()7 (3.42)

tal que, de acordo com as equacdes (3.23), (3.28) e (3.29),

Y)Y () + 7" ()7 (x) = —28" (%) (3.43)

constituindo uma dlgebra de Clifford associada a métrica g"V (x) da variedade.
Sob o grupo de transformagdes (3.40) e (3.41), as matrizes y*(x) se transformam da seguite

maneira

(V)5 = SR = (S r*s™ (x)); - (3.44)
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Usando o formalismo de tetradas, obtemos

(A @))5Y =S YS! (). (3.45)

As matrizes constantes de Dirac sdo preservam sua forma mediante uma transformacdo de
Lorentz [100].

Com relagdo as transformagdes de coordenadas, as matrizes (3.42) se transformam como
um 4-vetor contravariante

ox'H
') = 557 ). (3.46)

Devido ao fato de que as matrizes do grupo de transformacoes (3.37) e (3.38) sdo fungdes
de ponto, a derivada de um espinor ndo se transforma como um espinor. Assim, somos levados

a definir o conceito de derivada covariante de um espinor como

Vo (x) = dg W +T%, v’ (x) (3.47)

de tal forma que se transforme como um espinor, sob o grupo (3.40)
Vo' = S4(x)Vay? . (3.48)
Da lei de transformacao (3.48), segue que I'y se transforma como
Ty = Si00s(S ™)) = (9aS")a(S™")] (3.49)
ou ainda

[, =STaS™ ! —(98)S7!. (3.50)

A lei de transformacao para I'y, dada por (3.50) garante que a derivada covariante de um
espinor se transforme como um espinor, frente a uma transformacdo de Lorentz. Sob trans-
formacdes gerais de coordenadas, I'y, se transforma como um covetor. As quantidades I'y sd@o
denominadas de afinidades espinoriais ou conexdes internas.

A expressdo Y,y = Yy € um escalar sob as transformagdes (3.37) e (3.38) e isto implica

que Vo (Wav?) = W Vo + (VW) v = do (W, w?). Com isso, obtemos

VaWa=0aWa— o, . 3.51)
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Para um objeto com indices espinoriais e tensoriais (quer dizer, com leis bem definidas, sob
transformacdes gerais de coordenadas sobre a variedade e sob rotagdes dos referenciais locais)

a derivada covariante é dada por
VaF = g F} + Thg ) + Th FM —Td, Fi (3.52)

que generaliza a derivada covariante usual.
Como sabemos, o espago-tempo da relatividade geral € pseudo-Riemanniano e, neste caso,

temos que Vggyy = 0. Isto implica, a partir de (3.43), que

—2Vaguv = Vo (@)W (x) + 1 (x) 0 (x)) =0. (3.53)

Uma condicao suficiente para (3.53) é

VaYu = daVu _Fﬁa'}’/l —Yula+Tay=0. (3.54)

Usando (3.42) e as propriedades da dlgebra de Dirac gerada pelas matrizes constantes ¥, po-

demos verificar que a conexao 'y € dada por

1

Ig = 3 [y”(&a}/u) — (oY) ¥ — Fﬁa(?’“?’p - Ypyﬂ)] . (3.55)

Podemos mostrar ainda que
1

[y = —Ea)aabzab , (3.56)
onde
Oaap = —epu(dael) —Fﬁaefl‘ebu (3.57)
= ey Vaenp (3.58)
© 1
=27 (3.59)

A imposi¢do (3.54) € suficiente para garantir que Vgguy = 0, mas ndo € necessdria. De
fato, tomando
VaYu = Vo, Wl , (3.60)

para qualquer Vi, pertencendo a dlgebra de Pauli das matrizes y*(x), a condi¢do Vggyuy =0 €
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preservada. A afinidade espinorial I'*, de acordo com (3.60), deve satisfazer
au%—rﬁv%l +0up =Ny =Vur —nVu - (3.61)
Uma solugdo possivel para (3.61) é
=Ty Vg, (3.62)

onde I';; € dada por (3.55) [104].

Nao temos, em geral, critério para decidir entre (3.54) e (3.60), [104]. A escolha (3.54)
parece ser a mais simples, pois, neste caso, o tensor energia-momento do campo de Dirac
em interagdo com a gravitacdo tem a forma da relatividade restrita, a menos da substituicdo
da — V. As afinidades (3.55) sdo denominadas coeficientes de Fock-Ivanenko.

Com a nogdo de derivada covariante (3.52) em relacdo a transformacdes gerais de coorde-
nadas e transformacgdes de Lorentz locais, a equacdo de Dirac da relatividade restrita pode ser

generalizada para uma variedade Riemanniana através de
Ou = Vy=0u+Ty . (3.63)

A equacdo de Dirac, covariante sob os grupos de Lorentz local (3.37), (3.38), (3.45) e o grupo

de transformagdes gerais de coordenadas, tem a forma

(i (1) Ve~ m)p(x) =0, (3.64)
ou
[ivH (x) (I +Ty) —m]y(x) =0. (3.65)
A equagdo de Dirac generalizada (3.65) € obtida da equacdo de Euler para a lagrangeana

200 =V {§ [P 7w - (Tu )P w] - miy b . 369

sendo V¥ = d, W — yI'y. Da acdo para a densidade lagrangeana acima, obtemos também o
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tensor energia—momento

T = 5 [ 0Va () + PRy
(VP )W) = (V@) ()] (.67

Para o caso em que o campo nao possui massa (m = 0), a equagdo de Dirac se reduz a

7 () (9 +T) y(x) =0. (3.68)

Diferentemente da equacdo do campo escalar, no caso em que m = 0, a equacdo de Dirac no
espaco Riemanniano (3.68) é conformalmente invariante sem uma modificacdo adicional se,

além de

guv — guv = eizc(x)guv ) (3.69)

ocorrer a transformacio

w(x) = y(x) = e2"My(x) (3.70)

como podemos ver em [105].

3.2.3 Equacao de Dirac na presenca de campos eletromagnético e gravitacional

Vamos admitir que o campo de Dirac y(x) esteja interagindo, simultaneamente, com os cam-
pos gravitacional e eletromagnético. Como vimos anteriormente, a interacdo com 0 campo
eletromagnético é descrita pela troca da derivada ordindria por dy, — dy + ieA,, garantindo
assim que a equacao de Dirac seja invariante por transformagdes de gauge. No caso em que
o campo y/(x) estd interagindo com o campo gravitacional, a derivada de um espinor dy, y(x)
deve ser substituida por (dy +1I'y)y(x), para que a mesma se transforme como um espinor
frente a transformagdes de Lorentz locais. De fato, como ja foi dito, esta substituicdo faz com
que a equacgdo de Dirac seja covariante por transformagdes de Lorentz locais e transformagdes
gerais de coordenadas.

Podemos, entdo, escrever a equagdo de Dirac, para um campo y¥(x) interagindo com campos

eletromagnéticos e gravitacional, da seguinte maneira:
[iv" (x)(Vy +ieAy) —m] w(x) =0, (3.71)

onde y*(x) e V, sdo dados por (3.42) e (3.63), respectivamente. A equagdo de Dirac, escrita



3.2 INTERACAO DO CAMPO FERMIONICO COM CAMPOS EXTERNOS 40

desta forma, € invariante de gauge e covariante por transformacdes de Lorentz e transformacgdes
gerais de coordenadas.

A expressdo para o tensor energia-momento neste caso geral deverd contemplar (3.25) e

(3.67) como casos especiais. Levando em consideracio estes fatos, podemos escrever:*
i _
Tv(x) = 7 [9W)Vew () + )5 Vey )
~(VRW )WV ) — (VP % () w(x)] (3.72)

“Este resultado também pode ser obtido variando-se a acio correspondente em relagio a métrica.



CAPITULO 4

Analise quantica relativistica de uma particula

carregada no espaco-tempo da corda cosmica

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: na se¢do 4.1, introduzimos o sistema fisico
e explicitamos as expressdes matematicas para o tensor métrico, o potencial quadri-vetorial e
os potenciais escalares. Consideramos estes campos de fundo na andlise do movimento re-
lativistico de bosons e férmions carregados. A primeira parte deste capitulo lida com o caso
bosonico. Na secdo 4.2, a equagdo de Klein-Gordon modificada é apresentada. Considerando
estados estaciondrios, W(7,t) = e "E'"Wg (#) e admitindo para Wg(7) um ansatz que apresenta
simetria cilindrica obtemos, na subsecao 4.2.1, a equacdo diferencial mais geral obedecida pela
funcdo radial. A obtengdo de solucOes para esta equagdo diferencial € considerada na se¢do 4.3
e sdo especificados separadamente, em cada subsecdo, valores diferentes atribuidos aos para-
metros associados as constantes de acoplamento escalar e do campo magnético. Na segunda
parte, repetimos esta andlise para o caso fermionico. Na secdo 4.4, apresentamos a equagao
de Dirac modificada e nossa escolha para as matrizes de Dirac no espaco curvo. A se¢do se-
guinte lida com as equacdes diferenciais radiais resultantes do ansatz sugerido pela simetria do
sistema. Solugdes para estas equacdes e informacao fisica sdo obtidas na se¢do 4.5. Algumas
propriedades associadas com a equacgdo diferencial mais relevante apresentada no capitulo, que

€ a equagdo diferencial de Heun biconfluente, sdo apresentadas no apéndice C.

4.1 Sistema

Nesta secdo, apresentamos o ambiente fisico no qual consideraremos particulas relativisticas
carregadas. Inicialmente, introduzimos o espago-tempo de uma corda césmica idealizada onde
a particula ird se propagar, o potencial vetor associado a um campo magnético uniforme pa-
ralelo a corda e o potencial escalar mais geral que nos permite obter solu¢des analiticas das
equacdes de Klein-Gordon e Dirac.

Usando coordenadas cilindricas, com a corda sobre o eixo—z, o tensor métrico correspon-

41
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dente € definido pelo elemento de linha abaixo:
ds? = —dt* +dr?* + a*r*do* + dz* 4.1)

onde a coordenada radial polar, r > 0, as coordenadas (¢, z) € (—,) e a varidvel angular
¢ € [0, 27m]. O pardmetro ¢, menor que a unidade, é dado em termos da densidade linear de
massa da corda, i, na forma o« =1 —4pu.

No espaco-tempo da corda cdsmica, o potencial vetor associado com um campo magnético
uniforme paralelo a corda, B=VxA= By k, considerando um gauge de Coulomb, pode ser

expresso por
A=(0,Ap, 0), com Ay= EocBor . (4.2)

Além disso, consideraremos nesta andlise, a presenca de potenciais escalares cilindrica-
mente simétricos, que nos permitem encontrar solucdes analiticas para as equagdes de campo.

Este potencial é da forma:!

_MNc

S(r) = —=+mr. (4.3)

Nas se¢Oes seguintes, analisaremos particulas carregadas com spin—0 e spin—% sob in-
fluéncia das configuracdes de campo acima. Iniciaremos com o caso bosonico, em seguida, o

fermiOnico.

4.2 Campos bosonicos: equaciao de Klein-Gordon

O movimento quantico relativistico de um bdson carregado no espaco curvo e na presenga de

potenciais escalares e magnético € descrita ela equacdo de Klein-Gordon modificada abaixo,

P+ ER— (M+S(r))2] d(x) =0, (4.4)

'A andlise quantica relativistica do movimento de uma particula carregada de spin—0 no espago-tempo pro-
duzido por uma corda cosmica ideal na presenca do campo gerado por um monopolo magnético e potenciais
escalares foi desenvolvida em [106].
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onde o operador diferencial acima é dado por

1
9= ——D —g'g"vDy) , 4.5)
=P (V )
com Dy = dy, +ieAy, g = det(gyy) e S(r) é o potencial escalar. Como estamos considerando
o acoplamento minimo, a constante de acoplamento introduzida anteriormente, &, deve ser

descartada.

4.2.1 Equacao radial bosonica

Nesta subsecdo, construiremos a equacao diferencial radial associada a equagdo de Klein-
Gordon (4.4), considerando a situagdo fisica mais geral envolvendo a presenga do campo mag-
nético e potenciais escalares.

Dada a simetria cilindrica deste sistema, adotaremos o ansatz para a fung¢do de onda abaixo:
CID(x) _ ei(kz+m(prt)R(r) ‘ (4.6)

Substituindo (4.6) em (4.4), vemos que a fun¢do de onda, R(r), deve obedecer a equacio dife-

rencial
@ L d) e (22 vame™ - et — " a s Ry =0, @)
dr?  rdr " o ’ o’r? : =N
onde
eBy
M (4.8)

€ a chamada frequéncia de ciclotron da particula. Considerando o potencial escalar (4.3), a
equacao (4.7) € expressa como uma equagao diferencial de Heun biconfluente [107].
Para resolver a equagdo acima, é conveniente definir uma nova fung¢@o radial, u(r), como

mostrado abaixo:

u(r) = rR(r) . 4.9)
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Tomando o potencial escalar (4.3) e definindo uma nova varidvel adimensional

x=VAr com A=\/n}+M2e?,

a equacdo de Heun biconfluente radial (4.7) fica na seguinte forma de Schrodinger

dzu(x)+ Em  Ym @ OLx
dx?

onde

Em = Ez—kz—M2+2(ng—nan),

1 2 m2

Yn = Z—nc—@,
2M 2M
o = ——— e Oc=——=

\/KnL \/KTTC
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(4.10)

4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Depois de construirmos a equagdo diferencial radial completa, o préximo passo é obter o

conjunto completo das fun¢des de onda e o espectro de energia correspondente.

4.3 Solucoes analiticas da equacao de Klein-Gordon

Nesta se¢do, analisaremos a equacdo diferencial radial obtida previamente, considerando situ-

acOes fisicas diversas. Iniciaremos com a forma relativistica dos niveis de Landau para bésons

carregados. Neste caso, as solucdes para a equagdo diferencial radial sao apresentadas em

termos da funcdo hipergeométrica confluente. As andlises mais recentes e relevantes sobre

movimento quantico contidas neste capitulo serdo apresentadas nas sub-secdes seguintes. La,

veremos que as solugdes para a equagao radial sdo dadas em termos de funcdes de Heun bicon-

fluentes.

4.3.1 Niveis de Landau

A solucio particular mais simples para (4.11) pode ser encontrada se admitirmos ¢ =1y =0,

mas, mantendo @ # 0. Como se sabe, apenas estados ligados existem nestas condi¢cdes. A
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equacdo diferencial (4.11) pode ser reescrita na forma:

2
d2 E2_12_M2 2 1_m
T T @ 2o,

dx?

o ” 2 (4.15)

E util analisar o comportamento assint6tico das solucdes da equagdo acima. Para x — 0,

esta equacgdo se resume a:

2
d*u % - :’XLZ
ﬁ + 2 u=0, (4.16)
cuja solugdo ocorre na forma
1 m 1 m
u(x):clx77|3’—|—(;2x§+|a‘ . (4]7)
Para o caso em que x — oo, temos que
d2
Y Pum0. (4.18)

dx?
Para esta equagdo, temos solugdes do tipo

x2
u(x) =c3e? +cye

S

(4.19)
O comportamento assintético descrito acima indica que é pertinente escrever u(x) na forma
F(x), (4.20)

onde [;’ = %—1— %‘, e F(x) é uma funcdo auxiliar. De fato, substituindo (4.20) na equag@o

diferencial, obtemos,

d*F ~ dF E?—k2—M?* 2m =
(2B ([ T 2B 1 |xF=0. 4.21
xdx2+<ﬁ x)dx+( Mo +oc P )x 0 21

Definindo a varidvel adimensional y = x> = M@r?, a equacdo acima fornece

d*F (y)
dy?

y +(c—y)——=—aF(y)=0, (4.22)
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onde as constantes sdo dadas por

Im| 1 (|m|—m ) E? k> —M?

Ty a==
oc+’a AM®

5 (4.23)

A solugao da equacao diferencial (4.22) € a conhecida funcdo hipergeométrica confluente [108]:

1 [|m|—m E2—i*—M*  |m|
Fy)=1Hh|(z|—+1)——i7——, —+1; . 4.24
) 11(2( p +) e o Th Y (4.24)

O comportamento assintdtico da fung@o hipergeométrica confluente para grandes valores do
seu argumento é [108]:
(b _ _
1\Fi(a, b, 2) = Ef‘) EFP1+o(h)] - (4.25)
Entdo, devido ao comportamento divergente da func¢do F(y) para grandes valores do seu
argumento, solugdes associadas a estados ligados sé podem ser obtidas se impusermos que esta
funcdo seja um polindmio de grau n. Neste caso, a solucdo radial demonstra comportamento

aceitdavel no infinito. Esta condicao € obtida se

1 (|m|—m E?— k> —M?
Sl (el T T S =0,1,2,3... 4.2
2( « ) AMo n, n=0,1,23 (426)

Esta equacdo fornece a condi¢do de quantizaciao do espectro de energia da particula:

1
_ 2
Egmn=% {18 +M?+2Mw [2;1 F14 WT'"} } . (4.27)

No caso em que m > 0, ndo ocorre influéncia da corda césmica no espectro de energia da
particula, pois |m| —m = 0. Entretanto, para m < 0, a presenca do fator o modifica visivelmente
o espectro, reduzindo (ainda que ndo eliminando) a degenerescéncia. Cada conjunto de fungdes

de onda com mesmo valor n € chamado nivel de Landau.

4.3.2 Campo magnético nulo

Consideremos o caso em que @ = 0, mas levando em conta os efeitos do potencial escalar,

i.e., mantendo 7n¢ e 1z ndo-nulos. Neste caso devemos reescrever a equacao (4.11) da seguinte
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2.

maneira
d?u(x) & Ym O  Sx
S+ —4+——x"|ux) =0, (4.28)
i Tl e Ty
onde
ék = E2 kz—M2—2T[CnL,
2M
(4.29)

oM -

6 = ———MNL e Sdc=———TcC.
VInel aum

Para obtermos o espectro de energia da equacao (4.28), é conveniente analisarmos seu compor-

tamento assint6tico parax — 0 e x —» oo. Através desta andlise, é possivel expressar u(x) em

termos de uma fungdo F(x), como mostrado abaixo:
(4.30)

com
1 / m?
_ 2
ﬁ—§+ T]C—i—m . (431)

Agora, substituindo o ansatz (4.30) em (4.28), a equacdo resultante é

" ix_ x2 "(x
xF"(x) + (2B+’77L’ 2 )F()

+ [Bi+5c+(ijtﬁ—zﬁ—l)x}F(x):o. (4.32)
InLl  4n? '

L]

Estd € a equacgdo diferencial de Heun biconfluente [107], cuja solucdo € a fun¢do de Heun

biconfluente (HBC), Hp:
F(x)=H (2[3 A + T, x> (4.33)
— B - b ’ 5 Cc, . .
mel” |ncl - 4ng

Adotaremos, aqui, outra abordagem. Usaremos o método de Frobenius para encontrar solu¢oes

20 caso onde @ = 1; = 0 ja foi analisado em [21].
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para (4.32):
n=0

Substituindo a série acima em (4.32), os coeficientes sdo definidos por uma relacdo de recor-

réncia envolvendo trés termos,

1 oL _ -
nt2 = — 1)=B|cy 2n—C)cy 4.35
M2 ) 2B Hnt1) [( |TIL|<”+ ) )C 1+ (2n=C)e (4.33)
e pela relagcdo abaixo,
oM (1+@> ‘o, (4.36)
vaun B

53— B &5 eC= &n
onde B= Bl +8ce C= o — 2 — 1+ iy
Um tipo especial de solucOes exatas, representando estados ligados, pode ser obtida na
forma de expressdes polinomiais de F(x). Para um polindmio de ordem n, duas condigdes

devem ser satisfeitas:
C=2n (4.37)
sendo n um nimero inteiro, positivo e
cnr1=0. (4.38)

Admitindo que ¢y = 1 e usando a relacdo de recorréncia (4.35), apresentamos abaixo os pri-

meiros coeficientes da série de Frobenius:

s 2 (- Focssined]

6(;3+KM{ZC(2+BT1>2 [% (H%C)( e+ B+1) ]

+C
+(2-0C) (1——)} (4.39)

Cc3 =
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A condi¢io C = 2n fornece o seguinte espectro de energia para a particula:

1 2
Eimn ==+ K2 +2nenL +2(n. (n+ B+ 5)} . (4.40)

Esta expressdo € valida para ambos os sinais e a quantidade entre colchetes é claramente po-
sitiva, entdo o sistema possui solucdes negativas e positivas para o espectro de energia. Ini-
cialmente, esta equacdo indica que o espectro de energia ndo depende da massa da particula,
contudo, € importante mencionar que a condi¢do c,.; = 0, fornece uma expressao algébrica
envolvendo valores especificos para a constante de acoplamento do potencial escalar, para a
massa da particula e para o nimero quantico associado ao momento angular. Podemos assu-
mir que o parametro 1 pode ser ajustado para se adequar a esta equacdo. Sendo assim, este
pardmetro depende dos ntimeros quanticos n e m, entdo definimos, doravante, 1, .
Em seguida, consideramos para a fungdo Fy ,(x) o caso mais simples, um polindmio de

primeira ordem. Entdo, apds alguns célculos, podemos escrever:

FLm(r):l—f—M(l—k%)r, 4.41)

Também para este caso especifico, a energia serd

3 2
By =+ [kz 2L, 20, (B + 5)} . (4.42)

Além disso, a condi¢@o (4.38) nos permite expressar o pardmetro 1)z, em termos da massa da

particula como mostrado abaixo:

2

N, = % 2+ 2B+ 1)ne+BB+1)] . (4.43)

Desta forma a energia é completamente definida e podemos afirmar que o espectro de energia
da particula, de fato, depende da sua massa, como esperado e também depende do parametro

o, através da defini¢do de f3.

4.3.3 Confinamento linear

Nesta subsecdo, analisaremos a situacdo onde a interacdo escalar coulombiana nio esta pre-

sente, mas o confinamento linear e o campo magnético sdo mantidos. Para este sistema, a
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fun¢do u(x) satisfaz a equacdo diferencial abaixo, obtida diretamente de (4.11):

d*u(x)  [&m  Fm Orx
02 Am + x—"; + A —x*|u(x)=0, (4.44)
onde
= 2_ g2 2 m . _ 1o

Novamente, analisamos o comportamento assintético da equacgdo diferencial para grandes e

pequenos valores da varidvel. No limite em que x — oo, podemos reescrever

dulx) [@ -

T3 . xz} u(x)=0. (4.46)

Para o caso em que x — 0, por outro lado, teremos

Au(x)  Fn B
e+ () =0, (4.47)

Observa-se que u(x) pode ser expressa em termos de uma fungio arbitraria, G(x), da forma:

~ 1 o
u(x) = B Hl%) G(x), (4.48)
onde
gL Iml
B=3+ (4.49)

Substituindo (4.48) em (4.44), é possivel notar que G(x) satisfaz a equagdo diferencial HBC,

com um dos seus parametros sendo zero:

~ O <6 (& & <
1" o) ) 2 / t 4L 931 =0. .
xG(x)+<ﬁ+—Ax x)G(x)+[[3A+(A+4A2 B x| G(x)=0. (4.50)
Consequentemente, podemos escrever
G(x) =H, 2@ o §+5_L2 0. — (4.51)
TUB T A A Taar T '
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Novamente, podemos obter explicitamente a forma de G(x) através da expansdo de Frobenius,
Gx)=Y dyx", (4.52)

em (4.50). Também neste caso, a relacdo de recorréncia envolve trés coeficientes da série, como

mostrado abaixo:

1 oL [ » ~
dysn = _ ——( +n+1>d +(@2n—0C)d (4.53)
n+2 (n—|—2)(2[3+n—|—1) [ A B n+1 ( ) n
oL
di=——1d
€ 1 A 0>
~ = ~ 2
onde C=%—-2B—1+ 4%, e fazemos dj igual a unidade. Abaixo, listamos dois outros coefi-
cientes:

1 [ mE oA ¢
dz‘m[zrés(ﬁ“)—ﬂ’
_ 1 nL 2(B+2) ng - e .
_6<B+1>MM@{ 2B +1 [Ma)s(’”l) } 2 C}- (4.54)

(@M

d3

\9}

Mais uma vez, procuramos aqui formas polinomiais para a fun¢do G(x). Assim, devemos
impor condicdes equivalentes a (4.37) e (4.38) aos coeficientes.

Da condicdo C = 2n, obtemos o espectro de energia:

1
2
M Mo+ 2Md n+|%+1)} . (4.55)

M*o? 2m
Ep =4 |kt —
o { " n+Me’ (

com @ = Alﬂ / ng +M?®?. Como na anélise anterior, podemos ver que o espectro de ener-
gia da particula depende de um certo conjunto de parametros. A condi¢do d,.; = 0 fornece
uma equacdo algébrica envolvendo este conjunto de parametros e a massa da particula. Aqui,
adotaremos um procedimento diferente do usado na subse¢do anterior. Vamos admitir que a
intensidade do campo magnético é ajustavel, de acordo com a equacdo obtida, que, por sua
vez, depende dos nimeros quanticos n e m. Dessa forma, obtemos valores discretos para By e,
consequentemente, para @, que denotaremos @y ;.

Para ilustrar, podemos aplicar este formalismo para o caso onde a fun¢do G(x) é um po-

lindbmio de primeira ordem. Neste caso, a magnitude do campo magnético sera dada por @y
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como mostrado em (4.58). A fungdo G (r) sera,

Gim(r) =1+ 1y (4.56)

O1.m

E para a auto-energia, temos:

1

2

M*w? 2
Eomi = |4 0 2y o, (@ + 2) , 4.57)

ng+M2op,

com o parametro @i ,, assumindo a forma

1

2 3

o mg (Iml 3\
Dy = [M ( 3] (4.58)

Para quaisquer valores das quantidades fisicas, a equacao (4.58) fornece pelo menos uma solu-

¢do fisica real para By.

4.3.4 Solucao geral

Nesta subsecdo, investigaremos a solucio do problema considerado, na sua forma mais geral,
ou seja, a andlise da dindmica quantica de um bdson carregado, na presengca de um campo
magnético uniforme dado em termos de um potencial vetor (4.2) e de um potencial escalar
dado por (4.3), no espaco-tempo da corda césmica. A equacdo diferencial radial associada a
este problema é (4.11).

Como fizemos anteriormente, para obter o espectro de energia, € conveniente analisar o
comportamento assintético de (4.11) para x — 0 e x — oo. Depois desta andlise, podemos

expressar a func¢éo u(x) da seguinte forma:
iyl
u(x) =xPe 2x<x A >H(x) , (4.59)

com

1 m2
I3=§+\/né+@- (4.60)
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Substituindo a funcdo acima em (4.11), obtemos

5L 5L S 52
" 2 / L _
xH +[2ﬁ+Xx_2x]H+|:ﬁX+8C+(Z+W_2B_1 x| H=0. 4.61)
Novamente, usando o método de Frobenius,
Hx)=Y cpx". (4.62)
n=0

Observamos que as relacdes de recorréncia obedecidas pelos coeficientes desta expansdo sao:

- 1 5,
T ) 2BAnt1) K—X("H)_B>C”“+(2”_C)C" ’
1 /6, O
a = - (XL+FC)CO, (4.63)

57 . . .
onde B = [3% +8c, C=%5-2B—-1+ 7x2- Como nos casos anteriores, listamos os primeiros

coeficientes, considerando cg = 1:

e L lMﬁQ<Q+"—Z))—E] ,

T 28+1| @ M 2
e5 = 6([3+11)\/1\T6){Zﬁl+1 [42)L+2M[3Q} [%ﬁg (Q+%> —g} +M(2—C)Q} ,

(4.64)

sendo Q = 1\% + % Para obter a forma polinomial da fun¢do, devemos impor duas condi¢des

aos coeficientes, similares a (4.37) e (4.38). A condi¢do C = 2n, fornece o espectro de energia,

1
4602

1 2
Exmn =+ [kz + +2NeNL — 2Ma)g +2M@ (n+ 3 +B)} , (4.65)

nf +M?w?

com @ = ;1/N7 + M20?.

Deste resultado, podemos ver que o campo magnético e ambos os termos do potencial
escalar interferem significativamente no espectro de energia. Para o caso onde a fungido H(x) é

um polindmio de Heun de primeiro grau,

4.66
M(Dl,m * ﬁ ( )

Hypm(r)=14+M [ 2 E} r,
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a energia da particula é

S

40)2

M 2m _ 3
Ek,m,l =+ |k + _ lm +2NeNL — EM(DLm + 2M6()17m (ﬁ + E)

Yy (4.67)

A condicdo d = 0 obriga que o pardmetro @, satisfaca a seguinte equagdo algébrica de
terceiro grau,

M 2 2

m B O m B Lm — M =

A equacdo acima possui pelo menos uma solucao real, mas decidimos nao reproduzi-la aqui,
uma vez que se trata de uma expressao muito longa. Também € importante enfatizar que o
nivel de energia (4.67) foi obtido assumindo-se que os parametros 1¢ € 1z, sdo diferentes de
zero, C =2 e ¢ = 0. Este € o nivel de energia mais baixo que o método analitico adotado
pode fornecer. Podemos ver que este nivel de energia ¢ completamente diferente do nivel

correspondente obtido dos niveis de Landau dados por (4.27).

4.4 Campos fermionicos: equacao de Dirac

Nesta se¢do, consideraremos a andlise quantica relativistica de uma particula carregada, de
spin—+, no contexto mais geral, i.e., um férmion na presenga de um campo magnético uniforme
e de um potencial escalar dados, respectivamente, por (4.2) e (4.3).

Antes de mais nada, introduzimos a generalizacdo da equac@o de Dirac para um espaco-
tempo curvo arbitrério, na presenca de um potencial eletromagnético externo e de um potencial

escalar, a qual é dada por
[iv" (x) (Vi +ieAy) — (M +5(r)) | ¥(x) =0. (4.69)

Aqui, M é a massa da particula e a derivada covariante para campos fermidnicos € definida da

forma
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juntamente com a conexao espinorial afim

1
Ly = —ZY(Q)?’(b)e(va) [aue(b)v —Liveys| *.71)

onde I'j,, € o simbolo de Christoffel de segundo tipo e et‘a) (x) € a base tetrada definida poste-

riormente. E ainda, y*(x) representa a matriz de Dirac generalizada, que satisfaz a dlgebra de
Clifford

{r(x), 7" ()} = —2¢""(x) , (4.72)

e definida em termos de um conjunto de campos tetrados eéla) (x) e matrizes de Dirac constantes,

Y(a)> Na forma

(%) = el () V) - (4.73)
Os campos tetrados eé‘a) (x) satisfazem a relag@o
n(@® )eéta) (x)efy) (x) = gH". (4.74)

Aqui, letras gregas sdo usadas para representar indices tensoriais e letras latinas (entre parén-
teses) para indices tetrados. As matrizes ¥(%) sdo as matrizes de Dirac no espago-tempo plano.

Neste trabalho, usaremos a defini¢ao destas matrizes representada abaixo:

1 0 0 G(a)
(0) : a) _ , 4.75
v = [ 0 1 ] e 7 [ @ ] (4.75)

onde 6% sdo as matrizes de Pauli e 1 é a matriz identidade 2 x 2.
Para analisar a equagdo de Dirac no espaco-tempo da corda cosmica, podemos considerar a

base tetrada et‘a ) definida como:

1 0 0 0
0 cos _sing
ef‘a) = ' ¢ cors (4.76)
0 sin (p “ar 0
0 0 0 1

Usando as equacdes (4.73), (4.75) e (4.76), obtemos as seguintes expressoes para as matrizes
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de Dirac generalizadas y* (x):

—o 0

P=79 e a/:[ 0 Gl]. (4.77)

Aqui, ¢ representa o seguinte conjunto de matrizes de Pauli modificadas:

| 0 e
e
. 0 —i¢
Gzzdpz_él . eo ] (4.79)
—e
0’ =0'= 6(3), (4.80)

entao 73 = }/(3).

4.4.1 Equacoes radiais fermionicas

Nesta subsecdo, investigaremos a equagdo de Dirac (4.69) desacoplando as equacdes diferen-
ciais para as quatro componentes do spinor de Dirac, através de uma série de consideracdes
acerca da simetria. Como nas secOes anteriores, as presencas do campo magnético e do poten-
cial escalar sdo consideradas, como descrito na se¢do 4.1.

Das equacdes (4.71), (4.76) e (4.77), é possivel calcular as conexdes espinoriais

1 ( 0
Iy = (0,0, Ty, 0), com F¢=l(1 06)2(3), ¢ Z(3):[60 c@)]. @

A hamiltoniana associada a (4.69) é

i(1-a
2

A = —iY) [y’ o +7v (8¢ + )3) +ieA¢(r)) + }’<3)8Z+i(M+S(r))2} . (4.82)

Este operador satisfaz as relacdes de comutagio [/, p3] = [, /3] = 0, onde p3 = —id,, J3 =
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I3+ 83 = —idy + %2(3), e as equagoes lineares de autovalor seguintes
VY =EY, (4.83)
p3¥Y =k¥, (4.84)
. 1
FY = —idy¥ + Ez@)w =j¥, (4.85)

sendo j=m+3,m=0,£1,£2,...,e k € (—o0,00).

Adotaremos o seguinte ansatz para a funcao de onda:

¢4(r)
1 —ip_(r)e'®
P(t,r,9,2) = —=e FIHMOTI : (4.86)
( ) \/7 X+(r)
ix_(r)e?

Substituindo a funcdo acima em (4.83), apds alguns célculos, mostramos que as fungdes radiais

obedecem as seguintes equacdes diferenciais acopladas:

X+ (alr—er) X +kys +[M—E+S(r)] o, =0, (4.87)
X — (alr—Ma)r) X+ +ky-+M—E+S(r))o_=0, (4.88)
o+ (air —er> O ko, +M+E+S(r)x. =0, (4.89)
o, — (air —Mcor) Q0. —ko_ +[M+E+S(r)]x_=0. (4.90)

Estas equacdes apresentam a simetria discreta

JE2 12
Yi=Ao. e ¢ —=Ayx ., com A=CISVEITR 4. @.91)

k

Também introduzimos a frequéncia de ciclotron w = eB 53¢+ Aplicando o argumento de simetria



4.4 CAMPOS FERMIONICOS: EQUACAO DE DIRAC 58

expresso em (4.91), € possivel reduzir o nimero de equacdes as duas dadas abaixo:

- : -
%—%JFEZ—#HM(O(%F%) — MP0*? — (M +5(r))> <p+d‘2—(:)x=0,
(4.92)
(d® jU+®) o o Jj 1 2.2 2 2] dS(r)
W—WJFE —k +2Mw<a—§) —M o r"—(M+S(r)"| x+ = =0,
(4.93)

onde usamos ¢4 = @, e y— = X, por simplicidade.
As equacdes (4.92) e (4.93) sdo equacdes diferenciais ordindrias de segunda ordem acopla-

das. Percebemos que este par de equacgdes pode ser escrito da seguinte forma matricial

1%("’):0, (4.94)
X

sendo K o operador matricial 2 x 2 abaixo,

K=D(n1+A(r)ot +5(nol), (4.95)
onde
D(r) = 5722 - aéz FE2 K2 +2M(Dé —M?0*? — (M +5(r)?, (4.96)
Alr) = # Mo (4.97)
() =-Tm. (4.98)

O operador K pode ser diagonalizado através da matriz R, ortogonal, 2 x 2, como mostrado

abaixo,

pep R ) =0, com R=| ¢ ¢ | (4.99)
X —sin¢g cos@

Este processo nos permite escrever o novo operador, chamado de Ky, na forma

Ry = D()1+ ( j +Ma)) cos® —sinf N ( nc) sin@ cosH 4.100)
= r —_— - T A~ .
¢ ar? —sin@ —cosH 1 r? cosO —sinB
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com 0 = 2¢. Concluindo, este operador diferencial é diagonal se ambas as condi¢des abaixo

forem satisfeitas simultaneamente:
étan@ — ne e Motanf=n. (4.101)

Esta andlise fornece o seguinte conjunto de expressoes

_ , (4.102)
aMmnc

sing — -1 (4.103)
\/ 2+ otng

cos § = / . (4.104)
JF+olng

Isto significa que, para desacoplar (4.92) e (4.93), € preciso impor a condi¢do (4.102). Assim,
a andlise do movimento quantico € simplificada enormemente. As duas equagdes diferenciais
de quarta ordem obtidas no caso geral se reduzem a duas equacdes diferenciais de segunda
ordem. Apesar desta condicao fornecer um sistema simplificado, em principio, as solu¢des para
as equagdes de onda e espectro de energia poderiam nao ser compativeis. Felizmente, como
veremos adiante, esta situagdo ndo ocorre nesta analise. Retornando a (4.102), vemos que a
intensidade do campo magnético, a massa da particula e as constantes de acoplamento escalar
devem estar relacionadas e, além disso, esta relacdo depende do nimero quantico momento
angular total, j. Para satisfazer esta condi¢do, podemos permitir que os pardmetros @ ou 7y,
sejam ajustados para um valor especifico, permitindo a obtencdo de solucdes exatas para as
equagoes radiais, como fizemos para o caso bosonico. Sendo assim, € possivel reescrever as

equagoes diferenciais anteriores na forma de Schrodinger, ou seja:

d*e 2 2 2 J ML
o2 + {E —M"—k +2Mwa—2nan—7%
. 2
B Y(YFZ ) _2Mnc _2Mmr_y2”_1£r2} 0=0, (4.105)
C
dx + EZ—Mz—IchrZM(Di—277CT7L+Ym
dr? o Nc
1) 2M 3
o+l e _ommr— L2 4 =0 (4.106)
r2 r né



4.5 SOLUCOES ANALITICAS DA EQUACAO DE DIRAC 60

onde y = é@ /j%+ Oczng . Além disso, podemos escrever estas equacdes como equacdes HBC,

dadas por (C.4), se definirmos uma nova varidvel adimensional’

x= yM r. (4.107)

Nc

Entao, temos

" (x) ﬁ’];&c - |Zi| - Wxg b, f—c —l—bx—xz] o(x)=0, (4.108)
" (x) [%’;’Z‘C ’Zi‘ - ij D, 2 —l—bx—xz} 2() =0, (4.109)
onde
G :EZ—MZ—k2+2Mwé —2Nene (4.110)
4= —2Mne % e 4.111)
b= ;Z; @.112)

Neste ponto concluimos as observacgdes acerca de (4.108) e (4.109) e deixamos a obtengdo de

suas solucdes exatas para a secio seguinte.

4.5 Solucoes analiticas da equacao de Dirac

Seguindo o mesmo processo usado para obter solucdes da equacdo de Klein-Gordon, € con-
veniente analisar o comportamento assintotico das solu¢des das equagdes diferenciais radiais
(4.108) e (4.109) para x — 0 e x — oo. Através destas andlises, verifica-se que as componentes

radiais do spinor de Dirac podem ser expressas como

Qo(x) = xye_%x(x_b)F(x) : (4.113)
x(x) = x" e 20 g (x) | (@.114)

3Nesta analise assumimos 7]¢ uma constante positiva.
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Inserindo este ansatz em (4.108) e (4.109), obtemos

*F'x) 4 (2r+bx=20) F'(0)+ {<1+_JEL)

nL
+ (Qﬂk+~——ﬂy+n+1—ﬂ£>%F@y:m 4.115)
YInLl |7L]
xH"(x) + (2(y+1) —|—bx—2x2) H'(x)+ [(1 + %) a
L
(ch+——QW+U—1+ﬂ£>}H@ﬁﬂL 4.116)
yaun |1L]
Estas sdo equagdes do tipo HBC, com solucdes
Gejne  b* e )
F(x)=Hg(2y—1, b, X217 L op &), 4.117)
)=t (27 i T4
HQQ:HBCW+L b, Qﬂk+» LI —w). (4.118)
YNl Ine|’

E mais eficiente acompanhar a andlise de ambas as equacdes, (4.115) e (4.116), simultane-
amente. Para conseguir isso, definimos as constantes A, B e D e a fun¢do G, representando F

ou H, como mostrado abaixo:

y, if G=F L4k, if G=F
y+1, if G=H 1+—QHW, if G=H
Sjlc | b® : —
e D= mm* 2r+1)+1- mw it G=F (4.120)

Ck,iNc . .

Fazendo uso destas defini¢des, € possivel representar as duas equagdes diferenciais em uma

unica forma,
xG" + (2A+bx —2x*) G + (Ba+Dx) G=0. 4.121)
Usando o método de Frobenius, obtemos a expansdo em série desta solucdo:

(x) =Y Cux" . (4.122)
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Substituindo esta série em (4.121), obtemos a relagcdo de recorréncia

—1
2 = B )] Coit + (D —21)C, 4.12
B
e Clz—ﬁco. (4.124)

Com esta relagdo, podemos construir os trés primeiros coeficientes da expansdo. Assumindo

Cp = 1, teremos:

1 Ba
1 Ba+2b Ba Ba

Sabemos que truncando a expansdo em série da funcio HBC em um polindmio de Heun de
grau n, obtemos uma solugdo analitica para as equagdes radiais. Podemos implementar este
método impondo duas condi¢des sobre os coeficientes da série, semelhante ao que fizemos na

andlise bosonica. As condicdes sdo:

Cit1=0 e D=2n, sendo n=1,2,.. 4.127)

Da condicdo D = 2n, é possivel obter uma expressdo formal para a energia. O mesmo autovalor
da energia deve ser reproduzido independentemente da escolha feita para a constante D (seja
G = F ou G = H). Para que isso ocorra, é necessario impor 17, > 0, de outra forma ndo existem
auto-valores associados aos polindmios de Heun que satisfacam a condi¢do D = 2n para as

duas componentes simultaneamente. Apds adotar esta restricao, obtemos:

1
) 2
2”(7’+”+1)—M”0” (4128)

E,i,== M2—k2—2Mwl+2 +

Se assumirmos uma solu¢do na forma de um polindmio de Heun de grau n = 1, a equacdo

C> = 0 indica que o parametro 7y, depende do momento angular total j. Para este caso, temos

2MPn2(2y+1)
’}/3

NLy,; = . (4.129)

O valor acima, junto com (4.128), fornece o espectro de energia da particula.



CAPITULO 5

Teoria quantica de campos em espacos curvos

Nesta secao apresentaremos brevemente o estudo da teoria quantica de campos em um espago-
tempo curvo. Neste formalismo o espaco-tempo é descrito por um tensor métrico cléssico,
guv(x). Algumas vezes este estudo é chamado de teoria semi-cldssica, pois apenas os campos
de matéria sdo quantizados. Veremos, no decorrer desta andlise, que considerar um espago-
tempo ndao Minkowskiano ird produzir efeitos quanticos, tais como a criacdo de particulas e a

polarizacao do vécuo.

5.1 Segunda quantizacdo no espac¢o curvo

No espago-tempo plano, a invariancia de Lorentz permite-nos identificar um unico estado de
vacuo para a teoria. Em geral ndo existe um unico estado de vdcuo em um espago-tempo curvo.
Como resultado, o conceito de particulas torna-se ambiguo e a interpretacdo das quantidades
fisicas torna-se mais dificil.

Vamos considerar o caso particular de um campo escalar real e massivo, cuja densidade

lagrangeana é dada por
L= —%ﬁ(aagoa%mzqozﬂjm&) . (5.1)
A equacgdo de onda correspondente €
(O—m*—ER) @(x)=0. (5.2)

Onde [(J é o operador d’ Alembertiano generalizado, R é o escalar de curvatura e & € a constante
de acoplamento entre o campo escalar e a geometria. O caso em que & = 0 é conhecido como
acoplamento minimo e a equacao resultante ¢ chamada de Klein-Gordon. Se o termo de massa,

m, anula-se, a teoria é invariante conformalmente para § = 1/6.

63
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O produto interno entre duas solugdes da equacao de Klein-Gordon € definido por

(firfo) = —i /Z (FAdufs — faufi)ds" | (53)

onde dX* = d¥n*, sendo dX o elemento de volume em uma hipersuperficie tipo-espago, isto €,
uma superficie na qual o intervalo entre dois pontos da mesma é positivo, e n* o vetor unitario
tipo-tempo, ou seja, || = —1 e normal a esta hipersuperficie. Este produto interno independe
da escolha da hipersuperficie [109], uma vez que as fungdes anulam-se no infinito.

A quantizacdo de um campo escalar, no espaco curvo, pode ser feita seguindo o procedi-
mento candnico. Inicialmente, devemos escolher uma forma de folhear o espaco-tempo em
hipersuperficies tipo-espago. Sendo ¥ uma hipersuperficie particular com o vetor n* rotulado
por um valor constante da coordenada tempo ¢, isto €, escolhendo n* = (1,0,0,0), a derivada

de ¢ na direcdo normal é ¢ = n*d, ¢ e o momento candnico ¢ definido por

m(x) = %;f: (5.4)
Devemos, entdo, impor a relagdo de comutacio candnica
[o(xX,1),n(¥,1)] = i6(%,%) , (5.5)
onde 8(¥,X') é uma fungdo delta na hipersuperficie com a propriedade
/6(55,56’)032 =1. (5.6)

Considerando que { f j} € um conjunto completo de solugdes da equagdo (5.2), { f j’-“} serd

um conjunto completo de solu¢cdes com norma negativa e { 1 fj*} formard um conjunto com-
pleto de solugdes da equacdo de onda, em termos do qual podemos expandir uma func¢do arbi-
traria. Desse modo, devemos escrever o operador de campo ¢ como uma soma de operadores

de criagdo e aniquilagc@o, como segue:

o=Y (aii+dlf;) . (5.7)

J

onde [a j,aj.,] = §; . Esta expansdo define o estado de vécuo |0) através da relagio a;|0) = 0.

No caso em que o espago-tempo € plano, escolhemos as solucdes de norma positiva como solu-
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¢Oes de frequéncia positiva, f; o< e~'®" TIndiferente ao referencial de Lorentz escolhido, no qual
t € a coordenada temporal, este procedimento define um tnico estado de viacuo de Minkowski.
Em outras palavras, podemos dizer que, no espago plano, a escolha { f j} € unica. No espacgo-
tempo curvo, ndo existe, em geral, uma unica escolha de { f j} e, logo, ndo existe um Unico
estado de vacuo. Isto significa que ndo podemos identificar um estado de viacuo univocamente
e a nocdo de particula torna-se ambigua. Esta ndo unicidade € responsdvel por provocar con-

sequéncias fisicas, tais como o fendmeno de criacdo de particulas, que discutiremos a seguir.

5.2 Criacao de particulas

Vamos considerar um espaco-tempo que assintoticamente plano no passado e no futuro e curvo
na regido intermedidria. Sejam { f j} as solucdes com frequéncias positivas no passado (regido
in), € seja {F j} as solucdes com frequéncias positivas no futuro (regido our). Admitindo que

estes conjuntos de solucdes sdo ortonormais, segundo (5.3) e (5.5), temos
(finfr) = (FiFy) =85
(f;,f;i) - (Fj*,F;) — 5, (5.8)

Como os conjuntos sdo completos, podemos escrever um em termos do outro. Por exemplo,

podemos expandir os modos in em termos dos modos out, ou seja,

fi=Y (oFi+ BuFy) - (5.9)
k

Inserindo a relacdo acima em (5.8), chegamos as seguintes condigdes:

Z (ajko‘}k/k - ﬁjkﬁ;%) =0 (5.10)
k
(]
Y (e —BiByx) =0. (5.11)
k

A expansao inversa é

=Y (ofi—Bif7) - (5.12)

J
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O operador de campo, @, pode ser escrito em termos de ambos 0s conjuntos, ou seja,
0=Y (asfi+a'f;) =¥ (biFs+0'F) (5.13)
J J

Os operadores a; € aj. sdo, respectivamente, os operadores de criacdo e aniquilacao na regidao
in, enquanto que b; e b} sdo os operadores correspondentes na regido out. O estado de vacuo
na regido in € definido por a;|0);, = 0, V,j e descreve o caso em que nenhuma particula estd
presente inicialmente. O estado de vdcuo na regido out é definido por b;{0) oy =0, Vj e descreve
0 caso em que nenhuma particula esta presente no futuro. Notando que a; = ((p, f j) ebj=

((p, F j) , podemos expandir um conjunto de operadores em termos do outro, isto &,
aj =Y (@b~ Bjib}) (5.14)
k

ou

bkzz<ajkaj—ﬁjkaj) . (5.15)

Esta transformagdo é chamada de transformacao de Bogoliubov e os coeficientes o e Bx sdo
os chamados coeficientes de Bogoliubov [110].

Agora podemos descrever o fendmeno fisico de criacdo de particulas por um campo gra-
vitacional dependente do tempo. Vamos admitir que nenhuma particula estd presente antes de
considerar o campo gravitacional. Se adotarmos a descri¢do de Heisenberg, o estado |0);, serd
o estado do sistema em qualquer instante de tempo. Entretanto, o operador numero que for-
nece o numero total de particulas na regido out é N, = bek. Desta forma, o nimero médio de

particulas criadas no modo k é

T 2
(Ni)in = in(0[b] by 0)in = Y | Bl - (5.16)
J
Entdo, podemos observar que, se os coeficientes 3 sdo diferentes de zero, ocorrerd o fenomeno
de criagdo de particulas.
Uma aplicacdo direta dos conceitos discutidos acima € a criacdo de particulas por um uni-

verso em expansao [111].
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5.3 Polarizacao do vacuo

A nog¢do de viacuo em uma teoria quantica de campos, difere essencialmente do vazio da fisica
classica. O estado de vacuo corresponde ao estado do operador niimero de particulas com auto-
valor nulo. Segundo a ideia de Dirac para férmions, o estado de vicuo quantico é um estado
cujos niveis de energia negativa estdo ocupados, de acordo com o principio da exclusao de
Pauli, e todos os niveis de energia positiva estao vazios [100]. Entretanto, o estado de vacuo
depende de campos externos e este fendmeno se manifesta no calculo de valores esperados no

vacuo de operadores bi-lineares nos campos:
) =Y a{o .0 0} | (5.17)
k

onde A{f, g} é um operador diferencial bi-linear.

O efeito de polarizagdao do vacuo é mais comumente associado as flutuacdes do vacuo
de campos de matéria na presenca de interacdes eletromagnéticas externas. Estas flutuacdes
surgem da interagdo do campo eletromagnético com as particulas que constituem o mar de

Dirac. Particularmente o calculo da func¢do de Green associada ao campo eletromagnético,
<0|AH(X)AV(X/>|O> = G,UV(-xvxl) ) (518)

apresenta um resultado formalmente divergente em teoria de perturbacdo. De modo a obtermos
um resultado finito para esta fun¢do, devemos aplicar um processo de renormalizag¢do, que
consiste, essencialmente, na redefinicao da carga elétrica do elétron [100].

As flutuagdes quanticas de campos de matéria na presenga de campos de fundo (classicos)
gravitacionais, sao também denominadas de polariza¢do do vacuo. Neste caso, por exemplo,
o célculo do valor esperado no vacuo do operador tensor energia-momento, <Tﬂv ), € também
formalmente divergente. Novamente, de modo a obtermos um resultado finito e bem definido,
devemos aplicar um processo de renormalizacdo. Fazendo isto, as contribuicdes espurias sao
absorvidas nas redefinicdes das constantes cosmoldgica e gravitacional. Além disso, surgem
termos quadraticos nos tensores de Riemann, Ricci e no escalar de curvatura, que estio ausentes
na teoria cldssica de Einstein [110]. A consisténcia deste formalismo torna-se evidente quando
consideramos o valor esperado no vacuo, <Tuv>, como fonte no lado direito da equagdo semi-
classica de Einstein:

Guv +Aguy = 87G(T,y) . (5.19)
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O valor esperado no vacuo, renormalizado, <Tuv) Ren»> deve satisfazer ainda restricdes de modo

a preservar o principio geral de covariincia e ser conservado.

5.3.1 Funcio de Green e (T;;,(x)) no espago-tempo curvo

Nesta se¢do analisaremos o valor esperado no vacuo do operador tensorial energia-momento,
para um dado campo de matéria em um espago-tempo curvo, (T (x)). Como vimos acima,
este objeto pode ser considerado como fonte na equag@o semi-classica de Einstein.

O célculo deste valor esperado no vacuo pode ser efetuado a partir da funcdo de Green

associada ao campo de matéria em questdo. Formalmente, podemos escrever
(0| Ty (x)[0) = Lim Ay (x,x")G(x,x') (5.20)
X' —x

onde G(x,x) é a fungdo de Green associada ao campo e Ay, (x,x") é um operador diferencial,
cuja forma depende do campo que estamos tratando e o indice V' estd relacionado com a deri-
vada! em relacdo a x’. Esta quantidade é formalmente divergente porque depende do produto
de operadores de campo e suas derivadas avaliados no mesmo ponto. Fisicamente, este infinito
estd associado as flutuagdes quanticas do vacuo. Especificamente para a componente zero-zero,
esta divergéncia esta associada a energia do estado de vacuo, que € infinita.

Devemos, portanto, aplicar um procedimento de renormaliza¢do, de modo a obter um valor
finito e bem comportado para <Tuv>. O procedimento que iremos adotar € o de separacdo de
pontos. A ideia bésica deste processo consiste em subtrair dos valores encontrados, apds a
agéo do operador A,y na fung@o de Green, todas as divergéncias que aparecem ao tomarmos
o limite de coincidéncia. A seguir, detalharemos um processo que fornece um valor finito que
respeita o critério de conservagdo. Por simplicidade, consideraremos apenas campos livres e
discutiremos o processo de renormalizacdo da funcao de dois pontos. Se calcularmos a fungao
de dois pontos para alguma escolha de vicuo em um espago-tempo curvo, podemos mostrar

que o comportamento da mesma, para curtas distancias, é

1 1
G(x,x') ~ s (_E + In o + termos ﬁnitos) , X —=x, (5.21)

onde o é a metade do quadrado da distincia geodésica entre os pontos x e x’.

IE preciso aplicar inicialmente a derivada para, em seguida, tomar o limite de coincidéncia
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Analisaremos a funcao de dois pontos associada ao campo:

G(x,2') = (0lp(x)@(x')[0) , (5.22)

onde |0) é um estado de vacuo escolhido. Dizemos que esta fung@o tem a forma de Hadamard
se pudermos expressa-la como

G(x,x') = Ulxx) +V(x,x) [0 (x,2))] + W (x,x), (5.23)

o (x,x')

onde U, V e W sdo func¢des regulares e finitas para todas as escolhas de x e x’ e { é um parAmetro
arbitrario de escala de massa, introduzido de modo a tornar a funcao acima finita. As fung¢des U
e V sdo quantidades geométricas que independem do estado quantico e apenas W nos fornece
alguma informagdo sobre o estado. Com isto, a parte divergente de G(x,x'), no limite de
coincidéncia, serd independente do estado. Analisando a equagdo (5.23), verificamos que, para
renormalizarmos func¢do de Green, devemos subtrair da mesma a funcdo de Hadamard, Gy,

dada por
U(x,x")

Nn[¢?o(x,x)] . .
o2 +V(x,x")In[{70 (x,x")] (5.24)

GH()C,X/) =

Assim, o valor esperado no vécuo, renormalizado, do tensor energia-momento pode ser
obtido por:
(Tﬂv(x))Ren = )},igAuV’ (6, X [G(x,x") — Gy (x,x")] . (5.25)
Quando efetuamos a subtracdo descrita pela equacao (5.25), estamos absorvendo as divergén-
cias de <Tuv(x)> nas redefini¢cOes das constantes de acoplamento da acdo gravitacional, isto €,
constante gravitacional e cosmoldgica. Na verdade, mostra-se que os termos divergentes, que
surgem do valor esperado no vacuo do tensor energia-momento para campos escalares, podem

ser derivados de uma acio efetiva associada a uma densidade lagrangeana divergente, .Z;;,, que

tem carater puramente geométrico [110]. Esta densidade lagrangeana depende das fungdes ay,
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ai e ap, as quais, no limite de coincidéncia sio:

ap(x) = 1, (5.26)

aj(x) = (é—&)R e (5.27)
1

az(x) = m(Raﬁngaﬁyé—RaBRa‘B> (528)

(5.29)

1/1 1/1
— —(=—&)OR+=(=-—&|R?
6 (5 5) + 2 (6 ¢ )
onde Rgpgys € 0 tensor de Riemann, Ryg € o tensor de curvatura de Ricei e R € o escalar de

curvatura. Considerando este resultado juntamente com a densidade lagrangeana de Einstein

na presenca do termo cosmolégico,

1
167'L'GB

Sp = / d*x(R—2Ap) , (5.30)
sendo Gp e Ap as constantes gravitacional e cosmoldgica nao renormalizadas, define-se a acao
total gravitacional por:

St = Sg + Saiv - (5.31)

Desta forma os termos divergentes em Sy;,, proporcionais a ag € ap, irdo renormalizar as cons-
tantes Gp € Ap, respectivamente. A contribui¢do proporcional a a, ndo presente originalmente
na acdo de Einstein, é de quarta ordem no tensor métrico € em suas derivadas. Quando este
termo € inserido em S7, o lado esquerdo da equagdo de Einstein é modificado. Desta forma
devemos introduzir termos de quarta ordem na densidade lagrangeana original, com os res-
pectivos coeficientes nao renormalizados, de tal forma que os mesmos sejam renormalizados

apropriadamente, resultando em um formalismo finito para a nova equacao de Einstein.



CAPITULO 6

Polarizacao do vacuo fermionico por uma corda

cosmica no espaco-tempo de Anti-de Sitter

Este capitulo esta organizado da seguinte forma: na secdo 6.1, apresentamos a geometria da
variedade associada com o espago-tempo considerado e construimos o conjunto completo de
fun¢des de onda fermidnicas para energias positiva e negativa. Na sec¢ao 6.2, calculamos o con-
densado fermidnico usando o método do somatdrio dos modos. Analisamos, separadamente,
a contribuicao induzida pela corda césmica e seu comportamento em regides assintéticas dos
parametros. A andlise do VEV do tensor energia-momento € considerada na secdo 6.3. L4, a
contribui¢do induzida pela corda cosmica também € investigada. No apéndice D, mostramos
que as func¢des dos modos usadas ao longo do texto sdo obtidas quando a condi¢@o de contorno

da "sacola do MIT" é imposta a uma distancia finita do contorno de AdS, que é, entdo, zerada.

6.1 Funcoes de onda fermionicas

O objetivo principal desta se¢do € obter o conjunto completo de fungdes dos modos fermidnicos
num espago tempo de AdS 4-dimensional na presenca de uma corda cédsmica. Este conjunto é
necessario para o cdlculo dos efeitos de polarizagdo do vicuo, através do método de somatdria
dos modos.

Em coordenadas cilindricas, considerando uma corda estatica cujo eixo de simetria estd
alinhado ao eixo—y, a geometria associada com a corda cdsmica em um espaco-tempo de AdS

4-dimensional € dado pelo seguinte elemento de linha:
ds* = e 2/ (—di* +dr* +7d¢*) +dy* (6.1)

onde r >0e ¢ € [0, 27/q] definem as coordenadas no subespaco conico, (7, y) € (—oo, o).

Os pontos (r, ¢, y) e (r, ¢ +2m/q, y) sdo identificados e o pardmetro a estd relacionado com

71
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a constante cosmoldgica e com o escalar de Ricci para o espago-tempo de AdS pelas férmulas
A=-3a"% R=—-12a". (6.2)

O parametro g, maior que a unidade, representa a presenga da corda césmica.
Usando a coordenada de Poincaré definida como z = ae”/ 4 o elemento de linha acima €
apresentado na forma conformalmente relacionada ao elemento de linha associado com a corda

cdsmica no espaco-tempo de Minkowski:
ds* = (a/2)* (—dt* +dr* + r*d¢* +dZ?) . (6.3)

Para esta nova coordenada, temos z € [0, o). As hipersuperficies z =0 e z = o correspondem
a fronteira e ao horizonte de AdS, respectivamente.

O tensor métrico correspondente ao elemento de linha (6.1) € uma solucdo exata da equagao
de Einstein na presen¢a de uma constante cosmoldgica negativa e da corda [31, 32], para valores
arbitrarios de q.

A dinamica quantica de um campo espinorial massivo no espaco-tempo curvo € governada

pela equacgdo de Dirac

onde y* sdo as matrizes de Dirac no espaco-tempo curvo e I'; sdo as conexdes espinoriais.
Estes s@o dados em termos das matrizes de Dirac no espaco-tempo plano, y<“), através das

relagdes,
1
4
onde o ponto-e-virgula denota a derivada covariante padrdo para campos vetoriais. Em (6.5),

H H v ab _ uv ab L
e e = sendo 0 tensor metrico no
(a @€p)T =8 N

P=el ", Tu=— 77l e (6.5)

) € a base tetrada que satisfaz a relacdo e
espago-tempo de Minkowski.

Para simplificar a obtencdo das fungdes de onda fermidnicas na geometria considerada,
utilizaremos a representacdo das matrizes de Dirac dada em [100], multiplicadas a esquerda

pela matriz iy<5). Nesta representacdo, temos

Y(O) =—i ’ ,}/(a) = —i y 4= 17273 ) (66)
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onde 01, 0y, 03 sdo as matrizes de Pauli. Pode-se verificar que as matrizes acima obedecem a
dlgebra de Clifford, {y\@), yP)} = —2na

A base tetrada correspondente ao elemento de linha (6.3) pode ser escrita na forma

1 0 0 0
T 0 cos(q¢) —sin(ge)/r O 67)
@ " al o sin(qg¢) cos(qp)/r O .
0

0 0 1

Com esta escolha, as matrizes Y no espago curvo sao:

YOZEY(°)7V=—i5<GZ " ) (6:8)

a\ 0 —of

onde o indice i corresponde as coordenadas r, ¢, z. As matrizes 2 X 2 em (6.8) sdo dadas por

o — 0 e 149 50 — ] 0 e 149 o = 1 0 6.9)
S\ ea S W LI N0 -1 )] .

Para as componentes da conexao espinorial, obtemos:
1 1—
T, :——¢3>yu+ﬂy<”y<2)6;f ,T,=0. (6.10)
2a 2
O que nos leva a seguinte expressdo para a combinacdo que surge na equacao de Dirac (6.4):
3 1—¢q
r,=—— —Y . 6.11

Tomando a dependéncia temporal para as quatro componentes do espinor de energia posi-

tiva na forma e~ ‘£! ¢ decompondo em dois espinores de duas componentes, superior e inferior,
denotados por @ e x respectivamente, a equacdo de Dirac pode ser escrita como mostrado

abaixo:

3 1—
ol — 2ot — 9o Mo _iEy = 0,
2z 2r Z

3 1-—
Glal__cq__ng_@ x—iEQ = 0. (6.12)
27 2r Z
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Substituindo o espinor y da primeira equagdo na segunda, obtemos uma equacao diferencial de

segunda ordem para @:

1 1—gq 1 3
2 - 3 232
o; +;a,—l 2 o a¢+ﬁa¢+az —Eaz
(1—q)* 15—4m’a®> ma . _,
- —O0“+E =0. 6.13
Tzt a0 HEe (6.13)

Como a equacgdo acima € diagonal, podemos obter duas equagdes diferenciais de segunda or-
dem, decompondo o espinor ¢ em suas duas componentes @, e ¢, respectivamente. Tomando

estas fungdes na forma ¢;(x) = €49 R;(r)Z;(z), com [ = 1,2, obtemos o seguinte par de equa-

coes:
L [d> 1d qu(l-q) (1-9)?° n*¢
E q — |4 - 4+ — — R 6.14
* R, Llr2 - rdr r2 472 2 | (6.14)
1 [d*> 3d 15-4m*’a*+4ma
— | = Z;=0. 6.15
Z Lz’zz dz 472 ] ! (6.15)
Desenvolvendo o mecanismo padrdo de separacdo de varidveis, escrevemos:
> 1d qu(l—q) (1-¢)* n’¢ 2
24 — — R = —A°R 6.16
Llr2 + rdr r2 4r2 r? 1(r) i(r) ( )
d*> 3d 15-4m’a®>+4ma
24 Z = —kz 6.17
-l B a Q. 61

onde EZ — A2 —k* = 0. Podemos ver que a solu¢io normaliz4vel para a fungio radial é expressa

em termos da fungdo de Bessel do primeiro tipo, R;(r) = Jg (Ar), de ordem

B = lgni— (—1)'(g—1)/2], (6.18)

onde n; = 0,+1,42, .... Para a func¢do Z(z), a solucéo geral é dada em termos de uma combi-

nagdo linear entre as fungdes z2Jy, (kz) e z>Ny, (kz), onde Ny (x) é a fungdio de Neumann e
vi=ma+(—1)'/2. (6.19)

A normalizacdo da funcdo de onda fermidnica é dada através de uma integral sobre as coor-
denadas espaciais. Jd vimos que a componente radial, dada pela fun¢do de Bessel, converge

na origem. No entanto, a parte da solu¢do que envolve a componente z, cuja contribui¢do na
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integral de normalizacdo é dada por
oo l (o]
/0 dzz—3212 o</0 dzz (C%ng (kz) +C%N3] (kz) + 2c1c2dv, (kz)Ny, (kz)) (6.20)

possui um convergéncia mais sutil. No limite em que z — 0, temos J\z,l (kz) =7V e N‘z,l (kz) ~
772V, Se fizermos c¢; = 0, vemos que a integral acima converge em z = 0. No caso em que ¢| =
0, a convergéncia da integral em z serd condicionada a regido onde v; < 1. Como nao desejamos
impor esta restricdo aos campos fermidnicos, fazemos c¢; = 0, ou seja, para ma > 1/2 o termo
com a fun¢do de Neumann é excluido para que as fun¢des dos modos sejam normalizaveis e a
solugdo para a fungio Z;(z) é:

Z1(z) = 220y, (kz) . (6.21)

A energia € dada por

E=VA2+k% . (6.22)

Para ma < 1/2, os modos com a fun¢ido de Neumann também sao normalizdveis. Neste
caso, para especificar unicamente as funcdes dos modos, uma condi¢do de contorno adicional
¢ necessdria na fronteira de AdS, z = 0. Aqui, para o caso ma < 1/2, consideramos um caso
especial de condi¢des de contorno na fronteira de AdS, quando a condi¢do de contorno da
sacola do MIT é imposta a uma distncia finita da fronteira, z = 8, que € entdo levada para
zero, 8 — 0 (condensado fermidnico e VEV do tensor energia-momento para a geometria de
duas fronteiras planas no bulk de AdS com as condic¢des de contorno da sacola do MIT foram
discutidas recentemente em [27]). No apéndice D, mostramos que este procedimento leva a
escolha das fungdes de modos na forma (6.21) e garante a corrente nula de férmions através
da fronteira de AdS. Note que a condi¢do de contorno que usamos também exclui os modos
normalizdveis com Z;(z) = z>Ky,(zV'A2 — E?), 2 > E, onde Ky (x) é a fungido de Macdonald.

Finalmente, podemos escrever as duas componentes superiores do espinor na forma
@ = Ci2 T, (Ar)Jy, (kz)e'™? . (6.23)

De posse da componente superior, podemos usar a primeira equacdo de (6.12) para obter a

componente inferior. Apds alguns cdlculos, obtemos:

2 = Bleiq”‘¢1ﬁl(7tr)z2Jvz(kz),
Xo = B2 "Jg A1)y, (kz) (6.24)
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com as relagdes

np=ni+1, ﬁzZﬁl—l—Snl , (6.25)
onde & = 1 paran > 0e g = —1 paran < 0. Os coeficientes By > em (6.24) sdo dados pelas
expressoes ‘ '

i i

Podemos ver que as funcdes de onda fermionicas definidas com as componentes superiores
e inferiores dadas pelas relagdes (6.23) e (6.24), respectivamente, sdo auto-fungdes da projecao

do momento angular total ao longo da dire¢do da corda césmica:

~ o 0
Ty = (=idg+ 25 ) y=qjy, xi= , (6.27)
2 0 o¢
onde
j=mA1/2, j=+1/2,43/2 ... . (6.28)

As funcdes de onda fermidnicas que obtivemos contém quatro coeficientes e existem duas
equacoes que os relacionam. A condi¢do de normalizacdo destas fun¢des fornece uma terceira
equacdo. Consequentemente, um dos coeficientes permanece arbitrdrio. Para determinar este
coeficiente, uma outra condicao se faz necessdria. Esta necessidade estd relacionada ao fato
de os niimeros qunticos (A,k, j) ndo especificarem unicamente a fun¢ao de onda fermidnica e
outro nimero quanto adicional é necessario.

Para especificar a segunda constante, nds impomos a condi¢ao
C,/By=—-C,/B; . (6.29)

Levando em conta (6.26), obtemos as relacdes:

Cy = —£,b7Cy | By =isCy , By = ign, sb{Cy (6.30)
o que implica
E ¥k
SR 6.31)
A
Note que tem-se b§+)b§_) = 1. Com a condi¢do (6.29), as fun¢des de modos fermidnicas sdo

especificadas unicamente pelo conjunto ¢ = (A4,k, j,s)'. Em alternativa a (6.29), poderiamos

"Este conjunto define unicamente a funcio de onda. Nele, os niimeros quénticos A e k sdo continuos, definidos
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impor outra condi¢do. A Unica restri¢do é que as funcdes de onda resultantes devem formar um
conjunto completo. Por exemplo, a condi¢do similar a 6.29) com sinal oposto no lado direito
fornece outro conjunto de fun¢des de onda. Diferentes condicdes fornecem as mesmas fungdes
de dois pontos e, como resultado, os mesmos VEVs para observaveis fisicas.

Com base nessa discussdo, para funcdes de onda fermiodnicas de energia positiva, podemos

escrever a seguinte expressao:

Jl31 ()L r)JV1 (kZ)
—e;b{Tg (Ar)dy, (kz) €9

(H) oy ) —iEr 2 iq(j—1/2)¢
x)=Cgs e "z e : (6.32)
Vo' (9)=Co isJg (Ar)Jy, (k)
igjsb\"Jg, (Ar)Jy, (kz)ei®?
onde a ordem das func¢des de Bessel € definida em termos de j como:
B =laj+(=1)'/2] = qljl +(=1)g;/2. (6.33)

Podemos ver que €; = &;,.

O coeficiente CE;L) em (6.32) € determinado pela condi¢do de normalizagdo

[ W =80, (6.34)

onde Y € o determinante da métrica espacial. O simbolo delta no lado direito é entendido como
a funcdo delta de Dirac para nimeros quinticos continuos (4, k) e o delta de Kronecker para

discretos (j,s). Substituindo os auto-espinores (6.32) em (6.34), temos

2n = oo
a3C;/Cg/ ! dq)/ dr r/ dz ze"E'—E)—ia(j'=))9
0 0 0
[y (A1), (Ar)dy, (K2) v, (k)
gj/sjbs’bs-]ﬁé ()u/r).]ﬁz ()ul").]\/z (k’Z)JVZ (kz)
s/sJﬁl/ (A'r)Jg, (Ar)dy, (K 2)Jy, (kz)
sjfsjbs/bss'sJﬁz/(l’r)Jﬁz(lr)JvZ (K'z)dv, (kz)

[ v

(6.35)

+ + 4+ x

Usando a representacao integral do delta de Kronecker e do delta de Dirac envolvendo o produto

no intervalo [0,00), j =0,41/2,4£3/2,...e s = £1.
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das funcdes de Bessel [112],

5 L (27 ieme

xon E/O e d(b e (636)

S(x—a) = x / £y (3t )y (ar)dt | 6.37)
0

a equacgdo (6.35) serd igual a

/d3x\/7 (Il/c(f))“lfc(;/ﬂ _ 27;a3 S22 HK) 5 g
+ bybg+'s+ 5'sbyby] C(’;,Coe"(E/*E)f (6.38)
= 056 =10, 0, y0(A —A)S(K —k),

sendo bgﬂ = %‘, E=VA2—k?,s==+1e0=(A,k,j,s). Assim, encontramos

2
cip = A k(+) : (6.39)
8malEb;

Na discussdo acima, como solugdes das equagdes para as partes radiais das funcdes dos
modos, tomamos as fungdes de Bessel Jg (A7), [ = 1,2. Esta escolha corresponde aos modos
regulares da corda. Além disso, poderiamos considerar os modos irregulares com as funcoes de
Neumann Ng, (Ar). Para que estes modos sejam normalizdveis, a integral [y drrNg (Ar)Ng,(A'r)
deve convergir no limite inferior de integracdo para ambos / = 1 e [ = 2. Da condi¢do de con-
vergéncia em [ = 2, obtem-se o vinculo ¢|j| < 1/2, que ndo pode ser satisfeito para ¢ > 1.
Consequentemente, no problema considerado, ndo existem modos irregulares normalizaveis
sobre a corda. Note que, modos irregulares normalizaveis sdo possiveis na presenca de fluxo
magnético ao longo do eixo da corda.

A funcdo de onda de energia negativa pode ser obtida da func¢do de energia positiva pela
matriz de carga conjugada. Seguindo o procedimento geral dado em [100], a matriz de con-
jugacdo de carga, €, deve obedecer a relagio € (y\?)* ¢! = —¢{9), onde (7{9)* denota o
complexo conjugado. Na representacdo usada aqui para as matrizes de Dirac, todas as matrizes
sdo complexas, exceto %), entdo € deve anti-comutar com 1) e comutar com as outras. A

menos de uma fase geral, uma escolha particular para esta matriz é

0
%:¢5)7(2)=i< 62):%—1.

—op O
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A func¢@o de onda de energia negativa pode ser dada por l//c(,_) (x) =€ (ys ' (x))*. O resultado

final é
I, (A1) v, (k2)
p0) i
lllc(:_)(x) _ Cé_)eiE’zz —e]bs‘ Jp, (Ar)Jy,(kz)e 49 o—ia(i+1/2)9 (6.40)
isJg, (Ar)Jy, (kz)
isjsbgf)Jﬁl (Ar)Jy, (kz)et?
Onde usamos as mesmas notagoes de (6.32), e Cg_) = —iejsbgﬂ( S,Jr))*. O modulo da cons-

tante de normalizagdo CE,_) pode também ser calculado através de uma condi¢do de normali-
zacdo similar aquela usada para a fung@o de onda de energia positiva (6.34). Neste caso, seu

valor é
sqA’k

8na3ED )

As funcdes de onda obtidas nesta secdo podem ser usadas para investigar varios efeitos

cSIP = (6.41)

quanticos na vizinhanga da corda césmica envolvendo elétrons e pdsitrons. No que se segue,
usamos estas fungdes para descrever o condensado fermidnico e o VEV do tensor energia-

momento.

6.2 Condensado fermionico

Uma vez que obtivemos as fun¢gdes de onda normalizadas com energias positiva e negativa,
podemos calcular o condensado fermidnico (CF), (0| yy|0), onde |0) é o estado de vdcuo no
espaco-tempo de AdS na presenca de uma corda cOsmica e l/_/c(,_) = l//c(,_)T}/(O) € o adjunto de
Dirac. Expandindo o operador de campo em termos do conjunto completo {1//((,_), l//c(,+)}, ou

seja, escrevendo

Y v ao+widh] (6.42)
(o)
Y |ab v +aow| (6.43)

6/
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e fazendo o produto interno

©Olpylo) = (0 ¥ agW ys ak|0)

o,0’
= Y 05 ws (0lagab|o) .
0,0/

a seguinte férmula para o condensado fermidnico é obtida:
Olyy10) =Y w5 'vo .
(o3
onde usamos que a;|0) = <O|az = ( e a notag@o compacta definida abaixo,

Z/d?t/dk

Substituindo o auto-espinor (6.40) em (6.46), obtemos

s= i]] il/z

Olgylo) = Ara 32 JV1 (kz)Jy, (kz)

X [b§ >JB2(M) ) (/"Lr)] .

80

(6.44)

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

O condensado fermi6nico dado por (6.48) € divergente e é necessdrio realizar algum proce-

dimento de regularizacdo. Assumiremos que uma funcdo de corte € introduzida na férmula

acima, sem escrevé-la explicitamente. Como veremos, a forma explicita desta funcdo ndo é

relevante para a discussdo a seguir.

A soma sobre o nimero quantico momento angular total, j, para as funcdes de Bessel

correspondentes fornece a mesma expressdo paral/=1el=2:

Y BN =L p A+ p )]
J

j=E1/2,

Aqui e doravante, € usada a notagdo

J =12,

(6.49)

(6.50)
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Agora é possivel efetuar a soma sobre o niimero quantico s. O resultado &2,
_ q7
olwwio) = L5 [“ana [ Jvl (k2) Iy (k) Y [ 12141 o () + 72 p(A)] - 651)
J

De forma a obter uma expressao mais ttil para o CF, usamos a identidade

—(A24i2)s?
Z \/_ / dse ) (6.52)

Substituindo esta identidade em (6.51), é possivel calcular as integrais sobre as varidveis A e
k com ajuda das férmulas em [112]. Mesmo que as func¢des de Bessel associadas a varidvel z
sejam de ordens diferentes, a integral sobre k € calculada, porque v, = v 4 1. Usando a relacao
Jy (%) Ty 11(x) = (v/x)J2(x) — dJ2(x) /2, apbs alguns cdlculos, a integral serd,

. S, —22/(25%)
| ke, (2 k) = Sz [l (/) B/ )] . 653)

Agora, introduzindo a nova varidvel y = % /(2s?), obtemos

(0l pyl0) = / dy y*2e= PN (1, (v/p?) — 1y, (v/p)] A (,y) . (6.54)
considerando
p=r/z, (6.55)
e
Z ai—17200) T gjr12()] - (6.56)
J
Inicialmente, consideramos o CF para um campo sem massa. Neste caso, de (6.54), encontra-
se ;
_ Z _
Opwlo) = (2) (ww), (6.57)
a
onde
M) 4 [T (0224 )y
v = =5 | dvye 7 (@), (658)

€ o CF para um campo fermidnico sem massa induzido por uma unica fronteira, com condi-

ZPodemos ver em (6.51) que a integral em k diverge linearmente. Para grandes valores de k, %2 — ke
Iy, (kz)Jv, (kz) —

nkz
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¢oes de contorno do tipo sacola do MIT, perpendicular a corda no espago-tempo de Minkowski
[113]. Portanto, para um campo sem massa, temos a relacdo conforme padrdo entre os pro-
blemas com cordas cdsmicas no espago-tempo de AdS e na geometria da corda césmica no
espaco-tempo de Minkowski com uma fronteira em z = 0, onde o campo obedece a condig¢do
de contorno da sacola do MIT (ver ref. [113]).

Para um campo massivo, € possivel expressar a série (6.56) de forma mais conveniente para

nossa discussdo [113]:

p
I(q,y) = %Z/(— 1)l cos(ml/q) eyeos(2ml/q)
=0
4 oo sinh (gx) sinh (x) | con(on)
+ - cos (¢7/2) /0 dxcosh(2qx) —cos(gr) € ; (6.59)

onde p € a parte inteira contida em ¢/2, p = [¢/2], e 0 simbolo "linha" na soma acima implica
que o termo para [ = 0 deve ser dividido por 2. No caso 1 < g < 2, o primeiro termo do lado
direito de (6.59) deve ser omitido. No caso em que ¢ = 1, temos .# (1,y) = ¢”. Assim podemos
ver que a contribui¢do do termo / = 0 em (6.59) em (0| yy|0) coincide com o CF no espago-
tempo de AdS puro, sem a presencga da corda, denotado abaixo como (YY) ags. A parte restante

corresponde a correcdo induzida pela presencga da corda césmica. Entdo, podemos escrever:

(Wy)es = (0[P y]0) — (YY) ags - (6.60)

Para pontos fora da corda, a geometria local € a mesma do espaco-tempo de AdS puro € na
auséncia de uma fun¢do de corte, as partes divergentes dos termos do lado direito de (6.60)
se cancelam. Portanto, a parte induzida pela corda € finita e ndo requer qualquer processo de
renormalizacdo.

Substituindo (6.59) em (6.54) e integrando sobre a varidvel y, com auxilio da férmula da

ref. [112], para a parte induzida pela corda, encontra-se

) 21 il Woa(1+2p2sin? (7l
<WW>CS = - pz 3 |:Z(—1)ZCOS (_> ) ( P ) .(2 /q))
272 | g ) sin®(x/q)(1+ p2sin®(x1/q))
2q Tq /°° sinh(gx)sinh(x)  Wu(142p2cosh’x)
+— - 6.61
T COS( 2 > 0 cosh(2gx) — cos(gr) (1+ p2cosh?x) cosh? x fo.01)
onde

Wy (u) = 0y (u) — O3 (w), (6.62)
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e Q% (1) é a fungio de Legendre de segundo tipo associada. Note que, para valores fmpares
de ¢, o termo integral em (6.61) se anula. Como ¢ visto, a parte no CF induzida pela corda
cosmica depende das coordenadas r e z na forma da razdo p. Isto é consequéncia da maxima
simetria do espago-tempo de AdS. Uma vez que a distincia prépria da corda é dada por a/z,
percebe-se que p € a distancia propria do ponto de observaciao da corda, medida em unidades
do raio de curvatura de AdS, a.

Vamos considerar o comportamento de (Yy)s em regides assintGticas dos pardmetros.
Para grandes distancias proprias da corda, em comparacdo com o raio de curvatura de AdS,
tem-se p > 1. Nesse caso, o argumento associado as func¢des de Legendre em (6.61) € grande.

Levando em conta que, para u > 1, temos

EHTT(v+u+1) 1

M ~
QV (I/t) ~ \/E2V+1 F(V+3/2) uv+17 (6‘63)
para a ordem dominante, temos
(W) es ~ — (a/r)™  T(ma+2) (q,2ma +4) (6.64)
VWies™ 22ma+173/243 T'(ma + 1/2)g T ' '
Em (6.64), introduzimos a notacao
P (—1)cos(ml/q) 2q [ sinh(gx)sinh(x) cos(gm/2
sla.c) = §, CLeostall) 29 | (@)sinh() _eos(am/2) o
= sin%(nl/q) T Jo cosh(2¢gx) — cos(gqm) cosh®x
Pode-se verificar que
2-1)(7¢*+17
g(q,4)=—(q JUa”+17) (6.66)

720

Em particular, de (6.64), conclui-se que, para um valor fixo de r, o CF se anula na fronteira
de AdS como z?"“**. Para um valor fixo de z e para grandes distancias da corda c6smica, a
parte induzida pela corda no CF cai com r—2"“~% Note que, para uma corda no background de
Minkowski e para um campo fermidnico massivo, a grandes distancias da corda, o CF decai
exponencialmente.

A pequenas distancias proprias da corda, comparadas a escala de curvatura de AdS, temos
p < 1 e o argumento das fun¢des associadas de Legendre em (6.61) é proximo de 1. Neste

caso, usamos a seguinte expressao assintdtica para a fungdo associada de Legendre:

w,o et ut1\*? vil+v)l—u
Qv(u)~2F(u)(u_1) T | (6.67)
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Para a ordem dominante, de (6.61) encontra-se
_ m [ z\?2
(FW)es ™ =55 (=) 2(a,2) (6.68)

272 \ar

Daqui, conclui-se que, para uma distancia fixa da corda césmica, a parte induzida pela corda
no CF diverge no horizonte de AdS. Note que, para a geometria de uma corda césmica no
espacgo-tempo de Minkowski, préximo a corda, temos (yy) ((;ISVI) ~mg(q,2)/(2m*r?).

Agora, consideramos grandes valores do raio de curvatura do espaco-tempo de AdS, quando
y € fixo, assumindo que ma > 1. Levando em conta que, neste caso, 7 = aei ~a +y, vemos que
o grau das funcdes de Legendre associadas (6.61) cresce enquanto o argumento se aproxima de

1. Temos a seguinte férmula assint6tica [114]
Oy (cosh(b/v)) ~ " VI K, (D), (6.69)

para v > 1. Usando esta formula e a relacdo de recorréncia para a fungdo associada de Legen-

dre de [108], encontramos
Q4 (cosh(b/v)) — Q4 | (cosh(b/v)) ~ bV 1K, (b). (6.70)
Com ajuda desta relagdo, de 6.61) para o CF, obtem-se:

e = 2L 0 () nenrsiaa)

2q <nq> /°° d sinh(gx) sinh(x)
X
T 27 Jo cosh(2¢gx) — cos(gm)

fi(2mrcoshx)|,  (6.71)

com a notagdo fy(x) = Ky(x)/x". A expressao do lado direito coincide com o CF na geometria
de uma corda césmica no espago-tempo de Minkowski [113].

Na figura 6.1, apresentamos a dependéncia da parte induzida pela corda no CF em fung¢do
da razdo r/z e de ma para a geometria da corda césmica com g = 3. A razdo r/z é a distincia
prépria do ponto de observacdo da corda medida em unidades da escala de curvatura de AdS e
ma € a massa do campo medida nas mesmas unidades. No cdlculo numérico, tomamos o valor
q = 3 por simplificacdo. O comportamento qualitativo para outros valores de g € similar ao

apresentado na figura.
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Figura 6.1 Parte induzida pela corda no CF, a* ()., como fungio de r/z e ma para a corda césmica
com parametro g = 3.

6.3 Tensor energia-momento

Nesta secdo, consideraremos outra importante caracteristica do vacuo quantico fermidnico: o
VEV do tensor energia-momento. O tensor energia-momento associado a um campo fermio-

nico € dado pela expressao abaixo [97]:

N I _
Ty = 5 [0 (Vo) ¥) = (VW) ] - (6.72)

De forma similar ao célculo do CF, o VEV do tensor energia-momento pode ser obtido através

da soma dos modos:

I (= (= _
OITu10) = 5 X106 1V ¥ = (Vs Iryvs ] (6.73)

o

onde os parénteses envolvendo os indices implicam simetrizagdo e V, ¥ = d, ¥ — yI'y,. Como

no caso do CF, o VEV do tensor energia-momento € apresentado na forma decomposta:

<0’T,MV’0> = <T,uv>AdS + <T,uv>cs ) (6.74)
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onde o primeiro e segundo termos do lado direito correspondem a parte de AdS puro e a corre-
¢do no VEV do tensor energia-momento devido a presenga da corda césmica. Vamos mostrar
que ambas as partes sdo diagonais. Por causa da mdxima simetria do espago-tempo de AdS,
a parte (Tv)ads ndo depende de ponto do espago-tempo e é completamente determinada pelo
seu trago: (Tyy)ads = (guv/4)(Ty') adas- Esta parte foi calculada em [26], usando a técnica da
funcdo zeta e regularizacdes de Pauli-Villars. Novamente, nesta se¢do estamos principalmente
interessados em calcular a parte do VEV induzida pela corda c6smica. Esta parte € finita para
pontos fora da corda e ndo requer qualquer processo de renormalizacao.

Primeiramente, vamos calcular (0|7p|0). Desenvolvendo a derivada covariante do campo
espinorial, observamos que, além das contribui¢des da derivada temporal do campo, que for-

nece um termo proporcional a energia, aparece a contribui¢do devida ao anti-comutador {7y, I'o}:

i (= _ (= _
(0]Tool0) = EZ [llfé 1000ws” + 05 plows (6.75)
(o2

(-)

— (S ) us”) + 5 Ty s (6.76)

= Z[% 1ows — (B0ws Nwvs ) + 95 {n. Tk ws | . 6.77)
(o)

Este dltimo se anula, neste caso:

— 2 [0 ,0),03)

o} = 55 {70707} (6.78)
a
4

uma vez que Y = —%y(o), Iy 2Z 7/(3 = —%O) }/(3). Portanto, para o VEV da

densidade de energia, encontra-se
(0|To0]0) = ZE v Tus) (6.80)

Substituindo (6.40) e (6.41) em (6.80), apds a soma sobre s, obtemos

3 I oo
OTl0) = S /O W) / dk KE [J2,(kz) + 12, (k)] 6.81)

Y921 p M)+ 2 ()] (6.82)
J
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Agora, para continuar este cdlculo de forma compacta, usamos a identidade
E-— 2 / T ds dge (B+2)5 (6.83)
\/E 0 S .

Mudando a ordem de integracéo, é possivel integrar sobre as varidveis A e k, usando a férmula

da Ref. [112]. Como resultado, encontramos a representacao

(r’4+72 )/(25 )

ol = 25 [ ‘“‘9{ (1 (/(25%) + 1,22/ (25%)]
x Z [Iqjﬂ/z(rz/(zsz)) +Iqj71/2(r2/(232)):| } . (6.84)
j

Ap6s a integragdo por partes na varidvel s e usando a férmula da soma (6.59), a contribui¢dao

induzida pela corda césmica é3

(100 = 2 [ (—1)" cos (ﬂ) Fo (1+2p7sin’ (1 /9))

0T andt | o q ) sin?(nl/q)(1+ p>sin®(xl/q))

2 (ﬂq) /°° sinh(qx)sinh(x)  Fo2) (1+2p2coshx) 655
T 27 Jo cosh(2¢x) — cos(gm) (1 + p2cosh®x)cosh®x |’ '
onde definimos a nova fungao
) = Oy () + Oy () - (6.86)

Como no CF, o VEV da densidade de energia depende de r e z na forma da combinacéo p.
Para um campo sem massa, levando em conta que Fo(z) (142y?) = 14y~2 e usando (6.66),
de (6.85), temos:

<T00>cs = <§>4 <T00>£2/I), (6.87)
onde ) )
(70) M _ (¢ =1D)(7q"+17) 6.88)

28807254 ’
¢ a densidade de energia correspondente para um campo sem massa na geometria da corda c6s-
mica no bulk de Minkowski [35]. O campo fermionico sem massa é conformalmente invariante

e (6.87) apresenta a relagdo padrio para os VEVs em problemas relacionados conformalmente.

3Podemos ver que em (6.85), a componente [ = 0 do somatdério foi removida, pois a mesma coincide com
0
(Ty) Ads-



6.3 TENSOR ENERGIA-MOMENTO 88

Voltando, agora, para a solu¢do geral, para grandes valores de p, p > 1, usando a expressao

assintética (6.63), para a ordem principal, encontramos

1
(TY)es = —=— (W) , (6.89)

onde a expressao assintdtica para o CF € dada pela expressao (6.64). Como foi visto, para um
valor fixo de r, o VEV da densidade de energia vai para zero na fronteira de AdS com z2"4+4,
Para grandes distancias da corda cdsmica, a parte induzida pela corda na densidade de energia
se comporta como r=2ma—4_ No limite oposto, p < 1, usando a férmula (6.67), obtemos a
seguinte expressao assintotica:

(Tg)es ~ — (6.90)

(¢* 17" +17) (3)4
288072 ar/
A parte induzida pela corda diverge no horizonte de AdS e na corda.
Agora, vamos considerar o limite minkowskiano correspondendo a a — . Através da

relacdo (6.69) para a funcdo de Legendre associada, na ordem dominante, encontra-se

4
(1)es 22 | Y (1) cos (20) faamrsini/g)
=1
2q g\ [ sinh(gx) sinh(x)
+ = cos (2 /O 05 hBon) — con gy 227 <0s) 6.91)

A expressao do lado direito coincide com a expressao correspondente na geometria da corda
cOsmica no espaco-tempo de Minkowski [113].

Na figura 6.2, a forma como a parte induzida pela corda no VEV da densidade de energia
depende da distancia da corda e da massa do campo em unidades de escala de curvatura de AdS

€ mostrada. Como no exemplo numérico para o CF, consideramos a corda cdsmica com g = 3.

O cdlculo da componente de (0|7,,|0), também apresenta, além da contribui¢do devida a
derivada radial do campo, uma contribui¢éo advinda do anti-comutador {7,, I',}. Este dltimo

também se anula, neste caso, restando apenas as contribui¢des devidas as derivadas radiais,

OI7410) = 5 Y1ws % arws” — (@95 mws ). (6.92)

(e

Substituindo (6.40) e (6.41) nesta férmula, usando a representagdo (6.8) para matrizes de Dirac,
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002

Figura 6.2 Parte induzida pela corda no VEV da densidade de energia, a*(T)cs, versus a distancia da
corda e a massa do campo em undades de escala de curvatura de AdS, para a corda cé6smica com g = 3.
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apo6s algumas etapas intermedidrias, encontramos,

3
O =~ K 17 0+ k2]
x [Jﬁl(xr)JBZ(m—Jﬁl(xr%(m)}. (6.93)

Efetuando as somas sobre s e j e usando a relacdo de recorréncia envolvendo a derivada da

fungdo de Bessel, obtemos:

oT.0) = L / A / dk J%l (kz) + 12, (k)]

2
x;[qu+l/2(lr)+qul/z(lr) )f” o1 p(Ar), ]+1/2(/1r)}.(6.94)

Usando novamente a identidade (6.52), a integracdo sobre k pode ser efetuada com a ajuda
da formula da Ref. [112]. A integral sobre A é um pouco mais sutil. Para os dois primeiros

termos entre colchetes, podemos usar a férmula abaixo,

/0 Taad e M2 (Ar) = —0,

S

—r2/(25%)
[ez—szzv(rz /(2s2))] . (6.95)

Para o ultimo termo, podemos adotar um procedimento similar ao usado na obtengdo de (6.53).

O resultado é,

e/ (25%)
OO0 = 2 [T as™ S [ (/05) 4 1 (/05

< T{00 72O a2 + 1207 259)]

‘IJ -
+ e B (P 2) —Iqj+1/z<r2/<2s2>>>}} - (6.96)
Finalmente, introduzindo uma nova variavel, y = r? / (2s2), e usando a relacao

@illgji—1200) = Ljr1 20 = 0oy =y + 1/2)[Iyj—12(0) + Lgj12(0)] (6.97)

todas as somas envolvendo a fun¢do de Bessel modificada associadas a coordenada radial po-
dem ser calculadas usando (6.59). Finalmente, extraindo do resultado geral a contribui¢do

devida ao espacgo-tempo de AdS puro, obtemos a contribui¢ao induzida apenas pela corda c6s-
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mica, que coincide com o resultado correspondente para a densidade de energia:
(T )es = (Tg))es - (6.98)

Agora, vamos analisar a componente (0|74|0). Neste caso também, as tinicas contribui-
¢oes ndo-nulas vém da derivada da func@o de onda com respeito a varidvel azimutal. Esta deri-
vada pode ser calculada a partir da definicdo do momento angular total (6.27). Assim podemos
escrever dy = iJy —igX?/2. Levando este procedimento em conta, surge um anti-comutador

{76, X%}, que € zero. Temos, entdo,
(O1Tp010) =g Y J W5 15 - (6.99)
(e

Substituindo (6.40) e (6.41) na equagdo acima e usando a representacdo fornecida em (6.8) para

as matrizes de Dirac, chegamos a,

(0[Ty4|0) = Zej J Jﬁl (Ar)Jp, (A7) [Jy, (kz) + T3, (kz)] (6.100)

Como o termo dentro da soma ndo depende de s, a soma sobre este nimero quantico contribui

apenas com um fator 2. Quanto a soma sobre j, temos

Y, jeidp (Ar)dg,(Ar) =2) jl i1 p(Ar) g1 p(Ar) . (6.101)
j=E1/2, J

Usando a relagdo (6.52), a integral sobre a varidvel k pode ser calculada [112]. Quanto a

integral sobre A, podemos usar um procedimento similar ao apresentado em (6.53). Definindo

uma nova variavel y = r? /(2s?), obtemos

2
(0[Tp9/0) = (zj'ﬁ |y e R 1y (3/p%) + (/9]
X Z‘U =120 = Igj12(0)] - (6.102)

De (6.97), € possivel expressar a pressdao azimutal acima em termos da fung¢ao (6.56). Usando a

férmula (6.59), a integral sobre a varidvel y pode ser calculada explicitamente. Como resultado,
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a contribui¢@o para a tensdo azimutal induzida pela corda césmica serd,

—4rp
¢ _ a 1\ nl -
e = G| L1eos () Gualpsintai/)

2q qm /°° sinh(gx) sinh(x) G, (p coshx)

+ COS( 2 ) 0 dx cosh(2¢x) — cos(gm) ’ (6.103)

onde ) )
2 2
Gv(x):Fv (142x%) F,”/(142x%) (6.104)

x2(1+x2) x(1+x2)3/2°
Como para as outras componentes, a pressao azimutal depende de r e z através da razdo p, que
¢ a distancia propria da corda medida em unidades do raio de curvatura de AdS. Para um campo
fermidnico sem massa, temos Go(x) = —3/x*, e de (6.103) obtem-se <T¢¢)cs = —3(TY)cs, onde
0 (TOO)CS ¢ dado por (6.87).

Vamos considerar o comportamento da pressdo azimutal em regides assintéticas da razao
p. Para p > 1, usamos a férmula (6.63) para a funcio de Legendre associada. Para a ordem

dominante, temos:
N 2ma—+3

¢
() 2

(P W) es. (6.105)

Comparando com (6.89), vemos que na regido considerada, temos a relagdo (T¢¢ Yes & —(2ma+

3) (TOO)CS. Para p < 1, similar ao caso da densidade de energia, encontramos a relagao
AN 0
(Ty )es = =3(Tp )cs (6.106)

onde a expressdo assintotica para a densidade de energia é dada por (6.90). E, finalmente, no

limite de Minkowski, correspondendo a a — oo, recuperamos o resultado de [113]:

4
I ~ 00 [f(—1)1cos(nz/q>f<¢><2mrsin<nz/q>>
=1
2q gmy\ [~ . sinh(gx)sinh(x)f(®)(2mrcoshx)
* ERa (7) /0 dx cosh(2¢gx) — cos(gm) (6.107)
com
FOR) = fit) +3 /(). (6.108)

A figura 6.3 apresenta a parte induzida pela corda no VEV da pressao azimutal como fung¢ao

de r/z e ma (distincia prépria da corda e a massa medida em unidades da escala de curvatura
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de AdS, a). Consideramos a corda césmica com g = 3.

Figura 6.3 Parte induzida pela corda no VEV da tensdo azimutal, a4<T¢¢)cs, como funcdo da distancia
da corda e da massa do campo em unidades da escala de curvatura de AdS, para a corda césmica com
qg=23.

O célculo da tensdo axial, (0|7;|0), se torna mais simples porque I', = 0. Substituindo

(6.40), (6.41) e matriz gamma correspondente em (6.73), apds alguns célculos, chega-se em:

3 21,2
4T AR ) () 2
(0|T|0) = —SMZ;T[ZJS J3,(Ar) — b} Jﬁz(zr)}
x [y, (k2)Jy, (kz) = Ty, (k2)Jy, (kz)] - (6.109)

Usando as relacdes de recorréncia envolvendo a derivada da funcdo de Bessel, somando sobre

s e usando (6.52), temos:

z3 °° *° 2242
(07:[0) = #/0 dS/O dAre™ Z[Jgj—l/z(/lr)+J§j+1/2()~r)]
j
2ma

e 22
X /0 dkk3e s {J‘z,] (kz) +Jy, (kz) — p

- Jvl(kz)JvZ(kz)} . (6.110)

O procedimento para calcular as integrais € similar ao que adotamos no caso da pressao radial.
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Introduzindo no resultado final a nova varidvel, y = r?/(2s?), obtemos

qoy = AP [T 3 (e
(O|T7|0) = W A dyy’'“e (g,y)

(
x [ (0/P?) + 1, (y/P?)] - (6.111)

Usando (6.59) e extraindo a parte devida ao espaco-tempo de AdS puro, obtemos a contribuicao
para a pressao axial induzido pela corda césmica, que coincide com a expressao correspondente
para a densidade de energia:

(T )es = <T00>cs . (6.112)

Usando relagdes de recorréncia envolvendo a derivada da fun¢do de Legendre associada,
pode-se verificar explicitamente que a parte do VEV do tensor energia-momento induzida pela
corda cOsmica obedece a equagdo de conservagdo covariante, <Tl}’ Yes;v = 0, que € reduzida a
duas equacdes diferenciais, para o problema considerado,

20,(T)es + <T,15L>cs — T )es =0 (6.113)

Z

Também, usando relagdes de recorréncia envolvendo func¢des de Legendre associadas de dife-

rentes ordens, pode-se verificar que a relacdo para o traco, abaixo, € satisfeita:

<T;fl>cs = m(‘/_/l//>cs . (6.114)

Note que a anomalia do traco é contida na parte de AdS puro do VEV e a parte induzida pela
corda possui trago nulo, para um campo fermidnico sem massa.

Finalizamos esta se¢do ressaltando algumas diferencas nos VEVs encontrados aqui para
um campo fermidnico e o encontrado no caso bosdnico [42]. No caso escalar o tensor-energia
momento €, em geral, ndo diagonal e a componente (7.")cs se anula apenas para um campo
conformalmente acoplado, sem massa. Além disso, no caso escalar, as pressdes radial e axial,
em geral, ndo coincidem com a densidade de energia (sem soma sobre [): (Tll des 7 (T00>CS,

l=rz



CAPITULO 7

Conclusoes

Nesta tese, analisamos a dinamica de férmions e bdsons, bem como as propriedades do va-
cuo fermidnico, em sistemas fisicos na vizinhanga de cordas cosmicas, no espago-tempo de
Minkowski e anti-de Sitter. Nossas contribui¢cdes constituem os capitulos 4 e 6. A seguir, sdo
apresentadas as conclusdes destes trabalhos.

No capitulo 4, investigamos o movimento quantico relativistico de particulas carregadas de
spin—0 e spin—%, no espago-tempo da corda césmica, sob influéncia de um campo magnético
uniforme e paralelo ao eixo de simetria da corda. Consideramos ainda um potencial escalar
dependente da coordenada radial, cujo centro estd sobre a corda. A andlise completa € feita em
duas partes: a primeira descreve bésons, em seguida, férmions.

Para o caso bosdnico, obtivemos a equacao diferencial radial (4.11), a partir da equacdo de
Klein-Gordon, adotando o ansatz (4.6) para a funcio de onda. Esta equacgdo foi analisada de
acordo com diferentes valores dos parametros fisicos. Especificamente para o caso geral inves-
tigado na subsecdo 4.3.4, foi possivel expressar a equacdo diferencial em termos da equagdo
diferencial de Heun biconfluente. Como estamos interessados em obter uma expressao expli-
cita para o espectro de energia, buscamos solu¢des polinomiais para esta equagdo radial. Para
obter estes polindmios, usamos o método de Frobenius e encontramos uma relacio de recor-
réncia de trés termos envolvendo os coeficientes da expansdo. Finalmente, impondo condi¢des
especificas sobre estes coeficientes, obtivemos solucdes polinomiais. Admitindo uma solugao
polinomial de primeira ordem, a energia encontrada foi expressa em (4.67), sob a condi¢do
de que a frequéncia de ciclotron seja uma solucdo real de (4.68). Como esta solugdo € uma
expressdo bastante longa, decidimos nado a reproduzir aqui.

Para o caso fermidnico observamos que, adotando o ansatz (4.86) para a funcdo de onda,
obtivemos um conjunto de quatro equagdes diferenciais radiais da equacido de Dirac. Além
disso, observando a simetria discreta expressa em (4.91), reduzimos o sistema a duas equa-
coes diferenciais acopladas. Uma tentativa direta de desacoplar estas equacdes resultaria em
um sistema muito mais complexo de equagdes diferenciais de quarta ordem. Em vez disso,

através das relacoes (4.101)-(4.104), que obrigam que ambos os potenciais escalares sejam

95



CAPITULO 7 CONCLUSOES 96

considerados (o que fica particularmente claro em (4.101)), mostramos que € possivel simplifi-
car drasticamente este sistema de equagdes diferenciais escrevendo-o como equacdes de Heun
biconfluentes. Como aconteceu no caso bosdnico, também ¢é ttil simplificar as solu¢des BCH
sob forma de polindmios de Heun, para conseguir obter o espectro de energia da particula. Este
processo fornece uma relagdo algébrica adicional envolvendo os parametros do sistema.

Em conclusao, percebemos que uma andlise mais simples do movimento do campo fermi-
onico pode ser desenvolvida, desde que duas condi¢des envolvendo os parametros do sistema
sejam satisfeitas, a saber: (4.102) e (4.129) para o caso onde o polindmio de Heun € de primeiro
grau. Como admitimos 1n¢ > 0 para obter resultados fisicamente relevantes para o espectro de
energia, também foi necessario assumir 7177 > 0. Consequentemente, para garantir que (4.102)
seja satisfeita para um campo magnético ao longo da direcdo positiva do eixo—z, i.e., B = Bok,
o valor do momento angular total, j, deve ser negativo. Se a dire¢do oposta for escolhida para
0 campo magnético, apenas valores positivos de j sdo aceitdveis. Concluimos que o caso geral
deve ser abordado através de duas andlises: para um campo magnético ao longo da direcio k,
um valor negativo de momento angular total é necessario; para o campo magnético na direcao
oposta, um valor positivo de j € requerido. O fato de o sinal do nimero quantico j estar condi-
cionado a direcdo do campo magnético ndo representa uma restri¢do ao nosso resultado, uma
vez que o espectro de energia obtido em (4.128) depende do produto entre @ e j, que é sempre
negativo.

Como vimos, andlises fechadas envolvendo equagdes de Heun biconfluentes s6 podem ser
desenvolvidas quando impomos polindmios de Heun especificos, de grau n, como solu¢des das
equagdes de campo. A razdo para esta dificuldade é que, para a fun¢do de Heun biconfluente
completa, nao hd expressdo geral que descreva seu comportamento assintético para grandes
valores do argumento.! Na andlise presente, para bésons e férmios, ilustramos como infor-
macOes fisicas relevantes sobre o sistema podem ser obtidas quando a fun¢do BCH ¢é expressa
como um polindmio de Heun de grau n = 1 (obviamente, esta andlise pode ser estendida para
quaisquer polindmios de grau maior que a unidade). Como consequéncia desta abordagem, al-
guns parametros fisicos precisam ser fixados pela ordem do polindmio e por nlimeros quanticos
angulares.

A presenca do potencial escalar tipo coulombiano nos sistemas considerados neste capitulo
pode estar associada a presenca de um potencial de auto-interag@o eletrostatica sobre a parti-

cula carregada, induzido pela topologia ndo-trivial do espago-tempo conico [10]. Quanto ao

"Para valores especificos dos pardmetros, a funcio BCH pode ser expressa como a funcio hipergeométrica
confluente.



CAPITULO 7 CONCLUSOES 97

potencial escalar linear, pode estar associado a um oscilador harmoénico cilindrico extra, atu-
ando sobre a particula. Devido as presencas do campo magnético e do potencial escalar linear,
apenas estados ligados ocorrem neste sistema. Considerando diferentes valores para o campo
magnético e para as constantes de acoplamento dos potenciais escalares tipo coulombiano e
linear, conseguimos obter explicitamente os espectros de energia associados a ambas parti-
culas carregas; além disso, destes resultados, podemos observar que, apesar de as particulas
moverem-se em uma regido do espago-tempo localmente plana, o espectro de energia das par-
ticulas depende das propriedades globais do espaco-tempo através do parametro ¢, associado
ao déficit de angulo planar.

No capitulo 6, calculamos o CF e o0 VEV do tensor energia-momento associado a um campo
fermidnico no background de um espaco-tempo de AdS, 4-dimensional, na presenca de uma
corda cosmica. Estes VEVs sdo gerados por duas fontes de polarizacdo do vacuo: o campo
gravitacional devido a constante cosmoldgica negativa; e a topologia nao-trivial induzida pela
corda césmica. Como a andlise de campos fermidnicos quanticos um espago de AdS puro foi
desenvolvida na literatura, aqui estamos apenas interessados no célculo dos valores esperados
do vacuo induzidos pela corda césmica. Além disso, como a presenga da corda ndo modifica a
curvatura do background AdS, todas as divergéncias apresentadas nos calculos dos VEVs apa-
recem apenas nas contribui¢des devidas ao espaco puramente AdS e as contribui¢cdes induzidas
pela corda nao necessitam de renormalizacdo. Todas sdo automaticamente finitas para pontos
fora da corda.

Os célculos dos VEVs mencionados acima foram feitos através da soma sobre os modos
fermidnicos. Assim, um ponto crucial deste capitulo, foi a obten¢c@o do conjunto completo de
funcdes de onda fermidnicas dadas por (6.32) e (6.40). De forma a especificar unicamente as
fun¢des de modo no bulk de AdS, uma condicao de contorno adicional é necessdria na fronteira
de AdS. Aqui, consideramos um caso especial de condi¢do de contorno, quando a condi¢do de
sacola do MIT € imposta a uma distancia finita da fronteira que, em seguida, é levada para zero.
Efetuando-se a soma sobre o momento angular (6.59), os VEVs foram decompostos como a
soma das contribui¢des do background e AdS puro e da corda. Dessa forma, para pontos fora
da corda, a renormalizagdo € reduzida ao termo para o bulk de AdS puro, na auséncia da corda.
As partes induzidas pela corda, em ambos CF e VEV do tensor energia-momento, dependem
das coordenadas r e z, através da combinag@o r/z, que € a distincia prépria da corda, medida
em unidades de raio da curvatura de AdS. Como forma de verificar parcialmente as equacoes

para o bulk AdS, mostramos que para grandes valores do raio de curvatura, para o termo de
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ordem dominante, os VEVs s@o obtidos para a geometria da corda césmica no espago-tempo
de Minkowski.

A parte induzida pela corda no CF é dada pela expressdao (6.61). Para grandes distan-
cias proprias da corda, o termo dominante na expansao assintética correspondente é dado por
(6.64). Para um valor fixo da coordenada radial r, a parte induzida pela corda no CF se anula
na fronteira de AdS. Para um valor fixo de z e para grandes distancias da corda cdsmica, a parte
induzida pela corda decai com r—2"“~*4. Para uma corda césmica no background de Minkowski
e para um campo fermidnico massivo, a grandes distancias da corda, o CF decai exponencial-
mente. Para pequenas distancias proprias da corda, o termo dominante no CF se comporta
como (z/r)?. Em particular, o CF diverge no horizonte de AdS.

O VEV do tensor energia-momento é decomposto como (6.74). Devido a méxima simetria
do bulk de AdS, a parte de AdS puro ndo depende do ponto no espaco-tempo e € proporcional
ao tensor métrico. A parte induzida pela corda no VEV do tensor energia-momento € diagonal
e as pressoes radial e axial correspondentes sdo iguais a densidade de energia. Para o campo
fermidnico, as partes induzidas pela corda na densidade de energia e na pressdo azimutal sao
dados pelas expressoes (6.85) e (6.103). Para grandes distancias proprias da corda, estas partes
se relacionam ao CF através das férmulas (6.89) e (6.105) e o VEV total ¢ dominado pela
parte AdS pura. Para pequenas distancias préprias da corda, a parte induzida pela corda se
comporta como (z/ r)4 e, entre a densidade de energia e a pressdo azimutal, temos a relacio
(6.106). Verificamos explicitamente que as componentes da parte induzida pela corda do tensor
energia-momento obedecem as condi¢gdes de conservacdo covariantes, (6.113), e a relagcdo do
traco, (6.114). A anomalia do traco estd contida no VEV de AdS puro e a parte induzida pela
corda tem trago nulo para um campo fermidnico sem massa.

Na geometria considerada, a fronteira do espaco-tempo de AdS pode ser identificada com
um espago-tempo conico 3-dimensional. Como foi mostrado em [115],este espaco-tempo surge
como solucdo das equagdes de Einstein 3-dimensionais na presenga de uma massa pontual m.
Esta massa é conectada ao déficit de dngulo planar através da relagdo mg = (1 —1/q)/(4G3),
onde Gp € a constante gravitacional no espago-tempo D—dimensional. Note que a densidade
linear de massa da corda num espago-tempo 4-dimensional é dada por uy = (1 —1/q)/(4Gs).
De forma similar a correspondéncia AdS/CFT, uma dualidade entre teorias de campo escalar
num bulk de AdS com uma corda estatica infinita na sua fronteira foi discutida em [32]. Dua-
lidade anéloga entre teorias de campo fermidnico podem ser consideradas usando a prescri¢ao

padrdo para campos fermidnicos na correspondéncia AdS/CFT [116, 117] (para uma discussao
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recente, ver também [118]). Nesta prescricdo, os modos nao-normalizdveis no bulk de AdS
sdo tratados como termos de fonte acoplados a um operador fermidnico & na fronteira, que é
dual ao campo fermidnico y. O procedimento de quantizacdo que usamos corresponde a cha-
mada quantiza¢do padrao de campos fermidnicos na correspondéncia AdS/CFT. Parama < 1/2,
existe um procedimento de quantizagdo alternativo, no qual a condi¢do de contorno corrige a
componente inferior do bispinor. Neste caso, tem-se duas teorias duais diferentes na fronteira,
que sao relacionadas por uma transformada de Legendre. De posse dos valores esperados para
os produtos bilineares dos operadores fermidnicos no bulk, € possivel investigar os valores es-
perados correspondentes na teoria dual através da prescricdo padrdo para calcular as funcdes

de dois pontos na fronteira.



APENDICE A

Funcoes de Bessel modificadas

A equacgdo de Bessel surge da separacdo de varidveis das equacdes de Helmholtz e Laplace
em coordenadas cilindricas ou esféricas [119, 120]. As funcdes de Bessel (também chamadas
de harménicos cilindricos) sdo, portanto, especialmente importantes em diversos problemas de
propagacido de ondas e potenciais estaticos.

As funcoes de Bessel modificadas sdo definidas através da equacao diferencial

d*y d
222 +z—§— (Z2+v?)y=0, (A1)

d? d
222 +z—§ +(Z—v¥)y=0. (A.2)

A equacdo (A.1) pode ser transformada na equagdo (A.2) através da substituicdo z — iz,
ou seja, as fungdes de Bessel modificadas sdo idénticas as funcdes de Bessel ordindrias com
argumento imagindrio. Representaremos as soluc¢des de (A.2) por Jy(z) e J_y(z) e as solugdes
de (A.1) por I (z) e I_y(z). Para z — 0, as solugdes I, e Jy s@o regulares, enquanto I, e
J_y sdo irregulares. Jy (z) e Iy (z) sdo fungdes reais de z, entretanto Jy (iz) ndo €. Por esta razdo

podemos escrever

; 1
Iy(z) = e 2 Jy(ze2'™), —T<argz < %d (A.3a)

3ive

Iv(Z) =e 2

: 1
Jv(ze*%’”), ST <argz <. (A.3b)

Um segundo tipo de funcdes, Ky, € definido por

_ Tl = ()

K
v(2) 2 sinvrw

(A4)

Problemas com simetria cilindrica apresentam como solugdes as funcdes de Bessel de ordem
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inteira. No limite em que v — n, onde n € N, temos

(1) {alv(z) B 8lv(z)] R (A.5)

K, (z) =
(2) 2 v ov
em problemas com simetria esférica, as solu¢des sao fungdes de Bessel de ordem semi-inteira,

que podem ser relacionadas com as func¢des de Bessel esféricas j,(z) através da relagdo

) T
jn(z) = 5 o (2). (A.6)
A forma assintética das fungdes de Bessel modificadas [108] para grandes argumentos e um

valor fixode v é

I L)' A7
@~ (3m) (a7
Ky(z) ~ (2%) et (A.7b)

Quando z — 0, o comportamento dessas fungoes é

1%

v—1
Ky(z) ~ ZZ—VF(V) (A.8b)

Finalmente, o wronskiano calculado a partir das fun¢des de primeiro e segundo tipo €

WA{Ky(2),Iv(2)} = Iy (2)Ky11(2) + Iy11(2)Kv(2) = % (A.9)



APENDICE B

Funcoes hipergeométricas confluentes

A funcdo hipergeométrica confluente ¢ uma forma degenerada da funcdo hipergeométrica.
Também chamada de fun¢do de Kummer de primeiro tipo, a hipergeométrica confluente € a

solucdo da equacao

d*w dw
Zd—Z2+(b—Z)d—Z—aW:O, (B.1)

que pode ser resolvida diretamente através da expansao da solugdo [119] em termos de uma

série hipergeométrica
(@)nz"
(b)pn!’

1F1(a,b;z):M(a,b;z): Z (B.2)
n=0

onde (a), e (b), sdo simbolos de Pochhammer, também conhecidos como fatoriais ascendentes

(x)p = =x(x+1)---(x+n—1). (B.3)

I'(b 1
1Fi(a,b;z) = L)/ U ut (1 —u)b= du. (B.4)
Uma equacao que serd ttil € a féormula [108] de recorréncia
d
Zd—ZF(a, byz) = (b—a)F(a—1,b;z) — (b—a—2z)F(a,b;z). (B.5)

E, por fim, sua forma assintética [108] na regido |z| — oo,

\Fi(a,biz) = ?E?ezza—bu +o(z 1], Re>0; (B6)
1Fi(a,b;z) = 1“(1;9(?(1) (—2) “[14+0(]z| " 1)], Rz <O0. (B.7)
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Equacao diferencial de Heun

A equacdo de Heun € a equacdo diferencial genérica com quatro pontos singuares regulares em

0, 1, a e oo. A forma natural padrao da equacao de Heun é [107],

A u € ooz—q )
iz /
)+ —+—+— D+ | ———7— |y =0. C.1
Y+ (54 E e+ (g ) )
O parametro € é expresso em termos dos demais na forma € = ¢+ o6+ 1 — A — u. Quatro
equagoes confluentes surgem da equacdo de Heun geral, através de diferentes processos de
confluéncia. Na nossa investigacdo, temos interesse particular na equagao biconfluente (BCH),
com ponto singular regular em z = 0 e ponto singular irregular em z = oo. A forma candnica da

equacdo BCH ¢é
xu (x) + (14 o — ox — 2x%)u (x) + {(l —o—2)x— % u+o(l —|—Oc)]}u(x) =0, (C2

onde &, 0, A e U sdo parAmetros arbitrarios. Através da transformacéo

+a o‘x+x2

Te 2 v(x), (C.3)

u(x) =x
a equacao BCH toma a forma de Schrodinger

D E
V'(x) + [A? +Bx+C+ =+ — | v(x) =0, (C.4)
X X

ComA:_l;B:—G;C:l—GTZ;D:_%;E:1*40‘2'

O polindmio de Heun biconfluente, Hg(¢t, 0, A, i;x), pode ser obtido como uma expansao

de Frobenius para a equagdo BCH, calculada como uma expansio em série de poténcias em

torno da origem,

)

Hp=) A,x", (C.5)
n=0
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Substituindo a expansdo acima em (C.2), encontra-se uma relacao de recorréncia de trés termos:

1 u o+1
param>1le
ar=tlorH_|a ()
2 1+a|”? '

As raizes de A,,11 sdo autovalores que correspodenm a estes polindmios de Heun particulares.
Neste caso, todos os coeficientes subsequentes se cancelam e a série resulta em uma forma

polinomial de grau n para Hp. Para este caso, devemos ter,
A—o—2=2n, para n=0,1,2,3... e A,,1=0. (C.8)

Infelizmente, ndo existe uma expressdo fechada para o comportamento assintético da fun-
¢do de Heun biconfluente, no caso geral, para grandes valores do argumento. Consequente-
mente, as condi¢des impostas sobre seus parametros, de modo a fornecer uma forma polino-
mial, sé podem ser obtidas através da andlise de cada coeficiente separadamente, como fizemos
ao longo deste capitulo.

A funcdo de Heun biconfluente pode ser escrita em termos da funcdo M de Whittaker ou
da fun¢do hipergeométrica confluente [108], para valores especificos dos parametros, como

mostrado abaixo:

1 A o a A 1 «a
Hp(o,0,1,0; 2M——2:F AT P I C.
B(aaa y x) x2+e (4 4x> 11(4 4+2>2+ x) ( 9)



APENDICE D

Sobre a condi¢ao de contorno na fronteira de AdS

Considere o campo fermidnico na regido z > 0, assumindo que, na fronteira, o campo obedece

a condicao de contorno da sacola do MIT,

(1+iv'ny )y =0,z=2, (D.1)

com ny = —5ﬁa /z sendo a normal a fronteira. Esta condi¢@o de contorno garante fluxo nulo de
férmions através da fronteira. As funcdes de modo de energia positiva, para este problema, sdo
obtidas de (6.32), fazendo-se as substituigoes C5~) — Cl(;) and Jy, (kz) — Jy, (kz) + CYy, (kz),
I =1,2. Da condigao de contorno (D.1) segue que C = —Jy, (k) /Yy, (kS). O novo coeficiente
de normalizagao CZE;) € determinado da condi¢@o de normalizagdo (6.34) onde, agora, a integral
¢ sobre a regido z > 0. Pelos cdlculos, similares aos descritos na sec¢@o 6.1, a seguinte expressao

¢ obtida

sk Ya(kd)
(o}

= . D.2
Sra o) T (k8) + Y2 (k3) (B2

Desta maneira, para fungdes de modo fermidnicas de energia positiva, obedecendo a con-

dicao de contorno (D.1), obtem-se

JBI (l r)Vvl (kZ)
—SjbEJr)Jﬁz (Ar)Vy, (kz)e'?

(F) N~ —iEr 2 iq(j—1/2)¢
=C 4 , D.3
Yoo (x) b € < isJ, (Ar)Ve, (K2) e (D.3)
i€ jsbgﬂJ 8, (Ar)Vy, (kz)e'?
onde (kS
Vy(kz) = Jy(kz) — Y"z Ekﬁ; Yy (kz). (D.4)
\%]

(

A expressdo para os modos de energia negativa l//b;) (x) é derivada de forma similar. Esta ex-

pressdo € obtida de (6.40) pelas substitui¢cdes C, ) Cl(; ) and Jv, (kz) = Vy,(kz), onde |Clg;) E

(o2
¢ dado por (D.2) com a mudanca b§+) — bg_)

]CIS?IZ — \cﬁ,”]z, Vy,(kz) — Jy,(kz) e as fungdes de modo wl(,i)(x) se reduzem a (6.32) e

. No limite 6 — 0, para z > 6 fixo, temos
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(6.40), como foi dito no texto.



APENDICE E

Conexao espinorial

A conexao espinorial € definida através da equacao

1
T, = —ZY(“W’)e(Va) [aue(,,)v ~TSe)0] - (E.1)
onde I'g, € o simbolo de Christoffel de segundo tipo, ef‘a) (x) é a base tetrada e y* (x) representa
a matriz de Dirac generalizada. Ao longo do texto, foi necessario obter esta quantidade tanto na
variedade de Minkowski, quanto em anti-De Sitter. Abaixo, mostramos detalhes deste cdlculo.
No espacgo-tempo de Minkowski, na presenca da corda césmica, de acordo com a base

tetrada (4.76), usada no capitulo 4, vemos que as matrizes de Dirac no espaco curvo obedecem
as seguintes igualdades:

P=70,  yl=yD,

(E.2)
2 1,02
r=u??, r¥=1r
Ainda nessa geometria, os simbolos de Christoffel sdo I}, = —a?r, I3, =I}7, = % e os demais
sdo nulos. De posse desses valores, obtemos

o r'=r’=o,
- (-9

(E.3)
. (V“%) +y(2’m)) ,

(E.4)

Como estes resultados ja foram apresentados exaustivamente na literatura [110], ndo entrare-
mos em detalhes dos calculos.

Para a métrica de AdS, na presencga da corda césmica, os simbolos de Christoffel sao

F?t_ ;7 Fiz__%ﬂ Ff'r_%7

rﬁ’¢:;7 rro=-1 1,=-r, (E.5)
_r ¢ 1 _ 1

Too=%, To=—7, T=—¢

Subsituindo estes simbolos na definicdo da conexdo, apds alguns cdlculos, observa-se que as
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derivadas covariantes ndo-nulas (o termo entre colchetes na defini¢do da conex@o) sao os lista-

dos abaixo:
Voey =4 Voey =4,
Vle?) _ _Z% ’ Vlegl) _ acoiz(ng) :
Vlegz) _ asnlgqq)) : Vzegl) _ a(l—q)sin(q9) : e
Vyel?) = dlaeos(ad) (1) _ all—greostad) E6)
Vzegz) _ a(l—q)zsm(q@ 7 Vzef) _ az_r; ,
Vzegl) _ _arstlz(qq)) ’ V2eg2) _ arcozsz(q(l))
Com esses valores, cada componente da conexao pode ser calculada:
3)
o
Iy = Y (E.7)
1 .
M= o (P07 eos(q) + ¥21Psin(a9) ) (E.8)
1 rsin 7 COoS
no- . (%W”% (1 ) V(WZ)#) . E®9)
I = 0. (E.10)

Assim, podemos calcular y*T:

Y”Fu=7°Fo+71F1+y2Fz=2<G 0 )—M(G Or>. (E.11)

2a 0 —o*¢ 2ar 0 —o
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