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Resumo

A gravitacao tem sido atribuida, desde a aparicao da relatividade geral, a curvatura do espago-
tempo. A linguagem geometrodinamica por esta teoria introduzida, representa uma ferra-
menta conveniente para predizer o comportamento da matéria. Partindo da idéia proposta
por Poincaré de que a geometria do espago é apenas uma convencao, afirmando que nenhuma
geometria é mais correta que outra, mas mais conveniente, mostramos como certas teorias
da gravitacao, em particular a teoria geral da relatividade, assim como a teoria de Brans-
Dicke, podem ser completamente reformuladas numa geometria que é uma generalizacao da
geometria riemanniana: a geometria de Weyl integravel. Com esta escolha da linguagem
matematica, o movimento das particulas e raios de luz correspondem a geodésicas weylia-
nas, as quais satisfazem uma nova classe de invariancia, a invariancia por transformacoes de
Weyl. Estas transformacoes permitem definir os chamados referenciais de Weyl e, no caso da
teoria da gravitagao criada por Einstein, recupera-la na sua formulagao riemanniana, num
gauge particular. Por outro lado, esta modificacao na dinamica dos objetos traz uma nova

percepc¢ao dos fendmenos fisicos que tentaremos explorar.

PALAVRAS-CHAVE: Relatividade Geral, Geometria Riemanniana, Geometria de Weyl inte-

grable, Convencionalismo, Teoria gravitacional de Brans-Dicke.
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Abstract

We show that the theory of General Relativity can be entirely formulated in the language
of the integrable Weyl geometry. We develop the concept of Weyl frames and state the
fact that they are completely equivalent as far as geodesic motion is concerned. In the
case of General Relativity, we build an action that is manifestly invariant with respect to
Weyl transformations. In this scenario, the gravitational field is described by a combination
of both the metric and a geometrical scalar field. We illustrate this point by examining
how distinct geometrical and physical pictures of the same phenomena may arise in different
frames for the particular case of conformally flat spacetimes. Besides, we show that our choice
of Weyl geometry for describing the space-time of General Relativity completely agrees with
Poincaré ideas that the geometry of space was merely a convention and that no geometry
is more correct than any other, only more convenient. On the other hand, we consider the
Brans-Dicke gravitational theory as a point of departure for constructing a geometric scalar-
field theory. In this approach we apply the Palatini variational method to the Brans-Dicke
action. We then are naturally led to conclude that space-time has the geometrical structure
of a Weyl integrable manifold. We briefly examine some features of this scalar-tensor theory

in which Brans-Dicke scalar field now plays the role of a geometrical field.

KEYWORDS: General Relativity, Riemannian geometry, Integrable Weyl geometry , Conven-

tionalism, Brans-Dicke theory of Gravitation.
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Introducao

A teoria da relatividade geral (RG), introduzida por Einstein no inicio do século X X
se destaca, além de sua eficiéncia em explicar e predizer os fenomenos fisicos relacionados
a gravitagao, pela extrema elegancia matematica. Como hipétese bésica, esta teoria admite
que o espaco e o tempo estao ligados numa mesma estrutura espago-temporal, e que no
limite de gravidade nula se reduz ao espago-tempo plano de Minkowski. Einstein se baseou
nas idéias de Riemann, que acreditava que o Universo pode ser descrito como uma variedade
curva, cuja curvatura poderia ser medida através de observacoes astronomicas. Einstein
admitiu, também, que a distribuicao de matéria determina, em cada ponto do espaco-tempo,
a curvatura local desta variedade. De maneira geral, a idéia fundamental da relatividade
geral pode ser resumida na seguinte forma: o espaco-tempo é uma variedade M sobre a
qual se define uma métrica lorentziana g,,, sendo que a curvatura de g, estd relacionada
com a distribuicdo de matéria no espaco-tempo de acordo com certas equacoes diferenciais

conhecidas como equagoes de Einstein [4].

O sucesso da teoria proposta por Einstein levou a aceitagao desta filosofia geometro-
dinamica ao mesmo tempo que deu um status de realidade empirica ao caracter riemanniano
do espaco-tempo. Porém, as propriedades que sao teoricamente atribuidas ao espago nao sao
mensuraveis através de experimentos. Em outras palavras, a linguagem matemética usada
na RG para descrever o espago-tempo curvo, especificamente a geometria riemanniana, pode
ser considerada apenas uma ferramenta para descrever o movimento das particulas ou dos

raios de luz, mas, de fato, podemos convir que nenhuma restricao foi imposta a priori sobre

1 de 83



2 de 83

a natureza especifica da variedade espago-temporal na formulagao da teoria [4].

Segundo Poincaré, a geometria do espago-tempo é uma mera convencao que pode ser
livremente escolhida pelo cientista [36]. Mais tarde, H. Reichenbach desenvolveu a mesma
idéia em [2], onde assegura que a geometria do espago-tempo na relatividade geral é conven-
cional, no sentido de que a métrica do espago-tempo pode ser escolhida livremente desde que
seja postulada a presenca de um campo de forca universal. Contudo, durante muito tempo
a teoria geral da relatividade tem sido inevitavelmente associada exclusivamente a geometria

de Riemann.

Desde a aparicao da teoria geral da relatividade, varios tém sido os intentos de
criar uma teoria que unificasse a gravitacao e o eletromagnetismo (para uma revisao sobre a
historia das teorias de unificacao no século X X, sugerimos a Ref. [1]). O surgimento desses
trabalhos foi acompanhado pelo desenvolvimento de outros tipos de estruturas geométricas,
geralmente chamadas de geometrias nao-riemannianas. Entre elas, a geometria criada por

H. Weyl é um dos primeiros exemplos.

Um dos principais propositos deste trabalho é mostrar que a teoria da relatividade
geral pode ser reformulada utilizando uma linguagem nao-riemanniana, a saber, a geometria
de Weyl integravel. Como veremos no capitulo 1, esta geometria pode ser considerada uma
generalizacao da geometria de Riemann e é caracterizada essencialmente por dois elemen-
tos: um tensor métrico e um campo de 1-forma que desempenha um papel fundamental
no transporte paralelo, permitindo aos vetores mudar também seu comprimento quando sao

transportados.

A nova formulagao incorpora como um caso particular a teoria original de Einstein,
enquanto em sua forma mais geral introduz naturalmente um campo escalar, o campo es-
calar de Weyl, como um elemento geométrico que toma parte diretamente na dinamica da

gravitagao.

Outro ponto interessante que foi considerado para reformular a relatividade geral diz
respeito & invariancia da teoria sob certas transformacgoes. Como sabemos, para desenvolver a
sua teoria especial da relatividade (RE), Einstein abdicou da invariancia por transformagoes
de Galileu da teoria newtoniana, estabelecendo o principio de covariancia especial, segundo o
qual todas as equacoes fisicas devem permanecer invariantes sob transformagoes de Lorentz.
Mais tarde, na construcgao de sua teoria relativistica da gravitacao, o principio de equivaléncia
desempenhou um papel fundamental. Einstein também adotou em sua teoria da gravitagao o

principio de covariancia geral, que estabelece como requisito que as equacoes da Fisica sejam
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invariantes por transformagcoes gerais de coordenadas.

Se admitimos a geometria de Weyl integravel como a geometria que descreve o
espago-tempo, um novo tipo de invariancia surge naturalmente: a invariancia por trans-
formacoes de Weyl. A ac@o que permite obter as equacgoes de Einstein a partir de um principio
variacional é generalizada de tal forma que ambos os elementos geométricos, tanto o tensor
métrico quanto o campo de Weyl, intervém em sua construgao, tornando-a invariante sob
transformacoes de Weyl. Estas transformacoes simultaneas para a métrica e o campo escalar
introduzidas por Weyl no seu trabalho original de unificacao levam a defini¢cao dos chamados
referenciais de Weyl que, como sera demonstrado, permitem recuperar a relatividade geral na
sua convencao riemanniana num referencial particular. No capitulo 2, desenvolveremos estes
conceitos mais profundamente e apresentaremos detalhadamente a mencionada reformulacao

da relatividade geral.

Por outro lado, descrever o espaco-tempo por uma geometria mais geral que acres-
centa um campo escalar proporciona um enfoque diferente, o qual nos remete a certas teorias
escalares-tensoriais. No capitulo 5, exploraremos este fato levando em consideracao a teoria
gravitacional de Brans-Dicke. Esta tultima incorpora um campo escalar motivada por uma
exigéncia fisica: obter uma teoria da gravitacao que satisfaca inteiramente o principio de
Mach. Nao obstante, poderiamos indagar se seria possivel atribuir uma origem geométrica a
este campo. Quando a teoria proposta por Brans e Dicke é interpretada no formalismo dos
referenciais de Weyl, o campo escalar adquire de maneira natural um significado geométrico,
sendo identificado com o campo de Weyl que caracteriza o referencial. Em outras palavras,
dentro do mesmo espirito com que Einstein desenvolveu sua teoria da gravitagao, o campo
de Brans-Dicke passa a desempenhar uma fung¢ao como elemento geométrico constituinte da
variedade espaco-temporal, e portanto deve participar como variavel dinamica das equagoes

de campo da mesma maneira que a métrica o faz.

A presente tese estd organizada da seguinte forma. Para comecar, ao longo do
capitulo 1, a geometria criada por H. Weyl serd explorada de modo detalhado. Além do
mais, serao discutidas de modo sucinto algumas teorias fisicas da gravitacao que adotam um
espago-tempo descrito por esta geometria em particular, por uma de suas variagoes, qual
seja, a geometria de Weyl integravel. Como foi mencionado, o capitulo 2 sera destinado
a reformulacao da relatividade geral no contexto dos referenciais de Weyl, enquanto que o
capitulo 3 contera um exemplo de como podem ser reinterpretados certos resultados a partir
das transformagoes de referencial. Nesse capitulo, serd considerada uma classe de espacos

que desempenham um papel destacado dentro da Cosmologia, os espacos conformalmente



4 de 83

planos. Retomando os conceitos de geometria e convencionalismo, no capitulo 4 sera anali-
sado um trabalho publicado por I. W. Roxburgh e R. T. Tavakol, cujo titulo, em inglés, é
Conventionalism and General Relativity [34]. Na citada publicac@o, os autores ilustram com
um exemplo no contexto da relatividade geral uma aplicagao concreta das idéias de Poincaré.
Eis a conclusao desses autores: a geometria riemanniana representa, no caso da relatividade
geral, uma linguagem conveniente, porém nao tnica ou exclusiva. Comprovaremos que o tra-
balho de Roxburgh e Tavakol é completamente consistente com nossa reformulacao da teoria
de Eisntein. Terminando esta apresentacao, no capitulo 5 daremos um enfoque geométrico
a teoria da gravitacao alternativa mais satisfatoria que se conhece, a teoria de Brans-Dicke.

Finalizamos com o capitulo que contém nossas conclusoes e observagoes de carater geral.



CAPITULO 1

Geometria de Weyl

Pouco depois de Einstein formular a teoria da relatividade geral, que fornecia uma
descrigao geométrica da gravitacao, Weyl propos em 1918 uma teoria mais geral, que incluia
uma descrigao geométrica do eletromagnetismo [9][10]. Como sabemos, a relatividade geral
supoe que o espago-tempo é descrito por uma geometria riemanniana, caracterizada por um
tensor métrico g,,,. Neste caso, se um vetor é transportado paralelamente, sua direcao pode
variar, porém seu médulo é constante. A geometria concebida originalmente por Weyl é,
além do mais, caracterizada por um campo de 1-forma o,. Neste tipo de estrutura, um vetor
pode variar nao apenas de direcao sob transporte paralelo, mas também de comprimento.
Além disso, se um vetor é transportado paralelamente desde um ponto A até um ponto
B, seu comprimento em B depende, en geral, do caminho entre os dois pontos, isto €, o
comprimento é nao-integravel. Weyl introduziu um padrao de comprimento arbitrério, isto
¢, um gauge, em cada ponto. Sob uma transformacao de gauge o vetor o, adiciona o gradiente
duma funcao escalar. Weyl identificou o, com o quadripotencial A, que descreve o campo
electromagnético. Contudo, foi como consequéncia da nao-integrabilidade da longitude que

a teoria de Weyl foi rapidamente rejeitada pela maioria dos fisicos.

Nao obstante, o tipo de estrutura matematica criada por Weyl foi amplamente uti-
lizada mais tarde. Em 1929, o proprio Weyl aplicou novamente sua idéia dos gauges no

contexto da Mecanica Quantica [11]. Mais recentemente, Dirac retomou o formalismo de-
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senvolvido por Weyl em relagdo com sua hip6tese dos grandes nimeros [12] [13] (para uma
revisao das teorias fisicas nas areas de Particulas Elementares e Cosmologia baseadas nesta

geometria durante o século X X, sugerimos a Ref. [14]).

Partindo de conceitos da geometria Riemanniana e da generalizagao desses conceitos,
serao apresentadas neste capitulo as nogoes basicas da geometria de Weyl, e particularmente
de uma das variantes, explorada a partir da segunda metade do século passado, conhecida
como geometria de Weyl integrdvel [15]-[18]. Por fim, serdo comentadas algumas das teorias
fisicas que utilizaram esta generalizacao da geometria riemanniana para a descri¢ao do espago-

tempo: o trabalho original desenvolvido por Weyl e as recentes teorias WIST.

1.1 Generalizacao de Weyl da geometria Riemanniana

Tomando como ponto de partida definicoes e resultados basicos da geometria Rie-
manniana introduzidos no apéndice A, nesta secao apresentaremos as correspondentes gene-

ralizagoes para a geometria de Weyl.
A seguir, é introduzido o conceito de variedade weyliana através da seguinte definicao.

Definicao 1.1.1. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V, um tensor
métrico g e um campo de 1-forma o, chamado campo de Weyl, globalmente definido em M.

Diz-se que V é Weyl-compativel com g se satisfaz a sequinte condi¢cao:
VIg(UW)]=g(VvUW)+g(UvvW)+0o(V)g(UW), (1.1)
sendo U, V e W campos vetoriais arbitrdrios.

Esta definicao é claramente, uma generalizagao da idéia de compatibilidade rieman-
niana entre V e a métrica g dada pela definigdo (A.2.4). Se a 1-forma o é nula sobre M,
recuperamos entao a condicao de compatibilidade riemanniana. Portanto, é natural supor que
uma versao generalizada do teorema de Levi-Civita (A.2.1) seja vélida se nos restringirmos

as conexoes simétricas.

Teorema 1.1.1. (extensdo do teorema de Levi-Civita) Em uma dada variedade dife-
rencidvel M, com uma métrica g e um campo diferencidvel de 1-forma o definido sobre M,

existe uma unica conexao afim V tal que

e V ¢ simétrica.
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o V é Weyl-compativel.

Para a demonstragao deste teorema, ¢ sugerida a leitura da Ref. [20].

Consideremos agora a equagao (1.1) escrita em um sistema local de coordenadas
{z%}, a=1,...,n. Um célculo simples leva a uma expressao para as componentes da conexao

afim dada completamente em termos das componentes de g e o, a saber
i i L
ik = {gk:} 59 Lgijok + gikoj = gjkoi] (1.2)

onde {;k} sao os simbolos de Christoffel dados por (A.8).

E interessante mencionar que a condicio de ndo-metricidade de Weyl (1.1) implica
que a derivada covariante do tensor métrico g na direcao de um campo de vetores V €
T(M) ¢ diferente de zero (diferentemente de (A.20), em uma geometria riemanniana). Mais

especificamente, sendo o o campo de Weyl, temos
Vz‘gjk =0;0jk- (13)

As propriedades do transporte paralelo de Weyl ficam mais claras com a seguinte

proposicao.

Corolario 1.1.2. Seja M wuma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V, uma
métrica g e um campo de 1-forma o. Se V é Weyl-compativel, entao para cada curva suave
a =a(N) e todo par de campos de vetores U e V' transportados paralelamente ao longo de «,
tem-se que

o) =o(55) v, (1.4

onde % denota o vetor tangente a .

Integrando a equacao (1.4) ao longo da curva «, desde Py = a()\g) até um ponto

arbitrario P = a(\), obtém-se
g(VN),UN)) = g(V (o), U(Ng)) el /e, (1.5)

Tomando V' = U, e chamando L(\) o comprimento do vetor V(A) em P = a()\), em um

sistema de coordenadas locais {2}, a equagao (1.4) se reduz a

L _ 0q "
dx 2 d\

(1.6)
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Consideremos agora o conjunto de todas as curvas fechadas « : [a,b] € R - M, isto

é, com a(a) = a(b). Fazendo uso de (1.5), chegamos a expressao
g(V(0).U()) = g(V(a),U(a))eh 7™, (L.7)

Segue do teorema de Stokes que se ¢ é uma forma exata, isto é, se existe uma funcao escalar

ﬁa(%)dxzo, (1.8)

para toda curva fechada. Neste caso, temos o que é conhecido na literatura como variedade

¢ tal que o = d¢, entao

de Weyl integrdvel. Voltando para a definicdo (1.2), se tomarmos o, = ¢, vemos que a

conexao afim de Weyl para o caso integravel em funcao do campo escalar ¢ é dada por

1
F;o;y = {zy} - égaﬁ (gu6¢,u + gyﬁ¢,u - guugb,ﬁ) ) (19>

Usando (1.9) pode-se escrever o tensor de Ricci R®,,, = Ry, em termos do tensor de Ricci

R, calculado em termos da conexao riemanniana:

~ ~ 1 1 ~
RMV = RMV - vﬂ¢v” B §¢’u¢’l/ * ig'ul/ (¢7a¢7a - vO‘Cb’a) ) (110)

com V denotando a derivada covariante construida com os simbolos de Christoffel. Con-

traindo a ultima expressao com o tensor métrico g*”, obtém-se o escalar de curvatura

R

R—3ﬁ¢+g¢,a¢va, (1.11)

onde novamente utilizou-se o simbolo til (~) para denotar os elementos da geometria de

Riemann. Por ultimo, o tensor de Einstein em uma variedade de Weyl integravel é dado por
e = v 1 1 a_ & e
G,uu = G,uu - v,u¢7 - §¢,u¢,u ~ Guv Z¢,a¢7 - va¢7 . (112>

E simples comprovar, observando (1.10) e (1.12), que tanto o tensor de Ricci quanto o tensor
de Einstein satisfazem, nesta classe de geometria, as mesmas propriedades da simetria que

no caso riemanniano.

Levando em conta o apresentado até agora para o caso mais geral, uma variedade
de Weyl é completamente caracterizada pelo conjunto de trés elementos (M, g,0), que cha-

maremos referencial de Weyl. E importante mencionar que a condicao de compatibilidade
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weyliana (1.4) permanece invariante quando vamos para outro referencial de Weyl (M, g,7),

aplicando as seguintes transformacoes simultaneas em g e o:
g-elg, (1.13)

G=o+df (1.14)

onde f ¢ uma funcao escalar definida sobre M. E claro que o mapeamento conforme (1.13) e a
transformagao de gauge (1.14) definem classes de equivaléncia no conjunto dos referenciais de
Weyl. A invariancia da condigdo de nao-metricidade (1.4) sob o conjunto de transformagoes
(1.13) e (1.14) foi percebida pela primeira vez por Weyl, em sua tentativa de unificar gra-

vitagao e electromagnetismo.

1.2 A teoria de unificacao de Weyl

Na publicagao de 1918 ( a tradugao desta publicacao é dada em [11]), Weyl tentou
formular uma teoria de campo unificada generalizando a geometria em que se baseia a teoria

da relatividade geral de Einstein.

Para desenvolver sua teoria, Weyl partiu de uma acao dada de forma geral por

5:/@%¢§m4 (1.15)

onde W depende das quantidades o e g,,, supostas varidveis independentes. As equagoes
de campo sao obtidas impondo que S = 0. A densidade W = /-gW deve ser invariante
por transformacoes de Weyl, dado que o objetivo é obter equacoes de campo invariantes de
gauge. Sem especificar ainda a forma explicita de W, suas derivadas funcionais sao dadas
por

6 [ datw= [ (Wesos+ W 5gu5) (1.16)

onde todas as variacoes das variaveis de campo se anulam sobre a superficie de integracao.

Entao, as equagoes de campo se escrevem
W =0, (1.17)

WP = 0. (1.18)
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Embora a forma de W deva ainda ser determinada, Weyl interpretou (1.17) como as equagoes

do campo electromagnético e (1.18) como aquelas do campo gravitacional.

E interessante resaltar que a intencao de Weyl neste ponto nao foi a de obter as
equacoes de movimento via principio de Hamilton, mas sim a de investigar as consequéncias
de impor invariancia local de gauge na acao S [21]. O préximo passo dele foi, entdo, exigir que
as variagoes arbitrarias fossem transformagoes de gauge infinitesimais dependendo de uma
fungao arbitraria f(z), e que a acdo fosse invariante sob esse tipo de transformagcao (45 = 0).
Na teoria de Weyl de 1918, uma transformacao de gauge consiste em uma transformacao

infinitesimal de escala
09ap = Japd f, (1.19)

combinada com uma transformagao infinitesimal no campo electromagnético
004 = 0a(0f). (1.20)
Desta maneira, com 65 = 0 e aplicando as transformacoes (1.19) e (1.20) em (1.16), obtém-se
5 = f dz (WP gosd f + W0 (0f)} =0, (1.21)
e consequentemente,
f Az {W* goab f + 0a(WOSF) = (W)Yo f} = 0. (1.22)
Eliminando o termo de superficie, tem-se
W gagd f = (0aW)df, (1.23)

e, portanto,
WS = 0, W, (1.24)
Esta equacao expressa a dependéncia entre as equagoes de campo gravitacional e aquelas do

campo electromagnético.

Com o objetivo de obter uma lei de conservacao da carga elétrica, Weyl supos que as

equagoes do campo gravitacional (1.18) sdo satisfeitas, isto é W = (. Assim, (1.24) resulta

DV = 0. (1.25)
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Neste ponto, é introduzida por Weyl a lagrangiana associada as equagoes inomogeéneas de
Maxwell
W = 9 FP - J°, (1.26)

onde F*# = 92 AP — 9P A* sendo A® o quadripotencial identificado com o campo de 1-forma

0% e J% denota a corrente elétrica. Entao, tem-se
06 (05 F*% - J*) = 0. (1.27)
Dado que o campo tensorial F# é antissimétrico, 0,05 F“% = 0, chega-se a
0, J" =0, (1.28)

que é o que queria ser demonstrado.

Embora o formalismo matematico da teoria do eletromagnetismo de Weyl seja con-
sistente e elegante, ele nao prediz nenhum fenomeno fisico novo que possa ser observado
e sirva como confirmacao da teoria. Pelo contrario, logo que Weyl apresentou a teoria de
campo unificada, Einstein apontou sérias objegoes [22]. Consideremos o caso de um campo
gravitacional estatico e radialmente simétrico na presenca de um campo electromagnético,
que também supomos ser independente do tempo e radialmente simétrico. Neste caso, o
vetor de gauge o, terda apenas uma componente diferente de zero, oy. Esta funcao dependera
unicamente da distancia ao centro de simetria. Consideremos um relégio em um ponto fixo
determinado que mede o tempo por meio de um processo periddico de duragao 79 na coorde-
nada temporal 2°. O tempo fisico para este relégio em repouso coincide com a quantidade
(1/¢)L, onde L é o comprimento do vetor introduzida em (1.6). De acordo com (1.7), apés

um tempo z° temos

L = Lgexp ([ ’ Uodxo) = Loexp(ox?). (1.29)
0

Podemos considerar Ly como o periodo 7y do reldgio, admitindo que no instante 2° = 0 o
intervalo medido pelo relégio coincide com o intervalo de tempo fisico. Porém, depois de

transcorrido um tempo z° a medida fisica de um periodo do relégio sera
7 = 19 exp(op?). (1.30)

Em particular, se supomos dois relégios idénticos em dois pontos do campo com diferentes

valores 0y, eles poderiam diferir gradativamente em suas frequéncias a medida que o tempo
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avanca. Podemos considerar este efeito em relégios atomicos e devemos esperar entao, que
as frequéncias das varias linhas espectrais dependam da localizacao e historias passadas dos
atomos. Mas é um fato conhecido que as linhas espectrais sao bem nitidas e definidas; como
consequéncia Einstein concluiu que a teoria de Weyl contradiz a experiéncia. A forca do
argumento de Einstein nao parece tao poderosa atualmente, dado que agora é sabido que a
fisica classica nao descreve fendomenos atomicos sem considerar certas modificacoes quanticas.
De qualquer maneira, parece estranho que dois sistemas fisicos idénticos no mesmo ponto do

espago devam ser diferentes por causa de suas histérias passadas [22].

1.3 Teoria da gravitacao em um espaco-tempo de Weyl

integravel (WIST)

Tomando como ponto de partida o trabalho realizado por Ehlers, Pirani e Schild
[23], os quais desenvolveram uma teoria axiomadtica sobre a estrutura do espago-tempo, apa-
receram, nos primeiros anos da década de 80, teorias da gravitagao em que o espago-tempo

é descrito por uma geometria de Weyl integravel [18].

Teorias deste tipo apresentam a geometria de Weyl integravel como uma maneira
natural de geometrizar um campo escalar sem massa, ao mesmo tempo que tenta descrever

todos os fenomenos cldssicos da relatividade geral [24].

Os dois objetos fundamentais desta classe de teoria, o campo tensorial métrico g, e
o campo escalar ¢(x), sdo dinamicamente determinados pelas equagoes de campo obtidas de
um principio variacional, e a interagao da gravitacao com outros campos da natureza, agora
descrita por g,, € ¢(x), é inequivocamente obtida por meio da prescrigao de que nas equagoes
da relatividade especial dos campos nao-geométricos as derivadas comuns sao substituidas

por derivadas covariantes de Weyl.

Finalmente, chamamos WIST (Weyl integrable space-time) um espago de Weyl onde
o campo de 1-forma o que o define é um gradiente de um campo escalar, isto é, 0, = ¢ 4. E
simples ver que existem trés escalares que podem ser construidos em um WIST: R, ¢p%¢ o y

»“.,, onde ¢ é o campo escalar de Weyl. A forma da acao entao, pode ser escrita como

S:fd‘iw—_g{R—w(pwqﬁ,ﬂ}, (1.31)

onde R ¢é a curvatura weyliana e w é um parametro sem dimensao. Fazendo uso da expressao
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(1.10) para o escalar de curvatura

R

R-38¢ + gqﬁ,aw, (1.32)

com 0¢ = Voo denotando o operador d’Alembertiano calculado com os simbolos de Ch-
ristoffel. Por outro lado, a variagao de (1.31) com respeito a métrica e ao campo escalar ¢,

independentemente, leva a
0O¢ =0, (1.33)

w 3

- 1~ - 1
R/W - ERQW, + Vugb,,, + (w + 5) (b,u(b,,u ~ G (5 + 1) Qb’a(b,a = 07 (134>

isto é, em termos dos elementos de WIST

w

2 Qb,agb’aguu =0. (135)

1
Rp,u - §Rguu + w¢,u¢,y -



CAPITULO 2

Formulacdo da relatividade geral numa geometria de Weyl

No presente capitulo, veremos como reformular a teoria da Relatividade Geral na
linguagem de uma geometria mais geral, a saber, a geometria de Weyl integravel. Neste novo
contexto, buscaremos uma teoria que seja invariante sob o grupo de transformagoes de Weyl.
Um ponto chave no desenvolvimento deste formalismo serd construir uma acao invariante
por este grupo de transformagoes [25]. E claro que neste cenario o campo gravitacional
sera descrito nao apenas pelo tensor métrico, mas também pelo campo escalar. Mais tarde,
serao obtidas as equagoes de campo que interpretaremos como sendo as de um tipo de teoria
escalar-tensorial e descobriremos que em termos de elementos da geometria riemanniana, esta
apresenta semelhancgas com a teoria de Brans-Dicke. A seguir, examinaremos como diferentes
descricoes geométricas e fisicas surgem quando efetuamos uma transformacao de referencial,
através das transformacgoes de Weyl. Para finalizar, mostraremos como as chamadas teorias
da gravitacao em WIST sao matematicamente equivalentes a teoria de Brans-Dicke quando

consideramos um referencial particular.

14 de 83
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2.1 Referenciais de Weyl

De acordo com o apresentado no capitulo 1, é possivel caracterizar uma geometria de
Weyl através de dois elementos: o tensor métrico g, e o campo escalar ¢, de tal maneira que
ambos estao relacionados pela condicao de compatibilidade Vo9, = g, ¢ . Consideremos o
conjunto (M, g,¢), sendo M uma variedade diferencial, g a métrica definida sobre ela e ¢ o

campo de Weyl associado. Chamaremos a triade (M, g, ¢), referencial de Weyl.

Consideremos agora as transformacoes de Weyl simultaneas para a métrica e o campo

de Weyl dadas por (1.13) e (1.14). No caso de uma geometria integravel, tem-se que
guu = 6fgw/7 (21)

p=o+/, (2.2)

onde o = d¢p e f é uma funcao escalar arbitraria. Estas transformacoes, sendo aplicadas a
(M, g,¢) nos permitem obter um novo referencial de Weyl (M, g, ). Como caso particular,
escolhamos o valor f = —¢ para o fator conforme em (2.1) e (2.2), assim o referencial resultante
seréd caracterizado por (M, g = e ®g,¢ = 0). Isto é, neste caso o campo escalar se anula e a

condicao de compatibilidade para a nova métrica pode ser escrita como

va(guu) =0. (2.3)

Em outras palavras, recuperamos uma geometria de Riemann com uma métrica efetiva e?g.

Chamamos este referencial, referencial de Riemann.

Como ja foi comentado no capitulo anterior, alguns dos elementos geométricos per-
manecem invariantes sob uma transformacao de referencial dada por (2.1) e (2.2). Como
consequéncia da invariancia da conexao afim I'%,, definida por (1.2), que em termos do campo

escalar ¢ toma a forma

1
qu = {ﬁu} - igaﬂ (guﬂ¢,u + guﬁ¢,,u - g,uu¢,ﬂ) ) (24>

quantidades como R“ g, e R, permanecem invariantes por uma transformagcao de referencial.

Um resultado fundamental, consequéncia da invariancia de (2.4), é que as equagoes

de linhas geodésicas nao mudarao de forma quando fazemos uma transformagao de referencial.

Como ¢é sabido, na teoria da relatividade geral é postulado que as particulas livres de
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forcas nao-gravitacionais seguem geodésicas do tipo-tempo, enquanto os raios de luz viajam
ao longo de geodésicas nulas [4] [6]. Em outras palavras, as geodésicas sao curvas privilegiadas
que permitem determinar o movimento das particulas e raios de luz. O fato de que neste
novo formalismo elas sao invariantes sob transformagoes de referencial e que a geometria
de Riemann representa um caso particular da geometria desenvolvida por Weyl, sugere a
possibilidade de expressar a relatividade geral num contexto geométrico mais geral, no qual

as equagoes de campo também permanecam invariantes sob transformacoes de Weyl.

2.2 A relatividade geral em uma geometria de Weyl

integravel

A primeira e fundamental hipotese que adotaremos para atingir nosso objetivo de
reformular a relatividade geral em um contexto geométrico mais geral, sera considerar que o

espaco-tempo é descrito por uma variedade de Weyl integravel.

Como sabemos, as leis da fisica na relatividade geral formulada por Einstein sao
governadas por dois principios bésicos: o principio de covariancia geral e a exigéncia de que
as equacoes de campo devem se reduzir aquelas da relatividade especial no caso em que o
campo gravitacional seja nulo [4]. Isto sugere a seguinte regra simples: nas equagoes vélidas
na relatividade especial, substitua a métrica de Minkowski 7, por g,, e o operador derivada

parcial 9, associado com 7, pelo operador derivada covariante V,, associado com g, .

De maneira analoga, neste novo formalismo que envolve a relatividade geral em
um contexto de geometria de Weyl integravel, é natural propor a seguinte prescricao: a
métrica da relatividade especial é substituida por e~?g e consequentemente, a derivada 9,
¢ substituida pela derivada covariante V, calculada com a conexao de Weyl dada em (2.4).
Para um referencial arbitrario, esta regra para o acoplamento de particulas e campos com a
gravitacao, estabelece o acoplamento minimo com a métrica e=%g,,,, e se reduz a regra usual

da relatividade geral no caso do referencial de Riemann, isto é, quando ¢ = 0.

Com o propésito de obter uma formulacao da relatividade geral que seja invariante

por transformacoes de Weyl, é postulada uma lagrangiana da forma !

S = f d*z/=ge ? {R+2¢°A + ke Ly, }, (2.5)

'"Em n dimensdes, escreverfamos (2.5) como S, = [ d"z, /—ge(1=3)9 {R +2e7PA + ne‘¢Lm}.
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onde R é o escalar de curvatura de Weyl integravel, isto é, calculado com a conexao (2.4), L,,
representa a densidade lagrangiana da matéria, k é a constante de Einstein e A, a constante

cosmoldgica.

Em (2.5), L, depende de ¢, g,,, e dos campos de matéria, denotados por . De acordo

com a regra proposta, se a lagrangiana dos campos de matéria na relatividade especial é dada
por Lge)(nw,,é‘,@aé“), entao teremos que Ly, (g, . &, Vo) = Lfﬁe)(e%gumg, Vab).

E simples provar a invariancia de (2.5). Fazendo uso das transformacaes (2.1) e (2.2),
vemos que /=g = e72//=7g, e como resultado direto da invariancia da conexdo, R%,,z = Rz‘uﬁ
y R = RW. Por outro lado, R = g R, implica R = e/ R. Finalmente, a invariancia do
termo associado aos campos de matéria é assegurada pela forma em que foi obtido a partir

da relatividade especial via 7, — e‘¢gw, e 0y > V.

2.2.1 O postulado das geodésicas

Nesta se¢ao nos ocuparemos do movimento das particulas e raios de luz, tendo como
objetivo estender o postulado das geodésicas da teoria da relatividade geral de Einstein, sob
a hipdtese de que seja invariante por transformagoes de Weyl. Tendo em conta a regra que foi
estabelecida a partir da relatividade especial para construir nosso formalismo, 7, - ¢ g,
torna-se simples a generalizagdo: se x# = x#(\) é uma curva tipo tempo parametrizada,
entao esta curva corresponde a linha de universo de uma particula livre de qualquer forga
nao-gravitacional que se move desde um ponto z#(\g) até um ponto x#(\;) se, e somente se,
extremiza o funcional

AL dx# dz? 172
A :f S c] Paian VY 2.6
=L ¢ R (2:6)

Estendendo a hipétese do relégio da relatividade geral para um referencial de Weyl
arbitrario, postulamos que A7 é o tempo préprio medido por um relégio que se move junto
com a particula. E claro a partir de (2.6), que esta defini¢do do tempo préprio é invariante

por transformagoes de Weyl e se reduz a expressao usual na relatividade geral quando ¢ = 0.

Consideremos agora a variagao do funcional (2.6). Temos

w v\ 12
det d ) X (2.7)

A1
(5(A7’)=/; 26‘?(6‘1’%”5 )
0
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1 09 dx° dzP 10Gyp dx? da? doxe dzP
2, D L A Y
X( 202277 ax ax " T 29z dx ax T "9 Tan T

Sem perda da generalidade, suporemos neste ponto que a curva original é parame-
trizada segundo
dz® dzP

P e . 2.
¢ gas vy constante (2.8)

E interessante notar que (2.8) permite identificar o parametro A como sendo o tempo préprio

7. Com essa escolha da parametrizagao, extremizar o funcional (2.6) implica que

- 5 29905 A A7 aor ar”
20297 ax O T 20z ax ax ot TN

0

A1 o B 0 o B8 o 3
f - (_1 [3J0) dx®dz” . 1 gggdidx 520 ddéx° dx )d/\=0. (2.9)
A

Integrando por partes o ultimo termo de (2.9), temos que

fkl ol d2xP ~ 09op dz® dzP . 18905 dx® dxP
) 97602 " Dz dx dh 2 9z dh dA

M 1 dx? dzP dz® dz?
I D P L S i e )
./AO ‘ {2¢’g’8d)\ ax T 90T N x}

}MCM (2.10)

0

Fazendo uso da expressao para os simbolos de Christoffel dada em (A.8), é evidente
que a primeira linha em (2.10) d4 como resultado a equagao de geodésica na geometria

riemanniana. Levando em conta a contribuicao da segunda das integrais, obtemos

d?zv , dzt dzo

e dam dr” 9.11
D2 RN ax (2.11)

onde I'Y | é a conexao de Weyl (2.4). Desta maneira, (2.11) representa a equagao de geodésica

afim em um espacgo-tempo de Weyl integravel.

Como conclusao, a extensao do postulado das geodésicas requer que o funcional
(2.6) seja um extremo, o que é equivalente a postular que as particulas sigam geodésicas
afins calculadas com a conexao de Weyl. Uma consequéncia da invariancia das componentes
de I'Y,, e do tempo préprio definido por (2.6) quando vamos de um referencial de Weyl para
um outro referencial por meio das transformagoes de Weyl, é que as equagoes (2.11) resultam

evidentemente invariantes por esse conjunto de transformacoes.

Como ¢é conhecido, o postulado das geodésicas nao apenas estabelece o movimento
das particulas, mas também o de raios de luz no espaco-tempo. Dado que a trajetoria dos raios

de luz é representada por curvas nulas, nao é possivel descreveé-las usando como parametro o
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tempo préprio. De fato, os raios de luz devem seguir geodésicas afins nulas, que nao podem
ser definidas mediante o funcional (2.6), porém sao caracterizadas pelo seu comportamento
sob transporte paralelo. Assim, estendemos este postulado admitindo simplesmente que os
raios de luz seguem geodésicas afins nulas de Weyl. E sabido que as geodésicas nulas sao
preservadas, a menos de uma reparametrizacao da curva, sob transformacoes conformes. No
caso das transformagoes (2.1) e (2.2), as geodésicas nulas também permanecem invariantes,
novamente como consequéncia da invariancia da conexao afim. Como resultado, a estru-
tura causal do espaco-tempo permanece invariante nos diferentes referenciais conectados por

transformacoes de Weyl.

2.2.2 Equacoes de campo

Nesta secao, o objetivo sera obter as equagoes de campo a partir de um principio
variacional, comegando com (2.5). Admitindo a hip6tese de que espago-tempo é descrito por
uma geometria de Weyl integravel, é razodvel considerar que a ac¢ao (2.5) varia ndo apenas

com respeito a métrica g,,,, mas também com respeito ao campo geométrico ¢.

Por conveniéncia, consideremos novamente a acdo (2.5), mas agora expressa em
termos riemannianos. Fazendo uso da equacao que relaciona a curvatura escalar nas duas

geometrias, temos para um espaco n-dimensional

R=R-(n-1)d¢+ Wg’“’gb#gbw (2.12)

onde n denota a dimensao do espaco, O¢p = ¢®., é o operador d’Alembertiano e til (~) se
refere a elementos na geometria de Riemann, isto é, calculados a partir dos simbolos de

Christoffel. Assim, a agao (2.5) é escrita como
~ 3
S = f dx~/—ge™? {R + é%w -3¢, +2e PN+ e‘%Lm} . (2.13)

Usando o teorema de Gauss para eliminar divergéncias, podemos reescrever a equagao

acima como
S = f d*z/~ge™® {R + WP o + 2N + me‘¢Lm} , (2.14)

sendo w = —

] [VV)
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Efetuando a mudanga de varidvel ¢ = e=® em (2.14) resulta a seguinte acao:

S = [d%ﬁ{wé— ;% +2¢2A+mp2Lm}. (2.15)

Tendo em vista que ja foi estabelecida a forma mais conveniente para a ac¢ao, consi-

deremos primeiramente a variacao de (2.15) em relacao a g,

5,5 = [ das/=g) (vR-5H

[ d%@(@é—%%l/‘”agﬂ'/)mg(n f d4x@¢2/;m).

+ 21/;2A) + (2.16)

Neste ponto é oportuno analisar mais detalhadamente o iltimo termo do lado direito
da equacgao (2.16), correspondente a agdo dos campos de matéria. Como foi comentado
no inicio deste capitulo, em nossa formulagao da relatividade geral seguimos a prescri¢ao
Nuw = € %G, ou em termos do campo auxiliar ¢, 1, > 1 "1g,,, 0 que nos leva a definir um

tensor momento-energia pela equacao
0Sy, = /{fd‘lx YT 67", (2.17)

onde, por simplicidade, usamos a métrica efetiva v,, = e ®g,, = ¥ 1g,% Num referencial

arbitrario, em termos de g,, e v, temos

84S

W (m/d4mﬁ¢2Lm):/{fd4$5g (V=-9Lnm) (2.18)
k[ d*a/~T,,67"

[ dtov=T,8
k| d*a/~gy¥T,, 069" .

f V=9 T,udg

Retomando a equagao (2.16) e levando em conta (2.18), assim como fazendo uso das

*Vemos claramente da defini¢io (2.17) que T}, ¢ invariante por transformagdes de referencial. Desta
maneira, embora o tensor momento-energia seja definido usando a métrica efetiva, temos que T}, (77,0) =

Ty (g, 9).
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identidades 6/—¢g = —%\/—ggwﬁg“” e 0R = (59/"’]%#,, + g"§ R, obtemos

[ 7| (<500 + R )G9 + g5, | (2.19)
[ a7 Gou e - vag,, - 5 P g
r K [ &/ ~GU T, 09"
Considerando a equacao de Palatini®
OB = (Tha),, = (T ) 5 (2:20)

junto com a condigao 0,5 =0, apds alguns cdlculos chegamos a

5 V% Yuw 3PP 3Y by
GWZTQW_ 1Z T G + 5 Z)Z + YA — KT, (2.21)

A equagao de campo (2.21) escrita como fungao do campo escalar original ¢, o campo

escalar de Weyl, torna-se

1 1 _
G}W - ng/¢,a¢7a - gmﬁb’a;a + §¢7M¢,V + ¢,M;V te ¢Agl“’ - HT/W' (2'22>

Finalmente, consideremos a variagao de (2.14) com relagao ao campo escalar de Weyl

ou, de maneira equivalente, a variagao de (2.15) com relagdo ao campo auxiliar 1:

3Yat
(G

5,5 = f d'z\/=g {sz 2 ; 21/;2/\} 6,5, (2.23)

A variagao da acao da matéria toma a forma
) \/ Lm
f gt X)), (2.24)

__/d4xg/ﬂ/ w/5¢7

fd 284(\/=g%* L)

com o que 0,5 =0 leva a

3ﬁ_§¢a¢a

Y2 Y2

3E claro que estamos utilizando um sistema de coordenadas geodésico, em que se pode anular a conexao
afim [6][22].

AN - KT =0, (2.25)
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onde T' = ¢g"T,, denota o trago do tensor momento-energia em um referencial de Weyl

caracterizado por g,, e ¢. Como uma fungao do campo de Weyl, a 1ltima equagao se escreve

R+ ;qﬁ’a(b’a -3¢ + 4e A - kT = 0. (2.26)

As equagoes (2.22) e (2.26) sao as equagoes de campo da teoria da relatividade
geral formulada em uma geometria de Weyl integravel, em um referencial de Weyl arbitréario
caracterizado por g, e ¢, e desempenham o papel das equagoes de Einstein da teoria da
relatividade geral na formulacao riemanniana original. De fato, as equacoes se reduzem

aquelas da RG no referencial de Riemann.

Por dltimo, vale a pena notar que (2.26) é o traco da equagao (2.22), pelo que as
equacoes nao sao independentes. Isto é consistente com o fato de que existe absoluta liberdade

na escolha de um referencial de Weyl arbitrario.

2.2.3 Identidades de Bianchi e a lei de conservacao do tensor

momento-energia

Para comecar, consideremos o tensor de curvatura de Riemann em uma geometria
de Weyl integrével apresentado na secao (1.1) e definido por
A A
R0 = Uio = Tiow + T lox =TTy, (2.27)
onde I'%, sdo as componentes da conexao simétrica de Weyl. Como ji mencionado, (2.27)
possui as mesmas propriedades de simetria que o tensor de curvatura em uma geometria
riemanniana. Como consequéncia disto, e do fato de a conexao (2.5) ser simétrica, é possivel
demonstrar de maneira completamente andloga ao caso riemanniano [6][7] que (2.27) satisfaz
a identidade de Bianchi
VAR o + VR 26 + Vo R 00 = 0, (2.28)

sendo V,, a derivada covariante weyliana. Contraindo os indices em (2.28), obtemos

VARVW/U + VI/RV}L)\U + VO'RV;,LAV =0. (229)

Tomando em consideragao a defini¢ao do tensor de Ricci, R, = R®,4,, aplicando

as propriedades do tensor de Riemann e a condicao de nao-metricidade para a geometria de
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Weyl integravel, Vogu = ¢ 09w, finalmente temos

VoG, = -6 ,G7,,. (2.30)

Voltemos agora nossa atencao para a equacao de campo (2.22), escrita integramente
em funcao de elementos da geometria riemanniana. Tendo em conta que o tensor de Einstein

em um espaco-tempo de Weyl quadri-dimensional ¢ dado por
~ 1 1 N
G;w = G;w - ¢,u;u - §¢,u¢,u ~ Guv qu,agb’ -09|, (2'31>
a equacao (2.22) pode ser reescrita como
G =e?guN-kT,,, (2.32)
ou de igual maneira, multiplicando pelo tensor métrico g,
G*, = e 907 A - KT, (2.33)

Tomando a divergéncia covariante de (2.33), fazendo uso de (2.31) e novamente da equagao
(2.33), chega-se a
V)\T/\V = _¢,)\T/\V7 (234)

que por sua vez implica
Vi (e?T?,) = 0. (2.35)

As equagoes (2.31) e (2.35) representam uma generalizagao dos resultados da teoria
da relatividade geral, e obviamente, se reduzem a estes no referencial de Riemann, onde a
derivada covariante de Weyl se transforma na derivada covariante calculada com os simbolos
de Christoffel e o campo de Weyl ¢ se anula, resultando G, = GW em concordancia com
(2.31).

De acordo com o que foi apresentado até agora, as equacgoes de campo implicam
a relagdo V, (e?T?,) = 0. E interessante notar que da mesma maneira que na teoria de
Einstein, (2.35) garante que o movimento de particulas de poeira satisfagam a equacao de

geodésicas na geometria de Weyl. Para demonstré-lo, consideremos o tensor momento-energia
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correspondente a um fluido sem pressao (poeira), escrito na forma
T)\z/ = g/\uT;w = g)\u(puuuu)> (236)

sendo p a densidade de energia e u® = y*%ug, a quadri-velocidade das particulas do fluido.

Fixamos a condigao de normalizagao (2.8)

_ dx® dz”
e ¢9aﬁﬁﬁ = (2.37)
Tomando a derivada covariante weyliana na tltima expressao, e levando em conta a condicao

de nao-metricidade, tem-se que
gy = e U Uy = 0 = U Uy = 0. (2.38)

Por outro lado, calculando a derivada covariante de Weyl da expressao (2.36) e considerando
(2.38), obtém-se que
(P wu )y + pg ™y = =orpg™ w,. (2.39)

Contraindo (2.39) com u,, fazendo uso de (2.38) e substituindo o resultado obtido novamente
em (2.39), chega-se a
utu,.y =0, (2.40)

que representa a equagao de geodésicas. Em outras palavras, as equagoes de campo (2.22)
implicam por si mesmas o postulado das geodésicas estendido, segundo o qual as linhas de

universo das particulas de prova sao geodésicas do espaco-tempo de Weyl integravel.

2.2.4 Limite Newtoniano

Na presente secao, mostraremos que neste formalismo mais geral a relatividade geral,
como era de esperar, se reduz a teoria newtoniana da gravitacao quando a gravidade ¢é fraca
e o movimento relativo das fontes é muito mais lento que a velocidade da luz c¢. Diz-se que
uma teoria da gravitagao tem limite newtoniano quando é possivel deduzir a segunda lei de
Newton partindo das equagoes de geodésicas e a equacao de Poisson, das equagoes de campo.
A seguir analisaremos o limite newtoniano da relatividade geral formulada em um referencial

de Weyl arbitrario.

Dado que a geometria do espaco-tempo que descreve a fisica newtoniana é euclidiana,
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um campo gravitacional fraco em uma teoria geométrica da gravitacao se manifesta como
fenomeno métrico através de uma pequena perturbacao da métrica de Minkowski. Conside-

remos um tensor métrico da forma

Guv = NMyw + €Ny, (2.41)

onde 7, € o tensor métrico de Minkowski, € é um parametro pequeno e o termo €h,, cor-
responde a uma pequena perturbacao estatica devido a presenca de matéria. Admitimos o
mesmo tipo de aproximagao para o campo escalar ¢, que serd considerado independente do
tempo e da ordem de €, isto é, escreveremos ¢ = €€, sendo £ uma fungao finita. Por outro
lado, consideraremos que a velocidade da particula v7 = dditj (sendo j = 1,2,3) ao longo da
linha geodésica ¢ muito menor que a velocidade da luz, ¢ <« 1, e em consequéncia, apenas

levaremos em conta apenas os termos de primeira ordem em € e

ol

O elemento de linha (2.41) pode ser escrito como
ds* = (d2®)? - (dz')? - (dz*)* - (d2®)? + ehy, dxtdz”, (2.42)

onde x¥ = ct. A partir de (2.42), em nossa aproximagcao resulta que

ds

(%)2: (1+€ehgo)c?. (2.43)

Extraindo a raiz quadrada, adotando ¢ = 1 e tomando os termos de menor ordem em ¢, temos
que
—~1, (2.44)

do que se deduz que s ~ t + cte.

Por outro lado, consideremos agora a equacao das geodésicas

2zt dx® daP
— =0 2.45
ds? Tlap ds ds ’ ( )

onde I'? 5 representa as componentes da conexao afim de Weyl dada em (2.5) e que na mesma

aproximacao se escreve

1R

1 1
Fgﬁ §€guy(hya,ﬁ + hyﬁ,a - ha@y) - EEQ#V(T]Z,agﬁ + 77,/557& - naﬁg,u)

€

§nuy(hua,ﬂ + hV,B,oz - ha,B,V - 771/045,[3 - 771/,6’5,01 + naﬁg,u)- (246>

1R
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E simples comprovar que as componentes da conexao afim cujos indices covariantes sao do

tipo espacial resultam em termos quadraticos em v,
Iy ~ e, (2.47)

o mesmo acontecendo com as componentes do tipo tempo-espago. Como consequéncia,

usando a ultima das expressoes em (2.46) se chega a

€ v
I = 577M (§w = hoow)- (2.48)
Entao, a equagao de geodésicas (2.45) se escreve

d?zt

+c*TH (@)lo (2.49)
ds? 0\ ds ’ '

e levando em consideracao (2.44), resulta

d?zH
dt?

+c*Thy = 0. (2.50)

d?z0

Para p =0, obtém-se a equagao trivial <5 = 0, enquanto que para = j =1,2,3 se chega a

d?xd €

gz = 50(E Do), (2:51)
ou na notagao vetorial,

@——ci?(h -£) (2.52)

dt2 - 9 00 ) .

que é a equacao de movimento newtoniana em um campo gravitacional representado por
2 ‘. . . , 1.
U = (ho - ). E interessante evidenciar que o campo de Weyl estd presente nesta tltima

equacao através de &, juntamente com a componente hgy do tensor métrico.

Vejamos agora o limite newtoniano nas equagoes de campo. Considerando nula a

constante cosmoldgica A e combinando as equagoes (2.22) e (2.26), obtém-se

~ 1
R,uu = (b,,u;u - HT;W + ég,uu(m(b - ¢,a¢’a + KT) (253>

Considerando novamente nossa aproximacao do campo fraco, g,, = N +€hy, ¢ ¢ = €€ in-

dependente do tempo, desprezando os termos de segunda ordem em € e v/, (2.53) fica dada



Capitulo 2. Formulacdo da relatividade geral numa geometria de Weyl 27 de 83

por

- 1 1
ij = (b,,u;V — /{ZT’LW — §T]lu,v2((]§) + éK/gNVT' (254)

Partindo da definicao do tensor de Ricci riemanniano, admitindo g = v = 0, encon-
tramos que
~ 1
ROO = _Fgo,a = §v2(6h00)7 (255>

com o que, a partir de (2.54), finalmente temos

£ (ehoo ~ 6) = #(Tho ~ 5 (1 + choo)T). (2.56)

Consideremos uma distribuicao de matéria correspondendo a um fluido perfeito com
baixa densidade de energia p ~ €, movendo-se com velocidade nao-relativistica. De acordo
com a regra apresentada para o novo formalismo na sec¢ao (2.2.1), partindo da relatividade

especial, o tensor momento-energia em um referencial de Weyl arbitrario se escreve como
TMV = (pc2 + p)6_2¢v,uvu - p€_¢g,w, (257)

onde v, = v,,0°. E importante notar que as quantidades p, p e v7 = % da relatividade
especial permanecem invariantes, o que garante a invariancia do tensor momento-energia por
transformacoes de referencial. Na aproximacao de campo fraco que estamos considerando, é
véalido assumir e? ~ 1 —¢£ e em um regime nao-relativista, p resulta desprezivel frente a p.

Isto implica que na primeira ordem em € temos

Too =T =~ pc?, (2.58)

onde tomamos pe < 1. Finalmente, usando esta ultima expressao na equagao (2.56) e k = 8:4(;,

resulta
5 [ €C?
\V/ (—2 (hoo - §)) =47Gp, (2.59)

que ¢ a equacao de Poisson para o campo gravitacional U = %(hoo—é ) definido anteriormente.

2.2.5 Testes do sistema solar: desvio espectral gravitacional

Nesta se¢ao, sera obtida a férmula do desvio espectral gravitacional para o caso

especial de um espago-tempo estatico em um referencial de Weyl arbitrario (M, g, ¢).
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Suponhamos entao dois observadores, cada um deles com um relégio atomico ideal,
situados nos pontos do espaco (g, 0, o) € (Tr,0r, pr) respectivamente. Consideremos que
o primeiro observador possui um sistema atomico que emite radiacao ao segundo observador
(receptor). Denominando tg e tr as coordenadas temporais de emissdo e recepgao, o sinal
luminoso que em um referencial de Weyl corresponde a uma geodésica afim nula, conecta os
eventos (tg,rg,0e, pr) € (tr,Tr,0r, pr). Seja A um parametro afim ao longo desta geodésica
com A = A\g no evento de emissao e A = Az no evento de recepcao. Dado que consideramos

uma geodésica nula, para o elemento de linha temos que

ds? = goo(r, 0, p)dt* = gji(r, 0, p)da’da* = 0 (2.60)
dt \? dz? dz*
:>gOD(r797S0)(5) = gjk(rvgagp) A\ d)\ .

Reescrevendo (2.60) da forma

dt_ (gin(r,0,) dud dak)'"? (261)
dX \goo(r,0,9) dXx dx ) '
e integrando entre A = A\g e A = A obtém-se
, /2
M ( gin(r, 0, ) dad dat'
tp—tp = - — dA. 2.62
f P -/AE (QOO(TueugD) dX dA ( )

Como resultado de supor um espaco estatico e que o emissor e o receptor estao situados
em posicoes fixas do espaco, temos que tg — tg possui o mesmo valor para todos os sinais

emitidos. Isto significa que para qualquer par de sinais enviados vale a igualdade
R (2.63)

ou, de maneira equivalente, que a diferenca temporal At no observador é igual a diferenca

no receptor
Atg =18 1) =1 D = Agg. (2.64)

Por outro lado, consideremos o tempo préprio em um referencial de Weyl arbitrario,
definido em (2.6)

Ao dxt dx? 1/2
A :/ o2, COTTY gy 2.65
=\ ar (2.65)

Levando em conta essa defini¢ao e a equagao (2.62), o tempo préprio medido pelos relgios
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dos observadores que emitem e recebem o sinal luminoso é dado respectivamente por

ATE = €7¢E/2\/900(TE, HE, @E)AtE, (266)

ATR = 67¢R/2\/900(T'R, QR, @R)AtR, (267)

sendo ¢p = ¢(re, 08, ) Y Or = ¢(rr,0r, pr). Considerando entao (2.64), temos que

Atgp e ?72\/goo(rR,OR, ©r)
ATp €_¢E/2\/900(7’E,9E,<PE)

(2.68)

Suponhamos que n ondas foram emitidas no tempo préprio Arg, isto é, com uma

_n_
ATg "

no tempo préprio A7g, medindo uma frequéncia vy = ALTR. Finalmente, teremos

frequéncia vg = Por outro lado, o observador situado em (rg, g, pr) recebera n sinais

VR _ 67¢E/2\/900(TEa9E>90E)
VE €_¢R/2\/900(TR79R>90R)

(2.69)

E evidente da equacao (2.69) que vg # vg. Em outras palavras, a frequéncia medida pelo
observador é diferente daquela medida no local onde se encontra o emissor. Isto resulta no
efeito conhecido como desvio espectral cuja expressao em um referencial de Weyl arbitrario
¢ dada por (2.69). E interessante notar que a equacao (2.69) é invariante sob transformagoes
de calibre e que se reduz a expressao para o desvio espectral gravitacional da relatividade

geral em um referencial de Riemann, isto é, fazendo-se ¢ = constante.

2.3 Analogia com a teoria de Brans-Dicke

E interessante notar que (2.15) e as equacdes de campo (2.21) e (2.25) nos levam
a concluir que a teoria da relatividade geral, nesta nova formulacao, apresenta semelhancas
com a teoria de Brans-Dicke (BD) no vazio, na auséncia do potencial escalar V' e da constante
cosmoldgica A (ver Apéndice B). De fato, as equagdes de campo sdo equivalentes para um
valor determinado do parametro, a saber w = —%, sempre que o campo escalar da teoria de BD
seja identificado com o campo auxiliar 1) = e~®. Nossa intencao nesta secao é explorar esta
analogia, embora seja preciso destacar que tal analogia nao resulta completa, ja que ainda
existe uma diferenca com relacao a natureza das geodésicas que determinam o movimento

de particulas em cada uma das teorias. Na teoria de BD ¢ postulado que as geodésicas sao
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riemannianas, enquanto que no caso da RG formulada na geometria de Weyl integravel, o

movimento das particulas obedece a geodésicas calculadas com a conexao de Weyl.

Contudo, as solucoes obtidas para a teoria de Brans-Dicke, quando w = —%, podem
ser reinterpretadas nesta nova formulacao. Comegamos estabelecendo uma correspondéncia
entre o campo escalar ¢ da teoria original de BD e o campo auxiliar 1) definido na subsecao
(2.2.2) como uma fungao do campo escalar de Weyl, ¢ = e em um referencial de Weyl
arbitrario denotado por (M, g, ).

Como exemplo, vejamos a solu¢do de O’Hanlon-Tupper [47]. Para w = -2, o fator

de escala e o campo escalar de BD sao dados por
a(t) = aot, (2.70)

p(t) = ot 2. (2.71)

Neste caso, o elemento de linha da métrica de Friedman-Robertson-Walker com a curvatura

da secao espacial nula é dada por
ds® = dt? — ag®t* (dr® + r?d6? + r?sin® 0d?) , (2.72)
ou, de maneira equivalente,
ds® = €7 {dr? — (dr? + r*d6? + r? sin® 0d?) } , (2.73)

onde estamos definindo o tempo conforme 7 = % Int.

Apliquemos agora as transformagoes de Weyl a solucao (2.70) e (2.71), com o fim
de obter a correspondente solugao no referencial de Riemann, isto é, no referencial em que
o campo escalar é constante. Como tem sido mencionado, é sempre possivel alcancar um
referencial dessa natureza por meio de uma correta escolha do fator conforme. Consideremos

entao, as transformagoes de Weyl em termos do campo auxiliar
gulx = efg/uu (274)

D=e?=e ) =Ty, (2.75)

A expressao para o fator f que garante um campo escalar constante é f = —=21In(agt(7)) =
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-2(Inag + ag7). Desta forma obtém-se

Tz = ¢0a02, (276)
e fazendo uso de (2.74) vemos que
_ 1
Guv = ((Io—t(T))ngj = exp [—2(&07’ +In ao)] Guv = Nuw, (277)

onde n é a métrica plana de Minkowski. Em outras palavras, a solucao de O’Hanlon-Tupper
na teoria de Brans-Dicke com w = -3/2, quando é interpretada como solucao da relatividade
geral em um referencial de Weyl arbitrario, resulta equivalente em um referencial riemanni-

ano, ao espago-tempo de Minkowski. Neste caso, as linhas geodésicas sao dadas por

d2z+
dr?

=0, (2.78)

e como consequéncia da invariancia por transformacoes de referencial, terao a mesma forma

no referencial original (M, g,,, ¢ = -Inv).

E claro que, no que se refere as linhas geodésicas, esta interpretacao da solucao
de O’Hanlon-Tupper é conceptualmente diferente da originalmente dada na teoria de Brans-
Dicke. Nesta tltima, as equagoes de geodésicas sao calculadas com os simbolos de Christoffel,
enquanto na primeira, tendo em conta que o campo escalar de BD foi identificado com o
campo escalar de Weyl em um referencial de Weyl arbitrario, é parte da geometria e portanto,
intervém de maneira explicita nas componentes da conexao afim. Isto quer dizer que o campo
escalar na nova formulacao weyliana participa de forma natural no movimento de particulas

e raios de luz, o que nao acontece na teoria de Brans-Dicke.

Para finalizar, vejamos de que maneira a equivaléncia formal apresentada anterior-
mente pode ser utilizada para gerar um conjunto de solucoes para as equagoes de Brans-Dicke
no vazio com w = -3/2, do qual a solugao de O’'Hanlon-Tupper é um caso particular. Com esse
objetivo, consideremos a forma mais geral para a métrica de um espago-tempo homogéneo e
isotrépico

ds® = dt* - alt)” (dr? +1%d6? + r? sin® 0dyp?) (2.79)

1+ % ’
onde k = 0,£1 é a curvatura da secao espacial. Tomemos as equagoes (2.21) como as equagdes
de campo em um referencial de Weyl (M, g,¢ = —Inv). Entao, aplicando as transformagoes

de Weyl considerando f = In1), sao obtidas as equagoes de Einstein em um referencial de
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Riemann (M, g =g, ¢ =0)
G = 0, (2.80)

onde G, ¢ o tensor de Einstein calculado com a métrica riemanniana g,,. Nesse referencial,

a métrica é dada por

2
057 = pdi? - faﬂ (dr? +r2d6” + v sin? 0dp?) | (2.81)

kr2
+t7
ou, de maneira equivalente,

ds? = a2 - 2 (dr® +72d6* + r*sin® 6dp? ) (2.82)
- 1+ 52 o) '
4

onde a coordenada temporal foi redefinida por dt = 11/2dt e o novo fator de escala é dado por
a*(t(t)) = pa?(t).
Das equagoes (2.80) e (2.82), obtemos

C_L,2

=0, (2.83)

o |

onde linha (*) indica derivada com respeito ao tempo ¢, de onde comprovamos facilmente que
nao é possivel obter solucoes para k = 1. Para k = 0 temos que a = const, e lembrando da

maneira como foi definido o fator de escala no referencial de Riemann, concluimos que
Ya(t)? = const. (2.84)
Portanto, (2.84) implica que temos um numero infinito de solugoes para w = —%, e a solucao

de O’Hanlon-Tupper representa um caso particular no qual a(t) o< t.

2.4 Teoria da gravitacao no espaco-tempo de Weyl in-

tegravel (WIST) e a teoria de Brans-Dicke
Comecemos com a agao postulada em WIST

S - [ /=g (R +wé " + e Ly,) (2.85)
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onde R é o escalar de curvatura weyliano, w é um parametro adimensional livre, ¢ é o
campo escalar de Weyl e L,, é a Lagrangiana dos campos de matéria, obtida a partir da
relatividade especial substituindo as derivadas parciais por derivadas covariantes calculadas

com a conexao de Weyl.

Usando a expressao para o escalar de curvatura de Weyl
~ 3
R=R-3¢q + §¢7agb’“, (2.86)
e definindo o parametro w’ = w — %, a acdo (2.85) se escreve como

- f Ao /g {R+w')ap® +e 2L, ). (2.87)

A partir da acdo (2.85) associada a um referencial de Weyl (M, g,.,, ¢), aplicando
as transformagoes (2.1) e (2.2) com f = —¢ obtemos a correspondente agdo no referencial

riemanniano (M, g, = e g, 0):
S= [ dtovge (R+wg"” 6,60+ Ln). (2.88)

sendo R o escalar de curvatura calculado com os simbolos de Christoffel em termos da métrica

g. Efetuando a mudanga de varidvel ® = e, (2.88) resulta

S = f d*z\/~g (@R + %gwq{#@y + Lm) , (2.89)

rapidamente reconhecivel como a acao da teoria gravitacional de Brans-Dicke no chamado

referencial de Jordan.

E importante notar que da mesma maneira como a partir de (2.87), aplicando as
transformagoes de Weyl com f = —¢, foi obtida (2.88), é possivel comegar com a acao (2.88)
no referencial de Riemann e alcancar (2.87) em um referencial de Weyl por meio das mesmas
transformacoes escolhendo f = ¢. Em outras palavras, podemos estabelecer uma conexao

biunivoca entre ambos os referenciais.

Portanto, tendo em conta (2.88), é imediato comprovar a equivaléncia da agao (2.85)
no referencial de Riemann com a acao postulada na teoria de Brans-Dicke, no referencial
de Jordan. Porém, novamente é interessante ressaltar que esta transformacao acarreta uma
diferenca na natureza do campo escalar: enquanto em (2.88) o campo de Weyl é de carater

geométrico, essa interpretagao perde validade quando consideramos (2.89) como agao da
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teoria de BD.

No contexto da teoria original de Brans-Dicke, tem particular interesse o estudo das
transformacoes conformes e os diferentes resultados obtidos em ambos os referenciais: Jordan
e Einstein. Este assunto tem sido estudado amplamente na literatura e nao apenas no que
concerne a teoria gravitacional de Brans-Dicke, mas também no estudo das teorias escalares-
tensoriais em geral [26]. Embora a técnica das transformacoes conformes represente uma
ferramenta matematica 1til, sua aplicacao deu origem a um debate sobre se os dois referenciais
conformes sao fisicamente equivalentes ou, de maneira alternativa, qual dos referenciais possui

significado fisico. A priori, equivaléncia matematica nao implica equivaléncia fisica.

O formalismo dos referenciais de Weyl apresenta entao, um novo ponto de vista
nessa discussao: a passagem do referencial de Jordan ao referencial de Einstein pode ser
interpretada como a geometrizagao da constante gravitacional GG, a quantidade fisica empirica
que mede a intensidade da forca gravitacional, considerada como campo escalar na teoria de
Brans-Dicke. Neste sentido, WIST representa uma maneira de geometrizar o campo escalar
de BD, de forma similar a teoria original de Weyl em sua proposta de geometrizar o campo

electromagnético [9].



CAPITULO 3

Espaco-tempo conformalmente plano e o formalismo dos referenciais

de Weyl

Como ¢ sabido, muitos dos espagos-tempo de interesse fisico que aparecem na teoria
da relatividade geral sao conformalmente planos. Por exemplo, ja foi demonstrado que to-
dos os modelos cosmoldgicos de Friedman-Robertson-Walker (FRW) pertencem a esta classe
[27]. Na presente se¢ao, concentraremos nossa atenc¢ao neste conjunto particular, analisando
dentro do formalismo dos referenciais de Weyl a possibilidade de transformar o fator con-
forme presente na métrica em um campo escalar geométrico atuando no espacgo-tempo de
Minkowski. Mais tarde, comecando com a a¢ao de Einstein-Hilbert, exploraremos os diferen-
tes cenarios obtidos por transformacoes de Weyl. Por exemplo, podemos ter a dinamica do
universo descrita por um campo escalar no espago-tempo de Minkowski. Veremos que esta

interpretacao pode ser equivalente a interpretacao padrao da relatividade geral.

Para concluir, estudaremos a teoria da gravitacao desenvolvida por Nordstrom na
primeira década do século X X. Esta teoria, pode ser interpretada no contexto dos referen-
ciais: a formulacao de Einstein e Fokker, e a original proposta por Nordstrom correspondem

a mesma teoria em diferentes referenciais, relacionados por transformacgoes de Weyl.
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3.1 Espacos conformalmente planos e referenciais de

Weyl

Consideremos um espaco-tempo conformalmente plano arbitrario M, com um tensor
métrico definido de maneira geral por g, = €®n,,, onde 7, ¢ a métrica de Minkowski e ¢
¢ uma funcao escalar. No contexto de nosso formalismo, que admite que o espago-tempo é
descrito por uma geometria de Weyl integravel, este cenario pode ser descrito em particular
por um referencial de Riemann, (M, e?n,0). Nesse caso, o campo de Weyl é considerado nulo
e as componentes da conexao afim sao os simbolos de Christoffel calculados com a métrica g, .
Apliquemos agora as transformagoes de Weyl, (2.1) e (2.2) do capitulo anterior, com ¢ como
fator conforme, para alcancar um referencial (M,n,-¢). No novo referencial, a variedade
M representa um espaco-tempo plano e —¢ aparece como um campo escalar definido nesse

espaco.

Como foi mencionado, no que diz respeito as linhas geodésicas existe uma invariancia
na forma das equacoes, implicando em particular, que as geodésicas nulas sejam mapeadas
em geodésicas nulas. Todavia, ao mesmo tempo, a passagem de (M, e?n,0) para (M,n,-¢)
proporciona um novo cenario: por exemplo, fenomenos cosmolégicos como o desvio para ver-
melho das linhas espectrais de galdxias e a expansao do universo deixam de ser explicados
pela acao da curvatura do espago-tempo. A dinamica do universo, do ponto de vista de
um referencial de Weyl, é governada por um campo escalar dinamico em um espago-tempo
estatico. Além do mais, este campo € o tinico responsavel pela lei de transporte paralelo e pelo
comportamento de relégios. Em outras palavras, para cada espaco de Riemann conformal-
mente plano é possivel associar um campo escalar de Weyl num espacgo-tempo de Minkowski,

cuja dinamica é a Unica responsavel pelo movimento de particulas e raios de luz.

Este resultado toma particular relevancia se atentarmos para o fato de que a métrica

de todos os modelos de Friedmann-Robertson-Walker é conformalmente plana [28].

Consideremos entao, a forma mais geral do elemento de linha de uma métrica de

Friedman-Robertson-Walker

dr?
1-kr?

ds? = dt? - a*(t) ( +72d6? + r? sin? 9dgo2) : (3.1)

com k = 0,+1. Sem perda de generalidade, tomando k& = 0 e definindo o tempo conforme
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dr = a‘f—i), (3.1) pode ser escrita como
ds* = a*(7) (dT2 —dr? - r?d6? - r?sin® Hdgoz) , (3.2)

onde, por clareza na notagao, definimos a(7) = a(t(7)). Considerando novamente as trans-

formagoes de Weyl
g,u,l/ = e_fgp,w (33)

=0 f. (3-4)

Escolhendo ef = @?(7) em (3.3) e (3.4), saimos do referencial de Riemann (M, g,0), para
o referencial de Weyl (M,n,-1na?(7)). Neste referencial, o campo de l-forma o, cujas

componentes foram definidas como o, = ¢, ¢ dado por o = (—2 da ) (), 0).

adr’

Como primeiro exemplo, consideremos o caso particular dos modelos de Friedman
espacialmente planos. A expressao do fator de escala é dada por a(t) = agt?, onde ag é uma
constante e o expoente p toma o valor p = % no caso de um universo dominado pela matéria e
p= % para um universo dominado por radiacao. Considerando a defini¢ao do tempo conforme,

depois de um céalculo simples, obtém-se

L (35
T = , .
ao(1-p)

o que nos leva a seguinte expressao para o campo de Weyl:

1/ f
(1) = -2In (ao P(1 —p)T) " (3.6)

. . . fos 1.2/3 2

Assim, para um universo dominado por matéria, ¢(7) = —21n(§a0 7') , enquanto ¢(7) =

1/2 . . -
—2111(%@0/ T), no caso de ser a radiacao dominante. Ambas as solugbes apresentam uma

singularidade para 7 = 0.

Para finalizar, tomemos como segundo exemplo o modelo cosmoldgico de de Sitter-

A
Lemaitre. Neste caso, o fator de escala é dado por a(t) = aoe\/;t, sendo A uma constante

L. —/AJ3t
positiva. O tempo conforme em termos do tempo coordenado ¢ escreve-se 7 = — %e

ag

31
6(r) = —21n(—\/;;). (3.7)

Aqui vale a pena ressaltar um ponto interessante, que é a possibilidade de obter um

para o campo de Weyl temos
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novo enfoque para o modelo de FRW, onde a curvatura riemanniana deixa de desempenhar
um papel determinante na expansao do universo e outros fenomenos cosmoldgicos, os quais
passam a ser uma consequéncia da presenca do campo escalar ¢. Além do mais, como
resultado da invariancia das linhas geodésicas frente as transformacoes de Weyl, as geodésicas
métricas num espago conformalmente plano em um referencial de Riemann (M, e?n,0) sao
completamente indistinguiveis das geodésicas afins no referencial de Weyl (M, 7, -¢), embora
neste ultimo tenhamos um cenério completamente diferente, ja que o espago-tempo é estatico

e plano.

3.2 Espacos conformalmente planos na relatividade ge-

ral. Transformacoes de referencial

Como ja mencionamos, enquanto nos limitarmos a espagos-tempo conformalmente
planos a gravitacao pode ser descrita de forma efetiva por um campo escalar geométrico num

espaco-tempo de Minkowski.

Torna-se interessante entao, no caso deste tipo de espaco-tempo, explorar os diferen-
tes enfoques que o formalismo dos referenciais de Weyl proporciona. Consideremos a agao
de Einstein-Hilbert da teoria da relatividade geral, associada, naturalmente, a um referencial
de Riemann (M, g = e?n,0)

S = f V=G(R + kL) dz, (3.8)

sendo R o escalar de curvatura riemanniano e L,, a densidade lagrangiana da matéria. A

variagao de g, no caso de um espaco-tempo conformalmente plano se reduz a
§g" = 6(e ) = —e M 5. (3.9)
Desse modo, a variacao do funcional (3.8) relativamente a g, é dada por
0S =- f d*ze? (—%guyé + R;w + /{le) n* oo, (3.10)

onde adotamos a definicao usual para o tensor de momento-energia

5fd4x\/—ng:fd%\/—gTW(Sg’“’, (3.11)
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e a identidade /=g = \/e**n = €?¢ foi utilizada. Da arbitrariedade de ¢, a partir de (3.10)

temos que

R=kT, (3.12)
onde T' = g"T,,, é o traco do tensor momento-energia calculado com a métrica g associada

ao referencial de Riemann.

Tentemos agora uma interpretagao diferente para a mesma situagao fisica. A partir
de (3.8), é claro que a agdo de Einstein-Hilbert nao resulta invariante por transformagoes
de Weyl. Porém, este fato nao impede que apliquemos essas transformacoes para obter
um referencial de Weyl no qual o campo escalar geométrico atua num espaco-tempo de
Minkowski. Usando f = —¢, e tendo em mente que o escalar de curvatura transforma-se

como R =gt R, = ¢?R, a equagio (3.12) em um referencial (M, 7, —¢) resulta

3 (u¢ N %w%) T, (3.13)

onde o operador d’Alembertiano O é calculado com a métrica plana n e T é o traco do
tensor momento-energia da relatividade geral dado em (3.11), calculado com a métrica de
Minkowski correspondente ao referencial de Weyl. Nesta interpretacdo, a equagao (3.13)
pode ser considerada uma equacgao dinamica de campo para o campo escalar ¢. Em outras
palavras, embora o lado direito de (3.13) nao necessariamente represente o tensor momento-
energia da relatividade especial, dado que é construido a partir da definicao na relatividade
geral, é possivel associd-lo ao tensor dos campos de matéria em um espaco de Minkowski e

assim, entender (3.13) como a equagao do campo geométrico gerador da dindmica do universo.

Para concluir esta secao, um comentario é pertinente. E facil ver que a equacao

(3.12) é o traco da equagao de Einstein

1
R, - §gw,R = =K1y, (3.14)

que para um espago-tempo conforme, se escreve
1 1 o
0,0y ¢ =My O @ — §8M¢8V¢ - Zn,w@agb@ ¢ =-KTy,,. (3.15)

Assim, o conjunto de solucoes de (3.15) estd contido no conjunto das solugbes de (3.13).
Contudo, dado que a primeira é mais simples de resolver, torna-se vantajoso obter solucoes

resolvendo primeiro (3.13).
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3.3 Teoria da gravitacao de Nordstrom

No inicio do século X X, o fisico finlandés Gunnar Nordstrom construiu a primeira
teoria relativista da gravitagao formulada em termos de um campo escalar sem massa de-
finido no espago-tempo de Minkowski. Embora a proposta tedrica nao tenha resultado ser
fisicamente correta, alguns anos depois de sua publicacao foi considerada uma influente pre-

decessora da teoria da relatividade geral de Einstein.

Estritamente falando, foram duas teorias propostas por Nordstrom, em 1912 [29] e
1913 [30] respectivamente. Sua motivagao era obter uma versao relativista no espago-tempo
de Minkowski da teoria newtoniana da gravitacao. Nesta ultima, a equagao de campo é
a equacao de Poisson, V2¢ = 4rGp, onde ¢ é o potencial gravitacional, G é a constante
gravitacional e p, a densidade de matéria. Por outro lado, a equagao de movimento para
uma particula de prova em um campo gravitacional é obtida a partir da segunda lei de
Newton e estabelece que a aceleracao da particula é dada por % = -V, sendo v a velocidade

da particula.

Com o objetivo de modificar esta descrigao nao-relativista, em primeiro lugar Nordstrom

considerou a mais simples das generalizagoes da equagao de campo newtoniana, a saber,
O¢ = -4nGp, (3.16)

sendo O = 92 - V2 o operador d’Alembertiano. O préximo passo foi obter uma equagio
de movimento para uma particula em um campo externo. Todavia, a equagao proposta
implicava que a massa inercial da particula nao era constante e dependia exponencialmente
do campo escalar [29]. Nordstrom supos entao que a forga atuando sobre um corpo de massa

m ¢é dada por

d(muy,) 0
F,= £ = 3.17
a dr T (3.17)
sendo 7 o tempo préprio. A partir da definigao (3.17), tem-se que
du,, dm 0¢
mE+uHE —m%. (318)

Multiplicando a equacao acima pela velocidade u# e ap6s um célculo simples, chega-se em

@_dm

de T odr’

(3.19)
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. . d . . .
onde supomos que utu, = 1, que por sua vez implica u“% = 0. Finalmente, substituindo

(3.19) na equacao (3.17), a quadri-velocidade da particula u,, satisfaz a equagao
u,u + éuu = ,u(ba (32())

onde o ponto indica derivacao em relacao ao tempo préprio. Vemos que, segundo a equacao
acima, as trajetérias das particulas independem de suas massas, o que é consistente com o

principio de equivaléncia.

Entretanto, havia um problema com esta primeira formulagao de Nordstrom: a teoria
nao é dedutivel de um principio variacional. Ainda mais importante, o que foi salientado por
Einstein, a densidade de massa p em (3.16) deveria ser substituida pelo trago 7" do tensor
momento-energia do sistema 7T}, pois p nao é um invariante de Lorentz. Como resultado, a

relac@o entre as massas inercial e gravitacional foi reconsiderada [31].

Na segunda formulagao de sua teoria, Nordstrom assumiu que a densidade de matéria
p é proporcional ao trago T}, do tensor momento-energia, isto é, p = g(¢)7},, onde o fator de
proporcionalidade g(¢) é uma funcao escalar determinada. Da condicao de proporcionalidade
entre as massas inercial e gravitacional, determina-se que g(¢) = é e a equagao (3.16) é
substituida por

¢D¢= —47TGT(m), (321)
que é uma equagao nao-linear para o campo gravitacional relativistico.

A dinamica do sistema de particulas pode ser agora derivada de um principio vari-
acional. Em particular, o movimento de uma particula em um campo externo obtém-se a

partir de

5 f é(x)ds = 0, (3.22)

com o elemento de linha dado por ds = \/ufu,dr, onde 7 é o tempo préprio. No lugar da

equagao de movimento newtoniana, chegamos a equagao modificada
oy, + uy, = 0,0, (3.23)

que também satisfaz o principio de equivaléncia fraco.

Esta segunda teoria proposta por Nordstrom foi reformulada de maneira mais ele-
gante por Einstein em 1913 e apresentada como a primeira teoria relativista consistente da

gravitagdo. Ela é descrita por um campo escalar sem massa ¢(x), cujo tensor momento-
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energia é dado por
o _ L

@ ArQG

onde n* é o tensor métrico de Minkowski. Além do mais, a densidade da matéria p e a

(&w&w—%ww&¢&w), (3.24)

quadri-velocidade u# contribuem como

T’“') = pouru”. (3.25)

(m

O tensor momento-energia 7T’ ("g ’; + T(“n';) é agora conservado.

Enquanto Nordstrom desenvolvia sua teoria escalar da gravitacao, Einstein tinha
problemas para elaborar uma teoria da gravitacao relativistica. Ficou claro para ele poste-
riormente que o principio variacional (3.22) para o movimento de uma particula dava como
resultado a equacdo de geodésicas em um espaco-tempo curvo com métrica g, (z) = ¢*nu,
que corresponde a uma transformacao conforme da métrica 7,,, e que leva a um espago-
tempo com tensor de curvatura nao-nulo. Em particular, foi demonstrado por Einstein e
Fokker [32], que o escalar de Ricci é dado por

_ 6

R=-2500 (3.26)

Einstein postulou que ao passarmos do espaco-tempo de Minkowski para um espago-tempo
curvo por uma transformacao conforme, o traco do tensor momento-energia se transformaria
segundo T — T/¢*. Como consequéncia, a equagao de campo de Nordstrom é reescrita
simplesmente como

R = 24nGT, (3.27)

onde no lado direito da equacao acima aparecem as contribui¢oes da matéria e outras fontes
possiveis. E interessante notar que (3.27) apresenta exatamente a mesma estrutura que a

equagao proposta por Einstein um ano mais tarde em sua teoria da relatividade geral.

Levando em conta nosso formalismo dos referenciais de Weyl, as teorias propostas em
primeiro lugar por Nordstrom e sua reformulacao apresentada por Einstein e Fokker, podem
ser consideradas equivalentes [33]. A tltima, de acordo com as consideragoes de Einstein,
¢ associada a um referencial de Riemann caracterizado por uma métrica conformalmente
plana g,, = ¢*1, isto é, (M, ¢?n,0). Por outro lado, fazendo uma transformagao de gauge
a partir das transformagcoes de Weyl com f = ¢=2, obtemos a formulacao de Nordstrom, num

referencial de Weyl onde o espaco-tempo é descrito por uma métrica plana e um campo
escalar ¢ = —2In¢, (M,n,-2In¢).



CAPITULO 4

Convencionalismo e relatividade geral

Desde a aparicao da teoria da relatividade geral, a for¢ca de gravitacao tem sido
interpretada como sendo um efeito da curvatura do espago-tempo. O éxito da teoria de Eins-
tein, levou a aceitacao da concepc¢ao geometrodinamica, a qual segundo John Wheeler [35],
afirma que nada mais existe no mundo além de espago-tempo vazio curvo; a matéria, a carga,
o eletromagnetismo sao todas manifestagoes da curvatura do espago. Como consequéncia,
num certo sentido, o espago-tempo ganhou uma existéncia independente, de maneira que o
espago-tempo curvo é considerado como se realmente existisse, em lugar de ser entendido

como uma mera representacao matematica 1til da teoria fisica.

Embora a linguagem geometrodinamica possa ser considerada uma ferramenta con-
veniente para predizer o comportamento da matéria, as propriedades intrinsecas do espaco
nao sao suscetiveis a medicao através de experimentos. Apenas é possivel determinar as
propriedades dos objetos no espaco. Neste sentido, poder-se-ia afirmar que as propriedades

do espago-tempo nao sao, rigorosamente falando, empiricas.

Estes argumentos representam algumas das motivagoes para o trabalho desenvolvido
por I. W. Roxburgh e R. T. Tavakol, no artigo Conventionalism and General Relativity [34].
Neste capitulo, depois de uma breve descricao do formalismo convencional introduzido nesse

trabalho, apresentaremos uma reinterpretacao dos resultados obtidos por estes autores no
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contexto dos referenciais de Weyl.

4.1 Convencionalismo e relatividade geral

O objetivo do trabalho desenvolvido por Roxburgh e Tavakol foi mostrar que a
relatividade geral, formulada na convencao da geometria riemanniana pode ser expressada

em outra convencao associada a uma geometria nao-riemanniana.

Para esclarecer melhor esta idéia, consideremos o exemplo dado por Poincaré [36].
Imaginemos uma placa aquecida a diferentes temperaturas em diversas partes de sua su-
perficie e um experimentador com uma régua de cobre. Este cientista mede propriedades
geométricas dos triangulos usando sua vara de medicao e chega a um resultado nao-euclidiano.

Porém, é possivel interpreta-lo de diferentes maneiras. Por exemplo, podemos:

1. definir a régua como rigida e dizer que a geometria real é nao-euclidiana;

2. decidir que a geometria real é euclidiana, e que existe um campo de temperaturas que
afeta o comprimento da régua. A partir das propriedades euclidianas conhecidas dos

triangulos, o cientista pode calcular a variacao do campo de temperaturas sobre a placa;

3. considerar que a geometria hiperbdlica é a geometria real, com alguma curvatura ar-
bitraria determinada. Partindo dos resultados hiperbélicos, calcular o campo de tem-

peraturas que afeta a vara de medicao.

A interpretacao padrao para esta situagao é aceitar a geometria real como sendo
euclidiana e o fato de que a régua de medicao se expande ou se contrai como consequéncia da
presenca do campo de temperaturas. Contudo, é também possivel que o cientista escolha sua
geometria e determine, a partir dali, a fisica consistente com essa geometria. Em qualquer

caso, os resultados empiricos previstos pela teoria sao idénticos.

4.1.1 Representagao convencionalista

Com o intuito de apresentar o argumento convencionalista, consideremos {z*} uma
base coordenada e denominemos o tensor completamente arbitrario p;;(x) como o tensor

métrico convencional. Definimos a distancia p por

dp* = pijda‘da’. (4.1)
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Por outro lado, sobre o mesmo espago consideremos o tensor métrico relativistico g;;(z)

definido pelas equacoes de Einstein. A distancia infinitesimal entre dois pontos é dada por
ds® = g;;da'da? (4.2)

e o movimento das particulas de prova satisfaz a equacao

d?xt _, dad dat

—z =0, (4.3)
onde
b (B -20).
sao os simbolos de Christoffel.
De maneira andloga, para a métrica convencional p;;(z) definimos a conexao
e (G - %) 4

A diferenca entre as componentes das conexoes afins (4.4) e (4.5) da como resultado

0 seguinte tensor
i = Do = Ay (4.6)

Partindo das defini¢oes (4.4) e (4.5), e apds alguns calculos é possivel expressar o
tensor (4.6) como

%

k= %gﬂ(gﬂ;k + Gkzj ~ Gjks) (4.7)
onde o ponto e virgula (;) denota a derivada covariante associada a geometria convencional
Dij-

Efetuando uma mudanga de varidvel simples, a equacao (4.3) que descreve o movi-

mento das particulas é dada por

1 d(1ds 1 dad da*

1d (_i) s T (4.8)
Hdp\H dp T"H? dp dp

ou eliminando a dependéncia com a métrica g,, aplicando (4.6), resulta

d?xt ; dxddx® 1 dH dat ; dad dzk

dp " Mdp dp T Hodp dp dp dp
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onde

ds\> dxt dad
H2:(—) =g;i——. 4.10

A partir de (4.9), associamos o termo a direita da igualdade com a aceleragao da particula de
prova na geometria p;;, sendo determinada pela quadri-velocidade Cé—i na geometria conven-
cional e pelo tensor S;.k, que ¢ definido em termos da métrica relativistica g;; e sua derivada
covariante calculada com a conexao A;.k. A expressio a esquerda em (4.9) é a derivada

absoluta, a qual é ortogonal a velocidade. Usando esse resultado novamente em (4.9), tem-se

K 7

a7y

_ _gmOx art 411

m ~Pml————

>zt dad doF o drd dok
dp dp

; dx’ da:l)

Em outras palavras, (4.11) é a representacao convencional da equac¢ao de movimento

das particulas de prova na métrica convencional p;;.

4.2 Interpretacao no formalismo dos referenciais

Como primeiro passo na reinterpretagao de [34] e de acordo com o que foi apresentado
no capitulo 2 com respeito ao formalismo dos referenciais de Weyl, associemos a chamada

geometria relativistica a um referencial riemanniano denotado por

(M, g,0). (4.12)

Por outro lado, sabemos que é possivel obter outro referencial de Weyl mantendo in-
variante as componentes da conexao afim, através das chamadas transformacoes de Weyl,
equagoes (2.1) e (2.2). Suponhamos, entdo, que aplicamos a (4.12) as seguintes trans-

formacgoes simultaneas
Dij = ed)gij; (4.13)
¢ =0,
para chegar em um referencial (M,p,¢), naturalmente vinculado a anteriormente definida
geometria convencional. Neste ponto, torna-se importante introduzir certas aclaragoes. FEn-
quanto no trabalho desenvolvido por Roxburgh e Tavakol ambas as métricas, relativistica

e convencional, sao apresentadas como totalmente independentes e associadas a diferentes

geometrias, vale a pena ressaltar que este conceito nao guarda o mesmo significado que tem
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sido considerado na presente tese. E claro, a partir das definicoes dadas para as conexoes
(4.4) e (4.5), que em ambos os casos a geometria do espago-tempo é suposta riemanniana.
Porém, e ¢ neste sentido que ¢ utilizada a expressao, a métrica convencional p;; nao representa
uma solugao das equagoes de Einstein, enquanto g;; ¢ definida como tal. Em nossa inter-
pretagao, pelo contrario, as métricas g;; e p;; nao podem ser consideradas como totalmente
independentes: estao vinculadas por uma transformagao de Weyl. Como contraparte, elas
sao associadas efetivamente a geometrias diferentes: enquanto g;; ¢ puramente Riemanniana,
a métrica que, neste caso chamamos de convencional, responde junto ao campo escalar ¢ a

uma condicao de nao-metricidade.

De acordo com o comentado no capitulo 1, em uma geometria de Weyl integravel
as componentes da conexao afim sao deduzidas univocamente a partir da condi¢ao de nao-

metricidade, e para uma métrica arbitraria g¢;; e um campo de Weyl ¢ sao da forma

. , 1.
L = {3k}q - §q” (@05 + Qe + Girp,) - (4.14)

Em particular, para o referencial de Riemann (4.12) as componentes da conexao (4.14) se

reduzem aos simbolos de Christoffel
T = {5}, (4.15)

o que é consistente com a defini¢ao (4.4) introduzida por Roxburgh e Tavakol. Por outro
lado, de acordo com (4.14), as componentes da conexao de Weyl no referencial (M, p, ¢) sao

dadas por
_ . . 1 .
Iy = {ék}p - 5]9” (PP + Pikdj + kD) 5 (4.16)

onde identificamos {;k }p = A, dada pela equagao (4.3).

Segundo o formalismo proposto, as componentes da conexao de Weyl associadas a

referenciais relacionados pelas transformagoes de gauge (2.1) e (2.2), sdo invariantes, isto é
e consequentemente, (4.7) toma a forma
i

1
= —ipd (Pijdx + Dby — Pik®1) - (4.18)

E facil ver, fazendo uso de (4.13), que (4.18) pode ser deduzida a partir de (4.7).
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Concentremos nossa atengao agora na equacgao que descreve o movimento das particulas.
Como resultado da invariancia das componentes da conexao, as linhas geodésicas também
permanecem inalteradas quando consideramos uma transformacao de referencial. Em ou-
tras palavras, se (4.3) é a correspondente equagao para o referencial de Riemann, a seguinte

expressao:
d*xt _. dad dak
—+ I, —— =
ds? Ik ds ds ’

descrevera o comportamento das particulas de prova no referencial associado a métrica p;;.

(4.19)

Tendo em consideragao que I‘;k = A;'.k + Sji.k, e aplicando a regra da cadeia para expressar

(4.19) em termos do parametro afim p, de maneira simples se chega a

A2zt - dxddak 1 dH dat - da? dxk
dp? Wdp dp  Hdp dp " dp dp
que corresponde exatamente a equagao (4.9) da representacao convencionalista.

Consideremos agora a interpretagao da equagao (4.11) no formalismo dos referenciais
de Weyl. Com esse objetivo em mente, examinemos a condi¢ao de normalizagao introduzida

no capitulo 2 para o referencial convencional (M, p;j, ¢)

dxt dad
S e, 4.21
p] dp dp € ( )

Calculando para esta ultima equacao a derivada covariante de Weyl, isto é, aquela associada

5o T
a conexao [’ “x» temos que

() el () el ety (422
v dp dp " ij5k dp dp ] dp " dp 1 dp dp & ke :

Aplicando a condi¢ao de nao-metricidade e novamente (4.21), chega-se a

d.:z:i) dx;
=0. 4.23
(dp & dp (4.23)

Contraindo (4.23) com a quadri-velocidade, finalmente obtemos

k i .
dx (dz ) dx; _0, (4.24)
dp \dp ], dp
o D (dx\ d
'\ ax;
- =0 4.25
Dp ( dp ) dp 7 (4.25)
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isto é, a derivada absoluta de ‘Zip calculada com a conexao de Weyl é ortogonal a velocidade.

Entao P dod dek\ d
=, ax’ dx T;
—+ [ ——— =0. 4.26
(dp2+”“dp dp)dp (4.26)
Tendo em conta (4.20), concluimos que
1 dH
— =0 4.27
T b (4.27)

Finalmente, (4.20) leva a expressao da for¢a F" definida na representagdo convencionalista

por (4.11), que em nossa interpretagao é dada simplesmente por

. dad dak

Fi=_gi 2
*dp dp

(4.28)
Neste contexto, a tltima equagao (4.28) pode ser representada de maneira mais clara em
termos do campo geométrico e das quadri-velocidades. Para isto, consideremos a defini¢ao
de S;k dada por (4.18). Usando esse resultado em (4.28) e apds alguns célculos, temos

1 _;do

Fi=—e ¢’ —p'— 4.2
3¢ 0= (4.29)

dz’
dp *

onde v =

Para concluir, é interessante notar que a equagao (4.9), a partir da qual é definida a
forga externa F, é um resultado de (4.16), que determina o movimento de particulas de prova
no referencial (M,p,¢). Segundo a interpretacao dada no formalismo dos referenciais, nao
existe forca externa nenhuma que rege a dinamica dos objetos e raios de luz: ela responde
a geodésicas de Weyl. Em outras palavras, a causa do movimento no espago-tempo nao
¢ determinada por um campo externo, senao que esta ligada a geometria escolhida para

descreve-lo.



CAPITULO b

Uma reinterpretacao geométrica da teoria de Brans-Dicke

Neste ultimo capitulo, daremos um enfoque geométrico da teoria de Brans-Dicke
(BD), no qual o campo escalar é considerado um campo geométrico. Partindo da agao
proposta por Brans e Dicke, e aplicando o método variacional de Palatini, a equacao de
campo resultante da variacao da agao em relacao a conexao leva a condigao de compatibilidade
associada a uma geometria de Weyl integravel, onde o campo de BD ¢ identificado com o
campo escalar de Weyl. Admitindo que o espaco-tempo é descrito por uma variedade de
Weyl integravel, o acoplamento entre matéria e gravitacao introduzido por Brans e Dicke
no trabalho original é modificado, de forma a garantir que o principio de equivaléncia seja

satisfeito.

Embora a teoria gravitacional de Brans-Dicke possa parecer um assunto esgotado,
¢ importante enfatizar que o foco de nosso interesse reside na perspectiva geométrica que
o formalismo variacional de Palatini proporciona. Considerar a métrica e a conexao como
campos independentes resulta numa modificagao da estrutura geométrica do espago-tempo

que deixa de ter um caracter riemanniano, sendo substituida por uma variedade de Weyl.
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5.1 Equacoes de campo.

Primeiramente, consideremos a acao gravitacional da teoria de Brans-Dicke (ver
Apéndice B)
Ser = [d4a:\/_—g((I>R+ 2000,,), (5.1)

onde R = g"R,, é o escalar de curvatura, ® ¢ um campo escalar e w ¢ um parametro

adimensional. Efetuando a mudanca de varidavel ® = e=¢, (5.1) escreve-se

Se = f A/ ge (R +wd®o.). (5.2)

Esta é a forma da acao que adotaremos no que vem a seguir.

Como mencionamos no inicio deste capitulo, a fim de obter as equagoes de campo serd
utilizado o método variacional de Palatini. Resultam entao oportunos alguns comentarios

sobre esse formalismo.

5.1.1 Principio variacional de Palatini

Como pode ser visto na literatura [4] [6], existem dois principios variacionais que
podem ser adotados na variacao da acao de Einstein-Hilbert na deducao das equacgoes de
Einstein: a variagao métrica padrao e, a menos conhecida, variacao de Palatini. Na realidade,
esta ultima foi introduzida pelo préprio Einstein [48]; no entanto recebeu este nome por causa
de um desentendimento histérico [49]. No formalismo de Palatini, quando se varia a agao, a
métrica e a conexao sao consideradas variaveis independentes. Uma outra hipotese adotada
neste formalismo é que a acao da matéria S,, nao depende da conexao, isto é, supoe-se que

S, depende unicamente da métrica e dos campos de matéria.

E fcil mostrar que a formulacao de Palatini no caso da relatividade geral é equi-
valente ao formalismo de Hilbert. De fato, a variacao da acao relativamente a conexao leva
a condigao de metricidade e, portanto, a conexdo de Levi-Civita [6]. Devido a isso, vemos
que nao existe razao particular para impor o principio variacional de Palatini na relatividade
geral em lugar do formalismo métrico. Por outro lado, embora ambos os principios varia-
cionais levem as mesmas equagoes de campo no caso de uma lagrangiana linear no escalar
de curvatura R, em particular no caso da acao de Einstein-Hilbert, isto nao é verdade para

acOes mais gerais, sendo um exemplo deste resultado as teorias f(R) [40][41][42].
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5.1.2 Variacao com respeito a conexao independente

De acordo com os conceitos mencionados anteriormente, admitindo que a métrica e
a conexao sao variaveis dinamicas independentes e que a agao da matéria S, nao depende

da conexao, calculemos a varia¢ao da acdo (5.2):

515 = f Az /=g *S0 R, (5.3)
sendo orR = g"6rR,,,, e o tensor de Riemann definido de acordo com (A.13), por

R =15, , 10, 5+ Fg‘yf‘gu ol b (5.4)

Utilizando a identidade de Palatini !, temos que
6Rapau = 6R;w = vu(drgu) - va(argu)> (55)

onde o sub-indice I" foi suprimido por simplicidade na notagao. Levando em conta (5.5) e

apds de alguns calculos simples, (5.3) torna-se
55 = [ d'z [V, (v/=ge g 0T ) - Vu(/=ge *g™)oT2 ] (5.6)
f 'z [V, (V=ge g™ )oT2 , + Vo(/~ge g™ oT2 )]

Considerando que os primeiros dois termos a direita em (5.6) sao divergéncias totais, inte-

grando por partes os dois ultimos e tomando 65 = 0, obtém-se

-Vs(v/=ge 9"t + Va(/=ge ?g") = 0. (5.7)

Multiplicando a ultima equagao por 0%, chega-se a

Va(v/-g9e7%g") = (5-8)

que, aplicado a (5.6), finalmente d& como resultado

Vaoly/~ge ?g") = 0. (5.9)

'Embora esta equacdo apareca frequentemente na literatura no caso Riemanniano (ver, como exemplo
[4]), é simples mostrar que pode ser estendida a uma geometria de Weyl integravel, dado que a nica hipétese
feita é de que a conexao é simétrica.
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Expandindo a derivada covariante em (5.9) é simples ver que o formalismo de Palatini aplicado

a acao de Brans-Dicke dé como resultado a condi¢ao de nao-metricidade Weyliana

vag,uu = gpy¢,a7 (510)

onde o campo escalar ¢ é agora interpretado como um campo geométrico, o campo de Weyl.

Levando em consideracao que a geometria de Weyl integravel aparece como a lin-
guagem natural para descrever o espaco-tempo, é razoavel considerar também a variacao da
acao (5.2) com respeito ao campo escalar ¢. Visto que existem trés elementos geométricos
independentes, a métrica g,,,, a conexao simétrica I'}, e o campo escalar ¢, propomos uma

extensao do método variacional de Palatini para derivar as equagoes de campo.

5.1.3 Lagrangiana da matéria. Variagao com relagcao a métrica e

ao campo escalar

Antes de considerar a variagao de (5.2) com relagdo a métrica, é preciso especificar
a forma da acao da matéria S,,. Em primeiro lugar, veremos quais sao as razoes pelas quais
a agao da matéria original da teoria de Brans-Dicke nao resulta, para nosso enfoque, uma

escolha certa.

Como primeiro argumento, visto que foi admitido que o espago-tempo é também
caracterizado por um campo escalar, é natural esperar que a matéria acople nao apenas com
a métrica, mas também com o campo escalar. A segunda, e talvez a razao mais fundamental
para nao considerar o acoplamento da matéria como é feito na teoria de Brans-Dicke, é que

as geodésicas determinadas por este acoplamento nao sao geodésicas da geometria de Weyl.

Nosso objetivo é, entao, encontrar uma acao da matéria que cumpra com esses dois

requisitos. Com esse propdsito, consideremos a condigao (5.10) escrita da seguinte forma:
Va(e=gg") = 0. (5.11)

Definindo a métrica efetiva

Vv = €7¢g,u1/7 (512)

é facil ver que a acao da matéria mais simples que se pode construir levando en conta tanto a

métrica g,,, como o campo escalar, corresponde ao acoplamento minimo de L,,, com a métrica
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efetiva 7,

— 5 [ A/ L (€, 76) (5.13)
-n _/ d4x\/__ge_2¢Lm(€_¢gHV7 \Ija v(67¢g)\11)7
onde ¢ denota os campos da matéria em geral. Como demonstraremos mais a frente, (5.13)
garante a validade do principio de equivalencia de Einstein (PEE).

Retomando a variacao da acado (5.2) com respeito a métrica g,,, tendo em conta

(5.13), tem-se que

1 1
Ry, - §9uvR = —kT - W(¢,u¢,u - Eguu¢’a¢,a)7 (5.14)
i ., . _ 1 8(/Lm) _
onde o tensor momento-energia ¢ definido como 7}, = T e Calculando-se, com a
métrica g,,,, o traco da equacao (5.14), obtém-se
R+wop“pq=rT. (5.15)

Finalmente, consideremos a variacao da agao em relagao ao campo escalar ¢. Esta
da por resultado
R+3wp®p o +2wn ¢ = KT, (5.16)

onde T'= g*T),,, e estamos levando em conta que

0(/~7Lm
545 f d'ry/~g ( e )57 5 06=- f d*z\/~ge T, (5.17)
Combinando (5.14) e (5.16), a equagao do campo escalar torna-se

0¢+¢“da =0, (5.18)

com O¢ = ¢o denotando o operador d’Alembertiano calculado com a conexao weyliana.
Como esperamos, reescrevendo (5.18) em fun¢ao de elementos riemannianos, é recuperado o
resultado da teoria de Brans-Dicke

od =0, (5.19)

onde O representa o d’Alembertiano definido com a métrica riemanniana e ® = e~9.
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5.2 Lei de conservacao para a matéria

Nesta se¢ao, consideraremos a lei de conservagao do tensor momento-energia, obtida

a partir do célculo da divergéncia das equagoes (5.14).

Primeiramente, reescrevamos as equacgoes de campo e a condicao de nao-metricidade

na forma:
1
GY, =-rT", —w( 0" - §5Z Y0 .0), (5.20)
0¢ +¢“¢ =0, (5.21)
9" .5=-9""d . (5.22)

O célculo da divergéncia de Weyl da equacao (5.20) d&, como resultado,

1
G = KT =0 (670, = 506°0.) (523)

sV

Por outro lado, como consequéncia da segunda identidade de Bianchi, deduzida na
Secao 2.2.3, tem-se
G = =0,G" ). (5.24)

Logo, usando (5.21), (5.22) e (5.24) em (5.23), resulta
KT i = 60 G + 56,050 (5.25)
Levando em conta (5.20), finalmente chega-se a
v, 1%, =-T",0 ., (5.26)

ou, de maneira andloga,
v, (e?T",) = 0. (5.27)

Estamos agora em condigoes de mostrar, como mencionamos anteriormente, que o
acoplamento para a matéria dado em (5.13) assegura o cumprimento do principio de equi-

valéncia. E sabido que as equacoes de geodésicas podem ser diretamente deduzidas das
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equagoes de campo [37][38][39]. Consideremos, entao, um ensemble de particulas livres, isto
é, um ensemble suficientemente grande de particulas nao interagindo entre si que pode-se in-
terpretar como um fluido perfeito sem pressao (poeira). A forma do tensor momento-energia,
neste caso, serd T, = pyuaYopu®u®, onde p denota a densidade de energia e u” = % satisfaz
a condi¢ao de normalizagao em um referencial de Weyl v#*u,u, = 1. Partindo da equacao

(5.27), um calculo simples permite obter o seguinte resultado:
0"y, =0, (5.28)

onde o ponto e virgula (;) denota a derivada covariante calculada com a conexao de Weyl.
Desta maneira, as equagoes (5.28) sdo imediatamente identificadas com as equagoes das

geodésicas afins weylianas.

Por outro lado, a agao da matéria na teoria original de Brans-Dicke, S,, = [ d*\/=¢L,,,
leva a seguinte divergéncia covariante de Weyl para o tensor momento-energia:

Tl/

v

(9) _%T(w 2,17, (5.29)

8(/~gLm : D . .
com Tlgff) = ﬁ%‘ Considerando o mesmo raciocinio utilizado no caso anterior, esco-
lhendo y*u,u, = 1 e tendo em conta que agora temos T(9) = g“”TﬁElg,) = —e~%p, nao ¢é dificil

verificar que as linhas do universo das particulas do fuido satisfazem a equacao

.
uuuu;u = 7(¢u,u + ¢,u)7 (530>

que claramente nao representa a equacao das geodésicas, portanto concluimos que nao se

satisfaz o principio de equivaléncia.

5.3 A acao de Brans-Dicke no formalismo dos referen-

ciais de Weyl

Até agora temos trabalhado no chamado referencial de Weyl. Porém, pode ser inte-
ressante ver o que acontece quando consideramos a mesma teoria sob um novo ponto de vista,
isto é, onde o campo escalar geométrico é nulo, em um referencial de Riemann. Apliquemos
entao as transformagoes de Weyl (2.1) e (2.2) a acdo (5.2), adotando f = ¢. Levando em

conta a invariancia dos tensores de Riemann e Ricci por este conjunto de transformacoes, e
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que R =e /R, a acdo de Brans-Dicke (5.2) no novo referencial resulta

S - [ Ao/ (R(7,0) + wd®b.a) + (7, U, VD). (5.31)

Como consequéncia da invariancia da agdo da matéria definida em (5.13), o tultimo dos
termos em (5.31) preserva sua forma, isto é, S,,(7,0) = S,,(g,¢). Neste ponto, poderia se
questionar por que apods efetuar uma transformacao de gauge para obter um referencial no
qual o campo de Weyl é nulo, este estd presente na agao (5.31). Contudo, neste caso o campo
escalar ¢ nao representa o campo escalar de Weyl, mas aparece associado ao fator conforme
escolhido em (2.1) e (2.2). Em outras palavras, ¢ nao desempenha mais um papel geométrico

e consequentemente deve ser interpretado como um campo fisico, semelhante aquele da teoria

de BD.

Por outro lado, consideremos mais uma vez a equacao (5.31). Efetuando a identi-
ficacdo ¢ = V2we, é simples comprovar que esta teoria no referencial de Weyl corresponde,
através de uma transformagao de Weyl, a teoria de Einstein minimamente acoplada a um

campo escalar sem massa em um referencial de Riemann.

Da mesma maneira, as equagoes de campo (5.14) e (5.18) no referencial de Riemann

escreven-se

1
Ry — =vwR =KL -2(pu0, - 5%1,@’0@0,&), (5.32)

By =0, (5.33)

onde O é o operador d’Alembertiano calculado com os simbolos de Christoffel associados a

métrica 7y, .



Conclusoes

Consideramos que o resultado central deste trabalho consiste na demonstracao de que
a teoria da relatividade geral pode ser completamente reformulada num contexto geométrico
nao-riemanniano, mais precisamente, em uma geometria de Weyl integravel. Com esta mu-
danca na escolha da geometria, a gravitacao deixa de ser associada unicamente ao tensor
meétrico, e passa a ser descrita por uma combinacao de dois elementos, o tensor métrico g, e
um campo escalar ¢. Embora a partir dos anos 70 tenham surgido diversas teorias que consi-
deraram a geometria de Weyl integravel como a geometria do espago-tempo [15][16], ao que
sabemos, nao foi explorado até agora um ingrediente aqui considerado fundamental. Nossa
formulagao da teoria geral da relatividade carrega uma propriedade adicional: a invariancia
sob transformagoes de Weyl. Os definidos referenciais de Weyl, conectados por estas trans-
formagoes, proporcionam diversos enfoques do mesmo fenomeno fisico, como consequéncia
de ser caracterizados por diferentes geometrias (no sentido da métrica) e por um campo
escalar que também assume valores diferentes em diferentes referenciais. Por outro lado, a
invariancia garante que tanto as equagoes de campo quanto as equagoes das geodésicas pre-
servam sua forma, e as solugoes das equacoes que descrevem a dinamica do universo podem
ser reinterpretadas de acordo com o referencial considerado. Além do mais, para um calibre
especifico, o referencial de Riemann, a relatividade geral é recuperada em sua formulacao

original.

Como exemplo, para o caso particular dos espagos conformalmente planos, mostra-

mos que os efeitos gravitacionais podem ser analisados como se estivéssemos num espaco-
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tempo de Minkowski na presenca de um campo escalar como o tUnico responsavel pela
dinamica das particulas livres ou alternativamente, como efeitos da curvatura de um espaco-

tempo curvo em que o campo escalar aparece no tensor métrico.

Por outro lado, baseados no formalismo apresentado, comprovamos que a idéia de
considerar a geometria simplesmente como a linguagem para descrever os eventos fisicos, esco-
lhida de modo conveniente, é inteiramente consistente com nossos resultados. Em particular,
mostramos que o trabalho desenvolvido por Roxburgh e Tavakol [34] pode ser completamente

reinterpretado no contexto dos referenciais de Weyl.

Para finalizar, a diferenga da hipdétese original que supoe como solo matematico uma
geometria riemanniana, via o principio vartacional de Palatini encontramos que a teoria
gravitacional de Brans-Dicke escolhe naturalmente um tipo de estrutura geométrica mais
geral, a geometria de Weyl integravel. Este fato proporciona uma nova interpretacao para
o campo de BD, inicialmente considerado como o inverso da constante gravitacional. Nessa
versao original, o campo escalar participa na descricao da interagao gravitacional, mas nao
das equacoes geodésicas. Segundo o novo enfoque, o campo escalar é um objeto de carater
geométrico que define a estrutura espago-temporal, e desempenha um papel fundamental no
movimento de particulas e raios de luz. Mais especificamente, reformulando a proposta de
Brans e Dicke as equagoes de campo estao definidas num espaco de Weyl integravel com
uma métrica g, e um campo geométrico ¢. As particulas seguem, entao, geodésicas de
Weyl, nas que por definicao, o campo escalar participa. Contudo, ainda que a teoria original
nao seja invariante, é possivel aplicar uma transformacao de Weyl com o intuito de explorar
diferentes perspectivas. A escolha imediata foi considerar o referencial de Riemann, onde
recuperamos a conhecida geometria e descobrimos que a teoria de Brans-Dicke se transmuta
para se tornar a teoria de Einstein minimamente acoplada com um campo escalar sem massa.
Ainda mais, os resultados obtidos nesta ultima podem ser transportados ao contexto da teoria
de Brans-Dicke, por uma transformacao de Weyl. Este fato proporciona sem duvidas, novas

possibilidades que tentaremos desenvolver em futuros trabalhos.



APENDICE A

Relatividade geral e geometria de Riemann

A teoria da relatividade especial, publicada por Einstein em 1905, trata os fenomenos
mecanicos e electromagnéticos na auséncia de campo gravitacional. A geometria do espaco-
tempo o qual é denominado espago-tempo de Minkowski é definida pelas linhas de universo
das particulas livres ou da luz. Duas linhas de universo paralelas podem ser estendidas até o
infinito, sem que se interceptem, como na geometria euclidiana. Neste sentido, um espago de
Minkowski é um espago plano, porque obedece os axiomas do paralelismo euclidiano. Porém,
nao é exatamente um espaco euclidiano porque sua métrica é diferente: os fétons viajam
em linhas de universo de comprimento nulo [3]. Em consequéncia, a relatividade especial é

descrita por uma geometria plana, nao-euclidiana.

Por outro lado, na presenca de um campo gravitacional as linhas de universo de
duas particulas proximas que inicialmente sao paralelas, em geral deixarao de sé-lo. Por-
tanto, o espago-tempo da gravitacao nao ¢ plano. No contexto da geometria euclidiana, se é
abandonado o postulado de paralelismo, obtém-se um espaco curvo. Espacgos em que retas
inicialmente paralelas (geodésicas) ao serem estendidas nao permanecem paralelas incluem a

classe dos chamados espacos riemannianos.

A grande acerto de Einstein foi descobrir as semelhancas entre os espagos rieman-

nianos e a gravitacao. Identificou as trajetorias das particulas livres com linhas geodésicas

60 de 83



Apéndice A. Relatividade geral e geometria de Riemann 61 de 83

de um espaco curvo: as geodésicas substituem as retas do espago-tempo de Minkowski. A
teoria da gravitacao criada por Einstein que utiliza o espago-tempo curvo para representar

as trajetérias das particulas livres, é chamada teoria da relatividade geral.

Neste apéndice apresentaremos as nogoes fundamentais da relatividade geral como

uma teoria fortemente ligada a sua estrutura geométrica.

A.1 Principios da relatividade geral

Einstein criou uma teoria do espago-tempo e gravitacao que revolucionou as nocgoes
de espago e tempo ainda mais do que ja havia feito com a relatividade especial (RE). Uma
das idéias fundamentais que motivou sua formulacao reside no fato de que todos os cor-
pos sao igualmente afetados pela forga gravitacional independentemente de suas massas ou
composicao interna. Em consequéncia, dada uma mesma velocidade inicial todos os corpos
seguem exatamente a mesma trajetéria na presenca de um campo gravitacional. Este fato
¢ conhecido como principio de equivalencia. Por outro lado, nenhum corpo no universo se
move como particula livre no sentido newtoniano e, portanto, os referenciais inerciais apenas
podem ser considerados de maneira aproximada. Além do mais, nao existe um padrao na-
tural para as linhas retas na Natureza. Desta maneira, é natural supor que a geometria do
espago-tempo é nao-euclidiana, e que nesta geometria as trajetérias das particulas que inte-
ragem apenas com o campo gravitacional correspondem as trajetérias das particulas livres
no espaco-tempo de Minkowski. Aquilo que na teoria newtoniana da gravitacao é chamado
de campo gravitacional, na teoria de Einstein é substituido pelos efeitos de um espago-tempo
nao-euclidiano. Como foi mencionado, Einstein escolheu esta geometria como a criada por
Riemann. Na geometria riemanniana, a generalizacao das linhas retas de uma geometria
euclidiana é dada pelas chamadas linhas geodésicas. Naturalmente, este conjunto de curvas
preferenciais representam as trajetorias das particulas livres. Em poucas palavras, na teoria
geral, o espaco-tempo nao € plano, como na teoria da relatividade especial. As linhas de
universo das particulas livres num campo gravitacional sao as geodésicas associas a métrica

do espago-tempo curvo [4].

Uma versao alternativa do principio de equivalencia, conhecido como principio de
covariancia geral, estabelece que as equacoes fisicas devem ser invariantes por transformacoes
gerais de coordenadas [5] [6]. Isto significa que as equagoes fisicas devem ser escritas de

forma invariante, o que implica utilizar na formulacao matematica da teoria apenas tensores
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do espaco-tempo. Desta maneira, este principio estabelece que a métrica e combinagoes
covariantes de suas derivadas sejam as Unicas grandezas relativas ao espaco-tempo que podem
aparecer nas equagoes fisicas. Por outro lado, vale a pena destacar que este principio nao é um
principio de invariancia no sentido do principio da relatividade especial, mas um enunciado
sobre os efeitos da gravitacao, segundo o qual uma equacao fisica que é valida na auséncia
da gravitacao e como consequéncia de sua covariancia geral, é valida também na presenca de

gravitacao.

Uma segunda idéia que motivou Einstein na construcao da sua teoria geral foi o
principio de Mach. Como sabemos, a teoria newtoniana supoe a existéncia de um espaco
absoluto, a partir do qual sao definidos os referenciais inerciais, aqueles em repouso ou que
se movem com velocidade constante respeito ao espaco absoluto. Ernest Mach foi, na década
de 1880, o autor de uma das mais solidas criticas a esta concepcao. Sua hipotese estabelecia
que existe alguma influéncia da massa da Terra e outros corpos celestes que determinam os
referenciais inerciais [7]. Da mesma maneira, na teoria da relatividade especial a estrutura do
espago-tempo é dada de forma conclusiva e nao afetada pela distribuicao de matéria presente
no universo. Porém, na elaboragao da nova teoria geral da relatividade, Einstein aceitou as
idéias de Mach, embora a resposta dada pelo principio de equivalencia ao problema da inércia

esteja a meio caminho entre as visdes newtoniana e machiana [7].

A.2 Geometria Riemanniana

Como foi mencionado, a geometria Riemanniana foi a linguagem matematica esco-
lhida por Einstein para desenvolver sua teoria fisica. Nesta se¢ao, apresentaremos os conceitos
que definem essa geometria e estudaremos em profundidade as no¢oes matematicas nas que

se assenta a teoria geral da relatividade.

Comecemos, entao, com a definicao de conexao afim para uma geometria arbitraria.

Definigao A.2.1. Seja M uma variedade diferencidvel e seja T (M) o conjunto de vetores
diferenciaveis sobre M. Uma conexao afim é uma aplica¢io V : T(M) x T(M) — T(M),
denotada por (U, V) = ViV que satisfaz as sequintes propriedades

ViveguW = fYvW +gVyW, (Al)

Vv(U + W) =VyU + Vy W, (AQ)
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Vv (fU) =V (U + fvvU, (A-3)

onde V, U, W eT(M), e f, g sao fungoes escalares C> definidas sobre M.

A partir dessa definicao, deduzimos um resultado importante, que permite definir a

derivada covariante ao longo de uma curva diferenciavel.

ProposiA§A£o A.2.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e
seja V. um campo vetorial definido ao longo da curva diferencidvel o : (a,b) c R - M. Entao
existe uma unica correspondéncia que associa outro campo escalar % ao longo de o, com

V', tal que

D(V+U) DV DU

) o dn (A4)
D(V) _df .. DV
T R T (A-5)

onde a=a(N) e A€ (a,b).

Se o campo vetorial U()) é induzido por um campo de vetores Y € T'(M), entao

d

bu 4
dx-

=% = VyY, onde V' é o vetor tangente a curva «, isto é, V = Para uma demonstracao

desta proposicao, sugerimos a Ref. [19].

Estamos agora em condicoes de introduzir o conceito de transporte paralelo de um

vetor ao longo de uma curva.

Defini¢ao A.2.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V, «: (a,b) c
R — M uma curva diferencidvel sobre M e V um campo de vetores definido ao longo de
a=a(X). O campo vetorial V' se diz transportado paralelamente se % = 0 para todo

valor do parametro X € (a,b).

Entre todas as possiveis conexoes afins definidas sobre a variedade, as chamadas
conexoes simétricas desempenham um papel importante tanto na geometria riemanniana

quanto em geometrias mais gerais.

Definicao A.2.3. Uma conexdao afim V definida sobre M ¢é dita simétrica se para cada U,

V eT(M) se cumpre a sequinte condi¢ao:

vyU-vyV =[V,U]. (A.6)

A seguir, serd apresentada a nocao de compatibilidade riemanniana entre métrica e

conexao através da seguinte definicao:
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Definicao A.2.4. Uma conexdo V em uma variedade riemanniana M é compativel com a

métrica se, e somente se,
V[g(an)] :g(va,W) +g(U7 va), (A7>
para quaisquer campos de vetores U, V e W.

Neste ponto, estamos em condigoes de enunciar o teorema de Levi-Civita para uma

geometria de Riemann.

Teorema A.2.1. (de Levi-Civita) Dada uma variedade riemanniana M, existe uma inica

conexao afim V em M que satisfaz as sequintes condigoes
e V ¢ simétrica.
e V ¢ compativel com a métrica riemanniana.

A conexao dada por este teorema é chamada conezdo riemanniana (ou de Levi-
Civita) de M. As componentes desta conexao (ou simbolos de Christoffel) expressas em um

sistema de coordenadas {x%} tomam a conhecida forma
i L
{jk} =59 [Guj.k + Gk = Gjra] - (A.8)

Por outro lado, em termos dos simbolos de Christoffel e a partir da proposicao

(A.2.1), recuperamos a expressao para derivada covariante ao longo de uma curva a(\)

k )
DV _ {d” T d }Xk, (A.9)

AN | dx d\

onde V =viX; e X; = 52 (a())) [19].

A.2.1 Equacoes de geodésicas

Intuitivamente, geodésicas sao as linhas ”mais retas possiveis” que podem ser tracadas
em uma geometria curva. Fisicamente, estas curvas privilegiadas desempenham um papel

fundamental como trajetérias de particulas livres e raios de luz.

Para comecar, consideremos uma curva C' e um campo de vetores ao longo de C,

v. De acordo com a definigao (A.2.2) em um sistema de coordenadas {z*(\)}, dizemos
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que os vetores v(z) sdo transportados paralelamente ao longo da curva quando se cumpre

el A ey ~ . ~
[ZZ;\ =0, sendo A um parametro ao longo de C'. Utilizando esta mesma notacao, a continuagao,

introduzimos a definicao de geodésica afim.

Definigcao A.2.5. Uma geodésica afim é uma curva C' cujo vetor tangente v® = % 1
transportado paralelamente ao longo de C' desde x® € C' até x*(\) € C, isto é
D (dz~
—|——]=0. Al
DX ( d\ ) 0 (A.10)
Usando (A.9), a equagao (A.10) pode ser reescrita como
d*z® dx? daP
o —_— = A1l
SR W (A1)

onde Fgﬁ sao as componentes da conexao afim.

A forma da equagao de geodésica (A.11) é privilegiada no sentido de que o vetor
tangente transportado paralelamente ao longo da geodésica preserva seu comprimento. O

parametro A é chamado parametro afim e é definido a menos de uma transformagao linear
A =As+b, (A.12)

onde a,b sao constantes. Para finalizar, é interessante apresentar o seguinte teorema que

estabelece a existéncia e unicidade das linhas geodésicas.

Teorema A.2.2. Seja uma variedade M com uma conexao afim. FEntao, para cada ponto
x sobre a variedade e para cada vetor tangente v a M em x, existe uma linha geodésica que

passa por x e € tangente a v.

A demonstracao deste teorema é baseada nos teoremas de existéncia e unicidade das

equacoes diferenciais.

A.2.2 Tensor de Riemann

Segundo o que foi apresentado na primeira parte desta secao, partindo de uma co-
nexao afim dada é possivel definir o transporte paralelo de um vetor entre dois pontos p e ¢,
ao longo de uma curva C' (A.2.2). Contudo, o vetor V, obtido apés transportar paralelamente

o vetor inicial V,, em geral depende da curva que os conecta. Este fato pode ser utilizado
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para definir uma nogao intrinseca de curvatura. O tensor de curvatura Riemanniano é entao
responsavel pela variacao de um vetor transportado paralelamente ao longo de uma curva

fechada infinitesimal [4].
Para um espago de Riemann, e um sistema de coordenadas local, as componentes do

tensor de curvatura tém a seguinte forma:

R%.5, =15, -T2, 5+ 19,17 ~ o (A.13)

pve Bu v

onde I'?, sdo os simbolos de Christoffel definidos na equacao (A.8).

Se em lugar do tensor de Riemann definido acima consideramos sua expressao com-

pletamente covariante Ra,8, = goa 27 80, a0 é dificil ver que valem as seguintes propriedades:

o Roupy = Rpvayu (Stmetria);
® Roupy = —Ruapy = —Ropwp = Ruavp (Antissimetria);
o Roupy + Rovpp + Ravpyu (Propriedade ciclica);
® Roupvio + Ropop + Ropvop = 0 (Identidade de Bianchi).
A contracao do tensor de Riemann define, por outro lado, o tensor de Ricci:
Ry = gaﬁRauﬁu = Rﬁuﬁw (A.14)
Partindo desta definicao e utilizando as propriedades dadas acima é possivel demonstrar que

o tensor de Ricci é simétrico; isto ¢, R, = R,,,.

Para terminar, uma nova contragao leva a defini¢ao do escalar de curvatura Rieman-
niano
R=g"9°Royup, = 9" R’ 15, = 9" Ry (A.15)

A.2.3 Tensor métrico. Geodésicas métricas

Vimos que para definir o conceito de curvatura, o qual é expresso pelo tensor de
Riemann, necessitamos apenas de um tunico objeto geométrico, a saber, a conexao afim.
Contudo, nao é possivel ainda falarmos de comprimento entre dois pontos ou angulos entre

vetores. Incorporemos entao, um novo elemento, o tensor métrico.
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Consideremos um tensor covariante de segunda ordem simétrico, denotado por gz,
tal que detgns # 0. Dizemos que g,3 ¢ um tensor métrico, ou que define uma métrica na
variedade. Podemos, agora, definir comprimento de arco entre dois pontos de uma curva da

seguinte maneira:

Definicao A.2.6. Seja x%(\) uma curva parametrizada. O comprimento de arco entre
dois pontos x%(Ng) e x*(A\1) € definido por!

-

Vamos supor agora que um vetor k%(\g) em um ponto x%()\g) de uma curva para-

dxe dzb

Gap(N)—— Y d)\ (A.16)

metrizada é transportado paralelamente ao longo de z®(\). Admitamos a hipétese de que
no caso da parametrizagao afim este vetor preserva seu comprimento. Seja A = s o parametro

afim definido na segao (A.2.1), entdo temos que

A7
ds ds ds ( )
e da arbitrariedade do campo vetorial k¢

Dgag dxt

== - g5, =0, A18

onde o ponto e virgula (;) denota a derivada covariante ordindria calculada com os simbolos

de Christoffel, isto é

a 14
Yapin = Vugaﬁ—ﬂ IYagvs = L s9an- (A.19)

Como (A.18) ¢é independente da curva, obtemos

Yopi = 0. (A.20)

Espagos nos quais o tensor métrico satisfaz a condigao (A.20) e, além disso, a conexao

afim é simétrica, sao chamados espacos riemannianos.

A seguir, vejamos uma propriedade adicional das geodésicas a partir de uma métrica
dada. Veremos que estas curvas extremizam o comprimento de arco (dado pela métrica) de

curvas que passam por dois pontos determinados.

'E comum simbolizar a equacao (A.16) por [ = f/\);l ds, escrevendo ds? = g,gdr®dz”.
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Com esse intuito, consideremos uma curva diferenciavel C' sobre a variedade M
dotada de uma métrica riemanniana g,g. O comprimento de arco [ desta curva é dado por
(A.16). Vamos supor inicialmente que gag(\) % df/\ > 0 (curvas do tipo-tempo). Em primeiro

lugar, apresentamos a seguinte defini¢ao.

Definicao A.2.7. Seja x# = x#(\) a linha de universo de uma particula no espago-tempo.
Sejam x#(Ng) e (A1) dois eventos correspondentes a dois pontos parametrizados, respec-
tivamente por A\g e A\i. Chamamos tempo proprio decorrido entre esses dois eventos e

denotamos AT a expressao ?

dz> dz
AT = /\/gaB(A)HH d. (A21)

E possivel mostrar que uma condicao necessaria e suficiente para que uma deter-

minada curva C' extremize (A.21) é que C satisfaga as equagoes de Euler-Lagrange, dadas

ax (aavﬁ) B ;f; =0, (A.22)

por

onde f ¢é o integrando em (A.21) e v® = %. Definindo o parametro s por

ds dz® dzP
— = o A.23
ax \/g s (A.23)
a equacao (A.22) leva a
dzxo‘ dz* dxv
- =0 A.24
{’”’} ds ds ’ ( )

que é a equacao de geodésicas (A.ll) para o caso riemanniano [8]. Concluindo, temos que
num espaco riemanniano uma curva extremiza o comprimento entre dois pontos se, e somente

se, € uma geodésica.

Na discussao anterior, apenas foram consideradas curvas do tipo- tempo. No entanto,
sabemos que existem geodésicas para as que o comprimento entre dois pontos é zero, as
chamadas geodésicas nulas [6]. Estas tltimas ndo podem, evidentemente, ser definidas pela

variagdo de A7 em (A.21).

2E importante notar que na relatividade geral esta definigao é algada ao status de um postulado fisico: a
chamada hipdtese do reldgio [6].
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A.3 Equacoes de Einstein

Como foi mencionado, a teoria geral de Einstein supoe que o campo gravitacional é
uma consequéncia da geometria nao plana. Como resultado, a gravitacao deve estar relacio-
nada com o tensor de curvatura, que é construido a partir das derivadas segundas do tensor
métrico. Além do mais, inspirando-se de certa maneira nas idéias de Mach (ver Sec. (A.1)),
a teoria da relatividade geral considera que as propriedades geométricas do espago-tempo sao
determinadas pela distribuicao de matéria no universo. Nesta se¢ao, apresentaremos a lei

que mostra como as fontes do campo gravitacional determinam a métrica.

Suponhamos que 7T, ¢é o tensor momento-energia que permite descrever a distri-
buicao de matéria. Da relatividade especial, a equivaléncia entre a massa e a energia sugere
que todas as formas de energia atuam como fonte do campo gravitacional. Desta maneira,
¢ plausivel considerar 7}, como o termo de fonte nas equagoes de campo. Sabemos que no

espaco de Minkowski, o tensor momento-energia deve satisfazer a seguinte condigao:
o', =0, (A.25)

0 que expressa a lei de conservagao do momento e da energia da matéria.

Uma técnica derivada do principio de covariancia geral pode ser aplicada para obter
a equagao equivalente a (A.25) na presenca de gravitacao. Também chamado na literatura
principio de acoplamento minimo, este estabelece uma prescricao para obter as equacoes da
teoria geral, a partir das equacoes validas na relatividade especial: substitui-se a métrica
plana 7, por g,, e as derivadas ordindrias por derivadas covariantes. Assim, a generalizacao

da equagao (A.10) para um espago-tempo curvo nos dé

VT = 0. (A.26)

Por outro lado, temos que o tensor de Riemann é um tensor de quarta ordem,
enquanto o tensor de momento-energia é de segunda ordem. Em analogia com a equacao
do potencial gravitacional newtoniano V2¢ = 4mp, é natural considerar alguma grandeza
construida a partir do tensor de curvatura com a mesma ordem que o tensor T,5. O tensor
de Ricci (A.14), constitui uma possivel escolha. As equagoes de campo poderiam ser dadas
por R.p = kT,s, sendo k uma constante. Porém, estas equagoes nao sao consistentes com

(A.26) j& que em geral, R*, # 0. Por outro lado, se consideramos uma contragao das
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identidades de Bianchi (propriedade dada em (A.2.2)), chegamos a uma equagao importante
para o tensor de Ricci [7]
G, =0, (A.27)

onde o tensor contravariante de segunda ordem, G*?, é chamado tensor de Einstein e tem a
seguinte forma

1
G = R - 5gaﬁR. (A.28)

Este tensor é simétrico, linear nas segundas derivadas da métrica e obedece a condigao (A.27),
que tem a mesma forma que (A.26). Desta maneira, G*? constitui um melhor candidato para

participar nas equa(gées de campo, que finalmente se escrevem
Gag = /iTag. (A29>

Estas sao as chamadas equagoes de Einstein e foram deduzidas aqui com os mesmos argu-
mentos utilizados originalmente por Einstein. Contudo, David Hilbert foi o primeiro a obter

as mesmas equagoes a partir de um principio variacional. Veremos este resultado a seguir.

A.4 Equacoes de campo a partir do principio variacio-

nal de Hamilton

Hilbert propos que todas as teorias, fisicas e matematicas deviam ser deduzidas
a partir de um conjunto de axiomas, o que contribuiria para esclarecer a estrutura logica
das teorias fisicas. Para a teoria da gravitacao, os axiomas implicavam usar um principio
variacional a partir de uma agao, onde as componentes do tensor métrico sao consideradas
as grandezas independentes a serem variadas. Além disso, postulou que esta acao deveria
ser uma grandeza escalar e que as equacoes de campo obtidas dessa maneira deveriam ser

equacoes diferenciais de segunda ordem em g, [8].

Assim o principio variacional proposto por Hilbert comeca especificando uma densi-

dade lagrangiana, fungao do tensor métrico g,, e de suas derivadas, dada por

S= | £gas ugas)d'z, (A.30)

sendo {2 uma regiao finita da variedade. O principio de acdo minima estabelece que se

fizermos variagoes arbitrarias da métrica dg,s que se anulem sobre a superficie do volume €2,
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entao a métrica g,,, buscada devera ser aquela para a qual S seja um extremo, isto é, 65 =0

em primeira ordem na variacao ¢, .

A densidade lagrangiana geométrica L mais simples que pode ser construida usando

Jap € suas derivadas, envolve o escalar de curvatura R na forma

Lo =/ gR. (A.31)

Assim, a acao integral torna-se
Sa = [ V—gRd*z. (A.32)
Q

Efetuando a variacao de (A.32) na regiao (2 obtém-se
dS¢ = [(g‘”‘\/—géRW + R, 0[g"\/=g])d z. (A.33)

Introduzindo um sistema de coordenadas local onde os simbolos de Christoffel se

anulam, a variagao das componentes do tensor de Ricci é dada pela equacdo de Palatini [6]

Ry = (6T0,) =0 () (A.34)

Como as derivadas parciais da métrica se anulam em 2, (A.34) pode ser escrita como
9" R, = (9"}, — "Ly, ) 5 = AN (A.35)

Dado que temos uma divergéncia total, entao, pelo teorema de Stokes, a integral do termo
acima contribui apenas com um termo de superficie. Ja que a métrica e suas derivadas se

anulam sobre a superficie de €2, o primeiro termo de (A.33) nao contribui para 6S¢.

Consideremos agora o iltimo termo da equagao (A.33). Usando §,/=¢g = —%\ /=99ap0g"P,

temos que
1
B9 /=) = V09" + "6/ = /T (69 - 59" 9aadg™?). (A.36)
Substituindo (A.36) em (A.33), obtém-se

1
0Sq = f N (Rag - iRgag) Sg*Pdiz, (A.37)



Apéndice A. Relatividade geral e geometria de Riemann 72 de 83

ou, em termos do tensor de Einstein,
5S¢ = f Naremr et o (A.38)

Suponhamos agora a presenca de outros campos além do campo gravitacional, os
quais sao descritos por uma densidade lagrangiana L), a lagrangiana da matéria. A agao da

matéria escreve-se
Sy = /ifEM\/—gd‘Lx. (A.39)

A variagao do argumento na equagao (A.39) dé como resultado

vt = TG g S s (A0

uma vez que, em geral, a lagrangiana depende da métrica e das derivadas da métrica. Defi-

nimos o vetor B como
B*= [Va EM]& . (A.41)
9

cuja divergencia ordinaria é dada pela seguinte expressao

B)\)\ _ {8[\/__9£M]} 5g,u1/ + a[ﬁﬁM] 69’;;1/ (A42)

ag;lj),:/ 89:“;\1/
Substituindo este dltimo resultado em (A.40), chega-se a

5[\/__Q£M] [ng] guu_{a[%?fm} 59“V+B)‘7/\. (A.43)

Assim, a integral de B ) contribui apenas como um termo de superficie, como consequéncia
do teorema de Gauss. Como dg,, se anula sobre a superficie, esta 1ltima integral se anula,

o que finalmente leva a

55 - [( [V/=L] {a[Fgcm} )(MW%_ (Aad)

dgrv dgH 5

Definindo

o1 (a[FgﬁM]_ {a[ngMJ} ) (A.45)

dgrv dgH
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como o tensor momento-energia simétrico, chega-se a
0SSy = K,/ V=9T,,0g" d"z. (A.46)

Finalmente, usando as equagoes (A.37) e (A.46), o principio variacional leva as

equacoes de campo para a teoria da relatividade geral
1
Raﬁ - §Rga5 = KTag, (A47)

em concordancia com (A.29).



APENDICE B

Teoria gravitacional de Brans-Dicke

B.1 Teoria de Brans-Dicke

Em 1961, Brans e Dicke publicaram uma nova teoria que tornou-se o protoétipo
das teorias alternativas a relatividade geral de Einstein [43]. Esta teoria inclui um campo
escalar, o qual, junto com o tensor métrico da relatividade geral, descreve a gravitacdo. A
motivacao mais importante provém da cosmologia, a saber, a busca de uma nova teoria que
incorporasse explicitamente o principio de Mach, o qual nao aparece de maneira explicita na

teoria de Einstein.

A teoria de Brans-Dicke parte de uma agao que, no chamado referencial de Jordan

¢ dada por
S(BD) — [ d*/=g [(,pR+ — " QP V(gp)] +S0m) (B.1)

onde r
m d m
S = —F fd4x\/_—gL( ), (B.2)

é a acao que descreve a matéria ordindria e w um parametro sem dimensoes. O fator ¢
no denominador do segundo termo entre colchetes em (B.1) é introduzido para tornar w

adimensional. A matéria nao se acopla diretamente com ¢, no sentido que a densidade
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lagrangiana L{™) nao depende de ¢ (acoplamento minimo com a matéria), porém ¢ se acopla
diretamente com o escalar de Ricci. Assim, o campo gravitacional é descrito pelo tensor
meétrico g, e pelo campo escalar de Brans-Dicke ¢, os quais descrevem a dinamica juntamente
com os campos varidveis da matéria. O potencial escalar V' (¢) constitui uma generalizacao
natural da constante cosmoldgica e se reduz a uma constante ou a um termo de massa;
frequentemente é considerado quando a teoria de BD é usada na construcao de modelos do

universo primordial ou em cenarios onde se faz a hipdtese de quintesséncia.

Como ja foi comentado, a motivacao original para introduzir a teoria gravitacional
de Brans-Dicke foi a procura de uma teoria que contivesse o principio de Mach. Um problema
local como o estudo da solucao de BD, equivalente & solucao de Schwarzschild da relatividade
geral, leva em consideracao a matéria cosmoldgica distribuida no universo e o fato de que o
acoplamento gravitacional é gerado por esta matéria através do campo cosmolégico ¢. Ao
contrario, na teoria da relatividade geral o acoplamento gravitacional é constante e é possivel

considerar que a solu¢ao de Schwarzschild despreza os efeitos do resto do universo [26].

Variando a ac@o (B.1) em relacdo a g, e usando as relagoes ja conhecidas

5(V75) = ~5 /900", 83

S(VZ9R) = /75 (P = 5 ) 39 = /3G (B.4)
onde G u € o tensor de Einstein calculado com os simbolos de Christoffel, obtém-se a equagao

de campo

~ K’ w 1 1
G,,:——T(f,”)Jr—( Y= = G a)—— . ), B.5
wo = =T+ 5\ P = 59w, SO(w, JuwPia) ~ gu (B.5)

onde

) _ 2 0(/~gL™)

m) - _ - (B.6)
V=9 og*

é o tensor momento-energia associado a matéria. A variagdo com respeito a , por outro

lado, fornece

- 2w w av
R-—¢%+ —p%pqa——=0. (B.7)
TR dy
Tomando o trago de (B.5), segue
- T(m) o vV
_ %so 00— o ol (B.8)
¥ ¥ ¥ ¥
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e, usando esse resultado em (B.5) para eliminar R da equacao (B.7), tem-se

1
C2w+3

Hed

90;04

(H’T(m) + gpd—v - 2v) (B.9)
dep

sempre que w # —%. Para este valor determinado do parametro, é necessario recorrer a

equagao (B.7), a qual resulta

3 o2 o
R+—po-==¢%pa———=0. (B.10)

Por outro lado, para w = -2, (B.5) escreve-se

~ K' 3 1 1 Vv
GV:——T(;”)__( = =G a)__ Y= Gy 0Y) — — ”) B.11
o= =T = 525 \ P = 50w P ) = 2 (P = Iwia) = 50 (B.11)
e o trago ¢ dado por

~ T 3 S Ve

R=rts - 2 poy, 3P ol (B.12)
2 9
v 20 ey

E claro que as equacdes (B.10) e (B.12) sao incompativeis, a menos que 7' =0 e V = ¢2.
Isto significa que para w = —% o sistema de equagoes diferenciais para g,, e ¢, (B.5) e (B.7),
fica indeterminado. Consequentemente, é possivel obter uma solu¢ao para g,, escolhendo
um valor fixo para o campo escalar. Por exemplo, tomando ¢ = ¢y constante, (B.5) torna-
se as equagoes de Einstein sem constante cosmoldgica onde a constante gravitacional G é
substituida por ¢y. Por outro lado, obtém-se um resultado semelhante considerando-se o
potencial escalar como sendo nulo e efetuando a transformacao conforme g, = e ¢g,,, dado

que a transformacao do tensor de Einstein é da forma

3

. 1 1 "
G,W = G,u/ - ﬁ (w,u§0,11 - 59}“/%0,04%0,0) - ;(LP,M;V - g,uVLPSa) (B13)

Este fato matematico € interpretado na literatura como a equivaléncia conforme entre a teoria

gravitacional de Brans-Dicke e a relatividade geral para o caso em que w = —3/2 [44][45].

Considerando novamente um valor arbitrdrio para o parametro w, a partir de (B.9)
vemos que o campo ¢ tem como fonte a matéria nao-conforme, exceto no caso em que
T = Tk, = 0. No entanto, ¢ nao acopla diretamente com T;EZL) ou LM O campo

escalar ¢ interfere com a matéria apenas através do tensor métrico g,, segundo a expressao

(B.9).
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Por outro lado, é importante destacar que a forma da agao (B.1) sugere que o campo

escalar de BD desempenha o papel de acoplamento gravitacional, j& que

G(p) = é. (B.14)

Outra caracteristica desta teoria é que no limite do parametro w — oo, na maioria dos
casos ela é indistinguivel da relatividade geral. De fato, embora esta situagao seja comumente
citada na literatura, ¢ verdade que muitas solucoes exatas da teoria de BD nao reproduzem
a correspondente solucao da RG quando w — co. As excecOes parecem estar associadas a
solucoes onde o traco do tensor momento-energia é nulo, isto é, T = 0. O fato de que
o limite w — oo da teoria de BD nem sempre reproduz a relatividade geral assinala uma
diferencga conceitual entre ambas as teorias. Na teoria de BD o acoplamento gravitacional é
determinado por toda a matéria presente no universo, de acordo com o principio de Mach.
Portanto, carece de sentido considerar solucoes para o vazio, que trivialmente tém 70 = (.
Ao contrario, a teoria de Einstein, com um acoplamento gravitacional constante, permite
considerar solugoes no vazio com R, = 0. Assim, o limite w — co nao reduzird as solugoes de
BD com T'(™) = () as solucoes da RG, as quais correspondem a uma situacao fisica basicamente
diferente [26] [46].

Como comentario final, é interessante destacar que a teoria proposta por Brans e
Dicke tem servido como base para varias teorias da gravitagao alternativas a relatividade
geral. Entre muitas destas que aparecem na literatura, as que parecem mais interessantes
sao as teorias escalares-tensoriais, as quais generalizam a teoria de BD. Estas incluem também
teorias em que o campo escalar nao se acopla minimamente com a geometria e as teorias de

matéria induzida [26].

B.2 Solucoes cosmolégicas na teoria de Brans-Dicke

Nesta secao, apresentaremos solucoes do tipo Friedman-Robertson-Walker para a

teoria de Brans-Dicke no referencial de Jordan. Consideremos a métrica dada por

dr?
1-kr?

ds® = —dt® + a*(t) ( +12df* + r? sin® 6’d2gb) , (B.15)

em coordenadas polares co-méveis. As solugoes de vazio (a(t), ¢(t)) correspondem a T,S,T) =0

e tém o campo escalar gravitacional como tunica fonte formal de gravidade, enquanto na
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presenca de matéria as solugoes sao obtidas admitindo-se que a matéria ordinaria é descrita

por um fluido perfeito com tensor momento-energia escrito na forma
T = (0 + pU Yuyu, + p g, (B.16)
com equacao barotropica de estado dada por

P = (a=1)p™, (B.17)

sendo o uma constante que toma valores no intervalo 0 < a < 2. Aqui podemos incluir
a constante cosmoldgica A reinterpretando-a como se tivessemos um fluido obedecendo a

equagao (B.17) com a = 0.

Como vimos, dado que ¢ nao se acopla diretamente com a matéria em (B.1) e a

densidade Lagrangiana L("™) nao depende de ¢, T,ET) é covariantemente conservado, isto é,
VYT = 0. (B.18)

Usando este resultado para um fluido perfeito, temos

dt

+3H(p™ +p(™) =0, (B.19)

sendo H = % o parametro de Hubble. Aplicando a condicao (B.17), é possivel integrar (B.19)

para obter
C

(m) - =
p - 0,30" (B2O>

onde C' é uma constante associada as condicoes iniciais.

Consideremos agora as solugoes cosmologicas exatas para a teoria de Brans-Dicke.

Muitos dos trabalhos realizados considerando estas solucoes supoem a condi¢ao de contorno
lim a®(t)p(t) =0 (B.21)

quando nos aproximamos da singularidade cosmoldgica, isto é, do big bang [26].

Quando a matéria é descrita por um fluido perfeito como em (B.16) e V(¢) = 0,

usando (B.20) a equagao satisfeita pelo campo escalar de BD se reduz a

8

— 5 (4-3a sk (B.22)

a3 '

54 3G =
¥ ¥ 9
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Supondo uma solugao para o fator de escala do tipo lei de poténcia
a=apt?, (B.23)

a equacao para o campo de BD torna-se

. 3¢, St(4-3a)C
—p= ———— {7 B.24
v t 14 (2w + 3)ad™ ( )

B.3 Solucao de O’Hanlon e Tupper

A solugao apresentada por O’Hanlon e Tupper [47] corresponde ao vazio, V() =0

e aos valores do parametro de BD w > —%, w % 0, —%, e é dada por

a(t) = ag (i)q* , (B.25)

to

e(t) = po (%) , (B.26)

com

(w+1i 2w+3)7 (B.27)

C1F/3(2w+3) (B.25)

satisfazendo 3¢ + s = 1. Esta solucao apresenta uma singularidade quando ¢t - 0, e nao é

consistente com a condigao inicial (B.21). Quando w — +o0, o limite da solugao é
a(t) o< t13,p = const. (B.29)

Este resultado nao reproduz a correspondente solucao da RG, que é o espaco-tempo de
Minkowski.

Outro fato interessante é que no limite quando w = -4/3, a solu¢ao de O’Hanlon-

Tupper aproxima-se do espaco de de Sitter
a(t) = age™, (B.30)

p(t) = poe*, (B.31)
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com H constante. Esta solucao difere do modelo de Sitter, o qual é obtido na teoria de

Einstein tomando-se o campo escalar constante [26].
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