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“Fsta conezdo (ou ajustamento)

entre todas as coisas criadas

faz com que cada substancia simples

tenha relagoes que expressam todas as outras,

e, consequentemente,

que cada substancia stmples

seja um espelho vivo perpétuo do universo.

Do mesmo modo como uma mesma cidade

vista a partir de angulos diferentes

parece ser totalmente diferente

e, por assim dizer, ter se multiplicado de vdrios angulos,
da mesma maneira

acontece que,

por causa da profusao infinita de substancias simples,
existe, por assim dizer, um numero igualmente infinito de universos diferentes,
que sao, no entanto,

apenas angulos de uwm unico universo...

E este ¢ 0 modo de se ter a maior variedade possivel,
mas com a maior ordem possivel,

ou seja, este € o modo de se ter a maior perfeicao possivel.”

G.W. Leibniz — A Monadologia [Smolin 2005]



Resumo

Investigamos a cosmologia de modelos regidos por uma teoria escalar-tensorial geométrica,
construida numa geometria de Weyl integravel. Tal teoria corresponde a teoria da Relati-
vidade Geral, minimamente acoplada a um campo escalar sem massa, no referencial onde a
geometria é Riemanniana. Apresentamos os elementos fundamentais da geometria de Weyl
e estendemos o formalismo hamiltoniano da Relatividade Geral para esta geometria, prepa-
rando assim o formalismo para descrever teorias ambientadas na geometria de Weyl. Propo-
mos uma folheagao invariante por transformacoes de Weyl, a qual emprega o campo escalar
de Weyl, oriundo da geometria, como um relégio natural para a evolucao do universo. Singu-
laridades cosmoldgicas sao verificadas nas predigoes das solugoes classicas do modelo FLRW e
removidas quando tratamos a cosmologia quantica deste modelo. As transformacoes de Weyl
sao investigadas no espago de fase, onde induzem transformagoes canonicas que viabilizam a
equivaléncia fisica entre os referenciais de Riemann e Weyl tanto no regime cldssico como no

quantico.

PALAVRAS-CHAVE: Geometria de Weyl, singularidades cosmoldgicas, cosmologia quantica,

transformacoes canonicas.
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Abstract

We have investigated cosmological models governed by a geometrical scalar-tensor theory in
the framework of the Weyl integrable manifolds. Such as theory corresponds to the general
relativity, minimally coupled to a massless scalar field, in the frame where the geometry is
riemannian. We present the fundamental elements of the Weyl geometry and we extend the
hamiltonian formalism of the general relativity to this geometry. We propose a foliation
invariant by Weyl transformations, in which the Weyl scalar field plays the role of a clock
to measure the evolution of the foliation. Cosmological singularities are verified in the clas-
sical solutions of the FLRW model and avoided in the quantum cosmology approach. The
Weyl transformations provides a canonical transformations between two related frames and
a unitary operator is defined to map these two frame in the quantum regime. The physical

equivalence in the quantum level is discussed.

KEYWORDS: Weyl geometry, cosmological singularities, quantum cosmology, canonical trans-

formations.
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CAPITULO 1

Introducao

Como em outros momentos, a fisica trava uma constante e instigante batalha pelo
entendimento dos fenomenos naturais. Diversos grupos de pesquisa em todo o mundo buscam
teorias para explicar observagoes experimentais e outros intimeros grupos buscam observar
experimentalmente predicoes tedricas. Dentre as questoes que propulsionam esta busca por
explicacoes, estd a conciliacao da relatividade geral com a teoria quantica dos campos, ou
seja, a busca por uma teoria quantica da gravitacao. Pode-se afirmar entao que a gravita¢ao
quantica é uma das mais ativas areas da pesquisa em fisica tedrica. No vasto panorama da
gravidade quantica, a cosmologia quantica [DeWitt 1967] surge como uma importante e ativa
abordagem para o entendimento dos efeitos quanticos na dinamica do universo, sendo um
de seus alvos o problema da singularidade cosmolédgica. Nesta abordagem aplica-se a fisica
quantica ao universo como um todo com o intuito de tratar de questoes conceituais enquanto
ainda nao dispomos de uma completa e consistente teoria quantica para a interacao gravi-
tacional [Bojowald 2015]. Foi mostrado em diversos trabalhos, vide [Halliwell 1990], que a
quantizagao canonica de modelos cosmoldgicos evita singularidades previstas classicamente,
substituindo-as por solucoes onde o universo atingiria um valor finito do seu fator de escala,
ditos bounces [Novello e Bergliaffa 2008]. E fato que esta abordagem também apresenta pro-
blemas conceituais, como o dito problema do tempo abordado em [Isham 1992, Kiefer 2000].

Contudo, advoga-se que problemas estruturais de teorias sao também justificativas para se

1de 77
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investiga-las. De fato, apesar de sua simplicidade tedrica e eficiéncia experimental, a teoria da
relatividade geral sofre também de problemas conceituais, dentre eles a predigao de singulari-
dades presentes nas principais solugoes desta teoria [Belinski 2014, Hawking e Ellis 1973]. A
investigacao destas e demais questoes trazem a tona a necessidade de corregoes nas teorias vi-
gentes, sejam essas mudangas na dinamica do modelo cosmoldgico padrao e/ou a contribuicao

dos efeitos quanticos dos campos de matéria que alimentam a geometria [Shapiro 2008].

E possivel entao que o problema das singularidades deve ter sua solucao via a
conciliacao da interacao gravitacional classica com sua versao quantica. Contudo, efei-
tos quanticos nao sao os unicos tratamentos para a predicao de singularidades no modelo
cosmoldgico padrao. Ha também abordagens puramente classicas onde a geometria subja-
cente ao espaco-tempo ¢é estendida para uma classe de geometrias nao-Riemannianas, vide
[Almeida et al. 2014, Scholz 2009, Lobo et al. 2015, Sotiriou 2006]. Os graus de liberdade
geométricos adicionais fornecidos por esta generalizacao sao capazes de ampliar as possi-
bilidades de solucoes nao-singulares, sem, com isso, lancar mao da existéncia de energia e

matéria exdticas.

A motivagao para investigar modificagoes da Relatividade Geral vem da fisica de
altas-energias, pois quando se toma em consideracao correcoes quanticas, as agoes gravi-
tacionais efetivas requerem termos de alta ordem do escalar de curvatura R, e/ou campos
escalares nao-minimamente acoplados ao R [Shapiro 2008]. E importante citar que a seme-
lhanga entre esta agoes efetivas e as teorias f(R), ou escalares-tensoriais, nao implica uma
relacao direta entre elas. Contudo, tais semelhancas sao tteis para um estudo qualitativo
dos fenomenos destas modificagdes da teoria de Einstein [Sotiriou 2006]. De fato, se nosso
alvo sao as singularidades, é coerente tratar com uma teoria gravitacional que considere
este regime, pois espera-se que as energias envolvidas nos processos nas proximidades das

singularidades sejam altissimas.

Tanto a cosmologia quantica como as teorias escalares-tensoriais tém permitido pos-
sibilidades de se evitarem singularidades e até mesmo explicar as fases de expansao acelerada
do universo. Muitas investigagoes estao sendo conduzidas por meio destes dois ramos. A
combinagao destas duas linhas pode, entao, enriquecer ainda mais o entendimento sobre os
processos gravitacionais. Como exemplo, na referéncia [Fabris et al. 1999] os autores estu-
dam a cosmologia quantica de teorias escalares-tensoriais com acoplamento nao-minimo. A
obtencao de solugoes foi possivel gracas a um procedimento comum no estudo de teorias
escalares-tensoriais, que sao as transformagoes conformes na métrica. Contudo, trabalhare-

mos na incorporacao das transformacoes de Weyl nos procedimentos da cosmologia quantica.
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Nossa expectativa esta no fato que teorias com acoplamento minimo e nao-minimo estao re-
lacionadas por estas transformacoes. Na verdade, a geometria de Weyl fornece uma classe
de referenciais ligados por um campo escalar que participa diretamente na geometria do
espago-tempo, assim como o tensor métrico. Isto se assemelha ao papel desempenhado pelos
campos de calibre que compensam os termos devido a invariancia local de uma teoria frente

a mudanca de calibre.

Apresentaremos aqui a anélise de um modelo cosmoldgico espacialmente homogéneo
e isotrépico, o modelo de Friedmann-Lemaitre, descrito pelo elemento de linha de Robertson-
Walker. A dinamica deste modelo sera regida por uma teoria da gravitacao ambientada em
uma geometria nao-riemanniana, dita geometria de Weyl. No capitulo 2 os principais ele-
mentos da geometria de Weyl serao apresentados. Veremos que a generalizacao da geometria
riemanniana promovida por Weyl definird uma classe de variedades geometricamente equiva-
lentes. Denotaremos assim cada uma das variedades desta classe como um referencial, onde
as suas propriedades geométricas serao bem entendidas. Vemos com grande relevancia esta
generalizacao pois surge naturalmente da geometria da variedade um campo escalar em pé
de igualdade com o tensor métrico no que diz respeito as quantidades geométricas definidas

sobre as variedades.

Campos escalares vém sendo empregados em diversos modelos e teorias com o in-
tuito de solucionar predi¢oes problemdticas das teorias vigentes. Contudo, sua natureza é
dificilmente esclarecida. Geralmente tais campos sao inseridos nas teorias e modelos ad hoc.
Veremos entao como um campo escalar é fornecido naturalmente pela geometria e discu-
tiremos alguns pontos que achamos relevante desfrutar quando nos é fornecido um campo
oriundo da geometria do espago-tempo. Além da questao citada acima, vamos nos ater bas-
tante ao fato da geometria de Weyl permitir um conjunto de transformacgoes que relaciona as
variedades da sua classe de equivaléncia. Veremos que estas transformacoes farao correspon-
der uma teoria escalar-tensorial com acoplamento nao-minimo a uma teoria minimamente
acoplada a um campo escalar nao-massivo. Esta tltima teoria é nada mais que a teoria da
relatividade geral minimamente acoplada a um campo escalar sem massa em um referencial

onde a geometria retoma seu carater riemanniano.

As ditas transformacoes de Weyl relacionarao dois referenciais que classicamente se
mostram equivalentes, porém suas equivaléncias fisicas sao bastante discutidas, tendo um
consenso majoritario que em um regime quantico tal equivaléncia é perdida. Para uma
esclarecedora discussao sobre o tema vide [Faraoni e Nadeau 2007]. Porém a equivaléncia

discutida em [Faraoni e Nadeau 2007] é promovida por uma transformacao conforme no ten-
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sor métrico entre os dois referenciais, conhecidos como referenciais de Jordan e Einstein. Nés
mostraremos que no caso dos referenciais relacionados pelas transformacoes de Weyl a equi-

valéncia fisica serda mantida no regime quantico, sob a perspectiva da cosmologia quantica.

Quando nos referimos a cosmologia quantica, estamos considerando a quantizacao
canonica de um modelo cosmoldgico, como feito seminalmente em [DeWitt 1967]. Ou seja,
dado um modelo cosmolégico descrito por um elemento de linha e a respectiva acao que
dard a dinamica deste modelo, a funcao lagrangiana associada ao modelo é obtida e dela
é construido uma descricao hamiltoniana do modelo, via transformada de Legendre. Desta
maneira, o modelo cosmoldgico tendo sua dinamica descrita no espaco de fase se adéqua ao
formalismo de quantizagao canonica, onde as varidveis canonica, coordenada e momento ca-
nonicamente conjugado a coordenada, sao promovidos a operadores que atuam num espago
de Hilbert construido com as ditas fung¢oes de onda. Desde que o sistema fisico a ser quan-
tizado é um modelo cosmologico, logo tais fungoes de onda levam a alcunha de funcoes de
onda do universo. A obtencao dessas funcoes de onda se faz mediante a solucao da equacao
de Wheeler-DeWitt. Tal equacao, que na mecanica quantica de sistemas nao-relativisticos,
desempenha o papel da equacao de Schrodinger, é obtida ao se promover a operador a funcao
hamiltoniana obtida via transformada de Legendre da lagrangiana do modelo. Como vere-
mos no capitulo 3 esta funcao hamiltoniana desempenha o papel de vinculo entre as varidveis
canonicas, reflexo da invariancia da teoria dinamica frente reparametrizacoes. Portanto de-
dicamos o capitulo 3 para uma analise do formalismo hamiltoniano de teorias ambientadas
numa geometria de Weyl. Teremos que uma construcao que deixa invariante por mudanca
de referencial as quantidades fisicas possibilitara uma extensao direta do formalismo ADM
[Arnowitt et al. 2008], diferentemente do que fizemos em [Barreto et al. 2015], onde esta in-
variancia nao foi imposta e termos adicionais surgiram na obtencao da lagrangiana ADM.
Entretanto, deve-se salientar que em ambas as extensoes que fizemos, o formalismo ADM
riemanniano é recuperado quando o campo de Weyl é constante. Como ja haviamos comen-
tado, este resultado nos serve de bussola para nao nos afastarmos de maneira irretornavel aos
resultados ja bem estabelecidos da teoria da relatividade geral e da cosmologia relativistica

padrao.

Consideraremos no capitulo 4 a comparagao entre duas representagoes do mesmo
modelo. Devido a imensa importancia e abrangéncia de modelos cosmolégicos regidos pela
relatividade geral minimamente acoplada a um campo escalar nao-massivo, nds conside-
raremos um modelo que corresponde a estes modelos padroes via transformacao de Weyl.

Quando cada um desses modelos for representado no formalismo hamiltoniano, poderemos
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mostrar que ha uma transformacao canonica que relaciona os dois espacos de fase. Ou seja, as
transformagoes de Weyl induzem transformagoes canonicas que mantém esta correspondéncia
ainda no formalismo hamiltoniano. Estudando as solucoes classica do modelo em um referen-
cial podemos obter as solugoes para o modelo descrito no outro referencial. Analisaremos a
existéncia de singularidades cosmoldgicas nestes modelos mediante analise das solucoes obti-
das e discutiremos brevemente a extensao dos teoremas de singularidade de Hawking-Penrose
para o caso de teorias gravitacionais ambientadas na geometria de Weyl integravel. Desde
que estes teoremas evidenciam de maneira geral a existéncia de singularidades, poderemos
usa-los para corroborar nossas conclusoes sobre as solugoes particulares obtidas em cada

referencial.

E portanto interessante analisar em seguida se a quantizacao canonica destes modelos
é capaz de curar as singularidades preditas classicamente. Procederemos entao realizando a
quantizacao canonica dos modelos em cada referencial e mostraremos que a equivaléncia fisica
entre estes referenciais sera mantida no regime quantico, entre os resultados fisicos obtidos da
cosmologia quantica de cada modelo. O problema da singularidade cosmoldgica serd entao
tratado no capitulo 5 onde também definiremos um operador que desempenhara o papel das
transformacoes de Weyl no regime quantico. Esta definicao serd viabilizada desde que no
capitulo 4 iremos obter a funcao geradora das transformacoes canonicas que desempenham
o papel das transformacgoes de Weyl no espaco de fase. Podemos assim esquematizar o
emprego das transformagoes de Weyl no nosso trabalho no diagrama apresentado no final

deste capitulo.

De fato, veremos que pode-se construir um conjunto de transformagcoes canonicas
que levam as hamiltonianas dos dois referenciais a uma hamiltoniana com a mesma forma
funcional. Mostraremos que esta tltima é mais facilmente quantizada pois leva diretamente
a uma equacao de Wheeler-DeWitt com a mesma forma funcional da equagao de Schrodin-
ger, onde a variavel canonica transformada do campo de Weyl desempenhara o papel de
parametro temporal na evolucao do sistema quantico. Sob esta perspectiva, os valores es-
perados e demais quantidades fisicamente relevantes mostram-se qualitativamente idénticas,

evidenciando assim a equivaléncia fisica entre os referenciais no regime quantico.

Acreditamos que este resultado dd4 uma nova luz sobre a discussao da equivaléncia
fisica entre representacoes distintas de modelos cosmoldgicos em teorias escalares-tensoriais.
Pois, diferente do que trata-se comumente, as transformacoes de Weyl podem conter a peca
perdida para se provar tal equivaléncia. Veremos como isso se estabelece nos capitulos se-

guintes.
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'Quantizacdo, 'Quantizagdo,
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CAPITULO 2

Elementos da Geometria de Weyl

Neste capitulo trataremos de apresentar os principais elementos da geometria de
Weyl. Tendo em mente que consideraremos teorias de gravitacao ambientadas nesta geo-
metria, devemos portanto conhecer e apresentar as diferentes caracteristicas trazidas a tona
por esta generalizacao direta da geometria pseudo-Riemanniana. Contudo, apesar de ser um
simples procedimento, os novos elementos que nascem com tal generalizacao desempenham
um papel sutil, porém fundamental, na compreensao dos fenomenos fisicos sob o ponto de
vista de um grupo de referenciais mais amplo que os difeomorfismos da teoria da relatividade
geral. Deste modo, a geometria de Weyl mostrara-se nao s6 como uma unica geometria, mas
sim como uma classe de equivaléncia entre geometrias que estao ligadas por transformagoes
que preservam o carater geométrico da mesma. Os resultados apresentados neste capitulo
foram obtidos em [Lobo 2013] e [Lobo et al. 2015].

7de 77
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2.1 Conexao afim de Weyl

A geometria de Weyl resulta de uma generalizacao que, de maneira sucinta, trata-se
de um mero enfraquecimento de um dos postulados da geometria riemanniana: o postulado
de metricidade (ou condigao de compatibilidade riemanniana). A prépria geometria rieman-
niana desenvolveu-se também do enfraquecimento de um dos postulados de sua precursora,
a geometria euclidiana. O abandono do quinto postulado da geometria euclidiana, postu-
lado das paralelas, fez nascer o estudo de uma nova classe de geometrias, ditas geometrias
nao-euclidianas, da qual a geometria Riemanniana faz parte. Agora o que iremos abandonar
da geometria riemanniana ¢é a condi¢ao de compatibilidade riemanniana, a qual estabelece o

seguinte postulado:

Postulado 2.1.1 (Condigao de compatibilidade riemanniana). Seja M uma variedade dife-
rencidvel dotada com uma conexdo afim V e um tensor métrico g. Para qualquer campo de

vetores U, V, W e T'(M), nds requeremos que

VIg(U,W)]=g(VvUW)+g(UvyW). (2.1)

Tal condicao é equivalente ao requerimento que a derivada covariante do tensor
métrico seja zero. Isso implica que o comprimento de um vetor preserva-se inalterado por
um transporte paralelo. Ou seja, uma das propriedades do vetor é privilegiada perante as
outras, as quais se alteram por meio de tal transporte quando ha curvatura nao-nula. Além
disso, temos na geometria riemanniana o postulado que a conexao V seja livre de torcao, ou
simétrica. Isto se representa pelo fato que para quaisquer campos vetoriais U,V € T'(M), a

seguinte condicao ¢ assegurada:
vyU-vyV =[V,U]. (2.2)

O lado direito da eq.(2.2) é a definicao de Derivada de Lie, £,U = [V,U], a qual ndo depende
da conexao. Porém, se a derivada covariante esta associada a uma conexao livre de torcao,
ou simétrica, as derivadas parciais da definicao da derivada de Lie podem ser substituidas
por derivadas covariantes. Estes postulados enunciados acima nos levam ao famoso teorema
de Levi-Civita, o qual afirma que na geometria riemanniana a conexao afim é completamente

determinada pelo tensor métrico [Carmo 1988, Berger 2007].

Em meados de 1918, Hermann Weyl decidiu rever a geometria riemanniana fazendo
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justica aos iguais diretos entre as propriedades dos vetores [Afriat 2009]. O comprimento dos
vetores agora poderiam sofrer as consequéncias de um transporte paralelo em uma variedade
com curvatura nao-nula. Tal ideia o levou a assumir uma nova condi¢ao de compatibilidade,

a saber:

Postulado 2.1.2 (Condigao de compatibilidade weyliana). Seja M wuma variedade dife-
rencidvel dotada com uma conexdo afim V, um tensor métrico g e um campo de 1-forma o,
chamado campo de Weyl, globalmente definido em M. Teremos que V é Weyl-compativel

com g se para quaisquer campos de vetores U, V,W e T(M), a sequinte condicdo € satisfeita:

VIg(UW)]=g(VvU W) +g(U,vyW)+a(V)g(UW). (2.3)

Claramente esta é uma generalizacao do conceito riemanniano de compatibilidade
entre a conexao e o tensor métrico. Se o campo de Weyl for nulo, nés recuperamos a condicao

de metricidade riemanniana.

E portanto bastante natural esperar que uma versao generalizada do teorema de
Levi-Civita seja assegurada se nds nos restringimos a conexoes simétricas, ou seja, livres de

torcao. De fato, nés temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.3 (Levi-Civita estendido). Em uma dada variedade diferencidvel M dotada
com um tensor métrico g e um campo de I1-forma diferencidavel o definido em M, existe

somente uma unica conexao afim V tal que ela seja simétrica e Weyl-compativel.

Demonstragao. Vamos inicialmente supor que V existe. Entao, da eq.(2.3) nds temos as

seguintes equacoes

UlgW, V)] = g(VuW, V) +g(W,vuV) +a(U)g(V, W), (2.4)
VIig(UW)] = g(VvUW)+g(U,vyW)+a(V)g(U W), (2.5)
Wig(V,U)] = g(vwV,U) +g(V,VwU) +a(W)g(U,V), (2.6)

resultante das permutagdes dos trés campos vetoriais. Logo, somando eq.(2.4) e (2.5), e

subtraindo (2.6), além de considerar a simetria da eq.(2.2), nds iremos obter

29(VoV, W) = Ulg(V,W)]+V[g(UW)]-WI[g(U,V)]
g([‘/v W]7 U) - g([U7 W]v V) - g([Uv V]v W)

o(U)g(V,W) =a(V)g(U, W) +o(W)g(U,V). (2.7)
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Se a conexao afim V existe, a eq.(2.7) mostra que esta é univocamente determinada pelo
tensor métrico g e o campo de Weyl de 1-forma o. Neste ponto torna-se interessante assumir
uma parametrizagao definida em um sistema de coordenadas local {x?}, com a =1, ...,n (onde
n é a dimensao da variedade). Desta maneira, sendo as componentes da conexao afim neste

sistema de coordenadas dadas em termos da base natural {0, } por [Schutz 1980]
I'f.0, = Va,0., (2.8)

nés podemos mostrar, via egs.(2.2 e 2.7), que as componentes da conexao afim sdo comple-
tamente expressas em termos das componentes do tensor métrico g e do campo de Weyl o

na referida base:

1
ch = {gc} - §gad (gdbo-c + GdcOb — gbcgd) 5 (29)

onde {¢ } = %g“d (Gab.c + Gdep — Goe.a) denota os simbolos de Christoffel de sequnda espécie. [

E importante notar que a condicao de compatibilidade de Weyl, expressa na eq.(2.3),
pode ser interpretada como o requerimento que a derivada covariante do tensor métrico g,
na diregao de um dado campo vetorial V' € T'(M), nao seja nula. Portanto, diferente do que
ocorre na geometria riemanniana, a derivada covariante do tensor métrico é proporcional ao

campo de Weyl o, definido na variedade M. Em outras palavras, nés devemos ter
Vg=0®g (2.10)

onde o ® g denota o produto direto de o e g. Como foi mostrado, este novo requerimento, que
generaliza a geometria riemanniana, nao interfere na determinacao da conexao V unicamente
em termos de g e 0. Podemos obter uma compreensao clara do papel geométrico do campo
de Weyl através do transporte paralelo de campos de vetores nesta geometria. Apresentamos

a seguinte proposicao:

Corolario 2.1.4. Seja M uma variedade diferencidvel dotada com uma conexao afim V, um
tensor métrico g e um campo de Weyl de 1-formas o. Se V é Weyl-compativel, entao para
qualquer curva suave o = a(\) e quaisquer pares de campos vetoriais Ve U, transportados

onde % denota o vetor tangente a curva c.
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Se nés integrarmos a eq.(2.11) ao longo da curva «, comegando de um ponto Py =

a(Ag), entao nds iremos obter:
9V () UN)) = gV (), U())eo 7. (2.12)

No caso de U =V, e denotando por L(\) o comprimento do vetor V' (\) em um dado ponto
P = «a()\) da curva, é possivel mostrar que em um sistema de coordenadas local {z?} a

eq.(2.11) torna-se
dL o, dz°

a2 d\

Vamos considerar agora o conjunto de todas as curvas fechadas « : [a,b] € R - M, ou seja,

(2.13)

com «(a) = a(b). Entao, a seguinte equagao
g(V(0),U(1)) = g(V (a), U(a))eh 2D (2.14)

definirda um grupo de holonomia, cujos elementos sao, em geral, uma composicao de uma
transformacao homotética e uma isométrica. Se estamos interessados em preservar o com-
primento de vetores transportados ao longo da curva fechada, entao devemos tratar apenas
com os elementos deste grupo que correspondem a uma isometria. Deste modo, nés devemos

requerer que

para qualquer curva fechada (loop). Nos valendo do teorema de Stokes, temos que, para
atender este requerimento, o campo de Weyl o deve ser uma forma exata, isto é, deve
existir uma funcao escalar ¢, tal que o = d¢. Neste caso nds estaremos tratando com
o que é frequentemente referido como uma variedade de Weyl integrdvel (no inglés Weyl
Integrable Space-Time, WIST'). Estes variedades foram estudadas em [Novello et al. 1992],
[Romero et al. 2012], [Poulis e Salim 2014] e [Almeida et al. 2014].

A geometria de Weyl fornece portanto uma classe de variedades que sao distinguidas
pela triplice (M, g,0), cuja qual nés chamamos de um referencial de Weyl. Esta classe de
variedades tem como caracteristica comum a condigao de compatibilidade de Weyl, dada na
eq.(2.11). E possivel relacionar dois referenciais de Weyl mediante uma transformagao que

preserva a eq.(2.11). Portanto, para ir de um referencial (M, g, o) para um outro referencial
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(M,7g,7), nés realizamos a seguinte transformagoes simultaneas em g e o:

elqg, (2.16)
o +df, (2.17)

g

Ql
I

onde f é uma funcao escalar arbitraria definida em M. Evidentemente o mapeamento con-
forme, eq.(2.16), e a transformagao de calibre, eq.(2.17), estabelecem uma classe de equi-
valéncia ao conjunto dos referenciais de Weyl. E importante mencionar que o descobrimento
da invariancia da compatibilidade de Weyl sob este grupo de transformacoes foi a motivacao
que levou Hermann Weyl a sua tentativa de unificar gravidade e eletromagnetismo. Weyl
estendeu o conceito de espaco-tempo para uma colecao de variedades equipadas com uma
estrutura conforme, ou seja, o espago-tempo seria visto como uma classe de métricas lorent-

zianas [g] conformalmente equivalentes [Weyl 1952].

2.2 Espaco-tempo de Weyl integravel

De agora em diante focaremos nossa atengao ao caso particular de um espago-tempo
de Weyl integravel (WIST). Como ja foi mencionado, o conjunto (M, g, ®), consistindo de
uma variedade diferencidavel M dotada com uma métrica g e um campo escalar de Weyl ¢,
serda chamada de um referencial de Weyl. Neste caso particular de um espago-tempo de Weyl

integravel a eq.(2.17) torna-se

d=d+f. (2.18)
E importante notar que a arbitrariedade de f permite-nos escolhé-lo de tal maneira que
¢ =0. Ou seja, se tomarmos f = —¢ na equacao acima, iremos obter um referencial deno-
tado por (M,g = e/g,¢ = 0). Este é um referencial especial que chamaremos Referencial
de Riemann, pois no sentido da condicao de compatibilidade este referencial apresenta uma
geometria riemanniana, V.g,, = 0. Este simples fato tem consequéncias tteis e interessantes.
Uma consequéncia é que sendo g = e"?g invariante sob as transformagoes de Weyl, dadas nas
eqs.(2.16) e (2.17), logo qualquer quantidade geométrica construida exclusivamente com g é
também invariante. Outros objetos geométricos, tais como as componentes do tensor de cur-
vatura R%

Buv?
invariantes sob as transformagoes de Weyl.

as componentes do tensor de Ricci I, e o escalar e‘i’g“”Rw, sao evidentemente

Devemos enfatizar que devido as transformacoes de Weyl estabelecerem uma relagao
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de equivaléncia entre os referenciais (M, g, ¢), é mais natural focar nossa atengao sobre esta
equivaléncia entre os referenciais antes que sobre um particular referencial. Deste modo, uma
variedade de Weyl deve ser considerada como um referencial (M, g, ¢) que é somente definido
“a menos de uma transformacao de Weyl”. Logo uma variedade de Weyl deve ser tratada
selecionando um referencial na classe de equivaléncia, e aplicando somente construgoes inva-
riantes ao referencial escolhido. Deste ponto em diante, seria mais natural redefinir alguns

conceitos riemannianos para se enquadrar aos requerimentos de invariancia de Weyl.

Este ponto de vista é analogo ao modo como ¢ tratado a geometria conforme, um
ramo da geometria no qual os objetos geométricos de interesse sao aqueles os quais sao
invariantes sob transformagoes conformes. Como exemplo, poderiamos citar o angulo entre
duas diregoes [Kobayashi 2012]. Neste mesmo espirito poderia-se naturalmente modificar a
definicao de todas as integrais invariantes quando tratarmos com a integracao de uma forma
exterior. Vamos considerar a forma p-dimensional de volume riemanniana definida como
Q= /=gdx'A...Ad2xP, a qual nao é invariante sob transformacoes de Weyl. Podemos redefinir

este elemento para torna-lo invariante sob transformacoes de Weyl da seguinte maneira:
Q=/—ge 2%z A ... Ada?, (2.19)

Em acordo com uma variedade de Weyl integravel, seria mais natural redefinir o conceito
de “comprimento de uma curva” para também ser um invariante. Como uma consequéncia,
nossa nocao de tempo-proprio como o comprimento de arco de linhas de mundo em espaco-
tempo lorentziano 4-dimensional deve também sofrer modificacoes. Em face disto, iremos
redefinir o tempo proprio A7, medido por um relégio movendo-se ao longo de uma curva
tipo-tempo parametrizada z# = z#(\) entre os pontos z#(a) e x#(b), de tal modo que At
seja 0 mesmo para qualquer referencial. Assim como ocorre na teoria da relatividade geral,
somos motivados a tornar tudo que é fisico independente do referencial. Isto nos levara a

seguinte definicao:

Y (_ dxrdaxv 2 _rh
AT:fa (QWKK) d“fa ¢

Deve-se notar ainda que a expressao acima pode ser também obtida da definicao de tempo

we-

dx* dzv 3
_—— . 2.2
(g“” ) d)\) A (2.20)

préprio na teoria da relatividade restrita pelo o uso da prescri¢ao 7,, - e ®g,,. Claramente
o lado direito desta equagao é invariante sob transformacoes de Weyl e reduz-se a expressao

conhecida do tempo préprio na teoria da relatividade geral em um referencial de Riemann.
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Tomamos AT, dado na eq.(2.20), como a extensao da hipdtese do relégio! para um referencial
de Weyl arbitrario, ou seja, consideraremos que A7 é o tempo proprio medido por um relogio
preso a particula que segue sua linha de mundo. A extremizacdo desta nova definicao do

funcional tempo-préprio invariante (2.20) leva as equagdes

d?zH i 1 dx® dzP
5 - =gt av v¥P o~ Ya v ————=0. 2.21
o [ - 50 G+ g0 - 0030 ' (2.21)
Temos escolhido o parametro A de tal modo que
a drB
e“f’gag%% = K = constante. (2.22)

Sendo a eq.(2.22) constante ao longo da curva, podemos, mediante uma transformacao afim,
identificar o parametro A como o tempo préprio 7. Devemos salientar ainda que a eq.(2.22)
¢ uma maneira de tornar o comprimento do vetor tangente a uma curva independente do
referencial. Outra consequéncia é que a métrica invariante preserva a dualidade entre veto-
res covariantes e contravariantes (ou a rela¢ado univoca entre um vetor e sua correspondente
1-forma) independente de referencial. Requerer esta invariancia implica usar a métrica in-
variante para levantar ou subir indices das componentes dos vetores. Podemos escrever a

eq.(2.21) como
dr? Bdr dr

e perceber que se trata exatamente das equacoes das geodésicas afim em um espaco-tempo de

(2.23)

Weyl integrével onde I'} ; = {5} - 20" (9o ® 5+ 9pvP.0 — Gap® ), concordando com a eq.(2.9),

¢ a conexao de Weyl integravel.

Portanto, a extensao do postulado geodésico pelo requerimento que o funcional dado
na eq.(2.20) seja um extremo é equivalente a postular que as particulas devem seguir as
geodésicas afim definidas pela conexao de Weyl, Fzﬂ. Naturalmente, desde que a conexao
de Weyl e o parametro tempo préprio 7 sao invariantes quando mudamos de um referencial
de Weyl para outro, logo as equagoes das geodésicas afim, dadas pela eq.(2.23), sdo também
invariantes sob transformagoes de Weyl. Devemos acrescentar que, como é conhecido, o pos-
tulado geodésico também aborda a propagacao de raios de luz no espaco-tempo. Contudo,

devido a luz se propagar em curvas tipo-luz, nao podemos usar o tempo préprio para para-

LA hipétese do relégio surge implicitamente no trabalho de Albert Einstein sobre a teoria da relatividade
restrita, em 1905, como a suposicao que a marcha de um relégio anexo a uma particula nao depende da
aceleracao desta particula, mas somente da velocidade instantanea da mesma. Isto equivale ao fato que este
relégio medira o tempo préprio no intervalo entre dois eventos na linha de mundo da particula.
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metrizar tais curvas. De fato, os raios de luz devem seguir geodésicas afim nulas, as quais
nao estao definidas em termos do funcional dado pela eq.(2.20). Entretanto a propagagao da
luz é caracterizada pelo seu comportamento com respeito ao transporte paralelo. Logo esten-
deremos este postulado simplesmente assumindo que os raios de luz seguirao as geodésicas

afim nulas da geometria de Weyl.



CAPITULO 3

Extensao do Formalismo ADM

Com o intuito de aplicar a quantizacao canénica em modelos cosmoldgicos regidos
por uma teoria gravitacional ambientada em uma variedade de Weyl integravel, nés tratare-
mos neste capitulo de estender o formalismo de Arnowitt-Deser-Misner (ADM) considerando
a condi¢ao de compatibilidade de Weyl, dada pela eq.(2.3) no Postulado 1.1.2. Nesta extensao
iremos assumir que a 1-forma de Weyl é a diferencial exata de um campo escalar, caracte-
rizando assim a variedade como Weyl integravel. Contudo nao fixaremos nenhuma acao a
priori. Desta maneira, portanto, esta extensao do formalismo ADM se aplicard para uma
classe de teorias gravitacionais ambientadas em uma variedade de Weyl integravel. Ao final
do capitulo apresentaremos uma proposta de folheagao invariante que surge naturalmente em

espacos-tempos de Weyl integravel.

16 de 77
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3.1 Decomposicao do espago-tempo na forma (1+43)

O formalismo ADM [Arnowitt et al. 2008], que é uma maneira de representar a te-
oria da Relatividade Geral no formalismo hamiltoniano, consiste em descrever a dinamica
gravitacional do espago-tempo quadrimensional como a evolugao temporal de hipersuperficies
tipo-espaco. Ou seja, o problema de obter solucoes para as equagoes de campo de Einstein é
convertido em um problema de valores inicias onde, dada a configuracao inicial da hipersu-
perficie, é possivel determinar sua configuracao em um instante posterior. Contudo, diferente-
mente do formalismo lagrangiano, o formalismo hamiltoniano requer a quebra da covariancia
do espago-tempo separando-o em espago e tempo, em uma forma (1+3) [Wald 2010]. Por-
tanto, o primeiro ponto que se deve considerar na construg¢ao hamiltoniana de uma teoria
métrica da gravitagao é sobre a viabilidade em folhear o espago-tempo quadridimensional M

na forma (143). Tal viabilidade requer condigbes sobre a estrutura causal da variedade M.

Para que a variedade M possa ser folheada em uma sucessao temporal de hipersu-
perficies a tempo constante ¥;, a variedade precisa ser globalmente hiperbdlica. Foi mostrado
em [Geroch 1970] que a condigao necessaria e suficiente para uma variedade ser globalmente
hiperbdlica é que exista uma superficie de Cauchy para M. Isto implica que M é topologi-

camente equivalente a IR x 3, onde X é alguma superficie de Cauchy. Deste modo, teremos

M = U Y. (3.1)
teR

Para um estudo mais detalhado da relacao entre a estrutura causal e a topologia de uma
variedade, sugerimos [Wald 2010] e [Joshi 2007].

Portanto, desde que t = constante define uma folha >, podemos definir um vetor
unitério tipo-tempo n normal a ¥; e direcionado para o futuro. A 1-forma associada com n
¢ proporcional ao gradiente de ¢, em termos de suas componentes em uma base coordenada
temos

n, =NV, (3.2)

onde
1

Nz —— (3.3)

NP
é a funcao lapso, a qual mede a variacao no tempo préprio 7 = NJt entre os eventos p e p’,
como mostra a figura 3.1 [Gourgoulhon 2012]. Note que a fun¢ao lapso estd sendo definida

de maneira invariante frente transformagoes de Weyl. Isto esta de acordo com nosso interesse
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em estender o formalismo ADM para comportar variedades de Weyl integrével.

n

1ot
ZZ
Fonte: [Gourgoulhon 2012], p. 58.

Figura 3.1: Folheagao do espago-tempo por um familia de hipersuperficies tipo-espaco.

E importante agora definir o operador de projecao 11,,,, o qual representa a primeira
forma fundamental de ¥ induzida pela métrica v, e atua projetando qualquer vetor de T\, M

sobre T,X, o espago tangente a subvariedade Y. Segue a definicao do projetor 1I,,,:
IL., =Y —nyn,. (3.4)
Naturalmente, verifica-se as propriedades de um operador de projecao, ou seja
I, 1% =11} = 07, —n"ny, (3.5)

onde temos definido de maneira andloga a eq.(3.4) que I/, = v* —ntn” e temos usado o fato

que n®n, = 1. Além disso, por defini¢ao teremos que II,,,n* = 0.

Agora seja t* um campo vetorial tipo-tempo correspondendo ao fluxo dado pela

funcao tempo global t, o qual deve obedecer a equacao
vt =1. (3.6)

Tal campo vetorial, que pode ser interpretado como observadores, gera as curvas que in-
terceptam eventos em M de modo que toda a variedade é varrida por uma congruéncia de
curvas tangenciadas por t#. Desde que t* nao é necessariamente ortogonal a ¥;, podemos

decompo-lo nas suas componentes paralela e perpendicular a ¥,
t* = Nn* + N, (3.7)

onde N* = [I4t* sdo as componentes do wvetor desvio, o qual determina a projecao de t*

em Y;. Fica nitido assim que N* representa as componentes de um vetor tipo-espaco, pois
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N#n, = 0. Isso nos permite definir N, =1II,, N” = ~,, N”. A interpretacao geométrica desta

decomposigao é representada na figura 3.2

Fonte: [Moura 2010], p. 11.

Figura 3.2: Diagrama do espago-tempo representando o significado geométrico da funcao
lapso e do vetor desvio.

No caso de t# ser perpendicular a ¥, teremos N# = (. Se os observadores sao iden-
tificados com o vetor unitario ortogonal n#, estes sao chamados de observadores Fulerianos
ou fiduciais. Fisicamente isto significa que, para os observadores Eulerianos, >; é localmente
uma superficie de simultaneidade [Gourgoulhon 2012]. Neste sentido, podemos definir um
sistema de coordenadas adaptado a folheagcao do espaco-tempo onde sobre cada folha ¥; nds
introduzimos o sistema de coordenadas espaciais x* = (x', 2%, x3). O sistema de coordenadas
xt = (t,2') sera bem comportado sobre M desde que o sistema de coordenadas varie sua-
vemente ente superficies vizinhas [Gourgoulhon 2012|. Este sistema de coordenadas x# estéd

associado a base natural 9, de T, M,

Logo, teremos da eq.(3.2) e da eq.(3.3) que
n, = No¥, (3.9)
enquanto que, devido a isso a eq.(3.6), teremos

o) = 1. (3.10)
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Podemos ainda obter as componentes contravariantes n# = y*“n,,, como
B (TP 4 )y = — (%~ NP (1 - N) (3.11)
nt = "), = <5 Ny . )

Logo, teremos que n,, = (N,0) e n* = (1/N,-Ni/N). Estes resultados nos permitem obter as
componentes do tensor métrico 7,, em termos das quantidades decorrentes da folheagao, ou

seja, em termos de hy,, N e N*. Das egs.(3.2, 3.4 e 3.7) podemos escrever
A = TIM + nFn”. (3.12)

Como as componentes 19, TI% e II sao nulas neste sistema de coordenadas, teremos que

1 N?
wy - | N2 N 3.13

a qual pode ser invertida para fornecer as componentes do tensor covariante 7,

N2+ NEN, N
(V) = ( ]). (3.14)

Além disso, no caso onde as coordenadas espaciais sdo co-mdéveis, tal que N° = 0, é imediato

obter da matriz acima a seguinte identidade
V—yd*z = NV-Tdtd*x, (3.15)

que sera utilizada na decomposicao da lagrangiana de uma dada teoria na forma 1+3. Fi-
nalmente podemos escrever o elemento de linha infinitesimal ds? = 7, dx#*dz” em termos das

variaveis decorrentes da folheacao do espago tempo, ou seja
ds? = (N2 + Nka) dt* + 2Ny dx*dt + 11;dx' da? . (3.16)

O espago-tempo M passa agora a ser descrito pelas varidveis ADM: {N, N¢ IL;;}.

Além da decomposicao do tensor métrico em termos das variaveis ADM, é importante
obtermos uma relagao que informe como a subvariedade ¥ se encontra imersa na variedade

maior M. Ou seja, estamos interessados em obter a curvatura de X com respeito a M. Esta
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informagcao serd dada pelo tensor de curvatura extrinseca K,,, o qual é definido como segue

223
K =TTV angs. (3.17)

Este tensor sera invariante por transformacoes de Weyl e é uma quantidade puramente es-
pacial, pois podemos verificar que K,,n* =0 e I8 K,3 = K,3. Além disso, pode-se verificar
que K, ¢ simétrico, K,, = K,,. A curvatura extrinseca surgird naturalmente na decom-
posi¢ao do tensor de curvatura da variedade M em termos da folheacao, na forma 14+3. Via
equacoes de Gauss—Codazzi, poderemos decompor o tensor de curvatura quadridimensional
W Rg,, em termos do tensor de curvatura intrinseca, )R, , e a curvatura extrinseca, K,

da hipersuperficie ¥ imersa em M.

Anéloga a definicao do tensor de curvatura quadridimensional, o qual é obtido cal-
culando o seguinte comutador

VuViVs = VoV Vs = WRY,Va, (3.18)

nos casos livres de torcao (I'y, = I'¢,), teremos que a definicio do tensor de curvatura
intrinseco sera decorrente do seguinte comutador:

D,D,Vs-D,D, V5= ®R% V., (3.19)

onde D,V, representa a projecao da derivada covariante de um vetor arbitrdrio V' sobre a
hipersuperficie ¥. Ou seja, definimos a derivada covariante de um dado tensor Togl'::%z sobre
a hipersuperficie como sendo dada por
ay...0p o o Os Y

D, 1% =11 1o 1% 100 A1 v, 1700 (3.20)
Seguimos o formalismo ADM considerando as modificagbes para incorporar a geometria de
Weyl. De fato temos simplesmente considerado redefinir as quantidades geométricas do for-
malismo de maneira que sejam invariantes por uma transformacao de Weyl. Esta construcao
invariante resulta em expressoes idénticas as equacoes obtidas no formalismo ADM na geo-

metria Riemanniana. Contudo, deve-se ter em mente que incorporado a estas quantidades

geométricas estd o campo de Weyl. Da equagao de Gauss-Codazzi teremos [Bojowald 2010],

@ R = 1110117, D Ry oy = Koy Ky + Ko K. (3.21)
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Note que o primeiro termo & direita da igualdade é a proje¢ao do tensor ) R;,,, na hi-
persuperficie . Como pretendemos tratar com teorias métricas que envolvem o escalar de
curvatura R, podemos obter uma expressao para ele em termos desta folheacao. No caso da
acao de Einstein-Hilbert, o qual o setor gravitacional é descrito simplesmente por R, essa

decomposicao levara a conhecida Lagrangiana ADM [Arnowitt et al. 2008].

Seja entao o escalar de curvatura definido como,
(DR = ypv~of (4)Rw5m (3.22)
logo,podemos escrever que
DR = (I + ntn) (1% + non®) DR, (3.23)

Devido as simetrias nos indices das componentes do tensor de curvatura, teremos que a

equacao acima resulta em
@R = T 117, 11015, D Ry, + 2 W Rognn®. (3.24)
Usando a eq.(3.21) na equacao acima, teremos
WR=OR+K?- K"K, +2 YR, zmn”, (3.25)
onde temos feito as seguintes contracgoes
COR=T" PRy, e K=TI"K,,. (3.26)

Ou seja, ®)R é o escalar de curvatura intrinseca e K o traco da curvatura extrinseca de X.

O ultimo termo da eq.(3.25) pode ser escrito em termos da folheagao desde que
(4)Ra5nan6 = K, s K% - K>+ v, (n’BK - 705%) , (3.27)

onde a, = n*V,n, é a quadriaceleracao medida pelos observadores Eulerianos. Finalmente,
usando a eq.(3.27) na eq.(3.25), obtemos a decomposigao do escalar de curvatura quadri-
dimensional em termos das quantidades definidas na folheacao do espaco-tempo na forma
1+3,

WR=COR-K?+ K, K" +2v,A", (3.28)
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onde definimos o vetor A# = ntK — v*q,. Deste modo, se estivermos tratando com uma

teoria descrita pela acao
S= f 'z /7R, (3.29)

logo poderemos escrever

§= [ doitan+2 [ da/7v,an (3.30)
onde identificamos a Lagrangiana ADM,
Lapy = YR-K?+ K, K", (3.31)

Ja o dltimo termo da eq.(3.30) costuma ser desconsiderado, pois, por ser um termo de di-
vergéncia total, nao colaborara para as equagoes de movimento dos principais modelos fisicos

estudados.

3.2 Formalismo Hamiltoniano

A representacao da teoria gravitacional no formalismo hamiltoniano parte da trans-
formagao das varidveis no espago de configuracao para o conjunto das variaveis que descrevem
o sistema fisico no espaco de fase. Este procedimento ocorre via transformada de Legendre,
a qual associa a lagrangiana do sistema no espago de configuracao, o funcional L(q,q,t), a

uma funcao definida no espaco de fase, a hamiltoniana H(q,p,t), da seguinte maneira
L(g,4:t) = Y 4p - H(q,p, 1), (3.32)
a
onde ¢ sao as coordenadas generalizadas e p os respectivos momentos canonicamente conju-

gados p = dL/0q.

Devemos inicialmente obter as expressoes para os momentos canonicamente con-
jugados a cada varidvel ADM. Denotaremos por 7°, n* e 7% 0s momentos canonicamente

conjugados a N, N; e II;;, respectivamente. No caso da agao dada na eq.(3.30), teremos:

o = OLapu piz 2au oy Oany (3.33)
ON oN; oI1;,

onde o ponto denota derivada ao longo do campo de vetores t#, que no sistema de coordenadas
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adaptado corresponde a coordenada temporal . Contudo, notemos da eq.(3.31) que o escalar
de curvatura intrinseca a > nao possui termos com derivadas na direcao de t#, pois este escalar
¢ depende apenas das partes espaciais da métrica e suas derivadas espaciais. Por outro lado,
a curvatura extrinseca, que carrega a informacao sobre a imersao de X em M, deve possuir

termos de derivada em t. De fato, podemos verificar que, pela defini¢ao de K, teremos
KOO = O = K0i7 (334)
enquanto que as componentes nao-nulas serao dadas pela seguinte relacao

i)

a qual, calculando as componentes da conexao com a métrica invariante dada na eq.(3.13) e

eq.(3.14), fornece a expressao
1
Kij =55 [2DNj) = 00(7i3)] (3.36)
onde utilizamos a seguinte notacao
1 k k
D Njy = 3 [0;N; = TEN;, + 9;N; - TE N, ] . (3.37)

Conclui-se com isto que a tnica varidvel que possui derivadas no tempo é a 3-métrica inva-
riante v, = e ?g;;. E 1til neste ponto considerar a métrica de DeWitt, também chamada

supermétrica, definida como

1

Gy =
My /I

(IL;p 10y + L 105 — 11,510 (3.38)
cuja inversa é dada por,
GM =TI [% (T* ! + TTTI%) — Hijnkl] : (3.39)
para expressar a eq.(3.31) como,
Lapy = N (GME Ky +VITOR). (3.40)

Finalmente, teremos que os momentos canonicamente conjugados, definidos na eq.(3.33),
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resultarao nas seguintes expressoes:

=0 , =0 e 7 = —GUR K, (3.41)

onde o fato dos momentos 7° e 7* caracteriza as variaveis N e N* como multiplicadores de

Lagrange, reflexo da covariancia da acao original.

Tendo obtido as expressoes para os momentos canonicamente conjugados, podemos

agora obter a hamiltoniana associada a £ 4pyy, via transforma de Legendre, dada na eq.(3.32).

Teremos,
H= NW°+Ni7ri+‘yij7rij —Lapm- (3.42)
Logo, obtemos que
H=NH + N;H, (3.43)
onde definimos
HO = Giurin - VT ®R, (3.44)
H' = 2D;m. (3.45)

Desde que 7° e 7 sao nulos, as equacoes de movimento hamiltonianas implicam que H° e
‘H? desempenham o papel de vinculos. Chamaremos portanto H° de vinculo hamiltoniano,
ou super-hamiltoniana, o qual é responsavel por gerar a dinamica da geometria espacial,
enquanto que H? serd chamado vinculo dos momentos e é responsavel por gerar os difeomor-

fismos da métrica tridimensional 7;; [Moura 2010].

Temos feito em [Barreto et al. 2015] a extensao do formalismo ADM sem considerar
uma construcao invariante das quantidades geométricas envolvidas neste procedimento. Em
[Barreto et al. 2015] obtivemos expressoes diferentes das apresentadas aqui, posto que a for-
mulagao nao invariante dé origem a termos nao presentes nas expressoes acima. Contudo,
como era de se esperar, ao tomar o caso ¢ = constante, o formalismo ADM original é recu-
perado. Optamos pela construcao invariante devido aos pontos que ja temos esclarecidos ao

logo deste texto.
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3.3 Folheacao invariante por transformacoes de Weyl

Gostariamos agora de explorar outra vertente da estrutura geométrica das variedades
de Weyl integravel, propondo uma maneira natural de folhear o espaco-tempo. Considera-
mos natural pois, diferente do que foi feito nas secoes anteriores onde a folheacao depende
do campo de vetores (observadores) escolhidos para realizagao a folheacdo, nossa proposta
emprega o campo de Weyl, um campo escalar fornecido naturalmente pela geometria, como o
parametro de folheagao do espaco-tempo. Temos visto que ha um formalismo que realiza algo
semelhante. Tal formalismo considera um campo escalar dinamico ¢(x*), chamado Khronon,
para definir as hipersuperficies da folheacao do espaco-tempo!. Como exemplo, gostariamos
de citar que esta folheacao foi utilizada para um modelo de gravidade modificada relativistica
[Blanchet e Marsat 2011], também em uma extensao da teoria de Horava [Blas et al. 2011]

e na extensao da teoria de Horndeski [Gleyzes et al. 2015].

Em [Blas et al. 2011] a estrutura da folheacao ¢ codificada no campo escalar ¢ iden-
tificando as folhas com as hipersuperficies ¢ = constante. Desta maneira, ¢ define um tempo
absoluto que permite uma definicao covariante da folheagao. Naturalmente, deve-se impor
que o gradiente do campo ¢ seja tipo-tempo, para que a folheacao seja bem definida como
uma sucessao temporal de hipersuperficies tipo-espago. H& uma escolha particular onde o
tempo coordenado t coincide com ¢, chamada de calibre unitdrio, onde se recupera a folheacao
usual na forma (1+3). O papel fundamental na construgao deste formalismo é desempenhado
pelo vetor unitario ortogonal as hipersuperficies ¢ = constante, definido como segue

)
. (3.46)

V9" 0,00,

A invariancia de u, sob a reparametrizacao de ¢,

o= f(e), (3.47)

onde f é uma funcao crescente e mondtona de ¢, é um reflexo da invariancia da estrutura da
folheagao frente uma reparametrizacao de . Contudo, é facil verificar que a eq.(3.46) ndo serd
invariante frente uma transformacao de Weyl. Desta forma, o carater absoluto desta folheacao
é perdido se estendemos a geometria subjacente ao espaco-tempo a uma geometria de Weyl.

Portanto, com o intuito de preservar esta invariancia quando realizamos uma mudanca de

'Este formalismo é também referido como uma folheacio preferencial, do inglés a preferred time foliation,
e implica uma violagao local da invariancia de Lorentz.
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referencial no sentido das transformacoes de Weyl, precisamos definir um outro escalar que
seja invariante por transformacao de Weyl, e emprega-lo na folheacao. Temos conhecimento
de um escalar que cumpre este requerimento, o qual é definido em [Adler et al. 1975] como
segue

s=¢+In(R), (3.48)

onde ¢ é o campo escalar de Weyl e R é o escalar de curvatura, ambos quantidades intrinsecas
a geometria do espago-tempo de Weyl integravel. Sabendo que, sob transformacoes de Weyl,

estas quantidades se transformam como

pod=¢+f e ReR=c'R, (3.49)

podemos verificar que § — § = 5. Porém, a dependéncia em R do escalar s definido na
eq.(3.48) pode trazer problemas quando o gradiente de s for utilizado para construir as
quantidades geométricas da folheacao. Isso se deve ao fato de estarmos interessados em
decompor uma dada teoria métrica da gravitacao em termos desta folheagao. Portanto,
eventualmente teremos que decompor o escalar de curvatura R em termos das varidveis
advindas de uma folheacao construida a partir de uma quantidade que depende de R. Além
disto, a definicao de s impoe restrigdes sobre a variedade, desde que nao se deve admitir um
espago-tempo onde R < 0. Deste modo, construimos um outro escalar invariante que dependa
apenas das quantidades geométricas mais fundamentais do espaco-tempo de Weyl integravel
e que nao impoe restricoes tao fortes sobre a variedade. Nossa proposta é o escalar invariante

w definido a seguir:
1
wi(ﬁ—éln(\/—g). (3.50)

Desde que /=g se transforma como /=g ~ e2/\/=g, podemos novamente verificar que o
escalar w é um invariante. Note que a definicdo dada na eq.(3.50) s6 é invariante em vari-
edades 4—dimensionais. Para variedades n—dimensionais esta definicao deve ser modificada
para w, = ¢— % In (\/m ) Portanto, seguido a ideia do campo Khronon, podemos definir uma
folheacao covariante, invariante por transformacao de Weyl, construida por hipersuperficies
w = constante e ortogonais a um vetor unitario redefinido como segue,

R (3.51)

S /’y“”(?uwd,w’

Agora gostariamos de verificar se a restricao imposta sobre as variedades que podem

ser decompostas por meio do gradiente do campo escalar invariante w nao descarta espacos-
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tempos fisicamente relevantes. Ou seja, queremos investigar se g"*0,wd,w > 0 em casos
particulares de interesse fisico. Como exemplo, mostraremos que tal restricao é satisfeita em
variedades de Weyl onde a métrica é obtida do elemento de linha de Robertson-Walker do
modelo cosmologico de Friedmann-Lemaitre, e, em outro caso, para métricas conformalmente

planas.

i) Caso FLRW

Seja a métrica deste modelo dada pela matriz diagonal

(g ] = diag [NQ(t), -a?(t),-a*(t), —az(t)] ) (3.52)

Além disto, teremos que impor que ¢ = ¢(t) para que as simetrias do modelo sejam respei-
tadas. Portanto,
g" 9, wd, = g™ 0wdyw + 2¢” dewd;w + g* D;wd;w. (3.53)

Como g, e ¢ sao depende apenas do tempo coordenado ¢, teremos que

w=6(1) - > fa(®)]. (3.54)
logo, obtemos
, 1 (. 3a)°
g,u (%w&,w = m (¢ - 55) (355)

que é sempre positivo. Portanto em modelos homogéneos e isotrépicos sempre seré possivel
utilizar o escalar w, definido na eq.(3.50), para folhear o espago-tempo. E importante frisar
que pela invariancia de w frente a uma transformacao de Weyl, este resultado é valido em

uma classe de variedades de Weyl relacionadas a métrica (3.52) via tais transformagoes.

ii) Caso conformalmente plano

Seja um espago-tempo em um referencial (M,n,,,$). Sabemos que este espago-
tempo corresponde a um espaco-tempo conformalmente plano no referencial de Riemann

(M, 3,0), onde p=0¢e g= e N E possivel verificar que em ambos os referenciais teremos

w= ¢ (3.56)
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Contudo, podemos definir um sistema de coordenadas adaptado a folheacao tal que w coincida
com o tempo coordenado t, o calibre unitario do formalismo do campo Khronon, de modo

que novamente a restri¢ao para a variedade ser folheado ¢ satisfeita, g"*d,w0,w > 0.

Concluimos verificando que tal restricao poderia ser violada caso a métrica do espago-
tempo possuisse termos ¢;o nao-nulos. Porém, variedades métricas que apresentam termos
desse tipo podem eventualmente causar um problema mais fundamental para a folheacao,
que ¢ a variedade nao ser globalmente hiperbdlica. Portanto, a restricao imposta por w para
folhear uma dada variedade fisica parece ser plausivelmente satisfeita na maioria dos casos

fisicamente relevantes, ou seja, variedades globalmente hiperbdlicas.



CAPITULO 4

Cosmologia Classica

Neste capitulo obtemos as hamiltonianas associadas ao modelo cosmolégico de Fried-
mann regido pela dinamica gravitacional em cada referencial, Riemann e Weyl. Nosso intuito
¢ analisar a dinamica classica deste modelo e estabelecer as correspondéncias entre sua re-
presentacao em cada referencial. Mostraremos neste capitulo que as transformagoes de Weyl
induzem uma transformacao canonica quando o modelo esta expresso no formalismo hamilto-
niano. Estas transformacoes canonicas induzidas pelas transformacoes de Weyl estabelecem
a ponte entre os dois referenciais e nos serao tteis na formulacao de uma transformacao
unitaria entre os espacos de Hilbert definidos pela quantizacao do modelo cosmolégico em
cada referencial. Finalmente obtemos as solucoes classicas para o fator de escala em cada

referencial e analisamos a presenca de singularidades cosmolégicas.

30 de 77
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4.1 Hamiltoniana no referencial de Riemann

Consideraremos que a teoria gravitacional representada no referencial riemanniano é
descrita pela acao de Einstein-Hilbert minimamente acoplada a um campo escalar sem massa.
A motivacao em considerar esta teoria é devido ao fato dela corresponder a teoria de Brans-
Dicke Geométrico, apresentada em [Almeida et al. 2014], no referencial weyliano. Tanto
a teoria de Einstein-Hilbert como teorias escalares-tensoriais foram amplamente estudadas
no ambito da cosmologia quantica, portanto poderemos aqui confrontar esta abordagem
sob o ponto de vista da geometria de Weyl. Deste modo, partiremos considerando a agao

representada no referencial de Riemann dada por,
S= [d4:c\/—g(R+wa7ua’“), (4.1)

onde estamos redefinindo ¢ = ¢ neste referencial para que nao haja confusao entre o campo
escalar em cada referencial. Trataremos da cosmologia do modelo de Friedmann com o
elemento de linha de Roberston-Walker

dr?
1-kr

45> = N?(t)de> — b(¢) ( 20?4 sin? 0dg02) . (4.2)

Identificando as componentes do tensor métrico neste referencial, onde ¢ = 0,

N2(t) 0 0 0

~ 0 =b2(t) /(1 - kr?) 0 0
(g;w) = 9 9 s (4?))

0 0 =b%(t)r 0

0 0 0 ~b2(t)r2sin® 0
podemos calcular o escalar de Ricci obtendo
i (EN®+ BN = bbN + 12N ) (4.4)
b2N3 ' ‘

Além disto, para que o modelo cosmolégico seja espacialmente homogéneo e isotropico, de-
vemos impor que o = ¢(t). Portanto, teremos que

)

wg’“’anu = mO’ . (45)
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Deste modo, usando as eqs.(4.4, 4.5) na eq.(4.1), teremos
- b =3 . _ S oo b3_2
Szvofdt 65 (FN® + BN ~ bbN + PN ) + w267 (4.6)
N? N?

onde definimos

‘ 30 /F r?sin 0
‘/0 = [ d’xNVh = [/ ﬁd’rd&lgp (47)
M M

Note que,

d be b b2.. b2.;
L2 ) =2Ziz e Zi- Zin 48
dt(N) NOTNUTNTT 48)

portanto a eq.(4.6) pode ser integrada por partes e obtemos

_ _ . 3 2]
S=Vofdt[6(kb]\7—£b2)+wb—dz]+6fdti by , (4.9)
N N2 dt\ N

onde o tltimo termo da eq.(4.9) é uma derivada total de uma funcao das varidveis (b, N), nao
contribuindo portanto para as equacoes de movimento obtidas desta acao. Por fim, ficamos

com a ag¢ao reduzida, dada por
S= f L(b,b,6, N, t)dt, (4.10)

onde definimos a funcao lagrangiana

Liﬁ(kbN—il?)w’f_Sd? (4.11)
N N2

Dois pontos relevantes sdo notados na eq.(4.11). Temos encontrado uma funcao lagrangiana,
associada ao modelo adotado, que nao depende explicitamente da variavel o, somente de
sua derivada com respeito ao tempo coordenado, o. Deste modo, a varidavel o se apresenta
como uma varidvel ciclica. Uma consequéncia direta deste fato é a conservacao do momento
canonicamente conjugado a varidvel o com respeito ao tempo coordenado ¢ [Lemos 2007].
O segundo ponto se refere a eq.(4.11) ndo depender explicitamente de N , 0 que implica
que o momento canonicamente conjugado a varidvel N é nulo. Isto sugere a N o papel de
um multiplicador de Lagrange, decorrente do vinculo existente entre as variaveis do modelo

devido sua invariancia por reparametrizacao do tempo coordenado.

Agora de posse da eq.(4.11) estamos aptos a obter a hamiltoniana associada ao

modelo, mediante uma transformada de Legendre. Embora a matriz Hessiana obtida da
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eq.(4.11) seja singular, isto nao nos impede de obter a fun¢ao hamiltoniana. De fato, tendo

por definicao os seguintes momentos canonicamente conjugados:

oL 12 .
L 2

Po = g—dENWb?’('T, (4.13)
oL

pN = 8N_ = s (414)

obtemos a hamiltoniana associada ao modelo como sendo dada por,
H=NH, (4.15)

onde definimos a superhamiltoniana do modelo

2 2
TR Po
=00 dol?

— 6kb. (4.16)

Agora iremos deduzir a superhamiltoniana no correspondente modelo no referencial de Weyl.
Estas superhamiltonianas nos darao as equacoes de movimento para as varidveis canonicas.

Deste modo poderemos analisar a evolucao do modelo cosmolégico em cada referencial.

4.2 Hamiltoniana no referencial de Weyl

Neste referencial a eq.(4.1) torna-se

Sppe = [ d'e/ge® (R +we up*) (4.17)

onde temos agora que o escalar de Ricci R ¢ escrito em termos da conexao de Weyl I,

definida na eq.(2.9). Transformando o elemento de linha da eq.(4.2) para este referencial,

teremos que g = e g, onde

N2(t) 0 0 0
o0 —e2@/-k2) 0 0
(9) = 0 0 () . : (4.18)

0 0 0 —a%(t)r2sin® 6
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logo o escalar de Ricci serd expresso como

3 . N ) e
R= ON3a? [Na (a¢2 6¢a+2a¢ﬁ—2a¢)+4(kN3+aaN—aaN+a2N) . (4.19)

Devemos novamente considerar que ¢ = ¢(t). Portanto, teremos que

Y2, (4.20)

wgquS,uqs,V = m

Deste modo, usando as eqs.(4.19, 4.20) na eq.(4.17), teremos

CL2 a a3 .
SBDG=‘/L/dt6_¢[ (k:Na+Na+Na2—maN)+wN¢2]+

I/;/dte‘¢[§(a i gba+2 ¢>N 2L ¢)] (4.21)

onde ja temos definido V, na eq.(4.7). A eq.(4.21) pode ser integrada por partes para separar
termos de derivada total, o qual nao contribuirao para as equagoes de movimento. Realizando

este procedimento obtemos a seguinte agao reduzida

SBDG:VOfdt{e_d’[(w—g) gb2+6(k:Na—Na +—a¢)] c(li‘[ (Z’GNQ(C'L—SCLQB)]}.
(4.22)

Sendo portanto o dltimo termo na eq.(4.22) um termo de derivada total, podemos desconsi-

dera-lo e definir a lagrangiana associada ao modelo com o sendo dada por

Lipe - ¢[( 3)“3¢2+6(k1v “'2+a2'¢5)] (4.23)
e w-—=]— a-—a"+—agpl|. )

BpG 2) N N N

Note que agora, neste referencial, o campo escalar nao se apresenta mais como uma coorde-

nada ciclica, pois 5
—L =-L #0. 4.24
90 BDG BDG ( )
Portanto py, nao ¢ uma constante do movimento, como era o caso de p, no referencial de

Riemann. Pela definicado do momento canonicamente conjugado, obtemos que

OLppe _6e? , 5. .
= = -2 4.2
b = S0 2 B (026 - 2aa), (4.25)
-¢ .
ps = % = % [(2w - 3) a®¢ + 6a%a] (4.26)
- OLppc -0, (4.27)

ON
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Finalmente obtemos a hamiltoniana associada ao modelo como sendo dada por,
Hppe = NHppa, (4.28)

onde definimos a superhamiltoniana do modelo

H = —
BDG = 4 a 12 Pa a a

2
B2 Po, M] ~ 6kae™. (4.29)

Uma vez que H e Hppe sdao provenientes de lagrangianas relacionadas por uma
transformacdao de Weyl, queremos verificar que existe uma transformacao de H em Hppg e
vice versa. Desde que agora estamos formulando a dinamica do modelo no espaco de fase,
tal transformacao, pelos critérios do formalismo hamiltoniano, deve ser uma transformacao
canonica. Na préxima se¢ao nés mostraremos que de fato as transformagoes de Weyl induzem
as transformagoes canonicas que fazem corresponder o espaco de fase do sistema representado

no referencial riemanniano com sua representacao no referencial weyliano.

4.3 Mudanca de referencial como uma transformacao

canonica

Nas secoes anteriores, derivamos os vinculos hamiltonianos em cada referencial, con-
tudo temos visto que estes dois referenciais estao relacionados por uma transformacao de
Weyl. Ou seja, a acao dada na eq.(4.1), representada no referencial riemanniano (M, g,0), é
mapeada na ac¢ao dada pela eq.(4.17), representada no referencial weyliano (M, g, ¢), medi-
ante a transformacao de Weyl com f = —¢. Relembramos ainda que temos redefinido ¢ = ¢ no
referencial riemanniano para fins de distin¢ao entre o campo escalar em cada referencial. O
reflexo destas transformacgoes no elemento de linha do modelo cosmolégico em cada referencial
é obviamente uma transformacoes entre as variaveis de cada modelo. Seja a transformacao

entre os referenciais dada por,

g;w = €_¢9W s Qb =0. (430)
Comparando a eq.(4.3) com a eq.(4.18), podemos inferir as seguintes relagoes:

b=ae®? | N=Ne?2 (4.31)
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Realizando estas transformacoes na eq.(4.11) obtemos a eq.(4.23). A transformacao inversa

também é verificada.

Uma vez que procedemos com a transformagao de Legendre para representar a teoria
no formalismo hamiltoniano, podemos traduzir as transformagoes de Weyl entre estes dois
referenciais como sendo uma transformacao canonica entre os espacos de fase associados a
cada modelo. Entao, tais transformagoes canonicas, decorrentes das transformacoes de Weyl,
devem levar a eq.(4.16) na eq.(4.29), ao passo que a forma das equagoes de movimento de
Hamilton sejam preservadas com respeito as variaveis canonicas de cada espaco de fase. As
transformagoes dadas na eq.(4.31) podem ser usadas nas eqs.(4.12, 4.13, 4.25, 4.26) para

obter as seguintes relagoes:

a
Po=pae®?  ,  pe=pst 5Pa: (4.32)

Desde que ap, = bp, € invariante perante as transformagcoes propostas, podemos definir as

seguintes transformacoes que relacionam H e Hgpg:

= Deol? (4.33)
o = o (4.34)
Pa = pe? (4.35)
Py = pa—gpm (4.36)

além da transformacao N = Ne?/2. Ou seja, realizando as transformacoes acima teremos que,
HiNﬂEN'HBDGiHBDGn (437)

Podemos além disso verificar a canonicidade destas transformagoes mediante a defini¢ao dos

parénteses de Lagrange [Lemos 2007).

Definigao 4.3.1 (Paréntese de Lagrange). Seja (n,£) um conjunto de 2n varidveis candnicas
dependentes dos parametros u,v. O paréntese de Lagrange de u,v em relagao a (n,€), deno-

tado por [u,v]e), € definido por:

(O 08, O, 3§k)
=Y (EAEDE IR 4.
[U’?,U](Vlvf) ’;( 8'& a,U av au ( 38)
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Teorema 4.3.1. A transformacao (q,p) - (Q, P) € candnica se e somente se
(4, 45]@.p) = 0= [Pipil@ry € [aspil.p) =0i (4.39)

As variaveis canonicas em cada referencial estao representadas na Tabela 4.1:

Referencial de Weyl (@, P) Referencial de Riemann (q,p)

a b
DPa Db
10} o
Py Po

Tabela 4.1: Varidveis canonicas

Podemos portanto verificar pelo teorema acima que as transformagoes nas varidveis canonicas,
induzidas pelas transformacoes de Weyl, sao de fato uma transformacoes canonica. Usando

a definicao da eq.(4.38) iremos obter que
[b,0].py=0=[P0,Psl@.p) € [b,po]0.p)=1=10,0s)(0,P) (4.40)

Nesta secao estamos verificando que quando as transformagoes de Weyl sao encara-
das sob o ponto de vista do formalismo hamiltoniano, elas adquirem as caracteristicas das
transformacoes canonicas. Este resultado permite mostrar a equivaléncia fisica entre duas re-
presentacoes de um sistema fisico relacionadas por uma transformacao de Weyl. Na préxima
secao trataremos de deduzir a funcao geradora destas transformagoes candnicas. Isso sera
relevante quando estivermos interessados na transformacao unitaria que relaciona estes dois

referenciais no regime quantico.

4.4 Funcao geradora das transformacoes canonicas de
Weyl

As transformacoes canonicas entre as variaveis representadas na Tabela 4.1 devem

ser geradas por alguma fungao geradora F'(q, p; @, P) que relaciona os vinculos hamiltonianas
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H e Hgpg. Das eqs.(4.33, 4.34, 4.35, 4.36), podemos obter as seguintes relacoes:

¢ = 210g(@) (4.41)
o = 21og(@) (4.42)
@ = =(np) (1.43)
b= —(npe) (1.44)

Denotando o conjunto das variaveis canonicas em cada referencial como segue,

(¢,p) = (b,0,pp,0,) e (Q,P) = (a,6,pa,D¢), (4.45)

teremos que a fungao geradora é do tipo Fy(p; P). Esta funcao geradora leva as seguintes

relagoes [Lemos 2007]

q=—(%F4(p;P) e Q=8%F4(p;P)- (4.46)
Logo teremos que
@ = =L F(phpriparps) (447
OPa
¢ = %F(pb,pg;pa,pw (4.48)
b = —a%bF(pb,pa;pa,m) (4.49)
o = —%F(m,po;pa,m)- (4.50)

As equagbes acima podem ser integradas usando as relagoes dadas nas eqs.(4.33, 4.34, 4.35,

4.36). Por fim teremos que a fungao geradora é dada por

Fi =210 (%) (5, - o) (4.51)

a

De fato esta funcao geradora fornece as transformacoes canonicas induzidas pelas trans-
formacoes de Weyl. Contudo, podemos ainda nos valer das relacoes entre as varidveis

canoOnicas para escrever a funcao geradora Fj em termos de somente um dos conjuntos de
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variaveis. Dessa maneira podemos expressar a eq.(4.51) como sendo dada por

1
Fy = 5obp, (4.52)

Esta forma da funcao geradora serd mais 1util quando formos definir um operador unitério

que desempenhe o papel desta funcao geradora no regime quantico.

4.5 Solucoes das equacoes de Hamilton em cada refe-

rencial

Nesta secao trataremos de resolver as equagoes de movimento hamiltonianas em cada
referencial com o intuito de analisar o comportamento classico do modelo cosmoldgico e iden-
tificar possiveis singularidades cosmolégicas. O conhecimento do comportamento classico do
modelo é importante para uma futura comparacao com as correcoes advindas do procedi-

mento de quantizacao canonica.

Dada uma hamiltoniana, obtida por uma transformagao de Legendre no espaco de
configuracao de uma dada teoria, o sistema passa a ser descrito no espaco de fase pelas

varidveis canonicas (g, p) que obedecem as seguintes equagoes dinamicas

oOH oH
j=— e p=-——. 4.53
=%, P="%, (4.53)
Diante disto, podemos resolver as equagoes de movimento para cada referencial, com suas

respectivas hamiltonianas dadas nas eqs.(4.16, 4.29).

4.5.1 Equacoes de movimento no referencial de Riemann

A transformada de Legendre do modelo cosmoldgico no referencial de Riemann nos
levou ao vinculo hamiltoniano dado na eq.(4.16). Logo, as equagoes de movimento hamilto-

niana neste referencial, onde as varidveis candnicas sao dadas pelo conjunto (b, o, py, ps ), sao
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escritas como segue

oH N

b= am = TP (4.54)
o= g—i = %pa (4.55)
Py = —%—i[ = % (_QPTEI) + %ﬁs + 6kb) (4.56)
Po = —% = 0. (4.57)

Portanto, teremos que p, = A, onde A é uma constante do movimento. Naturalmente essa
constante de movimento é devido ao fato de o ser uma wvaridvel ciclica neste referencial
[Lemos 2007]. Além das equagdes acima, temos que a eq.(4.16) estabelece um vinculo entre

as variaveis canonicas tal que,
2
o A
24b  4wb?

Podemos obter as equacoes de movimento da variavel b em termos da variavel o, definindo

— 6kb = 0. (4.58)

, . dg

= 1 4.59
dg_? ( )
e usando a eq.(4.55) para escrever b como segue
. dodb NA
bz —— = b. 4.60
dt do 2wb3 ( )
Ou seja, a eq.(4.54) torna-se
w
V= ——bp,. 4.61
6r~ (4.61)
Analogamente, a eq.(4.56) torna-se
2w p2  3A2
e 6kb | . 4.62
Po="y ( 24b " dwb® ) (4.62)

Estas equagoes, que descrevem a evolucao de uma das varidveis canonicas com respeito a
outra, nao depende da fun¢ao lapso IV, a qual determina a parametrizacao do tempo coorde-
nado do modelo cosmolégico. Com o auxilio do vinculo dado pela eq.(4.58) a equagao para

b’ torna-se

wa ~ 4w?k

Ve T e

b (4.63)
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A eq.(4.63) pode ser integrada por separacao de varidveis, ou seja

w,, 4w’k )1/2 f
f(6b = ==+ [ do. (4.64)

Comparando a integral do lado esquerdo da igualdade da equagao acima com a seguinte

integral [Jeffrey e Zwillinger 2000]

1

f v _ 1 s (4.65)
Var?+ 26 2/« a++/a(a+pat) |

teremos entao que
w 4wk
r—->b a=s e BE—AQ. (4.66)

Portanto,

- \/% = %exp [iZ\/%U]. (4.67)

Resolvendo a equacao acima para b (o), teremos

bp(o) = Aexp( \/;a) [37A2 + 2kw? exp (12\/?0)]1/2 (4.68)

Iremos agora analisar as solugoes para o fator de escala b em termos do campo escalar o para

cada valor de k.

Caso k = 0 (segao espacial plana)

Neste caso a eq.(4.63) fica simplesmente dada por

b = i\/%b. (4.69)

Pela eq.(4.68) temos que a equagado acima admite a seguinte solugao

b(o) = \/g exp [i\/%a] , (4.70)

O comportamento de b(o) é demonstrado na Figura 4.1.
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\ b (O')

S
Ss
~~

Figura 4.1: Comportamento de b(o) para k = 0, onde a curva continua descreve o ramo
positivo, e a curva tracejada o ramo negativo, da eq.(4.70). Neste gréfico estamos assumindo
w = 3.

Contudo, devemos principalmente analisar o comportamento do fator de escalar e do campo
escalar em funcao do tempo césmico. Esta andlise sera possivel desde que consideramos um
observador cé-movel, tal que o tempo coordenado ¢ coincida com o tempo-préoprio 7 medido
por esta classe de observadores. Esta igualdade entre ¢ e 7 requer que a funcao lapso seja

N = 1. Desta maneira, as eqs.(4.54 e 4.55) tornam-se

b = —% (4.71)
A
- o (4.72)

Novamente, podemos resolver as equagdes acima com o auxilio da eq.(4.58) para k = 0. Iremos

obter que

b(t) ( 3A t)1/3 (4.73)

2V 6w

%\/g log(t). (4.74)

J& para a parametrizacio do tempo conforme, que implica N = b, teremos que as eqs.(4.54 e

o(t)

4.55) tornam-se

; Pb
b = —-— 4.
D (4.75)

= (4.76)

2wb?’
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as quais admitem as seguintes solugoes,

A\
b(t) = (Et) (4.77)
o(t) = \/glog(t). (4.78)

Os comportamentos de b(t) para estas duas escolhas da funcdo lapso N sdo apresentados
abaixo, na Figura 4.2.

b(t)

-
-
==
===

=

-

—-
-
-
-
-
-
-
-
e

-

o

Figura 4.2: Comportamento de b(t) para N =1 (curva continua) e N = b (curva tracejada).
Neste grafico estamos assumindo A =1 = w.

Caso k = 1 (segao espacial fechada)

Neste caso a eq.(4.63) ficara

4 2
b=t %bQ - %b@ (4.79)

De acordo com a eq.(4.68) a equagao acima admite a seguinte solugao

b(o) = Aexp (:I:\/%O') [%M + 2w? exp (iQ\/%J)]l/Z (4.80)

O comportamento da eq.(4.80) é representado na Figura 4.3
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b(o)

Figura 4.3: Comportamento de b(co) para k = 1, onde a curva continua descreve o ramo
positivo, e a curva tracejada o ramo negativo, da eq.(4.80). Neste gréfico estamos assumindo

w=0,beA=1

Assim como foi feito no caso de k = 0, podemos resolver as equagoes de movimento em termos

do tempo coordenado para uma dada escolha de N. As equacoes de movimento para k # 0

sao mais facilmente resolvidas para N = b, ou seja no tempo conforme. Portanto, tomando

N =b nas eqs.(4.54 e 4.55), teremos

b D
12
A

2wb?’

Com o auxilio da eq.(4.58), considerando k =1,

A2 1/2
pb:i(%—144b2) y
0y

a equagao para b(t) pode ser integrada em t fornecendo

b(1) - (ﬁ—w)/ 5 (20).

Agora podemos usar a eq.(4.84) para integrar a eq.(4.82) obtendo,

o(t) = \/glog [tan (t)].

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)
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Caso k = -1 (secao espacial aberta)
J& neste caso a eq.(4.63) torna-se
Ry AP (4.86)
Ve AT ‘
a qual admite como solugao
372 2\
b(o) = Aexp (i\/ga) [— —2w?exp (:I:2 —wa)] : (4.87)
6 w 3
O comportamento da eq.(4.87) é representado na Figura 4.4
b(o)
o —
Figura 4.4: Comportamento de b(o) para k = —1, onde a curva continua descreve o ramo
positivo, e a curva tracejada o ramo negativo, da eq.(4.87). Neste grifico estamos assumindo
w=15eA=1.

Novamente vamos resolver as equagoes de movimento em termos do tempo conforme. To-
mando N = b nas eqs.(4.54 e 4.55), teremos

1 Do
b = —-— 4.88
D (4.88)
A
. 4.
2wb? (489)
Porém agora a eq.(4.58), para k = -1, torna-se
6A2 S\

Utilizando a equagao acima podemos integrar b(t) obtendo

9 | 1/4
1) = (5g;)  Vemh @),

(4.91)
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Substituindo a eq.(4.91) na eq.(4.89) podemos integra-la e obter a seguinte expressao para

o(t),
o(t) = \/710g tanh (¢)] . (4.92)

Os comportamentos cldssicos de b(t) e o(t) para cada tipo de secao espacial, no tempo
conforme, sdo representados na Figura 4.5. Os comportamentos para b(t) estao de acordo
com as solugoes conhecidas na literatura para este modelo. Todos os comportamentos de

b =0b(o), mostrados nas Figuras 4.1, 4.3 e 4.4, sao idénticos aos obtidos por [Vakili 2012]

b(t)
~
n
o
o(t)
.
\
\
o
1
[+

= ;
k=1 5
t t
(a) b(¢t). Assumindo A = /24w. (b) o(t). Assumindo w = 1.

Figura 4.5: Comportamentos de b(t) e o(t) no tempo conforme para k=-1,0 e 1.

4.5.2 Equacgoes de movimento no referencial de Weyl

Na se¢ao anterior analisamos as solugoes para as equacoes de movimento hamiltonia-
nas do modelo cosmoldgico representado no referencial de Riemann. Nesta secao trataremos
de obter as solucoes das equagoes de movimento no referencial de Weyl. Ja temos deduzido a
forma da super-hamiltoniana neste referencial, dado na eq.(4.29). Portanto temos o seguinte

vinculo entre as varidveis canonicas neste referencial,

B-20)pi | Po | Palo

D a2 ” ~ 24wka?e™? = 0. (4.93)
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Ja as equacoes de movimento hamiltonianas neste referencial serao as seguintes

Ne? -2

i = e [(3 ”)p‘u]ﬁ], (4.94)
dwa 6 a

] N€¢ Pa 2p¢]

_ Pa , 2o 4.95
¢ dwa [a a? |’ ( )
. Ne¢ [paps 20 _

Pa = —4wa2[ P AL (4.96)
ps = —12Nkae™, (4.97)

onde temos usado a eq.(4.93) para anular alguns termos nas equagoes acima. Essas equagoes
sao mais complicadas que aquelas obtidas no referencial de Riemann, contudo temos visto que
as variaveis canonicas dos dois referenciais estao relacionadas pelas transformagoes canonicas
induzidas pelas transformagoes de Weyl entre os dois referenciais. E portanto de grande valia
utilizar esta correspondéncia para obter as solucoes das equacoes de movimento acima. Al-
guns pontos devem ser evidenciados agora que temos a forma das equagoes de movimento em
cada referencial. Temos ja indicado que o termo gp, é um invariante por estas transformacoes
canonicas, ou seja

bpy = ap,. (4.98)

Entao, tomemos com o exemplo o caso k = 0. Neste caso teremos que os vinculos hamiltoni-

anos em cada referencial fornecem que,

v [6
Dy = :I:% - (4.99)
Do [ 6+ V24w
Da :l:f (W) . (4100)

Porém, de acordo com as eqgs.(4.57, 4.97), p, ¢ uma constante do movimento e py sera também
uma constantes do movimento quando consideramos k = 0. Logo se multiplicamos a eq.(4.99)
por b e a eq.(4.100) por a, e depois as igualamos, pois estes termos sdo invariantes, teremos
uma relacao entre as constantes p, = A, e ps = Ay. De fato, esta relagao corresponde a

transformagao canonica entre p, e ps, dada na eq.(4.36).

2w + V6w
A, =A¢(—2w / )

Pode-se verificar que para termos A, = Ay, é necessario tomar w = 3/2, o qual ndo é um

(4.101)

valor permitido para este parametro nesta teoria. Contudo, podemos ter A, = —-Ay4 desde que
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escolhamos w = 3/8, o qual é permitido. Ou seja, para o caso k = 0 a constante do movimento
A tem seu sinal definido pelo referencial no qual ela esta sendo representada. E interessante
explorar ainda mais a invariancia deste termo na busca de solugoes para as equacoes de

movimento. Continuando no caso k =0, temos que ap, = bp, = constante. Portanto,

d d
il =0=— (b 4.102
i (apy) =0 dt( Db) 5 (4.102)

ou seja,

apa = —aPq € bpb = —bpy (4103)

Desde que conhecemos as solugdes para b(t) e o(t), podemos inferir as solugoes para a(t) e
®(t). Na secao anterior obtemos as seguintes solugoes para o fator de escala no referencial

de Riemann:
2

i) = (32 )1/4 w@) e o) - (%)/ = (1), (4.104)

onde temos escrito as solugoes de uma maneira sucinta definindo os funcionais [ f(t)] e

Ex[f(t)] como sao dados a seguir

V), se k=0,
el /()] =1 fsin[f(1)], sek=1, (4.105)
sinh [ f(t)], se k=-1.

log [f(t)], se k=0,
E[f(D)] =1 log{tan[f(1)]}, sek=1, (4.106)
log {tanh [f(t)]}, se k=-1.

Agora podemos inferir a forma das solugoes para a(t) e ¢(t) transformando a eq.(4.104)

mediante as transformagcoes dadas nas eqs.(4.33, 4.34). Ou seja,

2

o(t) = (5 )1/4 wCesp|5o0] e - (%)/ =u(t). (4.107)

Logo podemos ver o comportamento para o fator de escala a(t) do modelo cosmoldgico
representado no referencial de Weyl, dado na Figura 4.6. O comportamento de ¢(t) é o

mesmo de o(t), j4 que a transformacao é a identidade.
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a(t)

Figura 4.6: Comportamento de a(t) no tempo conforme. Neste grafico estamos assumindo

w=3/8e A=3.

4.6 Singularidades cosmoldgicas

Trataremos agora de identificar as singularidades cosmoldgicas nas solugoes que ob-
tivemos nas segoes anteriores. Temos estendido os teoremas de singularidade de Hawking-
Penrose para caso de variedades de Weyl integrével em [Lobo et al. 2015], onde a adogao de
um formalismo invariante torna os teoremas independentes de referencial de Weyl. Tais teo-
remas visam provar a presenca de singularidades cosmolégicas independente das simetrias do
modelo. Contudo, a presenca de singularidades atestada pelo teoremas de Hawking-Penrose
se caracteriza pela inextensividade das geodésicas do espaco-tempo, ou, em outras palavras,

da incompleteza geodésica da variedade.

Portanto, apresentaremos nesta secao a extensao dos teoremas de Hawking-Penrose
que realizamos em [Lobo et al. 2015] e confrontaremos com as solugoes cosmoldgicas obtidas
nas secoes anteriores para caracterizar os modelos cosmoldégicos como singulares ou nao-

singulares.

4.6.1 Equacao de Raychaudhuri

A equacao de Raychaudhuri desempenha um papel fundamental na derivagao dos
teoremas de singularidade de Hawking-Penrose. Contudo, foi assumido nessa derivacao que
a geometria subjacente ao espaco-tempo era riemanniana. Portanto iniciaremos estendendo

esta equacao para comportar os aspectos do espaco-tempo de Weyl integréavel.

Primeiramente consideramos que particulas livres devem seguir as geodésicas de Weyl
tipo-tempo, como ja afirmamos na extensao do postulado geodésico para variedade de Weyl.

Em seguida consideramos uma congruéncia de geodésicas tipo-tempo, I', correspondendo
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as linhas de universo de uma classe de observadores, parametrizados pelo tempo proprio
invariante 7 definido na eq.(2.20). Consequentemente, as tangentes a congruéncia geram
um campo vetorial V' normalizado para a unidade de comprimento. Como ja fizemos em
capitulos anteriores, iremos normalizar V' com respeito a métrica invariante v, = e %g,, de

modo que o parametro afim da congruéncia é o comprimento de arco invariante de Weyl
~(V(7), V(1)) =1. (4.108)

Portanto, em um sistema de coordenadas local, a curva geodésica descrita por z#(7) satisfaz
VY, Ve =0,onde V& = % nos leva a geodésica afim em um espacgo-tempo de Weyl integravel
mostrado na eq.(2.23). Além disso, desde que normalizamos o campo de vetores tangentes

com a métrica invariante 7,,, teremos

V.V VE=0=V"V,V,, (4.109)

Similar ao que fizemos para folhear o espaco-tempo, vamos considerar agora uma
hipersuperficie > ortogonal ao campo de vetores V em um dado ponto p de M. Novamente
definiremos, de maneira invariante, o operador de projecao para essa classe de observadores

V', o qual projeta vetores de T, M em T3,
1Ly =% - V.V, (4.110)

Entao, seja um subfamilia a(7) de geodésicas na congruéncia de V' e i o vetor que representa
um deslocamento infinitesimal de uma dada geodésica «,(7) para uma geodésica vizinha nesta
subfamilia. Um campo de vetores n ao longo da subfamilia pode ser definido via transporte

de Lie ao longo de V', o que implica o requerimento a seguir
£v(n) =0. (4.111)

Pela definicao da derivada de Lie e pelo fato da conexao ser simétrica, obtemos a seguinte
expressao

VEV,m* =nv, Ve, (4.112)

que mostra como o vetor n muda ao longo da congruéncia. Estamos interessados na in-

formacao sobre como as geodésicas vizinhas se comportam ao longo da congruéncia. Esta
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importante informacao estd contida no tensor de deformacao @, definido como
Quv = Vi Vy. (4.113)
Em termos de @), podemos reescrever (4.112) como
VEVm® = Qn", (4.114)

a qual significa que (), mede a fala em 7# ser paralelamente transportada [Wald 2010]. Note
que como @, V* =0=Q,V", logo @, é um tensor puramente espacial. A interpretacao
fisica dos aspectos cinematicos da congrueéncia ¢é feita quando decompomos (), em suas
partes irredutiveis:

1
Quv = g@HW + G + Dy (4.115)

onde os parametros ©, (,, e 9,, sao chamados, respectivamente, como fator de expansdao,
tensor de cisalhamento e tensor de vorticidade da congruéncia. Da equagao acima podemos

escrever

0 = [I"Q., (4.116)
1

C,uu = Q(yu)_g@num (4117)

19#1/ = Q[uu]~ (4118)

No caso onde a classe de observadores ¢ Euleriana, ou seja a congruéncia ¢ localmente orto-

gonal a hipersuperficie X, teremos 9, = 0.

Como estamos interessados nos teoremas de singularidade, iremos nos restringir ao
comportamento de ©, o qual pode evidenciar a existéncia de pontos conjugados na con-
gruéncia [Wald 2010]. Logo, com o intuito de obter a equacao de Raychaudhuri, nés devemos
obter a taxa de variagao de © ao longo da congruéncia. Portanto, pela definigao, © = vV, Ve,

devemos calcular V#v,0 = Vrvy,[V,Ve]. Finalmente, iremos obter
1
Viy,O = —592 -2(¢? = 9% + R, VY, (4.119)

onde estamos denotando ¢? = (,,(*, ¥? =9, 0", e o termo R, V#V" é usualmente referido

como escalar de Raychaudhuri. Definindo © = VK1Y ,0, nés podemos escrever (4.119) na
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forma conhecida como equacao de Raychaudhuri:

O+ %@2 +2(¢2-92) = R, VIV, (4.120)

Deve-se notar que (4.120) tem a mesma forma que o caso de um espago-tempo
riemanniano, embora deve-se relembrar que o tensor de Ricci é construido com a conexao de
Weyl. De fato, isso nao é uma surpresa, pois nos temos definido o tempo préprio de maneira
invariante, usando a métrica 7,, = € %g,,. Na préxima secdo iremos analisar as condigoes

gerais que levam as singularidades do espago-tempo, no sentido da incompleteza geodésica.

4.6.2 Extensao dos teoremas de singularidade

Devido a equacao de Raychaudhuri no espaco-tempo de Weyl ter a mesma forma
que a deduzida na geometria de Riemann, a descricao dos pontos conjugados serda a mesma
nestas duas geometrias: se 0y = 0(7y) < 0, para algum 7 = 79, e R, V*V" <0, entdo a con-
gruéncia ird desenvolver um ponto conjugado § - —oo em um tempo préprio finito 7 < 3/|6y|.
E relevante citar que qualquer teorema da geometria riemanniana pode ser trivialmente es-
tendido para a geometria de Weyl integravel desde que consideremos a métrica invariante
v = e ?g. Por exemplo, como j& temos mencionado, a extremizacao do funcional tempo
préprio, dado na eq.(2.20) leva diretamente as geodésicas de Weyl. Ao mesmo passo, resul-
tados advindos da topologia diferencial e estrutura causal do espaco-tempo que sao validos
em um espaco-tempo de Riemann sao também vélidos no espaco-tempo de Weyl integravel,
pois transformagoes conformes nao afetam a estrutura do cone de luz nem a orientacao da
variedade. De fato, iremos enunciar agora a prova de um dos mais importantes resultados
obtidos em [Lobo et al. 2015], que trata da extensao do teorema de Jacobi, seguindo o mesmo
procedimento realizado no caso riemanniano, contudo substituindo a métrica g, pela métrica

invariante 7, .

Teorema 4.6.1 (Jacobi). Sejay:[0,1] > M uma curva tipo-tempo diferencidvel conectando
dois pontos, p e ¢ € M. Entao uma condi¢ao necessdria e suficiente para y mazximizar
localmente o comprimento de arco invariante entre p e q € que v seja uma geodésica sem,

pontos conjugados entre p e q.

Devemos notar a relagao entre o fator de expansao © e a curvatura extrinseca da

variedade ortogonal & congruéncia geodésica, a qual, seguindo a defini¢ao da eq.(3.17), é dada
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por
Ko = Qu = 118110V, Vs (4.121)

Logo, teremos que para o caso de um congruéncia geodésica ortogonal a hipersuperficie X, e
parametrizada pelo comprimento de arco invariante, o traco da curvatura extrinseca desse X

sera igual ao fator de expansao O,
K=6. (4.122)

Agora podemos provar a seguinte proposicao:

Teorema 4.6.2. Seja (M, g,d) um espago-tempo de Weyl integravel globalmente hiperbdlico
com R, VFVY <0 para todos os vetores tipo-tempo V. Supondo que exista uma hipersu-
perficie de Cauchy tipo-espago 3, tal que o trago de sua curvatura extrinseca (para a con-
gruéncia ortogonal de geodésicas direcionadas para o passado) satisfaz K < C <0 sobre toda
a hipersuperficie, onde C é uma constante, entdo nenhuma curva tipo-tempo saindo de 3
direcionada para o passado pode ter um comprimento de arco invariante maior que 3/|C|.

Em particular, todas as geodésicas tipo-tempo direcionadas para o passado serao incompletas.

Prova: Provaremos este teorema por contradigao. Suponha que exista uma curva tipo-
tempo A = A\(7) saindo de X, direcionada para o passado, cujo valor do comprimento de arco
invariante 7 em algum ponto p € A é maior que 3/|C]. Sabe-se que o conjunto das curvas
ligando dois pontos de uma variedade globalmente hiperbdlica deve ser compacto, logo a
funcao comprimento de arco deve ter um valor maximo para uma dada curva. Entao, esta
curva deve ser uma geodésica. Portanto, deve existir uma geodésica v, com o comprimento
de arco invariante maior que 3/|C/|, ligando p a ¥. Isto significa que nao existe pontos
conjugados entre p e . Mas, da inequacao de Raychaudhuri, nés sabemos que v deve ter
pontos conjugados entre p e ¥. Por contradicao ndés concluimos que a curva A nao pode

existir.

No caso da relatividade geral, onde o espago-tempo tem uma estrutura geométrica

riemanniana, a condi¢ao geométrica
R,,VFVY <0 (4.123)
é equivalente a condi¢ao de energia forte

T, V* -T2 >0, (4.124)
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e o requerimento K < 0 é equivalente a assumir que a evolu¢ao cosmica do universo sofre
um periodo de expansao. Portanto, do que temos visto nos teoremas acima, um universo

modelado pela relatividade geral deve necessariamente ter iniciado em um estado singular.

Nos casos que estamos tratando aqui, temos a a¢do dada na eq.(4.1), que é idéntica,
a menos do parametro livre w, a agao de Einstein-Hilbert minimamente acoplado com um
campo escalar sem massa, e temos sua correspondente no referencial de Weyl, descrita pela
eq.(4.17). Como R, é um invariante de Weyl, temos que em ambos os referenciais o escalar
de Raychaudhuri tera a mesma forma. Mediante as equagoes de campo em cada referencial,
podemos escrever

R, VHVY = —wi? = R, VAVY = —wé?, (4.125)

onde o ponto denota a derivada do campo escalar na direcao do campo vetorial V' que des-
creve a classe de observadores (por exemplo, V# = §f). Claramente o escalar de Raychaudhuri
em ambos os referenciais é negativo, desde que w > 0. Isso implica que esse modelos inevita-
velmente possuirao singularidades, no sentido de geodésicas incompletas. Deve-se ter claro
que estamos considerando apenas o setor gravitacional, sem as contribuig¢oes de matéria. Em
[Lobo et al. 2015] a anélise do sinal do escalar de Raychaudhuri é realizado com teorias mais
completas, que incluem termos de potencial para o campo escalar de Weyl e também con-
sidera campos de matéria através do tensor momento energia 7). Estes elementos podem
ampliar as possibilidades de se evitar a singularidade, permitindo o sinal que viola os teo-
remas de singularidade estendidos. Como exemplo, para uma teoria descrita pela seguinte
acao

S = f d'e /g [R +wg™ 6 06— V()] (4.126)

a condigao sobre o escalar de Raychaudhuri para que exista singularidade, R, V*V" <0,
implicaria que

wp? - e?V(¢) > 0. (4.127)

Em [Pucheu et al. 2016] foram obtidas as solugdes para esta teoria para varios potenciais de
interesse fisico, no caso de um modelo de Friedmann, no referencial de Riemann. De fato,
ao se considerar tais solugdes na inequagao dada na eq.(4.127) podemos verificar se o modelo
viola ou nao os teoremas de singularidade, concordando assim com o carater singular ou
nao-singular das solugoes para o fator de escala neste referencial. Reunimos as solugdes com
potencial no referencial de Riemann nas Tabelas 4.2 e 4.3, exemplificando as restricoes para

se ter comportamento singular e nao-singular.:
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Potencial V(o) Solugoes para o (t) Onde

o2\ o(t) =ooi,/%arctan[sinh(@(t—to))] w<0eA>0
Oy, o(t) = 3In (450 + e3) H, = /3%
e27(mo?+ A) o(t) =0,-22¢ o =t/-20

e 272A(0? - 2/3w)? | o(t) = o, exp (-22¢) A= :l:\/§

Tabela 4.2: Solugdes para o(t) no caso com potencial V(o). Os parametros {V,, \,m,A e
¢} sdo constantes.

Potencial V(o)  Solugdes para b(t) Singularidade em ¢ finito
1/3
e27\ b(t) = by cosh [@(t - to)] Nao
2 A 2w/N?
e~ (A+2)o), b(t) =b, [’\Qf" e 2%t +1 Singular se w > A\?/6
e 27(mo? + A) b(t) = b, exp [at (O’o -9t ] Nao-singular se w < 0
e 272X (02 - %)2 b(t) = b, exp [—“’Tog exp (-8¢-1) + %At] Singular se w >0

Tabela 4.3: Solugoes para b(t) no caso com potencial V(o). Os pardmetros sdo os mesmo
das Tabela 4.2 e b, é também uma constante.

Estamos assim concluindo que, de maneira geral, sem se considerar um modelo cosmoldgico,
as teorias que estamos considerando em cada referencial estao fadadas a apresentar uma sin-
gularidade cosmoldgica, pois no nosso caso estamos tomando V = 0. Isso fica reforcado pelas
solucoes cosmoldgicas obtidas na segao 4.5, as quais sao claramente singulares. Queremos
agora analisar o comportamento do modelo cosmoldgico quantizado canonicamente. Além do
interesse na remocao da singularidade quando o modelo é regido pela estrutura da cosmologia
quantica, estaremos também interessados nos aspectos quanticos das transformacoes de Weyl

entre os referenciais. Esta abordagem serd realizada no proximo capitulo.



CAPITULO b

Cosmologia Quantica

Nesta secao iremos proceder com a quantizagao canodnica do modelo cosmoldgico
que temos analisado classicamente no capitulo 4. Desde que temos obtido as hamiltonianas
correspondentes a representacao do modelo em cada referencial, podemos derivar a equacao
de Wheeler-DeWitt em cada referencial e buscar suas solucoes. Estas solucoes serao as
candidatas a fun¢dao de onda do universo. Com a funcao de onda do universo calcularemos,
via interpretacao de vdrios mundos, o valor esperado do fator de escalar do universo em
cada referencial. Finalmente poderemos confrontar o comportamento classico obtido no
capitulo 4 com o comportamento dos valores esperados obtidos neste capitulo. Esperamos que
as singularidades previstas classicamente desaparecam nas solucoes quanticas. Nesta secao
também iremos analisar o papel das transformagoes de Weyl no regime quantico. Neste tltimo
topico, estaremos interessados em verificar a comutacao entre as operacoes de mudanca de
referencial e quantizacao canonica e a equivaléncia fisica entre os dois referenciais neste regime

quantico.

56 de 77
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5.1 Equacao de Wheeler-DeWitt

Realizamos no capitulo 3 o estudo do formalismo ADM, que consistiu na descri¢ao ha-
miltoniana da teoria da gravitagao. Este procedimento torna direto o processo de quantizacao
canonica do modelo, pois dispondo das varidveis canonicas e seus parénteses de Poisson, as-
sim como a fun¢ao hamiltoniana do sistema, podemos seguir a prescricao de quantizacao
canonica de Dirac. Ou seja, as variaveis canonicas sao promovidas a operadores e as relagoes
dadas pelo parénteses de Poisson transformam-se em comutadores dos operadores associ-
ados. Portanto, dada uma hamiltoniana H(q,p), a quantizagdo a la Dirac para sistemas

hamiltonianos vinculados requer que

H(q,p) =0 — H(§,p)¥(q) =0, (5.1)

onde ¢ e p denotam os operadores associados as variaveis canonicas ¢ e p, respectivamente.
Teremos que o entao vinculo no espaco de fase passara a ser um operador no espago de
Hilbert que aniquila a fungao de onda do universo, ¥(q). Temos ainda que o operador H é

construido com a representagao de Schrodinger convencional, onde

U (q) = —z‘h(%\v(q) e qu(g) = qu(o). (5.2)

Como os parénteses de Poisson entre as variaveis sao promovidos a relagoes de comutacao

como segue,
{¢.p} =1 — [4.p] = i, (5.3)

logo a eventual existéncia de termos cruzados ¢"p™, sendo n e m nimero reais, pode vir a
causar ambiguidades de ordenamento destes termos. Para transpor esta dificuldade é comum
se considerar o ordenamento covariante (ou ordenamento de Laplace-Beltrami), a saber: Este
ordenamento se vale da estrutura métrica do superspaco, descrita pela métrica de deWitt
dada na eq.(3.38), onde podemos escrever o vinculo hamiltoniano como dado na eq.(3.44).
Ou seja, os termos relevantes para o ordenamento sao os termos envolvendo os momentos

canonicamente conjugados, pois

Gaﬁ(q)papﬁ - Gaﬂ(é)ﬁaﬁﬂ' (54)
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Representando os operadores segundo a eq.(5.2), teremos
G?(Q)Papp = ~h*G*(q)0a05 = ~h2V3 1, (5.5)

onde G*# ¢ identificado como a métrica do mini-superespaco e V3 5 é o operador de Laplace-

Beltramsi:

V2, ¢%_Gaa (vV=gaoa,). (5.6)

Desse modo teremos que o vinculo H sera promovido a operador fornecendo a seguinte
equacao diferencial
[-12Vi,+U(q)] ¥(q) =0, (5.7)

onde os termos que dependem apenas de ¢ dao origem a U(q), que desempenha o papel de

potencial na dinamica do modelo quantico. Agora, colocando a eq.(4.16) e eq.(4.29) na forma
H=Gpops +Ul(a, B), (5.8)

identificamos G*? e U(a, 8) em cada referencial. Teremos

. 5= 0 _
[GPl=] 2 e U(a,p)=-6kb (5.9)
0 ww
para o referencial de Riemann e
(3-2we?) %
[G%IBDG] = [ 4%}& 8;:? ] e  Uppa(a,B) = -6kae™ (5.10)
8wa 4wa3

no referencial de Weyl. Portanto, o procedimento de quantizacao canonica com ordenamento
covariante fornecera a equacao de Wheeler-DeWitt no referencial de Riemann, H rY(b,0) =0,

dada por

[ + —_—

ob> bob  wb? do?

onde definimos p = 144k/h?, e analogamente teremos que no referencial de Weyl a equacao
de Wheeler-DeWitt Hy U (a, ¢) = 0 ficard

2 2
[ o 10,0609 +ubz]\lf(b,a)=0, (5.11)

[(3—2w)(82 18_2) 1 0? 1 0% (wa?

2 (5wt ) 2w | V@) =0, (5.12)
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onde definimos ¢ = 24k/h? = p/6. Contudo, temos obtido uma equagao diferencial parcial
de segunda ordem nas variaveis canonicas do modelo. Esta equacao tem entao a mesma
forma da equacdo de Klein-Gordon. Diferente da equagao de Schrodinger, nenhuma variavel
assume o papel do tempo. Além do mais, as solugoes destas equacoes levam a funcoes de
onda cuja densidade de probabilidade nao é positiva definida, um problema ja bem conhe-
cido da equagao de Klein-Gordon. Logo, na proxima secao iremos propor transformagoes
canonicas que facilitam o tratamento quantico do modelo, posto que é obtido uma equacao
tipo-Schrodinger com um operador hamiltoniano hermitiano com respeito ao produto interno

L2, onde, dado duas fungoes de onda a(q) e 5(q), teremos

(al )= [ o"pdg (5.13)

sendo €2 o dominio da variavel q.

5.2 Transformacao candnica e equacao de Schrodinger

Como foi feito em [Alves-Jr. et al. 2016], realizaremos uma transformagao canonica
para obter uma hamiltoniana que, ao ser quantizada, forneca uma equagao tipo-Schrodinger
com o operador hamiltoniano hermitiano com respeito ao produto interno convencional, como

dado na eq.(5.13). No referencial de Riemann as transformagoes sdo dadas a seguir:

o P2
T=- Pr==< 5.14
Do ¢ N (5:14)
B=1Inb e Pg = bpy, (5.15)

onde a transformagao dada na eq.(5.14) foi motivada em [Farajollahi et al. 2010] e terd como
consequéncia que a equagao de Wheeler-DeWitt tome a forma da equacao de Schrodinger,
com a variavel T assumindo o papel do tempo na evolugao do sistema. Uma transformacao
com esse mesmo proposito foi feita em [Moura 2010] com o intuito de empregar o campo
escalar proveniente da agao que descreve os campos de matéria como o reldgio da evolucao
da funcdo de onda. Ja a eq.(5.15) é motivada em [Falciano et al. 2007] e deixa o operador
hamiltoniano transformado hermitiano com respeito ao produto interno convencional L2, As

transformagoes dadas nas eq.(5.14) e eq.(5.15) s@o de fato canonicas, como pode ser verificado
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mediante o calculo dos parénteses de Lagrange!. Logo, a super-hamiltoniana H (b, o, py, po ),
dada na eq.(4.16), sera transformada em H.(B,T, Pg, Pr), a qual chamaremos de super-

hamiltoniana canonica no referencial de Riemann, como segue:

_ P: P
H.(B,T, Py, Pr) = —2—5 + i ~ 6kexp (4B). (5.16)

Devido a transformacao ser canonica, preserva-se ainda o vinculo,

P: P
~—B 4+ L _6kexp(4B) =0. (5.17)
24 " 2w

Estamos assim empregando o campo escalar o, de origem geométrica, como o relogio que
mede a evolugao do nosso modelo quantico. Naturalmente a quantizacao da hamiltoniana

dada na eq.(5.16) leva a uma equagao tipo-Schrodinger dada a seguir,

h? 0? ih 0
k 43] U(B,T U(B,T 1
[24032 She | W(B.T) = 5 57 VBT, (5.18)
onde h g
4 SR _ 4B
Re = 1o 6ke (5.19)
¢ hermitiano frente o produto interno
(af B) = [ a*BdB, (5.20)
salvo as condigoes de contorno
L OB oa*
=0. 21
(5 -755)| - 621

Para o referencial de Weyl, nés podemos compor a transformacao que leva de Hppe para H
com a transformagoes dadas na eq.(5.14) e eq.(5.15) e obter a mesma equagao tipo-Schrédin-

ger dada na eq.(5.18). A composicao destas transformagoes fornecera

: ; ( ) )2
7% Pr=- 2 a) 5.22
o+ I e =5 (Pt 5P (5.22)
A=1In (ae’¢/2) e Py =ap,. (5.23)

Wer Definicao 4.3.1 e Teorema 4.3.1



Capitulo 5. Cosmologia Quantica 61 de 77

Logo, tomando estas transformacoes faremos Hy — Hy., o qual terd a mesma forma
funcional da eq.(5.19), salvo a varidvel A ao invés de B. Desde que estas transformagoes sao
todas canonicas, a correspondéncia entre os dois referenciais garante uma equivaléncia fisica
entre os modelos em cada representacao. Podemos assim resolver a equacao mais simples,
no referencial de Riemann, e depois obter as solugoes no outro referencial mediante estas
transformacoes. Trataremos de fazer isso na préxima secao, onde obteremos as solugoes

fisicas para eq.(5.18) no referencial de Riemann.

5.3 Solucoes fisicas

Queremos obter as solucoes da eq.(5.19). Como estamos interessados em confrontar
estas solugoes com o respectivos casos cldssicos, vamos nos restringir a w > 0. Para resolver

a eq.(5.19) partiremos assumindo o seguinte Ansatz:
W(B,T) = B(B)r(T), (5.24)

onde 7(7T") =exp [{ET/h] e E' é uma constante de separacao positiva. Portanto, considerando

a eq.(5.24) na eq.(5.19), teremos a seguinte equagao diferencial ordinéria para 5(B)

d*f3 4B
FrT (v - pe®) B =0, (5.25)
sendo " 5
12
[L = 144ﬁ (§] V= W (526)

Note que assim como FE, o parametro v é sempre positivo desde que estamos assumindo
w > 0. Ja o sinal de p dependera da topologia da secao espacial do modelo que estamos

considerando. Estudaremos agora as solugoes para o caso p nulo.

Caso p nulo

Neste caso teremos que a eq.(5.19) se reduz a equagao para oscilagoes livres. Por-

tanto, esta equacao admite a seguinte solugoes

Bo(B) = ¢y sin (B\/;) + €9 COS (B\/;) . (5.27)
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Logo a funcao de onda ¥ para este caso ficara

12F
U(B,T) =sin (B W) exp [1ET[h] (5.28)
w
onde tomamos ¢; = 1 e ¢o = 0 na eq.(5.27), assumindo uma solu¢do particular que nao
restringird em nada nossa analise geral. E fato que a funcao de onda acima nao é normalizavel
no produto interno L? que estamos tratando. Deste modo, iremos construir um pacote de

onda, que serd nossa solugao geral para a eq.(5.19), como a superposi¢ao das autofungoes

U(B,T) = sin (B\ /%) exp [iET/h]. (5.29)

U(B,T) = fooof(E)\IfE(B,T)dE, (5.30)

Portanto, teremos que

onde f(F) sera a fun¢ao peso adequada para construgao do pacote de onda. Este resultado
¢ bastante semelhante ao obtido em [Vakili 2012], onde a fun¢ao f(FE) escolhida foi a semi-

gaussiana

f(E)=e?F, (5.31)

sendo «v uma constante positiva arbitraria. Entao, da identidade?

s \/Tm m
/(; e sm(\/mx) dx = e exp[ ], (5.32)

4y
teremos
o , 12F 127 B 12 B?
B iET/hgin | By [ == | dE = - 5.33
fo e e Sm( wh2) wh? 2(a —iT[h)?2 exp[ wh24(oz—iT/h)]’ (5.33)
ou seja,
N B NQ BZ
U _r_ 2 S — .34
(B,T) 2 (o TRy exp[ pm (a—iT/h)]’ (5.34)

onde N = y/127/wh? é um fator numérico. A funcao de onda acima é qualitativamente

idéntica a obtida em [Vakili 2012]. Podemos calcular o médulo quadrado da func¢ao de onda

2Ver eq.(24) em [Vakili 2012].
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|U|? = U*W e obter

D2 = (5.35)

N2 B? o N2 aB?
4 (a2 +T?[h2)32 Pl 2r (a2 +T2[h%) |

De fato, da eq.(5.35), podemos ver que a func¢ao de onda dada na eq.(5.34) tem norma finita,

o0 whs
(U] W) = [oo WP =/ o (5.36)

Deste modo, podemos nos valer dainterpretacao de vdrios mundos, vide [Everett 1957],

ou seja

[Tipler 1986] e [Pinto-Neto 2010], para calcular o valor esperado de B, o qual serd dado

por
[ B|¥|]dB
(B) =—"——— (5.37)
(V] o)
Portanto, iremos obter
(B)=0. (5.38)
J& para o valor esperado de B2, teremos
* B2|V|2dB
B?) = f“"’— (5.39)
(&) (V] w)
Ou seja, .
w
(B?) = - (o +T?%/h?). (5.40)
Com isso podemos calcular a relacdo de dispersao do pacote de onda, definido como
(AB)*=(B?) - (B)®, (5.41)

e obtemos

AB - /<n (a2 +T2/12)"" (5.42)
4oy

A anélise que podemos fazer destes resultados é similar a feita em [Alvarenga e Lemos 1998],
a saber: Temos da eq.(5.42) que o pacote de onda ird dispersar-se a medida que T se distancia
de zero, sendo 7" = 0 o instante onde o pacote estd mais concentrado, atingindo sua menor
espessura. Quanto mais o pacote for concentrado em torno de 7" = 0, mais rapido serd a sua
dispersao. Portanto, concluimos com esta analise que efeitos quanticos se fazem relevantes
somente para pequenos valores de 1. Para grandes valores de T' o modelo deve adquirir o

comportamento classico descrito no capitulo anterior. Esta analise esta ilustrada nos gréaficos
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da figura 5.1 abaixo:

ar

20
m 0 [z

2L

Wi ‘ ‘ ‘ 1

-4 -2 0 2 4
T o B
a) Gréfico de contorno de |¥|? em funcao b) Gréafico de |¥|? em funcdo de B quando
G ¢ q
deT e B T=0
N AB %4

(c) Gréfico da relac@o de dispersao dada na
eq.(5.42)

Figura 5.1: Comportamento de |¥|? no caso k = 0 do referencial de Riemann em acordo com
a relacao de dispersao do pacote de onda dada na eq.(5.42).

Contudo, para fins de comparacao com os resultados classicos que obtivemos, precisamos
expressar os resultados desta se¢do em termos da variavel b, que é o fator de escala original
do modelo no referencial de Riemann. Desta maneira, poderemos ver as corre¢oes quanticas

feitas no comportamento do fator de escala descrito na figura 4.1.

Logo, sendo B = log(b), teremos que a fun¢do de onda dada na eq.(5.34) toma a

forma
N log(b)

(b, T) = ——exp[

N? log(b)?
2 (14T /h)3/ g—]’ (5-43)

dr (a-iT/h)

e o médulo quadrado da fungao de onda |¥|? = U*W fica

~NZ log(b)? N?  alog(b)?
== (a2 + 12/p2)3r P [_E (a2 + T2/h?) ] ' (5.44)
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Novamente, da eq.(5.44), podemos ver que a fungao de onda dada na eq.(5.43) tem norma

finita, ou seja

o db wh3
(ww) = [ epTe /e (5.45)

onde deve-se notar que o produto interno para a funcao de onda descrita em termos da
variavel b foi modificado. De fato, o que temos aqui é que transformacoes canonicas entre
espacos de fase induzem transformacoes entre espacos de Hilbert que preservam a norma de
vetores. Em [Anderson 1993] estas transformacoes levam o nome de transformagoes canénicas
quanticas. Além disso, em [Anderson 1993] é afirmado que duas teorias quanticas serao
fisicamente equivalentes se elas sao relacionadas por este tipo de transformacao, e nao por
uma transformagao unitéria. De fato, temos visto em [Lemos 2013] que transformagoes que
preservam a norma de vetores no espago de Hilbert sao ditas transformacoes isométricas,
cujas quais as transformacoes unitarias sao incluidas como um caso particular. Portanto, o
espaco de Hilbert onde b é a variavel em questao, tem o produto interno definido como na
eq.(5.44) e o dominio de b é agora (0, 00). Seguindo [Anderson 1993] afirmamos que hd uma

equivaléncia fisica entre as teorias descritas em termos de B e b.

Tendo esclarecido este ponto, podemos entao calcular o valor esperado de b, obtendo

(b) = [1+ %(oﬂ +T2/h2)]exp[%(a2 +T2/h2)]. (5.46)

b)

o T

Figura 5.2: Comportamento de (b) para k = 0, dado na eq.(5.46). Neste grafico estamos
assumindow=3e h=a=1.

Na figura 5.2 fica evidente que efeitos quanticos sao relevantes somente para pequenos 7T,
onde consequentemente haverd pequenos valores de (b). Porém (b) nunca se anula. Ou
seja, temos aqui a remocao da singularidade prevista classicamente. Além disso, (b) tende
assintoticamente ao comportamento cldssico de b, descrito pela eq.(4.70) e na figura 4.1.
Contudo, temos que as duas solugbes desconectadas da eq.(4.70) estao agora unidas pelos

efeitos quanticos. Um universo que atinge um volume minimo apdés uma fase de contracao



Capitulo 5. Cosmologia Quantica 66 de 77

e depois segue uma fase de expansdo. Um mesmo resultado é obtido em [Vakili 2012]. Um
outro argumento é empregado em [Alvarenga e Lemos 1998] o qual afirma que a singularidade
classica, b = 0, é euvitada desde que a densidade de probabilidade da fun¢ao de onda do
universo se anula para b = 0, como pode ser confirmado na eq.(5.44). Deste modo temos que

esta solugao implica em um modelo cosmolégico nao-singular.

5.4 Transformacoes de Weyl no regime quantico

Nesta secao iremos nos ater a analisar a versao quantica das transformacgoes de Weyl.
Vimos no capitulo 4 que as transforagoes de Weyl induziam transformagoes canonicas capazes
de mapear a dinamica do modelo descrito no referencial de Riemann na sua correspondente
representacao no referencial de Weyl. Vimos ainda que era possivel obter a forma da funcao
geradora de tais transformagoes canonicas, dada na eq.(4.52), a qual agora denotaremos como
Wk no referencial de Riemann

1
WRC = §O'bpb. (547)

Esta funcao geradora é de fato invariante por transformacoes de Weyl, ou seja,
1
Wge — Wy = §¢Gpa, (5.48)

por isso usaremos daqui para frente a notagao reduzida W,, onde suas variaveis dependerao
do referencial o qual se esta descrevendo o modelo. Portanto, nés empregaremos estas fungoes
geradoras para definir o operador unitério que realiza a mesma transformacgao no espaco de
Hilbert.

Seja entao o operador de transformagao de Weyl, W, definido como segue

W = exp [;—h&i)pb] , (5.49)

podemos verificar que este operador promove as mesmas relacoes que temos obtido nas trans-
formagbes canonicas dadas na eqs.(4.33, 4.34, 4.35 e 4.36). Tomemos inicialmente a trans-

formacao do operador ¢ segundo a operagao a seguir

A Atk i ] i oh
6> WeW' =zexp [%prb] b exp [—%abpb] : (5.50)



Capitulo 5. Cosmologia Quantica 67 de 77

Logo, pela férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (férmula BCH), onde

n vezes

P 4 1 1
eBe = B+[A,B]+ 5[A, [A, B]] + ...+ — [A,[A, ..[A, B]]], (5.51)
n!
teremos que . '
AP Toa .
exp [%prb] b exp [—%prb] =0, (5.52)

pois todas as variaveis envolvidas nos comutadores comutam entre si. Portanto, obtemos a

versao quantica da transformagao canonica entre ¢ e o, dada na eq.(4.34),
WeWt=p=6. (5.53)

A mesma conta pode ser feita para as demais transformacoes canonicas. No caso da relacao
dada na eq.(4.36) teremos que
Ds=Wp,WH. (5.54)

Como o primeiro comutador [&l;ﬁb,ﬁa] é igual a ih@ﬁb, os demais comutadores serao nulos.
Logo obtemos,
A R R 1.
Wp,WH=py=p, - 5bpb. (5.55)
Novamente a forma funcional da eq.(4.36) é recuperada. As duas outras transformagoes
sao também recuperadas, porém diferente dos dois primeiros casos, nenhum comutador da
formula BCH se anula. Contudo, é possivel identificar estes comutadores com a expansao da
funcao exponencial em séries de poténcias, ou seja
. [ee] 1 5_ n
2=~ (—) : 5.56
; n!\2 ( )
Podemos obter entao que,
a=be?2 e p,=pe (5.57)

Temos assim verificado que o operador de transformagao de Weyl, dado na eq.(5.49), cum-
pre em transformar os operadores canonicos preservando a mesma correspondéncia classica.
Portanto, desde que este operador unitario mapeia os espacgos de Hilbert dos modelos repre-
sentados em cada referencial, argumentamos que ha sim uma equivaléncia fisica entre estes
referenciais no regime quantico. Contudo, uma anélise mais direta dessa correspondéncia e
a atuacao do campo de Weyl como o relégio natural da evolucao de modelos cosmolégicos

requer a deducao de um operador unitario relacionado as transformacoes canonicas definidas
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nas eqs.(5.14, 5.15, 5.22, 5.23), que levam a equagoes de Wheller-DeWitt com a mesma forma
funcional, pois ja temos afirmado que se aplicarmos as transformagoes canonicas, dadas na
eq.(5.22) e eq.(5.23), na super-hamiltoniana obtida no referencial de Weyl

e | (3- 2w)]02 pé Pals

—_ 24—+
dwa 12 a? a

Hppe = ] - 6kae™?, (5.58)

iremos obter a seguinte super-hamiltoniana candnica no referencial de Weyl

P2 P
Hppee(A, T, Py, Pr) = —2—2 n i — 6k exp (44). (5.59)

Portanto sua quantizacao canonica leva a mesma equagao diferencial obtida na se¢ao anterior
e a analise é idéntica, salvo a importante diferenca que agora a variavel A se corresponde com o
fator de escala original neste referencial via a transformacao A = log(ae%/2). Contudo, desde
que todas estas representacoes se correspondem mediante uma transformagcao canonica, deve

haver uma equivaléncia fisica entre as representacoes de cada referencial no regime quantico.

Vejamos o comportamento do fator de escala original no referencial de Weyl, ou seja
a. Seguindo o que fizemos na secao anterior, podemos dizer que a quantizacao do modelo
descrito pela super-hamiltoniana dada na eq.(5.59) leva a seguinte funcao de onda, para o

caso 4 nulo:

N A N2 A2
V(AT)s ————— —_— 5.60
(A1) =3 (o —iT[h)3P2 eXp[ A7 (- z’T/h)] ’ (5.60)
enquanto que o modulo quadrado da fun¢ao de onda é dado por
N2 A? N2 aA?
\If 2 - _— | 561
Y = GE Ty eXp[ or (a2 + TQ/hQ)] (561)
Temos da eq.(5.61) que de fato a norma fica invariante, ou seja
o h/7-‘-3
R =f WA= [T 5.62

o que nos faz recuperar os mesmos resultados para valores esperados e relagao de dispersao
obtidos para a variavel B. Entretanto, queremos novamente retornar para a representacao
em termos da varidvel a, para fins de comparagao com o caso classico. Deste modo, teremos

que o produto interno calculado em termos da varidvel b pode ser transformado via eq.(4.33)



Capitulo 5. Cosmologia Quantica 69 de 77

e eq.(4.34), obtemos assim que
db d

a
Consequentemente todos os demais resultados de valores esperados para a variavel a tera igual
comportamento que aqueles obtidos em termos de b. Como era esperado, verificamos uma
equivaléncia fisica no regime quantico entre dois modelos relacionados por transformagoes de
Weyl. Tal resultado se opoe a discussao conhecida na literatura onde os referenciais de Jor-
dan e Einstein, relacionados por uma transformacao conforme na métrica, nao mantém uma
relagao de equivaléncia fisica no regime quantico, como afirmado em [Faraoni e Nadeau 2007].
Parece assim para nds que a estrutura geométrica de variedades de Weyl integravel é capaz
de suportar naturalmente a equivaléncia fisica entre teorias fisicas, classica e quanticas, re-

presentadas em uma classe de referenciais relacionados pelas transformacoes de Weyl.



CAPITULO 6

Conclusao

“Science does not purvey absolute truth, science is a mechanism. It’s a way of trying to
improve your knowledge of nature, it’s a system for testing your thoughts against the
universe and seeing whether they match.”

Isaac Asimov

Nesta tese temos abordado os aspectos cléssicos e quanticos de modelos cosmologicos espa-
cialmente homogéneos e isotropicos regidos por uma teoria gravitacional ambientada numa
geometria de Weyl integravel. A abordagem quantica foi feita mediante o formalismo da
cosmologia quantica, que trata o universo como um sistema fisico fechado a ser quantizado
canonicamente, isto é, a la Dirac. Por estarmos interessados em um espaco-tempo de Weyl
integravel, fizemos a priori a extensao do formalismo ADM para este tipo de geometria.
Devido a uma construcao invariante pudemos obter expressoes idénticas aquelas obtidas no
formalismo ADM padrao. Contudo, o campo escalar de Weyl surge implicitamente nestas
expressoes. Portanto, como era esperado, tal campo escalar tem papel fundamental nas

propriedades métricas do formalismo.

Propomos, apds a extensao do formalismo ADM, a utilizacdo do campo escalar
de Weyl, de origem geométrica, como constituindo um parametro natural para se folhear

o espago-tempo na forma (143). Essa proposta se deve a ideia de que o campo escalar
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naturalmente fornecido pela estrutura geométrica do espaco-tempo possa ser empregado
como o relogio da evolugao deste espaco-tempo, como uma sucessao de hipersuperficies
3-dimensionais definidas por ¢ constante. Dessa maneira teriamos nao sé6 uma folheacao
natural, mas também um parametro temporal puramente geométrico. Mostramos que para
alguns exemplos de espacos-tempos de interesse fisico tal proposta é vidvel e conjectura-
mos que qualquer espaco-tempo globalmente hiperbélico pode ser decomposto em termos da

folheacao invariante que propomos.

Ao abordarmos o modelo cosmolégico de Friedamnn-Lemaitre-Robertson-Walker
classicamente, obtivemos as solucoes para as secoes espaciais plana, aberta e fechada. Es-
tudamos as singularidades cosmolégicas deste modelo para cada tipo de secao espacial e
comparamos nossos resultados com aqueles obtidos por [Vakili 2012] ao considerar o campo
escalar oriundo da geometria como definindo o parametro de evolugao do modelo, medindo
a evolucao do fator de escala do universo com respeito ao grau de liberdade fornecido pelo
campo escalar. Esta abordagem ¢ 1util quando queremos empregar o campo escalar como o

relogio do modelo cosmolégico no regime quantico, descrito pela cosmologia quantica.

Ao tratarmos do modelo quantizado, escolhemos a secao espacial plana para mostrar
que a singularidade cosmoldgica predita classicamente seria evitada pelo modelo quantico. A
regiao onde classicamente a singularidade estaria localizada no espaco de configuracao do mo-
delo ¢ corrigida quanticamente passando a apresentar um comportamento do tipo bouncing.
Desta maneira, o modelo cosmolégico de FLRW passa a ser nao-singular, devido as correcoes
quanticas trazidas pelo procedimento da quantizacao canonica. Quando tomamos o limite
da solucao quantica para grandes fatores de escala, onde espera-se que efeitos quanticos nao
sejam mais relevantes, recuperamos o comportamento classico. Portanto, a correspondéncia

quantico-classico, é verificada na nossa analise.

Além da remocao da singularidade cosmolégica no modelo quantico, nés pudemos
obter o operador unitario que corresponderia as transformacoes de Weyl no regime quantico.
Foi possivel obté-lo uma vez que classicamente pudemos verificar que as transformacoes de
Weyl induziam transformagoes candnicas entre os modelos representados no formalismo ha-
miltoniano. Ou seja, as variaveis canodnicas de dois modelos cosmoldgicos representados em
referenciais relacionados por uma transformacao de Weyl, estavam conectadas por trans-
formacoes canodnicas geradas pelas transformacoes de Weyl. Desta maneira, deduzimos a
funcao geradora destas transformacoes canonicas, que foi utilizada na definicao do operador
unitério que desempenha o papel das transformacoes de Weyl no regime quantico, relacio-

nando os operadores de cada referencial. Devido a equivaléncia fisica entre sistemas quanticos
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relacionados por transformacoes isométricas, nés pudemos concluir que os dois referenciais
tratados aqui eram fisicamente equivalentes, mesmo no regime quantico. Esta equivaléncia é
perdida quando as transformagoes envolvidas no mapeamento de dois referenciais sao mera-
mente transformagoes conformes do tensor métrico. Portanto, a geometria de Weyl parece ser
um ambiente propicio para tratar da correspondéncia classica e quantica de teorias escalares-

tensoriais com acoplamento minimo e nao-minimo.

Como perspectiva futura, pretendemos explorar ainda mais o campo escalar de Weyl
como o relégio natural de modelos cosmoldgicos, classicos e quanticos, e gostariamos de imple-
mentar esta ideia em teorias de gravidade quantica, como a loop quantum gravity. Esperamos
que o grau de liberdade adicional fornecido naturalmente pela geometria de Weyl possa abrir
um novo panorama na busca de uma teoria quantica da gravitagao e do entendimento do

universo primordial.
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