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Resumo

O grafeno é um cristal bidimensional(2-D) semicondutor com gap nulo, onde os portadores
de cargas se comportam como particulas sem massa. Nesta dinamica especifica, no limite
de baixas energias, a relacao de dispersao de energia ¢é linear, sendo que este material
pode ser descrito pela equacao de Dirac sem massa contrastando com os semicondutores,
cujos portadores de cargas tém massa. Neste quadro, ha o problema do confinamento
eletronico no grafeno devido ao tunelamento. Para contornar esta dificuldade, é proposto
um novo modelo de anel quantico, baseado no oscilador de Dirac e nos modelos de anéis
de Tan-Inkson e Bakke-Furtado. A partir desse novo acoplamento, sao obtidos o espectro
de energia, as correntes persistentes e os espinores positivos para uma folha de grafeno

com/sem defeito topoldgico do tipo desclinagao, via equacao de Dirac (24+1) sem massa

Palavras-chave: Grafeno, Anel Quantico, Oscilador de Dirac, Espectro de Energia,

Correntes Persistentes, Defeito Topolégico, Desclinagao.
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Abstract

The Graphene is a two-dimensional(2-D) semiconductor crystal with null gap, where
charge carriers behave as massless particles. In this specific dynamics in the limit of
low energies, the energy dispersion relation is linear, and this material can be described
by massless Dirac equation contrasts with the semiconductors, for which the charge car-
riers are massive. In this framework, there is the problem of the electronic confinement
in graphene because of tunneling. For overcome this difficulty, is proposed a new model
of quantum ring, based on Dirac oscillator and models of rings Tan-Inkson and Bakke-
Furtado. From this new coupling, are obtainable the energy spectrum, persistent currents
and positive spinors to a graphene sheet with / without topological defect type disclina-

tion by massless Dirac equation (2+1).

Keywords: Graphene, Quantum Ring, Dirac Oscillator, Energy Spectrum, Persis-

tent Currents, Topological Defect, Disclination.



Capitulo 1

Introducao

A evolugao tecnolégica que atualmente presenciamos é consequéncia, em parte,
da diminuicao da escala de atuacao dos dispositivos eletronicos: ha um crescimento cada
vez maior da quantidade de circuitos integrados sobre um tunico substrato semicondu-
tor. Hoje, um dispositivo eletronico simples é constituido por um substrato de material
semicondutor fino, neste caso o silicio (Si), envolvido por uma camada de 6xido de Sili-
cio (Si0s), que atua como isolante, e um eletrodo metalico. Obedecendo a tendéncia de
mercado na relagao custo-beneficio entre quantidade de circuitos integrados e consumo
de energia, os dispositivos eletronicos passaram a diminuir a escala de sua atuacao. En-
tretanto, na progressiva diminuicao da escala, saindo da macroscépica, passando pela
micrométrica até a nanométrica, surgiram problemas de ordem tedrica no que diz res-
peito a natureza dos fenomenos: a abordagem fisica saia gradativamente do campo do
eletromagnetismo classico e adentrava no campo da mecanica quantica. Sendo a redugao
da escala necessaria para a observacao de fendmenos regidos pela mecanica quantica, a
busca por novos materiais, que atendessem esta expectativa, foi responsavel pelo surgi-
mento da area de conhecimento denominada nanociéncia e sua aplicabilidade técnica, a
nanotecnologia. Nesta busca por novos materias, o grafeno ganhou seu papel de destaque.

Conhecido como uma forma alotréopica do carbono, o grafeno chamou atencao de-
vido as suas propriedades fisicas e sua condicao de elemento raiz, a partir do qual, pode-se
obter outras nanoestruturas como nanotubos e fulerénos[1]. Além disso o grafeno mostrou-
se como um dos primeiros exemplares de estruturas cristalinas bidimensionais livres, que
até o final da década de 90, suponha-se inexistentes pois, seriam termodindmicamente

instaveis[2].
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Neste material, os elétrons sao os portadores de carga, que no limite continuo para
baixas energias, assemelham-se a férmions de Dirac, podendo ser portanto, descritos pela
equacao de Dirac. A partir dessa analogia, ha a possibilidade de investigacao de fenomenos
fisicos no grafeno como, por exemplo, o paradoxo de Klein [3, 4],que ndo é observavel na
fisica de altas energia e o efeito Hall quantico[5].

Diante do panorama exposto, o presente trabalho tem como objetivo o estudo do
confinamento de um elétron numa monocamada de grafeno sujeita ao defeito topoldogico
do tipo desclinacao, na presenca do fluxo Aharonov-Bohm perpendicular ao plano, num
sistema fisico conhecido como anel quantico. Para tanto, propomos um novo modelo
de acoplamento para a equagao de Dirac, baseado no acoplamento desenvolvido por K.
Bakke e C. Furtado[6], para particulas relativisticas de spin 1/2, adaptado ao contexto do
grafeno.

Este estudo se faz importante devido a sua contribuicao tedrica para o campo de
conhecimento da matéria condensada, uma vez que ao se estudar os elétrons no grafeno, na
presencga de um potencial confinante externo, esses sofrem tunelamento quantico. Nosso
modelo permite contornar esta dificuldade ao confinar o elétron numa estrutura anelar
bidimensional (2-D), admitindo assim um melhor entendimento dos fenomenos de trans-
porte proximos ao nivel de Fermi. O entendimento dos fenomenos de transporte é peca
fundamental para a fabricacao de dispositivos eletronicos.

No capitulo 2, exporemos a visao do grafeno como um cristal bidimensional (2-D),
onde serao tratados as suas propriedades, sua configuracao eletronica, assim como a sua
estrutura cristalina, suas estrututas de bandas e seu espectro de energia obtido através
do modelo tight-binding. Sera mostrado também que, no limite de baixas energias, a
relacao de dispersao de energia é linear, portanto, semelhante a dinamica relativistica de
Férmions.

Revisaremos no capitulo 3, o confinamento em um anel quantico unidimensional (1-
D), e neste contexto, discutiremos o Efeito Aharanov-Bohm|[7] nesta estrutura, bem como
os efeitos sobre o espectro de energia do elétron confinado e o surgimento das correntes
persistentes decorrentes desse efeito. Ao final deste capitulo, serd exposto o modelo de
anel 2-D de Tan-Inkson[8], que se mostrou como uma boa generalizagdo dos demais tipos
de confinamento, como antipontos quanticos e pontos quanticos.

Abordaremos no capitulo 4, o modelo de confinamento para particulas relativisticas



3

de spin 1/2 num modelo de anel 2-D, desenvolvido por K. Bakke e C. Furtado [6] baseados
no acoplamento conhecido na literatura como Oscilador de Dirac. Neste capitulo, sera
obtido ainda o espectro de energia deste sistema, e também a investigacao das correntes
persistentes, onde mostramos que no limite nao relativistico, ambos os resultados sao
compativeis com modelo propostos por Tan-Inkson.

No capitulo 5, cerne deste trabalho, propomos um novo modelo de acoplamento
anelar 2-D para estudar os efeitos do fluxo Aharonov-Bohm, assim como o surgimento
de correntes persistentes no grafeno. Investigamos dois casos: no primeiro, para uma
folha plana de grafeno submetida ao fluxo Aharonov-Bohm, foi obtido o espectro de en-
ergia e a corrente persistente; no segundo, foi feito o mesmo procedimento para uma
folha de grafeno com defeito topoldgico do tipo desclinacao, obtido através do processo
de Volterra[9], onde obtivemos tanto o espectro de energia como a corrente persistente.
Em ambos os casos, foram obtidos também os espinores de energia positiva, visto que os
elétrons no grafeno estao na banda de conducao, e cada espinor, neste contexto, corres-
ponde a descricao de uma sub-rede sendo o grafeno entendido como a sobreposicao de
duas sub-redes cristalinas.

Por fim, no capitulo 6, concluimos apresentando uma discursao sobre os resultados

obtidos e as perspectivas futuras.



Capitulo 2

O Grafeno Como Um Cristal

Bidimensional

Neste capitulo serd feito uma revisao sobre o grafeno, visto como um cristal bidi-
mensional, destaca-se a sua constituicao quimica bem como suas propriedades e configu-
racao eletronica. Neste caminho, na perspectiva da fisica do estado sélido, sera discorrido
a respeito da estrutura cristalina do grafeno, seu espectro de energia obtido via modelo
tight-binding e estruturas de bandas. Com posse destes resultados, no limite de baixas
energias, por fim, sera mostrado como o grafeno pode ser descrito por uma teoria efetiva

de dois espinores bidimensionais de Dirac.

2.1 Hibridizacao do Carbono e Alotropia

Na natureza entre todos os elementos quimicos descobertos e catalogados, o car-
bono (C) certamente tem a sua parcela de notoriedade. O que corrobora este fato ¢ a
sua abundante presenca na Terra que vai desde compostos inorganicos como minerais,
por exemplo, a compostos organicos presentes nos seres vivos. Estas variedades de subs-
tancias sao decorrentes da configuracao eletronica do carbono [10], a qual permite que
o mesmo manifeste o processo de hibridizacao: Fenomeno pelo qual os orbitais atomi-
cos incompletos, no caso os subniveis s e p, se combinam dando origem a novos orbitais
com caracteristicas mescladas de ambos, ou seja, orbitais hibridos. O atomo de carbono
neutro possui numero atomico 6, isto é, 6 prétons e 6 elétrons. Sendo assim sua configu-

ragao eletronica mais estavel é 1s22s%2p?. A hibridizagao(hibridagao) ocorre quando esta



configuracao passa para a configuracao 1522s'2p?, ou seja, quando o dtomo é excitado.

sp’
sp?
O SQ - SPY D3,
sp2
sp sp sp? P sp?

a) b) c)

Figura 2.1: Tipos de hibridizagoes (hibridagoes)[11] que ocorrem no carbono : a)sp, b)sp?

e c)sp’.

Podemos ver na figura (2.2) alguns exemplos de substancias constituidas por car-
bono mediante o tipo de hibridiza¢ao: O composto organico etino (CyHs) (i) e o inorganico
di6éxido de carbono gas (C'O,) (ii) com hibridagao sp ; O fulereno (Cg) (iii) e o grafeno

(iv) com hibridizacio sp?; finalmente o diamante (v) e o grafite (vi) para o caso sp>.

(i1)

(vi)

Figura 2.2: Exemplos de formas alotrépicas para as diferentes hibridizacoes do carbono

11].

A propriedade que um elemento quimico possui de originar substancias simples,

com diferentes disposi¢oes(arranjos) em suas ligagoes, é denominada alotropia. Na figura
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(2.2), com excegao das substancias (i) e (ii), todas as demais sao formas alotrépicas do
carbono. Dentre estas, neste trabalho, vamos destacar o grafeno pelas suas peculiaridades

que serao abordadas mais adiante.

2.2 Propriedades e Configuracao Eletronica do Grafeno

A grande relevancia que o grafeno vem conquistando no meio cientifico é conse-

quéncia direta, em grande parte, das descobertas de suas propriedades [12]:

e Condutividade Elétrica: Uma monocamada de grafeno apresenta uma condu-
tividade elétrica da ordem de 0.96 x 10°Q~1.m~! levemente maior que a do cobre,

que é 0.6 x 10°Q~t.m=! [13];

e Resisténcia: O grafeno possui uma resisténcia a ruptura de 42N/m enquanto que
uma folha do melhor ago de mesma espessura (3.35 A= 3.35 x 1071%n) possui uma

resisténcia de 0.40 N/m. Logo o grafeno ¢ 100 vezes mais forte do que o ago [14];

e Condutividade Térmica: A condutividade térmica do grafeno ¢é regida por fonons
e foi medida como sendo de aproximadamente 5000Wm 'K . O cobre em tem-
peratura ambiente possui condutibilidade térmica de 401Wm 'K~!. Sendo assim,

o grafeno conduz calor 10 vezes melhor do que o cobre [15];

e Trasparéncia Optica: O grafeno ¢ quase transparente, absorve apenas 2, 3% da
intensidade de luz, independentemente do comprimento de onda no dominio éptico.
Este nimero é obtido através da constante de estrutura fina, a '. Assim o grafeno

suspenso nao apresenta qualquer cor[16].

Como ja foi falado anteriormente, o grafeno possui uma hibridizacao do tipo sp?.
Este tipo de hibridizacao é caracterizada pela mistura de um orbital 2s com dois orbitais
2p originando uma ligacao 7 e, trés ligacoes o dispostas num arranjo geométrico trigonal
plano: os orbitais hibridos tem maxima densidade de probabilidade para as trés diregoes
no plano xy com angulo maximo de 120°. Nesse arranjo as ligacoes o, as mais fortes, sao
responsaveis pela estabilidade da estrutura molecular enquanto a ligacao 7, a mais fraca

onde se encontra o elétron de valéncia, é responsével pela conducao [10].

10 a neste caso se refere a magnitude da forca eletromagnética. No capitulo 5, o estd em outro

contexto, como termo que identifica a presenca do defeito.
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Figura 2.3: Monocamada de grafeno como matriz geradora de outros materias. Da es-

querda para a direita: fulereno (0-D), nanotubo (1-D) e o grafite (3-D)[1].

O grafeno descrito como um cristal bidimensional consiste numa monocamada de
atomos de carbono que formam uma rede hexagonal plana [1]. A partir desta pelicula,
dependendo da forma como é cortada a monocamada (ver figura 2.3), é possivel obter
outras trés estruturas, sendo duas sintéticas e uma natural. Os materiais sintéticos sao:
o fulereno também conhecido como “buckyball”, que consiste numa pelicula dobrada num
arranjo zero-dimenisional; O nanotubo no qual a pelicula é enrolada num arranjo unidi-
mensional?. No caso natural temos o grafite que é um mineral encontrado na natureza.
Neste material, as monocamadas de grafeno estao empilhadas umas sobre as outras sendo
que, o que as mantém unidas sao as forcas de Van der Walls. Devido estas forcas formarem
ligagoes fracas, torna-se facil deformar o grafite pela acao de forcas externas, fazendo com
que as monocamadas se deslizem umas sobre as outras.

Historicamente a existéncia de materiais cristalinos bidimensionais era desacredi-
tada devido as consideragoes tedricas de Landau e Peierls [1], os quais afirmavam que essa

classe de material era termodinamicamente instavel. Esta instabilidade seria consequén-

2Por conversio: O fulereno tem dimensdo zero devido sua estrutura ser semelhante a um

“ponto”’enquanto que o nanotubo tem dimensao um por ser semelhante a um “fio oco”.
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cia da contribuicao divergente das flutuagoes térmicas, que nas redes cristalinas de baixa
dimensao ocasionaria deslocamentos nos atomos da ordem da distancia interatomica, para
qualquer temperatura finita. Este mesmo argumento foi mantido e extendido por Mermin
[2], e possui confirmacdo através de um o6nus de observagoes experimentais que a testi-
ficam. A temperatura de fusao de uma pelicula atomica é diretamente proporcional ao
decréscimo de sua espessura: quanto menor a espessura menor a temperatura de fusao e,
portanto, maior a sua instabilidade e dissociabilidade.

Assim monocamadas atomicas s6 eram conhecidas, até entao, como partes cons-
tituintes de grandes estruturas atomicas tridimensionais [17], originadas pelo processo
de Epitaxia®. Essa inexisténcia de cristais bidimensionais foi contestada em 2004, com
a obtencdo experimental do grafeno, pelo processo clivagem micromecanica [18]. Além
deste, também foram obtidos outras formas cristalinas bidimensionais como, por exemplo,
o nitreto de boro monocristalino [19]. Tanto o grafeno quanto o nitreto de boro estédveis
em condigoes ambientes. Depois de obtida a pelicula de grafeno, tornou-se possivel ob-
servar alguns efeitos fisicos interessantes, como o fato do grafeno se comportar como um
semicondutor de gap nulo, que serd mostrado mais a frente. Também foi observado que
é relativamente simples controlar os portadores de carga a temperatura ambiente[20]. A
partir destes estudos, abriu-se um leque de possiveis investigagoes como: pontos quan-
ticos e tunelamento quantico [21], criagdo de transistores de grafeno [22, 23], eletrodos

transparentes para telas de cristal liquido[24] entre outras.

2.3 Estrutura Cristalina do Grafeno

Nesta secao sera analisado o arranjo geométrico do grafeno na rede direta e na rede
reciproca, tendo em vista que é a partir desta ltima, que podemos construir a estrutura
de bandas para esse material.

O grafeno, que possui uma rede cristalina hexagonal plana (honeycomb ou “favo
de mel”) pode ser representado como a sobreposi¢ao de duas sub-redes trigonais (triangu-
lares).

Partindo da figura (2.4), levando em conta a simetria translacional dos vetores da

base Ty e Ta, é possivel construir duas redes de Bravais: uma sub-rede A, com o vetor

3Epitaxia é o método de deposicdo de uma pelicula monocristalina sobre um substrato monocristalino.

A pelicula depositada é chamada de camada epitaxial.



Figura 2.4: Célula unitédria(losango tracejado),as duas sub-redes A (dtomos brancos) e
B (4tomos pretos), os vetores da base no espago direto Ty e Tg e vetores dos primeiros

vizinhos Wj—123 € Vj=1,23.

gerador r; = p; Ty 4+ ¢; T2 e uma sub-rede B com vetor gerador r; = p;T1 + ¢; T2 +d, onde
giep; €7Zed=ap(—1,0) que é a origem na célula unitéria com ag = 1,42 A(0,142nm)
sendo o comprimento da ligagao carbono-carbono. Nesta representacao do grafeno, o sitio
de uma sub-rede interage com trés outros sitios vizinhos da outra sub-rede por meio dos
vetores Uj—1 2,3 (sub-rede B) e vj_; 2 3(sub-rede A).

Considere uma folha de grafeno perfeita, ou seja, completamente plana e infinita,

os vetores da base na rede direta sao calculados, em coordenadas cartesianas como

T, = ag (é, ﬁ) e Ty =aq (é, __\/3) . (2.1)
27 2 27 2

A partir de (2.1), obtem-se o valor para o parametro de rede da folha de grafeno

o

fazendo |T1| = |T2| = 2,46 A[25, 26]. Considerando a origem na célula unitdria d =

aog(—1,0) os vizinhos mais préximos sdo:
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u; = CLQ(—]_,O), U2 = Qo (%, ?) s Uz = Qo (%, _—\/§> . (22)

2

Para calcular os vetores que geram a rede reciproca vamos definir Ky = (mq,nq) e

Ky = (mg, ny) e impor a seguinte condigao:

KiTi = 271'(5@']' s
1 seit=7
onde d;; = . (2.3)
0 sei#j

Dos vetores (2.1) e da condigao (2.3) teremos dois sistemas lineares com duas
equagoes e duas incognitas. Resolvendo estes sistemas, sao obtidos os geradores da rede

reciproca:

K_<_ ﬁ) . K_(_ ﬁ) (2.4)

a \ 37 3 a \ 3~ 3
De maneira anédloga ao caso do espaco real o parametro de rede da folha de grafeno
no espago reciproco é |Kq| = |Ka| = 47/3a. A primeira Zona de Brillouin (ZB) estd
representada na figura (2.5) e contém vérios pontos relacionados com certas simetrias

intrisecas do sistema. Os pontos K e K’ sdo chamado de “pontos de Dirac”.

K,
K1
N\
- /// \\\\\ \
7 L N
P ~ \
- K N
N\
N\
r M Kx
/
/
~ ~ K' /
~ -
L \ /
G - /
~1 /
/
KZ

Figura 2.5: Espago reciproco com a primeira Zona de Brillouin destacando os pontos de

alta simetria I' | K, K’, e M.
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Os pontos K e K’ representam pontos nao equivalente da ZB e estao associados ao

comportamento do elétron no grafeno, como sera exposto mais a frente.

Pontos T K M

Coordenadas| (0,0) |(0,-2—)|(2=.0)

'3/3ay 3ap’

Figura 2.6: Coordenadas Cartesianas dos pontos especiais I, K e M da primeira Zona de

Brillouin do Grafeno

Conhecer estes pontos é particularmente importante pois as curvas de dispersao
de energia(estrutura de bandas) para o grafeno sao obtidas variando k, definido adiante,

nessas tres diregoes.

2.4 Espectro de Energia e Estrutura de Bandas do
Grafeno

Uma melhor interpretagao a respeito do comportamento dos elétrons no grafeno é
obtida mediante o calculo do espectro de energia pois, através dele, é possivel construir a
estrutura de bandas: esta permite dar forma a relacao energia-momento para os elétrons
numa rede cristalina. Quando se estd investigando uma rede cristalina o que é visto, na
verdade, ¢ um amontoado de atomos distribuidos em intervalos regulares, constituindo
um sistema com potencial periddico. Para este tipo de potencial, existem varios métodos
de calcular o espectro de energia, contudo escolheremos a aproximacao tight-binding.

No modelo tight-binding, o potencial da rede cristalina é forte de modo que o
autoestado de um elétron que passeia pela mesma é expresso pelo orbital ao qual se
prende, localizado sobre o sitio atomico. Os elétrons mais proximos dos seus respectivos
nucleos atomicos estao fortemente ligados aos mesmos, e sao descritos pelos préprios
orbitais atomicos, com niveis de energia discretos. Como na rede cristalina os 4&tomos estao
dispostos num arranjo geométrico bem definido(localizados),tem-se uma superposigao dos
orbitais comuns dos elétrons. Essa superposi¢ao ¢ responsavel pelo alargamento dos niveis
de energia, que se apresentam como continuos, originando, dessa forma, as bandas de

energia do diagrama de dispersao. Outra justificativa para o uso desse método é que ele
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permite expressoes analiticas aproximadas para os autovalores do operador hamiltoniano
que sera do nosso interesse.

O Teorema de Bloch nos diz que as autofuncoes de um sistema qualquer podem
ser expressas como combinagoes lineares de orbitais atomicos, desde que satisfacam a

condicao:

U(r +R) = U(r)e*R (2.5)

Para o grafeno vamos supor uma funcao de onda ¥ como combinagao linear dos
orbitais atomicos ¢ que representam cada sub-rede e satisfacam a condigao (2.5) sobre

simetria de translacao:

U(r) = Cy®a(r) + Cpdp(r). (2.6)

Nesta equacao ®4(r) e Pp(r) sdo as fungdes de onda dos dtomos A e B da célula
primitiva, k é o vetor de onda que localiza o ponto de interesse no espago reciproco e r é
o vetor localizado no espaco real. C'y e Cg sao coeficiente que dependem de k mas nao

de r. Os orbitais atomicos sao definidos como:

De tal forma que :

1 e
Pu(r+m) = iy > e ig(r — 1+ 11);
1 e ik ik
— e’l, I‘lel 1‘16 1KI] r—(r + ri 7
0D O = (v +17)
) 1 .
o ikry ik(ri—r;) .
= e —= e r— (r;+1rj));
7 20— (04 10)

_ 6ikr1\/% ; eikrm¢(r _ rm) = eikr1¢(r);
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satisfazem o Teorema de Bloch (2.5). As somas s@o sobre N células unitarias da rede,
sendo os atomos A e B, de cada célula unitaria, localizados pelos respectivos vetores r;
e rj. Observe que as equagoes (2.7) e (2.8) sdo representadas como uma série de Fourier
onde as fungoes ¢ sao chamadas fungoes de Wannier. Estas funcoes sao ortonormais e
altamente localizadas, de maneira que decaiam a zero quando separadas do ponto central

I

/qﬁ*(r —15)p(r — 13)d*r = §j. (2.9)
Assim para obter as autoenergias do sistema é preciso calcular:
\If* d2 ikr; H -1 d2
B—d _Ze S ¢(x) ¢r rdr (2.10)
f \I]* iezkr, f ¢ I‘ _ ri)d2

onde Fy, > E ¢ e FE s corresponde a energia do estado fundamental, a partir do qual, pode-
se obter os valores aproximados dos elementos da matriz hamiltoniat[27, 28]. Contudo
uma maneira mais simples de abordar o problema ¢é calulando o hamiltoniano tigth-bindig

como[29]:

H=—t) dala; (2.11)
]

onde a soma ¢ através dos pares de atomos vizinhos mais proximos i , j sobre a rede e

a}, a; sao operadores anticomutativos:

{a,,a]}—{al, ]}—0 {al, j} (2.12)

O termo t chama-se “hopping”, ou transferéncia, que é a probabilidade de transicao
mediante a transferéncia de energia dos elétrons na rede. Os indices i e j sao os sitios da

rede onde estdo ocorrendo a transferéncia. Os operadores a] e a}

sao responsaveis pela
criacao de um elétron nas sub-redes A e B respectivamente, analogamente os operadores
de aniquilagao a; e a; aniquilam um elétron nas sub-redes A e B. Define-se o autoestado

do sistema como:

Zc e*tia;l [ 0) + ) Cpe™ia;t | O) (2.13)

iB

4Esséncia do Método Variacional.
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com o seu complexo conjugado:
(U [=) Cae™™5(0 [ a;+ Y Cpe™5(0] a, (2.14)
jA jB
no qual | O) representa o estado fundamental. Vamos fixar um ponto na rede, no caso

os atomos A onde r; = vj +r;. Aplicando o hamiltoniano (2.11) em (2.13) e usando as

propriedades dos operadores(2.12) temos:

HIW) = —t) > e™iCulalaail) | O) =t ) e™iCp(aiTa;a:") | O);

iA i B
— 42261‘“@@; | O) — t;ZeikerBaﬁ | 0);
A i ? )

= —ty MY Cae™ial | 0) =t ™D Cpe™ial | 0).  (2.15)
7 iA J iB

Na busca dos niveis de energia, vamos fazer a diagonalizagao Fy = (U | H | U)
de modo que, o autoestado (2.13) seja normalizdvel quando |Ca|*> + |C|*> = 1. Neste

caminho obtemos:

O —t ) eikuj C C
. 2 "N=g | "], (2.16)
—t Z j e’k 0 Cy Ca
Cp 5 . .
em que sao os componentes do autovetor. Os autovalores sao adquiridos pelo
Ca

calculo do determinante:

0— Ek —t Zj Gikuj
—t Zj e™kvi 0— Ey

det = 0.

Assim sendo, os autovalores de energia sao:
B =12 ey e, (2.17)
J J

Pela simetria do sistema u; = —vj com j = 1,2, 3. Reescrevendo(2.16):

Ek2 — t2 (eikul + eikuz _|_ eikug)(eikvl + eikV2 + eikV3); (2 18)

— t2(67ikvl + e*ing +€7ikv3)(€ikvl + eikV2 + eikv;),). (219)
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Com os vetores (2.2) substituidos em (2.19), e usando as identidades trigonométricas:

e + e = 2c0s0 e cos*h = % + %29, chegamos na equacao de dispersao do grafeno:
3k 3k 3k,
Er =+t |1+ 4cos? (%) + 4cos (@) cos < QCLO). (2.20)

Na equagao (2.20) o espectro de energia de uma particula é entendido como duas
superficies Ey, > 0 e E, < O. O primeiro caso corresponde a banda de conducao enquanto
o segundo caso a banda de valéncia. As bandas se tocam nos seis pontos que correspondem
aos vértices do hexdgono da primeira zona de Brillouin (ver figura 2.6). Os estados Ej, < 0
estao preenchidos, enquanto os estados Ejy > 0 estao vazios, de modo que a estrutura de
bandas de energia é semipreenchida, sendo que o nivel de Fermi esta localizado nos seis
pontos, Ky = (0,+—2—) e Ki = (&2Z,+-22) onde E}, = 0. Na figura (2.6) temos

3v/3ao 3ap’ 7 3v/3ag

a representacao das duas bandas[30], bem como os pontos de alta simetria e os cones de

Dirac, tracadas para valores finitos de t = 2.7eV e t' = —0.2t:

Figura 2.7: Estrutura de bandas do grafeno com os ponto de alta simetria I', M, K e K’.

Ampliado em destaque um ponto de Dirac. [30]

2.5 Férmions Livres Sem Massa

Para uma melhor compreensao do comportamento do grafeno proximo aos pontos

de Fermi, vamos escolher um dos pontos de Fermi nao equivalentes K, = (327’;, is%ao)’
por exemplo K, = (;T”O, —3}—;0) e substituir as componentes do vetor k = (k;, k,) por

k = K. + p, com |p| < |K.|, na equagao (2.20) e posteriormente faremos a expansao
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pra pequenos momentos |p|. Usando as expansoes em Taylor (cos@ =1- g + % — >
e <sen9 =0 %—3! + %—? — > em termos de segunda ordem, chega-se na expressao [30]:
3
Ey = £apt\/p*s + p?y = :|:§a0t|p| = +|p|vp, (2.21)

que é a equacao de dispersao de energia para o grafeno, onde vy é a velocidade de Fermi®
com valor vp ~ % ~ 10°n/s. Medidas experimentais indicam que esta aproximagao
¢ vélida para valores de energia da ordem de 0,6 eV [31]. A equagao(2.21) é linear, e é
semelhante & relacao de dispersao de energia de particulas relativisticas E? = p?c? +my2c?
para mgy = 0, sendo que a velocidade de Fermi vr faz o papel da velocidade da luz c¢. Em

termos do hamiltoniano, que é a matriz 2x2 no interior equacao (2.16), se fizermos a

expansao em poténcias de |p|, e consideramos até a primeira ordem, temos:

3tag 0 Pz £ 1Py 0 Pzt 1Py
P o . e
Pz F 1Dy 0 Do F 1Py 0
os sinais & sao relacionados a qual dos pontos K e K’, a expansao é feita. Em termos
de uma descricao efetiva, que inclua em um mesmo hamiltoniano a contribuicao dos dois

pontos de Dirac para a dinamica dos portadores de carga [32], a equacao (2.22) pode ser

reescrita como uma matriz no espago 4x4 (Ka, Kp, K'a,K'p) :

0 Do — 1Dy 0 0
e 1 0 0 0
Hy—op | D20 , (2.23)
0 0 0 Dz + 1Dy
0 0 Dz — 1Py 0

que para o problema de autovalores Hy ¥V = EWV implica que a funcao de onda deve ter

quatro componentes

Na mecanica quantica relativistica, Wolfgang Ernst Pauli, introduziu um conjunto

de matrizes para descrever a dinamica de uma particula de spin %, ou seja, um férmion.

Estas matrizes sao definidas como:

5E a velocidade que corresponde a uma energia cinética igual a energia de Fermi.
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ol = , ol = , od = , (2.24)

que satisfazem as relagoes:
{o", 07} = 20,1, olol =iok, (6")? =1, (2.25)

onde I é a matriz identidade, no caso 2x2, e os indices i, j, k sao 1,2,3 respectivamente.
Na equagao (2.23), H, = Hxk correponde ao ponto de Fermi K, = K analogamente
H_ = Hyg se refere a K_ = K’. Usando as matrizes (2.24) nesta equagao, chegamos na

seguinte descrigao:

H 0 o 0
Hi=H,=| ©° . : (2.26)
0 HK/ 0 (O’p)*

tal que 0 é a matriz nula 4x4. Nesta equacao cada hamiltoniano obtido via limite continuo,
Hx = opvr = hupok e Hyx = (op)*vr = hvp(ck)”, (2.27)

associado aos respectivos pontos de Fermi, atuam como operadores de Dirac em duas
dimensoes, com k sendo o vetor de onda.

Assim, podemos concluir que as excitagoes de baixa energia (pequenos momentos)
da rede, para a estrutura de banda semipreenchida, sao descritas por uma teoria eficaz
de dois espinores bidimensionais de Dirac, sendo que cada componente destes espinores

corresponde também a uma das sub-redes, A ou B.



Capitulo 3

Confinamento em Anéis Quanticos

Neste capitulo serd revisado o confinamento do elétron em um anel unidimensional
(quantum rings). Na literatura, o modelo de confinamento tem aplicagoes experimentais e
tedricas. Dentre estas aplicagoes sera destacado o efeito Aharonov-Bohm, o qual demons-
tra que o potencial vetor, conhecido no eletromagnetismo classico, tem uma influéncia
fisica sobre a funcao de onda do anel 1-D. Neste contexto, também sera revisado o con-
ceito de correntes persistentes, que é um fenomeno consequente do efeito Aharonov-Bohm.
Por fim sera exposto o modelo de confinamento para um elétron em um anel bidimen-
sional, o modelo desenvolvido por Tan-Inkson, que se mostrou como uma generaliza¢ao
dos demais tipos de confinamento, como pontos quanticos e antipontos quanticos, anel
1-D e o fio esticado infinito 2-D. Deste modelo, é possivel obter tanto o espectro como as
autofungoes de energia de maneira analitica, para um anel 2-D na presenca de um campo
magnético, mostrando-se, assim, uma ferramenta ideal e eficaz para a investigacao do
efeito Aharonov-Bohm e das correntes persistentes em anéis quanticos. Serd comparado
também os dois modelos abordados neste capitulo, mostrando as diferencas que existem

entre ambos.

3.1 Confinamento do Elétron
no Anel Unidimensional(1-D)

O problema do confinamento de um elétron em um anel unidimensional é bastante
conhecido na literatura. Neste problema, a regiao do espaco, na qual o elétron se comporta

livremente, é uma circunferéncia de comprimento C' = 27ry. Nesta configuragao, o elétron
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<

Figura 3.1: Circunferéncia de raio ry no plano x-y onde o elétron esta confinado.

apresenta comprimento de onda associado e momento angular respectivamente como:

)\:% e J=prog=murg, (3.1)
onde a primeira equagdo em (3.1) é a relagdo de de Broglie. A energia cinética para esta
configuragao é definida como:

r-r_ 7 (3.2

2m  2mrg?
resultado obtido a partir das equagoes (3.1). Contudo, a energia total do sistema é definida
como F =T + V. Assumindo que a particula nao experimenta energia potencial, V = 0,
a energia total é simplesmente a equagao (3.2). Todavia, devido a relagdo de de Broglie,

nem todos os valores do momento vao contribuir de forma construtiva para o comprimento

da circunferéncia, apenas os valores inteiros :

2
\ = 2TTo , com n= 1,2,3,... (3.3)
n

Assim de (3.3) e (3.2) temos a energia total:
J? h*n?

2mro2  2mry

E

5 onde n= 0,1,2,3,... (3.4)

Os valores J = +hn indicam se a particula esta no sentido horario ou anti-horario. Assim,
o momento angular, com rotacao no eixo z, pode ser descrito como J, = m;h, onde m; =
0,+1,4+2, 43, ... ¢ o momento angular do elétron. Com posse de todas essas consideragoes,
¢ possivel obter os autovalores de energia:

h2m12

E, =—
T o9mrg?

(3.5)
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onde a energia independe da direcao da rotacao. O hamiltoniano deste elétron estrita-

mente confinado no anel unidimensional[33], depende apenas da componente polar ¢!

h? 02
H=———-— 3.6
2mrg? 0p? (36)
pois o raio ry é constante. Obviamente a funcao de onda ¥ é funcao de ¢. A solugao

trivial pra esse problema é:

Ui, () = Eeim”& (3.7)

onde a condi¢ao de contorno pra essa configuragao é V,,(p + 27) = ¥, ().

Este é o modelo de anel 1-D que, apesar de sua simplicidade, tem uma grande
variedade de aplicacoes tedricas, como o estudo do espectro de absorcao optica de sistemas
eletronicos 0-dimensional[34], e experimentais que estudam efeitos puramente quéanticos
como o efeito Hall quantico, efeito Aharonov-Bohm e correntes persistentes. A respeito

deste dois ultimos tépicos, vamos explorar mais nas proximas secgoes.

3.2 Efeito Aharonov - Bohm

No ano de 1959, Aharonov e Bohm publicaram um artigo [7] que possibilitou, do
ponto de vista fisico, uma interpretacao para o potencial vetor, até entao visto como mero
artificio matematico no eletromagnetismo, utilizado para a obtencao de campos elétricos
e magnéticos. O efeito Aharonov-Bohm, como ficou conhecido na literatura, determina
que uma particula carregada adquire uma fase em sua fungao de onda ao circular um
solendide infinito. Neste fénomeno, no espectro de energia das particulas carregadas surge
uma dependéncia do fluxo magnético, fato nao previsto pela teoria classica. Como veremos
mais a frente, o responsavel por isso é o potencial vetor.

Para um melhor entendimento, vamos ilustrar esse efeito com o arranjo experi-
mental mais usual, dentre os varios que existem, onde tal efeito pode ser observado. A
idéia principal deste experimento é a verificagao do padrao de interferéncia de dois feixes
de elétrons que viajam de um ponto a outro, por caminhos diferentes, nas vizinhancas de

um solendide infinito e impenetravel, como mostra a figura (3.2). Nesta figura os feixes

'Podemos ver o anel 1-D como uma secgao transverssal do cilindro infinito, de modo que p = ry =

10

const. e z = const., sendo o gradiente em coordenadas cilindricas definido como V = E%gﬁa' No caso o

operador quantico H = ﬁ, tal que, H = ﬁpﬁ = ;—ﬁfv?
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de elétrons percorrem duas regioes distintas externas ao solendide, com campo magnético

nulo, até se encontrarem novamente numa regiao de interferéncia. Pensando de maneira

Fonte

B+0

Solenoide

Interferéncia

Figura 3.2: Esquema do arranjo experimental.

classica, neste arranjo nao haveria nenhuma interferéncia nos feixes, de modo que, se
nao ha diferenca de fase entre eles na fonte, também nao ha diferenca de fase na regiao
de interferéncia. Contudo a Mecanica Quantica nos diz que esta premissa é falsa, pois,
foi observado que na regiao de interferéncia, os feixes apresentam uma diferenca de fase
proporcional ao fluxo magnético dentro do solendide como veremos.

O experimento que verificou a existéncia de tal efeito foi realizado pela primeira vez
em 1960 por Chambers[35], contudo restaram ainda vérias duvidas no que diz respeito
a natureza da fase, que surgia na regiao de interferéncia. Isso ocorria por causa da
dificuldade de construir um aparato experimental, que simulasse um solendide infinito:
Uma possivel explicacao, seria que a defasagem no espectro era consequéncia da interagao
dos elétrons com o campo magnético proveniente de algum “vazamento de fluxo”, pelas
bordas do solendide, sendo portanto um fenomeno regido pelas leis classicas. Uma maneira
de resolver estas dividas, por exemplo, foi proposta em 1986, com o experimento realizado
por Tonomoura[36], que ao invés de trabalhar com o solendide no arranjo experimental
acima, trabalhou com um tordide. Esta modificacdo corrigiu o possivel “vazamento’de
fluxo, pois o tordide confina o campo magnético, evitando o efeito de borda. O tordide
em questao tem a sua superficie toda coberta por um material supercondutor, de maneira
a impedir qualquer passagem de campo magnético para regiao exterior devido ao efeito

Meissner?.

20 efeito Meissner é a expulsdo de um campo magnético de um supercondutor.
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3.3 O Potencial Vetor do Anel 1-D

De acordo com a figura (3.2), considere um campo magnético na diregao z de modo

que:

Be,, r<r,
B = , (3.8)
0, r=r,
onde r, é o raio interno do solendide e r é o raio do circuito amperiano. Por definicao o

campo magnético vem da equagao:

B=VxA, (3.9)

com A sendo o potencial vetor. Considerando o campo magnético interno ao solendide

uniforme, podemos calcular o fluxo da seguinte maneira:

LB@zLWNAM& (3.10)

Utilizando o teorema de Stokes, temos que:

AB@ziAﬂ (3.11)

com C' sendo o contorno da superficie S. Podemos reescrever (3.11) ainda como:

Q:%Aﬂ, (3.12)
C

2 a 4rea restrita pelo anel.

onde ® = Ba é o fluxo magnético que passa pelo anel e a = 7r,
Assim temos duas possibilidades para calcular o valor de A na equagao (3.12): Uma ¢
para o circuito amperiano C; com r > r,; outra possibilidade é C5 com r < r,, como

mostra a figura(3.3).

- ~

7 - ~
/ ’ A
! ‘ \
| |
!
! /
\ /

N s

~ - P
CircuitoC;,  ~ — — — Circuito C»

Figura 3.3: Circuitos amperianos Cy, com r > r,, e Cy com r < r,.
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Para os dois tipos de circuitos amperianos, assumindo a simetria cilindrica do

solendide, o potencial vetor é calculado como:

rB-
Tep, T ST

A 2% 3.13
ap (3.13)
by €ps T 2Tq

No caso particular do anel, r = r,, onde os életrons se encontram confinados, o potencial
vetor assume o valor:

B o
7”2 e, = €y (314)

onde ® = Ba = B(wr,?). Observamos, entao, que o potencial magnético A nao é nulo

A —

2mr,

nas regioes onde nao ha campo magnético. Com a posse do resultado (3.14) podemos ver
o que acontece na funcao de onda na presenca deste potencial vetor.
Em Mecanica Quantica, o hamiltoniano que descreve a dinamica de um elétron,

com carga elementar (e) , na presenga de um potencial vetor é definido como:

H—i( —9A>2. (3.15)

- 2m c

No caso do anel 1D, r = r, = 1y, o potencial vetor é o que foi obtido na equacao
(3.14). O fluxo magnético @, e por consequéncia o potencial vetor A, podem modificar
as autofuncoes e as autoenergias, isso é verificado resolvendo a equagao de Schrondinger
estacionaria HV = EV. Como para o anel 1-D, o momento s6 depende de ¢, podemos
reescrever o hamiltoniano (3.15) como [37, 38]:

H_L< _EA)2 1 (_@ﬁ_ c® )2, (3.16)

- 2m c " m rodp  2mery

fazendo ¢ = hf podemos reescrever ainda como:

oo o\
H=— — =i . q
2mrg? (890 ZQDO) (3.17)

A grandeza ®( na equagao acima é conhecida como “quantum de fluxo magnético”. Pode-
mos considerar que a solug¢ao para esse problema pode ser a mesma solugao trivial (3.7)
independe do fluxo magnético, mas no caso das autoenergias associadas aos elétrons, vai

aparecer uma dependéncia de maneira que:

1 o \?

Como haviamos comentado anteriormente, no espectro de energia aparece uma dependén-

cia proporcional ao fluxo magnético, e portanto, associada ao potencial vetor.
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3.4 A Fase na Funcao de Onda

Para obtermos a fase na funcao de onda, vamos fazer uma transformacao de gauge para

A, que satisfaga B =V x A com B = 0. Escolhendo:
A =VA, (3.19)

onde A é uma fungao escalar. Pelo valor de A dado na equagao (3.14) e sabendo que o

gradiente em coordenadas cilindricas de A é escrito como

OA 10A . OA
a_mem + 70%6@ + &ez ) (320)

obteremos o valor de A como:

Alp) = i—: : (3.21)

Agora definindo o operador de transformacao unitaria relacionada ao gauge que

obtemos em (3.21) como:

U = e icfer ar

__—ieAA
e he (so)7

= e e? (3.22)

onde foram utilizados o teorema do gradiente ¢.(VA) dl = A(b)—A(a) = AA e o teorema
de Stokes ¢, A dl = [,(V x A) ds para o contorno C' = 277y e a superficie S = 77¢?,

respectivamente. Este operador é responsavel pelas transformacoes®:

UV — V=0V

(3.23)
H— H =UHU"

onde H é hermitiano* e U~! é o operador inverso. Além disso o operador U satisfaz as

propriedades:
U'U=0U0"=1 e U =UL (3.24)

A leitura das transformacgoes em (3.23) nos diz que a principal consequéncia é a

conservacao do espectro de energia pois, se HU = EV¥, entao H'V = UHU UV =

3Também conhecidas por transformacdes de similaridade que mantém o traco da matriz hamiltoniana

inalterado, que vem a ser os autovalores da mesma.
4Satisfaz a relacio H = HT.
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UHY = EV'. O operador unitario U na verdade é responsavel por uma transformacao
de gauge, de modo que podemos sair de uma representacao, no caso H', W para outra

representacao H, ¥ ou

1 1 e ®
— (=ihV) V' = BV — — [ —ihV — - v =FEV 3.25
2m( ihv) ~ om ( ' 027'('7“0) ’ (3.25)

onde claramente vemos a conservacao da energia. Esta conservacao é devido a invariancia
de gauge: propriedade responsavel por garantir que as quantidades fisicas mensuraveis
sejam também invariantes. Nesta mudanca de representacao (3.25), a transformagao de

gauge correspondente ¢é traduzida como

A=0—>A=A+VA=VA

(7 (7 OA
V=0-V=V-18=0

(3.26)

também conhecida como gauge de Lorentz. Tomando a transformagao V' = UV em (3.23)

e lembrando que &y = % temos
N A e (3.27)

O termo e_zw%% é a fase da funcao de onda que aparece nas regides de campo magnético
nulo, também conhecido como a fase Aharonov-Bohm. Assim a funcao de onda adquire
uma fase quando se move ao longo de um caminho por onde passa o fluxo magnético. Para
o anel 1-D; a fase Aharonov-Bohm vai alterar as condigdes de contorno [33]: enquanto
a fungao de onda original satisfaz condigdes de contorno periddicas, W(p) = V(p + 27),
para a nova fun¢ao de onda temos a condi¢ao de contorno modificada® W'(p + 27) =
v’ (gp)e_zmq’%. Outra coisa interessante é que esta nova condigao de contorno conduz de
maneira natural a autovalores periédicos, F(m;) = E(m; + q%), analogo as condigoes
de Bloch para estados eletronicos de uma rede periédica, que levam a periodicidade das
autoenergias na rede reciproca. Observe que o espectro (3.18) é periédico no fluxo ¢ com

periodo de um quantum de fluxo magnético ®, que é ilustrado pela figura (3.6).

®Conhecida na literatura como “retorcida”( Twisted Boundary Condition).
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Figura 3.4: Espectro de energia periédico, para um elétron confinado sobre um anel 1D na

presenga de campo magnético. De acordo com a equagao (3.18), associado aos diferentes

valores do momento angular m; temos diferentes origens.[38]

Por fim, qualquer autoestado \Il’ml = ei(ml_

2 ’
0 )w, tera seus autovalores do momento
angular deslocados pelo quantum de fluxo magnético ®.

3.5 Correntes Persistentes

Como foi visto na secgao anterior, os elétrons que estao confinados numa estrutura
anelar, sdo influenciados pelo potencial vetor devido o efeito Aharonov-Bohm. Uma conse-

quéncia direta que se caracteriza como propriedade de um anel quantico sao as chamadas

correntes persistentes 6. Diferente do entendimento classico do eletromagnetismo, este

tipo de corrente nao é originada por uma fonte de alimentagao externa, mas surge na es-
trutura anelar como um efeito puramente quantico. Nao tendo campo magnético na regiao
de confinamento dos elétrons, o potencial vetor, consequentemente o fluxo magnético ®, é
o principal responsavel pelo surgimento desse fenomeno. Originalmente observado experi-

mentalmente em anéis em escala micrométrica em 1983 por Markus Biittiker, Yoseph Imry

6Sa0 chamadas de persistentes pois ndo diminuem a sua intensidade pelo efeito de dissipacdo, per-

manecendo atuantes por um longo periodo de tempo, tanto em materiais supercondutores como em
materiais nao-supercondutores (“normais”).

26
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e Rolf Landauer[39], este tipo de corrente comumente estudada em materiais metalicos,
nao pode ser mensurada com a utilizacdo do amperimetro, tendo em vista escala coerente’
do sistema, de modo que deve ser medida indiretamente através da magnetizagao. Outros
trabalhos também apresentaram evidéncias experimentais do surgimento destas correntes
como os do grupo AT & T, Bell Laboratories em 1990, grupos de pesquisa de Yale[40] e
Stanford[41] em 2009.

Para um anel quantico a corrente persistente é calculada como|33, 42] :

[=—c <g—g) (3.28)

onde F' é a energia livre de Helmholtz. Por definicao, na termodinamica sabemos que
este potencial é definido pela expressao F' = E — T'S, na qual E é a energia interna e S

a entropia. Quando o sistema estd em 7' = 0, implica que F' — FE, assim reescrevemos a

I=—c (%) , (3.29)

mas a energia total do sistema é definida como :

equagao da corrente como:

E=Y P(Ey)En, . (3.30)

onde P(E,, ) é a probabilidade de ocupagao dos niveis de energia no estado fundamental.

Para o limite degenarado, quando 7" = 0, a funcao P(E,,,) assume apenas dois valores:

1, se Lk, <ep
P(E,,) = , (3.31)
0, se E, >cp
onde e ¢ a energia de Fermi. Como o que interessa é o caso em que ha ocupacao dos

niveis de Fermi, ou seja , F,,, < ep podemos, por fim, reescrever a corrente persistente

(3.29) como

I, ==Y ¢ (%) . (3.32)

my

Assim foi desenvolvido nesta seccao o conceito de correntes persistentes. Nos pro-
ximos capitulos, vamos retornar a esta definicao aplicada em contextos diferentes. Na
proxima secgao veremos um modelo de confinamento em um anel quantico 2D, na pre-

senca de um campo magnético.

"Escala com estados de minima incerteza.
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3.6 Confinamento do Elétron no

Anel Bidimensional(2-D): O Modelo de Tan-Inkson

Como vimos anteriormente, a observacao do efeito Aharonov-Bohm assim como o
surgimento das corrente persistentes, trouxe para a fisica uma nova luz para a natureza
destes fenomenos e, sobretudo, uma interpretacao para potencial vetor, que deixou de ser
um mero artificio matematico. Contudo as observagoes experimentais destes fenémenos
para modelos em anéis unidimensionais, tem revelado uma nova classe de efeitos, no
que diz respeito as propriedades de transporte em sistemas mesoscopicos [43], que nao
podem ser perfeitamente explicados pela teoria 1-D. Estas complicagoes, sao oriundas
principalmente por causa da largura finita do anel®. Obter, por exemplo, o espectro
eletronico para elétrons confinados em uma anel semicondutor bidimensional sujeito a um
campo magnético s6 era possivel, até entao, por extensos calculos computacionais para
resolver numericamente a equagao de Schrédinger.

Diante deste panorama, W-C Tan e J.C. Inkson propuseram este modelo que nasceu
para atender a necessidade de se ter uma generalizacao dos demais modelos de confina-
mento como veremos mais a frente. Para construcao deste modelo, vamos considerar um

anel bidimensional no plano x-y, o qual é definido pelo potencial radial[8]:
V(r)=— +ar” =W (3.33)
T

onde Vi = 2,/ajas, a; e ay sao constantes arbitrarias. Para ter uma visualizagao deste

modelo de anel, vamos assumir que:

Vi = a_; e Vo= asr?, (3.34)
r

onde podemos reescrever (3.33) como:
V(r)=Vi+V, -V (3-35)
Fazendo o estudo dos casos limites em (3.36) temos que:
e V5, — 0 quando r — 0 e V5, — oo quando r — oc;

e V1 = oo quando r — 0 e Vi — 0 quando r — oc.

8 A largura do anel é dado pela diferenca entre o raio externo e raio interno de um anel 2-D.
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Graficamente a regiao de ocupacao dos elétrons no plano é dada pela sobreposicao
das regioes V; e V}, como mostra a figura (3.5), onde no item c) temos de fato a forma de

um anel 2D.

b)

Figura 3.5: Regioes relacionadas a cada potencial no plano x-y. a)Representa V5, b) o

potencial V; e c) a sobreposigao V = V] + V4.

Outra vantagem deste potencial estd na sua versatilidade para descrever diferentes
configuragoes. A partir do potencial original V' (r), podemos obter outras formas de con-
finamento apenas manipulando as constantes a; e ag, e expandindo a equagao (3.33) em

torno de um minimo. Antes disso, vamos tomar a derivada dessa expressao

dV(’I") 2&1
ar = _7“_3 + 2aqr, (3'36)

e na sequéncia igualar a mesma a zero, de modo que obtemos:

r=ry = (ﬂy , (3.37)

az
sendo que 7 é o ponto minimo da fungdo V(r) e também o raio médio do anel. Fazendo

a expansao em Taylor de V(r) em r = r( temos :

V(r) = Vrg) + (%) (r—ro) 1 (‘%) (r— 7o)+ ... (3.38)

O passo seguinte é substituir a fungdo V(r) e suas derivadas de primeira e segunda
ordem, calculadas no ponto ry, considera-se apenas os primeiros trés termos da série,

obtém-se:

V(r) a~ =8as(r — 19)? (3.39)
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que é a expressao aproximada do potencial de Tan-Inkson na vizinhanca do raio médio

do anel. Entretanto, serd feito a seguinte manipulagao:

1 8as 1
V(r)~-m* r—19)% & —mrwy(r — rg)?, 3.40
% g (32) (- o G = ) (3.40)
que é exatamente a expressiao para um oscilador harmonico de massa m* (efetiva)? |

frequéncia wy = i‘;f e posicao de equilibrio ry. Logo no anel obtido pelo potencial

Tan-Inkson, o elétron executa um movimento radial harmonico simples, em torno do raio
médio rg.

Assim de modo geral temos as seguintes formas de confinamento:

e Em (3.33) fazendo as = 0 temos V(r) — Vi(r) = % que é o potencial de confina-

r2

mento de um antiponto quantico'?;

e Em (3.33) fazendo a; = 0 temos V(1) — Va(r) = asr? que é o potencial de confina-

mento de um ponto quantico';

e Em (3.40) fazendo ay — 0o (wy — 00), matendo 7 fixo temos os anel 1-D, pois wy
é frequeéncia com que o e elétron oscila em torno do raio médio ry : para o limite
wy — 00, o periodo da oscilagao vai zero, caracterizando a regiao de confinamento

como unidimensional, logo um anel 1-D.

e Em (3.40) fazendo ry — 0o e wy constante, temos um fio esticado 2-D infinito, pois,

uma reta pode ser vista como uma circunferéncia de raio infinito.

A largura desse modelo de anel é estimada a partir da energia de Fermy Ey,[8] que é dado

por:

1/2
Vo+ Ep+\2E Vo + E2
_ 3.41
T+ 2&2 ) ( )

W,

9No artigo [8], a notacdo de massa efetiva é dado pela letra “i”"contudo, neste trabalho, esta letra vai

se referir a uma transformacao de varidvel nos proximos capitulos.
10«Antidot™ Sistemas que constituem um vécuo quéntico, localizados em semicondutores finos.[44]
H¢Quantum Dots”: Porgao de Matéria,(exemplo: semicondutores) na qual os buracos e elétrons estio

confinadas em todas as trés dimensoes espaciais. Por causa dessa diminuta dimensionalidade, essas
estruturas tém propriedades eletronicas intermedidrias entre as de semicondutores macroscépicos e aquelas

de moléculas discretas.[45]
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onde r; e r_ se referem ao raio externo e interno respectivamente. Para baixas energias

de Femi, E; < Vj, e usando a frequéncia wy, chega-se a largura aproximada do anel:

E
Ar=ry —r_ =4/ 8* f2. (3.42)
m~wo

A partir deste modelo, Tan e Inkson conseguiram resolver analiticamente a equagao

de Schrédinger para um elétron confinado em um anel 2-D, na presenca de um campo
magnético uniforme perpendicular ao plano do anel com um fluxo magnético infinito(fluxo
Aharonov-Bohm) concentrado no centro desta estrutura. O potencial vetor responsédvel

por esta configuragao foi escolhido como:

A= BrE,+ (i—ij) g, (3.43)
onde ¢ mede o numero de fluxo magnético & = [Py (Pg = hc/e) que passa através do
centro do anel e, além disso, o spin do elétron foi ignorado.

O hamiltoniano de um elétron com massa efetiva m* confinado neste modelo, num

plano x — y ¢é calculado como:

H = n? _12 12 _i 34_[ 2_'§ ﬂ-ﬁ-[ _|_62B22
S 2m* | ror \ror r2 \ Op ! " Op ! iRz

a1
Tt agr® — Vo . (3.44)

O espectro de energia associado a este hamiltoniano é:

1 M my — € m*
En,ml = (n + 5 + 7) fuw — 9 hwc - IWOZT’Oz y (345)

onde n = 0,1,2,... ¢ o nimero quantico associado ao movimento radial enquanto que
m; = 0,41, +2, ... com o momento angular. Devido a interacao dos elétrons com o campo

magnético, ha uma frequéncia ciclotronica efetiva semelhante a teoria classica dada por:

w = Vw2 + wo?, (3.46)
eB

onde w. = =% € a frequéncia ciclotronica classica e wy €, como vimos, a frequéncia do

oscilador harmoénico. No mesmo trabalho, foi obtido também a autofun¢ao do sistema:
1 In+ M +1]
Vym ) =3
m (@) = 3 <2M+1n!(r[M+ 1])%)

. , M 1
om0 (1 m (a1 (5)7). (3.47)
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onde 1F; é a equagao hipergeométrica confluente (ver apéndice A), com parametro e

comprimento magnético renormalizado respectivamente:

2a1m* h
— €

M:\/(m—€)2+ . A=

A diferenca deste modelo 2-D para o anel 1-D, esta justamente na atuagao do

(3.48)

mw

fluxo Aharonov-Bohm. Como foi visto, no caso unidimensional surge uma dependéncia
parabdlica nas autoenergias (3.18) em fungao do fluxo, consequéncia da mudanca na
fase da funcao de onda. J& no caso bidimensional de Tan-Inkson, na equacao (3.45) e
(3.48), o fluxo Aharonov-Bohm sobre os autoestados muda o nimero quantico de m; para
m; — £ e, além disso, nao muda apenas a fase, mas também a trajetoria de seus estados
eletronicos, resultando em uma dependéncia nao parabdlica para as autoenergias com
relac@o ao fluxo[§].

Assim, revisamos os dois casos essenciais de confinamentos anelares, com descri¢oes
analiticas conhecidas na literatura, bem como o conceito de correntes persistentes. Todos
esses conceitos servirao de base na abordagem que vem a seguir: o modelo de confinamento

anelar 2-D para particulas relativisticas .



Capitulo 4

Confinamento de Particulas

Relativisticas para um Anel 2-D

Neste capitulo inicialmente serd feita uma rapida revisao sobre o acoplamento
divulgado na literatura como oscilador de Dirac, o qual permite recuperar, para particulas
relativisticas de spin 1/2, a equagao de Schrondiger para o oscilador harmonico simples no
limite nao relativistico. Em seguida, sera revisado a proposta de acoplamento desenvolvida
por K. Bakke e C. Furtado inspirada no oscilador de Dirac, para estudar o confinamento
de uma particula de spin 1/2; em um anel 2-D, em sistemas da matéria condensada
descritos pela equacao de Dirac. Este acoplamento serd utilzado na equacgao de Dirac
em coordenadas curvilineas proposta por Fock, onde também sera considerado a presenca
do fluxo Aharonov-Bohm na estrutura anelar. Diante deste panorama, sera calculado o
espectro de energia assim como as correntes persistentes. Por fim serd feito o limite nao
relativistico para ambos resultados, mostrando que esse novo acoplamento é uma possivel

generalizacao do modelo de Tan-Inkson, conhecido para o caso quantico.

4.1 Oscilador de Dirac e o Acoplamento Bakke-Furtado

Em estudos feitos a respeito da interagao de uma particula relativistica de spin 1/2
com o potencial do oscilador harmonico simples, constatou-se que havia a impossibilidade
de recuperar o hamiltoniano do oscilador harmonico no limite relativistico da equacao de
Dirac. Entretanto esse problema foi contornado em 1989, com o trabalho de Moshinsky

e Szczephaniak [46], que introduziu um novo acoplamento ao momento p na equagao
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de Dirac, de maneira a recuperar no limite nao relativistico o hamiltoniano do oscilador
harmonico simples, com um forte acoplamento spin-érbita. Este novo acoplamento ficou

conhecido na literatura por oscilador de Dirac e é definido como:
p = p — imwpy’e, , (4.1)

onde m e w s@o a massa e a frequéncia do oscilador respectivamente. Com o desenvolvi-
mento deste acoplamento, este formalismo vem sendo bastante usado para descrever as
propriedades de sistemas fisicos em éptica quantica[47], termodinamica [48] e em sistemas
de baixas dimensionalidades [49].

Fundamentados nesta proposta do oscilador de Dirac, K. Bakke e C. Furtado, em
2012, desenvolveram um modelo de anel quantico bidimensional com o objetivo de estudar
o confinamento de uma particula de spin 1/2, em sistemas da matéria condensada descritos
pela equacao de Dirac, no caso sistemas ultrarelativisticos de quasiparticulas! onde a
relacao de dispersao de energia é linear com respeito a velocidade da quaseparticulaZ.

Baseados na equagao (4.1) foi proposto o seguinte acoplamentol[6]:
1vV2ma ~
p—p+i Tl +v2magp| Y, , (4.2)

onde a; e ay sao parametros de controle. Este acoplamento caracteriza-se, como veremos

mais a frente, como uma possivel generalizacao relativistica para o modelo Tan-Inkson.

4.2 O Hamiltoniano de Dirac no Anel 2-D

Neste seccao, desejamos obter o hamiltoniano de Dirac na presencga do potencial
de confinamento (4.2). Como se trata de um anel quéantico, vamos considerar para o
sistema uma simetria cilindrica, onde vamos utilizar a equacao de Dirac com coordenadas

curvilineas proposta por Fock(1929)[50] :

» i~ hhohs\1 o
iy D,V + 5 Z’y Dyln . U =mV, (4.3)

k=1 K
onde foi considerado ¢ = h = 1 (unidades naturais) e k = 1,2,3. Na equagao (4.3),

D, = }%% ¢ a derivada correspondente ao sistema de coordenadas e os parametros
i

1S40 sistemas, que dentro de situacoes especificas, apresentam particulas emergentes decorrentes das

pertubacoes do meio. Exemplo: Os fonons que aparecem devido a vibracao dos dtomos da rede cristalina.
2Por exemplo o grafeno como foi visto no capitlo 2.
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hy sao os fatores de escala. Para a simetria cilindrica, a métrica no espago-tempo de

Minkowski é escrito como:
ds* = —dt* + dp?® + p*dp® + d2?, (4.4)

de onde tiramos os fatores de escala hg = 1, hy = 1, hy = p e h3 = 1 e as respectivas
coordenadas associadas 2° =, 2! = p, 22 = p e 23 = 2.

Antes de prosseguir com o calculo é importante falar um pouco a respeito do grupo
de matrizes v* = (7°,~"), visto que serdo utéis na obtengao da solucao. Estas matrizes,

definidas pela mecéanica quantica relativitica, sdo conhecidas como matrizes de Dirac [51]

e sao definidas da seguinte maneira:

0 i ~ o'
VYV =p= , = pat = 4 : (4.5)

Observe que esse conjunto de matrizes 4x4 estao relacionadas com as matrizes 2x2, identi-
dade I e as matrizes de Pauli, respectivamente. As matrizes a'(i = 1,2, 3) e 3 satisfazem

as propriedades:

56— —Ba . (4.6)
Az2 62 =7

Com posse dos fatores de escalas e das coordenadas, substituindo na equagao (4.3)
obtemos:
0 O¥ L0V 72 oW 400

1’7
— +i—— \IJ v, 4.7
iy’ — 5 + iyt 8p+2p8g0+ 82 m (4.7)

Usando as propriedades das matrizes definidas em (4.5) e (4.6) podemos reescrever

a equacao a cima como:

o o 1\ i[9 )
i = BmU+ |~ [—+— |- (=) —id? [ — )| ¥ 4.
Tor = +[ “ (8p+2p) p <f9<p> “ (02)1 ’ 48)

de modo que, se compararmos esta expressao com uma equagao tipo Schréondiger

8\11

iy =HU. (4.9)
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temos o hamiltoniano tipo Dirac, H= (ap +mf) onde o momento p é escrito em termos

de suas componentes:

0 1 i 0 0
=(p,,Po,ps) = |—i| =4+ — ], —=—, —i—|. 4.10
A idéia agora é fazer o acoplamento minimo do momento com o potencial vetor
obtido no capitulo anterior A = %ap, com ¢ sendo o fluxo magnético, pois é o fluxo

Aharonov-Bohm, o qual permite o surgimento de correntes persistentes, no caso nao

relativistico. Esse acoplamento serd feito pelo momento cineméatico
IT=p —[q|A, (4.11)
de maneira que, o hamiltoniano na presenca do campo magnético é escrito como:
Hp =all+mp . (4.12)

Assim, usando o acoplamento (4.2) no momento (4.10) e utilizando a definigao
de momento cinematico, reescrevemos o hamiltoniano na presenca do campo magnético

CO1mo:

~ /\w( N ) 2
Hp = [—ial (2 + 1 B 2man Bv 2ma2p) - (3 - Zg) - mgﬁ] ;
dp  2p p p

com ¢y = %. Com posse desse hamiltoniano, na proxima seccao vamos calcular o espectro

de energia para a particula de spin 1/2 para o modelo de confinamento apresentado.

4.3 Espectro de Energia da Particula de Spin 1/2

Usando o hamiltoniano (4.13) na equacao (4.9) e considerando o ansatz

e : (4.14)
X

onde n = n(p,p,z) e x = x(p,p,z) sao biespinores, e utilizando as propriedades das

matrizes (4.5) e (4.6) temos como resultado duas equagdes acopladas. A primeira para 7:

(E—m)n= —io! [8% + ﬁ + —V2pm‘“ + v2magp| x

o2 | 0 . P . 30
AL P (4.15)
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e a segunda para :

(E+m)x —io [a% + QL,D — X 2;”‘“ — \/Zmagp] n
02 . . 39
—i% [% — zc}%} n—io3gL . (4.16)

Para desacoplar estas equagoes, vamos substituir (4.16) em (4.15) de maneira que
queremos eliminar y. Nesta substituicao serao utilizadas as propriedades das matrizes de

Pauli (2.25) de modo que obtemos:

(E* —m*)n = gz —%g—Z%—ﬁ— 2man+\/ a2n+22§z+2m“177
+4m/aiazn — 2i03 2;“” SZ - 203§ ¥ 2ma1 VDAY 4 2masp®n

P 3 1 0%
—2i03y/2 a2&p 23\/2ma2077 %pn —28—"

+<<I>op) n+2ig 2a¢+2202_ﬂ< 2t + v/2mazp _8_n' (4.17)

Como a particula esta confinada no plano do anel, z é fixo e consequentemente g—i;l =
0. Na equacdo (4.17) é possivel perceber que 7 é autofungao de o cujo os autovalores sdo
s = %1, de onde podemos escrever o°n, = £n, = sn. Outra coisa que podemos perceber
é que os operadores J = —z € D, = — aﬁ comutam com o hamiltoniano do lado direito
da equagao (4.17), ou seja, sao grandezas compativeis e consequentemente 7 é autoestado
simultameo destes operadores.®> Assim podemos escrever a solucao para esta equacao que
dependente apenas da coordenada radial p como:
o R

g = eoseks [ 0N (4.18)

onde j =1 + =, com [ =0,+£1,£2, .. e k uma constante qualquer. Para z fixo, no sistema

vamos considerar k = 0. Substituindo a equacao (4.18) em (4.17) de maneira que:

AR, (p) >Ry (p)
M _ i o A/ 27 .
ap _ ° or-(p) |7 92 © PR_(p) |’
dp 0p?

3Prova rapida: [H, J.]n = —(E® —m 2)idpn + 10, (E* — m?)n =0
(52, Hln = —i0,(E% — m®)n + (B2 — m2)id.n =0
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—(p) R_(p)
e usando o®n, = +n, = sn, a propriedade das matrizes de Pauli 0’0’ = I e a notocao
R(p) = (R4+(p), R—(p)), temos simplesmente:

[dd—; + %dip — % — 2magp® + 1/5} Rs(p) =0 (4.19)
que é a equacao que descreve o movimento de uma particula confinada em um anel ge-

ométrico. Os paramtros 7, (s e v sao definidos como:

Ts = gs + S\/m
G=l+31-5)-2 : (4.20)
vy = E? +m? — 25v/2mas(s — 2v/2mas — dm/aias

A equagao (4.19) é uma equacao diferencial de segunda ordem e antes de resolvé-la,

vamos fazer a mudanca de variavel
p = /2magp?, (4.21)

de maneira que obtemos

d? d 7% u v

-+ 5 + —=—1| R,
Md;ﬂ dp  4p 4 4y/2mas

Para corresponder as expectativas do modelo, a solucao pra equacgao a cima deve

(1) =0. (4.22)

ser regular na origem e finita em qualquer lugar?, ou seja, R, — 0 quando p — co. A

funcao que satisfaz essas condicoes tem a forma

Ry(p) =e2 p2 Fy(p). (4.23)

Substituindo esta equagdo na anterior(4.22) obtemos:

d*F, dF, Vg 7| 1
1— _ T B =0 424
o+l + 1=+ | e - 2 R (1.21)

que corresponde a equagao da hipergeométrica confluente (ver Apéndice A.1), com solugao:

|T5| 1

14
ts T nl+ L)
> T3 1 ™ “)

4A funcio f(x) pode ser finita, mas se f(z+1) > f(x), e f(z+2) >> f(x +1), a fungao ird divergir.

(4.25)

Fy = 1F1(a,b;z): 1F1<
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Agora para obter uma solucao finita para qualquer lugar, vamos impor a condicao
onde a solugao de série hipergeométrica torne-se um polinomio de grau n,(Ver Apéndice
A.2) que é

|| 1 Vg

sl 278 ;. 4.26
2+2 4+/2mas " ( )

A partir desta equagdo, substituindo os parametros(4.20), chegamos na expressao do

espectro, escrita como

1+ 11 —5) — 2 + sy/2ma,|
Ezn,l =m? +4v2mas |n + 2 2%
I+i(1—-s)— 2
+4+/2mas s( 3 5 )~ 3) + 1| + 4my/aas , (4.27)
podendo ser reescrita ainda como
E2n’l = m®+4v2mas {n + %J + sg + 1} + 4m+/aqas , (4.28)

que é o espectro dos estados ligados de uma particula carregada de spin 1/2 confinada
em um anel quantico 2-D em um sistema descrito pela equacao de Dirac na presenca do

fluxo magnético.

4.4 Correntes Persistentes para o Fluxo Aharonov-

Bohm

Como foi visto no capitulo anterior, o calculo da corrente persistente é definido

pela taxa de variacao dos valores do espectro energético pelo fluxo Aharonov-Bohm

0E,,
0P’

I=— (4.29)

n,l

onde E,; é o valor do espectro de energia. Derivando a equagao (4.27) temos:

0Bn V2 +7, e 2
. VEm . +1) x {m? +4v2may |n + 7 + sg + 1| +4m+/a1a- )
E)CDO q)o |TS| 2 2

Subsituindo a expressao acima em (4.29), e lembrando que ®¢ = %, temos o valor

da corrente persistente pra este sistema:
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q 7
/- %Zl\rm@ (F+

—1/2
Py 1) X {m2 + 4+/2mas {n—l— ’7;| + sé + 1] +4m\/a1a2} )
Ts

(4.30)
Temos assim uma equacao para a corrente persistente que depende dos parametros de

controle ay, as e dos niimeros quanticos n e [.

4.5 O Limite Nao Relativistico

A partir da equagao (4.28) vamos escrever apenas as energias positivas da seguinte

forma:

1
2

( +1]+%\/m> —m(1+7)7, (4.31)

s)

4 2 :
En,z=m<1+— ﬂ{n+|7|+s

my m 2

Em\/>{ Il <C—2‘9)+1}+%\/@.

No termo entre parénteses, fazendo a expansao do binomio para [i até primeira ordem,

Ccom

tal que (1 + /)2 = (14 1) obtemos:

8 S S
E, =~ m+\/2{n+ T|—l—s( )+1]+2\/a1a2 (4.32)
m

onde foi escolhida a expansao em torno da massa do corpo até primeira ordem®. Nesta
aproximagcao recuperamos a frequéncia do modelo de Tan-Inkson com dependéncia do

8%. Nota-se também que o espectro é periédico no fluxo

parametro as, ou seja wy =
® — ¢ — &y, de maneira que , E, (& — ®y) = E,;41(P). Sendo o espectro periddico

também ha correntes persistentes, que neste limite sao dadas por:

L ld Z\/STZ LTS } (4.33)

onde foi feita a expansao em Taylor em torno da massa até os termos de ordem O(m~?)

na equacao (4.28). Este resultado também esté de acordo com o modelo de Tan-Inkson, se

5Como se trata do limite ndo reltivistico, uma boa aproximacao consiste em expandir em torno da

: o - . om - - N
massa propria do sistema m, pois m = \/#, para ¢ > v entdo m = mg . Ver a referéncia [52].
2
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consideramos uma particula quantica de spin 1/2. Apesar de estd implicito no parametro
T, essa corrente também é periddica.

O fato é que o acoplamento Bakke-Furtado, permitiu escrever tanto o espectro,
como a corrente persistente para uma particula de spin 1/2 em termos dos parametros a;
e as. A partir disto, assim como no modelo de Tan-Inkson, temos a possibilidade de obter
sistemas de confinamento relativisticos equivalentes aos sistemas nao relativisticos, como
pontos quantico e antipontos quanticos.

Fazendo a; = 0 é recuperado o oscilador de Dirac. Para sistemas em matéria
condensada regidos pela equagao de Dirac, tomando a; = 0 em (4.27) e (4.29), temos o

espectro de uma particula de spin 1/2 confinada para o ponto quantico:

E?., = m®+4v2ma; {n + |<2—| + s@ + 1} (4.34)

2

bem como a corrente persistente para este tipo associada ao ponto quantico :

'q'gy—az( #1) < ot vavmma o LS 1

1¢s] 2

A partir destes dois resultados, também é trivial obter no limite nao relativistico
os niveis de energia e a corrente persistente, via expansao de Taylor em torno da massa,
como foi feito anteriormente, recuperando resultados compativeis com o modelo Tan-
Inkson. Fazendo as; = 0 que seria o equivalente ao antiponto quantico, é perceptivel que

nao ha estados ligados.



Capitulo 5

Modelo de Confinamento para

Quasiparticulas no Grafeno

Neste capitulo sera exposto um novo modelo de acoplamento inspirado no modelo
Bakke-Furtado, visto no capitulo anterior, com o objetivo de estudar o confinamento de
uma quasiparticula no grafeno numa estrutura anelar 2-D, sujeita a um fluxo Aharonov-
Bohm. Neste caminho, serao calculados o espectro de energia e a corrente persistente
assim como os espinores de energia positiva para o grafeno em duas situagoes: para uma
folha de grafeno plana (sem defeito) e para uma folha de grafeno com o defeito topolégico
do tipo desclinacao, obtido via processo de Volterra. A segunda parte deste capitulo é uma
aplicagao deste novo modelo de acoplamento no trabalho desenvolvido por Maria Jannaira
Bueno em 2011, que investigou as propriedades eletronicas do grafeno na presenca do
defeito topoldgico do tipo desclinagao. Por fim serd mostrado que os resultados obtidos
para o caso do grafeno com defeito recaem no caso sem defeito, mostrando que esses
resultandos sao coerentes e descrevem, de fato, duas aplicacoes para o novo acoplamento

de forma bastante consistente.

5.1 Nova Proposta de Acoplamento

Como foi visto no segundo capitulo deste trabalho, o grafeno é um cristal bidimen-
sional, semicondutor com “gap” nulo, onde os portadores de cargas se comportam como se
nao tivessem massa. Nesta dinamica peculiar, no limite de baixas energias, este material

pode ser descrito pela equacao de Dirac sem massa, em contraste com os semicondutores,
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cujos portadores de cargas tém massa. A dificuldade de trabalhar no grafeno esta na
tentativa de confinar os elétrons na presenca de potencial externo, devido ao tunelamento
dos mesmos. Para contornar esta situagao, propomos um modelo de anel quantico 2-D
fenomenolégico, semelhante ao acoplamento desenvolvido por K. Bakke, C. Furtado, visto

no capitulo anterior, definido como:

| V2a ~
Pp—>p+i [Tl + \/2a2p} 7€, (5.1)

onde a diferenga desta equagao para a (4.2), esta justamente na auséncia da massa. Com
uso deste acoplamento, vamos investigar duas situagoes especificas em que a particula esta
confinada em um anel 2-D: a folha plana de grafeno e uma folha de grafeno com defeito
topoldgico do tipo desclinacao, ambos sujeitos ao um campo magnético perpendicular e a

um fluxo Aharonov-Bohm.

5.2 Confinamento para a Folha de Grafeno Plana via

Anel 2-D

5.2.1 O Hamiltoniano do Grafeno

Na auséncia de massa, m = 0, para uma folha perfeitamente plana de grafeno, vamos

trabalhar com a equacao de Fock para coordenadas cilindricas escrita da seguinte forma:

NEA JR:) S o) JNN:) R o
RN R A T kR /) 5.2
o iy ap—Hp&p—i—w 82+2p (5.2)

A partir desta equacao, e levando em consideragao as propriedades das matrizes v em

(4.5), e das matrizes & e B\ em (4.6), temos a equagao tipo Schrodinger:

OV [ 1\ a9\ ., (0
= () 5 (o) ()] v o3

de onde escrevemos o hamiltoniano tipo Dirac apenas como H= ap. Novamente fazendo
o acoplamento pelo momento cinemdtico II = p — |¢|A, e substituimos no lugar de p, de
maneira que H = a(p — |q|A) .
Assim o hamiltoniano do grafeno na presenca do campo magnético com nosso
acoplamento (5.1) serd escrito como:
2

com ® sendo o fluxo Aharonov-Bohm e @4 = fg] © quantum de fluxo magnético.
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5.2.2 Espectro de Energia da Quasiparticula

Usando este operador no ansatz (4.14)

onde os espinores 7 e y agora represetam cada sub-rede da folha de grafeno, vamos assim

obter duas equagoes acopladas. A primeira para 7

En = [ + —i—‘/ﬁ—l—\/Qap]
~i [f - 1] x i3 (53

e a segunda para y

Para desacoplar estas equagoes, vamos substituir (5.6) em (5.5) de maneira que
queremos eliminar y. Nesta substituicao serao utilizadas as propriedades das matrizes de

Pauli (2.25) de maneira que obtemos:

2 a a
E’p= —g—;%—ﬁ%;+ 2177""/2@77—’_228@ 22177

+4.\/aiazn — 2icr3‘/iTl 5977 2032 mn + 2a50%n

p?

2
—2i03+/2a5 @—2 \/2a0n+§”—2n—pi2g—p§

+(35) 0+ 20ty 22 + 2i0*2 (Y25 4 oayp) - 93 (5.7)
Para a particula confinada no plano do anel, z é fixo portanto 8—;7 = 822 = 0. Na

equagao (5.7) , n é autofungao de o® cujo os autovalores sao s = +1, de onde podemos

3, _— _ T _ ;0 A ;0
escrever 0°ns = +n, = sn. Novamente os operadores J, = —lp, €D = —ig comutam
com o hamiltoniano do lado direito da equacao (5.7), ou seja, sd@o grandezas compativeis
e consequentemente 1 é autoestado simultameo destes operadores. Do mesmo modo a

solugao desta equagao, dependente apenas da coordenada radial p, logo:
n= ¢l ik , (5.8)

onde j = H— =, com [ =0,£1,42, .. e k uma constante qualquer. Sendo z fixo, no sistema

vamos considerar k = 0. Substituindo a equac@o (5.8) em (5.7) para as derivadas 0,
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0,

s Oy Opy, usando o’n, = £n, = sn, a propriedade das matrizes de Pauli 0’0" =1 e a

notagao Rs(p) = (R4 (p), R—(p)) obtemos:

?  1d 02
et o T
dp*>  pdp p

—2asp” + 5| Ry(p) =0 (5.9)

com parametros 9, ¢, e €4 redefinidos como:

Yy = ¢ + sv/2aq
G=1l+501-35)—& (5.10)
g5 = E? — 25\/2a95, — 24/2ay — 4+ /a1a3

Para resolver equagao (5.9), que é uma equacao diferencial de segunda ordem,

facamos primeiramente a mudanga de variavel

0= 2ayp%, (5.11)

de maneira que reparametrizando (5.9) chegamos no seguinte aspecto:

d? d 92 o Es
et
de*> do 40 4 4y2a

Neste modelo desenvolvido aqui, a solugao para equagao acima deve ser regular na origem

Ry(0) =0. (5.12)

e finita em qualquer lugar, ou seja, Ry; — 0 quando p — oo. A funcao que satisfaz essas

condigoes tem a forma

Rs(0) = e 02 Fy(o), (5.13)

de maneira que, fazendo a substitui¢do desta equagao na anterior (5.12), obtemos:

+[[0+1-4

dF, { Es |0s] 1
o

d*F
S — — - FS = 0, 514
do? do * 4+/2a9 2 2] (o) ( )

que corresponde a equacao da hipergeométrica confluente (ver Apéndice A.1), com solugao

Wl 1 & 9] + 1
2 T2 42, e

Agora para obter uma solugao finita em qualquer lugar, vamos impor a condicao

(5.15)

F, = 1F1(a,b;z): 1F1(

onde a solucao de série hipergeométrica torne-se um polindémio de grau n, (Ver Apéndice

A.2) que é:

—n. (5.16)
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A partir desta equagao, substituindo os parametros (5.10), obtemos o espectro de energia,

para a quasiparticula confinada no anel 2-D sobre a folha plana de grafeno:

E?.; = 4\/2a,

n -+

u+(1—Q——AwJ%T
2

(l+%(1_s) §o)+1

+4+/2a9 | s 5

—1—4\/@1@2, (517)

podendo ser ainda reescrito, em termo dos parametros (5.10) como:

/195 S
E?. = 4v2ay {n + % + s% + 1} + 4y/a1ay (5.18)

onde s= +1 corresponde a sub-rede A, e s=-1 corresponde a sub-rede B.

5.2.3 Calculo de Correntes Persistentes na Folha Plana de Grafeno

O calculo da corrente persistente, como visto anteriormente, é definido como:

0E,,

I==2.5

n,l

(5.19)

onde E,; ¢ o valor do espectro de energia. Derivando a equagao (5.17) com relagdo ao

fluxo @ temos o valor da corrente persistente para este sistema:

MZ“_(W ){m—[ |1923| S%H}MM}—W (5.20)

Assim como no modelo de anel 2-D relativistico, no capitulo anterior, tanto o
espectro de energia (5.18) como a corrente persistente (5.20) dependem dos parametros

de controle aq, as, e dos nimeros quanticos n e [.

5.2.4 Calculo dos Espinores de Energia Positiva para Folha Plana
de Grafeno
Como as solugoes de energia positiva £ > 0, descrevem a dinamica dos elétrons da

banda de conducao, enquanto que F < 0 descreve a dinamica de buracos, neste trabalho

vamos estudar apenas o primeiro caso. Vale salientar que as componentes do espinor no
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grafeno descrevem as contribuicoes das sub-redes para a conducao, com o spin real das
particulas nao sendo considerados nessa aproximacao.
Para obter os espinores correspondentes a energia positiva da equagao (4.14),

usando a mudanga de varidvel (5.11), vamos reescreve a equagao radial (5.13) como:

R(VEmp?) = e (Vaam?) ¥ F(VEmp?) (5.21)

onde Fy(v/2asp?) = 1F (—n,|ds| + 1,v/2a2p?). Substituindo na equagdo (5.8) para z
fixo, comk =0e j=1+1 (pois £ > 0) temos:

Ne = €9 R, () = e/ 22eVF (205) T g 5y (=, [9] + 1,v/2a20) . (5.22)

A derivada da fun¢ao 1F; com relagdo a p é calculada como (ver apéndice A.3):

d —n
d_p{ v (—n, |0s] + 1, \/Qagpz)} = (=n) v (—n + 1, |9s| + 2, \/2a2p2) X 2v/2a9p .

[Us] + 1
(5.23)
A normalizagao da equagao radial (5.22), dada por
|A|/ nnpdp =1, (5.24)
0

¢ obtida como (ver apéndice A.4):

VB0, +n+ 1)
’A"<r<n+1>[r<ws\+1>]2) ’ (5.25)

de maneira que 7, é definida como

ns = Ny x 1F} (—n, [9s] + 1, \/2a2p2) , (5.26)
onde
Ny = A.ei(l+1/2)‘pe_\/?p2(2a2) Iﬂf‘pwé" . (5.27)

A partir da equacao (5.26), fazendo as derivadas parciais d,n, , 0,1, e considerando a

derivada da hipergeométrica confluente (5.23) temos:
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U
O,ms = N (—\/2a2p + %) x 1B (—n, |9s] + 1, \/2a2p2)

N 2n~\/2asp

—N, Fy (—n+ 1,9 + 2,V 2a2p?) ,
g LI 2, V20

1
Dpms = iNs (l + 5) X 1Fy (=n, |95 + 1,v2a2p7) . (5.28)

Substituindo as derivadas parciais (5.28) e a equacao radial (5.26) em (5.6), obte-

mos a solugao para os espinores de y:

Y= %NS{ 2v2ap — 22— L4 LRl 0l (Fy (=, [0, + 1, V2az0?) }

+%Ns{2nﬁ\8/ﬁpgl lFI (_n + ]-) |198| + 27 \/E,OZ) }
+%Ns{ [% (z +1- q;%)] 02 1 Fy (=, [9] + 1, v2a2p?) } (5.29)

Os biespinores podem ser representados como :

n(p) = : (5.30)

Com posse da equagoes (5.26) e (5.29), usando as propriedades das matrizes o e as
representagoes dos biespinores (5.30), é possivel escrever as solugoes de energia positiva da
equacao de Dirac correspondentes as componenentes paralelas, e antiparalelas na direcao

z [51, 52, 53]da banda de condugao:

p = fr 1B (=0, [04] + 1, v/2a2p%) %

—~ © O

o+ —[94+]+v2a1)
p

L 12¢/2a2p +

+5 (%ﬁﬁ 1Py (=4 1 04| + 2,/ 2a00) (5.31)

- o O O

para s =+1,1n_(p) =0, e
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0
1
Vo= fo 1Py (—n 0-] + 1,v2a20%) x | A9 |—2ar
=12 Razp — w
0
0
| 0
+i (2‘7}9{@) VB (—n 4 1 102+ 2,v/2a007) 1 (5.32)
0

para s = —1 e . (p) = 0. Nas equacdes acima o fator f, = N,e 5! é escrito a partir das

equagoes (5.25) e (5.27) como:

C( VBa (9 +n+1) 7
f:= (r<n+1> (0. + 1)]2)

o~ 1B gi1+1/2) ;—\ /B (2a2) L] pl?sl. (5.33)

5.3 Confinamento no Anel 2-D para a Folha de Grafeno
na Presenca de Defeito Topoldgico

Em um sistema real, na rede cristalina de um sélido, verifica-se a ocorréncia de
alguns defeitos. As vezes de origem quimica, elétrica ou estrutural, o estudo destes defeitos
tém mostrado uma série de aplicagoes tecnoldgicas [54], bem como um entendimento a
respeito das propriedades de transporte eletronico, transicao de fase e difusao em sistemas
da matéria condensada [55]. Dentre estes, vamos destacar o defeito de ordem estrutural,
ou topoldgico, que vem sendo estudado tanto na gravitagao como na matéria condensada.
Em ambas areas de estudos, defeitos topoldgicos sao caracterizados através da quebra
de simetria do sistema. Entre os varios defeitos inerentes a geometria do sistema, tera
destaque neste trabalho o defeito conhecido como desclinacao. O que caracteriza este
tipo de defeito é o aspecto da estrutura obtida pelo processo “corte e cola’conhecido na

literatura como processo de Voterra [9].



Figura 5.1:  Processo de Volterra, em: (a) Folha de grafeno plana, com o setor angular
A (em verde). Os atomos pretos representam a sub-rede A e os brancos a sub-rede B;(b)

desclinacao positiva, (c) desclinagdo negativa.

Na figura (5.1), o setor verde em (a) é o pedaco que serd cortado e removido ou
adicionado ao plano. Em ambos casos, o plano adquire um aspecto conico que vai definir
o tipo de defeito. O A é chamado de angulo de déficit. Como A & 7/3 , no caso do

grafeno, devido a simetria hexagonal, temos

A= i% (5.34)

onde N € [0,6] é o nimero de setores removidos ou adicionados. O sinal “ + "representa
a adi¢do de um setor, o que caracteriza a desclina¢ao negativa no item (c). O sinal “—"7
representa a remocao de um setor, o que caracteriza a desclina¢ao positiva no item (b).
Para este tipo de defeito, serd usado abordagem geométrica de Katanaev e Volovick, onde

a métrica aplicada para descrever este defeito em sélidos [56] é dada por:

ds* = dt* — dp* — o*p*dy?, (5.35)
onde
A N
=14+—=1+—. 5.36
« * 27 6 ( )

Numa folha de grafeno onde ha a presenca de desclinagao, seja positiva com a
remocao de um setor angular, seja negativa com a adicao de um setor angular, surge
uma descontinuidade na rede geométrica, como pode ser vista na figura (5.1): em b)

tem-se atomos da sub-rede A ligados entre si; em ¢) os 4tomo da sub-rede B numa parte
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da “colagem”ligam-se entre si. Em nimero de setores temos que: N = 1,3,5 ocorre a
descontinuidade na rede; N = 2,4 nao ocorre descontinuidade sendo que o valor maximo
de setores inseridos ou retirados para que o grafeno com defeito exista, ¢ N = 5. Esta
descontinuidade se comporta como um “campo’que no trabalho desenvolvido por Furtado,
Moraes e Carvalho[56] foi deduzido a fase da holonomia conica no grafeno, bem como a
conexao espinorial conhecida na teoria de espagos curvos, tornando possivel a descricao
da geometria conica do grafeno pela métrica (5.35)*. Partimos desta métrica e sabemos
que

ds® = g, datdx” = eteyn®dat dx” (5.37)
onde e e ef sao os conjuntos de tetradas que relacionam os componentes da base nao
coordenada e® no referencial local, onde estd o defeito, com o referencial global no espaco-

tempo pela relacao e* = e#dx#. A partir disso é possivel escrever a base nao coordenada:

eV =dt;
e =eldr" = ¢ e = cospdp — apsenpdyp ; (5.38)
-2

e” = senwdp + apsenpdyp ;

de maneira que podemos escrever a matriz do campo de tetradas e}, e sua inversa e} como:

1 0 0 1 0 0
€, =1 0 cosp —apsenp |, €= 0 cosp senp |- (5.39)
_senp  cosp
0 seny «apcosp 0 op ap

Com estas matrizes dadas em (5.39) temos que obter a conexao 1-forma wy obtidas
através da estrutura de Maurer-Cartan de® + wf A e® = 0 (sem tor¢io). Pela simetria do

defeito (5.34), ha nas conexoes 1-forma duas componentes nao nulas:
wi = —wy = —(a — 1)dp. (5.40)

Pela expressao sz(m) = wydz" obtemos a seguinte matriz de conexao de spin:

0 0 0
=10 0 —(a=1) |, (5.41)
0 (a—1) 0

INa verdade é a métrica de um corda césmica para z = 0 adpatada ao contexto do limite continuo do

grafeno.
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que esta relacionada com a conexao 1-forma. Finalmente, a conexao espinorial que é
descrita em termos da conexao de spin pela equacao I', = —%Fuab[fy“,fyb] com apenas

uma componente nao nula é dada por

@

I, = —%(a —1)o? . (5.42)

Outro fato interessante na rede hexagonal plana, é que os espinores fazem um
caminho através de um circuito fechado em torno do defeito de maneira que os mesmo
pulam da sub-rede A para B e vice-versa, mas quando ¢ inserida a desclinagao, atomos de
uma mesma sub-rede se ligam, fazendo com que o espinores pulem em uma mesma sub-
rede. Consequentemente a estrutura eletronica tem a as suas propriedades de transporte
eletronicos nao locais afetadas. Para contornar estes problemas, em seu trabalho[57, 58],
Bueno, inseriu um campo de gauge nao abeliano €2 na equacao de Dirac sem massa de
maneira a compensar a descontinuidade ficticia da funcao de onda dos espinores sendo

escrita como:

Q
AH (Nu — —“) U =0, (5.43)
p
onde V, é a derivada covariante definida de modo

0

V“ = % + F“ y (544)
onde a% é a derivada ordindria e I', a conexdo espinorial. O campo  é definido [57]
como
3
0= i§(04 —1), (5.45)

com =+ referindo-se aos espinores para cada ponto de Fermi K_ e K.
Usando a conexdo espinorial I's obtida em (5.41) na equacdo (5.42), é obtida,
apés algumas manipulagoes, a descricao da equacao de Dirac na presenca do defeito de

desclinacao na presenca do campo magnético na direcao z [57]:

00 (0 a-1 - 1 0 Ay lq| Bp
0_ 1 _ 2 - _ 2 St HITFH \I//: 4
{W o <5p+ 2ap>+w (apasf)) ! (p 2 0 (546)

onde foi feito o acoplamento minimo do campo id, — 9, — |¢|A,. Como desejamos

investigar o comportamento do sistema diante do fluxo Aharonov-Bohm , ® = B.a =

B.(mp?), definido no capitulo 3 para o anel 1-D, reescreveremos a equacgao acima como:
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0 0 a-—1 1 0 Q 1o
._0_ -1 . 2 - i ~2 _SO _— /:
{w o <8p " ap ) o (040380) ! ( p p%)} v B

com ¥y = qu‘ , 0 quantum de fluxo magnético.

As matrizes andlogas as de Dirac para o referencial local 4 sao expressas como
7 = el~v® onde 7* satisfazem a relagio do espago-tempo de Minkowski {72,7%} = 2n?, de

maneira que [50]:

=
¥ =elv" =< A = ~lcosp + y2seny; (5.48)
7?2 = —z—zsemp + é%cosw.

Para transformar as matrizes 4# em " no espaco de Minkowski, serd feito proce-
dimento adotado por Villalba[59, 60] onde serao utilizadas as transformagoes de similari-

dade:

cp 3
2

S(p) =e27 ou STl g) =€, (5.49)

S() 8@ =1 e S(p)'S(p) =1 (5.50)

Assim, a relacdo das matrizes 4 do espaco local, com as matrizes v do espago global se

tornam:

e)7°S(p) =%

7' S(e) = (5.51)
S @)7*S(p) = 7.

S
S

A transformagao S em (5.48) relaciona a funcao de onda global com o referencial
local ¥ pela relagao W' = SV ou seja:

N (5.52)

onde, como foi visto anteriormente, n = n(p, ¢) e x = x(p, ) representam as sub-redes A

e B respectivamente.
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5.3.1 Espectro de Energia da Quasiparticula

na Presenca da Desclinacao

Multiplicando (5.46) pela esquerda por S e pela direita por S~! e considerando
o conjunto de relagdes em (5.49) e (5.50) assim como as propriedades das matrizes v em
(4.5) e das matrizes « e 5 em (4.6), obtemos a partir da fungao de onda (5.52), as equagdes

acopladas para n:

(5.53)

e para x:

) 1 1 0 i 1 P
Ex = —io! {— } n— 10 {—— + —= — ——1 7, (5.54)

dp apdp — p  pPg
onde novamente o sistema sé apresenta dependéncia em p e . Para investigarmos o
confinamento no nosso modelo de acoplamento, basta fazer p — p-+1 [—”}2;“ + V2aqp| 7€,
no hamiltoniano do sistema, de maneira que as duas equacoes acopladas serao reescritas

CO1mo:

En= —iot [a% + 2% + @ + \/Zan] X
o o + 5 ] 559
e

Ex = —w[ +——@ \/2ap}

—io? [alp 8‘1 + ZQ‘” — %%] n. (5.56)

Para desacoplar estas equagoes, vamos substituir (5.56) em (5.55) de maneira que
desejamos eliminar y. Nesta substituicao serao utilizadas as propriedades das matrizes
(2.25), de forma que o espectro de energia serd dependente apenas da parte radial, ou

seja:
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r2 a
E277 :_g%_%g_z‘{'%_ 2 77“'\/2&77‘{'2;222"‘21”4‘ 2(1)0 377
+4faragn — 83T — 20 B 230 63 4+ 2a,p%n

+—2“m§“’” 14+ 24/2a5Q,0%n — 2“/20272" M _ 9. /2a, q) 253

2 Q 7
A — dp gk = O et gt e . (5.57)

A solugao desta equagao depende apenas de p, logo para k = 0 em (5.8) obtemos:
n = e : (5.58)

onde j =1 + i com [ = 0,41,42, .., lembrando que 7 é autovalor de 3. Substituindo a
equagao (5.58) em (5.57) para as derivadas parciais 9y, Oy, Op, Oy, usando on; = £n; =
sn, e a notogao Ry(p) = (R4 (p), R—(p)) obtemos novamente a equagao radial:

Z 1d 552

- —2a50% + €5| Rs(p) =0 5.59

com parametros ds, kg € €5 redefinidos como:

0 = ks + asv/2a,
=(+13) - 2 + afd, — a (5.60)
€, = B2 — 220y, 9 foa. — 4 Jaa;

Para resolver a equagao (5.59) fagamos primeiramente a mudanga de varidvel?

= v2ay0°, (5.61)

de maneira que reparametrizando (5.59) chegamos no seguinte aspecto:

2 d 82 £ e

d_§2+d_§_ 42 _Z+4\/2a2

Para o modelo desenvolvido aqui, a solugao pra equagao a cima deve ser regular na origem

R,(€) = 0. (5.62)

e finita em qualquer lugar, ou seja, Ry; — 0 quando p — oco. A funcao que satisfaz essas

condigoes tem a forma:

[9s]

Ry(€) = ¥ € Fi(¢). (5.63)

2Embora seja a mesma mudanca de varidvel do caso plano, vamos utilizar a letra & para caracterizar

o estudo para o grafeno com defeito.
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Substituindo a equagao anterior em (5.62) obtemos:

*F,  [|0] dF, € 05| 1 _
§d€2+{g+1—£:| d€+[4\/2_a2_204_§}F5<§)_0’ (564)

que corresponde a equacao da hipergeométrica confluente (ver Apéndice A.1), com solugao:

05 1 € |0s]
F.— Fiabz) = |F - , 1¢). 5.65
i) = B (G g g e L (5:65)

Agora para obtermos uma solucao finita em qualquer lugar, vamos impor a condi¢ao onde
a solucao de série hipergeométrica torne-se um polindémio de grau n, (Ver Apéndice A.2)
que é:

l0s] 1 €s

0 T2 Wia

A partir desta equacao, substituindo os parametros (5.60), obtemos o espectro de ener-

(5.66)

gia, para a quasiparticula confinada no anel 2-D sobre um cone de grafeno, obtido via

desclinagao:

55 s
Ezn,l - 4\/ 2@2 |:n+ |20é| +5§—a —+ 1:| +4\/a1a2, (567)

podendo ser reescrito ainda, de maneira explicita, como:

E?,; = 4y/2a,

n 4+

1+ 3) —a%+a§2¢—a§+as\/ﬂ|
200

((H—%) —04%—%04(@,—04%)

2a

—|—4\/ 2&2 S + 1| + 4\/a1a2. (568)

Na equagao acima, s= +1 corresponde a sub-rede A e s=-1 corresponde a sub-rede B.
Observe que no espectro, além da dependéncia dos nimeros quanticos n e [, temos as
dependéncias dos parametros a; e as, bem como a contribuicao do campo nao abeliano
responsavel pela correcao da descontinuidade ficticia da funcao de onda dos espinores,
devido a presenga do defeito. Fazendo o = 1, implica que €2, = 0: os parametros ds, K
e €, serao Vs, 5 e €5 respectivamente. Assim o espectro (5.68) recai na equagao (5.17),

recuperando assim, o caso da folha plana de grafeno sem defeito topoldgico.
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5.3.2 Calculo de Correntes Persistentes na Folha de Grafeno

com Desclinacao

O calculo da corrente persistente, como foi visto anteriormente, é definido por:

aEﬂn,l
0P’

I=-—

n,l

(5.69)

onde E,; ¢ o valor do espectro de energia. Derivando a equagao (5.67) com relagdo ao

fluxo @, o valor da corrente persistente na presenca da desclinagao é dado por:

|Q|Z‘/_<!5I )x{‘lm{”*@“;—;“}*‘lm}1/2’ (>:70)

que reescrevendo em termo dos parametros (5.60) temos explicitamente:

I+ —a2 +aQ,—ai+asy/2a
_ anm@ﬁ )X{Wz—@ [n+(+2) i o ﬁ}

<(l+1/2 a%-{—aQw—a%—&-as\/Qal)

—-1/2
—|—4\/2a2 |:S 0 oo + 11 —|—4w/a1a2} s (571)

onde obtemos a corrente persistente (5.70) em fungao dos parametros de controle ay, as e
dos nimeros quanticos n e [. Além disso, observamos também o surgimento do termo de
correcao {2,, onde se fizermos o = 1, recuperamos o caso da corrente persistente para a

folha plana de grafeno (5.20), ou seja, sem defeito topoldgico.

5.3.3 Calculo dos Espinores de Energia Positiva na Folha de

Grafeno com Desclinacao

Como vimos anteriormente, as solugoes de energia positiva E > 0, descrevem a
dinamica dos elétrons para a banda de conducao, enquanto que £ < 0 descreve a dinamica
de buracos, na banda de valéncia. No nosso trabalho vamos abordar apenas o primeiro
caso. Também como foi falado anteriormente, as componentes do espinor no grafeno
descrevem a contribuicao das sub-redes para a condugao, com o spin das particulas nao
sendo considerados nessa aproximacao.

Para obtermos os espinores correspondentes a energia positiva da equagao (5.52),
vamos utilizar a mudanca de varidvel (5.61) e vamos reescrever a equagao radial (5.63)

CO1mo:
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—\/2azp? [8s]
Ro(V2a20%) = e 2 (V2a2p%) > Fy(v2a20) (5.72)

onde Fy(v2az0%) = 1F ( |5 L+ 1,/2a, p ) Parak=0ej = l+% na equagao (5.8),

temos:

[0s| 19s]

Ns = ei(H%)‘p Rs(&) = ¢ i(1+3 )“’e Ve ls (2aq) % p o x 1 F} (—n, % +1, \/2_a2p2) )
(5.73)

A derivada da fungao 1F}, com relagao a p, é calculada como (ver apéndice A.3):

d s —n)2+/2 s
—{ 1 —n,‘ | 2020 }:(n)—an 1F1 —n+1,| | 200" ) .
dp (0% M +1 «
(5.74)
A normalizagao da equagao radial, (5.73) é dada da seguinte maneira:
|B|/ n'npdp = 1, (5.75)
0

é obtida como (ver Apéndice A.4)3

1/2

V8a (el 4 m 41
B| = Wlla tntl) ) (5.76)

T'(n+1) [F("; ol 4 1)]

de modo que

2&2

Os
Ns = Ns X 1F1 (—n, |a| 2) > (577)

onde
\5s| [6s]

N, = B.e't+D2e=VF0 (20,) 1 pa (5.78)

A partir da equacao (5.77), fazendo as derivadas parciais 0,1, , 0,75, € usando a equacao

(5.74) temos:

30 procecimento matematico é o mesmo do caso da folha plana, com diferenca no parametro usado

que desta vez é ;.
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s s
apns = NS (-\/ 2@2,0"‘ |O[p|) X 1F1 (—n, | ‘ + 1, vV 2&2p2)

«

2n+/2 0s oy
_NSM 1F1 (_n+ 17 | | +27 2a2p2) 9

«
, 1
awns = ZNS (l + §> X 1F1 (—n,

Substituindo as derivadas parciais (5.79), e a equagao radial (5.77) na equagao

9]

s
«

+ 1, \/E;F) : (5.79)

(5.56), obtemos a solug¢do para os espinores de y como:

vo g om0t ()

+%’Ns{—2"“272pal i (=01, 2, /2a502) }

5]
Tt

+%NS{ L(EE - )] A (-0 241, v202) } (5.80)

Os biespinores podem ser representados novamente como

n(p) = : (5.81)

Com posse das equagoes (5.77) e (5.80), usando as propriedades das matrizes o e as
representagoes dos biespinores (5.81), é possivel escrever as solugoes de energia positiva da
equacao de Dirac correspondentes as componenentes paralelas, e antiparalelas na direcao

z [b1, 52, 53, 61]da banda de conduc¢ao, na presenga da desclinagado como:

1
0
Vi = [+ 1fd <—n,% + 1a\/2a'2p2> X 0

% {2 Dagp + (H+—|5++a\/ﬁ)}

ap

(5.82)

|5+|_‘_1

a

+ik (_W ) 1 Fy (—n + 1,y o \/2(12/)2)

_ o o O
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para s =+1len_(p) =0, e

0
51 1 Jom !
Yo = fo 1k (—n, =+ 2a2p2) X Y
5 [zmp (eotio-l- >}

0

0

» 0

+i& (2’;—“?) By (=1, 2, 20 1 (5.83)
0

para s = —1 e ny(p) = 0. O fator f, = Nye *F* é escrito, usando (5.78) e (5.76), neste

CcasO Ccomao:

(5 )

o0 [F ()

o )

fs:

(5.84)

Mais uma vez, se fizermos a = 1, recuperamos a identidade dos espinores no caso
da folha plana de grafeno, mostrando, portanto, que estes resultados dao consisténcia ao

nosso modelo de confinamento.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertagao, estudamos as propriedades eletronicas do grafeno no limite de
baixas energias, onde os elétrons, que sao os portadores de carga nesse material, apresen-
tam uma relagao de dispersao linear para o espectro de energia. Diante deste compor-
tamento, foi verificado que os elétrons neste material se assemelham a férmions de Dirac
podendo ser, portanto, descritos pela equagao de Dirac sem massa em (2+1) dimensoes.

Estudamos também a estrutura confinante do anel quantico 1-D, bem como sua
apliacagao no estudo do efeito Aharonov-Bohm e o surgimento das denominadas correntes
persistentes. Posteriormente vimos o modelo de anel quantico 2-D desenvolvido por Tan-
Inkson que mostrou-se como uma generalizacao dos tipos de potenciais confinantes como
antipontos quanticos, pontos quanticos, anel 1-D e o fio esticado 2-D através da manipu-
lacao dos parametros de controle a; e as proprios deste modelo.

Na sequéncia estudamos o modelo de anel 2-D para uma particula relativistica de
spin 1/2 baseado no acoplamento Bakke-Furtado. Este se mostrou como um modelo de
aplicagao em sistemas da matéria condensada semelhantes aos sistemas ultrarelativisticos,
nos quais a relacao de dispersao de energia ¢ linear. Foram obtidos tanto o espectro de
energia como a corrente persistente escritos em termos dos parametros de controle a; e
as. Foi mostrado que no limite nao relativistivo sao recuperados o espectro de energia e a
corrente persistente prevista pelo modelo Tan-Inkson. Mostramos que o modelo proposto
por Bakke-Furtado é uma possivel generalizagao da estrutura anelar 2-D de Tan-Inkson
para sistemas quanticos relativisticos.

Seguindo a linha do que foi exposto, finalmente propomos um novo modelo fenomenologico

de anel 2-D a partir de um novo acoplamento para a equagao de Dirac (241) dimensoes
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no grafeno sem massa, inspirado no acoplamento Bakke-Furtado para particulas relativis-
ticas de spin 1/2 e no oscilador de Dirac. Usando este novo acoplamento estudamos o
confinamento de uma quasiparticula num anel quantico 2-D, no grafeno na presenca de um
campo magnético e de um fluxo Aharonov-Bohm perpendicular ao plano do anel. Este es-
tudo, se mostrou como uma aplicagao eficaz em duas situagoes especificas: o confinameto
da quasiparticula numa folha plana de grafeno e o confinamentos de uma quasiparticula
numa folha de grafeno com defeito topolégico do tipo desclinagao. Neste segundo caso,
trabalhamos com equagao de Dirac (2+1) sem massa acrescentada com a connexao es-
pinorial e um campo de gauge nao abeliano, responsavel pela correcao da descontinuidade
ficticia da funcao de onda dos espinores.

Nosso novo modelo de anel 2-D nos permitiu obter o espectro de energia, a corrente
persistente e os espinores de energia positiva, referente a banda de conducao do grafeno, em
termos dos parametros a; e ay para as duas situacoes citadas anteriormente. Na segunda
situagao, observamos que o parametro «, que indentifica a presenca do defeito topolégico, é
percebido pelo espectro de energia, pela corrente persistente e pelos os espinores referentes
a energia positiva, logo o defeito tem influéncia nestes entes calculados. Assim mostramos
que, nosso modelo é de certa forma uma possivel generalizagao para sistemas confinantes
no grafeno, onde dependendo dos valores dos parametros a; e as, é possivel investigar a
ocorréncia de pontos quanticos e anti-pontos quanticos, semelhante ao modelo de Tan-
Inkson. Mostramos que o parametro «, que indentifica a presenca do defeito topolégico
nos resultados, quando feito a igualdade , a = 1, recai no caso da folha plana de grafeno,
ou seja, atendendo nossas expectativas.

Através deste novo modelo de anel quantico 2-D proposto neste trabalho, temos a
possibilidade de investigar o confinamento em folhas de grafenos sujeitas a outros tipos de
defeitos topoldgicos como deslocagoes ou distorcao. Também podemos fazer a aplicacao
deste novo modelo em outros materiais além do grafeno, que também sao cristais bidi-
mensionais estaveis. A condigao unica e suficiente para a aplicabilidade de nossa proposta
é que estes sistemas possam ser descritos pela teoria de Dirac para Férmions, ou seja,

sistemas ultrarelativisticos de quasiparticulas.



Apeéendice A

A Funcao Hipergeométrica

Confluente

A.1 Solucao da Funcao Hipergeométrica

A equacao diferencial escrita na forma:

d*F(z)
dz?

dF(z)
dz

z +(b—2) —aF(2)=0 (A.1)

com singularidade z = 0 e uma singularidade irregular z — oo é conhecida na liter-
atura como Hipergeométrica Confluente ou Equacao de Kummer,[62, 63]. A solugdo desta

equacao é dado pela série:

az ala+1)z?2?

F(z)= 1Fi(a,b;2z) =1 _ A2
()= ahilabiz) =14 g+ 2075 (A4.2)
que pode ser escrita de maneira mais compacta como:
oo a n
1F16LbZ IHZ:O bn_ (AS)
onde (a), e(b), s@o os simbolos de Pochhman, que sao definidos como:
(a+n—1)!
(@), = 22—
(a —n)!
(a)o =1 (A.4)

A série (A.3) é convergente para qualquer z finito. O parametro a é arbitrario, enquanto
o parametro b € Z_. Caso a seja um numéro inteiro negativo ou zero, a série se reduz

para um polinémio de grau |al.
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A.2 Limites Assintéticos da Funcao Hipergeométrica

A representacao integral da Equacao de Kummer:

Fiabz) = — L0 / Lt ey (A.5)
o [(a)l'(b—a) Jo
fazendo a mudanca de variavel u = —tz obtemos:
['(b) _
F; 12) = ———(—2) (I + 11 A.
1 1((1,b7 Z) F(a)F(b—a)( Z) ( + ) ( 6)
onde
- oo . a1 g b—a—1 - -z a1 g b—a—1
[—/0 e tu <1+Z) du e II—/DO e “u <1+Z> du (A7)
Quando |z| — oo temos
I %/ e "utdu=T(a) e II=T(b—a)(—e)*z* "M (A.8)
0

Onde I'(a) é a definicao da fun¢ao Gamma.Usando (A.7) e (A.8) na equacdo (A.6)

obtemos:

F<b> — —a wezza—b
To—a 2 T (A.9)

Nesta equacao como para b > a o primeiro termo domina sobre o segundo termo

1Fi(a, b; 2) ~

da equacao a cima, ficando, portanto:

1Fi(a,b; z) =~ %ezgab (A.10)

Na equagao (A.10) s6 se torna nula no limite assintético somente quando I'(a) —
00, por defini¢do isso sé ocorre I'(—n) = £oo. Assim o parametro a desta fun¢ao deve
ser zero ou um numero inteiro negativo. De tal forma que a equagao hipergeométrica se

torna um polinémio.

A.3 Derivada da Funcao Hipergeometrica Confluente

A seguinte relagao de diferenciacao pra esta funcao sera util:

d" n
Tt fiabiz)} = Z— 1Fi(a+n,b+mn;z) (A.11)

com n sendo a ordem da derivada.
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A.4 Integracao Envolvendo a Hiper Geométrica Con-
flunete

A integral do tipo:
Jy :/ e T LR (=, s k2)]Pde (A.12)
0

serd util no calculo da normalizacao da equacao radial dos problemas expostos

neste trabalho. Esse integral é calculada [64] como uma série dado por:

J, =

C(v)n/!(y — n'(n —=1)..(n =s)(y—v—s—1)(y—v—3s)..(y—v+s)
kv (v +n')! {1+ Z (s + D2y(y+1)...(v + 9)

(A.13)

A.4.1 A Normalizacao da Fungao de Onda Radial

Vamos normalizar a a equagao (5.22) usando (A.12) e (A.13). Fazendo a trasformagao de

variavel z = v/2ayp? temos:

A 2 00
’—‘1/ e # 2N VR (=0, [9s] + 15/ 2a0p%)?dz = 1 (A.14)
2(2@2)5 0

comparando com (A.12) temos a relagao de parametros: v =v = |Js| +1,n  =nek = 1.

Para estes valores a somatoria em (A.13) vai a zero, restando apenas:

|AJ]? (F(Iﬁsl + 1)n!(|?9s|)!> _q (A.15)

2(2a,)? (|9s] +n + 1)!

contudo da propriedade da fun¢do gama : I'(IV + 1) = N! reescrevemos a constante de

normalizagao como:

(VB9 +n+1) 2
4= (F<n ) [0 + D) ) (4.16)



66

Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]

[4]

[7]

Geim, A. K. e Novoselov, K. S., The rise of graphene, Nature materials, 6, 183-191
(2007).

Mermin, N. D. Crystalline order in two dimensions. Phys. Rev. 176, 250 - 254
(1968).

Katsnelson, M.I., Novoselov, K. S. e Geim, A. K.,Chiral tunnelling and the Klein
paradox in graphene. Nature Physics., 2, 620-625 (2006).

Young, A. F., e Kim, P., Quantum interference e Klein tunnelling in graphene

heterojunctions, Nature Physics, 5, 222-226 (2009).

Zhang,Y., Tan, Y., Stormer, H. L. e Kim, P., Experimental observation of the quan-
tum Hall effect and Berry’s phase in graphene. Nature, 438, 201-204 (2005)

Bakke, K. e Furtado,C. On the confinemet of Dirac particle to a two-dimensional

ring Phys. Lett. A: 376, 1269-1273, (2012).

Aharonov,Y. e Bohm, D., Significance of Electromagnetic Potential in Quantum

Mechanics,Phys. Rev. 115, 485-491 (1959).

Tan, W-C., e Inkson, J.C., Electron States in a Two-Dimensional Ring- An Exactly
Soluble Model, Semicond. Sci. Technol.11(1996) 1635-1641.

Puntingan,R. A. e Volterra, Soleng, H. H. Volterra Distortions, Spinning Strings,
and Cosmic Defects disponivel em arXiv:gr-qc/9604057v2 15 Feb 1997.

Lambin, P. e Fink, J., Electronic states of carbon materials, Encyclopedia of Con-

densed Matter Physics, 1, 142-151 (Elsevier Science, 2005).



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

67

Retiradas da web na ordem de aparicao no texto: Figura 2.1: Via animacao flash
em: http:www.mhhe.com/physsci/chemistry/essentialchemistry/flash /hybrv18.swf

Figura 2.2: http:commons.wikimedia.org/wiki/Category:Image_ sources.

Class for Physics, Scientific Background on the Nobel Prize in Physics 2010
Graphene. The Royal Swedish Academy of Sciences STOCKHOLM, (2010).

Morozov, S. V., Novoselov, K. S., Katsnelson, M. 1., Schedin, F., Elias, D. C.,
Jaszczak, J. A. e Geim, A. K., Giant Intrinsic Carrier Mobilities in Graphene and

Its Bilayer, Physical Review Letters, 100, 016602-016605 (2008).

Lee, C., Wei, X. D., Kysar J. W. e Hone, J., Measurement of the Elastic Properties
and Intrinsic Strength of Monolayer Graphene, Science, 321,385 (2008).

Balandin, A. A., Ghosh, S., Bao, W., Calizo, 1., Teweldebrhan, D., Miao F. e Lau,
C. N.,Superior Thermal Conductivity of Single-Layer Graphene, Nano Letters, 8,
902-907 (2008).

Nair, R. R., Blake, P.,Grigorenko, U.M., Novoselov, K.S., Booth , T.J., Stauber, T.,
Peres, N.M.R. e Geim, A.K., Fine Structure Constant Defines Visual Transparency
of Graphene, Science, 320, 1308 (2008).

Evans, J.W., Thiel, P.A. e Bartelt, M.C., Morphological evolution during epitaxial
thin film growth: Formation of 2D islands and 3D mounds. Sur. Sci. Rep. 61, 1-128
(2006).

Novoselov, K. S. et al. Electric field effect in atomically thin carbon films. Science

306, 666-669 (2004).

Novoselov, K. S. et al. Two-dimensional atomic crystals. Proc. Natl Acad. Sci. USA

102, 10451-10453 (2005).

Giesbers,A. J. M., Zeitler, U., Katsnelson, M.I., Ponomarenko, L..A., Mohiuddin,
T.M.G. e MaanPhys, J.C., Quantum-Hall Activation Gaps in Graphene, Rev. Lett.,
99, 206803 (2007)

Schedin, F., Geim, A. K., Morozov, S. V., Hill, E. W., Blake, P., Katsnelson, M. 1.
e Novoselov, K. S., Detection of Individual Gas Molecules Adsorbed on Graphene,
Nat. Mater., 6, 652-655 (2007).



22]

23]

[24]

[32]

33]

[34]

68

Liang,X., Fu, Z. e Chou, S.,Graphene Transistors Fabricated via Transfer- Printing

In Device Active-Areas on Large Wafer,Nano Letters, 7, 3840~ 3844 (2007).

Lemme, M. C., Echtermeyer, T.J., Baus, M., Szafranek, B.N., Bolten, J.,Schmidt,
M., Wahlbrink,T. e Kurz, H., Mobility in Graphene Double Gate Field Effect Tran-
sistors, Solid State Electronics, 52, 514-518 (2008).

Blake,P., Brimicombe, P. D., Nair, R. R., Booth, T. J.; Jiang, D., Schedin, F.,
Ponomarenko, L. A., Morozov, S. V., Gleeson, H. F., HilLE. W., Geim, A. K. e
Novoselov, K. S., Graphene-Based Liquid Crystal Device Nano Lett., 8, 1704-1708
(2008).

Wallace,P. R.,The band theory of graphite, Phys. Rev., 71, 622-634 (1947).

Garcia, J.C.; Justo, J.F.; Machado, W.V.M.; Assali,L.V.C Physc. Rev. B 2009, 80,
125421.

Kittel,C. Introduction to Solid State Physics( Wilwy, New York,1976).

Asheroft,N.W. e Mermin, N.D. Solid state physics (Holt, Rhinehart and Winston,
New York, 1976).

Guinea, F., e Vozmediano, M., The Electronic Spectrum of Fullerenes from the Dirac

FEquation, Nuclear Physics B, 406, 771-794 (1993).

Castro Neto,A., Guinea, F., Peres, N., Novoselov, K., e Geim, A., The electronic
properties of graphene. Rev. Mod. Phys. 81, 109(2009).

Gierz,I., Riedl C., Starke, U., Ast, C. R. e Kern, K., Atomic hole doping of graphene.
Nano Lett., 8 (2008) 4603

Bena, Cristina e Montambaux, Gilles,Remarks on the tight-binding model of

graphene, New J. Phys, 11, 095003(2009)

Viefers,S., Koskinen, P., Singha Deo, P. e Manninem, M., Quantum rings for begin-

ners: Energy spectra and persistent currents, Phys. E; 21, 1-35,(2004).

Halonen, V. Pietildinen, P. e Chakraborty, T., Optical-absorption spectra of quan-
tum dots and rings with a repulsive scattering centre, Europhys. Lett., 33(5),377-
382,(1996).



[35]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

69

Chambers, R. G.: Shift of an FElectron Interference Pattern by Enclosed Magnetic
Fluz.Phys. Rev. Lett., 5(1):3-5, 1960.

Tonomura, A., Osakabe, N., Matsuda, T., Kawasaki,T., Endo, J., Yano, S. e Ya-
mada, H.: FEwvidence for Aharonov-Bohm Effect with Magnetic Field Completely
Shielded From FElectron Wave. Phys. Rev. Lett., 56:792-795, Feb 1986.

Planelles, J., Climente, J.I. e Movilla, J.L.,Aharonov-Bohm for pedestrian preptin
disponivel em arXiv,cond-mat/0506691v1 [cond-mat.mes-hall] 27 Jun 2005.

Peleg, Yoav, Pnini, Reuven e Zaarur, Elyahu, Schaum’s Outline Quantum Mecha-

nics( The McGraw - Hill Companies, 1998).

Biittiker,M., Imry, I. e Landauer,R., Josephson behavior in small normal one-

dimensional rings. Phys. Lett. A,96:365-367, 1983.

Bleszynski-Jayich, A. C., Shanks, W. E., Peaudecerf, B., Ginossar, E., von Oppen,
F., Glazman, L. e Harris, J. G. E.,Persistent Currents in Normal Metal Rings.
Science 326 (5950): 272-275, 20009.

Bluhm, H., Koshnick, N.; Bert, J., Huber, M. e Moler, K., Persistent Currents in
Normal Metal Rings. Phys. Rev. Lett. 102 ,(13): 136802, 2009.

Byers,N. e Yang, C.N., Theoretical Considerations Concerning Quantized Magnetic
Fluz in Superconducting Cylinders, Phys. Rev. Lett. 7, 46, 1961.

Imry, Yoseph, Introduction to Mesoscopic Physics, Oxford University Press, Inc.,

New York (1997).

Xu, Ju, Moxom,J.,Overburry, S.H. e White, C.W. Quantum Antidot Formation and
Correlation to Optical Shift of Gold Nanoparticles Embedded in MgO Phys. Rev.
Lett.88, 17,(2009).

Ekimov, A. I. e Onushchenko, A. A., Quantum size effect in three-dimensional

microscopic semiconductor crystals JETP Lett. 34: 3457349,(1981).

Moshinsky, M., e Szczepaniak, The Dirac oscillator,Journal of Physics A: Mathe-
matical and General, 22, 817-819 (1989).



[47]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

70

A. Bermudez, M. A. Martin-Delgado e A. Luis, Nonrelativistic limit in the 2+1
Dirac oscillator: A Ramsey-interferometry effect, Phys. Review A, 77, 033832-
033840 (2008)

M. H. Pacheco, R. R. Landim e C. A. S. Almeida, One-dimensional Dirac oscillator
in a thermal bath, Phys. Lett. A, 311, 93 - 96 (2003).

V. M. Villalba e R. Pino, Energy spectrum of the ground state of a twodimensional
relativistic hydrogen atom in the presence of a constant magnetic field, Mod. Phys.

Letter B, 17, 1331-1334 (2003).

Schlunter, Paul,Wietschorke, Karl-Heinz e Greiner Walter, The Dirac equation in
orthogonal coordinate systems: I. The local representation J. Phys. A: Math. Gen.
16(1983).

Greiner, W., Relativistic Quantum Mechanics: Wave Equation, 3* Ed., Springer,
Berlin, (2000).

Foldy, Leslie L. e Wouthusent, Siegfried A.,On the Dirac Theory os Spin 1/2 Par-
ticles ans Its Non-Relativistic Limit Phys. Rev. 78, 29(1950).

Bakke, K. Fases Geométricas, Quantizacao de Landau e Computacdo Quantica
Holonomia para Particulas Neutras na Presenca de Defeitos Topoldgicos 2009. 173
f.Tese (Doutorado em Fisics)- Departamento de Fisica, Universidade Federal da

Paraiba, Joao Pessoa,2009.

Lahiri, J., Lin, Y., Bozkurt, P., Oleynik, I. 1. | e Batzill, M., An extended defect in
graphene as a metallic wire Nature Nanotechnology, 5, 326 - 329 (2010).

Hyde,S., Andersson, S.,Blum, Z., Landg, T., Lidin, S. e Ninham, B. W., The Lan-
guage of shape the role of curvature in condensed matter physics, Chemistry and

Biology (Elsevier Science, 1997).

Furtado, C., Moraes, F. e Carvalho, A. M. de M., Geometric phase in graphite cones,
Phys. Lett. A, 372, 5368 (2008).

Bueno, M.J., Furtado, C. e Carvalho, A.M. de M., Landau levels in graphene layers
with topological defects, Eur. phys. J.B 85:53 (2012).



[58]

[61]

[62]

[63]

[64]

71

BUENO, M.J. Propriedades Eletronicas de Grafeno com Defeitos 2011. 84 f. Tese
(Doutorado em Fisica) -Departamento de Fisica, Universidade Federal da Paraiba,

Joao Pessoa, 2011.

Villalba., V.M., Ezact solution of the two-dimensional Dirac oscillator, Phys. Rev.
A: 49, 586 (1994).

Villalba, V. M. e Maggiolo, Rinén A., Energy spectrum of a 2D Dirac electron in
the presence of a constant magnetic field, Eur. Phys. J. B, 22, 31-35 (2001).

Furtado, C e Moraes, F., Landau levels in the presence of a screw dislocation, Fu-

rophys. Lett., 45(3),279-282 (1999).

Abramowitz, Milton e A.Stegun, Irene, Handbook of Mathematical Functions with
Formulas, Graphs, and Mathematical Tables, capitulo 13,pag. 504,Dover Publica-
tions Inc., New York, 1964.

Arfken, G.,Mathematical Methods for physicists, capitulo 13, pag 753, Academic
Press, Inc., 3* Ed., 1985.

Landau, L. D. e E. M. Lifshitz: Quantum Mechanics: Non-Relativistic Theory, vol.
3, 3* Ed.,Pergamon Press, 1977.



