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RESUMO

O planejamento de um arranjo fisico (layout) de uma dada instalacdo significa tomar
decisOes sobre a forma de como seréo dispostos 0s seus centros de trabalho (MOREIRA, 2012).
O projeto deste layout deve identificar onde deverdo ser alocadas as instalagcdes de forma que
mitigue processos que ndo fornecem valor as atividades operacionais. Esta dissertacdo trabalha
frente a otimizacdo de um problema de arranjo fisico, formulando-o como um problema de
programacdo geometrica signomial e resolvendo-o por meio de funcbes representaveis, como a
diferenga entre fungbes convexas na sua forma padrdo. Desenvolveu-se um algoritmo para
resolver o problema, e 0 mesmo deve ser implementado e testado para que o problema em

estudo obtenha uma solucéo global eficiente.

Palavras-chave: Layout, Programacdo geomeétrica.



ABSTRACT

Planning a physical arrangement (layout) of a given installation means making decisions on
how to be prepared their work centers (MOREIRA, 2012). The design of this layout should
identify where facilities are supposed to be, so that mitigates processes that do not provide
operational value that activities should be allocated. This dissertation work forward the
optimization of a physical arrangement problem by formulating it as a signomial geometric
programming problem and solving it through representable functions as the difference between
convex functions in its standard form. It was developed an algorithm to solve the problem and
it should be implemented and tested to for the problem under study obtain an efficient global
solution.

Key-words: Layout, Geometric programming.
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1 INTRODUCAO

Projetar segundo Slack, Chambers e Johnston (2009) é conceber a aparéncia, o arranjo
e a estrutura de algo antes de construi-lo. Neste ambito, € um exercicio conceitual. Nao obstante,

é uma atividade que necessita conceber uma solugdo que funcione na pratica.

Um layout segundo Oliverio (1985) é um estudo sistematico que busca uma
combinacédo 6tima das instalac@es industriais dentro de um espaco disponivel de acordo com o

critério de medida de eficiéncia adotado.

O planejamento de um arranjo fisico (layout) de uma dada instalacdo significa tomar

decisbes sobre a forma de como serdo dispostos 0s seus centros de trabalho (MOREIRA, 2012).

Em grande parte, os objetivos de qualquer arranjo fisico dependerdo dos objetivos
estratégicos de uma operacdo, mas Slack, Chambers e Johnston (2009) citam alguns pontos que
sdo gerais para o projeto de qualquer arranjo fisico:

e A seguranga do processo;

e O fluxo de materiais;

e Todo o fluxo de materiais deve ser sinalizado de forma clara e evidente para funcionarios e
clientes;

e Os funcionarios devem ser localizados longe das partes barulhentas da operacao, dando o
conforto necessario para 0s mesmos;

e A comunicacdo deve ser facilitada pela localizacéo;

e Todas as maquinas, instalacbes e equipamentos devem apresentar um nivel de
acessibilidade suficiente para limpeza e manutencao adequadas;

e Uso adequado de espaco disponivel da operacao;

e Flexibilidade de longo prazo.

Com os objetivos estratégicos conhecidos, deve-se adequar o estudo do layout a
determinadas caracteristicas, quantidades, diversidade e movimenta¢cdes dos materiais dentro
da fabrica (CAMARQOTTO, 1998). Disto, é possivel conceber o tipo de arranjo fisico em que a
empresa se estrutura. Sabe-se que existem cinco tipos basicos de arranjo fisico (PEINADO,;
GRAEML, 2007):
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e Por produto (as maquinas, equipamentos e estacdes de trabalho sdo colocados em uma
sequéncia de montagem e o0 material segue o roteiro determinado);

e Por processo (possui varias maquinas de uso genérico separadas por setores de acordo
com a similaridade de operacdes, e 0 produto segue um roteiro de acordo com suas
necessidades);

e Celular (as maquinas e equipamentos necessarios para as operagdes de producao de uma
familia de produtos sdo agrupados em células produtivas, de forma a inimizar a
movimentacdo de materiais entre operacdes);

e Por posicdo fixa (o produto ou cliente ficam estacionarios, enquanto as maquinas e
equipamentos movem-se conforme necessario);

e Arranjo misto (as operacdes podem combinar elementos de diversos tipos de layout, de

forma a aumentar o desempenho do sistema produtivo).

Pode haver ainda combinagdes destes tipos basicos, onde se faz necessario que a
escolha do arranjo fisico seja realizada de acordo com o0s tipos de produtos e servicos

produzidos pela empresa.

1.1 DEFINICAO DO TEMA E DO PROBLEMA DE PESQUISA

Como ja mencionado, independentemente do tipo de layout, uma empresa que visa
obter um bom arranjo fisico deve saber adequar seus recursos dentro do espaco que é
disponibilizado para a operacdo. O projeto deste layout deve identificar onde deverdo ser
alocadas as instalacfes de forma que mitigue processos que ndo fornecem valor as atividades
operacionais. Para isto, deve-se satisfazer algumas restricdes como: espaco minimo de trabalho
(dimensdo do espaco fisico), classificacdo do processo (determinando o tipo de processo),
extensdo e clareza de fluxo (para que cada maquina possa ser disposta na sequéncia correta),
seguranca (apresentando uma distancia minima em regimento as normas) e acessibilidade (de

modo que o maquinario seja de facil acesso para eventuais atividades, como uma manutencéo).

Trein (2001) ressalta que a analise e a melhoria de layout permitem reduzir o tempo
de processo e a movimentacdo da matéria prima dentro do sistema produtivo, de forma que o
fluxo da producdo transcorra o0 mais linear possivel sem grandes e desnecessarios

deslocamentos.
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O planejamento do espago fisico, antigamente, em sua maioria, era elaborado
empiricamente onde realizava-se um diagrama das facilidades e este era processado por
tentativa e erro até que obtivesse éxito (TOMPKINS et al., 1996; CAMAROTTO, 1998).

Ao buscar a menor utilizagdo do espaco fisico de uma fabrica com a melhor localizagdo
de seus recursos, diante de todos os objetivos operacionais que nela existe, observa-se que estas

indagacdes resultam em um problema de minimizacéo de espaco diante de algumas restricoes.

Atualmente, com a dispersdo e acessibilidade da tecnologia, uma 6tima forma de
resolucdo para trabalhar com restricbes de um problema é a modelagem matematica, ja que,

existem algoritmos eficientes que podem resolver rapidamente este tipo de problema.

De fato, para Buffa, Armour e Vollman (1964) uma planta de um arranjo fisico pode
ser vista como um numero finito de figuras geométricas e suas dadas areas, arranjadas no chdo
de fabrica de um estabelecimento qualquer. O problema de rearranjar estas areas de forma

eficiente é conhecido como problema de facilidade ou facility layout problem (FLP).

Este problema é vastamente difundido na literatura, com relatos de pesquisas
existentes desde a construcdo de novos modelos que possam resolver de forma eficiente este
tipo de problema (KUSIAK; HERAGU, 1991), como surveys que mostram diferentes
abordagens existentes na literatura (KOUVELIS; CHIANG; KIRAN, 1992), onde estas
abordagens sdo comparadas entre si, mencionados pontos a serem debatidos, fornecem
perspectiva e preveem o futuro nesta area (HERAGU, 1992; MELLER; GAU, 1996;
DOMSCHKER; KRISPIN, 1997; SINGH; SHARMA, 2006; DRIRA; PIERREVAL; HAJRI-
GABOUJJ, 2007).

Askin e Standridge (1993) observaram que, normalmente, os recursos de um layout
sdo representados em forma de retangulos. Corroborando com isto, Hicks (2006) observou que
uma fragueza dos métodos relatados é que o tamanho dos equipamentos (recursos) e sua
geometria ndo sdo geralmente levadas em conta, desde que estas unidades séo alocadas em
posicdes ja predeterminados. Isto pode resultar em uma superestimagdo ou subestimacéo da
area total e da area dos requeridas pelos recursos (por exemplo se um pequeno recurso é alocado

em uma grande area) e isto pode impor limitagdes significantes as proximas estratégias.
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Existe diversas pesquisas relacionando o layout com os recursos em formatos
retangulares, porém existe uma lacuna entre os pesquisadores na busca de layouts que
confortem recursos em outras formas geométricas (circulos e elipses, por exemplo). Em virtude
disto, com o intuito de explorar esta area, de acordo com as caracteristicas e vantagens
explicitadas anteriormente, este trabalho versa sobre a seguinte indagagdo: Como dispor

recursos em um chdo de fabrica visando a utilizacdo do menor espago possivel?

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

Configurar recursos de diferentes geometrias em um problema de arranjo fisico.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Estudar o problema de arranjo fisico;

e Tratar o problema de arranjo fisico como problemas que sdo redutiveis a programacéao
geométrica posinomial ou signomial;

e Tratar o problema de programacdo geométrica resultando em um problema de
otimizagdo como a diferenca entre fungdes convexas (otimizacdo DC) na sua forma
padrdo;

e Estudar um algoritmo para o problema de arranjo fisico.

1.3 JUSTIFICATIVA

Trabalhar com problemas de arranjo fisico remete a trés quesitos importantes em um
processo produtivo, sdo eles: a dimensdo do espaco fisico, 0s equipamentos que ali estardo e o
investimento. O espaco e 0 maquinario acometem na natureza da estrutura fabril, apds
implementados, em que se forem mal elaborados, por possuirem grande dificuldade de
modificagdo e manuseio causam efeitos a longo prazo e que resultam em um gasto, ou seja, um
dispéndio de dinheiro que poderia ter sido evitado se houvesse um planejamento inicial correto

do layout.
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Em termos académicos, desde 1950 problemas de facilidades tem sido formalmente
estudado (BENJAAFAR; HERAGU; IRANI, 2002), resultando na apresentacdo de varias
formulacbes e suas diferentes resolugdes na literatura (genetic algorithms, tabu search,
simulated annealing, ant colony etc), assuntos estes que relacionam-se com a proposicao de
técnicas de projeto de layout e algoritmos de otimizacdo (AROSTEGUI JR.;
KADIPASAOGLU; AROSTEGUI JR.; KADIPASAOGLU; KHUMAWALA, 2006; SAHIN,
2011; SADRZADEH, 2012; KULTUREL-KONAK, 2012; CHEN, 2013). Como esse tipo de
problema geralmente é complexo e tratado como NVP-Dificil (GAREY; JOHNSTON, 1979),
inimeras pesquisas tém voltado atencdo especial nesta area, demonstrando que este € um

assunto que tende a se manter em discussao.

Ja em termos praticos, estudos por meio de simulagdes sdo frequentemente utilizados
para medir os beneficios e o desempenho destes layouts (ALEISA; LIN, 2005; RAMAN;
NAGALINGAM; LIN, 2009). As dificuldades evidenciadas em Lima Junior (2008) analisando
as divergéncias entre como a empresa realiza a concepcao de um novo layout e o que a literatura
atual dispde sobre sistematicas dessa implantacao de arranjo fisico e a modelagem matematica
operacionalizada por Almeida (2008) com objetivo de minimizar um layout industrial através
de funcOes e restricdes analisadas pelos critérios de espagco para a seguranca, operacdo e
manutencdo da planta, justificam a utilizacdo e o continuo estudo de técnicas formais para

planejamento de arranjos fisicos.

Aproximadamente 8% do produto interno bruto dos Estados Unidos da América tem
sido gasto anualmente em novos projetos de layout. A dimensdo desse investimento e seu
potencial impacto sobre 0 mercado aumentam a importancia de um planejamento estruturado
do arranjo de fabricas (TOMPKINS et al., 1996).

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

O projeto divide-se nas seguintes etapas:

No primeiro capitulo é dada a introducdo ao tema, o problema em questdo e séo

apresentados os objetivos gerais e especificos, a justificativa e a estrutura do trabalho.
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O segundo capitulo contempla a fundamentacdo teérica, com o intuito de buscar
informacdes bibliogréficas necessérias para o correto entendimento da modelagem do problema

de layout e suas etapas até transcorrer a etapa final do estudo do algoritmo.

O terceiro capitulo define o tipo de pesquisa, isto €, a metodologia que foi aplicada

neste estudo, bem como suas fases de realizacéo e a dificuldade relevante para o trabalho.

O capitulo quatro e cinco descrevem a formulacdo do problema de arranjo fisico e o

algoritmo para resolugdo do mesmo, e a resolugéo do problema.

O capitulo seis contém as consideracdes finais e propostas futuras para continuar o

desenvolvimento deste trabalho.
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2 REFERENCIAL BIBLIOGRAFICO

2.1 MODELAGEM MATEMATICA DE ARRANJO FISICO

Planejamento de arranjo fisico envolve a geometria do design das facilidades e a
localizagéo dos recursos, sendo estes os pontos cruciais de um eficiente planejamento (GEN;
LIN; ZHANG, 2009). Estes autores ressaltam que a localizacdo é tdo importante quanto
dinheiro, tempo, materiais, trabalhadores e equipamentos. Apesar de tal comentario,
engenheiros costumam negligenciar este fato, dando preferéncia a ajeitar o projeto de layout de
acordo com o progresso da organizacao.

O problema de facilidades busca o melhor arranjo e a melhor configuracdo de suas
facilidades, expressando seus objetivos comumente em forma de minimizar o fluxo entre os

seus produtos e maximizar a proximidade de suas facilidades (HASSAN; HOGG, 1987).

O FLP tem sido formulado por vérios tipos de problemas, tais como: quadratic
assignment problem, quadratic set covering problem, linear integer programming problem,
mixed integer programming problem e graph-theoretic problem (HICKS, 2006). Estas
formulacBes matematicas e a forma de como resolvé-los podem ser observadas no artigo de
Kusiak e Heragu (1987), e também, algumas caracteristicas desses modelos em Levary e
Kalchik (1985).

Drira, Pierreval e Hajri-Gaboujj (2007) desenvolveram uma arvore (Figura 1) onde
exibem exemplos da abordagem do FLP e ressalvam que dependendo das caracteristicas do
problema a ser formulado, sejam discreto ou continuo, as formula¢6es encontradas na literatura
sdo mais direcionadas aos problemas de alocacdo quadratica (quadratic assignment problems —
QAP) ou programacéo inteira mista (mixed integer programming — MIP), que s&o os problemas

normalmente encontrados.
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Figura 1 - Arvore de representacéo de problemas de layout
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Um outro problema que também pode ser considerado como um problema de
modelagem de arranjo fisico € o floorplan. Esse tipo de problema é vastamente abordado nas
engenharias elétrica e de computacdo para resolucdo de problemas de VLSI (very-large-scale
integration) design, pois os seus resultados determinam a melhor configuracédo para construcéo
de um chip (WIMER; KOREN; CEDERBAUM, 1988).

O floorplan pode ser dividido em 3 passos: particionar (partitioning), localizar
(placement) e roteirizar (routing). Inicialmente particiona-se a placa em busca de obter o design
da mesma, criando-se o seu espaco fisico. Apos isto, o processo de alocar os recursos dentro da
particdo de forma que ndo haja sobreposicdo entre as mesmas e preservar suas posigoes €
chamado de localizar. Com os recursos posicionados almeja-se conecta-los entre si, isto diz-se
que é a fase de roteirizacdo. Este processo de floorplan é comumente desenvolvido em forma

retangular a exemplo da Figura 2 (2a, 2b, 2c e 2d) exposta a seguir.

Figura 2 - Exemplos de floorplan
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Fonte: Pan e Liu (1995); Meller e Gau (1996); Yao et al. (2003); Drira, Pierreval e Ghajri-Aboujj (2007)

O problema de floorplan pode ser formulado segundo seu objetivo e suas restricoes.
Sdo critérios utilizados como objetivo: minimizar a area, reducdo do comprimento, maximizar
a rotabilidade, determinar formatos dos blocos; segundo restri¢fes: formato dos blocos, area,
raio e local do pin (LIM, 2008). A seguir, a Figura 3 exibe um exemplo de floorplan com

resultado 6timo e seu correspondente ndo 6timo floorplan segundo critérios de area.
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Figura 3 - Resultado de um floorplan
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Fonte: Lim (2008)

Amplamente estudado, o floorplan também ja foi abordado pelos seguintes métodos:
simulated annealing (WONG; LIU, 1989; CHEN; CHANG, 2006), algoritmos genéticos
(COHOON et al., 1991; VALENZUELA; WANG, 2002) e teoria dos grafos (DIAZ; PETIT;
SERNA, 2002).

Claramente, o FLP tem relevancia em muitas areas, seja trabalhando com
equipamentos ou departamentos, desde o desenho de layout de salas até desenho do layout de
chips de placas de circuitos eletrénicos (BUFFA; ARMOUR; VOLLMAN, 1964).

Fernandes (2012), por sua vez, modelou um problema de arranjo fisico onde aloca um
namero de utilidades (recursos), de geometria circular, dispostas em um espaco e obedecendo

algumas restricdes, visando minimizar o espaco total disponivel (ver Figura 4).

Figura 4 - Problema de layout

— ‘

Fonte: Fernandes (2012)

Para resolver este problema, calcula-se as distancias entre 0s pontos c, assim, apds
uma mudanca de variaveis, o problema resulta-se em uma diferenca de funcdes convexas (ou
problemas DC). Por outro lado, a melhor maneira de trabalhar este tipo de problema é por meio

de programacéo geométrica, pois pode-se achar algoritmos eficientes para resolver tal modelo,
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garantindo a otimalidade global do sistema. Nesta perspectiva, aborda-se Moh, Chang e Hakimi
(1993) que utilizaram a teoria dos grafos e programacgdo geométrica para solucionar 0s

problemas de facilidades.

2.2 PROGRAMACAO GEOMETRICA

A programacdo geométrica (GP — geometric programming) é uma técnica de
otimizacdo utilizada para resolver algebricamente problemas de otimizacdo ndo-linear. Ela
surgiu com Clarence Zener; o mateméatico Richard Duffin, comprometido com o
desenvolvimento da teoria de dualidade, solidificou a proposta de Zener aplicando-a em suas
teorias, veja Beightler e Phillps (1976). Foi desenvolvido em 1967 por Duffin, Petterson e Zener
e é utilizado para definir um tipo de problema de otimizacdo matematica onde a funcéo objetivo
é uma funcdo posinomial (ZENER, 1961; DUFFIN; PETTERSON; ZENER, 1967).

O desenvolvimento matematico da GP esta baseado na relacdo da desigualdade da
média aritmética e geométrica entre somatorios e produtorios de nimeros positivos. Duffin,
Petterson e Zener (1967) e Beightler e Phillps (1976) expdem detalhadamente sobre a GP e
Bazaraa, Sherali e Shetty (1993) sobre suas aplicagdes.

Foi realizada com o objetivo de resolver problemas do mundo real e desenvolveu-se
com problemas de design (DUFFIN; PETTERSON; ZENER, 1967). Desde entdo este tipo de
problema de otimizagdo é utilizado vastamente em diversos campos como em engenharias,
ciéncias e gestOes (para exemplos de aplicacdes ver Xu (2014)). Acha-se em demasia
aplicacdes da GP frente a problemas para modelar projetos de circuitos integrados, como
abordado em Castellanos (2010), Hincapie (2010) e Posser et al. (2012), sempre com intuito de

dar robustez aos problemas em estudo e obter o 6timo global eficientemente.

Deve-se evidenciar que a utilizacdo crescente da GP em diversos campos de
conhecimento ocorreu em vista da evolugdo na obtencédo de suas solugdes. Inicialmente, Duffin,
Peterson e Zener utilizavam-se da abordagem analitica, sendo possivel a obtencédo de solugcoes

apenas para pequenos problemas.

Métodos numeéricos para a obtencdo de solugdes foram concebidos na década de 70

(LEDUR, 2009). Entretanto, métodos computacionais mais robustos, como por exemplo o
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método de ponto interior para programacao geomeétrica, foram desenvolvidos a partir de 1994
(NESTEROV; NEMIROVSKY, 1994).

A formulacdo do problema de GP é expressa por termos de uma classe de funcdo,
conhecidas por fungbes posinomiais (DUFFIN; PETTERSON; ZENER, 1967). A diferenca
entre posindmios é chamado de signémio (DUFFIN; PETERSON, 1973).

Problemas de GP que contem expressao signomial em sua funcéo objetivo e restri¢cbes
sdo usualmente chamadas de problemas de programacdo geométrica signomial (SGP -
signomial geometric programming). Muitos outros importantes problemas de otimizagéo
podem ser modelados precisamente apenas usando signémios e mais alguns tipos de fungbes
algébricas (DUFFIN; PETERSON, 1973). Portanto, como forma de ilustracdo das abordagens
atualmente praticadas na SGP, realizou-se um resumo de periddicos que pode ser visualizado

no Quadro 1 a sequir.

Quadro 1 — Abordagens atualmente utilizadas para resolugéo de SGP
REFERENCIA ABORDAGEM

Toscano e Amouri (2012) Introducdo de uma abordagem para resolucdo de
problemas ndo convexos de SGP chamada de quasi
geometric programming

Lange e Zhou (2012) Aplicou desigualdade da geometria aritmética em
suporte a desiguadade de um hiperplano para deriver
um algoritmo MM

Lin e Tsai (2012) Funcbes separaveis utilizando fungBes superior
picewise-linear e vérias transformacdes eficientes
Xu (2014) Transformacdo de problemas ndo convexos SGP na

forma padrdo de problema de GP utilizando de
transformacdes simples e técnicas de condensacao
Hou, Shen e Chen (2014) Prop6s um novo algoritmo branch-reduce-bound
baseado na equivaléncia monotdnica de problemas
de otimizagdo com método de relaxacéo linear

Liu, Wang e Liu (2010) Abordou uma nova técnica de relaxacdo linear
convertida por um algoritimo branch

and bound em uma série linear de problemas de

programagao
Shen e Li (2012) Abordou um algoritmo branch-reduction-bound
Tseng et al. (2015) Conversdo de um problema de SGP para um

problema  MILP  usando  piecewise-linear
aproximations

Nos topicos seguintes apresentam-se alguns conceitos béasicos necessarios,

primordialmente, para a melhor execucdo deste trabalho.
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2.2.1 Problema Primal de Programagédo Geométrica Posinomial

Um problema de programacgéo geométrica € um problema de otimizacao na forma:

min g, (t) (1)
sujeito a
g <1,..,p,t>0
onde
m
gk (t) = z c; ntf” k=01,..,p
i€J[k] j=1

][k] = {mk,mk+1, ...,nk},k = 0,1, P
mo=1m;=nyg+1m,=n, +1, oMy =Ny 1+ 1,0, =n

as constantes c; sdo reais positivas e a;; sd0 numeros reais quaisquer.

Este desenvolvimento tedrico chamado problema primal é também conhecido como

programacdo posinomial.

A funcdo g, é chamada posindmio e se n; = 1, podera ser denominada de monémio.

Para o caso de alguma constante c; seja negativa, entdo sera signémio.

2.2.2 Problema de Programacdo Geométrica na Forma Convexa

GP na forma padréo ndo é um problema de otimizacdo convexa por que posindmios
ndo sao funcdes convexas (BOYD et al., 2007). Entdo, o truque para resolver eficientemente
um problema de GP é converter esta funcéo para problema de otimizagdo nao-linear, ou seja,
ter um problema com funcdo objetivo convexa e restricdes de desigualdade, e restricbes de
igualdade lineares (DUFFIN; PETERSON, 1973).

A conversdao de um GP para um problema convexo é baseado numa mudanca
logaritmica de varidveis e na transformacdo logaritmica de restricdes e da funcdo objetivo
(DUFFIN; PETERSON, 1973). Disto, tem-se que:

minfy(2) )
sujeito a
fi(z) <0,k=1,..,p


http://www-sciencedirect-com.ez15.periodicos.capes.gov.br/science/article/pii/S037722171200567X#b0005
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onde

fu@) = log ) eXmeunte
i€][k]

][k] = {mk,mk+1, ...,le},k = 0,1, -y
my=1m =ny,+1lmy,=n+1,...my=n, ,+1,n,=n

2.2.3 Problema Dual de Programacao Geometrica

Associado ao problema primal de programacdo geométrica tem-se o seu dual, dado

por:
- ) ci\ ®)
masvs =] 11 T (2)
k=1 iejlk] "
sujeito a
Z 51’ = 1
i€][k]
m
Zaij&- = O,] = 1, e, m
i=1
6; =20
Destaca-se que a funcdo dual v supracitada ndo € uma funcdo céncava, no entanto a
funcéo:

k=1 \i€J[k] ie][k]

Satisfaz esta propriedade, sendo a mesma duas vezes diferenciavel com matriz

Hessiana dada por:

Hb 0 0 .. 0 (5)
0 H 0 .. 0 l

V2F(§)=|0 0 H, .. 0
0 0 0 .. H,,j

onde
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[—61‘1 0 0 0 ]
| 0 -6t 0 0 |
Hy = | 0 0 —6&7 0 |
| o 0 0 —571]
€
(At — 6t At At At
At (At =6t At At
Hy = At At (At =6mk) .. At
At At At v (AT =801))

O relacionamento entre as variaveis primais e duais de um problema de PG é dado por:

L (6)
8i9x (t) = Aycyj 1_[ t;”,ie]lk]

j=1
2.2.4 Problema Primal de Programacgdo Geométrica Signomial

Caracterizam-se por funcdes objetivos e restricbes descritas como a diferenca de dois
posinémios. O problema primal de SGP é uma generaliza¢do do problema posinomial e pode

ser escrito na seguinte forma:

mingo(t) 7)
sujeito a
g®) <Lk=1,.,pt>0
onde
m
gr(t) = Z alcil_[tf” k=01,..,p
i€][k] j=1

][k] = {mk'mk+1' ...,le},k = 0;1; D
my=1m =n,+1lm,=n,+1,..m,=n, ;+1,n,=n

as constantes c; sdo positivas, a;; sdo nimeros reais e o; = + 1.
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Os problemas de SGP nédo sdo convexos em sua maioria, devido ao fato da existéncia
de termos negativos, assim o problema acima ndo pode ser convertido para um problema
convexo usando-se transformacfes de varidveis, pois a mudanga de varidveis transforma a

funcdo objetivo e as restricdes em diferenca de funcBes convexas.

2.3 OTIMIZACAO DC

Na area de otimizacdo ndo convexa, a programacdo DC possui um importante e
interessante papel por causa de suas referéncias assim como de suas aplicagdes. E chamada de
funcdo DC se esta pode ser representada como a diferenca entre duas funcbes convexas.
Problemas de programagdo matematica que lidam com fun¢Ges DC sdo conhecidas como
Problemas de Programacdo DC. Um grande nimero de fun¢des podem ser representadas como
a diferenca entre funcbes convexas pois é sabido que toda funcdo de classe €2 tem uma
representacdo como diferenca entre duas funcdes convexas (DC), embora ndo haja uma
representacdo geral dessa forma, bastando exibir uma representacdo DC qualquer (HORST;
THOAI, 1999).

Para conhecimento mais profundo sobre otimizacdo DC deve-se ler Horst e Thoai
(1999) pois estes autores relatam as abordagens basicas e representacdo de problemas de
otimizagdo DC em suas formas geral e candnica (CDC), em que todos estes problemas gozam
de algumas propriedades matematicas especiais e suas aplicagbes motivaram algumas
abordagens distintas para sua solucéo.

Os préximos tdépicos apresentam algumas definicdes e propriedades das fun¢des DC e

condigdes de otimalidade para problemas de otimizagcdo DC na sua forma geral e canonica.

2.3.1 Conceitos e Propriedades

Defini¢do 1: Uma fungdo f definida em um conjunto convexo X < R" é dita DC em X se,
para todo x € X, f pode ser expressada como f(x) = p(x) - q(x) onde p e q séo funcbes
convexas em X. Uma funcdo que é DC em R™é chamada DC. A representacdo f(x) =

p(x) - q(x) é dita ser uma decomposicdo DC de f.
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Defini¢do 2: Um problema de otimizagéo global é chamado um problema de programacéo DC
se ele possui a forma:
Minimizar fy(x) (8)
DCs.a. x € X,
filx)<0,(i=1,..,m)

Uma caracteristica interessante da programacdo DC é que alguns problemas da forma (8)
podem ser reduzido ao problema candnico de minimizar uma funcéo linear sobre a interseccao
de um conjunto convexo com o complementar de um conjunto convexo aberto. O complementar
de um conjunto convexo aberto € usualmente descrito como uma restricdo convexa reversa, e
tem a forma

9(x) =0 (9)
onde g: R™ - R é uma fungdo convexa.

Definicdo 3: Um problema canénico DC (CDC — do inglés canonical DC problems) é um
problema de otimizag&o da forma
Minimizar cTx (10)
CDCs.a.x €D,
gx)=0,(i=1,..,m

onde ¢ € R", g: R™ - R é convexo, e D é um subconjunto fechado do R™.
2.3.1.1 O Espaco das Funcdes DC

As fungdes DC sdo fechadas para muitas das operacbes comumente encontradas em
otimizacdo. As provas de alguns teoremas e propriedades podem ser vistas, em detalhes, em
Horst, Pardalos e Thoai (2000).

Teorema 1: Seja f, f;(i = 1,...m) fungdes DC, entdo as seguintes fun¢bes também sdo DC:

m
1. Z Aifi(x) para algum nimero real A;;

=1

2.maxf;(x) e minf;(x) comi=1,..,m;

3. If (I, £ :=max{0, f(x)}, f~ := min{0, f (x)};
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m
4.0 produto 1_[ fi(x).
i=1

Teorema 2: Toda funcédo localmente DC é DC (para ver a prova consultar Hartman (1959)).

Corolério 1: Toda funcdo f: R™ — R cuja segunda derivada parcial é continua em todos 0s

pontos é DC.

Corolério 2: Toda fungdo real continua em um conjunto convexo compacto C € R™ é o limite

de uma sequéncia de fun¢des DC que converge uniformemente em C.
Corolario 3: Seja f: R™ > RDC e g: R - R convexa. Entdo a composicdo g o f é DC.

Teorema 4: O quadrado d (x) da funcéo distancia é DC para algum subconjunto fechado néo

vazio M do R™.
2.3.1.2 Condicdes de Otimalidade de Fungdes DC

Considere um par de problemas de programacdo dados por:
w:; =inf{lw(z):z € Z,yY(z) < §} (11)
1/1:; =inf{yY(z):z € Z,w(z) < n} (12)
onde Z € RP, 5,1 € Re we 1 sdo funcdes finitas em RP. Seja 5 e SU;‘, 0 conjunto das

solucdes 6timas dos problemas (11) e (12), respectivamente.

Definicdo 5: Diz-se que os problemas (11) e (12) séo reciprocos se .Q:g = ‘P;“, (neste caso 0

principio da reciprocidade € valido).

Proposicdo 1:Se Z = RP, w(z) = ||z||[en = a)g, entdo o principio da reciprocidade vale para
alguma funcdo continua ¥ (z) sempre que {z € Z: yY(z) < 6} # @ (a prova encontra-se em
Tikhonov (1980)).
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Proposigdo 2: Assuma nos problemas (11) e (12) quenp = a)g e que 1/1;‘1 = §. Entdo o principio

da reciprocidade vale para todo conjunto Z e nas funcles arbritarias w(z) e ¥(z) (a prova

encontra-se em Thoai (1998)).

Deve-se agora introduzir o conceito de subconjunto robusto do RP, para a seguir
estabelecer as condigfes de otimalidade para o problema de otimizacdo DC derivadas da

proposi¢do anterior, entao:

Definicdo 6: SejaZ < RP, f: RP - R, e § € R. O conjunto
S(Z,f,6)={z €Z:f(2) < 6}
é dito robusto se
SZ,f,0)=cl{z €Z:f(z) < &}
Onde para cada conjunto S, cl(S) é o fecho de S.

Lema 1: Se nos problemas (11) e (12) a funcdo w é convexa e a seguinte condicdo satisfeita
32° € Z:w(z2%) < w* (13)

onde o conjunto S(Z, w,n) é robusto para cada n = w* (a prova encontra-se em Thoai (1998)).

A seguinte condicdo de otimalidade para o problema (11) é um corolario da proposicao

Proposicdo 3: Assuma que no problema (11) a funcdo w é convexa, o conjunto S(Z,y,0) =
{z € Z:y¥(z < 0} é robusto e a condicdo (13) é satisfeita. Entdo o ponto viavel z* de (11) é
uma solucdo 6tima se e somente se

0 =inf{(2):z € Z,w(2) < w(z") (14)

(a prova encontra-se em Thoai (1998)).

Uma importante classe de problemas de otimizacdo DC é a seguinte
w* =inf{g(x) — h(x):x € X} (15)
onde g e h sdo duas fungdes convexas em R™ e X &€ um subconjunto fechado convexo do R™. O

resultado seguinte fornece uma condigdo de otimalidade para o problema (15).
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Proposicao 4: Assuma que o problema (15) tem solucéo. Entéo, o ponto x* € X € uma solucao
Otima se e somente se existe t* € R tal que
0=inf{—h(x)+t:x€X,teR gx)—t < g(x*) —t"} (16)

2.3.1.3 Transformacdes de Problemas DC na Forma Candnica DC

O problema CDC
min{c"x:x € D, g(x) = 0} (17)
onde ¢ é uma funcéo linear, D é um subconjunto convexo fechado do R™ e g é uma restrigdo

convexa reversa, ou simplesmente, restri¢do reversa.

Teorema 3: Todo problema de Otimizacdo DC é equivalente a um problema na forma CDC em
]Rn+2.

2.3.1.4 Condicdes de Otimalidade para o Problema CDC

Considerando o problema CDC com o conjunto viavel F ={x € D,g(x) = 0}.
Assumindo que F ndo é vazio, é possivel ver que F = @ pode ser detectado frequentemente
pelos algoritmos. Na sequéncia, € possivel ver que o problema CDC cumpre algumas das
hipo6teses naturais adicionais seguintes. Suponha que:

Hipdtese 1: D é compacto e intD + @;

Hipotese 2: Existe um ponto x° € D satisfazendo g(x°) <0 e c"x% < min{cTx:x €
D,g(x) = 0}.

Essa hipdtese significa que a restricdo convexa reversa g(x) = 0 € essencial, porque
se ndo for satisfeito, o problema CDC deve ser equivalente ao problema de minimizacéo
CONVEXo

minimizar cTx

s.a.x €D

Hipdtese 3: F = cl(intF)
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Essa hipotese representa a robustez do conjunto vidvel F = {x € D: g(x) = 0} de
CDC. Em particular, exclui-se o caso onde a intersec¢do dos conjuntos {x: g(x) =0} e D é

uma parte da fronteira D.

Seja G = {x € R™": g(x) < 0} e seja dA4 a fronteira do conjunto A € R™:

Teorema 4: No problema CDC, assume-se que D € limitado, F € ndo vazio e a restricdo reversa
g(x) = 0 é essencial. Entdo, existe uma solugdo oOtima na interseccdo dD N dG que sdo as

fronteiras D e G.

Proposi¢do 5: No problema CDC sejam as hipdteses 1 e 2 satisfeitas, entdo toda solucdo 6tima
x de CDC satisfaz

max{g(x):x € D,cTx < cTx} =0 (18)
Esta é chamada de condicdo de otimalidade necessaria (a prova encontra-se em Horst,
Pardalos e Thoai (2000)).

Proposicao 6: Assume-se que no problema CDC o conjunto viavel F é robusto (hipotese 3 é

satisfeita) e que o ponto x° satisfazendo g(x°) < 0 existe. Sejax € F e S 2 F tal que
max{g(x):x € S,cTx < cTx} =0 (19)

Entdo x é solucdo Otima de CDC, e esta proposicdo é conhecida como a condicdo de

otimalidade suficiente (a prova encontra-se em Horst, Pardalos e Thoai (2000)).

2.4 TRABALHOS RELACIONADOS

Nesta sec¢éo observa-se que ha duas lacunas existentes na literatura. Primeiramente, a
pouca utilizacdo da GP para resolucdo de problemas de arranjo fisico, e também, 0 uso escasso

de otimizacdo DC como técnica de suporte para convergéncia do problema.

Os problemas de arranjo fisico geralmente sdo modelados como FLP, fato exposto
topicos a cima, e estes trabalhos sempre procuram linearizar a funcéo. J& os problemas de GP

utilizam, em sua maioria, transformacdes e técnicas de condensagdo para encontrar a funcao.
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No entanto, apesar da dispersdo literaria, encontrou-se alguns trabalhos

correlacionados com este tema. A seguir, explicita-se sobre alguns deles:

Moh, Chang e Hakimi (1996): Reformulou, apropriadamente, o problema-modelo de
Wimer, Koren e Cederbaum em 1988 como um problema de programacgédo geomeétrica,
resolvendo-o por qualquer forma de otimizacdo convexa. Os autores utilizaram uma
particdo deixando os objetos pré alocados e minimizaram a &rea retangular de todo o
layout do projeto segundo esta partigéo;

Fernandes (2012): Utilizou otimizacdo DC para encontrar a melhor forma de alocar
recursos circulares dentro de um espago, porém neste caso ndo usou 0S recursos da
programacdo geometrica, com o objetivo de minimizar o espaco total existente. Um
ponto a ser observado na técnica deste autor € que 0 mesmo ndo usufruiu de particdo

para alocar os objetos.
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3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

3.1 CLASSIFICACAO DA PESQUISA

A pesquisa cientifica pode ser classificada de acordo com diversos critérios, dentre 0s
quais pode-se citar a classificagcdo quanto a natureza, aos objetivos, aos procedimentos e objeto

do problema em estudo.

Quanto a natureza a pesquisa constitui-se de um resumo de assunto, este trata-se de
uma pesquisa fundamentada em trabalhos mais avangados com o enfoque do tema de um ponto
de vista original, contendo a analise e interpretacdo dos fatos e ideias e a utilizacdo de
metodologia adequada (MORETT]I, 2008).

Através da andlise exploratdria avalia-se a possibilidade de desenvolver uma boa
pesquisa sobre determinado assunto, ja que, por definicéo, esta desenvolve, esclarece e modifica
conceitos e ideias na formulacdo de problemas mais precisos, assim, denota-se quanto ao
objetivo deste trabalho (MORETT], 2008; GIL, 2008).

Quanto aos procedimentos é dito quantitativo em virtude de que os modelos
guantitativos sdo abstratos e descritos em linguagem matematica e computacional,
apresentando variaveis causais e utilizando-se de técnicas analiticas e experimentais para
calcular valores numéricos de processos reais ou parte dos problemas de tomada de decisdo
encontrados nesses processos, consequentemente, esses modelos podem ser usados para prever
o estado futuro dos processos modelados, gerando resultados ndo-ambiguos e verificaveis
(MORABITO; PUREZA, 2010).

Ainda mais, quanto ao objeto por fazer parte deste tipo de procedimento, a pesquisa é
dita axiomatica quantitativa normativa haja vista que estuda um problema ja existente na
literatura (por meio de uma pesquisa bibliografica), mas utiliza-se de novas técnicas que
garantem melhores resultados do que os até entdo conhecidos, estes pode-se ser provado como
sendo os melhores possiveis para o problema estudado (BERTRAND; FRANSQOO, 2002).
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3.2 PROCEDIMENTOS DA PESQUISA

Para alcancar o objetivo deste trabalho, tem-se que seguir algumas etapas. Estas sdo

ilustradas na figura 5 a seguir:

Figura 5 - Procedimento da pesquisa

Problema de Problema de
Problema de : e ot do
7 2 diferencas de

eométrica i
o ial funcées
signomia

1en convexas

arranjo fisico
confinuo

Primeiramente, deve-se estudar o problema de arranjo fisico modelado por Fernandes

(2012) com intuito de detectar o comportamento deste problema.

A programacdo geométrica permite uma ampla classes de problemas, e em
contrapartida, fornece dados quantitativamente Uteis (AFONSO, 2013). O problema de arranjo
fisico encaixa-se neste tipo de resolucdo de problemas pois a SGP trata os problemas de
otimizacdo ndo-linear em que a fungdo objetivo e restricdes sdo descritos como a diferenca de

dois posinémios.

A caracteristica que torna a GP especial é porque através de mudancas de variaveis e
transformac6es matematicas, este tipo de problema pode ser transformado em um problema de
otimizagdo convexa, portanto aproveitando-se de suas 3 propriedades (BOYD et al., 2007):

e O 6timo global do problema é sempre atingido;
e E identificado sempre se o problema néo tem solucéo factivel;

e Alta velocidade na convergéncia do problema.

E assim ser solucionado como um problema de otimizacdo como a diferenca entre

fungdes convexas (fungdes DC).

Ap0s toda caracterizacdo do problema, deve-se formular o problema de arranjo fisico
como um problema de programacdo geométrica signomial via otimizacdo DC na sua forma
padrdo com o objetivo final de testad-lo em um algoritmo para o problema de AF e obter uma

solucéo global eficiente para o problema.
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Enfim, o teste para verificar a eficiéncia do algoritmo deve ser feito com um nimero
finito de objetos alocados dentro do arranjo com raios distintos e, assim, compara-las com as

variaveis obtidas na literatura.

3.3 LIMITACOES

Do ponto de vista computacional, segundo Vavasis (1995) problemas de otimizagéo
global pertencem a classe dos problemas VP-Completos, que sdo problemas em que o tempo
computacional cresce exponencialmente com o tamanho da entrada de dados para todo método
conhecido. Portanto, as implementacGes computacionais podem trazer dificuldades para a

conclusao deste trabalho.
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4 FORMULACAO DO PROBLEMA DE ARRANJO FiSICO

A representacdo do problema de interesse estd na maneira em que n
maquinas/operacbes podem ser dispostas dentro de um arranjo fisico satisfazendo suas
necessidades previamente estabelecidas pelos seus objetivos gerais. Mais a frente
demonstram-se tais casos.

Antes de mais nada, ha a necessidade de se estabelecer a forma do arranjo fisico
e do espaco ocupado por cada maquina/operacdo. Ademais, maquina/operacdo
representar-se-a como objeto.

Considera-se que o layout é uma regido retangular LH pertencente ao plano
cartesiano. Para melhor utilizar a area total deste layout (minimizar o espaco total LH),
reservou-se um outro retangulo lh de menor area para que os objetos se disponham, como
pode-se observar na figura 6. Neste problema, os objetos sdo caracterizados por possuir
diferentes regibes circulares, de raio r;, onde i refere-se amaquinai = 1,2,...,necom

centroc,emquei = 1,2,...,n.

Figura 6 — Definicdo do problema

h

(10' hO) 1

Para tornar o problema factivel com a realidade, cada objeto ndo deve ocupar o
espaco de outro e deve limitar-se a area da regido lh, obedecendo as condi¢des de espaco
e possiveis deslocamentos, respectivamente, de forma que todos permanecam 0 mais
proximo possivel de si, gerando a menor utilizacdo do arranjo fisico.

Observando a Figura 6, extrai-se as restricdes que garantem a permanéncia dos

objetos dentro da area lh:
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xi = log+mn; (20)
yi = hy + 1y (21)
X < lo+l—1 (22)
yi< hg+h—r7 (23)

comi = 1,...,n.

onde:

¢; = (x;,v;) € R? é o centro do objeto i;
[ é o comprimento da area lh;

h é a altura da &rea lh;

[, € o comprimento inicial da area lh;

h, € a altura inicial da area Lh.

Como ja foi dito que nenhum objeto pode ocupar o0 espaco de outro e que ndo
pode ultrapassar a fronteira lh, também deve-se obter estas restricdes de espaco, observe

a Figura 7.

Figura 7 - Definicé&o do problema

(@) (b)

¥ ¥

0 E

(Lo, ho) 1

A Figura 7(a) exemplifica a restricdo em que dois objetos permanecem no espaco
lh e comportam a distancia maxima a ser mantida entre os mesmos; da mesma forma,
tem-se na Figura 7(b) a ilustracdo de que dois objetos encontram-se na area retangular Lh
e respeitam uma distancia minima & para se manter afastadas uma das outras. Disto, tem-
se que:

d(cic) < (1= (r+1)) + = (i +1)? (24)



d(c;, cj)z >ri+r+e

comi=1,.,n—1lej = i+1,...

onde:
¢; = (x;,v;) é o centro do objeto i;

¢; = (xj,y;) é o centro do objeto j;

€ € uma distancia de seguranca entre um objeto e o outro;

r; € 0 raio do objeto i;

77 € 0 raio do objeto ;.
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(25)

E, como o objetivo do problema é de reduzir a utilizacao do espaco total, obtém-

se como funcdo principal a minimizacdo da area do retangulo Lk, sendo assim, garante-se

mais uma restricao:

Minimizar lh

com
0<I<L
0<h<H
ly<I<L+I
ho <h < H+ hy
onde:

[ é o comprimento da area Lh;

L é o comprimento total do arranjo fisico;
h é a altura da area lh;

H é a altura total do arranjo fisico;

l, € o comprimento inicial da area lh;

h, € a altura inicial da area [h.

(26)

(27)
(28)
(29)
(30)

Em suma, obtém-se o seguinte problema modelo de otimizacao:

Funcéo objetivo
Minimizar lh
Sujeito a

x; = lg+mr,comi =

(31)



yi = hg+r,comi = 1,...,n.
x; < l0+l—rj,comi =1,...,n.
Vi< hg+h—r,comi = 1,...,n
2
d(cie)’ < (1= (ri+1)) + (= (r+7))2

comi=1,.,n—1lej =i+1,...,n

2
d(ci,cj) =rn+r+ecomi=1,..,n—1lej =i+1,...

onde:

¢; = (x;,y;) € R? é o centro do objeto i;

[ é o comprimento da area lh;

h é a altura da area lh;

l, € o comprimento inicial da area lh;

h, € a altura inicial da &rea lh.

€ € uma distancia de seguranca entre um objeto e o outro;
r; € 0 raio do objeto i;

7j € 0 raio do objeto ;.

¢; = (x;,y;) € o centro do objeto i;

¢; = (x;,y;) é o centro do objeto j;
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4.1 ABORDAGEM DO ALGORITMO PARA O PROBLEMA DE ARRANJO FISICO

Suponha que exista um algoritmo que resolva o problema de programacéo

geométrica na forma DC (PPGDC). Entdo o problema de layout é escrito como um

problema de programacdo geométrica signomial e resolvido pelo algoritmo PPGDC. A

Figura 8 € um resumo do passo a passo de como se resolve o algoritmo.

Figura 8 — Procedimento do algoritmo

Prob. de
Prob. de Programacao Prob. DC
Layout Geom. Padréao

Signomial

DC Padrao
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Com o problema de layout em maos escreve-o como um problema de
programacdo geometrica signomial (PGS) e assim resolve-o por uma rotina chamada de
PGDCSQP. Apos este passo escreve-se como um problema de diferenca de funcGes
convexas (otimizagdo DC) na forma padrdo com auxilio da rotina PADRAODC, obtendo
o0 problema DC padréo e o resolvendo é equivalente a resolver o problema de layout, de

maneira que a solucdo deste problema é convertida para o problema de layout.

5 RESOLUCAO DO PROBLEMA

5.1 TRANSFORMACAO DO PROBLEMA DE ARRANJO FISICO COMO UM
PROBLEMA DE PROGRAMACAO GEOMETRICA

Como mencionado, a maior motivacao para modelar o problema de layout como
um problema de programacdo geomeétrica é devido ao problema encontrar o 6timo global
com velocidade na convergéncia do problema, como atestado por Moh, Chang e Hakimi
(1996).

Para transformar a equacdo (31) em um problema de programacdo geométrica

deve-se deixa-lo com a cara da equacdo (1). Disto, obteve-se que:

% <loulpx;*+mx;t<1 (32)
%Slouhyi_1+riyi_1£1 (33)
i

%Slou lox; P+ Ix;t— rxit <1 (34)

ho+y’t - =1lou hOyl + h’yl - rlyl < 1 (35)

2x%; + 2yy; — xf —x} —yi =y} =1 —h* + 2U(r; + r) +2h(r; + r]) (36)

2(r; +1y)?
ou

(Z(ri + rj)_z) [2x%; + 2y;y; —xF —yf —xf =y} — 12 —h?] + (Z(ri + rj)_l) [21+2R] <1
2
2x;%; + 2y + (i + 1+ &) —x7 — yf (37)

A2 A2
Xi X

Q) an
ou

2
—yixi P =xfa =y Pa A4 20 T 4 2y + (i+rm+e)x?2<1
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Até aqui demonstrou-se que o problema de layout pode ser formulado como um
problema de programacdo geométrica. De fato, na equacdo (36) ja é possivel atestar que
a transformacdo em um problema de GP resultou em um problema de diferenca de
funcBes convexas, isto porque (1) e (I1) sdo convexos. Portanto, as transformacgdes aqui
usadas ainda podem ser aplicadas equivalentemente em um problema de otimizacdo

convexa.

5.2 0 PROBLEMA DE ARRANJO FiSICO VIA PROGRAMACAO GEOMETRICA

Apos realizar a transformacdo do problema de arranjo fisico como um problema
de programacdo geométrica, pode-se reescrever 0s problemas exemplos como tais para
aplica-los e avalia-los. Assim, demonstram-se os problemas P01, P02, P03, P04 e P05
para exemplificar como os mesmos foram construidos e aplicados.

No quadro 2 encontra-se a resolucdo do problema P01 onde sdo alocados dois

discos (dois objetos circulares) ao problema de layout.

Quadro 2 - PAF/PG (dois discos)
PO1- Dois discos

lox7t+rxt<1
hyr'+ryrt <1
Loxit+lxit— rxyt <1
hoyr' +hyrt — myr ' <1
Lox; P +rx;t <1
hy;'+rny;t <1
Lox; P+t — mpxt <1
hoyz ' +hy; ' — ny;t <1
@ + 1) D202 + 21y, —xf —yE —x2 —y5 — > —h?]+ 2 + ) D21+ 2R] < 1

—y2x 2 —x2xT 2 —y2x 24 2x I, + 2y x P+ (1 + )2 X% < 1

No quadro 3 encontra-se a resolucdo do problema P02 onde sdo alocados trés
discos (objetos circulares) ao problema de layout, ou seja, acrescentou-se mais uma

variavel ao problema.



Quadro 3 - PAF/PG (trés discos)
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P02- Trés discos

lox7'+rxrt<1
hy;'+ryrt <1
loxit+lxit— rmxyt <1
hoyr ' +hyr' — myrt <1
Lox; P +mx;t <1
hy;' +ry;t <1
Lox; 1+ 1x;t— rpx;t <1
hoyz ' +hy; ' — my;t <1
loxst +rx3t <1
hy;'+ry;t <1
loxs P +Ix3t— mx3t <1

hoys' + hy;' — rsy3' <1

@0y + T3)_2)[
@0, + r3)_2)[

2

QM+ 1) D[2x0%, + 21y, —xF —yf — x5 —y5 — 1> = h?] + 2(n + )" H[21 + 2h] <
2x103 + 2y1ys —xF —yE — x5 —y5 — 12— ¥+ 2y + )" [21 + 2h] <
2%,%3 + 2Y,y3 — x5 —y5 —x5 —y5 — 12— h?] + Q2(r, + r3)7)[21 + 2h] <
2..-2 -2 2. -2 -1 -2 2..-2
—VIXT =Xy X] YR X CH2X] Xy + 2y Yo x1C+ (1 E) a1t <
2.-2 . 2.-2 2. -2 -1 -2 2.2
—YiX] C=XEX T —YEXT T H2x] xs + 2y syt (s HE)x e < 1

—y2xy i —x5x; P —yExy 24 2%, xg + 2y, y3x1t + (1 3+ €)%x2 < 1

No quadro 4 encontra-se a resolucdo do problema P03 onde séo alocados cinco

discos (objetos circulares) ao problema de layout, ou seja, acrescentou-se mais duas

variaveis com relacdo ao problema P02.

Quadro 4 - PAF/PG (cinco discos)

P03- Cinco discos

loxit+rxit <1

hy;'+ryt<1
lox7 1+ Ix7t— rx7t <1
hoyr ' +hyr' — myrt <1

Lox;t+mx;t <1
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hy;' +ry;t <1
Lox; 1+ 1x;t— rpx;t <1
hoyz ' +hy; ' — ny;t <1
loxst+rx3t <1
hyst+myst <1
loxst+Ix3t— mx3t <1
hoys' +hys' — mys't <1
loxzt+mxzt <1
hy; '+t <1
loxz+Ix;t— nx;l <1
hoya " +hy, ' — mys ' <1
loxs1+1sxs1 <1

hys'+rsyst <1

loxs

hoys
Q@ + 1)) 2212 + 2y1y, — xf —
2@y +13)72) 2223 + 2y1y5 — xf
2y +13)72)[2x5%3 + 2y2y3 —
2@y + 1) ™D [2x1%4 + 2y1y4 — xF
Q@ +1)7%)
Qs +1)7?)
Q@ + 1)) 21 %5 + 2y, Y5 —

2%2%4 + 2Y2Y4
2X3X4 + 2Y3ys — X3

@@y +15)™2)[2x,%5 + 2y,y5 — x5
(2(rs +15)72)[2x3x5 + 2y3y5 — x5

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[

Qry + 15) D) [2x4%5 + 2y4Y5 — x5 —

—yEXT =X X P —yExT 24201 xy + 2y, Y%7
—yixy 2 =it —yix 2+ 2% g + 2y1ysx0? + (g + 13+ €)%ap?
—Y3x3 2 =x5xy 2 —y3x; 2 +2x5 x5 + 2y,y3%7 7 + (1 + 13 + €)x;
— Vi 2 =X X A=y a A 2x T g + 2y yax7 4+ (1 + €)2xC
—Y5x5 2 =xGx; P —yiny 425 Xy + 2Y,9u%5 % + (rp 1y + €)%x5°
—Y3x3 2 —x5x3 2 —yix3 2 +2x3 g + 2y3y4%37°
—yixr P —xgxy P —ydxy +2x7 x5 + 2y1ysai + (r + 15 + €)%a1
—Y3x5 2 —xEx; 2 —yExy P +2x5 x5 + 2y5y5x5 2 + (rp + 15 + €)%x5
—y3x32—xdx3?—yx3?+2x3 x5 + 2y3y5x7 % + (13 + 15 + €)%x3

—yExy P —xExy A —yEx A4 25 s + 2y,ysx5 % + (1 + 15 + €)%x; 2

L+ It
1+ hyst

2 2
Vi — X

—yi—x}
x5 —y3 — x5
—yi—x}
—x5 —y} —x§
—yi-x
xf —yf —x¢
—y5—xd

2 2
— V3 —Xs

2 2
Vi — X5

— 75Xz

— 75y5
—y; -1 -
—yi -1 -
—yi-1-
—yi— -
—yi- 1=
—yi -1 -
—ys -2
—ys -2
—yi -2
—ys -2

<1
<1

+ QU+ 1) ™21+ 2k] <
h21+ QM+ 1) ™ H[21+2R] <
h21 + Q2 + )™ D[21+ 2] <
h2]+ 2(ry + ) D21 + 2R]) <
h21+ QR+ )™ H[21+2R] <
h2] + 2(ry + 1)) [21 + 2A]
h2] + 2(ry + r5)"D)[21 + 2h]
h2] + 2(ry + 15)™H[21 + 2h]
h?1+ QG5 +1g) ™ V[2l+2h] <
+ 20y + 15)™H[21 + 2A]

N IA

IA

IA

h?]
]
]
]
]
|
|
|
1+
h?]

+ (ry + 15 + €)%x; 2

I/\

I/\

-2

I/\ IA

I/\

+ (r3 + 14 + €)%x32

I/\

I/\

2

IA

2

IA

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

I/\
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No quadro 5 encontra-se a resolucdo do problema P04 onde sdo alocados oito
discos ao problema de layout, ou seja, acrescentou-se mais trés variaveis com relagdo ao

problema P03.

Quadro 5 - PAF/PG (oito discos)
P04 — Oito discos

lox7t+rxrt<1
hy;'+ryrt <1
loxit+Ix;7t— rxyt <1
hoyi' +hyrt — ny;t <1
Lox; P +mx;t <1
hy;'+ry;t <1
Lox; P+ lx;t— mpxt <1
hoyz' +hy;' — my;t <1
loxst+mx3t <1
hy;'+ry;t <1
loxst+Ix3t— mx3t <1
hoys' +hys' — mys't <1
loxst+nx;t <1
hy;*+ 1yt <1
Loxzt+Ix;t— nx;t <1
hoys '+ hys ' — mys 't <1
loxs 1 +1sx5t <1
hys' +rsyst <1
loxst+Ixst— rexs? <1
hoys' +hys' — 1sys ' <1
loxgt +rexgt <1
hyst+rgysl <1
loxg P +ilxgt— rgxgt <1

hoys' + hys! — reys ' <1

Lox;l+rxsl <1




hy; ' +ry;l <1
Lox; 1+ 1x;t— rx;t <1
hoy7* + hy; ' — 1m7y7t <1

loxgt +rgxgt <1

hygl +rgygt <1
loxg? +Ixgt — rgxgt < 1
hoys' +hyg' — ray5 T <1

2 + QU+ 1) ™21+ 2k] <

QU+ 1) D) [2x0%, + 21y, —xf —yf — x5 —y53 — 1 —

[ h?] 1
20y + 1) D)2x1%5 + 2y1y3 —xf —yf —xf —y5 — 1> = R*] + 20y + )" D[2l+ 2h] < 1
(2(ry + 1) D) [2x2x3 + 2y5y3 — x5 — y5 —x§ —y3 — P = h*] + 0, + 9)™D[20 + 2h] < 1
@0y + 1) ) [2x04 + 2y1ys — xf —yf — x5 —yi —1* = R*]+ (20 + )" D[2l+2h] < 1
2(ry + 1) ) 2202204 + 2y2ys — x5 —y5 — x5 —yi — P = R*]+ Q0 + 1) D20+ 2] < 1
(2(rs + 1)) [2x03%4 + 2y3y4 — x5 =¥ — x5 —yi — > = h?] + Qs + )™ D20+ 2h] < 1
20y + 1) D)2, %5 + 2y1y5 —xf —yf —x¢ =y — 1P —R*] + 20y + 1) D21+ 2h] <1
(2(ry +15) D) [2x2x5 + 2y,y5 — x5 — y5 —x§ =y — P = h*] + 0, + 15)™D[20 + 2h] < 1
(2(r3 +15) D) [2x3x5 + 2y3ys — x5 — y§ —x& —y¢ — P —h*] + (s +15)"D[20 + 2h] < 1
(20 + 1) ™) 2x4%5 + 2yays — x5 —y§ — x5 —y5 — P —h*] + 2Oy + )" D[20 + 2h] < 1
2@ + 1) 22126 + 21y —xf —yf —x§ —ys —1* —h?] + Q0 +1e) D20 +2h] < 1
21y +16)™)2x2%6 + 2y,¥6 — X5 —y5 —x —yé — 1 = h*] + QR + 1) D20+ 2h] <1
s +16) D [2x3x6 + 2y3y6 —x2 —y2 —x2 —y2 — 12— h? ]+ Qs + 1) D[2l + 2h] < 1
(2(ry +16) ) 2x4%6 + 2y4ye — X5 — yi —x¢ —y& — 1 = h?] + 20 +16) D21 + 2h] < 1
(2@rs +16) ) [2x5x6 + 2y5y6 — x¢ — y5 —x¢ —yé — 1 —R*] + Q(rs + 1) D2l +2h] < 1
Q@+ 1) 2127 + 2y1y7 —xf —yf —xF —y5 — 1 = h?*] + QO + )" D[20 + 2h] < 1
Q2@ry + 1) D) 2x2%7 + 2y2y7 — x5 —y3 — x5 —y5 — P = R*] + Q(r, + )" D[20 + 2h] < 1
2@rs +1)™ D) 2x3%7 + 2ysy7 — x5 —y3 —xF —y; — P —R*] + Q(rs + )" D[20 + 2h] < 1
2@ry + 1) )2x4%7 + 2y4y7 — X5 —¥i — x5 —y5 — 1> = h?] + @y + )" D20+ 2h] < 1
2(@rs + 1) D) [2x5%7 + 2y5y7 — x¢ — y& — x5 =y — > = h*] + Q(rs + ;) D[20 + 2h] < 1
(2@rs + 1) ™D 2x6%7 + 2y6y7 — x¢ —¥é — x5 —y5 — > —R*] + Q(rg + 7)™ D[20 + 2h] < 1
2@ + 1) ™)2x1208 + 21y —xf —yf —x§ —y5 — 1 —h?] + 20y +15)"D[20 +2h] < 1
(2(ry +15)™H)[2x2x5 + 2y2ys — X5 —¥3 —x§ —y§ — 1> = R*] + 2(r, + 15) "D [20 + 2h] < 1
(2(rs +15)™H)[2x3x5 + 2y3ys — X5 —¥3 —x§ —y§ — > = R*] + 2(r; + 15)"D[20 + 2h] < 1
(2(ry +18) ) 220425 + 2y4ys — X5 — y§ — X — V3§ =1+ Q20 +1g) D20+ 2R < 1
(2@rs +19) ) [2x5x5 + 2y5ys — x¢ — y5 —x§ —y§ — 1 —R*1 + Q(rs + ) D21+ 2h] < 1
(2(rs +18)™H)[2x6xs + 2Y6ys — X — Y& —x§ —y§ — 1> = R?] + 2(rg + 15) "D [20 + 2h] < 1
QG +18) ) [2x7x5 + 2v;y5 —x2 —y2 —x2 —y2 — 12— h? ]+ Q(ry, + ) D [21+ 2h] < 1
—YExT A= x5 X = yEx TP 2x g + 2y Yo P+ (1 + e)%x7% < 1
—yEx 2 —xix i —yix 24 2x g + 2y y5x t + (3 + &) x 2 < 1
—y2ix;2—xZx52—y2ix 2 42x5 x5 + 2y, y5x1t + ( + 1y + €)2x5%2 < 1
—yEx 2 —xZx P —yExa i 42x 0, + 2y yax{ P+ ()2 X2 <1
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—y2x;t—x2x; =yt 42x5 1y + 2y, vux5 2 + (1t + )%x52 < 1
—y2x3t—xix3 2 —yix3 42x3 s + 2y5yax3t + (3 + 1+ €)%x32 < 1
—yix i —xix7—yEx A4 2x7 s + 2y, ysx P+ (s +e)%x72 < 1
—y2x; 2 —xix;  —yEx; 2 42x5 g + 2y, ys x5 + (1 + 15+ €)%x;2 < 1
—y2x32—xix3t—yEx32+2x3 xg + 2y3ysx7 + (3 + 15+ €)%x32 < 1
—yEx; 2 —xix;—yix 24 2x; s + 2y ysxi i+ (+ s +€)%x2 < 1
—y2x 2 —x2x i —yEx i 2x g + 2y yex P+ (g +&)2x7%2 < 1
—y2x; 2 —x2x; 2 —yEx; 2 42x5 1 xg + 2y, y6x5 % + (1 + 16+ €)2x532 < 1
—y2x32—x2x32—yix324+2x3 xg + 2y3y6x3% + (3 + 1+ €)%x32 < 1
—y2xy—x2x;—yix 2% g + 2yayexit + (n+ g+ €)%x;2 < 1
—yExst—x2xit—yixst+2x5 xg + 2ysyexst + (s + 1+ €)%x52 < 1
—y2x 2 —xZx7—y2x 24 2x7 n, + 2y v x{t + (p+ 1+ e)%x72 < 1
—y2x;2—x2x; 2 —y2x; 24 2x5 1 + 2y,v,%5 % + (p, + 15 + €)%x,2 < 1
—y2x32—xZx32—y2x324+2x3 %, + 2y3y,x3% + (5 + 1+ €)%x32 < 1
—y2x;—x2x;t—yix; 2% 1, + 2y xi i+ (1 +€)2x% < 1
—yExst—xZxit—y2xst42x5 %, + 2ysyxit + (s + 1+ €)%xs? < 1
—yex 2 —xZx;t—y2x 2 42x %, + 2yeyxi + (g + 1+ €)%x;% < 1
—y2x 2 —xExT 2 —yExT 42x7 xg + 2y, vex 2+ (15 + €)%x72 < 1
—y2x; i —xgxy P —yEx; 2t +2x5 Y xg + 2y, yex1t + (1 + g+ €)%x532 < 1
—yEx3 i —xEx3 2 —yExg P +2x3 xg + 2y3ygx3t + (3 + 15+ €)%x32 < 1
—VEXG P —XE X P —YEXL P 2% T xg + 2V, Vexs i+ (a+ g+ €)2x2 < 1
—yExs i —xixit—yixs?+2x5 xg + 2ysygxs i + (s + g + €)%x52 < 1
—YVExg i —xEx; 2 —yExg P +2x5  xg + 2Veyexe i + (rg + 15 + €)%xg2 < 1

—y2x;2—x2x; 2 —yEx;242x5 xg + 2y,y5x5% + (s + 15 + €)%x52 < 1

No guadro 6 encontra-se a resolucdo do problema P05 onde sdo alocados dez
discos ao problema de layout, ou seja, acrescentou-se mais duas variaveis com relagdo ao

problema PO4.

Quadro 6 - PAF/PG (dez discos)
PO5- Dez discos
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Loxit+rxilt <1
hy;'+ryrt <1
lox7t+Ix;t— rx;t <1
hoyr ' +hyrt — iyt <1
Lox; P +rx;t <1
hy;' +ry;t <1
Lox; P+ lx;t— mpxst <1
hoyz' +hy;' — my;t <1
loxst+rx3t <1
hy;'+ry;l <1
loxst+Ix3t— mx3t <1
hoys' +hys' — myzt <1
lox;t+mx;t <1
hy;'+ry;t <1
Lox; 1+ Ix;t— nx;t <1
hoys '+ hys ' — myst <1
loxst+rsxst <1
hys'+rsyst <1
loxs 1+ Ixst — raxst <1
hoys' +hys* — rsys ' <1
loxgt +rexgt <1
hyst +rgyst <1
loxgt+Ixgt— rgxgt <1
hoye ' +hys' — 1eys <1
lox; ' +rx;l <1
hy;'+ry;l <1
Lox; 1+ 1x;t— rox;t <1
hoy7' +hy;' — 1yt <1
loxg +1gxgt <1
hygl +rgygt <1
loxgt + Ixgt — rgxgt < 1

hoys' + hyg! — rgyg' <1
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loxg

Thrgxgl<i
1

hys' + 1roy5t <

loxg

hoys

Tt Ixg?
1+ hyst

— T9Xg

)

<1

1<1

-1 -1
lox1g + Tox19 <1

hyis + royie <1

-1 -1
loxlo + lxlo -

hoyio + hyig

2 2

2@ry + 1) )2x125 + 2y1y, — 2 — ¥ — x5
2@y + 1) )22, 23 + 2y1y3 —xf =y — x5
2(ry +13)")[2x2%3 + 2y,y3 — X3 — y5 — %3
2@y + 1) ™D [2x1%4 + 2y1y4 — %f — ¥f — x§
(2(ry + 1) ) 2202204 + 224 — X5 — y5 — x5
(2(r3 + 1)) (22324 + 2y3ys — x5 — y5 — x5
2@ry +15)™)[2x1x5 + 2y1y5 — 2 —yf — x&
2(ry +15) "B [2x2%5 + 2y2y5 — x5 — y5 — x¢
(2(rs +15)"H)[2x3%5 + 2y3ys — x5 — y5 — x¢

Qry + 15) D [2x4x5 + 2y4ys — xF — yZ — x2

2@y +16) ™) [221x6 + 2y1y6 — x{ — yf — x¢
2(ry +16) ™) [2x2%6 + 2y,¥6 — X3 — y5 — x¢
(2(r3 +16) ™) [2x3%6 + 2y3y6 — X3 — ¥5 — x¢
(2(ry + 1) ) [2x4%6 + 2y4Y6 — X5 — y§ — X¢

Q2(rs + 16) ") [2x5x6 + 2y5y6 — X5 — Y& — xZ

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
Q@ + 1)) 2127 + 2y1y7 — xf — ¥i
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[

2

— x2
Q2@ry +17)7D)[2x207 + 2y,y7 — x5 — y5 — x7
Q2rs + 1)) [2x3%7 + 2y3y; — x5 — y5 — x3
Qs + 1) D [2x4%7 + 2y4y; — x5 — yi — x5

Qs + 1)) ) [2x5x7 + 2ysy; — x5 — y& — x3

Q2rs + 1)) [2x6x7 + 2y6y; — x& — y& — x5

2 2

Q2@ry + 1g)™A)[2x1 x5 + 2y1ys — xf — yF — x5
2(ry, +18) ) [2xx8 + 2Y,y3 — x5 — 5 — X3
(2(rs + 1)) [2x3xg + 2y3y3 — X5 — y5 — x5

Q2ry + 1) ) [2x4xg + 2y4y — x5 — yi — x5

Q2(rs + 15) ") [2x5x5 + 2y5ys — X5 — y& — x5

(2(rs +15) ) [2x6xg + 2y6ys — X& — Y& — x5

Q@ry + 1) ) [2x7xg + 2y7y5 — X7 — y7 — x5

QO+ 19) D) [2x1%9 + 2y1y9 — X7 — y7 — X5

2

Q2ry +19) H)[2x2x9 + 2y,¥9 — X5 — 3 5

- x5

(2(r3 + 19)73)[2x3%9 + 2y3Y9 — x5 — y5 — x5

2 2

Qry + 19) D) [2x4%9 + 2y4y9 — X5 — yi — X5

7”10x1_0

- 7”103’10
_y2 _ lZ
—}’3

-y -

-vi-

-yi-

—¥i-
—-yi-
—-yi-
—-yi-
—-yi-

_Y6
-vé-
_Y6
-yé-
-vé -
—-yi-
G
-y -
—-yi-
-y -
-y -
-3 -
-vé -
-vé -
-yi-
-vé -
-vé -
-v§ -
-y5 -
-5 -
-5 -

- ¥4 -

1

<1

2]+ 2y + )™ D[21 + 2k] <
—h2 + Q2 + 1) D[21 + 2h] <
— R+ Oy + 7)™ D[21+2R] <
— R+ Q2 + ) H[21+ 2h] <
—h ]+ Q2 +r) D20+ 2R] <
—h ]+ Qs +r) D20+ 2R] <
—h?]+ (20 + )" [21 + 2R]
—h21+ QU+ 1) ™D[21+2R] <
—h21+ Oy +1)™H[2l+2R] <
—h2+ QM +rs)™D[21 + 2k
—h2+ Q2+ 1) D2l + 2k
—h?]+ (2(ry, + 7)™ D)[21 + 2A]
—h21+ Oy +1e)™H[2l+2R] <
—h ]+ Q2+ 1) D2l +2R] <
—h2 + (s + 1e) D21 + 2h]
—h2 + 2@ + )" Y[21 + 2h]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]

IN

IA

I<
]

IA

IA

IA

— R+ QM+ 1) D20+ 20] <
— R+ Qs+ 1) VD[220 +2K] <
- R+ QR +r) D21+ 2k] <
— R+ Qs+ 1) H[2l+2h] <
—h21 + 2(rg + )" H[21 + 2h]
—h2 + Q2 +rg) ™ H[21 + 2] <
— K%+ 20, + 15)"V[21 + 2A]
—h2 + Q2 + 1) VD[22l + 2h] <
—h2 + Q2+ 1) D[2l + 2R] <
—h2 + 205 + rg)"H[21 + 2h]
—h2+ Qg+ 1) D21+ 2R] <
—h ]+ 2y +rg) H[21+ 2h] <
—h2]+ (2(ry + o) D21 + 2R
—h2+ Q2 + ) D21 + 2R
— R+ 2@y + 1) D21 + 2R] <
—h2]+ QU +r9)™H[21 + 2k] <

IA

IA

IA

IA

|
]

IN

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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(2(rs +19)™2)[2x5%9 + 2y5y9 — x5 — ¥§ — x5 — y5 — 1> = h*] + 2(r5 + 19)")[20 + 2h] <
2(@rs + 19) H)[2x6x9 + 2y6Y9 — x62 - Y62 - xg - yg — 12— h+ Qs+ 1) ™ [21+ 2h] <

1+ QU + )™M [21+ 2] <
] [

[
[

2@ry +19)™)[2x7%9 + 2y7y9 — x5 —y5 — x5 —y§ — 1> =
[ + Q20g + 1) D21+ 2R] <

hZ
(2(rg + 19)72)[2xgx9 + 2Ygyo — X§ — y§ — x5 — y5 — > = h*
Q2>ry + 110) D [2x1x10 + 2y1Y10 — XF — ¥§ — x5 — yio — 12 = h2] + (2(ry + 110) 1) [21 + 2]

]

hZ + (2(7"2 + Tlo)_l)[zl +2h

1
1
1
1
<

>z + 110) D [2x2%10 + 2Y2010 — X5 — Y5 — xio — Vi — =
h2] + (2(r5 + 10) " [21 + 2h] <
Qry + 110) ) [2x4X10 + 2YaY10 — X2 — yZ — x0 — Y30 — h?] + 2(ry + r10)™D[21 + 2h]

[
[ 1?2 —h?]
(2(rs + 110) ™A [2x3%10 + 2Y3y10 — x5 —¥3 — xfo — ¥io — 1* — h?]
[ I —h?]
(2(rs + 110) D) [2x5%10 + 2Y5y10 — X — ¥& — xfo — i — 2 = h*] + (s +119)"D[21 + 2h] <
[ 1 —h?]
[ 1?2 —h?]
[ 1?2 —h?]
[ I = h?]

IA

]
h2] + (2(rg + 110) ") [21 + 2A]
h2] + 2(ry + 110) "D [21 + 2A]
]
]

IA

(2(re + 110) "2 [2x6%10 + 2Y6¥10 — X6 — Y& — X0 — ¥io —
(2(@ry +110) 2 [2x7%10 + 2y7y10 — X5 — Y5 — Xy — ¥io =
h?]+ Qg + ro)™ D21 + 2k
R+ (g + rp) ™21 + 2k

<
2(rg + r10) " [2xg%10 + 2Y8Y10 — X5 — V5 — xio — Vi — =
<

Q2rg + 110) ") [2x9X10 + 2Y9Y10 — X5 — Y5 — X9 — Y30 —

IA

—yZxy A =x5xy 2 —yExa 24 2x7 ey 4 2y, Y5072 + (1 + 1y + €)%x7 2

IA

—yixy i =x5xy 2 —yix 2 42x7 s 4 2y, y3x7 2 + (1 + 13 + €)%x7?

IA

—y5x5 2 =x5x5 2 —y3x5 24 2x5 x5 4 2y,y3x7 2 + (1 + 13 4 €)%x5

IA

—yixy 2= xgxT =y x4 2x7 Ty 4 2y1yax7 % 4 (1 + 1y + €)%x1 2

IA

—y3x5 2 =xFxy 2 —yixng 2 42x5 g 4 2y,y4x5 2 + (ry + 14 + )25

IA

—y5x3 % =xixz 2 —yix3 2 +2x3 " xy 4 2y3y4x3 % + (13 + 14 + €) %03

IA

—yZxy i —xgxy?—yixy i +2x7 s 4 2y Y5072 + (1 + 15 + €)%x7 2

IA

—y3xy 2 —xéxy A —yExy 2+ 2x5 x5 4+ 2y,y5x5 % + (ry + 15 + €)2x5 2

IA

—y3x32—xéxz?—yEx3?+2x3 x5 + 2y3y5x1 2 + (13 + 15 + €)2x3 2

IA

—yExg P —xExg P —yExy A4 2y s + 2y, ysx5 % + (1 + 15 + €)%x;?

—yixy 2 —=xgxy 2 —yéx 2 +2x7 xg 4+ 2y1y6x17 2 + (1 + 16 + €)2x7?

IA

—y5x5 2 =xgxy 2 —yéxs 2 +2x5 xg 4 2y,y6x57 2 + (1 + 16 + €)%x5°

IA

—y3x3%—x¢xz 2 —yéx3?+2x3 xs 4+ 2y3y6x3° + (13 + 16 + €)%x3°

IA

—yExg i =xgxg P —yéx P +2x; g + 2y4yexs 2 + (1 + 16 + €)%,

IA

—yéxg?—xgxg?—yéxs?+2x5 " xg + 2y5y6x5° + (15 + 16 + €)%x5?

IA

—yZxy i =xFxy i —yEx 24 2x7 g 4 2y, y7x0 2 + (1 + 17 + €)%x1 2

IA

—yixg i —x5x5 P —yFxg 24 2x5 %, 4+ 2y,y7x5 2 + (1 + 15 + €)%x5 2

IA

—y3x3 2 —xFx3 2 —yEx3+2x3 %, 4+ 2y3y,x52 + (3 + 15 4 €)%x3 2

IA

—yExy 2 =xFxg P —yExn A4 2x; g 4 2y,y7x7 % + (n + 15 + €)%

IA

—yéxs—xFxg t—yFxs+2x5 %, 4+ 2ysy,x7 2 + (s + 17 4 €)%x5?

IA

—yExg A —x5xg 2 —yExng *+2x5 %7 4+ 2y6y,x1 2 + (rs + 17 + €)%x5 2

IA
T T T S e S S e S S S S G N L T T e T e T o T S S G S N =

IA

—yZxy 2 —=xgxy 2 —y§x P +2x7 g 4+ 2y, ygx? + (1 + 15 + €)%x7 2

1
1

1
1
1
1
1
1
1
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—y2x; 2 —xix; 2 —yEx; 2 +2x5 1 xg + 2y, yex1t + (1 + g+ €)2x532 < 1
—y2x32—xix32—yEx32+2x3 xg + 2y3ygx3% + (3 + 15+ €)%x32 < 1
—yix;t—xixyt—yEx;t42x; g + 2yayexi i+ (n+ g+ €)%x;2 < 1
—yExst—xixs i —yExst+2x5 xg + 2ysygxst + (s + g + €)%x5% < 1
—yix i —xix;t—yEx 2 +2x xg + 2yeyexc’ + (g + 15 + €)%x;% < 1
—yIx;t—xgxs i —yEx; 2 +2x  xg + 2y,y5x7 % + (1 + 15 + €)%x52 < 1
—y2x 2 —xdx 2 —y2ix 2 42x g + 2V, y9x7 2 + (1 + 1o+ €)%x72 < 1
—y2x; 2 —xdx; 2 —y2x; 2 42x5 1xg + 2V, y9x7 2 + (1, + 19 + €)2x;2 < 1
—y2x32—xdx32—y2ix3242x3 g + 2V3yox32 + (13 + 19 + £)2x32 < 1
—y2xgt—xdxy i —yix i 42x g + 2Vayoxst + (19 + £)%x%2 < 1
—yExst—x2xi?—yaxs?+2x5 %9 + 2ysyoxs i+ (rs + 1o + €)%x52 < 1
—yExgt—xexgt—yExg+2x5 %9 + 2y6Voxgt + (rg + 19 + €)%x5%2 < 1
—yix 2 —xex; t—yEx; 2 +2x7 %9 + 2y,Vox72 + (1, + 19 + €)%x7%2 < 1
—yExg?—xixg?—yixg?+2x5 %9 + 2ygVoxs 2 + (15 + 19 + €)%x5%2 < 1
—yixy 2 =xfoxi  =yiox1 P +2x7 %1 + 2y1y10x1 2 + (1 + 1 +€)2x77 < 1
—y5x5 2 =x50x5 P —yiox3 2 +2x5 X1 + 2y,¥10X7 2 + (ry + 110 + €)*x% < 1
—y5x3°—x50x3 2 —yFox3 2 +2x3 %10 + 2y3Y10x3° + (3 + 190 + €)*x3% < 1
—YExy P =x50xg =y oxy 2+ 2x5 X0 + 2yay10Xs 0 + (ry + 1o +€)%x57 < 1
—yEx5 2 —x{ox5 2 —yioXs 2 +2x5 X1 + 2Ysyio%5° + (rs + 110 + €)%x57 < 1
—Yéxs —xfoxs —yioxs  +2x5 %10 + 2Y6Y10%X6 > + (s + 110 + €)* x5 < 1
~y3x7 2 =X70x7 2 —=yF0x7 2+ 2x7  X10 + 2y7y10%7 % + (7 + 140 + €)%x77 < 1
—Y5xg —xfoXg  —yioxg  +2x5 X1 + 2YgY10X7° + (g + 110 + €)*x5% < 1

—y§x5 % —=x30x5 2 =y10x5 2 +2x5  X10 + 2Yoyi0%7 2 + (1o + 119 + €)2x52 < 1

No quadro 7 encontra-se a resolucdo do problema P06 onde sdo alocados vinte
discos ao problema de layout, ou seja, acrescentou-se mais dez variaveis com relacédo ao

problema PO5.

Quadro 7 - PAF/PG (vinte discos)
P06- Vinte discos

loxit+rxit <1
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hy;t+ryt<i
lox7 1+ Ix7t— rx;t <1
hoyi ' +hyrt — myrt <1
Lox;t+rx;t <1
hy;'+ry;t <1
Lox; P+ lx;t— mpxt <1
hoy; * +hy; ' — rny;t <1
loxst+mx3t <1
hy;'+ryzt <1
Loxs1+Ix3t— ryx3t <1
hoys' +hys' = r3yit <1
loxst+nx;t <1
hy;t+ny;t<1
Lox; 1+ Ix;t— nx;t <1
hoys '+ hyy ' — myst <1
loxst+rsxst <1
hys' +rsyst <1
loxs 1+ Ixst — raxst <1
hoys' + hys' — rsyst <1
loxg+rexzt <1
hyst+ryst <1
loxg P +lxgt— regxgt <1
hoye " +hys' — rgys' < 1
lox;l+rxsl <1
hy;' +ry;t <1
Lox; 1+ Ix;t— rx;t <1
hoy7 '+ hy;' — ry7t <1
loxgt +rgxgt <1
hygl +rgygt <1
loxgt +Ixgt — rgxgt < 1
hoyg ' +hyg! — rgyg' <1

Loxsl+rexgt <1
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hyst +rgyst <1
loxs1 + x5t — roxgt < 1
hoys' +hys' — royg' <1
Loxia + Toxig < 1
hyio + To¥io < 1
Loxigd + Ixid — roxid <1
hoyio + hyio — mo¥io <1
loxii + maxt <1
hyr +rayi <1
Loxit + Ixt — rpxit <1
hoyit + hyrit — ruyit <1
Loxis + x5t < 1
hyrz + 12y <1
Loxiz + Ixit — rpxpt <1
hoyiz + hys — rayi <1
loxia + rysxis < 1
hys + 13y < 1
Loxid + Ixid — rzxd <1
hoyis + hyss' — risyis <1
loXia + Tiax1y <1
hyra + 7y <1
Loxid + Ixpt — raxit <1
hoyia +hyid — rayid <1
loxie + rsxis < 1
hyis +1isyis < 1
loxis + lxgd — rsxpg <1
hoyis +hyis — risys <1
loXie + Tie¥1e < 1
hyié + 1eyie < 1
loxig + lxg — mexie <1
hoyie + hyie — meyie <1

-1 -1
lox17 +17x17 <1
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hyi; + 7y <1

Loxi7

hoyi7 + hyi; —

1 1
lox1g + rigXg

+ lx17 -

rox; <1

T173’17 <1

<1

hyig + 1gyis <1

loxig + lxig —

ho)’1_81 + hy;sl -

T1gX1g <

T183’18

1

<1

-1 -1
lox1g + Tox19 <1

hyis + 1oyie <1

-1 -1
l0x19 + lxlg -

hoyis + hyis — T19¥1o

7”19x1_9

1

<1

loxzo + Ta0X30 <1

hyss + 120¥36 < 1

loxzo + Ix50 —

hoyss + hyzg

@@y + 1) D[2x1% + 2y1y, — xF
@@y + 1) D[2x1x5 + 2y1y3 — xF

2(@ry +13)72)[2x23 + 2y,y3 — x5

Q2@ + 1)) [2x1%4 + 2y1y4 — x{
2@y + 1) ™A [2x2%4 + 2y2y4 — X5
2(r3 + 1)) [2x3%4 + 2y3Y4
2(ry +15)72)[2x1x5 + 2y1ys5 — xF
2(ry +15) ") [2x2%5 + 2y,y5 — X3
2(r3 +15) ") [2x3%5 + 2y3y5 — X3
(2(ry +15) ) [2x04x5 + 2y4y5 — X5
Q2 + 1)) [2x1%6 + 2y1Y6 — %7

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

[

2(ry +16) ") [2x2%6 + 2y,6 — X3

(2(rs +16)™H)[2x3%6 + 2y3y6 — X5

(2(ry +16) ) [2x4%6 + 2y4y6 — X5

(2(rs + 16) D) [2x5%6 + 2y5y6 — X2

Q@ + 1)) 22127 + 2y1y7 — xF

Q2(ry +17) ") 2x2%7 + 2y,y, — X3

Q2(r; +17)")[2x3%7 + 2y3y, — X3

2@y + 1)) 22427 + 2y, — X5

Q2(rs +17)"B)[2x5%7 + 2ysy; — x2

2(rg +17)")[2x6%7 + 2y6y7 — X¢

2y + 1) 72)[2x1 x5 + 2y1Yg — X7
[

@@y + 18)™3)[2x,%5 + 2y, y5 —

- i
-yt
- y3
-yt
-3

2 2
—X3—Y3

—yi
-3

- ¥3
-vi
- i
- y3
-3
-vi
- ¥s
-y}
- y3
-3
~-y3
- ¥s
— y¢
- i

2
x5 —y3

_XZZ
—x32
—X%
_xZ
_xZ
_XZ
_x52
_xg
_xg
_x52
—xé
_xg
_xg
_x62
_xg
_x72
—X;
_x%
_x72
_x%
_x%
—xé

_x8

— T20Y20

-3

-y5 -

-y -

_Y4
- Vi -

/e

—-yi-
—yi-
—yi-
- yé -
_Y6

- yé -

-vé -
—¥é-
-vé -
-¥7-
—Yy7 -
—Yy7 -
—-yi-
—Yy7 -
—Yy7 -
—YVs —

vé —

Tzoxzo

— %2 —

1

1<1

R21+ QU+ )™ H[2l+2R] <1
—h ]+ Q2 +r) D20+ 2K <1
—h )+ QM +1) ™ V[20+2R] <1
-1+ QU +m) ™2l +2R] <1
—h ]+ QM +rn) ™ H2l+20]<1
—h+ QR+ H[2l+2R] < 1
—h2+ QM +rs)™ H[2l+2R] <1
-h )+ QM +1) ™ V[2l+2R] <1
-h )+ Qs +1s) ™ V[2l+2R] <1
—R+ QR +rs)™ H[2l+2R] < 1
— R+ Q2 +re)™H[2l+2R] <1
—R )+ QM +1e) ™ V[2l+2R] <1

] 1

] 1

1+ 1

] 1

] 1

] 1

] 1

] 1

] 1

] 1

] 1

IA

IA

I<
I=

—h2+ QO3+ 1) D21+ 2R] <
— R+ QM+ 1) D2l +2R] <
— K%+ 2(rs + 15)"V[21 + 2A]
—h?]+ 20 + )" [21 + 2h]
—h? ]+ 2y, + )™ H[21+ 2k] <
—h2 + 205 + )" H[21 + 2h]
—h ]+ QM +r) D20+ 2R] <
—h2 + Qs + )" H[21 + 2h]
—h2 + (g + )" H[21 + 2h]
— R+ Q2 + 1) V[21 + 2h] <
—h2+ QO + 1) D21+ 2R] <

IA

IA

IA

IA

IA
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(2(rs +15)™*)[2x3xg + 2y3ys — X5 — ¥ —x§ —y§ — I —
(2(ry + 18) ™) [2x04%g + 2y4Yg — X5 — Y% — X5 — Y —
(2(rs +18) ™) [2x5%g + 2ysys — x5 — yE — x5 — y§ —
(2(rs +18)™H)[2x6x5 + 2V6ys — X — V& — X§ — V& —
2(@ry +18)™H)[2x7x5 + 2y7ys — X5 — ¥5 — X5 — ¥§ —
(2(ry + 19) )220 %9 + 2y1y9 — x{ — y§ — x5 —y5 —
(2(ry +19) ™) 222209 + 2Y,y9 — x5 — y5 — x5 — y§ —
(2(r3 +19) ™) [2x3%9 + 2y3y9 — x5 — ¥5 — x5 — y§ —
(2(ry + 19) ™) [2x4%0 + 2y4y9 — x§ — y§ — x5 — y§ —
(2(rs + 1) ™) [2x5%9 + 2ysye — X5 — y§ — x5 — ¥ —
(2(rs +19) ™) [2x6x9 + 2Y6y9 — x& — Y& — x5 — y§ —
2@ry +19)™)[2x7%9 + 279 — x5 — y5 — x5 — y§ —
(2(rg +19) ™) [2x5%9 + 2y5Yo — x5 — Y5 — x5 — ¥§ —
(2(ry + 110)™D)2x1 210 + 2y110 — X¥f = ¥f — xfo — yio — I?
(2(ry + 110) ™) [2x5%10 + 2Y2¥10 — %5 — Y3 — xfo — Vo —
(2(r3 + 110) ™A [2x3%10 + 2Y3Y10 — X3 =¥ — xo — ¥io —
21y + 110) ") 24210 + 2Y4Y10 — X5 — Vi — x{o — ¥io —
(2(rs + 110) "2 [2x5%10 + 2Y5Y10 — X5 — ¥ — Xy — ¥io —
(2(rs + 110) 2 [2x6%10 + 2V6Y10 — X6 — Y& — X0 — ¥io —
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O planejamento de um arranjo fisico (layout) de uma dada instalacéo significa
tomar decisOes sobre a forma de como serdo dispostos 0s seus centros de trabalho onde o
projeto deste layout deve identificar a localizagdo das instalagdes de forma que mitigue
processos que nao fornecem valor as atividades operacionais.

Esta dissertacdo buscou a otimizacdo de um problema de arranjo fisico
formulando-o como um problema de programacdo geométrica signomial e resolvendo-o
por meio de fungdes representaveis como a diferenca entre fungdes convexas na sua forma
padréo.

Estudou-se um problema de arranjo fisico, descreveu-se sua resolucdo e
desenvolveu-se um algoritmo para resolver o problema. E importante ressalvar que este
algoritmo deve ser implementado e testado com vistas a interpretar os nimeros e tomar
analise dos dados obtidos frente as instancias existentes na literatura para saber como o

algoritmo se porta, e isto pode ser realizado em trabalhos futuros.
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