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Resumo

Nesta dissertacao desenvolveremos um primeiro contato com a Teoria de Algebras
de Banach e C*-dlgebras. Como tipico de um primeiro contato, construiremos a
Teoria Espectral em Algebras de Banach com unidade. Apresentaremos os Teoremas
de Caracterizacao de C*-dlgebras de Gelfand-Naimark, e Gelfand-Naimark-Segal,
incluindo a construcao GNS. Além disso, provamos um teorema que caracteriza
todos os homomorfismos complexos na C*-dlgebra C'(X') como sendo homomorfismos
de avaliacdo. Apresentaremos também, como curiosidade, uma prova do Teorema
Fundamental da Algebra a partir do Teorema de Gelfand-Mazur. Como um pré-
requisito a Caracterizagao de Gelfand-Naimark-Segal de C*-algebras, desenvolvemos
ainda, em segundo plano, a teoria da soma direta de uma familia qualquer de espagos
de Hilbert.

Palavras-chave: Algebras de Banach, C*-dlgebras, Teorema de Gelfand-Naimark,
Construcao GNS, Teorema de Gleason-Kahane-Zelazko.
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Abstract

In this dissertation we develop a first contact with the theory of Banach Algebras
and C*-algebras. As usual of a first contact, we build the Spectral Theory in Ba-
nach algebras with unit. We present the characterization theorems of C *-algebras
of Gelfand-Naimark and Gelfand-Naimark-Segal, including the GNS construction.
Moreover, we prove a theorem which characterizes all complex homomorphisms in
the C*-algebra C'(X), as point-evaluation homomorphisms. We also present, as a
curiosity, a proof of the Fundamental Theorem of Algebra using the Gelfand-Mazur
Theorem. As a prerequisite to the Gelfand-Naimark-Segal’s characterization of C
*_algebras, we further develop, in the background, the theory of the direct sum of
any family of Hilbert spaces.

Keywords: Banach Algebras, C*-algebras, Gelfand-Naimark Theorem, GNS Cons-
trution, Gleason-Kahane-Zelazko Theorem.
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Introducao

Nesta dissertagao trabalharemos com casos particulares de espacos vetoriais
complexos. Sao as algebras complexas, que nada mais sao do que espacos vetoriais
munidos com uma operagao entre elementos do préprio espago cumprindo certas
propriedades. Em meio ao universo das algebras complexas, definiremos as algebras
de Banach e as C*-dlgebras, as quais serao, praticamente, o principal objeto de
estudo desta dissertacao, juntamente com o estudo dos homomorfismos complexos.
Visamos abranger os principais resultados basicos, num primeiro contato com essa
teoria.

Uma das grandes motivagoes para o estudo de algebras de Banach é o estudo
da Teoria Espectral, que se faz mais geral do que a Teoria Espectral dos operado-
res lineares continuos sobre um espago de Hilbert H. Apesar da Teoria Espectral
sobre operadores compactos de B(H) := {T : H — H ; T é continuo} ter suas
peculiaridades, a Teoria Espectral sobre algebras de Banach promove resultados
bastante enriquecedores para a teoria. Uma outra grande motivagao é o fato do
estudo de C*-algebras, que sao casos particulares de Algebras de Banach, possuir
teoremas bastante sélidos e bastante trabalhados, como os Teoremas de Caracte-
rizagao de Gelfand-Naimark, e o Teorema de Continuidade de Homomorfismo de
Estruturas C*, isto é, homomorfismos que preservam todos objetos que definem uma
C*-dlgebra. Além disso, ao estudar assuntos especificos da Teoria das C*-dlgebras,
passaremos por teorias bastante elegantes e prazerosas, como, por exemplo, a teo-
ria dos elementos positivos e funcionais positivos de uma C*-dlgebra com unidade,
necesséria para o Teorema de Construcao de Gelfand-Naimark-Segal (GNS).

Este material destina-se, principalmente, aos que possuem grande familiari-
dade com a Analise Funcional Classica e algumas nogoes basicas de Topologia Geral.
O conhecimento dos principais resultados da Analise Complexa, como o Teorema de
Liouville, o Teorema do Médulo Méximo, entre outros, se torna de grande auxilio ao
se estudar Algebras de Banach e C*-dlgebras. Porém, nao possuir familiaridade com
Anaélise Complexa nao o impedira de acompanhar a teoria, visto que quase todos
os resultados de Anélise Complexa sao mencionados no Apéndice D. Podemos citar
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[14] como uma étima referéncia de Andlise Complexa, a partir do Capitulo 10.

No Capitulo 1 faremos uso do Lema de Urysohn, que se encontra no Apén-
dice C desta dissertacao. Na primeira parte veremos os resultados bésicos para
se dar inicio a Teoria de Algebras de Banach, junto com os exemplos geralmente
mais trabalhados. Em seguida, veremos uma introducao ao estudo dos homomorfis-
mos complexos, os quais, em alguns materiais, sao denominados funcionais lineares
multiplicativos. Além disso, veremos ainda o Teorema de Gleason-Kahane-Zelazko,
que notavelmente nos fornece uma condi¢ao para um funcional linear ser um homo-
morfismo complexo. Ainda no Capitulo 1, veremos uma secao destinada a Teoria
Espectral em Algebras de Banach que, como ja dito antes, possui resultados bas-
tante enriquecedores para a teoria, como o Teorema de Gelfand-Mazur, Teorema
da Formula do Raio Espectral, e nao podemos deixar de citar o Teorema do Ma-
peamento Espectral. Em [12], podemos ver o Teorema do Mapeamento Espectral
abordado de maneira diferente desta dissertacao. Ao final do Capitulo 1, veremos
o classico Teorema dos Subespacgos Invariantes de Lomonosov como uma aplicagao
da Teoria Espectral.

No Capitulo 2 abordaremos o estudo das C*-algebras. Introduziremos o Ca-
pitulo fazendo um breve estudo dos resultados inciais de C*-algebras, junto a suas
propriedades, além de apresentar os exemplos cldssicos de C*-dlgebras. Em seguida,
faremos um breve estudo sobre o conceito de ideais, algebras quocientes e projecao
canonica. Estes conceitos serao de importancia relevante para atingirmos os obje-
tivos dos Teoremas de Caracterizacao de Gelfand-Naimark. Os Teoremas de Ca-
racterizacao de Gelfand-Naimark caracterizarao inicialmente todas as C*-dlgebras
comutativas. Apods estabelecer uma primeira caracterizacao, procederemos a teo-
ria, no estudo dos elementos positivos e funcionais lineares positivos de uma C*-
algebra com unidade. Como resultado desse estudo, demonstraremos o Teorema de
Construcao de Gelfand-Naimark-Segal, conhecido frequentemente como construcao
GNS; este nos possibilitarda provar que toda C*-dlgebra é, a menos de isomorfismo
isométrico, uma subestrutura da estrutura B(#H) vista como uma C*-dlgebra, ca-
racterizando assim todas as C*-dlgebras. Aconselhamos o leitor, ao menos, ler o
enunciado do Teorema de Stone-Weierstrass antes de iniciar a Secao 2.4, que se
encontra no Apéndice D.

Ja no Capitulo 3, destaca-se o teorema que caracteriza todos os homomor-
fismos complexos sobre as algebras C'(X) e Cy(X), definidas na dissertacao. Este
teorema nos indicard que qualquer homomorfismo complexo ¢ : Cy(X) — C é um
homomorfismo de avaliacao, isto é, existe x € X tal que

vr:  Co(X) — C
[ w(f) = f(2).
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Através desta caracterizagao, provaremos em seguida que C'(X) ser isomorfo isome-
tricamente a C'(Y') é condigao suficiente para se ter X homeomorfo a Y, quando X
e Y sao espacos compactos de Hausdorff, o que é um caso particular do Teorema de
Banach-Stone. Isto finalizard o Capitulo.

Com o objetivo de convidar o leitor a teoria, de maneira acessivel, obtendo
emocao, entretenimento e familiaridade com o assunto, trazemos ao final de cada
capitulo alguns exercicios, elaborados por mim com auxilio da teoria de [5] e [12],
para que o assunto se torne motivador a cada instante. Acredito que alguns dos
exercicios sao bastante desafiadores. Outros exercicios, apesar de pouco desafiadores,
atentam ao leitor importantes observacoes que o fixam na teoria. Toda lista de
exercicios do material foi cuidadosamente trabalhada, para que cada exercicio seja
essencialmente prazeroso e proveitoso. Sintam-se extremamente a vontade para
estabelecer contato eletronico (e-mail) junto a mim, com o objetivo de discutir e
comentar qualquer dos exercicios, inclusive pedir resolugoes de exercicios.

Ao final da dissertacao traremos alguns apéndices. Apesar de podermos en-
contrar varias aplicacoes do Teorema de Gelfand-Mazur, no Apéndice A traremos,
com a abordagem de [1], uma aplicagdo bastante curiosa desse teorema. Através
deste, provaremos o Classico Teorema Fundamental da Algebra, evidenciando, dessa
maneira, a eficiéncia de um teorema tao objetivo e simples, como o Teorema de
Gelfand-Mazur. Ja no Apéndice B, fazemos a divertida construgao de soma direta
de uma familia qualquer de espacos de Hilbert em meio a escassez, nos materi-
ais, da construcao feita em todos os seus devidos detalhes. Em [4], no resultado
IV.4.19, podemos encontrar um pouco da ideia do principal resultado demonstrado
no Apéndice, o qual demonstra que a soma direta de espagos de Hilbert é, sob deter-
minadas operacoes e produto interno, um espaco de Hilbert. Nao podemos deixar de
alertar o leitor, mais uma vez, quanto a necessidade de se entender a nogao de soma
direta de uma familia de espacos de Hilbert, para compreender fielmente a demons-
tracao do Teorema de Caracterizacao de C*-algebras do Capitulo 2. No Apéndice
C, veremos uma versao do Lema de Urysohn para espagos localmente compactos, a
partir da versao classica do Lema de Urysohn para espacos normais, isto é, demons-
traremos aquele a partir deste. E finalmente, no Apéndice D, podemos citar alguns
resultados classicos e usados em toda dissertacao.

Nao podemos deixar de mencionar ao leitor a importancia das referéncias [5]
e [12] nos Capitulos 1 e 2, as quais deram uma grande direcao para grande parte
desta dissertacao.






Capitulo 1

Algebras de Banach

1.1 Definicoes e resultados iniciais

Seja A um espaco vetorial sobre C e suponha que exista uma operacgao - que
associa cada elemento (z,y) de A X A a um elemento z -y de A satisfazendo

r-(y-2)=(r-y)- 2
(x4y) - z=z-2+4+y- 2,
z(x+y)=z-x+2z-vy,
Mz -y) = (Az) -y = - (Ay),
para quaisquer x,y, z € A e qualquer A € C. Entao o espago vetorial A munido com
tal operacao - é dito uma algebra sobre C ou uma algebra complexa.

Comumente utilizaremos a notagao (A, -) para nos referir a dlgebra sobre C
em questao. Diremos que a dlgebra complexa A possui unidade e € A quando

para qualquer x € A. Em uma algebra com unidade, diremos que z € A é invertivel
se existir z7! € A tal que
z-x ! Z.CE_1~£E:€,

e neste caso ! é dito ser o elemento inverso de z. Facilmente provamos que

qualquer elemento da &algebra s6 podera ter no maximo um elemento inverso. De
maneira algébrica, observem que o espaco vetorial A com a nova operagao - torna o
conjunto A também um anel com as operagoes + e -. A operagao - sera comumente
chamada de multiplicacao da &algebra.



Defini¢ao 1.1.1. Seja (A,-) uma &algebra sobre C. Se ||.|| : A — R é uma norma
no espaco vetorial A satisfazendo

() [l -yl < [l - lyll;
(ii) Se a dlgebra possui unidade e entao ||e|| = 1,

entao diremos que ||.|| ¢ uma norma na algebra A e, neste caso, o par (A, ||.||) serd
mencionado como &lgebra normada. Diremos ainda que (A, ||.||) é uma algebra de
Banach quando for um espaco de Banach como espaco vetorial normado.

Observacao 1.1.2. Note que em uma algebra normada temos a multiplicacao -
continua, pois, para quaisquer a, b, ag, by € A, temos

|lab — apbo|| = ||ab — aby + aby — agby|
<Ila-(b—"bo)l| +[l(a — ao) - bo|
< lall - |[b—=bol| + [la = ao|| - [|bo]|-

Em particular, a multiplicagao é continua pela esquerda e continua pela
direita; isto significa respectivamente que

Tp Y — -y sempre que T, — T

T Yy, — T -y sempre que Y, — Y.

Teorema 1.1.3. Seja A uma dlgebra complexa nao nula com unidade e que seja um
espago de Banach com a norma ||.||, cuja multiplicagao é continua pela esquerda e
pela direita. Entao existe uma norma ||.||o na dlgebra A que € equivalente a ||.||.

Demonstragao: Seja A uma édlgebra complexa com unidade e € A e |[|.||: A —- R
uma norma no espago vetorial A tal que (A,||.||) seja um espaco de Banach e -
continua separadamente pela direita e pela esquerda. Para cada x € A, defina

T.: A — A
Yy = Ty

e, notando que T, € L(A, A), definamos ainda
[|zllo = |ITa]]-

6



Note primeiramente que

Tory =T, + T, Typy=1T,0T,, Tre = \T,,

para todos x,y € A e todo A € C. Além do mais, T, é a transformacao identidade,
portanto nao é dificil provar que ||.||o é, de fato, uma norma na algebra A. Entao
resta-nos provar agora que ||.|[o é uma norma que torna a 4lgebra 4 uma &lgebra
de Banach. Note primeiro que, para qualquer = € A, temos

[|]]

[lz]lo = sup [[z-yl| =
lel]”

llyll<1

€
x._
lel|

ou seja,
[lzllo - [lel] = [|]- (1.1)

Seja (x,)neny uma sequéncia de Cauchy em (A, ||.||o). Note que, pela desigualdade
(1.1), a sequéncia (z,)nen € de Cauchy em (A, ||.||), e como (A,]|.|]|]) é um espago

de Banach, existe x € A tal que z, M x. Por outro lado, para quaisquer n,m € N,
temos
||Txn - T

Tm

- ||Tx

= ||zn — Tmllo,

n—Tm

mostrando que (7}, )neny € de Cauchy em L(A,.A) e, notando que L(A, A) é um
espaco de Banach, existe T € L(A, A) tal que

T, —T. (1.2)

Provemos por fim que 7" = T,. Fixado y € A temos, por (1.2) e por hipdtese da
continuidade pela esquerda da multiplicacao,

1., (y) = T(y) e Tp Y =Ty

em A, sabendo que T}, (y) = 2, -y e pela unicidade do limite obtemos T, (y) = T'(y).
Como y € A foi qualquer, temos T, = T e portanto ||T,, — T,|| — 0, ou seja,

||z — x||o — 0.

Assim (A, |].||o) é uma algebra de Banach. Note que por (1.1), o Teorema da Apli-
cagdo Aberta e o fato de (A, ||.]|) e (A,||.||o) serem espagos de Banach, segue que
l|.|lo é equivalente a ||.||.



Teorema 1.1.4. Toda dlgebra de Banach A estad contida em uma dlgebra de Banach
A com unidade, onde A herda as operagoes e a norma de A. Mais ainda, x- A C A
para qualquer elemento x € A.

Demonstracao: Seja A uma algebra de Banach. Notando que A:=AxC éum
espaco vetorial sobre C de maneira natural, defina em A a operacao

(a, A) - (byp) == (a-b+ \b+ pa, A\w).

Esta operacao torna A uma algebra complexa com unidade e = (0,1). De fato,

dados (a, ), (b, 1), (c,0) € A, temos
((a, A) - (b)) - (¢,0) = (a-b+ A0+ pa, Au) - (c,0)
= ((@-b4+ o+ pa)-c+ Apc+0(a-b+ \b+ pa), \ub)
= (a-b-c+Ao-c+pa-c+0a-b+ pba+ \0b + \Gb+
+Ape, \ub)
= (a-(b-c+0b+ pc) + pba + Ab- ¢+ 0b + pc), \ub)
= (a,A\) - (b-c+0b+ pc, ub)
= (a,A) - ((b, ) - (¢,0)),
Além disso, temos
(@A) (b, 1) +(60) = (@N):(b+cp+6)
(b4+c)+Ab+c)+ (p+0)a, \Nu+6))
a-b+a-c+ A+ e+ pa+ 0a, A\ + \0)
a-b+ b+ pa, \p) + (a-c+ e+ Oa, \0)

(
(a
= (
(
((a,A) - (b; 1) + ((a; A) - (¢, 0))

analogamente

((a,A) + (b, 1)) - (¢,0) = ((a,A) - (¢, 0)) + ((b; ) - (¢, 0))

e, sem dificuldades, provamos também que

0((a, A) - (b)) = (0(a, A)) - (b, ) = (a, A) - (0(b, ).

Note ainda que podemos identificar A com o conjunto {(a,0) € A ; a € A} preser-
vando todas as operacoes. Podemos ainda definir a seguinte norma em A:

[|(a; M| = [lall + [,

8



notando que ||(a, 0)|| = ||a||, e observando também que A é uma &lgebra de Banach
com a norma definida acima. De fato, se ((an, A\n))nen é uma sequéncia de Cauchy
em A, temos

||an - amH < H(am)‘n) - (arm)‘m)H:

e entdo (an)nen ¢ de Cauchy em A e converge para algum a € A. De maneira
andloga (A,)nen € de Cauchy em C e converge para algum A € C. Assim, pela
definicao da norma em A, temos

[(an, An) = (@, | = [lan = al| + A0 = Al

concluindo que ((an, A,))nen converge para (a, A). Logo, A estd contido na dlgebra
de Banach A com unidade. Além disso, se (a, A), (b,0) € A entao

(a,\) - (b,0) = (a-b+ Ab,0)
que estd em {(a,0) € A;a € A} que ¢ a identificacio com A.

Relembremos que se X ¢ um espaco topoldgico e E é um espaco de Banach
sobre C, entao podemos definir

Co(X,E)={f:X — E; fécontinua e limitada},

onde f : X — FE ser limitada significa que f(X) C E é um conjunto limitado. Assim
podemos definir operagoes de maneira natural que tornam Cy(X, F) um espago
vetorial sobre C. Podemos ainda definir uma norma em Cy(X, E) por

A1} = sup | f ()],
rzeX

para cada f € Cy(X, E), e assim provamos facilmente que ||.|| ¢ uma norma em
Co(X, E).

O proximo resultado serd de grande utilidade para os dois primeiros exemplos
de algebras de Banach.

Teorema 1.1.5. Sejam X um espaco topologico e E um espaco de Banach sobre
C. Entao Cy(X, E) é um espago de Banach.
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Demonstracao: De fato, seja (f,)nen uma sequéncia de Cauchy em Cy(X, E).
Entao, como

(@) = fn ()| < [ fn = finll,

segue para qualquer z € X que (f,,(x))nen € uma sequéncia de Cauchy em E. Assim,

defina
f: X = F
T LIGI% ful(z)

que estd bem definida, pois E é completo. Provemos primeiramente que f €
Cy(X, E). De fato, f é limitada pois, para todo € > 0,

dngeN;nom>ny = ||fu— full <e€/4, (1.3)
assim, para qualquer z € X, obtemos
[fro (@) = (@) = [ fo () = fin ()] < €/4, (1.4)

e portanto
[f (@) < [fng (@) 4 [fro (2) = f(2)] < [ fnol] + €/4,

que nos prova que f é limitada.

Provemos que f é continua. De fato, dado x € X e dado ¢ > 0, tome nyg € N
como em (1.3). Como f,, é continua, existe um aberto V,, C X que contém z, onde
| fro () — fro(y)] < €/3, para todo y € V,. Note ainda que vale (1.4) e portanto se
y € V, temos

[f(@) = Fl < (@) = Fao ()] + [frg () = Fro (W) + | fro (0) = f (W)l
< 5+5+5%

Assim, por defini¢ao, f é continua em z. Como z foi qualquer, temos que f é
continua. Isto significa que f € Cy(X, E).

Provemos, por fim, que (f,,)nen converge para f. Dado € > 0, entao vale (1.3).
Com argumento semelhante ao de (1.4), temos também || f,, — f|| < €/4, para todo
n > ng. Portanto

Ve>0,dnoeN; n>nyg = ||fu—fl] <e,

isto é, (fy)nen converge para f. O que prova que Cy(X, F) é um espago de Banach.
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Exemplo 1.1.6. Seja X um espaco topologico compacto. Defina
CX):={f: X —>C; f € continua},

note que C(X) = Cy(X,C) e portanto, pelo Teorema 1.1.5, com as operagoes
naturais de adi¢ao e multiplicagao por escalar, C(X) é um espago de Banach com
a norma definida por

I« CX) - R
fooom suppex [f(2)].

Podemos ainda definir em C(X) a sequinte opera¢ao:

(f - 9)(z) = flx) - g(x),

que estd bem definida e torna C(X) uma dlgebra compleza, que possui a unidade
e € C(X) onde e(x) =1 para todo x € X. Como

1S - gll supyex | f(x) - 9()]

sup,ex |f(@)] - |9(2)|
supyex |f(2)] - supyex [9()]
AT Tlgl]

e ainda ||e]| = 1, seque que C(X) € uma dlgebra de Banach. Portanto C(X) é uma
algebra de Banach comutativa com unidade.

(1.5)

IN

Se X ={1,...,n}, entdo X com a topologia das partes é um espag¢o compacto.
Note ainda que

C(X) € isometricamente isomorfo a C",

onde C" esta munido com a norma do mdzximo e com a operac¢ao definida por

(‘Tla >'TTL) ' (yla >yn> = ('rl Yty -y I yn)7

logo temos C™ uma dlgebra de Banach comutativa com unidade.
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Exemplo 1.1.7. Seja X um espaco topolégico de Hausdorff localmente compacto e
defina os conjuntos

Co(X):={f: X = C; f € continua e limitada}
Co(X) :={f: X = C; f écontinua e se anula no infinito},

onde dizemos que f : X — C se anula no infinito quando, para todo € > 0, existe
K C X compacto onde |f(z)| < €, para todo x ¢ K.

Note inicialmente que Co(X) C Cyp(X). Provemos que ambos os conjuntos
podem ser vistos como dlgebras de Banach. Perceba primeiro que Cy(X) = Cp(X, C)
e, pelo Teorema 1.1.5, temos que Cy(X) € um espaco de Banach com operagoes
naturais e a norma da convergéncia uniforme. Podemos, como no exemplo anterior,
definir a sequinte opera¢ao

(f - 9)(@) = f(x) - g(x),

a qual estd bem definida e torna Cy(X) uma dlgebra compleza com unidade e, onde
e(x) = 1 para qualquer x € X. Podemos notar que com a norma da convergéncia
uniforme, da mesma maneira como foi feito na desigualdade (1.5) do exemplo an-
terior e notando que ||e|| = 1, temos Cy(X) uma dlgebra de Banach.

Agora, com o objetivo de provar que Cyo(X) € dlgebra complezxa, observe que

@ # Co(X) C Gy(X), (1.6)

e perceba que Co(X) € subespago vetorial fechado de Cy(X). De fato, se f,g €
Co(X), entdo dado € > 0 existe Ky C X compacto tal que |f(x)] < €/2 para
qualquer x ¢ Ky, e temos ainda que existe K, C X compacto tal que |g(z)| < €/2
para qualquer v ¢ K,. Assim, notando que K = K; U K, C X € compacto, e
considerando x ¢ Ko, entao v ¢ Ky e v ¢ K,, concluindo dessa forma, que

((f +9)@)] < |f(@)| +lg(z)] <e

Logo, por definicao, temos f + g € Co(X). De maneira andloga, se A € C e f €
Co(X) entao (- f) € Co(X). Assim, Co(X) € subespago de Cyp(X). Para verificar
que € um subespago fechado, tome uma sequéncia (fn)nen em Co(X) convergindo
para f € Cy(X), e note que dado € > 0, existe ng € N tal que ||fn, — f|] < €/2.
Portanto, como f,, € Co(X), ezriste K C X compacto tal que |fn,(z)| < €/2, para
todo x ¢ K e, dessa maneira, seque

[f (@) < [fno (@) + [fro () = f(2)] <e.
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Conclui-se que f € Co(X), e portanto Cy(X) € espaco de Banach. Note que Co(X)
herda a multiplicagao de Cy(X) como operagao, e que estd bem definida em Cy(
isto €, se f,g € Co(X) entao f-g € Co(X). De fato, considerando-se f,g € Co(X),
existem Ky, K, C X compactos onde | f(x)| < /€, para todo x ¢ Ky, e |g(x)| < /€,
para todo v ¢ K,. Assim, K := K;U K, é compacto e se x ¢ K, tem-se

(f - 9)(@) = |f(z) - g(z)| < Ve-Ve=e,

concluindo-se que (f - g) € Co(X). Dessa forma, Co(X) € uma dlgebra compleza.
Provemos que Cy(X) € uma dlgebra de Banach, provando que a norma ||.|| que
o torna um espago de Banach é uma norma também na dlgebra Co(X). Mas jd
sabemos, pela inclusao (1.6), que

1S - gll < [I£11 - llgll,

para todos f,g € Co(X). Resta-nos provar que, se Co(X) possuir unidade e, entdo
lle]| = 1. Provemos a seguinte afirmagao:

X),
X)

Afirmacao. A dlgebra compleza Co(X) possui unidade se, e somente se, X € com-
pacto.

Primeiro suponha que X seja compacto. Notando que Co(X) = C(X), con-
cluimos que Co(X) possui unidade. Reciprocamente, e de maneira muito mais de-
licada, suponha que Co(X) possua unidade e. Provemos que e(x) = 1 para todo
r € X. Fixze x € X qualquer, note primeiramente que, como X € localmente com-
pacto, existe um aberto A C X tal que x € A e A C X é compacto. Como {x} ¢
compacto e A® € fechado, entao, pelo Lema de Urysohn, existe uma fun¢ao continua
f:X — C tal que f(x) =1 e f(y) =0 para todo y ¢ A. Assim, pela compacidade
de A C X, seque que f € Co(X), jd que dado € > 0, tem-se |f(y)| = 0 < € sempre
quey ¢ A. Mas entdo

1= f(z)=(e-f)(z) =ex) - f(z) = e(z)

e assim e(x) = 1. Como x € X foi arbitrdrio, entdo e(x) = 1 para todo x € X.
Mas e € Cy(X), pois € a unidade de Cy(X). Entao existe K C X compacto tal que
le(z)| < 1 sempre que v ¢ K, ou seja, sempre que x € X \ K. Mas isso s6 pode ser
verdadeiro se X \ K = @ e portanto X = K, demonstrando que X € compacto. Isto
finaliza a demonstragao da Afirmacao!

De posse da Afirmagdo acima, concluimos que se Cy(X) possuir unidade e,
entdo X é compacto, decorrendo dai Co(X) = C(X), nos indicando, pelo exemplo
anterior, que e(x) = 1 para qualquer x € X, e concluindo finalmente que |le|| = 1.
Assim Co(X) € uma dlgebra de Banach.
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Assim vimos que Cy(X) e Co(X) com as operagées naturais e a norma da
convergéncia uniforme se tornam dlgebras de Banach. Vimos, além disso, que Co(X)
possut unidade se, e somente se, X € um espaco compacto.

Exemplo 1.1.8. Seja X C C compacto. Defina
AX) :={f € C(X); flinux € holomorfa},

notando que A(X) € subespago de C(X). E mais ainda, observe que se ezistir
uma sequéncia (fn)nen em A(X) tal que f, converge para f € C(X) na norma da
convergéncia uniforme, entao, pelo Teorema D.18, temos [ € A(X). Isto significa
que A(X) € um subespago vetorial fechado de C'(X) e portanto um espago de Banach.
Portanto A(X), com operagdes naturais, € uma dlgebra de Banach.

Exemplo 1.1.9. Seja X um espaco de Banach complexo. Podemos definir
B(X):={T: X — X ; T é transformagdo linear continua},

que com operacoes naturais de adi¢ao, multiplicacao por escalar e multiplicacdo
(composicao), se torna wma dlgebra compleza, e com a norma espectral se torna
uma dlgebra de Banach com unidade.

Note ainda que toda subdlgebra fechada de B(X), isto é, um subespago fechado
de B(X) que contém a identidade e que é fechado para composi¢ao, é também uma
algebra de Banach.

Um leitor atento ao texto nota que, com a mesma ideia da demonstracao do
Teorema 1.1.3, toda dlgebra com unidade € isomorfa a uma subdlgebra fechada de
B(X) que possui identidade.

1.2 O Teorema de Gleason, Kahane, Zelazko

Definigao 1.2.1. Seja A uma algebra complexa. Entao um funcional linear ¢ :
A — C nao nulo é dito um homomorfismo complexo se

oz -y) = e(z) - ¢(y),
para quaisquer z,y € A.
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Proposicao 1.2.2. Seja A uma dlgebra complexa com unidade. Se p : A — C €
um homomorfismo complexo, entio p(e) =1 e p(x) # 0, para todo x € A que seja
nvertivel.

Demonstracao: Sabemos que existe y € A tal que ¢(y) # 0. Como ¢(e) - p(y) =
©(y), concluimos que ¢(e) = 1. Fixe agora = € A invertivel, notando que ¢(z) -

o(z7') = p(e) = 1, obtemos ¢(z) # 0.

Pela Proposicao 1.2.2 podemos deduzir que o conjunto dos homomorfismos
complexos de uma algebra complexa nao é um espago vetorial, e também nem todo
funcional linear sobre uma algebra complexa é um homomorfismo complexo. Nos
concentraremos nesta secao no Teorema de Gleason-Kahane-Zelazko que da uma
condicao suficiente para um funcional linear sobre uma algebra de Banach com
unidade ser um homomorfismo complexo.

Teorema 1.2.3. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade, seja ainda x € A tal
que ||z]| < 1. Entao valem os resultados:

(a) e —x € um elemento invertivel de A,

() l|(e —2) — e — || < {22

Tl
Demonstragao: (a) Definindo y,, := e+ x + 22 + ... + 2™, temos

(e—x2) yp=e—a" e Yn - (e — ) = e — "t (1.7)

Mas como [|z|| < 1, entdao limz"™ = 0 e (yn)neny ¢ uma sequéncia de Cauchy, e
logo existe y € A tal que limy,, = y. Assim, fazendo n — oo nas igualdades (1.7),
obtemos

(e—z)-y=e e y-(e—z)=p¢,

e portanto
(e —x) Z "

(b) Pela igualdade acima, segue que

o2
<>l =
Z Il

le—2)"" —e—al| =

15
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A letra (a) do Teorema 1.2.3 acima serd de bastante utilidade para a teoria
espectral em algebras de Banach em seus primeiros resultados. A seguir, vemos
uma consequencia do Teorema anterior que por vezes é bastante 1til a respeito de
continuidade de homomorfismos complexos.

Teorema 1.2.4. Sejam A uma dlgebra de Banach e ¢ : A — C um homomorfismo
complexo. Entdo ¢ é continuo e ||¢|| < 1. Caso A possua unidade, entdo ||¢|| = 1.

Demonstragao: Facamos primeiramente o caso em que A é um algebra de Banach
com unidade e. Tomando z € A tal que ¢(x) # 0, podemos observar que

o)

e portanto, pela Proposicao 1.2.2 desta secao, decorre que e — SDZ” ) é nao invertivel,

concluindo, pela letra (a) do Teorema 1.2.3, que || || > 1, isto é,

()] < [l
De maneira evidente, notamos que isso implica que ||¢|| < 1. Atentos ao fato de
¢(e) =1, onde ||e|| = 1, concluimos que ||¢|| = 1.

Agora provemos o resultado para quando A nao possui unidade. Mas, pela
demonstracao do Teorema 1.1.4, podemos fazer A := A x C uma &dlgebra de Banach
com unidade. Defina

p A = C
(@) = pla)+ A
o qual é um homomorfismo complexo. De fato, seguem as igualdades
P((a,A) - (b)) = @la-b+ da+ pb,Ap)
= p(a-b+ Xa+ ub) + Au
= (a)p(b) + Ap(a) + pp(b) + A
= (pla) + A)(e(b) + 1)
= Pla, (b, )
o(a+60b, A+ 0u)
= @(a+6b)+ X+ 0pu
(a) +0p(b) + A+ 0
= (ela) +A) +0(e(b) + 1)
— B(a, ) +03(b, )
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para quaisquer (a,\), (b, 1) € Ae para todo # € R. Portanto, pelo caso anterior,
temos @ continuo e de norma 1. Dai, decorre que |¢(a)| = |@(a,0)| < ||(a,0)]| = ||al|,
para todo a € A, concluindo que

|o(a)] < lal],
para todo a € A. Portanto ¢ é continuo e ||p|| < 1.

Assim qualquer homomorfismo complexo definido sobre uma algebra de Ba-
nach é continuo. Agora antes do Teorema principal desta secdo, segue um lema.

Lema 1.2.5. Suponha f: C — C uma fungdo inteira tal que f(0) =1 e f'(0) =0,
e ainda
0 <[f(N)] < el

para qualquer A € C. Entdo f(A\) =1, ¥V A € C.

Demonstracgao: Pelo Teorema D.17, existe uma funcao inteira g : C — C tal que
f(\) = e para todo A € C. Segue que g(0) = ¢'(0) = 0, e disso, decorre que a

funcao
g\
AT
¢ holomorfa em C\ {0}, admitindo 0 como singularidade removivel, isto é, podendo
ser estendida holomorficamente a C. De fato, ao considerarmos g(A) = >~ ja,A"

temos ay = ¢(0) = 0 e a; = ¢’'(0) = 0, concluindo que % =Y >, a,\""? para
todo A € C\ {0}. Portanto lim,_,, % = ay e, pelo Teorema D.12; temos 0 uma
singularidade removivel da funcao A\ — %. Note ainda que
efelsV] — ‘eg(k)’ =|fV)] < el
e consequentemente
Relg(M)] < |Al, (1.8)

para qualquer A € C.

Fixe r > 0. Se |A\| < 2r, entdo 2r — g(A) # 0. De fato, pois nesse caso temos
Re[2r —g(\)] = 2r — Re[g())], e obtemos, pela desigualdade (1.8), Re[2r —g(A)] > 0,
donde 2r—g(\) # 0. Fazendo sentido, desse modo, citar a fungao h, : D,.(0)\{0} —
C definida por



Como h,.(\) = %.%I—Z(A)’ deduzimos que h, admite 0 como singularidade removivel.

Assim, h, possui uma extensao holomorfa
HT : DQT(O) — C.
Agora perceba que, através da desigualdade (1.8), temos

lg(A)] < [2r — g(A)] (1.9)

sempre que |[A| < r. De fato, fixe A € C onde |\| < r e primeiro note que, pela
desigualdade (1.8), obtemos Re[g()\)] < r. Consequentemente conseguimos mostrar
que |Relg(N)]| < [2r — Re[g(N)]], ou seja, [Re[g(M)]| < |Re[2r — g(N)]]. Além disso,
temos [Im[g(N)]| = [Im[2r — g(N\)]|, concluindo assim, a desigualdade (1.9).

Portanto, pela desigualdade (1.9), sempre que |[A| = r, temos |H,(\)| < 1.
Ora, H, ¢é holomorfa e, pelo Teorema do Médulo Maximo, temos

[H:(A\)] <1

sempre que |A| < r.
Provamos que, para cada r > 0, a condi¢ao |A| < r com A # 0 implica

r’g(M) ’ .

A2(2r —g(N))

Ora, fixando A € C\ {0} e fazendo r — oo temos que g(A) = 0. Logo, g é
identicamente nula, demonstrando assim que f é a funcao constante 1.

Vamos agora ao principal Teorema desta segao

Teorema 1.2.6 (Gleason, Kahane e Zelazko). Seja A uma dlgebra de Banach com
unidade e, e seja ¢ : A — C um funcional linear tal que p(e) =1 e p(x) # 0, para
todo x € A invertivel. Entdo ¢ € continuo e

plz-y) =px)e(y),
para todos x,y € A.

Demonstracgao: Provemos primeiramente que ¢ é continuo. Defina N C A como
sendo o nucleo de ¢ e note que se x € N, entdo temos ||le — z|| > 1. De fato,
se |le — z|| < 1, entao pelo Teorema 1.2.3 e — (e — x) seria invertivel, o que é um
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absurdo! Ja que x = e — (e — z). Conclui-se dai que para todo A € C e todo z € N
temos ||e — $z|| > 1 e portanto

[IAe =[] = A = [p(he —2)|.

Além disso, se a € A, entao p(a)e —a € N e como a = p(a)e — (p(a)e — a),
concluimos que todo elemento de A pode ser escrito da forma e —x com A € C e
x € N. Deduzimos, portanto, que ¢ é continuo com norma ||p|| < 1.

Provemos agora que

a€N implica a® € N. (1.10)

Fixe primeiramente a € N, que podemos considerar sem perder generalidade ||a|| =
1, e defina a fungao f : C — C por

f) = i SOW)A", (1.11)

n!
n=0
notando que f estda bem definida, pois
" 1
n! n!

e portanto f é inteira. Além disso, pela desigualdade acima segue |f(\)| < el. Por
fim, observe ainda que f(0) = ¢(e) = 1 e f'(0) = p(a) = 0. Vamos provar agora
que | f(A)| > 0, para todo A € C, e usar o Lema 1.2.5. Para isso, defina

E . C = A
A B =Y Aan

n=0 n!

(1.12)

e, analogamente como foi feito para provar que f esta bem definida, concluimos que
E estd bem definida, e por ¢ ser continua, temos

F) = @(EW),

para todo A € C. Assim, como no caso complexo (ver Teorema D.10), conseguimos
provar que a func¢ao definida em (1.12) satisfaz

EA+p) =ENE(w)

e, notando que E(0) = e, temos E()\) sempre invertivel com inverso E(—\), decor-
rendo dai, que

f) = (E(N)) # 0
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para qualquer \ € C. Portanto f satisfaz o Lema 1.2.5 e logo f é constante igual a
1. Consequentemente, pela definigao da f em (1.11), segue que ¢(a?) = 0, ou seja,
a’* € N. O que prova (1.10).

Provemos agora que

a,be N implica a-be N. (1.13)
Primeiramente note que, para todo = € A, temos
p(2?) = p(a)”. (1.14)

De fato, sabemos que cada elemento x € A se escreve da forma =z = a + p(x)e tal
que a € N, concluindo que

p(2?) = p((at(x)e)(a+ p(z)e))

e, por (1.10), segue que ¢(z?) = ¢(z)? provando a igualdade (1.14). Substituindo =
por x +y em (1.14) obtemos a seguinte igualdade:

p((z+y)*) = ez +y)°
isto é,
p(2?) + o(zy +yz) + 9(?) = @(x)* + 20(x)p(y) + ¢(y)?
donde concluimos
pzy +yx) = 20(x)p(y)

para qualquer z,y € A. Dessa maneira vale a seguinte implicacao
reEN,yeA implica xy +yx € N, (1.15)

porém, considerando a igualdade seguinte, com z € N

(zy — y2)* + (zy + ya)? = 2 [a(yxy) + (yoy)z]

~
pertence a N pertence a N

e considerando também (1.15), obtemos facilmente
r,y €N implica xy —yx € N, (1.16)
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concluindo assim, por (1.15) e por (1.16), a implicacdo (1.13). Assim
a,be N implica a-be N

e portanto para concluir o resultado, note que se x,y € A entdo x = a+ p(z) - e e
y=>b+¢(y) - e, onde a,b € N e, dessa maneira, obtemos que

p(ry) = w((a+p(@)e)(b+e(y)e))
= p(ab+p(@)b + p(y)a + p(z)p(y)e)
= p(ab) + (z)p(b) + v(y)p(a) + p(z)e(y)p(e)
= p(ab) +p(z)e(y)
ulma vez que ab - N, COHChli—Se
p(zy) = o(z)p(y)-

Como acabamos de ver, o Teorema de Gleason, Kahane e Zelazko estabelece
uma condicao necessaria e suficiente para um funcional linear definido sobre uma
algebra de Banach ser um homomorfismo complexo. Apds estudarmos a teoria
espectral sobre dlgebras de Banach, enunciaremos uma outra condi¢ao necessaria e
suficiente para um funcional linear definido sobre uma &algebra de Banach ser um
homomorfismo complexo. Tal condicao diz respeito apenas a uma propriedade de
um conjunto chamado espectro, definido em funcao de cada elemento da algebra.

1.3 Teoria Espectral

Nesta secao, todas as algebras complexas serao algebras de Banach A com
unidade e. Ja vimos, no Teorema 1.2.3, que em uma algebra de Banach A com
unidade e tem-se

l|lz]| <1 implica (e — z) é invertivel, (1.17)

e usufruimos, nesse caso, uma férmula explicita para o elemento inverso de (e — x),

(e—x) ' = Zx” (1.18)

Seja A uma algebra de Banach com unidade e e seja a € A. Diremos que o
espectro de a ¢ o conjunto o(a) := {\ € C; (Ae — a) ndo ¢ invertivel} e diremos
que o resolvente de a é o conjunto p(a) := C\ o(a), denotaremos ainda por G(.A),
ou algumas vezes por G, o conjunto {a € A ; a é invertivel}.
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Teorema 1.3.1. G(A) C A é um congunto aberto e a funcao f : G(A) — G(A),
onde f(x) = x~', é homeomorfismo.

Demonstragao: Provemos que G(A) é aberto. Tome = € G(A) e note que se a €
D1 )jjz-1(0) entdo ||z 'a|| < 1 e portanto, por (1.17), teremos (e — 2~ 'a) invertivel,
e consequentemente (z — a) = x(e — 2 'a) é invertivel. Logo, provamos que se
a € Dyjj-1)(0) entdo (x — a) é invertivel. Isto significa que Dy, (x) C G(A).
Assim G(A) ¢é aberto.

Agora provaremos que a funcao f é homeomorfismo. Ora, basta provar que
ela é continua. Para isso, basta notar que se z,y € G(A) entao

et =yl = lly 'y —=2)7!
= |y y—2)a ! —a Ny —a)a + a7y —a)z ]
= [y =2 Dy —2)zt + a7 (y —x)a ]
< Ayt =2 Yy =l [l Py — =],

mas isto implica que

(™ =y DA =1ly = 2l - [l ) < == [y — 2.

Se fixarmos z € G(A), fizermos y — x entdo a desigualdade acima diz que ||y~ —
27| — 0. Assim a fungao f é continua, ou seja, a operagio inversiao é continua.

Teorema 1.3.2. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade e seja a € A. Entao
o(a) é ndo vazio e compacto.

Demonstragao: Provemos primeiramente que o(a) C C é um conjunto compacto.
Note que o(a) ¢é limitado. De fato, supondo A € o(a) \ {0}, entdo e — a é nédo
invertivel e, de modo consequente, (e —A~'a) é nao invertivel, resultando, por (1.17),
na desigualdade ||[Ata|| > 1, isto ¢, |\ < ||a]].

Agora provemos que o(a) é fechado. Para tal, note que a funcao

g : C —- A
A = de—a

é continua e, pelo Lema anterior, o conjunto resolvente p(a) = g~ *(G(A)) é aberto,
concluindo que o(a) = C\ p(a) é fechado. Logo, o(a) é compacto.
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Provaremos agora que o(a) # @. Suponha, por absurdo, que o(a) = @ e
consequentemente p(a) = C. Assim, para cada funcional linear ¢ : A — C continuo,
podemos definir

fo + pla) — C
A = p((Ae—a)™) (1.19)

que estd, naturalmente, bem definida. Primeiramente, note que f, é holomorfa.
Com efeito, dados A, 1 € p(a) tem-se

(Ae—a) ™ —(pe—a)™") = [(pe—a)(pe—a) " |(Xe—a) ' —[(Ae—a)(Ae—a) "] (ne—a)™"

e, além disso, como (Ae — a) e (ue — a) comutam, entao (Ae —a)™' e (ue —a)™?
também comutam, concluindo assim, da igualdade acima, que

Ae—a)t —(ue—a)™t = (u—N)(Ne—a) (ue —a)™". (1.20)

De (1.20), temos

(ne—a)~"'—(Ne—a)~ ! )
n—A

lim,,, 5 JeW=JeQ) lim,, 5 ¢ <
= lim, ) p(—(Ae —a) Hue —a)™)
- _90<<>\6 - (l)_2>,

ja que a inversao ¢ continua, provando, finalmente, que f,, é holomorfa. Ora, como
pa) = C, f, é uma funcao inteira. Notando que

0= et =) = o (e =370 ) | = 5 lette =2t

devemos ter,
Jim [f,(N)] =0,

e, do fato de f, ser inteira e pelo Teorema de Liouville, concluimos que f, ¢ a fungao
nula, decorrendo, desse modo, que p(a™') = —f,(0) = 0. Em suma, temos

p(a™) =0,

para todo funcional linear continuo ¢ : A — C. O que é uma contradi¢ao pelo
Teorema de Hahn-Banach, j& que a=! # 0. Assim, o(a) # @.
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Definigao 1.3.3. Seja A uma algebra de Banach com unidade, e seja a € A. Entao,
pelo Teorema 1.3.2, faz sentido falar em

max |\l
A€o (a)

que serd chamado o raio espectral de a e denotado por r(a).

Agora vamos a um dos principais Teoremas da Teoria Espectral de Algebras de
Banach, que nos indicara que o raio espectral em uma algebra de Banach com uni-
dade, que é um conceito da estrutura da algebra complexa, esta associado também
a norma da algebra que a torna uma algebra de Banach.

Teorema 1.3.4 (Férmula do Raio Espectral). Seja A uma dlgebra de Banach com
unidade, e seja a € A. Entao o raio espectral de a satisfaz as sequintes igualdades

. SR 1
r(a) = limla"|[» = inf{la"][",

em particular,
r(a)] < [lall, (1.21)

para todo a € A.

Demonstragao: Primeiro, para todo A\ # 0, temos

1 1
Al < (@) implica Y€ p(a). (1.22)
De fato, se |\| < ﬁ entao |%’ > r(a) e, pela defini¢ao de 7(a), obtemos + ¢ o(a),

ou seja, + € p(a), provando dessa forma (1.22).
Dessa maneira, a implicacao (1.22) nos permite definir, para cada ¢ € A’
fixado, a seguinte funcao

g Dl/r(a)(o)\{o} — C )
A — igp((%e—a)_»

a qual é holomorfa, j& que é a composta da fungdo A — A - f,()), onde f, é como
definida em (1.19), com a funcao A — % Além disso, note que

9(N) = ¢((e = Aa) ™),
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concluindo a existéncia de limy_,og(\) e, disso decorre, pelo Teorema D.12, que 0
é um ponto de singularidade removivel de g, isto é, podemos definir uma extensao
holomorfa G de g em D1 /pq)(0)

G Dl/r(a)(O) — C.

Vamos encontrar a série de potencia de G em 0. Ora, pelo Teorema D.16, o raio

dessa série é no minimo % Por outro lado, se |A\| < HTILH com A # 0, entao por

(1.17) e (1.18), temos

[e.9]

(e—Xa) ! = Z Aa™,

n=0

concluindo dessa maneira, por ¢ ser continua, a seguinte igualdade,
GO = plle = 2a) ) = S Np(a”). (123)
n=0

Como a igualdade acima vale também para A = 0, temos que (1.23) é a representagao
de série de poténcias da funcao G em Dy 4 (0). Porém, a série de poténcias da G
em 0 tem raio no minimo ﬁ, deduzimos portanto que essa é a série de poténcias

da G em 0 em Dy/,q)(0), isto ¢, a igualdade (1.23) vale para todo A € D1/(4)(0).
Isto significa que, para todo A € Dj/pq)(0), temos lim,eny A"p(a™) = 0 e portanto
a sequéncia complexa (A"p(a™))neny € uma sequéncia limitada em C, ou seja, para
cada ¢ € A’ e para cada A € Dy /,(q)(0), existe uma constante K, > 0 tal que

[p(A"a")| < Ky,
para todo n € N. Assim, definindo a injecao canonica de A por
A - A
r — Sy,
onde S, () = p(z), entdo
Fixando Ao € D1r(a)(0) \ {0}, defina a familia {7}, }p,en em A", onde T, := Sinan, €
notando que [|T,[[ = |[Sxpan || = [|AGa"[], temos

Ta()] < Koo,

para todo n € N. Pelo Teorema de Banach-Steinhauss, existe uma constante K, >
0 tal que
ITall < K,
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concluindo que ||Aja"|| < K,,, e dessa forma, temos

(Kko)l/n

a™ 1/n<
o < el

demonstrando, assim, a seguinte desigualdade

lim sup|[a”|[V/" < —

1
~ Aol

Como o elemento fixado A\g € D1 /,a)(0) \ {0} inicialmente foi arbitrario, entao
lim sup||a”||*"™ < r(a). (1.24)

Por outro lado, fixe A € o(a), e as igualdades

Ne—a" = (Ae—a)- (A"le+...+a" 1)
(1.25)
= (A" le+..4+a" - (Ne—a)

nos dizem que se \"e — a" possui inverso, entao existem c,d € A tais que
(Ae—a)-c=d-(Ae—a)=ce,
concluindo que
d=d-e=d-(Ae—a)-c=e-c=c,

e logo (Ae—a) possuiria elemento inverso, o que seria um absurdo! De fato, A € o(a).
Assim A"e — z" nao possui inverso. Logo, \" € o(a") e note que, analogamente
como foi feito no primeiro paridgrafo da demonstracao do Teorema 1.3.2, temos
A" < |la™|, isto é, |A| < [|a”||*/™, para todo n € N. Assim, provamos que

A €o(a) = Al < a1,
resultando em

r(a) < in§||a”||l/" < lim inf||a™[|*/™. (1.26)
ne

Combinando, dessa forma, os resultados (1.24) e (1.26), obtemos

— inf n 1/n:1 n 1/n.
rla) = inf [Ja"][" = L Ja"|
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Veremos agora um resultado que nos diz que C é a unica algebra de Banach
com unidade em que todos os elementos nao nulos sao invertiveis.

Teorema 1.3.5 (Gelfand, Mazur). Seja A uma dlgebra de Banach com unidade tal
que G(A) = A\ {0}. Entdo A € isomorfa isometricamente a C.

Demonstragao: Primeiramente notemos que, para cada a € A, temos o(a) um
conjunto unitério. Ora, ja sabemos que o(a) é nao vazio pelo Teorema 1.3.2, entao
provemos apenas que o(a) nao pode ter dois elementos distintos. Tome A,y € o(a)
e note que Ae — a e pe — a sao nao invertiveis, entao \e — a = pe — a = 0 dai segue
que A = pu, assim o(a) é unitério.

Agora, defina a funcao

— C
—  f(a) € o(a).

f

SEDS

(1.27)

Como o(a) é unitario, para todo a € A, nao precisamos usar o axioma da
escolha para garantir a existéncia da fungao f acima. Ora, f(a) € o(a), entdo
f(a)e—a é nao invertivel, para qualquer a € A, decorrendo assim que, f(a)e—a = 0,
para todo a € A, e consequentemente

f(a)e = a, (1.28)

para qualquer a € A. Através de (1.28), temos para quaisquer a,b € A e para todo
A eC,

fla+Ab)e=a+ b= f(a)e+ Af(b)e = (f(a) + Af(b))e
donde f(a+ A\b) = f(a)+ Af(b), analogamente f(a-b) = f(a)- f(b). Além disso, se

f(a) =0, entdo a = f(a)e = 0 e portanto f é injetiva e como f é nao nula segue
que f é sobrejetiva. Temos ainda que, para todo a € A, |f(a)| = ||f(a)e]| = ||all.
Portanto f é um isomorfismo isométrico.

Observe que, na demonstragao do Teorema Gelfand-Mazur, poderiamos ter
comegado a demonstracgao definindo a fungao (1.27), logo depois ter provado (1.28),
provando que f é um isomorfismo isométrico e, dessa forma, omitindo o primeiro
paragrafo da demonstracao. Porém, isso faria a demonstracao do Teorema de
Gelfand-Mazur depender do axioma da escolha, pois como, o(a) # & entao con-
seguimos uma funcao escolha em {o(a)}.ca € f seria uma funcao escolha. Ora, isto
torna-se desnecessario se cada o(a) for unitério.

Existem aplicagoes do Teorema de Gelfand-Mazur, uma delas, e bastante cu-
riosa, é a prova do Teorema Fundamental da Algebra utilizando o Teorema de
Gelfand-Mazur, que apresentamos no Apéndice A desta dissertacao.
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Teorema 1.3.6 (Mapeamento espectral - caso polinomial). Seja A uma dlgebra de
Banach com unidade e e seja a € A. Valem:

(a) Se P(z) € Clz] entao
o(P(a)) = P(o(a))
onde P(o(a)) :={P(\); A €c(a)}.

(b) Se a € G(A) entio 0 ¢ o(a) e

1
ola™) = {— ;A E a(a)}
A
para todo n € N.

Demonstracao: (a) Primeiro, tomando P(z) € C[z|, onde P(x) = ap + a1z + ... +
a,z™ e, fixando A € o(a), tem-se

P(Ne — P(a) = a1(Ae — a) + as(N?e — a®) + ... + a,(\"e — a"),

mas, olhando para fatoracao em (1.25), vemos que cada termo (A™e—a™) é o produto
de (Ae — a) com algum elemento de A, existindo assim um elemento C,, € A tal
que

P(ANe —P(a) = (Ae —a)Ch 4 = Cyo(Ae —a). (1.29)

Como (Ae—a) nao ¢ invertivel, entdo P(\)e— P(a) nao é invertivel. De fato, suponha
que P(A)e — P(a) seja invertivel. Por (1.29) existiriam elementos ¢, d € A tais que

(Ae —a)c=d(Ae —a) = e,

decorrendo dai que
d=d-e=d-(de—a)-c=e-c=c

e logo (Ae — a) seria invertivel, o que seria absurdo! Assim, P(A)e — P(a) nao é
invertivel, isto é, P(\) € o(P(a)). Resumidamente, provamos que se A € o(a),
entdo P(\) € o(P(a)).

Reciprocamente, suponha p € o(P(a)). Notamos que (ue — P(a)) é nao in-
vertivel e, definindo o polinomio Q(z) = p— P(x) em Clz], podemos fatorar Q(z) da
seguinte forma, Q(x) = k(A —z)(A2 — 2)...(A\, — x), onde k é um nimero complexo
e A, ..., \p, € C s@o as raizes de Q(z). Podemos supor k # 0, pois se k = 0, entao
P(z) é um polindémio constante e a inclusao desejada é imediata. Assim, podemos
considerar, sem perder generalidade, que k # 0. Logo

pe — P(a) = k(Me — a)(Aee — a)...(Ape — a).

28



Portanto, como o primeiro membro da igualdade acima é nao invertivel e k # 0
entao (\;e — a) é nao invertivel, para algum i € {1,...,n}, entdao \; € o(a) e como
Q(N\;) =0, temos u = P()\;). O que conclui a letra (a).

(b) Primeiramente fagamos para n = 1. Dado a € G(.A), nao é dificil demonstrar
que 0 ¢ o(a), e note que se A € o(a) entao

(Ae —a) = —a\ Ge - a_l) :

Note que —aX € A possui inverso, entao (%e — a~ ') nao possui inverso, e assim

1 € o(a™'). Reciprocamente, se pu € o(a™"), entdo p # 0, pois 0 ¢ o(a™'). E como
na primeira parte, a igualdade

1
e =a) = o (e =),
L
1

nos diz que (3¢ — a) nao tem inverso, indicando que % € o(a). Logo p = 5, onde

1
%
A € o(a). Assim provamos que se a € G(A) entdo 0 ¢ o(a) e

ola™) = {% P A E U(a)}. (1.30)

Para provar o caso geral, note que se P(z) = 2" e a € G(A), entao 0 ¢ o(a)
e, pela letra (a), temos
o(P(a™")) = P(o(a™)). (1.31)

Portanto, observando o(a™!) na igualdade (1.30) acima, temos finalmente

o(a ™) = {A—ln N e J(a)}.

Considerando um funcional linear ¢ : 4 — C, onde A é uma algebra de Banach
com unidade e, caso ocorra

ple)=1 e @(x) # 0, para todo x € A invertivel. (1.32)

entao p(z)e —x estd no nicleo de ¢, portanto, ¢(z) € o(z). Porém, observando que
o(e) = {1}, ndo é dificil provar que a condi¢ao (1.32) equivale a

o(x) € o(z), para todo x € A. (1.33)
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Estabelecemos, dessa maneira, através da equivaléncia entre (1.32) e (1.33), o
Teorema de Gleason-Kahane-Zelazko sob um ponto de vista diferente do que o da
Secao 1.2, ja que agora, diferente da Secao 1.2, podemos falar em espectro de um
elemento da algebra de Banach.

Teorema 1.3.7 (Gleason, Kahane e Zelazko). Seja A uma dlgebra de Banach com
unidade e, e seja ¢ : A — C um funcional linear. Entio ¢(x) € o(z), para todo
x € A, se, e somente se, p € um homomorfismo complexo.

Observagoes 1.3.8. (a) Seja A uma é&lgebra de Banach com unidade e, e sejam

a,b e A. Entao
o(ab) \ {0} = o(ba) \ {0}. (1.34)
De fato, se A € p(ab) e A # 0, entao

(A te+ A th(Ne — ab)ta)(Ae — ba) =
A le(Me — ba) +A"Tb(Ae — ab) "t a(Ae — ba) = e,
— ——

e—A"1ba (Ae—ab)a

assim (Ae — ba) é invertivel e A € p(ba). Disso, segue facilmente a igualdade (1.34),
como queriamos!

(b) Sejam A uma &lgebra de Banach e a € A. Podemos investigar em alguns casos
a convergencia de ||a"||. Observe o Teorema 1.3.4 da Férmula do Raio Espectral, e
note que

(i) Se r(a) > 1 entdo lim||a™||'/™ > 1 e portanto ||a"|| — oo.

(ii) Se r(a) < 1 entdo lim ||a”||'/" < 1 e portanto ||a”|| — 0.

Ja sabemos que em uma &lgebra de Banach A vale sempre ||a - b|| < ||a]| - ||b]|
para quaisquer elementos a,b € A. Por exemplo, na algebra C temos a desigualdade
contraria, ou seja, temos a desigualdade |a| - |b] < |a - b| sempre que a,b € C. Se
queremos saber se existe alguma outra algebra em que vale uma desigualdade como
essa, provaremos que C ¢é a tnica algebra de Banach com unidade com tal propri-
edade a menos de isomorfismo isométrico. Provaremos esse resultado no Teorema
1.3.10 com auxilio do lema seguinte.
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Lema 1.3.9. Seja A uma dlgebra de Banach, e seja (an)nen uma sequéncia de
elementos invertiveis em A convergindo para a € A nao invertivel. Entdo

lim ||a; || = +oc.

Demonstragao: Note que a é nao invertivel e portanto a,' - a é nao invertivel, e
logo, por (1.17), temos

lle —a;'-all > 1. (1.35)

Note ainda que
llan Il - llan — all > {la,* - (an — a)l| = |le — a," - al], (1.36)
e como ||a, — a|]| — 0 entdo, por (1.35) e (1.36), segue o resultado.

Teorema 1.3.10. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade. Se existe M > 0 tal
que ||a||-||b|]| < M -||a-b||, para todos a,b € A, entdo A € isomorfo isometricamente

a C.

Demonstracao: Provemos que G(A) = A\ {0} e, pelo Teorema 1.3.5 de Gelfand
Mazur, teremos a conclusao desejada. Para isso note que a fronteira de G(A) é
o conjunto {0}. De fato, se a faz parte da fronteira de G(.A) entao como G(A) é
aberto, temos que a ¢ G(A) e existe uma sequéncia (a,)neny em G(A) que converge

para a. Logo,
laz 11 - llan|l < Mlle]l,

mas, pelo Lema anterior, temos que ||a,, || — oo e, como [|a,|| — ||a||, entao, pela
desigualdade acima, s6 podemos ter ||a|| = 0 e consequentemente a = 0.

Assim, provamos que a fronteira de G(A) é o conjunto {0}. Mas como G(.A)
¢ um aberto nao vazio e tem fronteira igual a {0}, facilmente podemos provar que

G(A) = A\ {0}.

Sendo A uma algebra de Banach com unidade, entao a funcao
ar o(a) (1.37)

toma elementos em A e os leva em P(C), e ndo temos uma topologia natural no
conjunto P(C), nos impossibilitando indagar a respeito da continuidade da fungao
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definida em (1.37). Apesar de ndo podemos indagar a respeito dessa continuidade,
podemos provar um resultado que nos aponta que ao deslocar pouco o elemento
a € A, o conjunto o(a) C C ndo muda muito em suas “limitac¢oes”, é uma espécie
de mudanca continua nas “limitagoes” do conjunto.

Teorema 1.3.11. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade e, sejam ainda a € A
e  C C um aberto tal que o(a) C Q. Existe € > 0 tal que o(z) C 2 sempre que
z € D(a).

Demonstragao: Primeiramente observe que Q¢ C p(a). Agora, defina a fungao

f Q0 = R
A= [l(Ae —a)™]

que é continua e, notando que €2¢ é um fechado de C e notando também que
1 1, -1
F) = 15| Ie =A7a) 7,

para A de norma suficientemente grande temos limy_,, f(A) = 0. Assim, existe uma
bola fechada B C C onde f(B¢NQ°) é limitada. Mas como f(B N{2°) é limitada,
ja que BN Q¢ C C é compacto, entao f é limitada. Mas entao

3 M > 0 tal que ||(\e —a)!|| < M sempre que A € Q°. (1.38)

Provemos que se ||z — a|| < 1/M entao o(x) C Q. De fato, seja x € A, onde
||z —al| < 1/M, e note que se A € Q°, temos A € p(a) e

e —x=(le—a)le—(Ae—a)(z —a)

(& S
-

possui norma
menor que 1

¢ invertivel por (1.17) e (1.38), assim A\ € o(z)°. Portanto provamos que
AeQFf implica A€ o(z)C,

e portanto o(x) C €. Note que x € Dy (a) foi qualquer. O resultado segue fazendo
e:=1/M.
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1.4 Espectros de Subalgebras

Seja A uma algebra de Banach com unidade e, e B uma subdlgebra fechada
de A com mesma unidade, isto é, B é uma algebra de Banach com as operacoes
e norma induzidas de A fechada e com mesma unidade. Entao dado um elemento
x € B faz sentido falar no espectro de = em relacao a algebra B e a algebra A.
Para tal distingao, representaremos os espectros respectivamente por og(x) e por
oa(z). Em toda esta se¢do A serd uma algebra de Banach com unidade, e B uma
subalgebra fechada de A com mesma unidade.

Nesta secao, estamos interessados em caracterizar G(B) e op(x) em fungao de
G(A) e o4(z) através do Teorema 1.4.2.

Lema 1.4.1. Sejam X um espaco topologico, e V,W C X abertos, onde V C W eW
nao contém nenhum ponto de fronteira de V. Entao V € uma uniao de componentes

de W.

Demonstragao: Seja {2 uma componente conexa de W que intersecta V. Note que,
como V é aberto entao a sua fronteira é o conjunto V N V¢ mas como sua fronteira
nao intersecta 2, entao VN =V N, e portanto

Q= (VNnQuU(VenQ)

é uma cisao de €2, pois 2 esta representado por uma uniao disjunta de fechados de
Q2. Como {2 intersecta V' e é conexo, temos V N = ) e portanto 2 C V.

Teorema 1.4.2 (Caracterizagdo do Espectro em Subélgebras). Seja A uma dlgebra
de Banach com unidade e, seja ainda B uma subdlgebra fechada com mesma unidade.
Entao

(a) G(B) é uma uniao de componentes conexas de G(A) N B,

(b) Se x € B entio op(x) € a unido de oa(x) com componentes conezas limitadas
de 0. Em particular, a fronteira de op(x) estd contida em o4(x).

Demonstragao: (a) Temos G(B) C G(A)NB, e os conjuntos G(B) e G(A) N B sao
abertos em B. Assim, pelo Lema anterior, basta provar que os pontos de fronteira
de G(B) no espago topoldgico B nao intersectam G(.A)NB. De fato, se z € G(A)NB
e é ponto de fronteira de G(B), entao = ¢ G(B) e existe uma sequéncia (x,)neny em
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G(B) que converge para x € B. Olhando apenas para a algebra de Banach B temos,
pelo Lema 1.3.9, a seguinte convergeéncia

|2t — oo. (1.39)

Olhando agora para algebra A, temos que z, — x, com (z,)nen € T em G(A) e,
pela continuidade da inversao, temos z;! — 27!, o que significa que

||z, }]| é limitada. (1.40)
Isso é um absurdo por (1.39) e (1.40). Assim estd provado (a).

(b) Seja {Cy }aer a familia das componentes conexas de pa(z). Perceba que pg(x) C
pa(x), entdo provaremos primeiro que pp(z) é uma unido de componentes conexas
de pa(x). Para fazer isto, basta usar o Lema anterior e provar que p4(z) ndo possui
pontos da fronteira de pg(x). De fato, se A € pa(z) e é ponto de fronteira de pp(z),
entao existe uma sequéncia (A, )nen em pg(z) onde A, — . Entao

(Ane — ) = (Ae —x)

com (A\,e —x) € G(B) e portanto (Ae — z) € B estd na fronteira de G(B). Mas
vemos também que como A € pu(x) entdo (Ae —x) € G(A) N B, assim G(A) N B
teria pontos da fronteira de G(B). O que é um absurdo pela demonstracao da letra
(a). Concluimos que pp(x) é uma unido de componentes conexas de pa(z), isto é,

existe L1 C L onde
pp(x) = U Ca-

acly

Desse fato, decorre que

pA(:E)ﬂaB(x):<U C’aﬂaB(x)>U U Canos@) | = (J Ca (141)

aclq acL\L ac€L\Ly
e como o4(z) C op(x) temos
op(x) =ca(z) U (pa(z) Nop(x)) (1.42)

seguindo o resultado de (1.41), (1.42) e do fato que {C, }acr ¢ a familia de compo-
nentes conexas de pa(z).

Para provar a ultima parte, suponha, por absurdo, que A ¢ o4(z) e faz parte da
fronteira de og(x). Como o4(z)° é aberto, entao existe € > 0 tal que D (\) C o4(x)°.
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ou esta completamente ou nao
x), entao esta componente estd
, 0 que é um absurdo! De fato,

A componente conexa de o4(z)¢ que contém D, ()
estd completamente em op(z), mas como A € op(
completamente em og(x) e portanto D.(\) C op(x
A estd na fronteira de op(x).

Definigao 1.4.3. Seja €2 C C. Um conjunto A C C é dito um buraco de €2 se A é
aberto, conexo, limitado, disjunto de 2 e 0A C €, onde 0A ¢ a fronteira de A.

Corolario 1.4.4. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade e, seja ainda B uma
subdlgebra fechada com mesma unidade e x € B. Entao

(a) Se oga(x) ndo separa C, isto €, pa(x) € conexo, entio op(x) = oa(x).

(b) Se oa(x) & op(x), entdo op(x) é obtido unindo oa(x) com alguns de seus
buracos.

(c) Se op(z) possui interior vazio, entio oa(x) = op(x).

Nao hé necessidade de demonstragdo, apenas uma observacao na letra (b).
Observe que se um conjunto 2 C g4(x)¢ é buraco de g4(x) entao, pelo Lema 1.4.1,
é uma componente conexa limitada de o4(z)¢. Reciprocamente, se {2 é uma com-
ponente conexa limitada, como g4(z)¢ é aberto, temos que €) é aberto, decorrendo
que 0F estd em o 4(z), e concluindo assim que 2 é um buraco de o4(x).

Observagoes 1.4.5. Nas condigoes anteriores, ou seja, A é uma algebra de Banach
com unidade e e B uma subalgebra fechada com mesma unidade, se z € B entao:

(a) Pelo Teorema 1.4.2 de Caracterizacao do Espectro em Subdlgebras, temos

Jog(x) C oa(z) C op(x).

(b) Note que também faz sentido falar do raio espectral de z tanto em relacao a
algebra A quanto em relagao a algebra B, mas se sao respectivamente r4(z) e
rg(x), entdao pelo Teorema 1.3.4 da férmula do raio espectral, teremos

ra(z) =rp(x)

e ambos iguais a lim ||27||*/.
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1.5 O Teorema dos Subespacos Invariantes de Lo-
Monosov

Defini¢ao 1.5.1. Seja X um espago de Banach complexo, e seja T' € £(X). Entao
um subespaco invariante do operador T é um subespaco vetorial fechado M de X
tal que M # {0}, M # X e T(M) C M.

Teorema 1.5.2 (Subespagos invariantes de Lomonosov). Seja X um espago de
Banach complexo de dimensdo infinita, e seja T € B(X) um operador compacto
nao nulo. Entdo existe um subespaco M C X fechado, tal que {0} # M # X e

S(M) C M,

para todo S € B(X) que comuta com T. Em particular, todo operador S € B(X) que
comuta com algum operador compacto T € B(X) possui um subespago invariante.

Demonstragao: Defina primeiro
'={SeB(X); SoT=ToS}
e, para todo y € X nao nulo, defina
I(y) ={Sy) e X; Sel}

Nao é dificil provar que I' é subdlgebra fechada de B(X) que possui identidade, e
portanto I'(y) é subespago fechado de X. Note que se y € X é ndo nulo entdo

['(y) # {0}, pois contém y, e

S(T(y)) C I'(y),

para todo S € I', ja que I' é fechado para a multiplicagao da &dlgebra. Entao se
existir y € X nao nulo em que I'(y) # X, o resultado estard provado! Basta tomar

M :=T(y) # X.
Entao nos concentremos no caso em que I'(y) = X, para todo y € X nao nulo.
Isto significa que, para todo y € X nao nulo e qualquer bola aberta B de X, temos

T(y) N B # o. (1.43)

Note que existe xg € X tal que T(xg) # 0 e portanto xzy # 0, existindo, dessa
maneira, uma bola aberta B C X tal que

1 1
@I 2 5IT@I e el = Skl (1.44)
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para todo € B. Definindo K := T'(B), entao K é compacto e, por (1.44), temos
0 ¢ K. Para todo y nao nulo temos, por (1.43), que I'(y) N B # @. Isto significa
que, para cada y € K, temos y nao nulo e portanto existe S, € I' onde S, (y) € B e
portanto existe uma vizinhanga W, C X de y tal que S,(W,) C B. Note que

Kc|Jw,
yeK

e como K é compacto, existem Wy,...,W,, C X abertos e existem S, ...,.5, € I' tais
que S;(W;) C Be
KcWiU..UW,.

Defina
= max{|[Si, [, ..., 15,1}

Vamos definir a seguinte sequéncia em K. Sabemos que xy € B e portanto T'(x) €
K, assim existe iy € {1,...,n} tal que S;, (T'(x9)) € B. Entao defina z; := S;, (T'(x0)),
agora x1 € B e logo T(z1) € K, assim existe iy € {1,...,n} tal que S;,(T(z1)) € B,
entao defina x5 := S;,(T(x1)). Prosseguindo dessa maneira temos

Ty =5 (T(S;,_,...(Si,(T(x0)))...))
e notando, dessa maneira, que z,, € B, temos
1 n mn
sllzoll < llzall < @[] - [lol -
Mas isto nos diz que
1
- lim || TV > 3 e portanto r(T) > 0.

Assim existe A € o(T) com A # 0, e como T é compacto, temos que A é auto-valor
de T tal que
My, ={xe€ X ; Tz = Az}

é subespago de dimensao finita. Logo, {0} # M), # X com M) fechado em X. Note
ainda que se x € M, e S € I', entao

T(S(x)) = S(T(x)) = S(Ax) = \S(x)
e logo S(z) € My, o que prova
S(M)\) C M/\,

para todo S € I'. Assim M), satisfaz a conclusao do Teorema e, em qualquer caso,
o Teorema esta provado!
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1.6 Exercicios

Exercicio 1. Prove que toda algebra de Banach com unidade A é isomorfa isome-
tricamente a uma subélgebra fechada A* C L(A) que contém a identidade.

Exercicio 2. Prove que toda algebra de Banach A é isomorfa isometricamente a
uma subélgebra fechada A* C L(X), onde X é um espaco de Banach complexo.

Exercicio 3. Prove que toda algebra complexa com unidade de dimensao finita é
isomorfa a uma subdlgebra A C M, (C) de uma algebra M, (C) de matrizes n x n
que contenha a matriz identidade. Conclua que, em dimensao finita, se z -y = e
entao y - r = e.

Exercicio 4. Seja B uma algebra de Banach com unidade, entao existe algebra de
Banach A com unidade que contém B como subdlgebra, mas a unidade das duas
Nao sao a mesma.

Exercicio 5. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade, e suponha que o(a) é
conexo, para todo a € A, suponha ainda que A seja isomorfo isometricamente a
C(X) para algum espago compacto X. Prove que X é conexo.

Exercicio 6. Seja A uma algebra complexa com unidade e, e seja a € A. Prove
que

{p(a) € A; p(z) € C[X]}
é a menor subélgebra de A que possui o conjunto {e,a}. Essa dlgebra é chamada

algebra gerada pelo conjunto {e,a}.

Exercicio 7. Seja X um espago localmente compacto de Hausdorff e ¢ : Cyp(X) — C
um homomorfismo complexo com a seguinte propriedade,

flz)>0, Ve e X = o(f) >0,

para todo f € Cy(X). Se X é de Lindeldf, entdo prove que existe x € X tal que
o(f) = f(x), para todo f € Cy(X).

Exercicio 8. Seja €2 um espago compacto de Hausdorff, e ¢ : C(Q2) — C que nao é
evaluado em ponto algum, isto é, nao existe zy € 2 onde ¢(f) = f(20), para todo
f € C(R). Prove que, para todo z € €, existe uma fungao f, € C(Q) onde f,(z) # 0
€ Qp(fz) = 0.

Exercicio 9. Encontre uma &lgebra de Banach A nao nula tal que nao existe um
homomorfismo complexo ¢ : A — C.
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Exercicio 10. Seja A uma &algebra de Banach, e ¢ : A — C um funcional linear
nao nulo tal que ¢(z?) = ¢(z)?, para todo z € A. Entdo prove que ¢ é um
homomorfismo complexo.

Exercicio 11. Se A é uma algebra de Banach com unidade e z,y € A. Mostre que
(a) r(z-y) =r(y- )
(b) Se x -y e y -z sdo invertiveis, entdo x e y sdo invertiveis.

Exercicio 12. Encontre uma algebra de Banach A em que existam elementos a, b €
A tais que nao ocorre r(a - b) < r(a)-r(b) e nem r(a+0b) < r(a)+ r(b).

Exercicio 13. Prove que {T" € £L(C") ; T ¢ invertivel } é um aberto de £(C").

Exercicio 14. Seja A uma algebra de Banach. Prove que {T" € B(A) ; T é injetiva}
¢ um aberto de B(A).

Exercicio 15. Encontre uma algebra de Banach A com unidade, onde existe z € A
tal que z* = z e o(x) nao é unitario.
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Capitulo 2
C*-algebras

Iremos tratar neste capitulo de um caso particular de algebra de Banach, que
sao as C*-dlgebras. Basicamente, o que caracteriza uma C*-dlgebra é a condi¢ao C*
(2.1). Nos concentraremos principalmente nos resultados iniciais de C*-algebras. Os
trabalhos de Gelfand e Naimark, que serao trabalhados neste capitulo, nos remetem
a caracterizacao de todas as C*-dlgebras comutativas com unidade, e a construcao
de Gelfand-Naimark-Segal. Além disso, faremos um breve estudo, na Secao 2.2,
sobre ideais, algebra quociente e a projecao canonica para desenvolvermos todas as
ferramentas suficientes para o Teorema de Gelfand-Naimark.

2.1 C*-dlgebras: Defini¢oes e Propriedades

Definigao 2.1.1. Seja A uma &lgebra complexa. Uma funcao x : A — A, onde
a +— a*, é dita uma involucao se temos

(a4 Ab)* = a* + \b*,

(a-b)*=0b"-a" e (a*)" = a,

para todos a,b € A e A € C. Neste caso diremos que A é uma algebra com
involucao. Diremos ainda que um elemento a € A é auto-adjunto, normal ou unitario
respectivamente quando a = a*, a*-a=a-a* ou a-a*=a"-a=e.

Definicao 2.1.2. Diremos que uma &lgebra de Banach A com involucao é uma
C*-4lgebra se
la - a*|| =|lall?, (2.1)

para todo a € A.
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Observagoes 2.1.3. Algumas observagoes sao importantes mediante as definigoes
anteriores.

(a)
(b)

A condicao (2.1) acima é conhecida como condigao C*.
Se A é uma C*-algebra, entao
[lal[ = fla"]], (2.2)

para todo a € A. Com efeito, ||a]|? < |[|a - a*|| < [|a||.]|a*||, concluindo que
lla]| < ||la*||, para todo a € A. Notando, além disso, que ||a*|| < ||(a*)*||, fica
provado (2.2).

Na Definigao 2.1.2, a condigao C* (2.1) pode ser substituida por
la-a*|| = |la]?, (2.3)

para todo a € A. De fato, suponha que (2.3) seja verdadeira. Como na letra
(b) desta observagao provamos que a involu¢ao é uma isometria utilizando
apenas a condi¢ao (2.3) acima, temos ||a - a*|| < ||a||.||a*|]| = [|a|[*. Tsso,
juntamente com a condic¢ao (2.3), nos fornece (2.1).

Se A é uma algebra complexa com involugao, entao facilmente provamos, por
defini¢do, que e, a + a*, i(a — a*) e a - a* sdo elementos auto-adjuntos, para
todo a € A.

Se A é uma algebra complexa com involu¢ao e com unidade, entao a é invertivel

se, e somente se, a* é invertivel. Neste caso (a*)™' = (a™!)*. Consequente-

mente, para todo a € A, temos

o(a*) =o(a). (2.4)

Vimos no primeiro capitulo que qualquer algebra de Banach pode ser imersa

em uma outra algebra de Banach que possua a unidade no Teorema 1.1.4. Veremos
que isto também pode ser provado para C*-algebras, isto é, toda C*-dlgebra pode ser
imersa em uma C*-dlgebra que possua unidade. Porém se temos A uma C*-dlgebra
e fizermos a extensao da algebra normada como no Teorema 1.1.4, nao conseguimos
provar a condi¢cao C* para a involucao natural que se extende em A x C. Faremos
o resultado de imersdao de uma C*-dlgebra em uma C*-algebra que possua unidade
no proximo Teorema em todos os seus devidos detalhes.
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Teorema 2.1.4 (Imersdo em C*-algebra com unidade). Toda C*-dlgebra A estd

contida em uma C* algebra A com unidade, onde A herda as operagoes, a norma e
a involucao de A. Mais ainda, v - A C A para qualquer elemento x € A.

Demonstragao: Seja A uma C*-algebra que nao possui unidade. Entao defina
A:=AxC. E assim, A pode ser visto naturalmente como um espago vetorial
complexo, definindo a operacao

(a, A) - (byp) == (a-b+ \b+ pa, A\w).

Sabemos, como ja visto no Teorema 1.1.4, que esta operacao torna A uma algebra
complexa com unidade (0, 1). Podemos ainda definir

Como ((a, \)*)* = (a*, \)* = ((a*)*j) = (a, \), além de obtermos as igualdades

(a+60b, )+ 0p)*
((a + 0b)*, X\ + Op)
= (a*+0b*, \ + 0n)
(a*,A) + 0", i)
(a, A)* +0(b, p)*

(@, A) - (b)) = (a-b+ Ab+ pa, Ap)”
= ((a-b+ \b+ pa)*, A\u)
(b* - a* + \b* + Tia*, i\)
= (b%,7) - (@A) = (b,p)" - (a, \)".

Concluimos que * ¢ uma involucao na algebra complexa A. Agora defina, para cada
(a, \) € A, a transformagao linear

A
a-T+ A\v.
Segue da Observacao 1.1.2 que T{, ) ¢ continuo. Defina em A

[1(a; M= [Tl (2:5)
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e provemos que ||.|| é uma norma em A. Primeiro perceba que, para todo ( € C,
temos ||C(a, N)|| = [C|.||(a, N)]|. Agora, note que se ||(a, \)|| = 0 entdo A = 0. De
fato, supondo, por absurdo, que A # 0, temos a - x + Ax = 0, para todo = € A,
através de (2.5). Portanto, para todo x € A, temos

*
a , ) a
Y r=ux, além disso, x* - <—:) ="
Como z € A é arbitrério, temos —§ = —%, e ainda mais, este elemento seria uma

unidade de A, o que é um absurdo, pois tomamos A sem unidade. Logo, A = 0 e
||(a,0)|| = 0. Disso, a-x = 0, para todo € A, e tomando = = a* obtemos que
a = 0. Assim, provamos que ||(a, A\)|| = 0 implica (a, \) = (0,0). Além disso, para
todos (a, ), (b, ;1) € A, valem as igualdades

Ttan)- (o) = Tian) © Lo € Tian)+0m) = Lan) + o - (2.6)
De fato,
T (@) = Tlabrrotparn ()
= (a-b+Xo+ pa)-z+ Aux
= a-b-x+ -2+ pa-x+ M\uzx
= a-b-x+pa-r+Mo-x+ A\uzx
= a-(b-x+px)+ bz + px)
= Tiun(b-x+ px)
= T Tom@)
= (Tt © Tiom)(2)
e

Tam+em (@) = Tatbrtm ()
= (a+b) -+ (A+p
= a-x+b-x+ I+ pux
= a-x+Ix+b-x+ pux
= T (@) + T ()
= (Tlap +Tow)(2)

para quaisquer (a, A), (b, 1) € Aex € A, demonstram as igualdades (2.6) concluindo
que
[1(a; A) + (b, ) < [[(@; M+ [1(0, )l
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[1(a, A) - (b, || < [ (a; M6, w)]]-

Além disso, temos ||(0,1)|| = 1. Portanto (2.5) define uma norma em A.
Provemos agora que (A, |].||) é completo. Para isso defina
T, ./Zl\ — C o T, ./Z — A
(a,A) — A (a, ) — a.

Ora, ker Ty = A x {0} e como |[|(a,0)|| = |a| para todo a € A, segue que A x {0}
¢ isomorfo isometricamente a A concluindo que ker T; ¢ um espago de Banach.
Portanto ker T} é fechado em A. Como 77 é um funcional linear com ker T; fe-
chado, entao 77 é continuo. De fato, suponha, por absurdo, que T; seja descontinuo.
Portanto existe (x,)n,en em A tal que x,, — 0 e Ty(x,) # 0, existindo subsequéncia
(@, Jken tal que |Ti(z,, )| > €, para todo k € N. Definindo

Ty,

Tl (xnk>

Yk = —Z,

onde z € A é um elemento qualquer satisfazendo Ty(z) = 1, obtemos Ti(yy) =

ggz”’“g —Ti(z) =0, isto é, yx, € ker Ty. Além disso, como x,, — 0 e |T1(z,, )] > €
Nk
concluimos que
Ty 1E2
< — 0,
' ‘ T (xnk) ‘ €

e portanto y, — —z em (A, ||.||). Mas (y)ren ¢ uma sequéncia em ker Ty e ker T
é fechado, concluindo que Ti(—z) = 0, o que é um absurdo! Portanto 7} é continuo.
Com a continuidade de T3, deduzimos a continuidade de T,. Com efeito,

1 T2(a, VI = lall = [[(a, 0)[| < [I(a, M| + [[(0, =M[| = [I(a, M|| + |T1(a, A)|
< lCa, I+ T3] (a, M| = (1 + [[Ta]])][ (@, A)]]-
Provemos a completude. Seja (a,, A\y)neny uma sequéncia de Cauchy em A.

Entao T’ (an, \n) € To(an, Ay) s@o de Cauchy em C e A respectivamente, concluindo
que (Ap)nen € (Gn)nen convergem para algum A € C e algum a € A. Por outro lado,

|’T(an7)\n) - T(am)\m)” = [[(@n; An) = (@, Am)l],

e portanto (T(,, 1) )nea € de Cauchy em L(A) e, portanto, existe T € L(A) tal que
Tan ) — T. Note, enfim, que T' = T, 5). De fato, se z € A entao T4, z,)(7) =
T(x) ou seja

an -+ Nz — T(z).
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Por outro lado, pela continuidade das operacoes em A, temos
Ap T+ AT —a-T+ Az

e, pela unidade do limite, temos T(z) = a -z + Ax = T, ) (x). Como z € A foi
arbitrario, entao 17" = T{,4 ). Entao

||<an7 A?’Z) - (CL, A)H - ||T(an7/\n) - T(a7>‘)|| - 07

e consequentemente (a,, A\,)neny € convergente em A Assim, A é uma algebra de
Banach com involucao. R

Resta-nos provar a condigao C*. Considere (a,\) € A. FEntao, para todo
x € A, temos

1Tan (@I = lla-z+ x|

= [|(a-z+X2)* (a-z+ \v)|

= [|(z* a* + Az*) - (a- @ + A7)
I( (a* - a*+Xa*) - (a-z+Az) , 0)]
[1(2*,0) - (@, A)" - (a, A) - (z, )]
(
(

)
(2, 0)[]-[1(a; A)* - (a, N[ [[(, 0)]
[1(a, )" - (a, M)]] [

IA

IN

e, dessa maneira, segue
(@, VI = [Tianll* < [I(a, A)* - (a, NI,

demonstrando, finalmente, que A satisfaz a condigao (2.3) e portanto é uma C*-
algebra.

Observagao 2.1.5. Note que a norma definida na algebra A no Teorema 2.1.4 difere
da norma definida na dlgebra A no Teorema 1.1.4. Note também que ao colocarmos
A dentro de A, tivemos obrigatoriamente que ter A uma C*-dlgebra sem unidade, o
que nao aconteceu no Teorema 1.1.4, ou seja, se tivéssemos uma algebra de Banach A
com ou sem unidade, poderiamos imergi-la propriamente em uma algebra de Banach
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com unidade A. Isto se dé pelo fato de que as estruturas C*-algebras requerem
condigoes que exigem mais de sua estrutura. Isto significa que nas demonstracoes em
que precisamos utilizar sua estrutura, teremos bem menos opgoes do que as algebras
de Banach, porém como consequéncia, teremos resultados bem mais solidos para
teoria, como pode ser constatado nos Exercicios 17 e 31.

Exemplo 2.1.6. Quando X € um espago compacto de Hausdorff, entao jda sabemos
do capitulo anterior que C(X) € uma dlgebra de Banach com a norma da con-
vergéncia uniforme. Podemos ainda definir a sequinte involu¢ao sobre C(X): se
f € C(X) entao defina f*: X — C por

fH(x) = f(z), (2.7)

e temos f* € C(X). Facilmente provamos que x é uma involugdo e, mais do que
1850, note que

2
18-l = suplf (@) @) = supls@)f = (supl)l) = I

zeX

onde para notar a tnica desigualdade acima, observe que \/sup,cx |f(z)?> € cota
superior do conjunto {|f(z)] € R; x € X}. Assim, C(X) cumpre a condigdo (2.3),
e portanto é uma C*-dlgebra.

Assim, se X € um espaco localmente compacto de Hausdorff, podemos provar
facilmente que Co(X) possui uma involug¢do como definida em (2.7) que, de maneira
andloga, podemos provar que € uma C*-dlgebra.

Exemplo 2.1.7. Seja H um espago de Hilbert complexo. Sabemos que B(H), como
definida no Exemplo 1.1.9, é uma dlgebra de Banach, e se T € B(H) entdo sabemos
que existe um unico operador linear continuo T* : H — H tal que (T(x),y) =
(x,T*(y)), para todos x,y € H. Dessa forma

BH) — B(H)
T — T

¢ uma involucao em B(H). Note também que
IT@)* = [(T@),T@)] = [{ (T oT)(x))]
< [T o T) ()]

IN

17 o T|[.| ||,
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para todo x € H, e portanto temos
ITI]? < ||IT* o ],

provando que B(H) cumpre a condigdo (2.3), que € equivalente a condigio C* (2.1).
Assim B(H) é uma C*-dlgebra com unidade, onde a unidade é a transformacao
1dentidade.

Proposicao 2.1.8. Seja A uma dlgebra complexa com involucao, e seja a € A.
Entao a pode ser escrito, de maneira unica, da forma a = u+1v, onde u,v € A sdo
auto-adjuntos.

Demonstragao: Se a = u + iv, com u,v € A auto-adjuntos, entao facilmente
provamos que

a=1u-+1
a*=u—1

e, da equacao acima, obtemos

u:a—;a e v:—i(a_a), (2.8)

provando que essa representacao, se existir, é Unica, ja que terd que ser da forma
(2.8). Agora, para notar que existe, basta notar que se acontece (2.8) entao u,v € A
sao auto-adjuntos e satisfazem a = u + iv.

Teorema 2.1.9. Seja A uma C*-dlgebra com unidade e seja a € A um elemento
auto-adjunto. Entio o(a) C R.

Demonstracao: Provemos primeiramente que, para todo x € A, temos

x é auto-adjunto = x + ie é invertivel. (2.9)
De fato, seja x é auto-adjunto e suponha, por absurdo, que x 4 ie é nao invertivel.
Segue que —i € o(x) e portanto, para todo & > 0, temos que (§ + 1)e — (e + ix) =
e —ir = i(—ie — x) é ndo invertivel, concluindo assim, que

£+ 1€ o(te +ix)
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e, da pertinéncia acima e da condi¢ao C* (2.1), obtemos
€+ 1° < [|€e + x| |* = ||(€e +ix)* (e +ix)|| = ||(€e)® + 2| < & + |z,

implicando que 1+ 2¢ < [|z||?, para todo € > 0. Ora, isto é impossivel em R, entdo
temos uma contradicao, provando, dessa forma, que x+ie é invertivel. Esta provada
a implicagao (2.9).

Agora, para concluir o resultado, suponha que a € A é auto-adjunto, e A €
o(a). Sabemos que existem «, 3 € R tais que A = «a + if3. Se, por acaso, § # 0

entao
ae —a

p

ser auto adjunto, temos uma contradicao, ja que o primeiro membro da

)\e—azﬁ{ +i6:|

ae—a

e, por
igualdade acima é nao invertivel, com o segundo membro sendo invertivel, por (2.9).
Logo nao pode ocorrer § # 0, provando que A = o € R.

Proposigao 2.1.10. Seja A uma C*-dlgebra com unidade e seja a € A. Se a é
normal, entao
la]| = r(a).

Demonstragao: Primeiro provemos o caso em que o elemento é auto-adjunto.
Seja * € A auto-adjunto. Pela condigao C*, temos ||z?|| = ||z||?, mas como z?
é auto adjunto, entdo ||2|| = ||(z?)?|| = ||2®|]*> = ||z||* e, de maneira indutiva,
obtemos ||z%"|| = ||z||*", para todo n € N. Consequentemente, pela Férmula do
Raio Espectral, obtemos

2”||1/2”

r(z) = lim ||z = lim |2[] = ][],

e 0 caso auto-adjunto estda provado. Agora, provemos o resultado para o caso geral.
Seja a € A normal. Entao de posse de que a - a* é auto-adjunto, tem-se

lall* = lla-a*|| =r(a-a*) =lm||(a-a*)"||*/"
< limHa”Hl/”.limH(a”)*Hl/”:limHa”Hl/”.limHa"HI/”
= r(a)’ < |lal]?,

e, consequentemente, obtemos r(a) = ||al|.
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Observagao 2.1.11. Observe que, pelo resultado anterior, toda C*-dlgebra comu-
tativa A satisfaz ||a|| = r(a), para todo a € A. Isto serd de utilidade fundamental
para o Teorema de Gelfand-Naimark.

Teorema 2.1.12. Seja A uma C*-dlgebra, e seja  : A — C um homomorfismo
complexo. Entao

p(a”) = ¢(a), (2.10)
para todo a € A.

Demonstragao: Suponha primeiramente que A seja uma C*-dlgebra com unidade
e. Se x € A é auto-adjunto entao, pelo Teorema 1.3.7 de Gleason-Kahane-Zelazko,
temos p(z) € o(x) e portanto, pelo Teorema 2.1.9, temos

¢(z) e R.

Agora, suponha a € A qualquer e, pela Proposicao 2.1.8, podemos escrever a =
u + iv, com u,v € A auto-adjuntos. Pelo que provamos anteriormente, temos
o(u), p(v) € R e portanto

pla*) = o((ut+i)) = @u—iv)
= p(u) —ipv) = ¢

= plutiv) = ¢la),

concluindo (2.10). Suponha agora que A seja uma C*-dlgebra sem unidade. Pela
demonstracao do Teorema 2.1.4 de Imersao em C*-dlgebra com unidade, podemos
fazer A x C uma C*-élgebra com unidade e = (0, 1), e definir

p : AxC — C
(a,\) — ola)+ A\

Da mesma forma como foi feito no Teorema 1.2.4 deduzimos que ¢ é um homomor-
fismo complexo da C*-dlgebra A x C, resultando, pela primeira parte, que

p(a”) = ¢(a®,0) = ¢((a,0)%) = @(a,0) = ¢(a),

para todo a € A.

20



Observagao 2.1.13. O Teorema 2.1.12 significa que todo homomorfismo complexo
de uma C*-dlgebra preserva involugao. Sendo A uma C*-dlgebra, e a € A auto-
adjunto, se ¢ : A — C é um homomorfismo complexo, entao, pelo Teorema anterior,
temos p(a) € R. Temos uma consequéncia do resultado acima.

Corolario 2.1.14. Seja X um espago localmente compacto de Hausdorff, sejam
ainda ¢ : Co(X) — C homomorfismo complexo e f € Co(X). Se f(z) > 0 para todo
x € X, entdao o(f) > 0.

Demonstragao: Se f(x) > 0, para todo x € X, entao sabemos que existe g : X —
C continua tal que g(x) > 0, para todo z € X, e g = f. Nao ¢ dificil provar que
g € Cy(X). Como g(x) € R, para todo x € X, temos ¢(g) = ¢(g*) = ¢(g), através
do Teorema 2.1.12. Portanto ¢(g) € R, donde concluimos ¢(f) = ¢(g?) = ¢(g)? >
0.

Definicao 2.1.15. Sejam A e B algebras complexas com unidade. Uma trans-
formagao linear ¢ : A — B é dita um homomorfismo se

p(z) - p(y) = w(z - y), e p(ea) = es.

Se além disso, ¢ for bijecao, entao diremos que ¢ ¢ um isomorfismo.

Observacao 2.1.16. Observe que, por definicao, homomorfismos complexos defini-
dos sobre algebras complexas com unidade sao casos particulares de homomorfismos.
Nao ¢ dificil provar que imagens de homomorfismos sao subalgebras sobre seu con-
tradominio. Além disso, pode-se provar, sem maiores dificuldades, que a composicao
de homomorfismos é um homomorfismo.

Teorema 2.1.17. Sejam A e B duas C*-dlgebras com unidades, e m : A — B um
homomorfismo que preserva involugao, isto é,

para todo a € A. Entio m € continuo e ||r|| = 1.
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Demonstracao: Note primeiro que, se z € A possui inverso, entdo m(x) possui
inverso, a saber, m(z)™' = w(z7!). Assim, sendo a € A, se \eg — w(a) é nio
invertivel em B, entdao A\e4 — a é nao invertivel em A, pois

Aeg — m(a) = m(Aey — a).
De maneira natural, isto nos diz que

o(n(a)) C o(a),

donde conclui-se que

r(m(a)) < r(a), (2.11)
para todo a € A. Agora, note que se a € A entao m(a)* - w(a) é auto-adjunto em B
e, pela Proposicao 2.1.10, temos ||7(a)* - m(a)|| = r(7(a)* - 7(a)). Portanto
Im(@]]* = llr(a)" - #(a)ll = r(w(a)"-(a))
= r(r(a*-a)) < r(a*-a) (2.12)
< el < lall,

para todo a € A, onde a primeira desigualdade acima pode ser observada através
da desigualdade (2.11). Mas como 7(e4) = eg, entdo por (2.12) temos 7 continuo e
[Iml| = 1.

Teorema 2.1.18. Sejam A uma C*-dlgebra com unidade, e B uma subdlgebra fe-
chada com mesma unidade, tal que B seja fechada para a involugao. Entao, para
todo x € B, temos o4(x) = op(x).

Demonstracao: Sabemos que todo elemento invertivel em B é invertivel em A, e
portanto o4(z) C op(x). Resta-nos provar a outra inclusdo. Note primeiramente
que se b € B é auto-adjunto, entao, pelo Teorema 2.1.9, temos o (b) C R e portanto
possui interior vazio, concluindo assim, pelo Corolario 1.4.4, que o4(b) = o5(b).

Provemos agora que se a € B ¢ invertivel em A entdao a é invertivel em B.
Se a € B é invertivel em A, entdo a* - a é invertivel em A, concluindo assim que
0 ¢ oala*-a) e, por a*-a ser auto-adjunto, devemos ter, pela primeira parte,

*

oala®-a)=op(a”-a),
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demonstrando que 0 ¢ op(a*-a), e resultando consequentemente que a*-a é invertivel
em B. Analogamente a - a* é invertivel em B, portanto existem elementos ¢, d € B
tais que

a-c=d-a=e,

e notando que
d=d-e=d-a-c=e-c=c,

tem-se que a é invertivel em B. Assim provamos que se a € B ¢é invertivel em A
entdao a é invertivel em B. Consequentemente se x € B e A € op(x) entdo \e — x é
nao invertivel em B, logo Ae —x é nao invertivel em A, e portanto A € g4(z). Assim
op(x) C o4(x), o que prova a dupla inclusao!

2.2 Ideais, Algebra Quociente e Projecao Canonica

Nesta secao faremos um breve estudo sobre ideais, dlgebras quocientes e a

projecao canonica, o qual serd bastante util como ferramenta para o Teorema de
Gelfand-Naimark.

Definigao 2.2.1. Seja A uma algebra complexa comutativa com unidade, e seja
J C A um subespago vetorial. Entao J é dito ser

e ideal de Ase A-J C J,
e ideal proprio de A se for ideal e J # A,

e ideal maximal se for ideal préprio de A e for o unico ideal préprio de A que
contém J.

Note que um ideal maximal é maximal pela relacao de inclusao no conjunto
dos ideais proprios de A. Além disso, nucleos de homomorfismos sao ideais sobre
seu dominio.

Teorema 2.2.2. Seja A uma dlgebra complexa comutativa com unidade. Entao
todo ideal proprio de A estd contido em algum ideal maximal.

Demonstracgao: Basta usar o Lema de Zorn. Seja I um ideal préprio de A. Defina
S:={J CA; Jéideal préprio de A que contém I},
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notando que S é nao vazio, ja que I € S. Ora, S esta parcialmente ordenado pela
relacao de inclusao. Além disso, toda cadeia em S possui uma cota superior em S.
De fato, se {Ja}acr é uma cadeia em S, entdo J := J, ., Jo ¢ um elemento de S.
Com efeito, se z,y € J, entao existem a,, oy € L, onde x € J,, ey € J,,, concluindo
que x,y € Jo, ou z,y € Jo,, mas em qualquer caso v +y € J e, analogamente,
temos Az € J, sempre que x € J e A € C. Além disso, se z € J e y € A, entao
T € Ju,, para algum oy € L e consequentemente z -y € J,, C J. Por tultimo, note
que J # A pois e ¢ J. Fica provado que J € S é cota superior para cadeia {J, }acr-
Pelo Lema de Zorn, S possui elemento &2 maximal. Assim, podemos demonstrar,
sem maiores frustragoes, que & é ideal maximal de A.

Através do Teorema anterior, pode-se provar sem dificuldades que a intersecao
de todos os ideais maximais de A é nao vazio e portanto um ideal de A.

Definigao 2.2.3. Seja A uma algebra complexa comutativa com unidade. Entao a
intersecao de todos os ideais maximais de A é chamado radical de Jacobson de A e
denotado por Rad;(A).

Teorema 2.2.4. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade. Entao
todo ideal maximal de A € fechado.

Demonstracao: Seja M ideal maximal de A. Nao é dificil provar que M é ideal de
A. Como M ¢ ideal préprio, este nao possui elementos invertiveis, pois caso existisse
x € M invertivel, terfamos o absurdo de que A= A-z7' -2 C M. Logo G(A) nao
intersecta M, mas como G(A) é aberto, G(A) nao intersecta M e, assim M ¢é ideal
préprio que contém M. Como M é maximal, concluimos que M = M.

Algebra quociente. Observe que se temos A uma algebra complexa comutativa
com unidade e J C A um ideal de A, entdo podemos definir uma relagao de equi-
valéncia em A por z ~ y se x —y € J. Quando x € A, representamos a classe de
equivaléncia que contém x por = + J. Note que

Apv={x+J; v € A}
e podemos definir as seguintes operagoes em A/ ~,
(z+J)+w+J):=(@+y) +J (x4+J)-(y+J):=(z-y)+ J,
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Mz 4+ J) = (A\x) + J,

para todos z,y € A e A € C. Podemos facilmente provar que essas operagoes estao
bem definidas em A/~, e portanto a estrutura .4/~ munida com essas operagoes
serd denotada por A4 /J. Pode-se, também, facilmente provar que A/.J é uma dlgebra
complexa comutativa com unidade.

Teorema 2.2.5. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade, e J um

ideal de A fechado. Entao
||z + J|| := inf]|z + yl]
yeJ
¢ uma norma em A/J e, com a norma definida acima, A/J é uma dlgebra de
Banach.

Demonstragao: Se J = A, entao o resultado é trivial. Iremos supor que J # A. E
facil provar que ||.|| estd bem definida. Provemos primeiro que ||.|| é uma norma em
A/J. Facilmente provamos ||0|| =0 e |[A(z + J)|| = |A|.||x + J||, para todos = € A
e A € C. Além disso, tomando z,y € A temos, para todos z,w € J, a seguinte
desigualdade

lz+y+ I < llz+ (y +w) + 2] < [lz+ 2] + [ly + wl]
e, fazendo o infimo com z € J e depois com w € J, obtemos
|z +y+ J|| < |lz+ ||+ |y + J]I. (2.13)
De maneira analoga, obtemos também
-y + JI < flz+ J[| - [ly + JII. (2.14)

Além disso, se ||z+J|| = 0, entao existe uma sequéncia (z,) em J tal que x+z, — 0,
ou seja, z, — —x e portanto x € J = J, concluindo assim x + J = 0. Assim

llz+ J|| =0 se, e somente se, x+J=0. (2.15)

Note também que se z € J, como J é um ideal préprio de A, entao z nao é invertivel,
pois caso contrdrio A = Az~'z C J, o que seria um absurdo. Logo —z nao é
invertivel, e por (1.17), temos que ||e+z|| > 1, concluindo que 1 = ||e|| > inf.c; ||e+
z|| > 1, e dessa forma, temos

lle+ J|| =1 (2.16)
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e entdo, por (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16), temos que ||.|| é uma norma em .4
Provaremos agora que A/J é um espago de Banach. Seja (x, + J)pen uma
sequéncia de Cauchy em A/J. Provemos que ela possui uma subsequéncia conver-
gente, e como ela é sequéncia de Cauchy, ela convergira.
Tome uma subsequéncia (z,, + J)ken tal que, para todo k € N, temos

|@n + ) = @y + T <275,
ou seja,
1((20,) = (@) + JI < 27

e portanto, pela definicdo da norma em A/J, para cada k € N, existe um y; € J tal
que
—k
(zn,) = (Tnypn) +ul] <277
Além disso, definindo z; :=0e 2z, := —y; — Y2 — ... — Yp_1, cOom k > 2, teremos

que (2x)ren € uma sequéncia em J. Além do que, temos 2z — 2x+1 = Yk, para todo
k € N, e portanto

1@n, + 20) = @y + 20l <27,

nos dizendo que a sequéncia (z,, + 2x)ken ¢ de Cauchy em A e portanto converge
para algum x € A. Assim

(@n, +J) = (& + DIl = (2, —2) + || < |20, =2+ 2] =0

quando k — oo. Portanto (z,, + J)ken converge para (z+.J), mas como (x,+ J)nen
¢ de Cauchy, entao converge para (z + J).

Definicao 2.2.6. Seja A uma algebra de Banach comutativa com unidade, e J um
ideal fechado de A. Entao a projecao canonica é a fungao

T A = A/J
r = x4+ J

Teorema 2.2.7. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade, e J um

ideal fechado de A. Entao a projecio canénica w: A — A/J € um homomorfismo
continuo e ||r|| = 1.
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2.3 A Transformada de Gelfand

Aqui iremos desenvolver a teoria da transformada de Gelfand sobre algebras de
Banach comutativas com unidade, eis que a transformada de Gelfand e suas propri-
edades devem ser de inteira familiaridade para o leitor compreender a demonstragao
do Teorema de Gelfand-Naimark.

Observacao 2.3.1. Seja A uma algebra de Banach comutativa com unidade. Entao
denotaremos nestas duas proximas se¢oes por M o conjunto de todos os ideais
maximais de A, e denotaremos ainda por A o conjunto de todos os homomorfismos
complexos de A.

Teorema 2.3.2. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade, sejam
ainda M e A como na observacao acima. Entdo

S A - M
h — kerh

estd bem definida e € bijecao. Em particular, M = {ker h C A; h € A}.

Demonstragao: Primeiro, note que & esta bem definida. De fato, se h € A entao
facilmente provamos que ker h é ideal préprio de A. Provemos que ker h é maximal.
De fato, se existir um ideal P que contém propriamente ker h, entao existe x € P
tal que x ¢ ker h e, como h(z)e —x € ker h C P e x € P, temos h(x)e € P,
concluindo finalmente que e € P, ja que x ¢ ker h, isto é, h(x) # 0. Assim P = A.
Logo, ker h é maximal.

Provemos agora que & é sobrejetiva. De fato, se M € M, entao A/M é uma
algebra de Banach com unidade. Note que

G(A/M) = A/M \ {0}. (2.17)

De fato, se © ¢ M, entao (z)+M = (e) e, portanto, existem y € A em € M tais que
z-y+m = e, concluindo e—z-y € M, isto é, (x+M)-(y+M) = (e+M), donde segue
(2.17). Pelo Teorema 1.3.5 de Gelfand-Mazur e por (2.17), existe um homomorfismo
complexo bijetivo ¢ : A/M — C e definindo h :== mop, onde 7 : A — A/M é a
projecao canonica definida em 2.2.6, temos h : A — C um homomorfismo complexo,
ou seja, h € A, com nucleo ker h = M, ja que ¢ é bijetivo e m possui nicleo M,
resultando que J(h) = M. Assim & é sobrejetiva.

Provemos agora que  é injetiva. Sejam ¢,1 € A tais que S(p) = ().
Entao ker ¢ = ker 1, portanto se x € A, entao p(x)e — z € ker ¢ = ker 1, donde
segue Y(p(x)e — x) = 0, decorrendo assim que ¢(z) = ¥(x) e, da arbitrariedade de
x € A, segue p = 1. Assim, & é uma bijegao.
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Corolario 2.3.3. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade, seja
ainda v € A. Entao

o(z) ={h(x) e C; he A}

Demonstragao: Note que uma inclusao é imediata pelo Teorema 1.3.7 de Gleason-
Kahane-Zelazko, portanto provemos a outra inclusdo. Se A € o(z) entdo Ae — z é
nao invertivel e portanto pertence a algum ideal maximal M € M. Pelo Teorema
2.3.2, temos que \e — x esta no nicleo de algum homomorfismo complexo h. Assim
h(Xe — z) = 0 e portanto h(x) = .

Observacgao 2.3.4. O Corolério 2.3.3 é bastante importante para estabelecer se-
guinte equivaléncia quando A é uma algebra de Banach comutativa com unidade,

r € Rad;(A) se, e somente se, r(z) =0, (2.18)

para todo z € A. Isto pode ser facilmente provado usando o Corolario 2.3.3 junto
com o Teorema 2.3.2. Segue, no préximo corolario, mais uma consequéncia do
Teorema 2.3.2.

Definigao 2.3.5. Diremos que uma &dlgebra de Banach A comutativa com unidade
é semisimples se Rad;(A) = {0}.

Corolario 2.3.6. Sejam A e B dlgebras de Banach comutativas com unidade e B
semisimples, seja ainda ¢ : A — B um homomorfismo. Entao ¢ € continuo.

Demonstragao: Pelo Teorema do gréfico fechado, basta mostrar que se (x;,)nen
converge para  em A e (¢(x,))nen converge para y em B, entdo ¢(x) = y. Tome h
um homomorfismo complexo de B e note que 1 := h o ¢ é homomorfismo complexo
de A. Logo, pelo Teorema 1.2.4, temos que h e ¥ sdo continuos. Assim

h(y) = h(lim @(zy)) = lim h(p(zn)) = lim(z,) = ¢ (x) = h(p(z)),

e portanto p(z) —y € ker h. Como o homomorfismo complexo h de B foi arbitrario,
segue, pelo Teorema 2.3.2, que ¢(x) —y € Rad;(B) = {0} e logo ¢(z) = y.
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Dada uma &algebra de Banach A comutativa com unidade, ja sabemos, pelo
Teorema 2.3.2, que ha uma bijecao entre os conjuntos A e M. Tanto o conjunto A
quanto M sao frequentemente chamados espectro de A. Nosso presente objetivo, a
partir de agora, é colocar uma certa topologia em A que o torne um espaco compacto
e logo em seguida definir uma funcao 7g : A — C(A) chamada transformada de
Gelfand, a qual possui algumas propriedades que nos auxiliarao a provar o Teorema
de Gelfand-Naimark. A construcao fara seu completo sentido no Teorema 2.4.3 de
Gelfand-Naimark.

Definicao 2.3.7. Seja A uma algebra de Banach comutativa com unidade, seja
ainda a € A. Entao a fungao
a:A—C

definida por a(p) = ¢(a), é chamada a transformada de Gelfand de a.

Observacgao 2.3.8. Note que se A é uma algebra de Banach comutativa com uni-
dade, entao {a},c4 é uma familia de fungdes com dominio A e contradominio C.

Definigao 2.3.9. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade. Entao a
topologia de Gelfand 7g de A é a menor topologia sobre o conjunto A tal que todas
as fungoes da familia {a}.c4 sejam continuas.

Teorema 2.3.10. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade. A com
a topologia de Gelfand Tg € um espaco topolégico compacto de Hausdorff.

Demonstragao: Sendo A uma élgebra de Banach comutativa com unidade, entao

Z = [ [ Dyay(0)

acA

é um espago topoldgico compacto com a topologia produto, pelo Teorema de Ty-
chonoff. Mas lembre-se que a topologia produto é a menor topologia que tornam
continuas todas as projecoes

Do Z = Dy (0),

onde p,(f) = f(a). Assim, p, : Z — C é continua, para todo a € A. Note ainda
que A C Z. De fato, se ¢ € A entdo, pelo Teorema 1.2.4, temos ||¢(a)|| < ||al|, ou

seja, p(a) € Djq)(0), concluindo que ¢ € Z. Além do mais, sendo 7 a topologia
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relativa de A em Z, entdo 7 contém Tg. De fato, note que p,|a(p) = ¢(a) = a(p),
para todo ¢ € A, e assim

pa’A :aa
mas
pa|A A —=C

é continua quando vemos A com a topologia relativa T, concluindo que @ é continua
com a topologia 7. Como 7Tg é a menor topologia que torna todos @ continuos, segue
que Tg C T. Portanto para provarmos que (A, 7g) é compacto, basta provar que A
é fechado em Z, pois dessa maneira teriamos (A,7) um espago compacto, e ja que
Tg C T, terfamos também (A, 7g) compacto.

Provaremos que A é um fechado de Z. Para isso, para cada a,b € Ae X € C,
defina

La7b> Ma7b> Sa7)\, I :Z— C,

definidas por

Lap(f) = Pars(f) = pa(f) — po(f),
Map(f) = pas(f) = palf)-Pe(f),
Saa(f) = paa(f) = Apalf),

I(f) = [fle) —

Notando que todas essas fungoes sao continuas e

(ﬂ Lab{0}> (ﬂ Mab{0}> ( M S“{O}) (I7({0})),

a,be A a,be A acANeC

conclui-se que A é um conjunto fechado de Z e, por Z ser compacto, segue a com-
pacidade de A em sua topologia relativa 7. Fica demonstrado que A é compacto
com a topologia de Gelfand, ja que Tg C T.

Provemos que A é de Hausdorff na topologia de Gelfand. Se ¢,¢ € A com
@ # 1, entao existe a € A tal que ¢(a) # (a), existindo assim, dois abertos
disjuntos A, B C C tais que ¢(a) € A e ¢(a) € B, isto é, a(p) € A ea(y) € B.
Como A e B sao disjuntos, decorre que a~'(A) e a~!(B) sdo disjuntos e abertos de
A, onde p € a(A) e € a~'(B). Logo, A também ¢ de Hausdorff com a topologia
de Gelfand.
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Observagao 2.3.11. Acabamos de provar que se A é uma algebra de Banach comu-
tativa com unidade, entao A com a topologia de Gelfand é um espaco topoldgico
compacto de Hausdorff, fazendo sentido falar na dlgebra de Banach C(A) e, para
cada a € A, temos a : A — C continua, isto é, a € C(A).

Definigao 2.3.12. Seja A uma algebra de Banach comutativa com unidade. Entao
a funcao
T : A — C(A)
a — a
¢ chamada transformada de Gelfand.

Teorema 2.3.13. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade. Entdo a
transformada de Gelfand Tg : A — C(A) é um homomorfismo de dlgebras continuo,
de norma ||Tg|| =1 e com nicleo Rad;(.A).

Demonstragao: Note primeiro que Tg é um homomorfismo, pois

Tola+M)(@) = (a+M)(p) = @la+Ab)
= (a) +Ap(b) = Q(p) + \b(p)
= (@+b)(p) = (Tgla) + AT5(b)(),

para todo ¢ € A. Portanto
Tg(a+ \b) = Tg(a) + NTg(b)
e logo Ty é linear. De maneira andloga provamos que Ty é multiplicativa, isto €,
Tg(a - b) = Tg(a) - Tg(b)

e, além disso, Tg(e) é a unidade de C(A), pois Tg(e)(p) = 1 para cada ¢ € A.
Assim T ¢ um homomorfismo.
Provemos agora que Tg é continuo e possui norma 1. De fato, temos

1T (a)l| = [lal] = sup [[a(e)]] = sup |le(a)|| < lal],
peEA pEA
para todo a € A. Disso e do fato de ||Tg(e)|| = 1, segue que ||Tg|| = 1.

Por fim, se Tg(x) = 0, entao ¢(x) = 0, para todo ¢ € A e, pelo Corolario 2.3.3,
segue que o(z) = {0}, isto é, r(z) = 0, concluindo por (2.18), que = € Rad;(A).
Reciprocamente, suponha =z € Rad;(A). Por (2.18), obtemos r(z) = 0, isto é,
o(xz) = {0}. Consequentemente, pelo Coroldrio 2.3.3, temos ¢(x) = 0 para todo
¢ € A e entdo, finalmente, obtemos Tg(x) = 0. Assim, o nicleo de Tg é Rad;(A).
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Provaremos que em uma C*-dlgebra comutativa com unidade, a transformada
de Gelfand é exatamente uma isomorfismo isométrico que preserva involucao. A isto
se resumird o Teorema de Gelfand-Naimark.

2.4 O Teorema de Gelfand-Naimark

Nesta secao estamos interessados, em provar o Teorema de Gelfand-Naimark.
Precisaremos de toda teoria desenvolvida na secao anterior. O Teorema de Gelfand-
Naimark se resume em investigar a transformada de Gelfand no caso em que a
algebra comutativa com unidade A seja uma C*-algebra comutativa com unidade.

Teorema 2.4.1. Seja A uma C*-dlgebra comutativa com unidade. Entdao a trans-

formada de Gelfand Tg : A — C(A) preserva involug¢ao e norma, isto €, valem as
igualdades Tg(a*) = Tg(a)* e ||Tg(a)|| = ||a|| para todo a € A.

Demonstragao: Se a € A ¢é auto-adjunto, entao

a* =, ou seja Tg(a)" = Tg(a).

De fato, pela Observacao 2.1.13, temos ¢(a) € R, para todo ¢ € A, fazendo com

que @ seja uma funcao que assume valores reais, e portanto auto adjunta em C(A).
Se a € A, entao pela Proposicao 2.1.8, existem z,y € A auto-adjuntos tais

que a = x + 1y, e portanto

Tg(a)® = Tg(z +1y)
= Tg(x) —iTg(y)"
= Tg(x) —1Tg(y)
= Tg(z" —1iy) = Tg(a")

Isso prova que Ty preserva involugao. Provemos agora que 7y preserva norma. De
fato, se a € A entao a é normal, pois A é uma &lgebra comutativa, e pelo Teorema

2.1.10, temos r(a) = ||al|. Assim, pelo Corolario 2.3.3, temos
1Tg(a)|| = l[al| = sup [¢(a)] = sup [A] = r(a) = [[all,
pEA Aeo(a)

e o Teorema esta provado.
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Observacao 2.4.2. Uma consequéncia imediata do Teorema anterior é que toda
C*-algebra comutativa com unidade é semisimples.

Teorema 2.4.3 (Gelfand-Naimark). Seja A uma C*-dlgebra comutativa com uni-
dade. Entdao existe um espaco topoldgico compacto de Hausdorff X tal que A ¢é
isomorfo isometricamente a C(X).

Demonstragao: De fato, seja
Tg A — C(A)

a transformada de Gelfand. Pelo Teorema 2.4.1 anterior, B := T5(.A) é subélgebra
de C(A) fechada para involu¢do com a unidade de C'(A), a saber, e. Como Tg
preserva norma, entao A é isomorfo isometricamente a B, logo B é um espaco de
Banach. Note ainda que B separa pontos de A, isto é, se p,9 € A, onde ¢ # 1),
entao existe f € B tal que f(¢) # f(¢). De fato, se p,1» € A com ¢ # 1) entao
existe a € A tal que ¢(a) # ¥(a), isto é, a(p) # a(y).

Pelo Teorema D.6 de Stone-Weierstrass, B ¢ denso em C(A), e como B é de
Banach, temos

B=C(A),

concluindo que A é isomorfo isometricamente a C'(A), onde A é um espago compacto
de Hausdorff, pelo Teorema 2.3.10.

Observagao 2.4.4. Acabamos de obter uma caracterizacao de todas as C*-algebra
comutativa com unidade. O Exercicio 30 nos d&a idéia de uma outra versao do
Teorema de Gelfand-Naimark para caracterizar C*-algebras comutativas nao neces-
sariamente com unidade.

Teorema 2.4.5 (Gelfand-Naimark). Seja A uma C*-dlgebra comutativa. Entao
existe um espaco topoldgico localmente compacto de Hausdorff X tal que A € iso-
morfo isometricamente a Co(X).

Demonstragao: Seja A uma C*-dlgebra comutativa que possui unidade. Pelo Teo-
rema 2.4.3 de Gelfand-Naimark, existe um espaco topoldgico compacto de Hausdorff
X tal que A é isomorfo isometricamente a C'(X). Como X é um espago topolégico
localmente compacto de Hausdorff e C(X) = Cy(X) segue, neste caso, o resultado.
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Fagamos o outro caso. Seja A uma C*-algebra comutativa sem unidade. Pelo Teo-
rema 2.1.4 existe uma C*-dlgebra A que A seja uma subdlgebra de Acom A-AC A
Observe que a construgao feita no Teorema 2.1.4 no caso de A ser comutativo nos
fornece a comutatividade de A, e que A é ideal maximal de A. De fato,

(a,A) - (byp) = (a-b+ A\b+ pa, \u)
= (b-a+ pa+ Ab, p)
= (b,p)-(a,))

conclui que Aé comutativo, e A- A C Aindica que A é ideal de A ese AGIC A
onde I ¢ ideal de A, existiria (a,\) € I\ A, portanto A # 0, j& que estamos
identificando A com {(a,0) € A ; a € A}. Isto indica que (0, A) = (a,\) — (a,0) € I
concluindo que (0,1) € I. Como [ é um ideal de A que possui unidade, entao I = ./zl\,
provando que A é ideal maximal de A.

Pelo Teorema 2.4.3 de Gelfand-Naimark, existe um espago compacto de Haus-
dorff X e existe um isomorfismo isométrico de A em C (X), a lembrar, a transfor-

mada de Gelfand
Tg . .A — C(X),

onde X é o conjunto dos homomorfismos complexos de A. Assim, como A é um
ideal maximal de A, existe, pelo Teorema 2.3.2, um tinico homomorfismo complexo
Yoo € X, tal que ker o, = A. Defina X = X \ {¢}, e defina ainda

T : A — C[)(X)
a — Tgla)|x.

Pelo Exercicio 30, segue que 1" acima estd bem definida. De fato, pela letra (a) desse
Exercicio, X ¢ localmente compacto de Hausdorff, fazendo sentido falar em Cy(X)
e, além disso, temos também, devido a ker o, = A, que Tg(a)(pe) = pla) =0,
sempre que a € A, demonstrando assim que T estd bem definida, através da letra
(b) do Exercicio 30.

Provemos que T' é sobrejetiva. Isto segue da letra (¢) do mesmo Exercicio, pois
se g € Cy(X) entdo, pelo exercicio, existe § € C(X) extensdo de g tal que

9(s0) = 0.

Além disso, § = Tg(a), para algum a € A e, como ¢ (a) = Tg(a)(pse) = §(pse) = 0,
temos a € ker ¢ = A, mostrando que g = Tg(a) com a € A. Dessa maneira,
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g = glx = Tgla)|lx = T(a). Assim, T ¢ sobrejetiva. Facilmente vemos que 7' é
linear. Por tltimo, se a € A entdo Tg(a)(ps) = 0, e portanto

1Tg(a)]| = sup [Tg(a) ()] = sup [Tg(a) ()] = ||Tg(a)lx]l;

rzeX

provando que, para todo a € A, temos

T (a)ll = [ITg(a)l] = llall,
e assim T é isometria linear sobrejetiva, e portanto é um isomorfismo isométrico.

Nesta demonstracao, note que utilizamos um fato decorrente do Exercicio 30,
de que todo compacto de Hausdorff menos um ponto se torna um espago localmente
compacto de Hausdorff com a topologia relativa. No préximo capitulo veremos que
todo espaco localmente compacto de Hausdorff é dessa forma, isto é, um compacto
de Hausdorff menos um ponto deste compacto. Isto caracterizara todos os espagos
localmente compactos de Hausdorff.

2.5 A Construcao Gelfand-Naimark-Segal

Até o momento trabalhamos com o objetivo de caracterizar todas as C*-
algebras comutativas, e mostrar que todas sao da forma Cy(X) para algum espago
localmente compacto de Hausdorff X. Teoremas de caracterizacoes de estruturas
sao muito importantes, pois facilitam investigar propriedades especificas sobre a es-
trutura, ja que sabemos que esta estrutura tem uma forma especifica. Apesar de
um Teorema bastante conhecido, para se provar o Teorema de Gelfand-Naimark
para C*-dlgebra comutativas, foi necessario a construcao de uma teoria por ser uma
demonstracao construtiva. O Teorema de Gelfand-Naimark para C*-dlgebras quais-
quer é também um Teorema de Caracterizacao, e nos dird que qualquer C*-dlgebra
serd uma subdlgebra fechada da dlgebra B(#H) para algum espaco de Hilbert H. De
maneira analoga, esta demonstracao nao sera direta e necessitard de toda uma teoria
desenvolvida. Desenvolver essa teoria e provar o Teorema de Gelfand-Naimark é o
objetivo desta secao.

Em toda esta secao A indicard uma C*-dlgebra. Iremos desenvolver a nogao
de elementos positivos dentro de uma C*-dlgebra.
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Definigao 2.5.1. Seja A uma C*-dlgebra com unidade, e seja a € A. Diremos que
a é um elemento positivo se a é auto-adjunto e o(a) C RT U {0}.

Notacgao. Seja A uma C*-dlgebra com unidade. O conjunto dos elementos positi-
vos de A serd denotado por AT.

O préximo resultado caracterizara quando um elemento auto-adjunto é posi-
tivo.

Proposicao 2.5.2. Seja A uma C*-dlgebra com unidade e, e seja a € A um
elemento auto-adjunto tal que |lal|] < 1. Entao a € positivo se, e somente se,
le—all < 1.

Demonstragao: Antes de iniciar a demonstragao, notemos primeiro que, pelo Te-
orema 1.3.6 do Mapeamento espectral, tem-se a igualdade

ole—a)=1—-o0(a). (2.19)
Suponha a um elemento positivo, e seja A € o(e Entao, por (2.19), temos

—a).
A=1—ponde g € o(a). Note ainda que 0 < p < |la]] < 1, e isto nos leva a
0 < X <1, donde se infere |A| < 1. Logo

Al <1,

para todo A € o(e —a). Assim r(e —a) < 1. Mas como e — a é auto-adjunto, e
portanto normal, tem-se ||e — al| < 1, através da Proposigao 2.1.10.

Reciprocamente, suponha que ||le — a|| < 1. Se A € o(a) entao, por (2.19),
temos 1 — A € o(e — a) e portanto

1=A <lle—all <1,
decorrendo dai A > 0. Logo A > 0, para todo X € o(a), isto é, a é positivo.

Definicao 2.5.3. Seja V um espaco vetorial complexo, e seja .S um subconjunto de
V. Entao S é um cone de V se, para todos a € S e A > 0, tem-se t.a € S.

Teorema 2.5.4. Seja A uma C*-dlgebra com unidade. Entao AT € um cone con-
VETo.
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Demonstracao: Nao é dificil demonstrar que A' é cone. Provemos que A é um
conjunto convexo. Tome A € [0,1] e a,b € AT. Note que, pela Proposi¢ao 2.5.2,
temos

H - A‘TJFL@J”H < HA < |a\|+\|b||>H + H(1 =) <€ - m)H
< A4 (1=
= 1,
porém, temos \ L — b
a+(l—
e
Entao, novamente pela Proposicao 2.5.2, conclui-se que
Aa+ (1 —=A)b
[lal| + [[o]]

é um elemento positivo, mas como A% é um cone, segue que Aa + (1 — \)b € A*.

Observagao 2.5.5. De acordo com o Teorema anterior, At é um cone convexo.
Seguem algumas observagoes:

(a) —A" também é um cone convexo e, pelo Teorema 1.3.6 do Mapeamento Es-
pectral, temos também

AT n(—AY) ={0}. (2.20)

(b) Se a,b € A", entdo a +b € A", pois

11 N
a+b—2<§a+§b) e AT,

portanto a soma de elementos positivos é um elemento positivo.

Proposigao 2.5.6. Seja A um C*-dlgebra com unidade e. Entao valem as segquintes
afirmacgoes:

(a) Se a € A € tal que —a* - a € um elemento positivo, entio a = 0.

(b) Se a € um elemento auto-adjunto, entao existe uma C*-dlgebra B comutativa
com mesma unidade e, que seja subdlgebra com involucao de A e contenha a.
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(c) Se a € A é um elemento auto-adjunto, entdo existem elementos positivos
b,c € A tais que
a=b—c e b-c=0.

Demonstracao: (a) Suponha a € A com —a* - @ um elemento positivo. Pela
Proposicao 2.1.8, existem xz,y € A auto-adjuntos tais que a = x + iy. Note que

at-a+a-at =22+ 27

e, pelo Teorema 1.3.6 do Mapeamento Espectral, temos 2z2,2y* € A", Portanto,
pela letra (b) da Observagao 2.5.5, temos a - a* = 222 4+ 2y* + (—a* - a) € A™. Por
outro lado, pela letra (a) da Observacao 1.3.8, temos

a(a-a’)\{0} =o(a”-a)\ {0}

e, novamente pelo Teorema 1.3.6 do Mapeamento Espectral, temos

ofa-a")\ {0} = —o(=a”-a)\ {0}.

Dessa igualdade e do fato que a - a* e —a* - a sao elementos positivos, concluimos
que o(a-a*) ={0}. Assim [|a||* = |la-a*|| =r(a-a*) =0, e logo a = 0.

(b) O conjunto
D :={p(a) € A; p(x) € Clz]}

¢ uma subalgebra de A, e mais, D é fechado para involucao e possui a unidade e. Os
elementos de D comutam, e portanto D ¢ uma &algebra complexa comutativa com
unidade e com involucdo. Definindo B := D, temos que B C A é uma subélgebra
comutativa com unidade e com involugao, ja que a involucao é continua numa C*-
algebra. Note ainda que B é fechada em A e portanto, com a norma herdada de
A, é uma &lgebra de Banach. A subalgebra B herda as operacoes, a involucao e a
norma de A, temos B uma C*-dlgebra comutativa com unidade e.

(c) De acordo com a letra (b), seja B uma C*-algebra comutativa com unidade que
contenha a, onde B é uma subdlgebra com involucao de A. Pelo Teorema 2.4.3 de
Gelfand-Naimark, existe um espago topoldgico X compacto de Hausdorff tal que
C(X) é isomorfo isometricamente a B. Logo, existe um isomorfismo isométrico

T : B —- CX)

b — b (2:21)
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Defina as fungoes g, h : X — C por
g(x) = max{a(z),0} e h(z) = max{—a(x), 0},

para todo z € X. Entao claramente g, h € C(X) sdo fungdes positivas, além de,
a=g—h, com g-h a fun¢do identicamente nula. Logo, como T em (2.21) é um
isomorfismo isométrico, existem b, ¢ € B tais que b = g e ¢ = h, concluindo que

T(a)=d=g—h=b—c=T(b—c)

e portanto a = b — ¢. Analogamente, temos b - ¢ = 0. Por tltimo, note que b,c € B
sao elementos positivos. Com efeito, g,h € C(X) s@o fungdes auto-adjuntas com
espectro sem elementos negativos, ja que o espectro de uma funcao em C(X) é a sua
imagem. Provamos que b, ¢ € A sao elementos positivos da C*-algebra B, resta-nos
provar que sao elementos positivos da C*-algebra A, mas isto segue do Teorema
2.1.18, pois segue que o espectro de um elemento de B em relacao a C*-dlgebra B é
0 mesmo espectro em relagao a C*-dlgebra A. Logo b, ¢ € A sao elementos positivos
coma=b—ceb-c=0.

Teorema 2.5.7. Seja A uma C*-dlgebra com unidade, seja ainda a € A. Entao
sao equivalentes

(a) a € um elemento positivo.

(b) Eriste x € A positivo tal que a = 2.

(¢) Existe y € A tal que a = y* - y.

Demonstragao: Suponha primeiro que (a) seja verdadeiro, e vamos provar (b). Se
a é um elemento positivo entdo, pela letra (b) da Proposi¢ao 2.5.6, existe uma C*-
algebra B comutativa com a unidade e que contém a e tal que B é subdalgebra com
involucao de A. Entao, pelo Teorema 2.4.3, existem um espagco topoldgico compacto
X e um isomorfismo isométrico

T : B —» CX)
~ 2.22
b — b ( )
Pelo Teorema 2.1.18, temos, para qualquer b € B,
o5(b) = 04(b), (2.23)



que serd denotado simplesmente por o(b), onde og(b) e 04(b) sdo os espectros de b
respectivamente as dlgebras B e A. Temos ainda o(a) = o(a), mas a é positivo e
o(a) é a imagem da fungao a : X — C, entao a(x) > 0, para todo x € X. Defina a
funcao

va i X = C

r — yJa(x),

que é continua, pois é composta de fungoes continuas, e portanto va € C (X), além
de possuir imagem contida em R™ U {0}. Logo

o(Va) c Rt U{0},
concluindo que v/@ é um elemento positivo em C'(X). Note ainda que (va)? = a, e
sabendo que existe um elemento = € B tal que T = v/a, concluimos que z é positivo
em B. Além disso,
T(*) = T(x) = (Vay
a = T(a),

nos mostrando que x*> = a, com x um elemento positivo de B, e por (2.23), temos x

um elemento positivo em A, o que prova (b).

Agora para notar que (b) implica (c), basta perceber que todo elemento posi-
tivo é auto-adjunto.

Agora provemos que (c) implica (a). Suponha que (c) seja verdadeiro. Logo
a = y* -y é auto-adjunto e, pela letra (c¢) da Proposigao 2.5.6, existem elementos
positivos b,c € A tais que a =b—ce b-c=0. Note que

—(y-e)-(y-¢)=—(c-a-c)=c, (2.24)

mas, pelo Teorema 1.3.6 do Mapeamento Espectral, ¢ é um elemento positivo e,
através da letra (a) da Proposigao 2.5.6, a igualdade (2.24) acima nos diz que y-¢ = 0.
Assim, da igualdade (2.24), segue que ¢* = 0 e portanto o(c®) = {0}. Novamente
pelo Teorema do Mapeamento Espectral, tem-se o(c) = {0}, o que conclui ||c|| =
r(c) = 0 e dai ¢ = 0. Disso, decorre a = b e portanto a é um elemento positivo.
Assim (a) é verdadeiro.

Apresentaremos agora a teoria dos funcionais lineares positivos sobre uma C*-
algebra. A prépria definicao de funcional linear positivo requer a no¢ao de elemento
positivo que foi vista anteriormente. Estamos ainda estabelecendo as ferramentas
necessarias para fazer o Teorema de Construcao de Gelfand-Naimark-Segal.
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Definigao 2.5.8. Seja A uma C*-dlgebra com unidade. Um funcional linear f :
A — C é dito positivo se

fla) >0, (2.25)

para todo elemento positivo a € A™.

Uma observagao central merece destaque, em meio a caracterizacao feita no
Teorema 2.5.7 dos elementos positivos.

Observagao 2.5.9. Seja A uma C*-dlgebra com unidade. Uma condigao necesséria
e suficiente para um funcional linear f : A — C ser positivo é

fly -y) >0,

para todo y € A. Em particular,

fly"-y) R, (2.26)

para todo y € A. Isto segue exatamente do Teorema 2.5.7, notando que um elemento
a € A é positivo se, e somente se, existe y € A tal que a = y* - y.

Proposigao 2.5.10. Seja A uma C*-dlgebra com unidade, e f: A — C um funci-
onal linear positivo. Entao

(a) f(a*) = f(a), para todo a € A.

(b) (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
|f(a*-D)|> < f(a*-a).f(b* - D), para todos a,b € A.

Demonstragao: (a) Provemos primeiramente a seguinte assercao
a=a* implica que f(a) e R. (2.27)

De fato, se a € A é auto-adjunto, entao, ja que f é um funcional linear positivo,
temos

f((a+e)" - (a+e) = fla* - a) +2.f(a) + f(e - ),

indicando que, pela condi¢ao (2.26), f(a) pode ser escrito como combinagao linear
de elementos de R. Portanto temos f(a) € R. Isso prova a assergao (2.27).
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Agora seja a € A qualquer. Pela Proposi¢ao 2.1.8, existem u,v € A auto-
adjuntos tais que a = u + v, e dessa forma, obtemos

fa) = futio)) = flu—iv)
— flu)—if(v) = F)+ i)
— Jarw) = J@.

(b) Se |f(a*-b)| = 0 entao a desigualdade é trivial, suponha portanto |f(a*-b)| # 0.
Seja t € R. Defina

o t.f(b*-a) _ t.f(a*-b)
YR @)l fle )

e portanto temos

0

IN

fl(a+ab)* - (a+ azb))

= f((a* +agb*) - (a+ b))

= fla*-a+ aa* - b+ ab* - a+ |a)*b* - b)
(a* - a) + arf(a* - b) +a@ f(b" - a) + || f(b* - b)
(a* - a) +t|f(a* - b)| + t|f(b* - a)| + 2 f(b* - D).

|
Sy

=

Consequentemente, definindo A := f(b* - b), B := 2|f(a* - b)| e C := f(a* - a), a
desigualdade acima nos diz que

At +Bt+C >0, (2.28)

para todo t € R. Logo o discriminante da fungao quadratica de (2.28) nao pode
ser positivo e consequentemente B — 4.A.C' < 0. Isto significa que 4|f(a* - b)|* <
4f(a* - a)f(b* - b), isto é,

[f(a-b)|* < f(a™ - a) f(b" - D).

Teorema 2.5.11. Seja A uma C*-dlgebra com unidade e, e seja [ : A — C um
funcional linear. Entdo f ¢ um funcional linear positivo se, e somente se, f ¢é
continuo e ||f|| = f(e).

72



Demonstragao: Suponha primeiro que f seja um funcional linear positivo. Seja
a € A positivo. Pelo Teorema 2.1.9 tem-se o(a) C [—||al|,||a||]. Fixando p(z) =
—x +||a|| € C[z] e observando o Teorema 1.3.6 do Mapeamento Espectral, obtemos

a(llalle —a) = o(p(a)) = plo(a))
< p([=llall, [lalll) =0, 2[[all}

Segue que ||a||le — a é um elemento positivo e, consequentemente, f(||alle —a) > 0.
Assim

fla) < fle)llall, (2.29)

para qualquer elemento positivo a € A. Por outro lado, seja x € A qualquer. Pela
letra (b) da Proposicao 2.5.10 anterior e por (2.29), obtemos

[f@)PP < fle"-e)f(a”-x)
= fle)f(z =)
< fle)f(e)le” -z
= [P,

pois, pelo Teorema 2.5.7, z* - z é um elemento positivo. Como e é um elemento
positivo, temos f(e) > 0 e pela desigualdade acima, f é um funcional continuo com

LFII < f(e).

Trivialmente também temos f(e) < ||f]|, e portanto || f|| = f(e).

Reciprocamente, suponha que ||f|| = f(e). Provaremos que f é um funcional
linear positivo. O resultado é imediato se f for o funcional identicamente nulo,
suponha portanto que ||f|| # 0. Provaremos primeiro que f(a) € R, para cada
a € A auto-adjunto.

Seja a € A auto-adjunto. Entao existem «, § € R tais que f(a) = a+if, logo,
para cada k € R, temos

[fla+ike)? < [IfII*]la+ ikel]”

1f11%1I(a + ike)” - (a + ike)]]
1117 1la* + k2el|

A1 lall? + B2.[] £

(2.30)

IN
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Mas também temos
[fla+ike)* = |f(a)+ik||f]|?
= la+i(B+ k| fI)I (2.31)
= o + (B2 + 28K fI| + K| £1),
e portanto, de (2.30) e (2.31), segue

o + 8%+ 2K fIl < I1FI* Nlall?, (2.32)

para todo k € R. Ora, isto s6 é possivel se § = 0 e portanto f(a) € R. Assim estd
provado que f(a) € R para cada a € A auto-adjunto.
Provaremos que f(a) > 0 para todo elemento positivo a € A. Seja a € A

um elemento positivo. Entao, pelo Teorema 2.5.4, temos \LH m elemento posi-
tivo e, pela Proposi¢ao 2.5.2, temos ||e — o |||| < 1. Mas e — i € auto-adjunto,
consequentemente

(o) <7 (o= )| <= g0,

e logo f(a) > 0. Assim f é funcional linear positivo.

Defini¢ao 2.5.12. Seja A uma C*-dlgebra com unidade e e seja f : A — C um
funcional linear positivo. Entao f é dito um estado quando f(e) = 1.

Observagoes 2.5.13. Algumas observagoes sao de grande importancia neste mo-
mento. Considere A uma C*-algebra com unidade e.

(a) Seja f: A — C é um funcional linear. Uma consequéncia do Teorema 2.5.11
é que f serd um estado se, e somente se, f é continuo e ||f|| = f(e) = 1.

(b) Se x € A é nao nulo, entao existe um estado f : A — C tal que
fla*-z) = [l (2.33)

De fato, como z* - z é auto-adjunto de A entao, pela Proposicao 2.5.6, existe
uma subalgebra fechada B comutativa com unidade e fechada para involucao,
onde z* - x € B. Por x* - x ser um elemento positivo em A e pelo Teorema
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2.1.18, temos op(z* - x) = o4(x* - ) C RT U{0}. Porém, sabemos que em B

temos 7(x* - z) = ||z* - z|| = ||z||?, logo
r(z* - z) = ||z|]? e op(z* - x) C RY U{0}.
Consequentemente ||z||? € op(x* - z). Defina A := ||z||> € R. Dessa maneira,

A € og(x* - x) e, pelo Corolario 2.3.3, existe um homomorfismo complexo
¢ : B — Conde p(z*-z) = X # 0, concluindo que

[lspl| = (e) = 1.

Como B C A, usando o Teorema de Hahn-Banach, existe uma extensao linear
f A — C de ¢, concluindo que ||f|| = f(e) = 1 e portanto, através do
Teorema 2.5.11, temos f um funcional linear positivo tal que f(e) = 1. Assim,
f € o estado que satisfaz (2.33).

A partir de agora, iniciaremos os resultados necessarios para o Teorema de
Construcao de Gelfand-Naimark-Segal, e caracterizaremos todas as C*-dlgebras.

Lema 2.5.14. Sejam A uma C*-dlgebra com unidade e f : A — C um funcional
linear positivo, seja ainda N :={a € A ; f(x-a)=0, para todo x € A}. Entio N
€ subespaco vetorial de A e

() : AINXA/N — C
(la],[o) = f(b"-0a)

€ uma funcgao bem definida, e € um produto interno no espago vetorial quociente

A/N.

Demonstragao: Facilmente vemos que N é um subespaco vetorial de A. Provemos
que (,) estd bem definida. Suponha que

([a], []) = ([c]. [d]),
onde a,b,¢,d € A. Isto significa que a — ¢,b— d € N e logo, devemos ter
fO ca—d ) = f(b*a—d-a+d-a—d -c)
= f((b=d)-a+d(a—c))
= fla*-(b—d) + f(d* - (a—0))
= 0,
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concluindo f(b* - a) = f(d* - ¢). Portanto, (,) estd bem definida.
Provemos agora que (,) é um produto interno em A/N. Nao é dificil provar
que, para todos u,v,w € A/N e A € C, temos

(u+ Av,w) = (u, w) + A (v, w) e (u,v) = (v, u).
Além do mais, se u € A/N temos
(u,u) > 0.

Provemos agora que se u € A/N é tal que (u,u) = 0, entdo u = [0]. De fato,
considere u € A/N onde (u,u) = 0. Sabemos que existe a € A tal que u = [a],
concluindo-se f(a* -a) =0 e, a partir da Proposigao 2.5.10, temos

[f(z-a)l* < fz-a%).f(a" - a),

constatando-se que f(z-a) = 0, para todo x € A. Pela definigdo de N, temos a € N
e consequentemente u = [a] = [0]. O Lema estd provado!

Notagao. Sejam A uma C*-dlgebra com unidade, f : A — C um funcional linear
positivo e seja N ={a € A; f(xr-a) =0, para todo z € A}. Denotaremos por H;
o completamento do espago vetorial com produto interno A/N e, de acordo com o
Lema anterior, Hy ¢ um espacgo de Hilbert.

Teorema 2.5.15 (Construcao GNS). Seja A uma C*-dlgebra com unidade e, e
seja f A — C um estado. Com a notacdo acima, existe um homomorfismo
p: A — B(Hyf) que preserva involucdo e existe um elemento w € Hy de norma
unitdria tal que

f0* - a) = (p(a)(w), p(b)(w)) , (2.34)
para todos a,b € A.

Demonstracao: Para cada a € A, defina a seguinte transformacao linear

¥(a) : A/N — A/N
[z] = o],

notando que ¥ (a) estd bem definida. De fato, fixando-se a € A e considerando
[z] = [y], entdo © —y € N, decorrendo dai que f(w-(x —y)) = 0 para todow € A, e
consequentemente f(w-a-(z—y)) = 0, para todo w € A, implicando a-(x —y) € N
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e, finalmente, concluindo [a - x] = [a - y]. Assim ¢(a) estd bem definida. Provemos
agora que ¥ (a) é continua. Fixe um z € A e defina a seguinte funcao,

g: A—C,

por g(y) = f(a* -y - ), que é uma transformacao linear. Além disso, g(y* - y) =
f((y-z)*-(y-x)) > 0, para todo y € A e, demonstrando assim, que g é um funcional
linear positivo. Assim, usando o Teorema 2.5.11, tem-se ||g|| = g(e) e teremos

W@)* = lle-2lF = f@"-a"a-2)
= gla*-a) < |lg[lf|a" - al
= gle)llall® = f@-x)lalf

= (], =D llall® = lall*[|[=][1*.

Assim |1 (a)[z]|| < ||a||-||[z]||, para todo € A, concluindo a continuidade de v (a).
Como Hy é o completamento de A/N, temos A/N um subespago denso em Hy e
portanto existe uma unica transformacao linear continua

p(a) cHy — Hy,
onde p(a) é a extensao da funcdo 1(a). Assim, a seguinte funcao

p o A — B(Hf)
a = pla)

pode ser provada facilmente que é um homomorfismo. Provemos que p preserva
involugao. Seja a € A, e sejam u,v € A/N quaisquer. Entao note que existem
z,y € A, onde u = [z] e v = [y]. Assim

(p(a)(u),v) = (pla)([z]),ly]) = (la-z],[y])
= fly-(a-2) = [f((a"-y)-x)
= Alzlla"-yl) = (], p(a”)([¥]))

)

e logo temos



para todos u,v € A/N. Entao como A/N ¢ subespago denso de Hy, da continuidade
do produto interno, temos

{pa)(u),v) = (u, p(a”)(v)),

para todos u,v € Hy. E consequentemente p(a)* = p(a*). Assim temos p um
homomorfismo que preserva involugao.
Resta-nos provar que ocorre (2.34) para algum vetor unitdrio w € Hy. Defina
w := [e] e note que
Wl = ([e], [e]) = f(e) =1,
e portanto w é um vetor unitario e, além do mais, se a,b € A entao
f-a) = ([a],[b])
= (p(a)([e]), p(b)([¢]))
= ({p(a)(w), p(b)(w)) -

E o Teorema de Construcao GNS esta demonstrado!

(
(

Teorema 2.5.16 (Caracterizagao de C*-dlgebras). Seja A uma C*-dlgebra, entao
existe um espaco de Hilbert H e existe um homomorfismo injetivo

p: A— B(H)
que preserva involucdo e € uma isometria.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.1.4, basta supor que A seja uma C*-dlgebra com
unidade e. Pela letra (b) da Observacao 2.5.13, para cada x € A\ {0}, existe um
estado f, : A — C que satisfaz

folz® - 2) = ||| (2.35)
Logo, pelo Teorema 2.5.15 de Construcao GNS, existe um homomorfismo
pz A — B(Hy,)
que preserva involugao, e além disso, existe um vetor unitario w, € Hy, tal que
fe(b" - a) = (pa(a)(we), p2 (D) (wa)) , (2.36)
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para quaisquer a,b € A. Note ainda que, pelo Teorema 2.1.17, temos

[lpz(a)l] < lall, (2.37)

para todo a € A. Defina o espaco de Hilbert (veja Apéndice B)

7‘[ = @ Hfz?

€ A\{0}
e defina, para cada a € A fixado, o operador linear
pla) : H - H
(ha)ecavioy = (pz(@)(ha))sca\fo}
que estd bem definido e é claramente linear. Além disso, tem-se que p(a) é continuo,
pois
(@) (ha)seavior|? = [1(ps(a)(ha))zearioy]
= Yoo el ()P

z € A\ {0}
pz(a)(ha) #0

< O 1

z € A\ {0}
pa(a)(ha) # 0

= flal> > Ikl

z € A\ {0}
pa(a)(ha) #0

< el Y0 Al

z € A\ {0}
ha # 0

= |lall*|(ha)seaoy I,

onde a primeira desigualdade que aparece acima ¢ justificada por (2.37). Assim,
temos

[p(a) (W) < [lal]-l|A]],
para todo h € H, provando que p(a) é continuo, isto é, p(a) € B(H). Dessa maneira,

p : A — B(H)

o o) (2.38)
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¢ um homomorfismo. Além do mais, p preserva involugao, pois fixado a € A e
tomando h,j € H, onde h = (hy)zca\fo} € J = (Jo)wea\{o}, temos

(p(a)(h),5) = (p(a)(ha)zecafo}, (Jo)weario})
= <(px(a)<hm))m€A\{0}> (]m)mEA\{O}>
= > (pa(a) (), d)

z e A\ {0}

px(a)(ha) # 0
Jz #0

= Z (pz(a)(hz), Ju)
z e A\ {0}
(pz(a)(hz), jz) # O

= > (hay pal@)*(52))
z € A\ {0}
(pz(a)(hz),jz) #0

= Z (ha, pz(a)” (Jz))
z € A\ {0}
<hxupx(a)*(jx)> #0

= Z (has po(a”) (Jiz))
z e A\ {0}
he £ 0
px(a)*(jz) #0

= ((ha)zeario}: (Po(a*)(jz))weario})
= (h,p(a”)(7)),
provando, dessa maneira, que
(p(a)(h), j) = (h, p(a®) (7)),

para todos h,j € H. Assim, p(a*) = p(a)*. Por ultimo, perceba que p preserva
norma, bastando, para isso, notar que se a € A com a # 0 entao, temos através de
(2.36), a seguinte igualdade

[1pa(@)(wa)lI* = fa(a” - a)

e, por (2.35) e a igualdade acima, temos ||p,(a)(ws)|| = ||la||. Definindo h :=
(ha)zca\foy € H onde h, = 0, sempre que = # a, € hq = wW,, temos

121 = 11(ha)acavo3|* = [|hal* = [lwal [ =1
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e, dessa forma, também temos

lp()I* = [lp(@)(W)II* = [|(pz(a) (he))searioy]* = lIpa(@) (wa)lI* = llal|*,

concluindo que ||p(a)|| > ||a||, para todo a € A. Pelo Teorema 2.1.17 temos
llp(a)|| < ||al|, para todo a € A, ficando demonstrado que p preserva norma. As-
sim, provamos que p definida em (2.38) é um homomorfismo que preserva involucao
e preserva norma. Logo, segue o resultado!

2.6 Exercicios

Exercicio 16. Seja A uma C*-dlgebra. Se a € A é unitério, entdao |A\| = 1, para
todo A € o(a).

Exercicio 17. Seja A uma &dlgebra complexa com unidade e com involugao. Se as
normas ||.||1 e ||.]|2 tornam A uma C*-dlgebra, entdo ||.|][y = ||.||2. Isto é, numa
C*-dlgebra nao hd outra norma que ainda a torne C*-algebra.

Exercicio 18. Seja A uma C*-dlgebra com unidade, e B uma subélgebra fechada
com mesma unidade, tal que B seja fechada para a involucao, seja ainda x € B.
Prove que z é invertivel em B se, e somente se, é invertivel em A.

Exercicio 19. Seja A uma C*-dlgebra comutativa. Entao existe uma C*-dlgebra
A comutativa com unidade que contém A, tal que, A seja um ideal maximal de A.

Exercicio 20. Dado uma &lgebra de Banach 4 comutativa com unidade e M C A
um ideal maximal. Entdo A/M ¢é isomorfo isometricamente a C.

Exercicio 21. Seja A uma &algebra de Banach comutativa com unidade. Entao
existe um homomorfismo complexo ¢ : A — C.

Exercicio 22. Seja A uma édlgebra de Banach comutativa com unidade semisimples.
Se x : A — A é um involucao sobre A, entao * é continua.

Exercicio 23. Seja A uma dlgebra complexa semisimples comutativa com unidade.
Entao se ||.|| e ||.||o sdo normas que tornam A uma &dlgebra de Banach, entao ||.|| é
equivalente a ||.||o. Isto significa que em uma &lgebra complexa semisimples comu-
tativa com unidade, s6 possui uma tnica topologia para ser algebra de Banach.
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Exercicio 24. Sejam A uma algebra de Banach comutativa com unidade, e a € A
tal que A é gerado pelo conjunto {e,a}. Prove que o(a) é homeomorfo a A com a
topologia de Gelfand.

Exercicio 25. Encontre uma algebra de Banach A que nao seja possivel definir
uma involucao sobre A que a torne uma C*-algebra.

Exercicio 26. Seja A uma &algebra de Banach com unidade, e sejam a,b € A tais
que a-b=10-a. Entao prove que

o(a+b) Co(a)+o(b) e o(a-b) C o(a).o(b).

Exercicio 27. Seja A uma C*-dlgebra comutativa com unidade e seja x € A. Se
todo homomorfismo complexo ¢ : A — C é tal que ¢(x) = 0, entdo = = 0.

Exercicio 28. Seja A uma C*-algebra comutativa com unidade e seja x € A. Entao
ja sabemos, por Hahn-Banach, que

|zl = sup [[o()]]-
pe A
llell =1

Prove que, se A é o conjunto dos homomorfismos complexos de A, entao

||z[| = sup [|¢(z)]]-
pEA

Exercicio 29. Seja A ¢é uma C*-dlgebra comutativa sem unidade, e seja x € A.
Entao prove que, para todo € > 0, existe um homomorfismo complexo ¢ : A — C
tal que |p(z)| < e.

Exercicio 30. Seja X um espaco compacto de Hausdorff, oo € X e defina X =
X \ {oc0}. Entao prove que

(a) X é um espago localmente compacto de Hausdorff com a topologia relativa.
(b) Se f € C(X) tal que f(co) =0, entdo f|y € Co(X).
(¢) Se g € Cy(X), entdo existe § € C(X) tal que g(oo) =0 e glx = g.

Exercicio 31. Seja A uma &lgebra de Banach. Se % e 1 sdo involugoes que tornam
A uma C*-dlgebra, entao * = 7.
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Capitulo 3
As Algebras Cy(X) e C(X)

Sabemos através do Teorema 2.4.3 e Teorema 2.4.5 que as C*-dlgebras sao,
a menos de isomorfismos isométricos, dlgebras complexas da forma C(X) e Cy(X),
de acordo com o Exemplo 2.1.6, com suas operacoes naturais. Neste capitulo ire-
mos descobrir um pouco mais das particularidades das algebras complexas C(X) e
Co(X). No Teorema 3.1.8 e Teorema 3.1.14 caracterizaremos todos os homomor-
fismos complexos das algebras C(X) e Cy(X). Faremos isso por meio da teoria
de compactificacao de espagos topolégicos localmente compactos de Hausdorff, por
vezes conhecida como compactificagao de Alexandrov, desenvolvida neste capitulo.
O Teorema 3.2.2 é um caso particular do Teorema de Banach-Stone e nos mostra
que podemos deduzir surpreendentes resultados utilizando os teoremas de caracte-
rizacoes provados anteriormente.

3.1 Caracterizacao dos Homomorfismos Comple-
xos de Cy(X)

Defini¢ao 3.1.1. Seja X um conjunto, e seja F(X,C) o conjunto das fungdes com
dominio X e contradominio C. Diz-se que C' C F (X, C) separa pontos, quando para
todos z,y € X, com x # y, existe uma fungao f € C' tal que f(z) # f(y).

Teorema 3.1.2. Se X é um espago localmente compacto de Hausdorff, entao Co(X)
separa pontos.

Demonstracao: Dados x,y € X com x # y, sabemos que existe um aberto V' C X
com fecho compacto tal que z € V', e sabemos ainda que existe um aberto W tal
que x € Wey ¢ W, jaque X é de Hausdorff. Assim

U=WnV
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é um aberto contendo x tal que y ¢ U e com fecho contido no fecho de V' e portanto
com fecho compacto. Pelo Lema de Urysohn, existe uma fungao continua f : X — C
tal que

f(z)=1 e f(2)=0, paratodo z ¢ U,

indicando que f(y) = 0. Note ainda que f € Cy(X), pois U é compacto e f(z) =0,
para todo z ¢ U. Logo, f € Co(X) com f(z) # f(y).

Observacgoes 3.1.3. Temos duas observagoes do Teorema anterior:

(a) Segue diretamente do Teorema 3.1.2 que C'(X) separa pontos quando X é um
espaco compacto de Hausdorff.

(b) Se X é um espago compacto, nao necessariamente de Hausdorff, entao nao é
possivel garantir que C'(X) separa pontos. De fato, seja X um conjunto infinito
com a topologia cadtica, entdo C'(X) é o conjunto das fungoes constantes e
portanto C'(X) claramente nao separa pontos.

Definicao 3.1.4. Seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff e seja x € X.
O homomorfismo complexo

Pz Co(X) — C
fo= wf) = f(o)
¢ dito homomorfismo de avaliagdo no ponto z € X. Diremos que ¢ : Cy(X) — C

¢ um homomorfismo de avaliacao quando for um homomorfismo de avaliacao em
algum ponto de X.

(3.1)

Observagao 3.1.5. Facilmente conseguimos provar que a func¢ao (3.1) é de fato um
homomorfismo complexo, observe que para provarmos que é uma funcao nao nula,
precisamos do Lema de Urysohn. Abaixo temos uma defini¢cao andloga a anterior.

Definicao 3.1.6. Seja X um espaco compacto e seja z € X. O homomorfismo
complexo
v, - C(X) —» C
foomelf) = f(2)
¢ dito homomorfismo de avaliagdo no ponto z € X. Diremos que ¢ : C(X) — C

¢ um homomorfismo de avaliacao quando for um homomorfismo de avaliacao em
algum ponto de X.

(3.2)
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Defini¢ao 3.1.7. Seja X um espago compacto e A uma subdlgebra de C'(X). Um
homomorfismo complexo

p: A— C,

serd dito um homomorfismo de avaliagao caso seja uma restricao de algum homo-
morfismo de avaliagao sobre C(X), isto é, caso exista um ponto z € X tal que

o(f) = f(x), para todo f € A.

Estaremos interessados, nesta se¢ao, em caracterizar todos os homomorfismos
complexos de Cp(X) e mostrar que sao todos da forma (3.1), isto é, os unicos
homomorfismo de Cy(X') sdo os homomorfismo de avaliagdo. Faremos primeiramente
o caso em que X é um conjunto compacto.

Teorema 3.1.8. Se X ¢ um espago compacto, entao todo homomorfismo complexo
@ : C(X) — C € de avaliagao.

Demonstragao: Suponha que ¢ nao seja de avaliacao. Portanto temos, para todo
r € X, que ¢ # ¢,, onde ¢, é dado em (3.2) e, pelo Teorema 2.3.2, segue que

ker o ¢ ker ..

Isto significa que existe uma fungao f, € C(X) tal que ¢(f;) = 0 com f,.(z) # 0,
decorrendo, por f, ser continua, que existe um aberto V, C X tal que x € V, e
fz(y) # 0, para todo y € V,.. Assim, obtemos

X=JV.

zeX

e como X é compacto, existem x1,...,x, € X tais que
X=V, Uu.uV,.

Defina f := fy - fo, + ... + fi - fa, € portanto f € C(X) com f(x) > 0, para todo
xr € X, resultando que f é invertivel com inverso f~!, onde f~!(x) = ﬁ Pela
Proposigao 1.2.2 temos ¢(f) # 0, o que é um absurdo, pois

o(f) = o(fs)p(far) + o +o(fr)-0(fe,)

= o(fs,) 0+ .. +p(fr)0
= 0.

Assim provamos que existe um x € X tal que ¢ = ¢,.
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Proposicao 3.1.9. Sejam X um espaco compacto e xg € X. Entdo

A={feCX); flxo) =0}

¢ uma subdlgebra de C(X) fechada para involu¢ao. E mais, todo homomorfismo
complexo ¢ : A — C € de avaliagao em um ponto diferente de x.

Demonstragao: Ora, nao é dificil mostrar que A é uma subdlgebra de C'(X) e
fechada para involugao. Assim, A é uma algebra complexa com involugao. Seja
¢ : A — C um homomorfismo complexo. Para mostrar que ¢ é de avaliagao basta
estender o homomorfismo ¢ para um homomorfismo em C(X) e usar o Teorema
3.1.8. Defina a seguinte funcao

¢ : C(X) —» C
[ olf = flao)e) + f(wo),

que estd bem definida, pois para todo f € C(X) temos
f - f(a:O)e € “47

fazendo sentido aplicar ¢ na func¢ao acima. Note ainda que ¢ estende ¢, pois se
f €A, entao

(3.3)

p(f) = o(f = fwo)e) + flxo) = &(f)
Além disso, 3 é um homomorfismo, pois se f,g € C(X) entio
o(f-9) = o(f g9)—(fg)(wo)e) + (f - g)(x0)

= @(f -9 f(®0)g — g(xo)f + f(z0)g(x0)e + g(xo) f
—f(zo)g(zo)e + f(z0)g — f(xo)g(zo)e) + (f - g)(xo)

= ¢(f = f(zo)e)p(g — g(xo)e) + g(xo)p(f — f(x0)e)+
+f(@o)e(g — g(zo)e) + f(xo)g(xo)

= (p(f = flzo)e) + f(xo))(@(g — g(xo)e) + g(w0))

= @(f)-@(g)-

De maneira analoga e mais simples também conseguimos provar que
o(f +9) =o(f) + @(g) e @(Af) = 2ra(f),

86



para quaisquer f,g € C(X) e para todo A € C, e como ¢ é nao nulo entdo  é nao
nulo, provando que (3.3) define um homomorfismo complexo de C(X). Pelo Teorema
3.1.8, existe x € X tal que ¢(f) = f(x), para todo f € C(X), e consequentemente

para todo f € A. Logo ¢ é de avaliacao em x € X. Por fim, se = fosse igual a
xo entao ¢ seria nula, o que é um absurdo! Entao ¢ é de avaliacao em um ponto
diferente de xg.

Observacao 3.1.10. Seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff. Entao
nosso proximo objetivo é construir um espaco

X = X U{oo}
tal que co ¢ X, e X est4 munido de uma topologia, onde
(a) X 6 um espago topoldgico compacto de Hausdorff.

(b) A topologia de X é induzida pela topologia relativa de X.

Proposicao 3.1.11. Seja X um espacgo localmente compacto de Hausdorff, e seja
oo ¢ X. Entdo N
X =X U{oo}

munido com a segquinte topologia, A C X ¢ aberto em X quando A C X € aberto
em X ou quando X \ A é um subconjunto compacto de X, é um espago topoldgico
de Hausdorff. Mais ainda, a topologia relativa de X C X € a topologia de X .

Demonstragao: Vemos facilmente que & e X sdo abertos em X. Agora sejam A
e B abertos de X. Provemos que AN B é um aberto de X. Dividiremos essa prova
em 3 casos.

Seco ¢ Aeoo ¢ B, entao A e B sao abertos de X, e logo AN B ¢ aberto de
X, e logo aberto de X. B B

Seoo € Ae oo € Bentao X\ A e X\ B sao conjunto compactos de X. Assim,
temos

X\ (ANB) = (X\ A U(X\ B)

um conjunto compacto de X, ja que a uniao finita de compactos ¢ compacto. Logo
AN B é aberto em X.
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Agora se 0o € A e 0o ¢ B, entdo X \ A é compacto de X e B é aberto de X.
Como

X\ (AN {oo}) = X\ 4,

entdo A\ {oo} é um conjunto aberto de X. Assim (A \ {oc0}) N B ¢ aberto de X,
mas (A \ {oo}) N B = AN B, logo AN B é um aberto de X.

Assim se A e B sdo abertos de X entio AN B também serd um aberto de )z
Provemos agora que a uniao qualquer de conjuntos abertos de X ¢ um aberto de X.
Seja {Ax}aer uma familia qualquer de abertos de X. Note que essa familia é uniao
de duas familias {By}xer € {Ch}rerr, dos abertos respectivamente que contém oo
e dos que nao contém oo. Logo

o0 € By, paratodo A € L', e oo ¢ C), paratodo A € L".

Entio X \ B, é um subconjunto compacto de X, para todo A € L', e C)\ é um
subconjunto aberto de X, para todo A € L”. Assim

UA,\:<UBA)U<U OA>. (3.4)

Claramente se a familia {B)} ¢/ for vazia, entao (3.4) é um conjunto aberto de X
e portanto um aberto de X. Caso a familia { By} ez for ndo vazia, defina

Bi:UBA e C’::UC’A.

el AeL”

Entio B e C sio abertos de X. O fato de B ser aberto de X deve-se a

X\B:X\(LJ BA> - N (X\BA) c X\ By C X

Ael’ Ael!

para qualquer \g € L', e como X é de Hausdorff, temos X \ B é um compacto de
X, pois é intersecao de fechados e estd dentro de um compacto. Assim, note por
final que

X\(BUC) =X\ (BUCU({oo}) = (X\B)N(X\ (CU{oc}) = (X\ B)N(X\C),

o qual, ¢ um compacto de X, ja que é um fechado dentro de um compacto. Assim
BUC é um aberto de X, e de qualquer forma,

UAA:BUC

AEL
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é um aberto de X. Assim a familia de abertos em X é uma topologia. A topologia
de X corresponde exatamente a topologia relativa de X em X. De fato, se A é um
aberto de X, entao A C X é aberto de X ou X \ A C X é compacto de X, portanto
ANX = Aéabertode X ou X\ (ANX)=X\4=X)\A4 ¢ compacto de X,
em qualquer caso AN X é aberto de X. Se A C X ¢ aberto de X, entao é aberto
de X e, como A = AN X, concluimos que A ¢ aberto relativo de X. Fica provado
que a topologia de X ¢ a topologia relativa de X em X. Por fim, provemos que
X ¢é de Hausdorff. Sejam z,y € X com x # y. Caso x,y € X entao claramente
existem abertos disjuntos de X que sejam vizinhancas de x e y respectivamente.
Caso v = oo e y € X entao, como X ¢ localmente compacto, existe um aberto
AcCX ondeye A e A seja compacto em X, notando que z € X\AeX\Aeum
aberto de X e assim basta tomar os abertos A e X \ A que sdo disjuntos e y € A e
re X\ A

Definigao 3.1.12. Seja X um espago localmente compacto de Hausdorff, e oo ¢ X.
O espaco topologico
X =X U{oo}

munido com a topologia, A C X é aberto em X quando A C X ¢ aberto em X ou
quando X \ A é um subconjunto compacto de X, serd dito a compactificacao de X.

Teorema 3.1.13. Seja X um espago localmente compacto de Hausdorff. A com-
pactificacao X de X € um espaco compacto de Hausdorff.

Demonstracao: Seja {A,}rcr uma cobertura aberta de )?, ou seja,

X =[JA (3.5)

AEL

Existe A\g € L tal que co € A),. Portanto, como A,, é um aberto de X que possui
00, temos K := X \ A,, um subconjunto compacto de X. Por (3.5) temos

K C U A)\,
AEL\{Ao}

e portanto
Kc |J (Anx)
AL\ {Ao}
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Mas, pela Proposicao 3.1.11, temos A, N X um aberto de X, para cada A € L. Logo,
como K é compacto em X, temos que K possui subcobertura finita, e consequente-
mente existem Aq,..., \, € L tais que

Kc(AyzNX)U...U(A4A\, NX).

Assim
X = A UK

C (AyU(AyNX)U...U(A\, NX))
C (AAU UA,\1 u..u A/\n).

Consequentemente, X possui subcobertura finita. Isto mostra que X é espago to-
poldgico compacto.

Abaixo encontra-se o principal Teorema desta secao.

Teorema 3.1.14. Seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff. Entdao todo
homomorfismo complezo ¢ : Co(X) — C € de avaliagao.

Demonstragao: Seja X a compactificacao de X, e defina
A:={f € C(X); flo0) =0}.
Pela Proposicao 3.1.9, A é subdlgebra de C ()N( ) fechada para involugdo. Defina

e : A = C
fo=e(flx),

notando primeiramente que ¢ esta bem definida. De fato, dada f € A, basta
provar que f|x € Co(X). Como f(oo) = 0 e f é continua, segue que, para todo
¢ > 0, existe um aberto A C X tal que co € A e |f(z)| < ¢, para todo z € A.
Pela definicao dos abertos de X , temos K := X \ A um subconjunto compacto
de X, e consequentemente |f|x(x)| < €, para todo x € X \ K, concluindo, por
flx ser continua, que f|x € Cp(X). Assim ¢ estd bem definida. Além disso, sem
dificuldades, vemos que ¢ é um funcional linear que preserva multiplicagao, isto é,

P(f-9) =¢(f)-@(9),

para todos f,g € C ()Z' ). Provemos agora a seguinte assercgao:

(3.6)

Para todo g € Cy(X) existe g € A tal que g|x = g. (3.7)
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Tome g € Cy(X), e defina g : X — C por g(c0) =0eg(x) = g(z), para todo x € X.
Sem dificuldades conseguimos provar por defini¢ao que g é continua em todo ponto
de X. Resta-nos provar que g é continua em co € X. Tomando € > 0, sabemos que

3 K C X compacto tal que |g(x)| < €, para todo x € X \ K.

Definindo 4 = X \ K, o qual é um aberto de X, segue, por g(oco) = 0 e pela
afirmacao acima, que |g(z)| < €, para todo x € A. Ou seja, para todo € > 0, existe
um aberto A de X tal que 0o € A e |g(z)| < €, para todo = € A. Isto prova que g é
continua, concluindo que g € A e, finalmente, demonstrando a asserc¢ao (3.7).

De (3.7), segue que o funcional linear ¢ é nao nulo. De fato, como ¢ é nao
nulo, existe g € Cy(X), onde ¢(g) # 0 e, por (3.7), existe g € A que é uma extensao
da g. Assim,

2(9) = ¢(g]x) = ©(g) # 0,

concluindo que ¢ é um funcional linear nao nulo. Como ¢ preserva multiplicagao,
tem-se que (3.6) define um homomorfismo complexo. Pela Proposigao 3.1.9, ¢ é um
homomorfismo de avaliacdo em um ponto z € X diferente de o0, logo z € X. E,
dessa maneira,

para todo g € A.

Consequentemente ¢ é um homomorfismo de avaliacao em z € X. De fato,
se g € Cp(X), entao por (3.7), existe g € A que é extensao de g e, da seguinte
igualdade,

e(g) = »(9lx) = 8(9) = 9(2) = 9(2),

segue que  é um homomorfismo de avaliacao.

Observacao 3.1.15. Observe que, no Teorema 1.2.4, j& haviamos provado que todo
homomorfismo complexo ¢ em uma &lgebra de Banach é continua e possui norma
llel] < 1. O corolario seguinte nos diz que se, além dessas hipéteses, tivermos
também A uma C*-dlgebra comutativa, entdo o homomorfismo tem norma exata-
mente 1.

Corolario 3.1.16. Seja A uma C*-dlgebra comutativa. Entao todo homomorfismo
complexo ¢ : A — C € continuo e ||p|| = 1.
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Demonstragao: Pelo Teorema 2.4.5, toda C*-dlgebra comutativa é isomorfa iso-
metricamente a Cy(X), para algum espago X localmente compacto de Hausdorff.
Dessa forma, basta provar o resultado para quando a C*-dlgebra comutativa é Co(X)
com X localmente compacto de Hausdorff.

Seja X localmente compacto de Hausdorff. Se ¢ : Cp(X) — C é um homomor-
fismo complexo entao, pelo Teorema 3.1.14, ¢ é um homomorfismo de avaliagao e
portanto, pelo Lema de Urysohn, existe f € Cy(X), onde ¢(f) = ||f||. Como, além
disso, |¢(g)| < |lgl|, para todo g € Cy(X), temos ||p|| = 1.

3.2 A Fidelidade do Funtor X — C(X): A Deter-
minacgao de X a partir de C(X)

Facilmente conseguimos provar que quando X e Y sao espacos topoldgicos
compactos homeomorfos, entao a C*-dlgebra C'(X) é isomorfa isometricamente a
C(Y'). Porém uma pergunta que pode surgir naturalmente é a respeito da reciproca.
Seja X um espaco compacto nao Hausdorff, C'(X) é uma C*-dlgebra comutativa com
unidade e, pelo Teorema 2.4.3, temos C'(X) isomorfo isometricamente a C'(A), onde
A um espaco compacto de Hausdorff, C(X) ¢é isomorfo isometricamente a C(A),
com X nao é homeomorfo a A, ja que X nao é de Hasudorff e A é de Hausdorff.
Provaremos nesta segdo que, quando C'(X) é isomorfo isometricamente a C(Y),
onde X e Y sao espacos compactos de Hausdorff, entao o espago topoldogico X é
homeomorfo a Y.

Teorema 3.2.1. Seja X um espaco compacto de Hausdorff, e seja A o espectro de
C(X). Entio A é homeomorfo a X.

Demonstracgao: Defina a seguinte funcao

g X = A
T = o,

onde ¢, é o homomorfismo de avaliagdo no ponto z € X em C(X). & é uma funcao
injetiva, ja que se x,y € X e x # y, entao, pelo Teorema 3.1.2, existe uma fungao
f e C(X), onde f(z) # f(y), concluindo que ¢, (f) # @, (f), isto é, p, # p,. Além
do mais, o Teorema 3.1.14, garante que & é sobrejetiva. Portanto & é uma bijegao.
Para provar que & é um homeomorfismo, basta provar que & é continua, pois X e
A sao compactos de Hausdorff.
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Tome x € X e provemos que & é continua em z € X. Seja W C A um aberto
que contenha ¥(z). Como a topologia de Gelfand em A é a menor topologia em

relagao a qual a familia de fungoes f: A — C, onde f(¢) = ¢(f) para todo ¢ € A,
sao continuas, segue que a topologia de Gelfand é a topologia gerada pelo conjunto

{f_l(z‘l) CA; fel(X) eAC(Céaberto}.

Portanto um aberto da topologia de Gelfand é uma uniao qualquer de intersecao
finitas de elementos do conjunto acima. Isto significa que W é uma uniao qualquer
de intersegoes finitas de elementos do conjunto acima, e portanto, como (x) € W,
existem uma quantidade finita de fungdes f1, ..., f, € C(X) e abertos Ay, ..., A, C C
tais que

~—1

(@) e fi (A)N..0f (A

Perceba que isto significa que

-~ ~

f1(S(2) € Ay, ooy [u(S(2)) € A,.
Como f(3(x)) = fi(ws) = wu(f;) = fi(z), segue que
fi(z) € Ay, ..., fulx) € A, (3.8)

Definindo
V= fl_l(Al)m"'mfgl(An% (39)

tem-se V um aberto de X. Logo, por (3.8), temos x € V. Além disso, sempre que
y € V, tem-se

fl(y) € Ab 7fn(y> € An?

consequentemente
fi(SY) € Ar, s [u(S(y)) € An.
Dessa maneira, temos

S(y) e fi (AN N T (A,

ou seja J(y) € W. Isto significa que (V) C W e como z € V e W foi um aberto
qualquer, entao & é continuo em z. Ja que x € X foi arbitrario, conclui-se que & é
continua. Assim & é homeomorfismo.
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Assim quando falarmos da C*-dlgebra C'(X), com X um espago compacto de
Hausdorff, sabemos exatamente quem é o espaco topoldgico X a menos de homeo-
morfismo. E o que diz o seguinte resultado.

Teorema 3.2.2. Sejam X e Y espacos topoldgicos compactos de Hausdorff, e su-
ponha C(X) isomorfo isometricamente a C(Y'). Entio X € homeomorfo a Y.

A demonstracao segue diretamente do Teorema 3.2.1.

Observacgao 3.2.3. Isto significa que o funtor

. Espagos topolégicos . C*-algebras comutativas
' compacto de Hausdorff com unidade
X — C(X)

é completamente fiel, note que ele é pleno pelo Teorema 2.4.3 de Gelfand-Naimark,
e ele se torna fiel pelo Teorema anterior.

3.3 Exercicios

Exercicio 32. Seja X um espago compacto, e seja A C C'(X) um ideal maximal.
Entao existe o € X, onde

A={feC(X); f(xo) =0},

Exercicio 33. Seja X um espaco localmente compacto Hausdorff, e seja X = X U
{o0} a compactificagdo de X. Prove que X é compacto se, e somente se, 0o é ponto
isolado de X. Segue que, se X é ndao compacto, entdo X possui oo um ponto de
acumulagao.

Exercicio 34. Seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff, seja ainda
f € Co(X). Se f(X) =D C C, entao prove que, para todo homomorfismo complexo
¢ : Co(X) — C, tem-se o(f) € D.
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Apeéendice A

Uma Aplicacao do Teorema de
Gelfand-Mazur

Iremos provar neste Apéndice, como consequéncia do Teorema 1.3.5 de Gelfand-
Mazur, o Teorema Fundamental da Algebra.

Definicao A.1. Um subespago vetorial J de C[z] serd dito um ideal de C|x],

quando
J-Clz] C J.

Notagao. Se g € C[z], entao o ideal de C[z] gerado por g serd denotado por (g).
Lembre-se que (g) := Cl[z] - g.

Em Clz], sabemos ainda que existe o algoritmo da divisdo de Euclides:

Teorema A.2 (Algoritmo de Euclides). Sejam f,g € Clz] e grau(g) > 0. Entdo
ezistem q,r € Clz] onde

f=a-g+r
e grau(r) < grau(g). Os polinomios q,r € Clx] sdo unicamente determinados com
tais condicoes.

Teorema A.3. Se J ¢ ideal de C[z], entao existe g € C[z] tal que J = (g).

Demonstragao: Suponha J # {0}. Se J conter ao menos um polinémio constante
nao nulo, entao J = C[z] = (1). Caso J nao contenha polinémio constante nao nulo,
tome g € J algum polindbmio de menor grau nao nulo de J. Dessa maneira, temos
J = (g). De fato, se f € J, entao, pelo algoritmo de Euclides,

HQJ"E(C[JU] tais que f=q-g+r
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com grau(r) < grau(g), provando, pela igualdade acima, que r € J e, pela minima-
lidade do grau de g em J, temos r = 0, isto é, f € (g).

Teorema A.4. Sejam p, f € Clz| onde p é um polinomio irredutivel, e suponha que
f ¢ (p). Existem f',p' € Clz] tais que

f-f4p-p=1

Demonstragao: Sabemos que (p) + (f) é um ideal e, pelo Teorema anterior, existe
g € Clx] tal que (p) + (f) = (g). Disso decorre que p, f € (g) e portanto, como p
¢ irredutivel, temos que g ¢ um multiplo nao nulo de p ou uma constante nao nula.
Mas, se g fosse miltiplo nao nulo de p, entao (g) = (p), o que seria um absurdo,
ja que f € (g) \ (p). Consequentemente g é uma constante nao nula e portanto
(9) = (1). Assim, temos

() + () =(1)

e, pela igualdade acima, segue o resultado.

Teorema A.5 (Fundamental da Algebra). Seja p(x) € Clz]. Ewxistem constantes
¢, a1, as, ..., a, € C tais que

p(z) =clx —ay)(z — az)...(z — ay,).

Demonstragao: Basta provarmos que todo p € C[z] irredutivel nao constante tem
grau exatamente 1. Se p € C[z] é irredutivel, onde grau(p) = n > 0, provaremos
que n = 1. Defina a relagao de equivaléncia em C[z]:

[~y se f=9¢ D),
e denote o conjunto de todas as classes de equivaléncia por:
Clel/(p) :=={f + (p) ; [ € Cla]},

onde f + (p) é a classe de equivaléncia que contém f € C[z]. Note que C[z]/(p) é
um C espaco vetorial de maneira natural. Perceba ainda que

{1+ (), z+ (p),..., 2" '+ (p)}
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¢ uma base de C[z]/(p) e, se chamarmos de A ao conjunto Clz|/(p), segue que
A é um espago vetorial de dimensao igual a n. Podemos ainda definir a seguinte
operacao em A

(f+@) g+ ) :=(f 9+ D),

e nao ¢ dificil provar que esta operacao ¢ bem definida, e torna A uma &algebra
complexa de dimensao finita. Fixe uma norma ||.|| qualquer no espago vetorial A e,
para cada x € A, defina
T, : A — A
y = -y,

notando que T, é continuo, pois A tem dimensao finita, fazendo assim sentindo
falar em ||T,||. Dessa maneira, definindo ||z||* := ||T,||, nao é dificil provar que
|.]|* é norma na algebra A. Como A tem dimensao finita, segue que (A, ||.|[*) é
uma algebra de Banach com unidade. Por fim, note que todo elemento nao nulo de
A é invertivel. De fato, tome f 4 (p) em A ndo nulo, isto é, f ¢ (p) e, por p ser
irredutivel e pelo Teorema A.4, existem f’,p’ € C|x] tais que

f-f+pp=1
concluindo que 1 — f - f € (p), ou seja,

(f + @) - (f + @) =1+ (),

demonstrando que f + (p) é invertivel. Assim 4 é uma &lgebra de Banach com
unidade e G(A) = A\ {0}. Pelo Teorema 1.3.5 de Gelfand-Mazur, tem-se que A
é isomorfo isometricamente a C e, consequentemente, a dimensao de A é 1, isto é,
n =dimA = 1. Segue que p tem grau 1.

Observacao A.0.1. Note que na demonstracao acima, quando definimos 7T}., tivemos
que fixar uma norma em A qualquer para fazer sentido falar da norma espectral (que
é a utilizada na demonstracao) do espaco L£(A).
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Apendice B

Soma Direta de Espacos de
Hilbert

Neste Apéndice nos concentraremos em abordar a definigdo de Soma Direta
em uma familia qualquer de espagos de Hilbert.

Definigao B.1. Seja {H)}rea uma familia arbitréria de espacos de Hilbert. Entao
a soma direta dessa familia de espacos de Hilbert serd o conjunto

L . O conjunto {\ € A ; hy #0} é
@H/\ T {(h/\>)‘eA € H Ho ?  enumerdvel e Z [|ha]]? < oo ’
AEA AEA;hy#0

Convencao. Consideraremos, de agora em diante neste apéndice, { H} uma familia
de espacos de Hilbert, e H a soma direta dessa familia de espacgos de Hilbert, isto é,

H = @'H,\.

Proposicao B.2. Com a conveng¢ao acima,
(ha)xea + (G)aea = (ha 4 Jx)aea

a.(hy)rea = (a.hy)sen,
para quaisquer (hy)aea, (Ja)rea € H e para todo o € C, fazem de H um espago
vetorial complezxo.

Demonstragao: Observando que as operacoes acima sao herdadas do espago ve-
torial J],.o Ha, basta provarmos que H ¢é subespago vetorial do espago vetorial

HAGA Ho.
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Usaremos a seguinte desigualdade
a® +2ab + b* < 2(a* +b?), (B.1)
para todos a,b € R. Suponha que (hy)xea, (jx)rea € H. Defina os conjuntos
H:={ eA; hha#0} e J:={rAeA; j)#0}
Entao note que H e J sao enumeréveis, pela definicao de soma direta de espagos de
Hilbert. Note ainda, que se hy + j) # 0 entao hy # 0 ou j, # 0 e portanto ou A € H
ou € J,istoé, A€ HU.J. Como H U J é enumeravel, entao

{)\GA; h,\—i—j)\#O}CHUJ

é enumeravel. Além disso, por (B.1), temos

il < > il

AEA AeEA
hx+jx #0 hx #0oujx #0
< > Rl 2[Rl 7al] + []7al1?
AEA

hx # 0 oujx #0

IN
)

> [1Pall® + [15All*

A€EA
ha # 0 ou jx #0

=2 D P+ D AP

AeEA AEA
hx #0 Ix#0
< Q.

Assim, (hy)aea + (Ja)rea € H. E sem maiores dificuldades, conseguimos provar que
se A € C e (hy)xea € H entao A.(hy)aea € H. Logo, H é um espago vetorial com
as operagoes dadas.
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Proposicao B.3. Com a convencado inicial deste apéndice, a funcao

((ha)rea, (Ix)rea) = >, VY

AEA
hx#0ejx #0

para todos (hy)xea, (Ja)rea € H, define um produto interno no espago vetorial com-
plexo H.

Demonstracao: Nao é dificil provar que esta funcao cumpre todas as proprieda-
des de um produto interno, exceto que separa somas na primeira coordenada é um
pouco mais dificil, a dificuldade nao esta em argumentacao, e sim no trabalho cuida-
doso de analisar somatorios. Iremos prova-la. Sejam (hy)xea, (Ja)rea, (Wx)rea € H
elementos quaisquer e note que

(P 4+ wr)rea, (a)r) =
Z (hx +wy, ja) =

AEA
hx+wy #0
ejr#0
Z (ha 4+ wx, Jia) + Z (ha +wx, ja) =
AEA AEA
ha+wy #0 hx +wx =0,
ejx#0 hx#0ejx#0
> (hin+ D (i D (i) + Y, (o)
AEA AeEA AEA AEA
hx+wx #0 hx +wx =0, hx+wx #0 hx +wx =0,
ejx#0 hx#0ejx#0 ejr#0 hy#0ejy#0
ST i)+ Y (i Y (i) D> (wa) =
AEA AEA AEA AEA
hx+wy #0, hx+wy =0, hx+wy #0, hx+wy =0,
hyx#0ejx#0 hyx#0ejy #0 wyx#0ejr#0 wyx#0ejr#0
Z (A, Jx) + Z (wx, Jx) =
AEA AEA
hyx #0 wx #0
ejr#0 ejx#0

((ha)aea, (a)rea) + ((wa)reas (Jx)rea) -

E portanto temos
(h+w,j) = (h,j) + (w,j),
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para todos h,w, j € H. As outras propriedades nao sao dificeis nem trabalhosas.

Observacao B.0.2. J4 sabemos que H ¢ um espago vetorial complexo com produto
interno, e portanto existe uma norma que provém desse produto interno.

Teorema B.4. Com a convenc¢ao do inicio deste apéndice, o espaco vetorial com-
plexo H com produto interno (,) € um espago de Hilbert.

Demonstragao: Seja (hy)neny uma sequéncia de Cauchy em H. Para cada n € N,
h,, é escrito na forma h, = (hyx)rea € H. Sabemos que se n,m € N entdo

th_hmH = Z ||hn,)\_hm,)\‘|27
AeA
hn,/\ _hm,)\ 750

resultando, para cada A € A fixado, que
hnx = hmall < ([l = han]|

e concluindo, pela igualdade acima, que (h, ))neny ¢ uma sequéncia de Cauchy em
H,. Como H, é um espaco de Hilbert, existe um elemento hy onde

}llé% hn)\ = h)\, (BQ)

fazendo sentido definir b := (hx)rea € [[,ca Ha- Provaremos agora que h € H e
que (hy)nen converge para h.

Defina, para cadan € N, o conjunto m,, := {\ € A; h,\ # 0} e, como h,, € H,
concluimos que 7, é enumeravel. Assim, definindo

o=

neN

temos m um conjunto enumeravel, por ser uniao enumeravel de conjuntos enu-
meraveis. Se hy # 0 para algum A € A entdo, por (B.2), existe algum n € N
tal que h, \ # 0 e portanto A € m,, concluindo dessa forma que A € 7. Assim

{ANe A, hy#0} Cm,
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e logo é enumeravel. Agora, observando a desigualdade (B.1), note que, para todo
conjunto finito G C A, devemos ter

Sl < 2 Zilhm—hxll2+2""““2>
\EG \EG AEG
B . 2 2
= 2> lim [l = ol +Z|rhm!l>
B . _ 2 2
= 2 },%g%th”’A P Al| +Z||hn,k||)
A\EG AcG
= 2 limsupzth,,\—hm,)\\|2+Zth,AH2>
meN G AeG

< 2 <limsup A — B ||? + ||hn||2>
meN

e, como (hy)pen é uma sequéncia de Cauchy em H, temos

> Bl =) IRl < oo
AEA AET
hy %0

Isto prova que h € H. Agora provemos que a sequéncia (h,)nen converge para h em
‘H. Para isso, seja novamente G C A um conjunto finito, e fixado n € N temos

2 _ : B 2
S Ml = hal? = Z};&Hhm Rl
NG

AEG
= hmg th’)\—hm,)\||2
meN
AeG

= lim supz nn — R al[?

meN el

< limsup ||h, — hm|]27
meN

e como o conjunto finito G C A é qualquer, temos para qualquer n € N

[[he — b < limsup ||k, — hul|?, (B.3)
meN

103



mas devido a (hy,)nen ser uma sequéncia de Cauchy em H, segue, de (B.3), que
lim ||, — || = 0,
neN

e consequentemente (hy,),en ¢ uma sequéncia convergente para h em H. O que prova
a completude de H. Logo H ¢, de fato, um espacgo de Hilbert.

Observagao B.0.3. Portanto, sempre que tivermos uma familia de espacos de Hil-
bert {H,}ren, existe um espago de Hilbert

P
AEA

que contém isomorfo isometricamente todos esses espacos de Hilbert, e mais, cada
espaco de Hilbert H, da familia é isomorfo isometricamente a um subespaco de

Hilbert fechado em €, 5 Ha.
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Apéndice C
O Lema de Urysohn

Definicao C.1. Seja X um espaco topolégico de Hausdorff. Entao X ¢é dito ser
normal, se para todos E, F' C X conjuntos fechados disjuntos, existem A, B C X
abertos disjuntos tais que £ C Ae F C B.

Um resultado bastante conhecido em topologia geral, porém geralmente feito
apenas para espagos normais, € o Lema de Urysohn. Podemos encontrar na re-
feréncia [8] (Proposigao 12, p. 232) o Lema de Urysohn para espagos normais na
seguinte versao:

Teorema C.2 (Lema de Urysohn). Seja X um espaco topolégico de Hausdorff
normal, e sejam E, F C X conjuntos fechados disjuntos. Entao existe uma funcao
continua f : X — [0,1] tal que f(xz) = 1, para todo x € E, e f(y) = 0, para todo
y e F.

Admitiremos esse resultado sem demonstragao, porém a demonstracao é de
facil acesso na referéncia citada. Porém ha uma outra versao que é bastante utilizada
nesta dissertacao, que é a versao do Lema de Urysohn para espacos localmente
compactos. Nos baseando em [10] provaremos o Lema de Urysohn para espagos
localmente compactos no Teorema, C.5.

Proposigcao C.3. Todo espaco topologico X compacto de Hausdorff é normal.

Demonstracao: Considere X um espaco topolégico compacto de Hausdorff, e se-
jam E, F C X fechados disjuntos. Precisamos provar que existem abertos disjuntos
A, B C X tais que E C A e FF C B. Facamos inicialmente para o caso particular
em que E = {z}. Ora, para cada y € F existem abertos disjuntos V,,, U, € X tais
quey € V, e x € U,. Logo

FclJv, (C.1)

yeF
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e, notando que F' é fechado em um espaco topologico compacto, tem-se F' compacto,
admitindo, dessa maneira, uma subcobertura finita da cobertura (C.1). Assim,
existem y, ..., y, € F tais que

FCV,U..uV,.

Notando que z € Uy, N...NU,,, e tomando A :=U, N..NU,, e B:=V, U..UV, ,
conclui-se que £ C Ae ' C B com A e B abertos disjuntos. Portanto, para o caso
particular em que E = {x} o resultado é valido.

Facamos agora para o caso geral. Para cada x € FE fixado existe, pelo caso
particular, dois abertos A,, B, C X disjuntos onde = € A, e F C B,. Logo

Ec|JA (C.2)
zel

é uma cobertura de F e, por E ser compacto, possui subcobertura finita, existindo
assim 1, ..., r, € F tais que

ECA,U..UA,,.

Dessa maneira, fazendo A := A,, U...UA, e B:= B, N..NB,, , temos Ae B
abertos disjuntos onde £ C Ae F C B.

Proposicao C.4. Seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff, sejam K C
X um compacto e D C X um aberto tal que K C D. Existe um conjunto aberto
tal que

(i) E é compacto,
(ii)) KCECECD.

Demonstragao: Primeiro fagamos o caso particular em que K = {z}. Existe um
compacto N C X onde = € int(N). Pela Proposi¢cao C.3 anterior, N é normal e,
por K e F := N\ D serem fechados na topologia relativa a N, existem abertos
U,V C N relativos a N disjuntos tais que K C U e FF C V. Portanto, existem
abertos Uy, V) C X de X tais que

U=UyNN e V=WNN.

Definamos E := intx(U), e note que E é aberto em X e, como z € int(N)UU, C U
e int(N) U Uy é aberto em X, temos = € E. Provemos que

E é compacto e ECNNX\V,. (C.3)
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De fato, E C N = N e portanto E é compacto, provando a primeira afirmacio de
(C.3). Para provar a outra afirmacao, basta notar que ENVy C (NNUy) N Vy =
UNV =g, provando assim que E C NN (X \ Vp) e, por X \ V; ser fechado em X,
segue (C.3). Agora provemos que

X\ Vo C X\ (N\ D). (C.4)

Para isso, basta notar que N \ D C V C V; e portanto segue (C.4). Por fim, note
que por (C.3) e (C.4), obtemos

ECNN(X\V)CNNX\(N\D)=NnDCcCD.

E logo temos £ C D compacto com © € E e com E aberto. Portanto, esté provado
para o caso particular em que K = {z}. Provemos agora o caso geral.
Sabemos para cada z € K, pelo caso particular, que existe um aberto E(x)

onde E(x) é compacto, e x € E(x) C E(x) C D. Logo

K c | E(x)

zeK

e, como K é compacto, possui subcobertura finita, ou seja, existem x1,...,x, € K
tais que
K C E(z1)U...UE(z,)

e, dessa maneira, definindo F := E(z;) U ... U E(z,) temos que E ¢ aberto, cujo
fecho é

E=FE(x)U...UE(z,) = E(x1)U...UE(x,)

e portanto é compacto. Além disso, temos

KCECE=EFE(@)U..UE(z,) = E(r;)U...UE(z,) C D
como queriamos demonstrar!

Teorema C.5 (Lema de Urysohn para espagos localmente compacto de Hausdorff).
Seja X um espaco localmente compacto de Hausdorff, e sejam K, F C X dois con-
Juntos disjuntos, com K compacto, e F fechado. Existe uma funcao f: X — [0,1]
tal que

fl) =1 e fly) =0,
para todo x € K e todoy € F.
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Demonstracao: Definindo D := X \ F entao D é aberto e K C D. Entao, pela
Proposicao C.4, existe um aberto £ C D tal que E é compacto em X e tal que
K CEcCECcCD. Como K C EeFE éaberto, entdo novamente pela Proposicao
C.4, existe G C E aberto tal que G é compacto e K C G C G C E. Note que E ¢é
normal e portanto existe uma funcio g : E — [0, 1] continua, tal que g(x) = 1 para
todo z € K, e g(y) = 0 para todo y € E'\ G. Defina

f X — [0,1]

SRl Fveyt

e perceba que f(z) = 1, para todo = € K, e f(y) = 0, para todo y € F'. Note ainda
que f é continua. De fato, f|g = g|g, concluindo que f|g é continua e, além disso,
sendo A := X \ G, temos f(y) = 0, para todo y € A, decorrendo que f|4 é continua.
Ora, temos AU E = X e temos também que A e E sao abertos e f|g e f|a s@o
continuas. Isso é suficiente para f ser continua.
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Apeéendice D

Resultados Usados

D.1 Analise Funcional

Teorema D.1 (Hahn-Banach). Sejam V' um espaco vetorial sobre K (K = R ou
C), e W CV um subespago vetorial, sejam ainda p : V — R uma seminorma e
f W = K um funcional linear tal que

()] < p(a),

para todo v € W. Entao existe um funcional linear g : 'V — K que € extensao da
funcao f e tal que

para todo x € V.

Corolario D.2 (Hahn-Banach). Sejam V' um espago vetorial normado real ou com-
plexo, e xg € V nao nulo. Entdo existe um funcional linear continuo f:V — K tal
que

A =1 e [flxo) = [lzoll

Teorema D.3 (Aplicacao Aberta). Sejam E e F espacgos vetoriais de Banach (reais
ou complexos) e T : E — F uma transformagao linear, continua e sobrejetora.
Entao T ¢ uma aplicacao aberta. Em particular, todo operador linear continuo e
bijetor entre espacos de Banach € um isomorfismo.

Teorema D.4 (Grafico Fechado). Sejam E e F espagos de Banach (reais ou com-
plexos) e T : E — F um operador linear. Entao T € continuo se, e somente se,

G(T):={(z,y) € Ex F ;T(x) =y} € fechado em E x F.
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Teorema D.5 (Banach-Steinhaus). Sejam E e F espacos de Banach (reais ou
complezos) € {T,}acr uma familia de operadores lineares continuos de L(E, F'). Se
para cada x € E, existe uma constante K, > 0 tal que

| To(@)|| < K,
para todo o € L, entao existe uma constante K tal que
ITall < K,

para todo o € L.

D.2 Topologia Geral

Teorema D.6 (Stone-Weierstrass). Seja X um espago compacto de Hausdorff, seja
ainda A C C(X) uma subdlgebra fechada com a topologia da norma, tal que A seja
fechado para involugao, isto €, f* € A sempre que f € A, e que possua a unidade,
ou seja, e € A. Se A separa pontos, isto é, para todos x,y € X distintos, existe
f € A tal que f(z) # f(y), entio A é um subconjunto denso em C(X) na topologia
da norma.

O Teorema de Stone-Weierstrass ¢ um teorema cléssico a respeito da algebra
C(X) quando X é um espago compacto de Hausdorff. H4 uma versao dele no caso
real, ou seja, no caso em que tratamos de espagos vetoriais reais. Neste caso, ele é
uma generalizagao do Teorema de Aproximacao de Weierstrass. Uma demonstragao
do Teorema de Stone encontra-se na referéncia [9)].

Lema D.7 (Urysohn). Seja X um espago topoldgico localmente compacto, e sejam
K, F C X conjuntos disjuntos, com K compacto, e F' fechado. Entdo eriste uma
fungao continua f: X — [0,1] tal que f(x) =0, para todo x € F, e f(y) =1, para
todo y € K.

A demonstragao do Lema de Urysohn é tratada no Apéndice C.

D.3 Analise Complexa

Definicao D.8. Seja 2 C C um conjunto aberto, seja f : 2 — C uma funcao, e
seja ainda xg € ). Entao diremos que f é holomorfa em xg, se o limite

o @) = S )

T—T0 T — Ty
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existe. Neste caso, o limite acima é denotado por f’(zg). Caso f seja holomorfa em
todos os pontos do seu dominio, diremos que f é holomorfa. O conjunto das funcoes
holomorfas com dominio € é denotado por H(f2).

Definigao D.9. A fungao exp : C — C, definida por

o0 n

o) = 3

n=0
estd bem definida e é chamada de fungao exponencial.
Teorema D.10. Para todos x,y € C, temos exp(x + y) = exp(x).exp(y).

A demonstragao deste resultado encontra-se em [11], na pagina 86, Teorema
11.

Definigao D.11. Sejam Q2 C C um conjunto aberto, a € Q e seja f € H(Q\ {a}).
Entao a é dito um ponto de singularidade removivel da funcao f se existe uma
fungao F' € H(Q)) extensao da funcao f.

Teorema D.12. Sejam Q C C um conjunto aberto, a € Q e seja f € H(Q\ {a}).
Se existe r > 0 onde f restrita a D,.(a) \ {a} € limitada, entdo a é um ponto de
singularidade removivel da funcdao f.

Essa demonstragao pode ser encontrada em [14], no Teorema 10.20.

Definicao D.13. Seja a € C, entao uma série de poténcia centrada em a é uma
série da forma

ch(z —a)". (D.1)

Observacao D.3.1. Uma série de poténcia como a de (D.1) é unicamente determi-
nada pelos termos do conjunto {a, ¢, ca, ..., Cy, ... }.

Teorema D.14. Seja a € C e (¢,)neny uma sequéncia em C. Se a série (D.1) ndo
convergir para todo elemento z € C, entao existe um niumero real R > 0 tal que a
série (D.1) converge para todo z € D,(a) e diverge para todo z ¢ D,(a). Tal nimero
R € dado por

1
— =1 Nus
I im sup |c,|

neN
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Teorema D.15. Seja Q C C aberto e seja f € H(Y). Entao f pode ser representada
por uma série de potencia em qualquer ponto a € ). Isto €, para todo a € §) existe
um r > 0 e ezxiste uma sequéncia complexa (c,)nen tal que

f2) =) ealz—a)"

onde z € D,(a).

Teorema D.16. Seja Q2 C C um conjunto aberto. Se f € H(2) e D,(a) C Q, entdo
a série de poténcia de f em a tem raio p > 1 e f pode ser representada pela mesma
série de poténcia em D, (a).

Para verificar estes dois Teoremas anteriores, basta notar que em [14] no Teo-

rema 10.16, o disco D,(a) C Q tomado no comego, foi arbitrario.

Teorema D.17. Seja Q@ C C homeomorfo a uma bola aberta em C. Se f € H(Q) €
tal que f(x) # 0 para todo x € 2, e ainda a fungdo

h : Q — C
1
T — ﬁ
¢ holomorfa, isto é, h € H(SY), entdo existe g € H(Y) tal que f(x) = eI, para todo
r € H(Q).
A demonstracao deste resultado pode ser deduzida do Teorema 13.11 de [14],
observando as equivaléncias das letras (a) e (h).

Teorema D.18. Seja Q@ C C um conjunto aberto, e seja (fn)nen uma sequéncia
em H(S) convergindo uniformemente para a funcao continua limitada f : Q2 — C.

Entao f € H().

Este resultado é demonstrado em [11], na pagina 298, no Teorema 1, letra (d).
Agora enuciaremos os grandes resultados da Andlise complexa.

Teorema D.19 (Liouville). Toda func¢ao f € H(C) limitada é constante.
A demonstracao encontra-se em [14] no Teorema 10.23.

Teorema D.20 (Médulo Maximo). Seja 2 C C um aberto conexo e seja f € H(2).
Se eziste xog € Q um mdzimo local, isto €, existe r > 0, onde D,(xo) C €, e
|f(z)] < |f(x0)|, para todo x € D,(xo). Entdo f é uma fungao constante.

Teorema D.21 (Médulo Méximo). Seja Q C C um aberto conezo e seja f € H(SL).
Se f possui uma extensao continua f : € — C, e f possui um mdximo local xq € €.
Entao xqy pertence a froteira de €.
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