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Um Índice de Somabilidade para
Pares de Espaços de Banach
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mento; ao meu pai, Luciano Ferreira do Nascimento; a minha tia, Raimunda Cristina
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constante apoio. Sem dúvida, seu carinho incondicional foi muito importante para eu

conseguir superar todas minhas dificuldades.

Ao meu orientador Jamilson Ramos Campos, por toda disponibilidade, paciência e
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incentivos e ajuda, e a Djair Paulino, por toda ajuda que me deu desde o verão em
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Resumo

Neste trabalho, estudamos a noção de ı́ndice de somabilidade para pares de espaços

de Banach. Esse ı́ndice desempenha o papel de um tipo de “medida” de como o espaço

dos polinômios m-homogêneos de E em F (ou o espaço dos operadores multilineares

de E1 × · · · × Em em F ) está longe de coincidir com o espaço dos polinômios m-

homogêneos absolutamente somantes (ou com o espaço dos operadores multilineares

múltiplo somantes). Em alguns casos o ı́ndice ótimo de somabilidade é apresentado.

Palavras-chave: Polinômios absolutamente somantes, operadores multilineares abso-

lutamente somantes, espaços de Banach, ı́ndice de somabilidade.



Abstract

In this work, we study the notion of index of summability for pairs of Banach spaces.

This index plays the role of a kind of “measure” of how the space of m-homogeneous

polynomials from E to F (or the space of multilinear operators of E1× · · ·×Em to F )

are far from being the space of absolutely summing m-homogeneous polynomials (or

with the space of multiple summing multilinear operators). In some cases the optimal

index of summability is presented.

Keywords: Absolutely summing polynomials, absolutely summing multilinear opera-

tors, Banach spaces, index of summability.
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3.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• N denota o conjunto {1, 2, 3, . . .};

• Nn
0 denota o conjunto {0, 1, 2, . . . , n};

• R denota o conjunto dos números reais;

• C denota o conjunto dos números complexos;

• K denota o corpo R ou C;

• E,F,G,H,Em, Gm denotam espaços vetoriais ou espaços normados ou espaços de

Banach sobre o corpo K;

• BAN denota a classe de todos os espaços de Banach;

• L(E;F ) denota o espaço de todos os operadores lineares e cont́ınuos de E em F ;

• BE denota a bola unitária fechada no espaço E;

• E ′ denota o dual topológico do espaço E;

• en denota a sequência escalar (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) cujos termos são todos nulos com

exceção do n-ésimo;

• idE denota o operador identidade em E;

• span {x1, . . . , xn} denota o espaço vetorial gerado pelos vetores x1, . . . , xn;

• p∗ denota o conjugado de p, isto é, 1 = 1/p+ 1/p∗;

• C(K) denota o espaço de Banach formado por todas as funções f : K −→ R
cont́ınuas, onde K é um espaço de Hausdorff compacto;

• JE denota o mergulho canônico de E em E ′′;

• E 1
↪→ F denota E ⊆ F com ‖x‖F ≤ ‖x‖E para todo x ∈ E;
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• cot(E) denota o ı́nfimo dos q ≥ 2 tal que E tem cotipo q;

• L(E1, . . . , Em;F ) denota o espaço de todos os operadores multilineares cont́ınuos

de E1 × · · · × Em em F ;

• P(mE;F ) denota o espaço de todos os polinômios m-homogêneos cont́ınuos de E

em F ;

• X ou X(·) denota uma classe de sequências;

•
∏

(p,q) denota a classe dos operadores multilineares absolutamente (p, q)-somantes;

• P(p,q) denota a classe dos polinômios homogêneos absolutamente (p, q)-somantes;

•
∏mult

(p,q) denota a classe dos operadores múltiplo (p, q)-somantes;
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Introdução

Em 1950, A. Dvoretzky e C. A. Rogers [12] apresentaram uma solução para o

seguinte problema: existe em qualquer espaço de Banach de dimensão infinita um série

incondicionalmente convergente que não é absolutamente convergente? Tal problema

foi proposto por S. Banach em [11]. A resposta afirmativa, conhecida atualmente como

Teorema de Dvoretzky-Rogers, só veio décadas depois com o célebre trabalho [12].

Este fato despertou o interesse de A. Grothendieck que mediante dois trabalhos

importantes, [20] e [21], apresenta uma demonstração diferente para o Teorema de

Dvoretzky-Rogers e introduz o que hoje é visto como a base da teoria dos operadores

absolutamente somantes. Porém, somente na década de 60, com os trabalhos de A.

Pietsch [14], J. Lindenstrauss e A. Pelczyński [16] e B. Mitjagin e A. Pelczyński [15], as

ideias de Grothendieck começaram a ser melhor compreendidas e reescritas de forma

mais acesśıvel.

Os dois trabalhos de A. Grothendieck citados acima são considerados o ponto de

partida da teoria de ideais de operadores. No livro [18], A. Pietsch sistematiza a teoria

de ideais de operadores lineares, no qual exibe o conceito, desenvolve a teoria geral,

investiga alguns casos particulares e exibe várias aplicações. Posteriormente, o próprio

A. Pietsch, em seu artigo [19], apresenta o conceito de ideal para operadores m-lineares,

também conhecido como multi-ideal, cuja adaptação para polinômios é imediata (veja

[8, 13, 17]).

Em 2003, D. Pérez-Garćıa [24] e M. C. Matos [25], de maneira independente, de-

finem os operadores múltiplo somantes, que constituem uma classe que mantém, sob

certo sentido, a essência da teoria linear. Desde então, os operadores múltiplo somantes

tem sido estudado por diversos autores (veja [26, 27]).

Neste trabalho estudamos a noção de ı́ndice de somabilidade para pares de espaços

de Banach. Esse ı́ndice desempenha o papel de uma espécie de “medida” que estima a

qual distância o espaço L(E1, . . . , Em;F ) (respectivamente P(mE;F )) está de coincidir

com o espaço
∏mult

(p,q)(E1, . . . , Em;F ) (respectivamente P(p,q)(
mE;F )).

Para isso, dividimos nosso trabalho em três caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo intro-

duzimos algumas definições, notações e resultados da teoria básica da análise funcional
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que serão necessários para o desenvolvimento dos caṕıtulos subsequentes.

No segundo caṕıtulo, estudamos os ideais de operadores multilineares, os ideais

de polinômios e os conceitos relativos a estes, alguns resultados básicos e uma ca-

racterização dos operadores multilineares absolutamente somantes, bem como dos po-

linômios absolutamente somantes. Para obter certas caracterizações fazemos uso do

ambiente abstrato criado por G. Botelho e J. R. Campos em [22]. Além disso, mos-

traremos que a classe
∏

(p;q) dos operadores multilineares absolutamente somantes é

um ideal de Banach, bem como que a classe P(p,q) dos polinômios homogêneos ab-

solutamente somantes é um ideal de Banach de polinômios. Para isso, faremos uso

novamente do mesmo ambiente abstrato já citado. Por fim, apresentamos o conceito e

alguns resultados importantes sobre a classe dos operadores múltiplo somantes.

No terceiro caṕıtulo, estudamos a noção do ı́ndice de somabilidade para pares de

espaços de Banach. Este tipo de ı́ndice foi recentemente proposto no artigo [28] por

M. Maia, D. Pellegrino e J. Santos tendo por base a tese de doutorado do primeiro.

Veremos que sempre existe estimativas superiores pare este ı́ndice. Terminamos nosso

trabalho, apresentado estimativas inferiores, em alguns casos, para o ı́ndice de soma-

bilidade entre os espaços P(mE;F ) e P(p,q)(
mE;F ). A principal referência para este

último caṕıtulo é, obviamente, o trabalho [28] mas também foi consultado o trabalho

de tese [9].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, introduzimos algumas definições, notações e resultados que serão

necessários para o desenvolvimento deste trabalho. Para a primeira seção, temos como

objetivo apresentar alguns resultados clássicos de Análise Funcional; na segunda seção,

apresentamos alguns resultados envolvendo séries em espaços de Banach; na terceira,

apresentamos alguns espaços de sequências a valores vetoriais e na quarta seção, apre-

sentamos os conceitos de cotipo e o de fatoração formal. As principais referências

para a elaboração deste caṕıtulo foram [2, 4, 8]. Alguns dos resultados aqui citados

encontram-se, pelo caráter breve do texto, não demonstrados. Para estes, buscamos

citar as devidas referências para as respectivas demonstrações.

1.1 Resultados Clássicos de Análise Funcional

Durante todo este texto, K denotará o corpo R dos números reais ou o corpo C dos

números complexos e os espaços vetoriais sempre serão considerados sobre K = R ou C.

Começamos esta seção relembrando a definição de norma.

Definição 1.1. Uma norma em um espaço vetorial E é uma aplicação ‖ ·‖E : E −→ R
que satisfaz:

N1) ‖x‖E ≥ 0 para todo x ∈ E e ‖x‖E = 0 se, e somente se, x = 0,

N2) ‖λx‖E = |λ| · ‖x‖E, para todo x ∈ E e qualquer λ ∈ K,

N3) ‖x+ y‖E ≤ ‖x‖E + ‖y‖E, para todos x, y ∈ E.

Neste caso, o par (E, ‖·‖E) é chamado de espaço vetorial normado, ou simplesmente

espaço normado. Quando não houver perigo de ambiguidade, escreveremos ‖·‖ ao invés

1



1. Preliminares

de ‖·‖E. Por sua vez, um espaço normado é um espaço métrico com a métrica induzida

pela norma, ou seja, a métrica d : E × E −→ R dada por

d(x, y) = ‖x− y‖ com x, y ∈ E.

Como espaços métricos são espaços de Hausdorff, com maior razão espaços nor-

mados também o são e, consequentemente, satisfazem propriedades importantes que

usaremos de forma direta ao longo do texto. Para maiores detalhes sobre os espaços

de Hausdorff veja [3, Caṕıtulo 3].

Dizemos que um espaço normado E é um espaço de Banach ou um espaço completo

quando E for completo na métrica induzida pela norma, e denotamos por BAN a

classe de todos os espaços de Banach. O resultado abaixo destaca a importância dos

subespaços fechados de um espaço de Banach, no qual sua demonstração pode ser

encontrada em [2, Proposição 1.1.1].

Proposição 1.1. Sejam E um espaço de Banach e F um subespaço de E. Então F é

um espaço de Banach se, e somente se, F é fechado em E.

Sejam E e F espaços normados, ambos sobre o mesmo corpo K. Um operador

T : E −→ F é dito linear se T (x + λy) = T (x) + λT (y) para todos x, y ∈ E e todo

λ ∈ K. Quando para qualquer x0 ∈ E e ε > 0 existe δ > 0 tal que

‖T (x)− T (x0)‖ < ε sempre que x ∈ E e ‖x− x0‖ < δ,

então T é, por definição, um operador cont́ınuo. Não faremos distinção entre os termos

“aplicação”, “função” ou “operador”.

O conjunto de todos os operadores lineares cont́ınuos de E em F será denotado

por L(E,F ), o qual é um espaço vetorial com as operações usuais de funções. Quando

F = K, denotamos L(E,K) = E ′ e chamamos esse espaço de dual topológico de E, ou

simplesmente dual de E, e seus elementos são chamados de funcionais lineares.

Dizemos que os espaços normados E e F são topologicamente isomorfos, ou sim-

plesmente isomorfos, se existir um operador linear cont́ınuo bijetor T : E −→ F cujo

operador inverso T−1 : F −→ E, que é sempre linear, também é continuo. Neste

caso, dizemos que T é um isomorfismo. Por fim, dizemos que um operador linear

T : E −→ F é uma isometria linear se ‖T (x)‖ = ‖x‖ para todo x ∈ E; caso T seja

sobrejetor dizemos que T é um isomorfismo isométrico.

O próximo resultado nos diz que podemos substituir a definição de operador linear

cont́ınuo por umas das equivalências abaixo. Usaremos BE para denotar a bola unitária

fechada no espaço normado E, mais explicitamente BE := {x ∈ E : ‖x‖E ≤ 1}.

2



1. Preliminares

Teorema 1.2. Seja T : E −→ F um operador linear entre espaços normados. Então

as seguintes condições são equivalentes:

(a) T é lipschitziano.

(b) T é uniformemente cont́ınuo.

(c) T é cont́ınuo.

(d) T é cont́ınuo em algum ponto de E.

(e) T é cont́ınuo na origem.

(f) sup {‖T (x)‖ : x ∈ E e ‖x‖ ≤ 1} = sup
x∈BE

‖T (x)‖ <∞.

(g) Existe uma constante C ≥ 0 tal que ‖T (x)‖ ≤ C ‖x‖ para todo x ∈ E

Demonstração. Veja [2, Teorema 2.1.1.]

A expressão ‖T‖ = sup
x∈BE

‖T (x)‖ define uma norma no espaço L(E,F ) e não é

dif́ıcil verificar que ‖T (x)‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖ para todos T ∈ L(E,F ) e x ∈ E. Mais ainda,

se F ∈ BAN , então (L(E,F ) , ‖·‖) é um espaço de Banach (ver [2, Proposição 2.1.4.]).

Em particular, E ′ é sempre um espaço de Banach, uma vez que K ∈ BAN . Além

disso, Se T ∈ L(E;F ) e R ∈ L(F ;G), onde E, F e G são espaços normados, então

R ◦ T ∈ L(E,G) e ‖R ◦ T‖ ≤ ‖R‖ ‖T‖ .
Exibiremos agora uma lista de alguns, já bem conhecidos, espaços formados por

sequências de escalares, os quais serão generalizados mais adiante. Por c0 denotamos

o espaço vetorial de todas as sequências de escalares que convergem para zero, ou seja,

c0 = {(an)∞n=1 : an ∈ K para todo n ∈ N e an → 0} .

Este é um espaço de Banach com a norma ‖(an)∞n=1‖∞ = sup {|an| : n ∈ N} . Denotamos

agora por c00 o subespaço de c0 formado pelas sequências eventualmente nulas, isto é,

c00 = {(xn)∞n=1 ∈ c0 : existe n0 ∈ N tal que an = 0 para todo k ≥ n0}

e este é um espaço normado incompleto com a norma induzida de c0.

Seja 1 ≤ p < ∞. O espaço vetorial das sequências absolutamente p-somáveis é

dada por

`p =

{
(an)∞n=1 : an ∈ K para todo n ∈ N e

∞∑
n=1

|an|p <∞

}
,

3



1. Preliminares

O espaço `p é um espaço de Banach com a norma

‖(an)∞n=1‖p =

(
∞∑
n=1

|an|p
) 1

p

.

O espaço vetorial das sequências limitadas é dada por

`∞ =

{
(an)∞n=1 : an ∈ K para todo n ∈ N e sup

n
|an| <∞

}
e também é um espaço de Banach com a norma

‖(an)∞n=1‖∞ = sup
n
|an|.

Ao longo do texto denotamos por (en)∞n=1 a sequência de vetores canônicos do espaço

de sequências escalares KN, com en = (0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . .) ∈ c00, onde o 1 aparece na

n-ésima coordenada.

Enunciaremos agora os principais resultados desta seção, a saber, o Teorema de

Banach-Steinhaus, o Teorema da Aplicação Aberta, o Teorema do Gráfico Fechado e o

Teorema de Hahn-Banach. Entretanto, apenas demonstraremos o Teorema do Gráfico

Fechado e alguns corolários do Teorema de Hahn-Banach, por se tratarem, dentre estes

citados acima, dos resultados mais utilizados neste trabalho.

Um grande número de resultados em análise está associada a algum tipo de con-

trole uniforme a partir de hipóteses pontuais. Como por exemplo, o fato de que

funções cont́ınuas definidas em conjuntos compactos são uniformemente cont́ınuas. O

próximo resultado trabalha com tal indagação, para uma famı́lia de operadores lineares

cont́ınuos.

Teorema 1.3 (Banach-Steinhaus). Sejam E um espaço de Banach e F um espaço

normado. Então qualquer famı́lia {Ti}i∈I de operadores em L(E,F ) que é pontualmente

limitada, será uniformemente limitada; ou seja, se para cada x ∈ E existe 0 < Cx <∞
tal que

sup
i∈I
‖Ti(x)‖ < Cx,

então sup
i∈I
‖Ti‖ <∞.

Demonstração. Veja [2, Teorema 2.3.2.]

Recordemos que uma aplicação entre espaços topológicos é dita aberta se a ima-

gem de todo subconjunto aberto no domı́nio for também um subconjunto aberto no

contradomı́nio. Além disso, nem toda aplicação cont́ınua invert́ıvel é aberta. A seguir

vejamos um exemplo. Para maiores detalhes sobre esses fatos veja [3, Caṕıtulo 3].

4



1. Preliminares

Exemplo 1.1. O operador linear e bijetor T : c00 −→ c00 dado por T ((an)∞n=1) =(
a1,

a2
2
, a3

3
, . . .

)
é cont́ınuo, pois

‖T ((an)∞n=1)‖∞ =
∥∥∥(a1,

a2

2
,
a3

3
, . . .

)∥∥∥
∞

= sup
n∈N

∣∣∣an
n

∣∣∣ ≤ sup
n∈N
|an| = ‖(an)∞n=1‖∞ .

Todavia, o operador inverso T−1 dado por T−1((an)∞n=1) = (a1, 2a2, 3a3, . . .) não é

cont́ınuo. De fato, suponhamos que T−1 seja cont́ınuo. Neste caso, existe C > 0 tal que

‖T−1((an)∞n=1)‖∞ ≤ C ‖(an)∞n=1‖∞ para todo (an)∞n=1 ∈ c00. Para cada n ∈ N, tomando

en = (0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . .) ∈ c00, tem-se

n = ‖(0, . . . , 0, n, 0, 0, . . .)‖∞ =
∥∥T−1(en)

∥∥
∞ ≤ C ‖en‖∞ = C

para todo n ∈ N, e isso configura uma contradição, logo T−1 não é cont́ınuo.

O próximo resultado estabelece condições suficientes para que uma aplicação linear

cont́ınua e invert́ıvel entre espaços de Banach tenha inversa cont́ınua, ou seja, que essa

aplicação seja aberta. Sua demonstração pode ser encontrada em [2, Teorema 2.4.2.].

Teorema 1.4 (da Aplicação Aberta). Sejam E e F espaços de Banach e T : E −→ F

linear, cont́ınuo e sobrejetor. Então T é uma aplicação aberta. Em particular, todo

operador linear cont́ınuo e bijetor entre espaços de Banach é um isomorfismo.

Sejam E, F espaços normados e T : E −→ F um operador linear. O gráfico de T é

definido como o conjunto

Graf(T ) = {(x, T (x)) : x ∈ E} ⊆ E × F.

A linearidade de T garante que Graf(T ) é um subespaço vetorial de E × F. Além

disso, a função ‖(·, ·)‖1 := ‖·‖E + ‖·‖F define uma norma em Graf(T ). Vejamos que o

gráfico de um operador linear T entre espaços de Banach está inteiramente relacionada

com a continuidade de T .

Teorema 1.5 (do Gráfico Fechado). Sejam E, F espaços de Banach e T : E −→ F um

operador linear. Então T é cont́ınuo se, e somente se, Graf(T ) é fechado em E × F .

Demonstração. Suponha que T seja cont́ınuo. Sejam xn → x em E e T (xn)→ y em

F. Como x ∈ E e T é cont́ınuo temos que T (xn)→ T (x) = y; logo Graf(T ) é fechado

em E × F .

Reciprocamente, suponhamos que Graf(T ) seja fechado em E × F . Como E × F é

um espaço de Banach com a norma ‖·‖1, uma vez que E e F são espaços de Banach,
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temos que Graf(T ) também é um espaço de Banach com a norma ‖·‖1. A aplicação

π : Graf (T ) −→ E , π (x, T (x)) = x,

claramente está bem definida, é linear e bijetora. Além disso, π é cont́ınua pois

‖π (x, T (x))‖ = ‖x‖ ≤ ‖x‖+ ‖T (x)‖ = ‖(x, T (x))‖1 .

Do Teorema da Aplicação Aberta temos que π é um isomorfismo, logo π−1 é linear,

cont́ınua e bijetora. Assim, existe C > 0 tal que ‖π−1(x)‖1 = ‖(x, T (x))‖1 ≤ C ‖x‖,
para todo x ∈ E. Desta forma, temos

‖T (x)‖ ≤ ‖T (x)‖+ ‖x‖ = ‖(x, T (x))‖1 ≤ C ‖x‖ , para todo x ∈ E.

Portanto, pelo Teorema 1.2 temos que T é um operador cont́ınuo.

O próximo resultado, conhecido como Teorema de Hahn-Banach, lida com extensões

de funcionais lineares definidos em subespaços a todo espaço vetorial. A versão desse

teorema, enunciada a seguir, é válida para espaços vetoriais sobre K = R ou C.

Teorema 1.6 (Hahn-Banach). Sejam E um espaço vetorial e p : E −→ R uma função

que satisfaz

p(λx) = |λ|p(x), ∀λ ∈ K, ∀x ∈ E e p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ E.

Se G ⊆ E é um subespaço vetorial e ϕ : G −→ K é um funcional linear tal que

|ϕ(x)| ≤ p(x) para todo x ∈ G, então existe um funcional linear ϕ̃ : E −→ K que

estende ϕ a E e que satisfaz |ϕ̃(x)| ≤ p(x) para todo x ∈ E.

Demonstração. Veja [2, Teorema 3.1.2.]

Apresentamos a seguir três corolários importantes do teorema acima. Mesmo sendo

corolários, estes resultados também são conhecidos como Teoremas de Hahn-Banach e,

juntamente com o teorema, serão usados indistintamente ao longo do texto.

Corolário 1.7. Sejam G um subespaço de um espaço normado E e ϕ: G −→ K um

funcional linear cont́ınuo. Então existe um funcional linear cont́ınuo ϕ̃: E −→ K cuja

a restrição a G coincide com ϕ e ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖.

Demonstração. Consideremos a função p : E −→ R dada por p(x) = ‖ϕ‖ ·‖x‖. Note

que, |ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖ · ‖x‖ = p(x), para todo x ∈ G, e que para todo λ ∈ K e quaisquer
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x, y ∈ E, temos

p(λx) = ‖ϕ‖ · ‖λx‖ = |λ| · ‖ϕ‖ · ‖x‖ = |λ| · p(x) e

p(x+ y) = ‖ϕ‖ · ‖x+ y‖ ≤ ‖ϕ‖ (‖x‖+ ‖y‖) = ‖ϕ‖ · ‖x‖+ ‖ϕ‖ · ‖y‖ = p(x) + p(y).

Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear ϕ̃ :E −→ K cuja

restrição a G coincide com ϕ e que satisfaz |ϕ̃(x)| ≤ p(x) = ‖ϕ‖ · ‖x‖ para todo x ∈ E.

Logo, ϕ̃ é cont́ınuo e ‖ϕ̃‖ ≤ ‖ϕ‖. Por outro lado,

‖ϕ‖ = sup
x∈BG

|ϕ(x)| = sup
x∈BG

|ϕ̃(x)| ≤ sup
x∈BE

|ϕ̃(x)| = ‖ϕ̃‖ .

Portanto, ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖.

Corolário 1.8. Seja E um espaço normado. Para todo x0 ∈ E, x0 6= 0, existe ϕ ∈ E ′

tal que ‖ϕ‖ = 1 e ϕ(x0) = ‖x0‖.

Demonstração. Consideremos G = span {x0} e o funcional linear cont́ınuo ϕ : G −→
K dado por ϕ(λx0) = λ ‖x0‖. Então, pelo Corolário 1.7 existe um funcional linear

cont́ınuo ϕ̃ : E −→ K cuja a restrição a G coincide com ϕ e ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖ . Portanto,

ϕ̃(x0) = ϕ(x0) = ‖x0‖ e

‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖ = sup
λx0∈BG

|ϕ(λx0)| = sup
λx0∈BG

|λ| · ‖x0‖ = sup
λx0∈BG

‖λx0‖ = 1.

Corolário 1.9. Sejam E um espaço normado, E 6= {0} e x ∈ E. Então

‖x‖ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(x)| = max {|ϕ(x)| : ϕ ∈ E ′ e ‖ϕ‖ = 1} .

Demonstração. Se x = 0 o resultado é claro. Suponhamos que x 6= 0; pelo Corolário

1.8 existe ψ ∈ E ′ tal que ‖ψ‖ = 1 e ψ(x) = ‖x‖. Logo,

‖x‖ = ψ(x) ≤ sup
ϕ∈BE′

|ϕ(x)| ≤ sup
ϕ∈BE′

‖ϕ‖ · ‖x‖ = ‖x‖ .

Dessa forma, temos a primeira igualdade. O funcional ψ garante a segunda igualdade,

pois ‖x‖ = ψ(x), isto é, o sup é atingido em ψ.

Vejamos agora que é posśıvel descrever todos os funcionais lineares cont́ınuos do

espaço (`p)
′ com 1 ≤ p < ∞ por sequências de escalares que pertencem a `p∗ . Por

p∗ denotamos o (único) número maior que 1 tal que 1
p

+ 1
p∗

= 1. Dizemos que p∗ é o

conjugado de p e vice-versa.

7
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Proposição 1.10. Dado 1 ≤ p < ∞. Os espaços `p∗ e (`p)
′ são isomorfos isometrica-

mente por meio da relação de dualidade

b = (bj)
∞
j=1 ∈ `p∗ 7→ ϕb ∈ (`p)

′, ϕb((aj)
∞
j=1) =

∞∑
j=1

ajbj para toda (aj)
∞
j=1 ∈ `p.

Demonstração. Veja [2, Proposição 4.2.1.].

Para finalizar esta seção vamos definir espaço de Hilbert. Para isso, começaremos

definindo produto interno.

Definição 1.2. Seja E um espaço vetorial sobre o corpo K = R ou C. Um produto

interno em E é uma aplicação

〈·, ·〉 : E × E −→ K, (x, y) 7→ 〈x, y〉 ,

tal que para quaisquer x, x1, x2, y ∈ E e λ ∈ K :

(a) 〈x1 + x2, y〉 = 〈x1, y〉+ 〈x2, y〉 ,

(b) 〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉 ,

(c) 〈x, y〉 = 〈y, x〉,

(d) Para todo x 6= 0, 〈x, x〉 é um número real estritamente positivo.

A função ‖·‖ : E −→ R, ‖x‖ =
√
〈x, x〉 é uma norma, no qual dizemos que é a

norma induzida pelo produto interno 〈·, ·〉.

Definição 1.3. Um espaço com produto interno que é completo na norma induzida

pelo produto interno é chamado de espaço de Hilbert. Em particular, um espaço de

Hilbert é um espaço de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Dadas as sequências numéricas x = (xj)
∞
j=1, y = (yj)

∞
j=1 ∈ `2, a expressão

〈x, y〉 =
∞∑
j=1

xjyj

define um produto interno em `2. Além disso, a norma induzida obviamente coincide

com a norma original ‖·‖2 de `2. O fato de `2 ser um espaço de Hilbert será utilizado

no Caṕıtulo 3.
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1.2 Séries em Espaços de Banach

Conhecemos da Análise Real que para trabalhar com séries de números reais, basta

saber fazer somas finitas e entender sobre processos de limites de sequências. Em

espaços normados podemos proceder de forma similar.

Seja (xn)∞n=1 uma sequência de vetores em um espaço normado E. A partir dela,

formamos uma nova sequência (sn)∞n=1 cujos elementos são as somas

s1 = x1, s2 = x1 + x2, . . . , sn = x1 + x2 + · · ·+ xn, . . .

a qual chamamos de sequência das somas parciais da série
∞∑
n=1

xn. Se existir x ∈ E tal

que

x = lim
n→∞

sn = lim
n→∞

(x1 + x2 + · · ·+ xn)

diremos que a série
∞∑
n=1

xn é convergente. Todavia, se a sequência das somas parciais

não convergir diremos que a série
∞∑
n=1

xn é divergente.

Além disso, vale o critério de Cauchy, análogo ao de R, para séries em um espaço

de Banach. Mais precisamente, uma série
∞∑
n=1

xn é convergente se, e somente se, para

todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que∥∥∥∥∥
m∑
j=n

xj

∥∥∥∥∥ < ε, sempre que m > n ≥ n0.

Sejam E um espaço vetorial normado e (xn)∞n=1 uma sequência em E. Dizemos que

(xn)∞n=1 é absolutamente somável quando a série
∑∞

n=1 ‖xn‖ é convergente. Quando

para qualquer permutação σ : N −→ N, a série
∑∞

n=1 xσ(n) é convergente, dizemos que

a sequência (xn)∞n=1 é incondicionalmente somável e no caso em que σ seja a função

identidade diremos apenas que a sequência (xn)∞n=1 é somável.

De acordo com a definição de sequência incondicionalmente somável está aberta

a possibilidade da série
∞∑
n=1

xσ(n) convergir para limites distintos considerando per-

mutações diferentes. O próximo resultado afirma que isto não é posśıvel, no qual sua

demonstração pode ser encontrada em [2, Proposição 5.3.8.].

Proposição 1.11. Seja (xn)∞n=1 uma sequência incondicionalmente somável em um

espaço normado E. Se σ1, σ2 : N −→ N são permutações quaisquer, então

∞∑
n=1

xσ1(n) =
∞∑
n=1

xσ2(n).

O próximo resultado nos dá um número de caracterizações úteis para sequências
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incondicionalmente somáveis em espaços de Banach.

Teorema 1.12. Seja (xn)∞n=1 uma sequência em um espaço de Banach E. São equi-

valentes:

(a) (xn)∞n=1 é uma sequência incondicionalmente somável.

(b) Para todo ε > 0 existe um mε ∈ N tal que, quando M é um subconjunto finito de

N com minM > mε, temos

∥∥∥∥ ∑
n∈M

xn

∥∥∥∥ < ε.

(c) (xn)∞n=1 é subsérie somável, isto é, para qualquer sequência estritamente crescente

(kn)∞n=1 de inteiros positivos, a série
∞∑
n=1

xkn é convergente.

(d) (xn)∞n=1 é sinal somável, ou seja, a série
∞∑
n=1

εnxn é convergente para qualquer

escolha de sinais εn ∈ {−1, 1}, n ∈ N.

Demonstração. Veja [8, Teorema 1.1.2]

Na reta, uma sequência é incondicionalmente somável se, e somente se, é absolu-

tamente somável; este resultado foi demonstrado pelo matemático alemão Dirichlet

em 1837. Usando a convergência coordenada a coordenada, estende-se esse resultado

para espaços de dimensão finita. Para uma referência mais espećıfica da demonstração

desse resultado observemos que a próxima proposição garante uma implicação dessa

equivalência, uma vez que todo espaço normado de dimensão finita é Banach, e para a

outra implicação, veja [5, Teorema 1.25.]. Vejamos um exemplo que essa equivalência

não é verdadeira para qualquer espaço normado.

Exemplo 1.2. Sejam (an)∞n=1 ∈ `2 − `1 e (en)∞n=1 a sequência de vetores unitários

canônicos. Em `2, a sequência (anen)∞n=1 = (0, . . . , 0, an, 0, 0, . . .)
∞
n=1 é incondicional-

mente somável pois

∞∑
n=1

aσ(n)eσ(n) =
(
aσ(n)

)∞
n=1
∈ `2, para qualquer permutação σ : N −→ N,

mas não é absolutamente somável. Em contrapartida, se consideramos a sequência(en
n2

)∞
n=1

de elementos no espaço c00 é fácil ver que ela é absolutamente somável, mas

não é somável, uma vez que

∞∑
n=1

en
n2

=

(
1

n2

)∞
n=1

/∈ c00.
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Com isso, surgem perguntas esperadas. Essa equivalência é exclusiva de espaços

com dimensão finita? Se não, em quais casos essa equivalência é válida em dimensão

infinita?

O matemático Stefan Banach, em sua tese [10] de 1922, respondeu, em parte, tais

perguntas. Ele percebeu que a implicação, “toda sequência absolutamente somável

é incondicionalmente somável”, não só é preservada quando o espaço em questão é

completo, como também é suficiente para caracterizar um espaço completo. A próxima

proposição trata precisamente disso.

Proposição 1.13. Um espaço vetorial normado E é Banach se, e somente se, toda

sequência absolutamente somável é incondicionalmente somável.

Demonstração. Suponhamos que E seja um espaço de Banach. Sejam (xn)∞n=1 uma

sequência absolutamente somável em E e σ: N−→ N uma permutação. Se consideramos

yn = ‖xn‖ para todo n ∈ N, então a sequência de números reais (yn)∞n=1 é absolutamente

somável, logo incondicionalmente somável. Dessa forma, a série
∞∑
n=1

∥∥xσ(n)

∥∥ =
∞∑
n=1

yσ(n)

é convergente. Assim, dado ε > 0 existe n0 = n0(ε) ∈ N tal que∥∥∥∥∥
n∑
k=1

xσ(k) −
m∑
k=1

xσ(k)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

xσ(k)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=m+1

∥∥xσ(k)

∥∥ ≤ ∞∑
k=m+1

∥∥xσ(k)

∥∥ < ε,

para todos n ≥ m > n0. A convergência da série
∞∑
n=1

xσ(n) segue do critério de Cauchy.

Portanto, provamos que (xn)∞n=1 é incondicionalmente somável.

Reciprocamente, seja (xn)∞n=1 uma sequência de Cauchy em E. Dado k ∈ N, po-

demos tomar n0(k) ∈ N tal que ‖xn − xm‖ < 2−k, sempre que n,m ≥ n0(k). Logo,

podemos construir um sequência de ı́ndices n1 < n2 < n3 < · · · tais que

∥∥xnk+1
− xnk

∥∥ < 2−k, para todo k ∈ N.

Assim,
∞∑
k=1

∥∥xnk+1
− xnk

∥∥ ≤ ∞∑
k=1

2−k = 1.

Dessa forma, a sequência
(
xnk+1

− xnk
)∞
k=1

é absolutamente somável e, por hipótese, é

incondicionalmente somável e, em particular, somável, ou seja, a série
∞∑
k=1

(
xnk+1

− xnk
)

é convergente. Como

xnk+1
= xn1 +

k∑
j=1

(
xnj+1

− xnj
)
, para todo k ∈ N,

11
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fazendo k → ∞, segue que a sequência
(
xnk+1

)∞
k=1

é convergente, ou seja, (xn)∞n=1 é

uma sequência de Cauchy que possui uma subsequência convergente. Portanto, E é

um espaço de Banach.

Uma resposta completa para as perguntas feita acima permanecia ainda sem solução.

O problema de saber se sequências incondicionalmente somáveis são absolutamente

somáveis em espaços de Banach de dimensão infinita foi proposto por Stefan Banach

em seu livro [11, página 240] em 1932.

Esse problema permaneceu aberto até o ano de 1950, quando os matemáticos Aryeh

Dvoretzky e Claude Ambrose Rogers em seu célebre trabalho [12] mostraram que, em

um espaço de Banach, toda sequência incondicionalmente somável é absolutamente

somável se, e somente se, o espaço tem dimensão finita.

Dessa forma, a equivalência entre sequências absolutamente e incondicionalmente

somáveis em espaços de Banach caracteriza os espaços de Banach de dimensão finita.

Vejamos a seguir, o conhecido Teorema de Dvoretzky-Rogers, cuja sua demonstração

pode ser encontrada em [8, Teorema 1.2.2].

Teorema 1.14 (Dvoretzky-Rogers). Seja E um espaço de Banach de dimensão infi-

nita. Então para qualquer sequência (λn)∞n=1 ∈ `2, existe uma sequência incondicio-

nalmente somável (xn)∞n=1 em E com ‖xn‖ = |λn| para todo n ∈ N. Em particular,

se (λn)∞n=1 ∈ `2 − `1, obtemos uma sequência incondicionalmente somável que não é

absolutamente somável.

1.3 Espaços de Sequências a Valores Vetoriais

Já conhecemos os espaços de sequências c00, c0 e `p com 1 ≤ p ≤ ∞, bem como

suas propriedades. Esta seção é dedicada ao estudo dos espaços de sequências a valores

vetoriais. Mais precisamente, dado um espaço de Banach E, consideramos sequências

formadas por elementos de E que satisfazem uma determinada condição. Estamos inte-

ressados nas boas propriedades desses espaços, como por exemplo, na sua completude.

Além disso, veremos uma outra versão do Teorema de Dvoretzky-Rogers visto na seção

anterior, só que agora inserida nesse novo contexto. Começamos definindo um desses

espaços.

Definição 1.4. Sejam 1 ≤ p <∞ e E um espaço de Banach. Uma sequência (xn)∞n=1

em E é dita fortemente p-somável se
∞∑
n=1

‖xn‖p <∞.

Denotamos por `p(E) o espaço vetorial de todas as sequências fortemente p-somáveis
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em E. Além disso, não é dif́ıcil verificar que a função ‖·‖`p(E) : `p(E) −→ R, dada por

‖(xn)∞n=1‖`p(E) :=

(
∞∑
n=1

‖xn‖p
) 1

p

, (1.1)

define uma norma em `p(E). Quando não houver perigo de ambiguidade entre os

espaços `p e `p(E), denotamos a norma (1.1) simplesmente por ‖(xn)∞n=1‖p . O próximo

resultado mostra que `p(E) é um espaço de Banach com a norma ‖ · ‖p.

Proposição 1.15. Se 1 ≤ p < ∞ e E é um espaço de Banach, então
(
`p(E), ‖·‖p

)
é

um espaço de Banach.

Demonstração. Seja
(
xk
)∞
k=1

uma sequência de Cauchy em `p(E); logo para cada

k ∈ N temos que xk =
(
xk1, x

k
2, x

k
3, . . .

)
∈ `p(E). Assim, para todo ε > 0 existe n0 =

n0(ε) ∈ N tal que

k, k′ ≥ n0 ⇒
∥∥∥xkn − xk′n ∥∥∥ ≤

(
∞∑
j=1

∥∥∥xkj − xk′j ∥∥∥p
) 1

p

=
∥∥∥xk − xk′∥∥∥

p
< ε,

para cada n ∈ N. Logo, para cada natural n fixado, (xkn)∞k=1 é uma sequência de Cauchy

em E e, portanto, existe lim
k→∞

xkn = xn ∈ E. Definindo x := (xn)∞n=1, o objetivo agora é

mostrar que x ∈ `p(E) e que xk → x na norma ‖·‖p . Para cada m ∈ N, temos

k, k′ ≥ n0 ⇒

(
m∑
n=1

∥∥∥xkn − xk′n ∥∥∥p
) 1

p

< ε.

Fazendo k′ →∞, obtemos

k ≥ n0 ⇒

(
m∑
n=1

∥∥xkn − xn∥∥p
) 1

p

< ε.

Fazendo agora m→∞, temos ∥∥xk − x∥∥
p
< ε, (1.2)

para todo k ≥ n0. Logo xn0 − x = (xn0
n − xn)∞n=1 ∈ `p(E). Como xn0 ∈ `p(E), segue

que

x = xn0 − (xn0 − x) = (xn0
n )∞n=1 − (xn0

n − xn)∞n=1 ∈ `p(E).

Note que acabamos de usar o fato de que `p(E) é um espaço vetorial. Além disso, da

desigualdade (1.2) temos lim
k→∞

xk = x. Portanto, `p(E) é um espaço de Banach.

Definição 1.5. Seja E um espaço de Banach. Uma sequência (xn)∞n=1 em E é dita
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fortemente limitada se existe uma constante M ≥ 0 tal que sup
n
‖xn‖ ≤M .

Denotamos por `∞(E) o espaço vetorial de todas as sequências fortemente limitadas

em E. Além disso, não é dif́ıcil verificar que a função ‖·‖`∞(E) : `∞(E) −→ R, dada

por

‖(xn)∞n=1‖`∞(E) := sup
n
‖xn‖ (1.3)

define uma norma em `∞(E). Quando não houver perigo de ambiguidade entre os

espaços `∞ e `∞(E), denotamos a norma (1.3) por ‖(xn)∞n=1‖∞ . O próximo resultado

mostra que `∞(E) é um espaço de Banach com a norma ‖ · ‖∞. Como a demons-

tração desse resultado segue um caminho similar ao da Proposição 1.15, omitiremos

sua demonstração.

Proposição 1.16. Se E é um espaço de Banach, então (`∞(E), ‖·‖∞) é um espaço de

Banach.

Demonstração. Veja [6, Proposição 2.1.4]

Observemos que `p(E) ⊆ `∞(E) para qualquer espaço de Banach E. De fato,

se (xn)∞n=1 ∈ `p(E), então
∞∑
n=1

‖xn‖p < ∞, logo lim
n→∞

‖xn‖ = 0 e assim a sequência

(‖xn‖)∞n=1 é limitada, ou seja, sup
n
‖xn‖ < ∞. Além disso, quando E = K temos que

`p(K) = `p e `∞(K) = `∞. A seguir, continuamos definindo os espaços de interesse

para nosso estudo.

Definição 1.6. Seja E um espaço de Banach. Uma sequência (xn)∞n=1 em E é dita

eventualmente nula se existe n0 ∈ N tal que ‖xn‖ = 0 sempre que n ≥ n0. Denotamos

por c00(E) o espaço vetorial de todas as sequências eventualmente nulas.

Definição 1.7. Seja E um espaço de Banach. Uma sequência (xn)∞n=1 em E é dita

nula em norma se lim
n→∞

‖xn‖ = 0. Denotamos por c0(E) o espaço vetorial de todas as

sequências nulas em norma.

Note que c00(E) ⊆ c0(E) ⊆ `∞(E), pois se (xn)∞n=1 ∈ c00(E), então existe n0 ∈ N
tal que ‖xn‖ = 0, sempre que n ≥ n0. Logo lim

n→∞
‖xn‖ = 0; e se (xn)∞n=1 ∈ c0(E),

então lim
n→∞

‖xn‖ = 0 e assim a sequência (‖xn‖)∞n=1 é limitada, ou seja, sup
n
‖xn‖ <∞.

É imediato verificar que c00(E) é um subespaço vetorial de c0(E) e que c0(E) é um

subespaço vetorial de `∞(E). Podemos também observar que quando E = K temos

que c00(K) = c00 e c0(K) = c0. A partir de agora, consideramos nos espaços c00(E) e

c0(E) a norma induzida pela norma de `∞(E). Vejamos agora que c0(E) é um espaço

de Banach com essa norma.
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Proposição 1.17. Seja E um espaço de Banach. Então c0(E) é um subespaço fechado

de `∞(E).

Demonstração. Seja (xk)∞k=1 uma sequência em c0(E) que converge para x = (xn)∞n=1 ∈
`∞(E). O objetivo é mostrar que x ∈ c0(E). Para qualquer ε > 0 existe k0 = k0(ε) ∈ N
tal que

k ≥ k0 ⇒ sup
n

∥∥xkn − xn∥∥ =
∥∥xk − x∥∥∞ <

ε

2
.

Então, para cada k ≥ k0 e cada n ∈ N, temos

∥∥xkn − xn∥∥ < ε

2
.

Por outro lado, como para cada k ∈ N xk = (xkn)∞n=1 ∈ c0(E), existe então n0 = n0(ε) ∈
N tal que

∥∥xk0n ∥∥ < ε

2
para todo n ≥ n0. Dessa forma,

n ≥ n0 ⇒ ‖xn‖ =
∥∥xn − xk0n + xk0n

∥∥ ≤ ∥∥xn − xk0n ∥∥+
∥∥xk0n ∥∥ < ε

2
+
ε

2
= ε.

Logo lim
n→∞

‖xn‖ = 0 e assim x ∈ c0(E).

Não é dif́ıcil verificar que c00(E) não é fechado em c0(E) e consequentemente não é

um espaço de Banach. Por outro lado, podemos observar que c00(E) é denso em `p(E)

para qualquer 1 ≤ p < ∞. De fato, dados ε > 0 e x = (xn)∞n=1 ∈ `p(E), então existe

n0 ∈ N tal que (
∞∑

n=n0+1

‖xn‖p
) 1

p

< ε.

Agora, tomando y = (x1, x2, . . . , xn0 , 0, 0, . . .) ∈ c00(E), temos que

‖x− y‖p =

(
∞∑

n=n0+1

‖xn‖p
) 1

p

< ε.

Definição 1.8. Sejam 1 ≤ p <∞ e E um espaço de Banach. Uma sequência (xn)∞n=1

em E é dita fracamente p-somável se
∞∑
n=1

|ϕ(xn)|p <∞, para todo ϕ ∈ E ′.

Denotamos por `wp (E), o espaço vetorial de todas as sequências fracamente p-

somáveis. No próximo resultado definimos uma norma para o espaço `wp (E).

Proposição 1.18. A função ‖·‖w,p : `wp (E) −→ R dada por

‖(xn)∞n=1‖w,p := sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=1

|ϕ(xn)|p
) 1

p

,

15
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define uma norma em `wp (E).

Demonstração. Primeiro mostraremos que a função ‖·‖w,p está bem definida, pois

não é imediato que o supremo acima é finito. Para isso usaremos o Teorema do Gráfico

Fechado. Fixado x = (xn)∞n=1 ∈ `wp (E), consideremos o operador Tx : E ′ −→ `p dado

por Tx(ϕ) = (ϕ(xn))∞n=1, que claramente está bem definido e é linear. Provemos que

Graf(Tx) é fechado. Suponhamos que ϕk → ϕ em E ′ e Tx(ϕk)→ z = (zn)∞n=1 em `p. O

objetivo é mostrar que Tx(ϕ) = z. Da última convergência temos que para cada ε > 0

existe n0 = n0(ε) ∈ N tal que

|ϕk(xj)− zj|p ≤
∞∑
n=1

|ϕk(xn)− zn|p = ‖(ϕk(xn))∞n=1 − (zn)∞n=1‖
p

p < εp,

sempre que k ≥ n0 e para todo j ∈ N. Logo lim
k→∞

ϕk(xj) = zj em K, para todo j ∈ N.

Por outro lado, como ϕk → ϕ temos que lim
k→∞

ϕk(xj) = ϕ(xj), para todo j ∈ N. Pela

unicidade do limite, temos que ϕ(xj) = zj para todo j ∈ N. Logo

Tx(ϕ) = (ϕ(xn))∞n=1 = (zn)∞n=1 = z

e o Teorema do Gráfico Fechado garante que Tx é cont́ınuo. Com isso, deduzimos que

o supremo é finito, pois

‖(xn)∞n=1‖w,p := sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=1

|ϕ(xn)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

‖Tx(ϕ)‖ = ‖Tx‖ <∞.

As demais propriedades de norma são de fácil verificação.

O próximo resultado mostra que `wp (E) é um espaço de Banach com a norma ‖·‖w,p .
Como a demonstração desse resultado segue um caminho similar ao da Proposição 1.15,

omitiremos sua demonstração.

Proposição 1.19. Se 1 ≤ p < ∞ e E é um espaço de Banach, então
(
`wp (E), ‖·‖w,p

)
é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [6, Proposição 2.4.5].

O caminho natural agora seria definir o espaço das sequências (xn)∞n=1 no espaço

de Banach E tal que existe uma constante M ≥ 0 que satisfaz sup
n
|ϕ(xn)| ≤ M , para

todo ϕ ∈ E ′. Sequências que satisfazem essa condição são chamadas de fracamente

limitadas e o espaço vetorial de todas essas sequências é denotado por `w∞(E).
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Além disso, de forma similar a Proposição 1.18, mostra-se que a função ‖·‖w,∞ :

`w∞(E) −→ R, dada por

‖(xn)∞n=1‖w,∞ := sup
ϕ∈BE′

‖(ϕ(xn))∞n=1‖∞ ,

define uma norma em `w∞(E). O próximo passo seria mostrar que
(
`w∞(E), ‖·‖w,∞

)
é

um espaço de Banach. Entretanto, os espaços
(
`w∞(E), ‖·‖w,∞

)
e (`∞(E), ‖·‖∞) são

isometricamente isomorfos. O objetivo agora é mostrar esse resultado.

Definição 1.9. Sejam E um espaço normado. Um subconjunto B ⊆ E é dito ser

fracamente limitado se ϕ(B) é limitado em K, para todo ϕ ∈ E ′.

O próximo resultado mostra que as definições de conjunto limitado e conjunto

fracamente limitado são equivalentes.

Lema 1.20. Sejam E um espaço normado e B um subconjunto de E. Então, B é

limitado se, e somente se, B é fracamente limitado.

Demonstração. Se B é limitado, então existe uma constante M ≥ 0 tal que ‖x‖ ≤M,

para todo x ∈ B. Assim, para cada ϕ ∈ E ′ temos |ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖ ‖x‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖M‖ , para

todo x ∈ B. Portanto, B é fracamente limitado. Reciprocamente, para cada ϕ ∈ E ′

existe Mϕ ≥ 0 tal que |ϕ(x)| ≤Mϕ, para todo x ∈ B. Assim,

|JE(x)(ϕ)| = |ϕ(x)| ≤Mϕ

para todo x ∈ B, onde JE é o mergulho canônico de E em E ′′. Dessa forma, (JE(x))x∈B

é uma famı́lia de operadores lineares e cont́ınuos pontualmente limitada. Sendo E ′ um

espaço de Banach, pelo Teorema de Banach-Steinhaus temos que

sup
x∈B
‖JE(x)‖ <∞.

Como ‖JE(x)‖ = sup
ϕ∈BE′

|JE(x)(ϕ)| = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(x)| = ‖x‖ , para todo x ∈ E; temos que

sup
x∈B
‖x‖ = sup

x∈B
‖JE(x)‖ <∞,

e, portanto, B é limitado.

Proposição 1.21. Seja E um espaço normado. A aplicação

Φ : `∞(E) −→ `w∞(E),

17
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definida por Φ((xn)∞n=1) = (xn)∞n=1 é um isomorfismo isométrico.

Demonstração. Sejam (xn)∞n=1 ∈ `∞(E) e ϕ ∈ E ′. Então,

sup
n
|ϕ(xn)| ≤ sup

n
(‖ϕ‖ ‖xn‖) = ‖ϕ‖ sup

n
‖xn‖ <∞,

donde Φ((xn)∞n=1) = (xn)∞n=1 ∈ `w∞(E). Assim, Φ está bem definida e não é dif́ıcil

verificar que é linear. Dado (xn)∞n=1 ∈ `∞(E), temos

‖Φ((xn)∞n=1)‖w,∞ = ‖(xn)∞n=1‖w,∞ = sup
ϕ∈BE′

‖(ϕ(xn))∞n=1‖∞ = sup
ϕ∈BE′

(
sup
n
|ϕ(xn)|

)
= sup

n

(
sup
ϕ∈BE′

|ϕ(xn)|

)
= sup

n
‖xn‖ = ‖(xn)∞n=1‖∞ .

Dessa forma, Φ é uma isometria linear. Falta agora mostra que Φ é sobrejetiva. Seja

(xn)∞n=1 ∈ `w∞(E), então para todo ϕ ∈ E ′, a sequência (ϕ(xn))∞n=1 é limitada, logo o

conjunto {xj : j ∈ N} é fracamente limitado. Pelo Lema 1.20, {xj : j ∈ N} é limitado.

Assim, (xn)∞n=1 ∈ `∞(E) e, portanto, Φ é sobrejetiva.

Como vimos acima `w∞(E) e `∞(E) são isometricamente isomorfos. Assim, é comum

identificar os dois espaços e a ambos se referir simplesmente como `∞(E). É bom deixar

claro que ao escrevermos `w∞(E) = `∞(E), estaremos cometendo um abuso de notação.

Note que `p(E) ⊆ `wp (E) ⊆ `∞(E), para qualquer 1 ≤ p <∞. De fato, se (xn)∞n=1 ∈
`p(E), então

‖(xn)∞n=1‖w,p = sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=1

|ϕ(xn)|p
) 1

p

(1.4)

≤ sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=1

‖ϕ‖p ‖xn‖p
) 1

p

=

(
∞∑
n=1

‖xn‖p
) 1

p

= ‖(xn)∞n=1‖p .

Dessa forma, `p(E) ⊆ `wp (E). Vamos mostrar agora a segunda inclusão. Se (xn)∞n=1 ∈
`wp (E), então

‖xn‖ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(xn)| ≤ sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
n=1

|ϕ(xn)|p
) 1

p

= ‖(xn)∞n=1‖w,p ,

para todo n ∈ N. Logo, tomando o supremo sobre n, obtemos

‖(xn)∞n=1‖∞ = sup
n
‖xn‖ ≤ ‖(xn)∞n=1‖w,p . (1.5)

Isso mostra que `wp (E) ⊆ `∞(E).

18



1. Preliminares

Sejam E e F espaços de Banach, a notação E
1
↪→ F significa que E é um subespaço

de F e ‖x‖F ≤ ‖x‖E , para qualquer x ∈ E. Assim, das expressões (1.4) e (1.5), temos

`p(E)
1
↪→ `wp (E)

1
↪→ `∞(E),

para qualquer espaço de Banach E.

Vejamos também que para 1 ≤ q ≤ p < ∞, teremos `q(E)
1
↪→ `p(E) e `wq (E)

1
↪→

`wp (E), para qualquer E ∈ BAN. De fato, seja (xn)∞n=1 uma sequência em `q(E). Então,
∞∑
n=1

‖xn‖q <∞, donde lim
n
‖xn‖ = 0, e por isso, sup

n
‖xn‖ =: λ <∞. Para cada m ∈ N,

temos

m∑
n=1

‖xn‖p =
m∑
n=1

‖xn‖p−q ‖xn‖q ≤
m∑
n=1

λp−q ‖xn‖q = λp−q
m∑
n=1

‖xn‖q .

Fazendo m→∞, temos que
∞∑
n=1

‖xn‖p ≤ λp−q
∞∑
n=1

‖xn‖q, ou seja,

‖(xn)∞n=1‖
p
p ≤ λp−q ‖(xn)∞n=1‖

q
q . (1.6)

Portanto, `q(E) ⊆ `p(E). Como ‖xk‖ ≤
(
∞∑
n=1

‖xn‖q
) 1

q

, para todo k ∈ N, segue que

λ = sup
n
‖xn‖ ≤ ‖(xn)∞n=1‖q . Logo, de (1.6) obtemos que

‖(xn)∞n=1‖
p
p ≤ ‖(xn)∞n=1‖

p−q
q ‖(xn)∞n=1‖

q
q = ‖(xn)∞n=1‖

p
q ,

isto é, ‖(xn)∞n=1‖p ≤ ‖(xn)∞n=1‖q, para toda sequência (xn)∞n=1 ∈ `q(E). Acabamos de

mostrar que `q(E)
1
↪→ `p(E). Vamos agora mostrar que `wq (E)

1
↪→ `wp (E). De fato, seja

(xn)∞n=1 uma sequência em `wq (E). Logo,

‖(xn)∞n=1‖w,p = sup
ϕ∈BE′

‖(ϕ(xn))∞n=1‖p ≤ sup
ϕ∈BE′

‖(ϕ(xn))∞n=1‖q = ‖(xn)∞n=1‖w,q <∞.

Por fim, mencionamos o fato de que para 1 ≤ p < ∞ a inclusão `p(E) ⊆ `wp (E)

se torna a igualdade `p(E) = `wp (E) se, e somente se, o espaço de Banach E tem

dimensão finita. Uma outra versão do Teorema de Dvoretzky-Rogers, conhecida como

versão fraca, garante esse resultado. Sua demonstração pode ser encontrada em [1,

Theorem 2.18].

Teorema 1.22 (Versão fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers). Seja 1 ≤ p < ∞.

Todo espaço de Banach de dimensão infinita possui uma sequência fracamente p-

somável que não é fortemente p-somável.
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1.4 Cotipo e Fatoração Formal

O cotipo de um espaço de Banach tem um papel importante na teoria de operadores

lineares absolutamente somantes. A seguir, definiremos cotipo e mostraremos alguns

resultados que serão importantes para esse trabalho.

As funções de Rademacher são definidas por

rn : [0, 1] −→ R, n ∈ N

rn(t) := sign(sin 2nπt).

Observemos que se p1, . . . , pk e n1 < · · · < nk são números inteiros positivos, então

∫ 1

0

rp1n1
(t) · · · rpknk(t)dt =

{
1, se cada pj é par;

0, caso contrário.

Para maiores detalhes sobre as funções de Rademacher e suas propriedades sugerimos

o livro [1]. Vejamos agora a definição de cotipo.

Definição 1.10. Seja 2 ≤ q ≤ ∞. Um espaço de Banach E tem cotipo q se existir uma

constante C > 0 tal que, para qualquer escolha finita de vetores x1, . . . , xn ∈ E,

(
n∑
k=1

‖xk‖q
) 1

q

≤ C

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk(t)xk

∥∥∥∥∥
2

dt

 1
2

.

Quando q =∞, substitúımos

(
n∑
k=1

‖xk‖q
) 1

q

por sup
1≤k≤n

‖xk‖ .

O próximo resultado estabelece algumas propriedades relacionadas ao conceito de

cotipo.

Proposição 1.23. Seja E um espaço de Banach.

(a) Se E tem cotipo q, então E tem cotipo q′ para todo q′ ≥ q.

(b) Se E é um espaço de Hilbert, então E tem cotipo 2.

Demonstração. (a) Seja q′ ≥ q e x1, . . . , xn ∈ E. Como `q(E)
1
↪→ `q′(E) e por

hipótese E tem cotipo q temos que

(
n∑
k=1

‖xk‖q
′

) 1
q′

≤

(
n∑
k=1

‖xk‖q
) 1

q

≤ C

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk(t)xk

∥∥∥∥∥
2

dt

 1
2

,
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para algum C > 0. Portanto, E tem cotipo q′.

(b) Como E é um espaço de Hilbert, dados x1, . . . , xn ∈ E sabemos que∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk(t)xk

∥∥∥∥∥
2

=

〈
n∑
k=1

rk(t)xk,
n∑
k=1

rk(t)xk

〉
.

Logo,

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk(t)xk

∥∥∥∥∥
2

dt =

∫ 1

0

(〈
n∑
k=1

rk(t)xk,
n∑
k=1

rk(t)xk

〉)
dt

=

∫ 1

0

(
n∑

k1=1

n∑
k2=1

rk1(t)rk2(t) 〈xk1 , xk2〉

)
dt

=
n∑

k1=1

n∑
k2=1

〈xk1 , xk2〉
∫ 1

0

rk1(t)rk2(t)dt

=
n∑
k=1

〈xk, xk〉 =
n∑
k=1

‖xk‖2 .

Dessa forma, existe C > 0 tal que

(
n∑
k=1

‖xk‖2

) 1
2

≤ C

(
1∫
0

∥∥∥∥ n∑
k=1

rk(t)xk

∥∥∥∥2

dt

) 1
2

e, por-

tanto, E tem cotipo 2.

Denotamos por cot(E) = inf {q : E tem cotipo q} . Sejam E e F espaços de Banach,

a notação E ↪→ F significa que E é um subespaço de F e que existe um C > 0 tal que

‖x‖F ≤ C ‖x‖E , para qualquer x ∈ E.

Definição 1.11. Sejam 0 < λ < 1 e p ≥ 2. Um espaço de Banach E fatora finitamente

a inclusão formal `p ↪→ `∞ para algum λ se, para todo n ∈ N, existirem y1, . . . , yn ∈ E
tais que

(1− λ)
∥∥(aj)

n
j=1

∥∥
∞ ≤

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajyj

∥∥∥∥∥ ≤ ∥∥(aj)
n
j=1

∥∥
p
,

para quaisquer a1, . . . , an ∈ K.

Note que se um espaço de Banach E fatora finitamente a inclusão formal `p ↪→ `∞ e

2 ≤ q ≤ p, então E também fatora finitamente `q ↪→ `∞. De fato, sabemos que `q
1
↪→ `p

e por hipótese, existe λ ∈ (0, 1) tal que, para qualquer n ∈ N, existem y1, . . . , yn ∈ E
satisfazendo

(1− λ)
∥∥(aj)

n
j=1

∥∥
∞ ≤

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajyj

∥∥∥∥∥ ≤ ∥∥(aj)
n
j=1

∥∥
p
≤
∥∥(aj)

n
j=1

∥∥
q
,
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para quaisquer a1, . . . , an ∈ K. Portanto, E fatora finitamente `q ↪→ `∞. Denotamos

por

(ff)(E) := sup {2 ≤ p ≤ ∞ : E fatora finitamente a inclusão formal `p ↪→ `∞} .

Embora (ff)(E) seja definido como um supremo, temos que E fatora finitamente

`(ff)(E) ↪→ `∞, ou seja, esse supremo é atingindo (ver [1, Pagina 304]). Finalizamos

esta seção com um teorema que mostra a relação de cot(E) e (ff)(E) quando E tem

dimensão infinita.

Teorema 1.24 ([1], Theorem 14.5). Para qualquer espaço de Banach de dimensão

infinita E,

cot(E) = (ff)(E).
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Caṕıtulo 2

O ideal dos Operadores

Absolutamente Somantes

Neste caṕıtulo estudamos os operadores m-lineares e os polinômios m-homogêneos,

bem como as suas relações. Estudamos ainda os conceitos de polinômios e operadores de

tipo finito. Esses conceitos serão muito úteis durante a definição de ideais de operadores

multilineares e ideais de polinômios que são definidos logo em seguida.

Estudaremos a classe dos operadores multilineares absolutamente somantes sob

o ponto de vista da teoria de ideais de operadores e, por fim, apresentaremos uma

generalização desse conceito para o caso de somas em múltiplos ı́ndices.

As principais referências utilizadas neste caṕıtulo foram [13], [17] e [22].

2.1 Operadores Multilineares

Apresentamos nesta seção os conceitos e resultados básicos sobre operadores mul-

tilineares cont́ınuos entre espaços de Banach. Começamos definindo os operadores

multilineares.

Definição 2.1. Sejam m ∈ N, E1, E2, . . . , Em e F espaços vetoriais. Dizemos que um

operador T : E1 × · · · × Em −→ F é m-linear (ou multilinear) se for linear em cada

variável, ou seja, se

T (x1, . . . , xi + λyi, . . . , xm) = T (x1, . . . , xi, . . . , xm) + λT (x1, . . . , yi, . . . , xm),

para todos xi, yi ∈ Ei, λ ∈ K e i = 1, . . . ,m.

Para cada m ∈ N, o conjunto de todos os operadores multilineares de E1×· · ·×Em
em F será denotado por L(E1, . . . , Em;F ), que é um espaço vetorial munido com
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

as operações usuais de funções. Quando F = K, denotamos L(E1, . . . , Em;K) =

L(E1, . . . , Em) e caso E1 = E2 = · · · = Em = E, escrevemos L(mE;F ).

Operadores multilineares, como vimos acima, são definidos em produtos cartesianos

de espaços vetoriais. Assim, antes de tratarmos sobre a continuidade dos operadores

multilineares precisamos deixar claro qual é a norma considerada no produto cartesiano.

Não é dif́ıcil verificar que se E1, . . . , Em são espaços normados, então E1×· · ·×Em
também é um espaço normado quando consideramos qualquer uma das normas:

‖x‖∞ = max
1≤i≤m

‖xi‖Ei ,

‖x‖p =

(
m∑
i=1

‖xi‖pEi

) 1
p

, com qualquer (1 ≤ p <∞),

onde x = (x1, . . . , xm) ∈ E1 × · · · × Em. Além disso, as normas ‖·‖∞ e ‖·‖p são

equivalentes, pois ‖x‖∞ ≤ ‖x‖p ≤ m
1
p ‖x‖∞ , para todo x ∈ E1 × · · · × Em e todo

1 ≤ p <∞. Dessa forma, usaremos a norma ‖·‖∞ como a norma usual em E1×· · ·×Em
e escreveremos apenas ‖·‖ .

Diremos que o operador T : E1 × · · · × Em −→ F é limitado em um subconjunto

B ⊂ E1 × · · · × Em se

sup
x∈B
‖T (x)‖ <∞.

O próximo resultado nos apresenta várias equivalências sobre a continuidade de um

operador multilinear.

Teorema 2.1. Seja m ∈ N. Se E1, . . . , Em, F são espaços normados e T : E1 × · · · ×
Em −→ F um operador m-linear, então são equivalentes:

(a) T é cont́ınuo.

(b) T é cont́ınuo na origem.

(c) Existe uma constante M ≥ 0 tal que ‖T (x1, . . . , xm)‖ ≤ M ‖x1‖ · · · ‖xm‖, para

quaisquer (x1, . . . , xm) ∈ E1 × · · · × Em.

(d) T é uniformemente cont́ınuo sobre os limitados.

(e) T é limitado em toda bola com raio finito.

(f) T é limitado em alguma bola.

Demonstração. Veja [13, Teorema 1.2.2]
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

Diferente do caso linear, os operados multilineares (m ≥ 2) não podem ser uni-

formemente cont́ınuos, exceto o operador nulo. Para verificar isso, suponhamos que

T : E1×· · ·×Em −→ F seja um operador m-linear não nulo com m ≥ 2. Dessa forma,

existem (x1, . . . , xm) ∈ E1× · · · ×Em e r > 0 tais que ‖T (x1, . . . , xm)‖ > r > 0. Assim

xi 6= 0 com i = 1, . . . ,m. Tomando ε = r e para cada δ > 0, podemos escolher λ ∈ R
tal que 0 < λ <

δ

‖x1‖
, isto é, ‖λx1‖ < δ. Logo,

∥∥∥(x1 + λx1,
x2

λ
, x3, . . . , xm

)
−
(
x1,

x2

λ
, x3, . . . , xm

)∥∥∥ = ‖λx1‖ < δ.

Mas∥∥∥T (x1 + λx1,
x2

λ
, x3, . . . , xm)− T (x1,

x2

λ
, x3, . . . , xm)

∥∥∥ =
∥∥∥T (λx1,

x2

λ
, x3, . . . , xm)

∥∥∥
= ‖T (x1, x2, x3, . . . , xm)‖ > r.

Portanto, T não pode ser uniformemente cont́ınuo.

Para cada m ∈ N, o conjunto de todos os operadores multilineares cont́ınuos de

E1× · · · ×Em em F será denotado por L(E1, . . . , Em;F ), que é um subespaço vetorial

de L(E1, . . . , Em;F ). Quando F = K, denotamos L(E1, . . . , Em;K) = L(E1, . . . , Em)

e caso E1 = E2 = · · · = Em = E, escrevemos L(mE;F ).

De forma análoga ao caso linear, podemos definir a norma no espaço dos operadores

multilineares cont́ınuos, ou seja, a expressão

‖T‖ = sup
x∈BE1×···×Em

‖T (x)‖ = sup {‖T (x)‖ ;x ∈ E1 × · · · × Em, ‖x‖∞ ≤ 1}

define uma norma no espaço L(E1, . . . , Em;F ). Além disso, para quaisquer x =

(x1, . . . , xm) ∈ E1 × · · · × Em temos ‖T (x1, . . . , xm)‖ ≤ ‖T‖ ‖x1‖ · · · ‖xm‖, pois

‖T (x1, . . . , xm)‖ =

∥∥∥∥T (‖x1‖x1

‖x1‖
, . . . ,

‖xm‖xm
‖xm‖

)∥∥∥∥
= ‖x1‖ · · · ‖xn‖

∥∥∥∥T ( x1

‖x1‖
, . . . ,

xm
‖xm‖

)∥∥∥∥ ≤ ‖x1‖ · · · ‖xn‖ ‖T‖ .

Dizemos que T ∈ L(E1, . . . , Em;F ) é separadamente cont́ınuo se for cont́ınuo em

cada variável, ou seja, se para cada i = 1, . . . ,m os operadores lineares T(x1,...,xi−1,·,xi+1...,xm) :

Ei −→ F , dados por

T(x1,...,xi−1,·,xi+1...,xm)(y) = T (x1, . . . , xi−1, y, xi+1 . . . , xm)

são cont́ınuos para todo xj ∈ Ej fixos, onde j = 1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . ,m.
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

O exemplo a seguir mostra um operador multilinear que é separadamente cont́ınuo,

mas não é cont́ınuo.

Exemplo 2.1. Seja C([0, 1]) o espaço vetorial das funções cont́ınuas de [0, 1] em R
munido da norma ‖f‖ =

∫ 1

0
|f(t)| dt. O operador T ∈ L(2C([0, 1])) dado por

T (f, g) =

∫ 1

0

f(t)g(t)dt

é separadamente cont́ınuo mas não é cont́ınuo.

Com isso, quando E1, . . . , Em, F são espaços normados não podemos afirmar que

um operador multilinear T : E1 × · · · × Em −→ F é cont́ınuo porque é cont́ınuo em

cada variável, ao contrário da linearidade. Entretanto, se os espaços E1, . . . , Em forem

de Banach, a continuidade em cada variável será uma condição suficiente para garantir

a continuidade do operador.

Teorema 2.2. Sejam E1, . . . , Em ∈ BAN e F um espaço normado. Então o operador

T ∈ L(E1, . . . , Em;F ) é cont́ınuo se, e somente se, é cont́ınuo em cada variável.

Demonstração. Suponhamos que T seja um operador m-linear cont́ınuo. Vamos

mostrar que para cada i = 1, . . . ,m e cada xj ∈ Ej, com j = 1, . . . ,m, os operadores

lineares T(x1,...,xi−1,·,xi+1...,xm) : Ei −→ F , dados por

T(x1,...,xi−1,·,xi+1...,xm)(y) = T (x1, . . . , xi−1, y, xi+1 . . . , xm)

são cont́ınuos. Com efeito,

∥∥T(x1,...,xi−1,·,xi+1...,xm)(y)
∥∥ = ‖T (x1, . . . , xi−1, y, xi+1 . . . , xm)‖

≤ ‖T‖ ‖x1‖ · · · ‖y‖ · · · ‖xm‖

= ‖T‖ ‖x1‖ · · · ‖xi−1‖ ‖xi+1‖ · · · ‖xm‖ ‖y‖

= C ‖y‖ ,

onde C = ‖T‖ ‖x1‖ · · · ‖xi−1‖ ‖xi+1‖ · · · ‖xm‖. Isso mostra que T é cont́ınuo em cada

variável.

A rećıproca será provada por indução em m. Dado o operador 2-linear T : E1 ×
E2 −→ F cont́ınuo em cada variável. Para cada y ∈ E2, temos que T(·,y) : E1 −→ F

dado por T(·,y)(x) = T (x, y) é linear e cont́ınuo e, para cada x ∈ E1 temos que T(x,·) :

E2 −→ F dado por T(x,·)(y) = T (x, y) também é linear e cont́ınuo. Pelo Teorema 2.1,

com m = 1, temos que para cada x ∈ E1 existe Mx > 0 tal que

‖T (x, y)‖ =
∥∥T(x,·)(y)

∥∥ ≤Mx ‖y‖ ,
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para qualquer y ∈ E2. Assim, se ‖y‖ ≤ 1, temos

∥∥T(·,y)(x)
∥∥ = ‖T (x, y)‖ =

∥∥T(x,·)(y)
∥∥ ≤Mx.

Considerando a famı́lia F =
{
T(·,y); y ∈ BE2

}
, temos que

∥∥T(·,y)(x)
∥∥ ≤ Mx para todo

T(·,y) ∈ F . Como T(·,y) está definido em um espaço de Banach, então pelo Teorema de

Banach-Steinhaus, exite M > 0 tal que
∥∥T(·,y)

∥∥ ≤ M, para todo T(·,y) ∈ F . Portanto,

para quaisquer x ∈ BE1 e y ∈ BE2 , temos

‖T (x, y)‖ =
∥∥T(·,y)(x)

∥∥ ≤ ∥∥T(·,y)

∥∥ ≤M

e conclúımos que ‖T (x, y)‖ ≤M ‖x‖ ‖y‖ para todo (x, y) ∈ E1×E2. Dessa forma, pelo

Teorema 2.1 temos que T é cont́ınuo.

Suponhamos que todo operador (m − 1)-linear cont́ınuo em cada variável seja

cont́ınuo. Dado T um operador m-linear cont́ınuo em cada variável. Para cada

xm ∈ Em, o operador Txm(x1, . . . , xm−1) = T (x1, . . . , xm) é (m − 1)-linear cont́ınuo

em cada variável e, por hipótese de indução, cont́ınuo. Então existe Mxm > 0 tal que

‖T (x1, . . . , xm)‖ = ‖Txm(x1, . . . , xm−1)‖ ≤Mxm ‖x1‖ · · · ‖xm−1‖ .

Se ‖xi‖ ≤ 1 para todo i = 1, . . . ,m− 1, temos ‖T (x1, . . . , xm)‖ ≤Mxm . Considerando

a famı́lia F =
{
T(x1,...,xm−1,·); xi ∈ BEi , i = 1, . . . ,m− 1

}
. Para cada xm ∈ Em, temos

∥∥T(x1,...,xm−1,·)(xm)
∥∥ ≤Mxm para todo T(x1,...,xm−1,·) ∈ F .

Como T(x1,...,xm−1,·) está definido em um espaço de Banach, então pelo Teorema de

Banach-Steinhaus existe M > 0 tal que
∥∥T(x1,...,xm−1,·)

∥∥ ≤M, para todo T(x1,...,xm−1,·) ∈
F . Logo, para todo xi ∈ BEi , i = 1, . . . ,m, temos

‖T (x1, . . . , xm)‖ =
∥∥T(x1,...,xm−1,·)(xm)

∥∥ ≤M ‖xm‖ ≤M

e conclúımos que ‖T (x1, . . . , xm)‖ ≤ M ‖x1‖ · · · ‖xm‖ para todo (x1, . . . , xm) ∈ E1 ×
· · · × Em. Portanto, pelo Teorema 2.1, temos que T é cont́ınuo.

Os dois próximos resultados são versões multilineares do Teorema do Gráfico Fe-

chado e do Teorema de Banach-Steinhaus, ambos vistos no primeiro caṕıtulo para

operadores lineares. Contudo, não demonstraremos esses resultados, uma vez que suas

demonstrações seguem um caminho similar ao caso linear.

Teorema 2.3 (do Gráfico Fechado para Operadores Multilineares). Sejam E1, . . . ,

27



2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

Em, F ∈ BAN e T : E1 × · · · × Em −→ F um operador m-linear de gráfico fechado.

Então T é cont́ınuo.

Demonstração. Veja [13, Teorema 1.2.8]

Teorema 2.4 (de Banach-Steinhaus para Operadores Multilineares). Sejam E1, . . . ,

Em ∈ BAN , F um espaço normado e {Ti}i∈I uma famı́lia de operadores m−lineares

cont́ınuas de E1 × · · · × Em em F . Se

sup
i∈I
‖Ti(x1, . . . , xm)‖ <∞ para todo (x1, . . . , xm) ∈ E1 × · · · × Em,

então

sup
i∈I
‖Ti‖ <∞.

Demonstração. Veja [13, Teorema 1.2.9]

Como no caso linear, se F é Banach então L(E1, . . . , Em;F ) é Banach. A demons-

tração desse fato pode ser feito de modo análogo ao caso linear (veja [7, Proposição

2.11.]). O interessante resultado a seguir garante um isomorfismo isométrico impor-

tante entre espaços de operadores multilineares donde o resultado de completude citado

também sai como um corolário.

Proposição 2.5. Se E1, . . . , Em e F são espaços normados, então a função

Φ : L(E1, . . . , Em;F ) −→ L(E1, E2, . . . , Er;L(Er+1, Er+2, . . . , Em;F ))

dada por

Φ (T ) (x) (y) = T (x, y),

com T ∈ L(E1, E2, . . . , Em;F ), x = (x1, . . . , xr) ∈ E1×· · ·×Er, e y = (yr+1, . . . , ym) ∈
Er+1 × · · · × Em, é um isomorfismo isométrico.

Demonstração. Veja [17, Proposição 1.4]

Corolário 2.6. Se m ∈ N, E1, . . . , Em são espaços normados e F um espaço de Banach,

então L(E1, . . . , Em;F ) é um espaço de Banach.

Demonstração. Provaremos por indução em m. Destacamos no primeiro caṕıtulo

que o espaço L(E;F ) é Banach sempre que F for um espaço de Banach. Assim, para

m = 1 o resultado é válido. Suponhamos agora que o resultado seja válido para m− 1,

com m ≥ 2. Pelo Teorema anterior, L(E1, E2, . . . , Em;F ) é isometricamente isomorfo

a L(E1;L(E2, E3 . . . , Em;F )) que é Banach, pois L(E2, E3, . . . , Em;F ) é Banach por

hipótese. Portanto, L(E1, E2 . . . , Em;F ) é um espaço de Banach.
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Vamos agora definir os operadores multilineares simétricos. Estes são importantes

no estudo dos polinômios homogêneos que será visto mais adiante. Para cada m ∈ N,

denotamos por Sm o conjunto de todas as permutações de {1, . . . ,m}, ou seja, conjunto

de todas as bijeções σ : {1, . . . ,m} −→ {1, . . . ,m} . Denotamos por Em o produto

cartesiano de m fatores iguais a E, ou seja, Em = E×· · ·×E onde E aparece m vezes.

Definição 2.2. Sejam E, F espaços vetoriais e m ∈ N. Dizemos que um operador

m-linear T : Em −→ F é simétrico se

T (x1, . . . , xm) = T
(
xσ(1), . . . , xσ(m)

)
,

para quaisquer x1, . . . , xm ∈ E e para toda permutação σ ∈ Sm.

Para cada m ∈ N, o conjunto de todos os operadores m−lineares simétricos de

Em em F será denotado por Ls(
mE;F ), que é um subespaço vetorial de L(mE;F ).

Da mesma forma, denotamos por Ls(mE;F ) o subespaço formado por todos os ope-

radores multilineares cont́ınuos simétricos de Em em F. Quando F = K, denotamos

Ls(
mE;K) = Ls(

mE) e Ls(mE;K) = Ls(mE).

Sejam m,n ∈ N e T ∈ L(mE;F ). Então para cada (x1, . . . , xn) ∈ En e cada

α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0 com |α| := α1 + · · ·+ αn = m, usaremos a notação

Txα1
1 x

α2
2 · · ·xαnn := T (x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸

α1

, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
α2

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
αn

),

para todo m ≥ 1.

Finalizamos esta seção com a Fórmula de Polarização, cuja demonstração pode

ser encontrada em [17, Theorem 1.10]. Esse resultado será de grande importância no

estudo dos polinômios homogêneos.

Teorema 2.7 (Fórmula de Polarização). Sejam E e F espaços vetoriais. Se T ∈
Ls(mE,F ), então

T (x1, . . . , xm) =
1

m!2m

∑
εi=±1

ε1 · · · εmT (x0 + ε1x1 + · · ·+ εmxm)m,

para quaisquer x0, x1, x2, . . . , xm ∈ E

2.2 Polinômios Homogêneos

Nesta seção estudaremos alguns conceitos e resultados importantes a respeito dos

polinômios homogêneos.
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Definição 2.3. Sejam E e F espaços vetoriais. Um operador P : E −→ F é um po-

linômio homogêneo de graum (ou um polinômiom-homogêneo) se existir T ∈ L(mE;F )

tal que P (x) = Txm, para todo x ∈ E. Neste caso, dizemos que P é o polinômio asso-

ciado ao operador m-linear T .

Denotamos por P (mE;F ) o espaço vetorial de todos os polinômios m-homogêneos

de E em F . Quando F = K escrevemos simplesmente P (mE) em vez de P (mE;K).

Exemplo 2.2. A função P : K −→ K, definida por P (x) = axm, com a ∈ K, é

um polinômio m-homogêneo. Basta tomar T ∈ L(mK) dado por T (x1, . . . , xm) =

ax1 · · ·xm, e temos que P (x) = Txm. Note que esses são os únicos polinômios m-

homogêneos de K em K. De fato, se T ∈ L(mK) e x1, . . . , xm ∈ K, temos

T (x1, . . . , xm) = x1 · · ·xmT (1, 1, . . . , 1) = ax1 · · · xm,

onde a = T (1, 1, . . . , 1).

Note que a partir de operadoresm-lineares podemos definir polinômiosm-homogêneos.

Denotamos por T̂ (ou por (T )∧) o polinômio m-homogêneo associado ao operador

m-linear T . O próximo resultado mostra que o espaço vetorial dos polinômios m-

homogêneos é isomorfo algebricamente ao espaço dos operadores m-lineares simétricos.

Proposição 2.8. Sejam E, F espaços vetoriais em ∈ N. A aplicação Φ : Ls(
mE;F ) −→

P (mE;F ), dada por Φ(T ) = T̂ é um isomorfismo algébrico.

Demonstração. Claramente Φ está bem definida. Vamos agora mostrar que Φ é

bijetora. Dado P ∈ P (mE;F ), por definição de polinômio m-homogêneo existe um

operador m-linear T ∈ L(mE;F ) tal que P (x) = Txm, para todo x ∈ E. Agora defina

o operador m-linear Ts, simétrico, por

Ts(x1, . . . , xm) =
1

m!

∑
σ∈Sm

T (xσ(1), . . . , xσ(m)).

Logo

Tsx
m =

1

m!

∑
σ∈Sm

T (x, . . . , x) =
1

m!
m!Txm = Txm = P (x).

Isso mostra que Φ é sobrejetiva. Se existe um operador m-linear simétrico As tal que

Asx
m = P (x) = Tsx

m, para todo x ∈ E, então pela Fórmula de Polarização, tomando

x0 = 0, temos

As(x1, x2, . . . , xm) =
1

m!2m

∑
εi=±1

ε1 · · · εmAs(ε1x1 + · · ·+ εmxm)m
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=
1

m!2m

∑
εi=±1

ε1 · · · εmTs(ε1x1 + · · ·+ εmxm)m = Ts(x1, x2, . . . , xm).

Logo Φ é bijetora. Por fim, sejam T1, T2 ∈ Ls(mE;F ) e λ ∈ K, temos

(λT1 + T2) ∧(x) = (λT1 + T2)xm = λT1x
m + T2x

m =
(
λT̂1 + T̂2

)
(x),

o que mostra a linearidade.

O operador Ts é chamado de simetrização do operador multilinear T e denotamos

por qP (ou por (P )∨) o único operador m-linear simétrico associado a P ∈ P (mE;F ).

Se E e F espaços normados, denotamos por P(mE;F ) o subespaço vetorial de

P (mE;F ) formado pelos polinômios m-homogêneos cont́ınuos de E em F. O próximo

resultado nos apresenta várias equivalências sobre a continuidade de um polinômio

m-homogêneo.

Teorema 2.9. Sejam E e F espaços normados, m ∈ N, P ∈ P (mE;F ) e T ∈
Ls(

mE;F ), com T̂ = P . As seguintes afirmações são equivalentes:

(a) T ∈ Ls(mE;F ).

(b) P ∈ P(mE;F ).

(c) P é cont́ınuo na origem.

(d) Existe uma constante M > 0, tal que ‖P (x)‖ ≤M ‖x‖m , para qualquer x ∈ E.

(e) P é limitado em toda bola com raio finito.

(f) P é limitado em alguma bola com raio finito.

(g) Se B ⊂ E é limitado, então existe uma constante MB > 0 tal que ‖P (x)− P (y)‖ ≤
MB ‖x− y‖ , para quaisquer x, y ∈ B.

Demonstração. Veja [13, Teorema 1.3.7]

A expressão ‖P‖ = sup
x∈BE

‖P (x)‖ define uma norma no espaço P(mE;F ). Além

disso, para qualquer x ∈ E temos ‖P (x)‖ ≤ ‖P‖ ‖x‖m , pois

‖P (x)‖ =

∥∥∥∥P (‖x‖x‖x‖
)∥∥∥∥ = ‖x‖m

∥∥∥∥P ( x

‖x‖

)∥∥∥∥ ≤ ‖x‖m ‖P‖ .
O próximo resultado mostra que os espaços Ls(mE;F ) e P(mE;F ) são isomor-

fos topologicamente. Como consequência desse resultado mostraremos que o espaço

normado P(mE;F ) ∈ BAN , sempre que F ∈ BAN.
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

Teorema 2.10. Sejam E e F espaços normados. A aplicação

Ψ : Ls(mE;F ) −→ P(mE;F ),

definida por Ψ(T ) = T̂ é um isomorfismo topológico e∥∥∥T̂∥∥∥ ≤ ‖T‖ ≤ mm

m!

∥∥∥T̂∥∥∥ .
Demonstração. A aplicação Ψ é uma restrição do operador dado na Proposição 2.8,

e note que a imagem de Ψ está em P(mE;F ) devido ao Teorema 2.9. Logo, Ψ está bem

definida, é linear e injetiva. A Proposição 2.8 também garante que Ψ é sobrejetiva e

dessa forma Ψ é um isomorfismo algébrico. Temos que ‖T̂‖ ≤ ‖T‖ , pois para qualquer

x ∈ E teremos

‖T̂ (x)‖ = ‖Txm‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖m .

Isso mostra que Ψ é cont́ınua. Seja x = (x1, . . . , xm) ∈ Em com ‖x‖ ≤ 1. Pela Fórmula

de Polarização com x0 = 0, temos

‖T (x1, . . . , xm)‖ ≤ 1

m!2m

∑
εi=±1

∥∥∥T̂ (ε1x1 + · · ·+ εmxm)
∥∥∥

≤ 1

m!2m

∑
εi=±1

∥∥∥T̂∥∥∥ ‖(ε1x1 + · · ·+ εmxm)‖m

≤ 1

m!2m

∑
εi=±1

∥∥∥T̂∥∥∥ (‖x1‖+ · · ·+ ‖xm‖)m

=
1

m!

∥∥∥T̂∥∥∥ (‖x1‖+ · · ·+ ‖xm‖)m ≤
1

m!

∥∥∥T̂∥∥∥mm.

Logo, ‖T‖ ≤ mm

m!

∥∥∥T̂∥∥∥ e assim Ψ−1 também é cont́ınua.

Corolário 2.11. Sejamm ∈ N, E um espaço normado e F ∈ BAN . Então P(mE;F ) ∈
BAN .

Demonstração. Pelo teorema anterior, temos que Ls(mE;F ) é isomorfo a P(mE;F ),

então basta mostrar que Ls(mE;F ) é Banach. Para isso, vamos mostrar que Ls(mE;F )

é fechado, uma vez que Ls(mE;F ) ⊂ L(mE;F ) ∈ BAN. Se T ∈ Ls(mE;F ), então

existe uma sequência (Tn)∞n=1 em Ls(mE;F ) tal que lim
n→∞

Tn = T . Logo

‖Tn(x1, . . . , xm)− T (x1, . . . , xm)‖ = ‖(Tn − T )(x1, . . . , xm)‖

≤ ‖Tn − T‖ ‖x1‖ · · · ‖xm‖ ,

para quaisquer x1, . . . , xm ∈ E. Fazendo n → ∞ na desigualdade acima, temos que
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

lim
n→∞

Tn(x1, . . . , xm) = T (x1, . . . , xm) para quaisquer x1, . . . , xm ∈ E. Assim, como Tn ∈
Ls(mE;F ), para todo n ∈ N, então para qualquer permutação σ ∈ Sm, temos

Tn(x1, . . . , xm) = Tn(xσ(1), . . . , xσ(m)),

para qualquer x1, . . . , xm ∈ E. Logo,

T (x1 . . . , xm) = lim
n→∞

Tn(x1, . . . , xm) = lim
n→∞

Tn(xσ(1), . . . , xσ(m)) = T (xσ(1), . . . , xσ(m))

e portanto T ∈ Ls(mE;F ).

Finalizamos esta seção com uma versão do Teorema de Banach-Steinhaus para o

caso dos polinômios homogêneos, no qual sua demonstração pode ser encontrada em

[13, Teorema 1.3.12].

Teorema 2.12 (de Banach-Steinhaus para Polinômios Homogêneos). Sejam E um

espaço de Banach, F um espaço normado e {Pi}i∈I é uma famı́lia de polinômios m-

homogêneos cont́ınuos de E em F . Se

sup
i∈I
‖Pi(x)‖ <∞, para todo x ∈ E,

então

sup
i∈I
‖Pi‖ <∞.

2.3 Ideais de Operadores Multilineares

A teoria de ideais de operadores lineares foi sistematizada por A. Pietsch no livro

[18], que exibe o conceito de ideal de operadores lineares, desenvolve a teoria geral,

investiga alguns casos particulares e exibe varias aplicações. Posteriormente, o próprio

A. Pietsch, em seu artigo [19], apresenta o conceito de ideal para operadores m-lineares,

também conhecido como multi-ideal. Além disso, com algumas adaptações, pode-se

definir os ideais de polinômios homogêneos, como veremos na próxima seção.

Apesar de historicamente a teoria de ideais de operadores lineares precederem a

teoria de ideais de operadores multilineares, trabalharemos diretamente o caso multili-

near. Dessa forma, a teoria de ideal de operadores lineares ficará como caso particular.

Mais precisamente, em toda esta seção quando fixado m = 1 recupera-se a teoria de

ideal de operadores lineares. Começamos definindo os operadores de tipo finito.

Definição 2.4. Sejam E1, . . . , Em espaços normados. Dizemos que o operador T ∈
L(E1, . . . , Em;F ) é de tipo finito se existem n ∈ N, ϕji ∈ E ′j e bi ∈ F com i = 1, . . . , n
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

e j = 1, . . . ,m, tais que

T (x1, . . . , xm) =
n∑
i=1

ϕ1
i (x1) · · ·ϕmi (xm)bi. (2.1)

Quando m = 1, podemos também dizer que T é de posto finito.

O conjunto formado pelos operadores m-linear de tipo finito de E1×· · ·×Em em F

será denotado por Lf (E1, . . . , Em;F ), que é um subespaço vetorial de L(E1, . . . , Em;F ).

Quando E1 = E2 = · · · = Em = E, escrevemos Lf (mE;F ).

Definição 2.5. Um ideal de operadores multilineares, ou simplesmente multi-ideal,

é uma subclasse M da classe de todos os operadores multilineares cont́ınuos entre

espaços de Banach tal que, para todo m ∈ N e espaços de Banach E1, . . . , Em, F , as

componentes M(E1, . . . , Em;F ) = L(E1, . . . , Em;F )
⋂
M satisfazem:

(a) M(E1, . . . , Em;F ) é um subespaço vetorial de L(E1, . . . , Em;F ) que contêm os

operadores m-lineares de tipo finito.

(b) A propriedade de multi-ideal: se T ∈ M(E1, . . . , Em;F ), uj ∈ L(Gj, Ej) para

j = 1, . . . ,m e v ∈ L(F,H), como no diagrama

G1

u1

��

× G2

u2

��

× · · · × Gm

um

��

v◦T◦(u1,...,um)

,,E1 × E2 × · · · × Em
T−−−−−−−−−−−−−→ F

v−−−−−−−−−→ H,

então a composição v ◦ T ◦ (u1, ..., um) ∈M(G1, ..., Gm;H).

Para cada m fixo,

Mm =
⋃

E1,...,Em∈BAN

M(E1, . . . , Em;F )

é chamado de ideal de operadores m-lineares.

Vejamos um exemplo de um ideal de operadores multilineares.

Exemplo 2.3. O espaço vetorial Lf (E1, . . . , Em;F ) satisfaz o item (a) da definição

anterior, para quaisquer E1, . . . , Em, F ∈ BAN . Vamos verificar que também satisfaz

a propriedade de multi-ideal. Sejam G1, . . . , Gm, H ∈ BAN , T ∈ Lf (E1, . . . , Em;F ),

uj ∈ L(Gj;Ej) com j = 1, . . . ,m e v ∈ L(F ;H). Tomando T como em (2.1), temos

que

v ◦ T ◦ (u1, . . . , um)(x1, . . . , xm) = v ◦ T (u1(x1), . . . , um(xm))
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= v

(
n∑
i=1

ϕ1
i (u1(x1)) · · ·ϕmi (um(xm))bi

)

=
n∑
i=1

v
(
ϕ1
i (u1(x1)) · · ·ϕmi (um(xm))bi

)
=

n∑
i=1

ϕ1
i (u1(x1)) · · ·ϕmi (um(xm))v(bi)

=
n∑
i=1

(
ϕ1
i ◦ u1

)
(x1) · · · (ϕmi ◦ um) (xm)v(bi),

com ϕji ◦ uj ∈ G′j e v(bi) ∈ H. Portanto v ◦ T ◦ (u1, . . . , um) ∈ Lf (G1, . . . , Gm;H).

Definição 2.6. Um ideal normado de operadores multilineares (M, ‖·‖M) é um ideal

de operadores multilineares munido de uma função ‖·‖M :M−→ R, tal que

(a) Para todo m ∈ N, a função ‖·‖M restrita aM(E1, . . . , Em;F ) é uma norma, para

quaisquer E1, . . . , Em, F ∈ BAN .

(b) ‖Im‖M = 1, onde Im : Km −→ K é dada por Im(λ1, . . . , λm) = λ1 · · ·λm, para

todo m ∈ N.

(c) Se T ∈ M(E1, . . . , Em;F ), uj ∈ L(Gj, Ej), para j = 1, . . . ,m, e v ∈ L(F ;H),

então

‖vT (u1, . . . , um)‖M ≤ ‖v‖ ‖T‖M ‖u1‖ · · · ‖um‖ .

Quando as componentes M(E1, . . . , Em;F ) são completas com respeito a ‖·‖M,

dizemos queM é um ideal completo (Banach) de operadores multilineares. De maneira

análoga, quando m ∈ N é fixo, sob as condições acima, dizemos que Mm é um ideal

completo (Banach) de operadores m-lineares. Vejamos um exemplo de um ideal de

Banach de operadores multilineares.

Exemplo 2.4. Denotaremos porMA(E1, . . . , Em;F ) o fecho de Lf (E1, . . . , Em;F ) em

L(E1, . . . , Em;F ). Definimos

MA =
⋃
m∈N

E1,...,Em,F∈BAN

MA(E1, . . . , Em;F ),

e se T ∈ MA, dizemos que T é aproximável. Vejamos que (MA, ‖·‖) é um ideal

de Banach de operadores multilineares. De fato, se T ∈ MA(E1, . . . , Em;F ), uj ∈
L(Gj;Ej), com j = 1, . . . ,m, e v ∈ L(F ;H), então existe uma sequência (Tn)∞n=1 em

Lf (E1, . . . , Em;F ), tal que lim
n→∞

Tn = T e vTn(u1, . . . , um) ∈ MA(G1, . . . , Gm;H) para
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todo n ∈ N. Logo

lim
n→∞

(vTn(u1, . . . , um)) = v
(

lim
n→∞

Tn(u1, . . . , um)
)

= vT (u1, . . . , um),

e portanto vT (u1, . . . , um) ∈MA(G1, . . . , Gm;H). É claro que ‖Im‖ = 1 e temos que

‖vT (u1, . . . , um)‖ ≤ ‖v‖ ‖T (u1, . . . , um)‖ ≤ ‖v‖ ‖T‖ ‖u1‖ · · · ‖um‖ .

Todas as componentes MA(E1, . . . , Em;F ) de MA são espaços de Banach, pois são

subespaços fechados dos espaços de Banach L(E1, . . . , Em;F ).

Proposição 2.13. Sejam (M, ‖·‖M ) um ideal normado de operadores multilineares e

E1, . . . , Em, F ∈ BAN . Então ‖T‖ ≤ ‖T‖M , para qualquer T ∈M(E1, . . . , Em;F ).

Demonstração. Sejam T ∈ M(E1, . . . , Em;F ), ϕ ∈ F ′ e xj ∈ Ej fixos, com j =

1, . . . ,m. Para cada j = 1, . . . ,m, defina as funções Rj : K → Ej dadas por Rj(λ) =

λxj. Note que Rj ∈ L(K, Ej) e ‖Rj‖ = ‖xj‖, para cada j = 1, . . . ,m. Logo,

ϕ ◦ T ◦ (R1, . . . , Rm)(λ1, . . . , λm) = ϕ ◦ T (λ1x1, . . . , λmxm)

= λ1 · · ·λm(ϕ ◦ T )(x1, . . . , xm).

É fácil notar que ϕ ◦ T ◦ (R1, . . . , Rm) = (ϕ ◦ T )(x1, . . . , xm)Im. Assim

|(ϕ ◦ T ) (x1, . . . , xm)| = |(ϕ ◦ T ) (x1, . . . , xm)| ‖Im‖M = ‖(ϕ ◦ T ) (x1, . . . , xm)Im‖M
= ‖ϕ ◦ T ◦ (R1, . . . , Rm)‖M ≤ ‖ϕ‖ ‖T‖M ‖R1‖ · · · ‖Rm‖ .

Pelo Teorema de Hahn-Banach, segue que

‖T (x1, . . . , xm)‖ = sup
ϕ∈BF ′

|(ϕ ◦ T )(x1, . . . , xm)| ≤ sup
ϕ∈BE′

‖ϕ‖ ‖T‖M ‖R1‖ · · · ‖Rm‖

= ‖T‖M ‖x1‖ · · · ‖xm‖ .

Portanto ‖T‖ ≤ ‖T‖M

Se ϕj ∈ E ′j, j = 1, . . . ,m e y ∈ F , para quaisquer (x1, . . . , xm) ∈ E1 × · · · × Em
denotamos (ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕmy) (x1, . . . , xm) por ϕ1(x1) · · ·ϕm(xm)y.

Proposição 2.14. SejaM um ideal normado de operadores multilineares. Para ϕj ∈
E ′j, y ∈ F e T = ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕmy ∈ L(E1, . . . , Em;F ) temos

‖T‖M = ‖T‖ = ‖y‖ ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕm.‖ .
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Demonstração. Como T (x1, . . . , xm) = ϕ1(x1) · · ·ϕm(xm)y, temos

‖T (x1, . . . , xm)‖ = ‖ϕ1(x1) · · ·ϕm(xm)y‖

e dáı ‖T‖ = ‖y‖ ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕm‖ . Note que T = t ◦ Im(ϕ1, . . . , ϕm), com t ∈ L(K;F ),

dada por t(λ) = λy e ‖t‖ = ‖y‖. Então, T ∈M pois Im ∈M e

‖T‖M ≤ ‖t‖ ‖Im‖M ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕm‖ = ‖y‖ ‖ϕ1‖ · · · ‖ϕm‖ = ‖T‖ .

Pela proposição anterior, temos ‖T‖M = ‖T‖.

2.4 Ideais de Polinômios

O estudo de ideais de polinômios pode ser visto como uma adaptação dos conceitos

de ideais de operadores multilineares, vistos na seção anterior. Começamos esta seção

definindo o conceito de polinômio m-homogêneo de tipo finito.

Definição 2.7. Sejam E,F espaços normados. Um polinômio m-homogêneo P ∈
P(mE;F ) é dito ser de tipo finito se existem n ∈ N, ϕj ∈ E ′ e bj ∈ F , j = 1, . . . , n,

tais que

P (x) =
n∑
j=1

(ϕj(x))mbj,

para todo x ∈ E.

O subespaço vetorial de P(mE;F ) formado pelos polinômiosm-homogêneos cont́ınuos

de tipo finito de E em F será denotado por Pf (mE;F ).

Definição 2.8. Um ideal de polinômios homogêneos, ou simplesmente um ideal de

polinômios, é uma subclasse Q da classe de todos os polinômios homogêneos cont́ınuos

entre espaços de Banach tal que, para todo m ∈ N e quaisquer espaços de Banach E e

F , as componentes Q(mE;F ) = P(mE;F )
⋂
Q satisfazem:

(a) Q(mE;F ) é um espaço vetorial de P(mE;F ) que contém os polinômiosm-homogêneos

de tipo finito.

(b) A propriedade de ideal: se u ∈ L(G;E), P ∈ Q(mE;F ) e v ∈ L(F ;H), então

vPu ∈ Q(mG;H).

Se m ∈ N for fixado,

Qm :=
⋃

E,F∈BAN

Q(mE;F )

é chamado de ideal de polinômios m-homogêneos.
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Definição 2.9. Um ideal normado de polinômios
(
Q, ‖·‖Q

)
é um ideal de polinômios

munido de uma função ‖·‖Q : Q −→ R, tal que

(a) Para todo m ∈ N, a função ‖·‖Q restrita a Q(mE;F ) é uma norma, para quaisquer

espaços de Banach E e F .

(b) ‖PK‖Q = 1, onde PK : K −→ K é dada por PK(λ) = λm.

(c) Se u ∈ L(G;E), P ∈ Q(mE;F ) e v ∈ L(F ;H), então ‖vPu‖Q ≤ ‖v‖ ‖P‖Q ‖u‖
m .

Quando as componentesQ(mE;F ) são completas com respeito a ‖·‖Q , dizemos queQ é

um ideal completo (Banach) de polinômios. De maneira análoga, quando m ∈ N é fixo,

sob as condições acima, dizemos que Qm é um ideal completo (Banach) de polinômios

m-homogêneos.

Vejamos um exemplo de um ideal de Banach de polinômios. Para cada m ∈ N,

denotamos por Pm a classe de todos os polinômios m-homogêneos cont́ınuos entre

espaços de Banach. Além disso, se M um ideal normado de operadores multilineares,

definimos

PM :=
{
P ∈ Pm : qP ∈M,m ∈ N

}
,

que é uma subclasse de Pm e também definimos a função ‖·‖PM : PM −→ R, dada por

‖P‖PM =
∥∥∥ qP
∥∥∥
M
.

Exemplo 2.5. Vejamos que PM, como definido acima, é um ideal de Banach de

polinômios. De fato, sejam m ∈ N, E,F espaços de Banach, P1, P2 ∈ PM(mE;F ) e

λ ∈ K. Logo, |P1,|P2 ∈ M(mE;F ) e como M(mE;F ) é um espaço vetorial, temos que

|P1 + λ|P2 ∈M(mE;F ). Dáı

(P1 + λP2) ∨ = |P1 + λ|P2 ∈M(mE;F )

e portanto P1 + λP2 ∈ PM(mE;F ). Se P ∈ Pf (mE;F ), claramente qP ∈ Lf (mE;F )

e então P ∈ PM(mE;F ). Vamos agora verificar a propriedade de ideal. Sejam u ∈
L(G;E), P ∈ PM(mE;F ) e v ∈ L(F ;H). Logo, para cada x ∈ G, temos

v qP (u, . . . , u)(x, . . . , x) = v qP (u(x), . . . , u(x)) = vPu(x) = (vPu)∨(x, . . . , x).

Segue que

(vPu)∨ = v qP (u, . . . , u) ∈M(mE;F ) (2.2)

e, portanto, vPu ∈ PM(mG;H).

Note que ‖·‖PM restrita a PM(mE;F ) é uma norma. De fato,
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(i) Seja P ∈ PM(mE;F ). Uma vez que ‖P‖PM = ‖ qP‖M, temos que ‖P‖PM ≥ 0.

Além disso, temos que

‖P‖PM = 0⇔ ‖ qP‖M = 0⇔ qP = 0
(∗)⇔ P = 0,

onde a implicação ⇐ em (∗) segue da Proposição 2.10.

(ii) Se P ∈ PM(mE;F ) e λ ∈ K, então

‖λP‖PM = ‖(λP )∨‖M = ‖λ qP‖M = |λ|‖ qP‖M = |λ| ‖P‖PM .

(iii) Se P,Q ∈ PM(mE;F ), então

‖P +Q‖PM = ‖(P +Q)∨‖M = ‖ qP+ qQ‖M ≤ ‖ qP‖M+‖ qQ‖M = ‖P‖PM+‖Q‖PM .

Seja PK ∈ PM(mE;F ). Note que |PK = Im e dessa forma, ‖PK‖PM = ‖Im‖M = 1.

Sejam v ∈ L(F ;H), P ∈ PM(mE;F ) e u ∈ L(G;E). Da expressão (2.2) temos que

‖vPu‖PM = ‖(vPu)∨‖M =
∥∥∥v qP (u, . . . , u)

∥∥∥
M
≤ ‖v‖

∥∥∥ qP
∥∥∥
M
‖u‖m = ‖v‖ ‖P‖PM ‖u‖

m .

Mostraremos agora que PM(mE;F ) é um espaço de Banach com a norma ‖·‖PM .

Uma vez que M é um ideal de Banach e como a aplicação

∨ : PM(mE;F ) −→M(mE;F ),

dada por ∨(P ) = qP , é um isomorfismo sobre a imagem, para mostrar que PM(mE;F )

é Banach basta verificar que ∨ (PM(mE;F )) é fechado em M(mE;F ). De fato, seja

(|Pn)∞n=1 em ∨ (PM(mE;F )) tal que |Pn → T ∈ M(mE;F ) na norma de M, ou seja,∥∥∥|Pn − T
∥∥∥
M
→ 0. Como ‖·‖ ≤ ‖·‖M , temos

∥∥∥|Pn − T
∥∥∥→ 0 e como Ls(mE;F ) é fechado

em L(mE;F ), segue que T ∈ Ls(mE;F ). Logo T̂ ∈ PM(mE;F ), pois
(
T̂
)
∨ = T ∈

M(mE;F ). Contudo, T = ∨
(
T̂
)
∈ ∨ (PM(mE;F )) e disso segue que ∨ (PM(mE;F ))

é fechado. Portanto PM é um ideal de Banach de polinômios.

A classe PM é chamada de ideal de polinômios gerado pelo ideal de operadores

multilineares M.
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2.5 Operadores Absolutamente Somantes

A teoria de operadores absolutamente somantes teve ińıcio com Grothendieck na

década de 50 através do trabalho [20]. Entretanto, a noção utilizada por Grothendieck

era muito complicada e suas ideais ficaram algum tempo inexploradas. Apenas na

década de 60 essa teoria foi verdadeiramente compreendida por meio das contribuições

de J. Lindenstrauss, A. Pe lczyński, A. Pietsch, dentre outros.

Além disso, no trabalho de A. Pietsch [19], os operadores absolutamente soman-

tes começaram a ser generalizados para o contexto não linear. Em particular, para

operadores multilineares e polinômios homogêneos.

Como motivação, começaremos esta seção tratando do caso linear.

Se T ∈ L(E;F ), com E,F ∈ BAN , e 1 ≤ q ≤ p <∞, os operadores T̃ s : `q(E) −→
`p(F ) e T̃w : `wq (E) −→ `wp (F ), induzidos por T pela relação (xn)∞n=1 7→ (T (xn))∞n=1,

sempre serão operadores lineares cont́ınuos. De fato, para qualquer (xn)∞n=1 ∈ `q(E),

temos

∥∥∥T̃ s((xn)∞n=1)
∥∥∥
p

= ‖(T (xn))∞n=1‖p =

(
∞∑
n=1

‖T (xn)‖p
) 1

p

(2.3)

≤

(
∞∑
n=1

‖T‖p ‖xn‖p
) 1

p

= ‖T‖ ‖(xn)∞n=1‖p ≤ ‖T‖ ‖(xn)∞n=1‖q .

Assim, o operador T̃ s está bem definido, é claramente linear e por (2.3) também é

cont́ınuo. De modo similar mostra-se que T̃w está bem definido, é linear e cont́ınuo.

Consideremos agora E um espaço de Banach de dimensão infinita e idE : E −→ E

o operador identidade. O Teorema de Dvoretsky-Rogers (versão fraca), garante que

o operador induzido ĩdE : `wp (E) −→ `p(E), (xn)∞n=1 7→ (idE(xn))∞n=1 nunca está bem

definido, para qualquer 1 ≤ p <∞.
O caso particularmente interessante ocorre quando dado T ∈ L(E;F ), com E,F ∈

BAN , e 1 ≤ q ≤ p < ∞, o operador induzido por T de `wq (E) em `p(F ) está bem

definido. Neste caso, temos a seguinte definição.

Definição 2.10. Sejam 1 ≤ q ≤ p < ∞ e T : E −→ F um operador linear cont́ınuo

entre espaços de Banach. Dizemos que T é absolutamente (p, q)-somante (ou simples-

mente (p, q)-somante), se o operador induzido

T̃ : `wq (E) −→ `p(F ),

dado por T̃ ((xn)∞n=1) = (T (xn))∞n=1 está bem definido. Neste caso, T̃ será claramente

linear. De maneira equivalente, diz-se que T é (p, q)-somante quando (T (xn))∞n=1 ∈
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

`p(F ) sempre que (xn)∞n=1 ∈ `wq (E).

O conceito acima nos faz dizer que os operadores lineares absolutamente somantes

são uma classe que melhoram a convergência de séries.

Vejamos agora a definição dos operadores multilineares absolutamente somantes.

A teoria linear é recuperada fazendo m = 1.

Definição 2.11. Sejam m ∈ N, 1 ≤ q, p < ∞ com p ≥ q

m
e E1, . . . , Em, F ∈ BAN .

Um operador multilinear cont́ınuo T : E1 × · · · × Em −→ F é dito ser absolutamente

(p; q)-somante ou simplesmente (p; q)-somante, quando

(
T (x1

j , . . . , x
m
j )
)∞
j=1
∈ `p(F )

sempre que
(
xsj
)∞
j=1
∈ `wq (Es), s = 1, . . . ,m. Quando q = p o operador T é simplesmente

chamado de absolutamente p-somante.

Denotamos por
∏

(p;q)(E1, . . . , Em;F ) o espaço vetorial formado pelos operadores

multilineares de E1×· · ·×Em em F que são (p; q)-somantes. Quando q = p escrevemos∏
p(E1, . . . , Em;F ) e quando E1 = · · · = Em = E escrevemos

∏
(p;q)(

mE;F ).

Se p <
q

m
na definição acima, então o único elemento de

∏
(p;q)(E1, . . . , Em;F )

é o operador m-linear nulo. De fato, se T ∈
∏

(p;q)(E1, . . . , Em;F ) e T 6= 0, então

existe (x1, . . . , xm) ∈ E1 × · · · × Em com T (x1, . . . , xm) 6= 0. Tomando ϕk ∈ E ′k, com

k ∈ {1, 2, . . . ,m}, obtemos

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣ϕk
(
xk

j
1
mp

)∣∣∣∣∣
q

= |ϕk(xk)|q
(
∞∑
j=1

1

j
q
mp

)
<∞,

sendo a última desigualdade devido a mp < q. Segue que

(
xk

j
1
mp

)∞
j=1

∈ `wq (Ek), para

todo k = 1, 2, . . . ,m. Em contrapartida,

∞∑
j=1

∥∥∥∥∥T
(
x1

j
1
mp

, . . . ,
xm

j
1
mp

)∥∥∥∥∥
p

= ‖T (x1, . . . , xm)‖p
(
∞∑
j=1

1

j

)
=∞,

e isso contradiz o fato de T ser (p, q)-somante.

O objetivo agora é caracterizar os operadores multilineares (p, q)-somantes. Essa

caracterização, além de simplificar a identificação desses operadores, nos permitirá

definir uma norma para o espaço vetorial
∏

(p,q)(E1, . . . , Em;F ).

Para isso, faremos uso do trabalho feito por G. Botelho e J. R. Campos em [22]. O

resultado de interesse para nosso estudo, contido no trabalho citado acima, descreve

como a transformação de sequências vetoriais por operadores multilineares trabalha.
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

Para tanto, foi definido um ambiente abstrato baseado em Classes de Sequências, que

englobam vários espaços de sequências. Em particular, os espaços `p(E) e `wp (E) com

1 ≤ p < ∞, que fazem parte do nosso trabalho. A seguir veremos a definição dos

principais conceitos desse ambiente abstrato.

Definição 2.12. Uma classe de sequências X é uma aplicação que, a cada espaço de

Banach E, faz corresponder um espaço de Banach X(E) ⊆ EN tal que

c00(E) ⊆ X(E)
1
↪→ `∞(E) e ‖ej‖X(K) = 1, para todo j ∈ N.

A classe de sequência X é dita ser finitamente determinada se para cada sequência

(xj)
∞
j=1 ∈ EN, tem-se (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) se, e somente se, sup

k

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
X(E)

< ∞. Neste

caso, ∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
X(E)

= sup
k

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
X(E)

.

Denotamos a classe de sequência E 7→ X(E) por X(·) ou, não havendo perigo de

ambiguidade, denotaremos simplesmente por X.

De acordo com o que já fizemos até aqui, não é dif́ıcil ver que `p(·) e `wp (·) são classes

de sequências, com 1 ≤ p <∞. Veremos agora que essas classes são finitamente deter-

minadas. De fato, começamos mostrando que a classe de sequências `p(·) é finitamente

determinada. Para isso, basta observar que se (xj)
∞
j=1 é uma sequência em E, então

sup
k

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
`p(E)

= sup
k

(
k∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

= lim
k→∞

(
k∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

=

(
lim
k→∞

k∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

=

(
∞∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

=
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
p
.

Vamos agora verificar que a classe de sequências `wp (·) é finitamente determinada. De

fato, basta observar que se (xj)
∞
j=1 é uma sequência em E, então

sup
k

∥∥(xj)
k
j=1

∥∥
`wp (E)

= sup
k

sup
ϕ∈BE′

(
k∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

sup
k

(
k∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

lim
k→∞

(
k∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

(
lim
k→∞

k∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

=
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥
w,p

.

A proposição seguinte é um dos primeiros resultados obtidos no trabalho [22] men-
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

cionado acima.

Proposição 2.15 ([22], Proposition 2.4). Sejam m ∈ N e X1, . . . , Xm, Y classes de

sequências. As seguintes condições são equivalentes para um dado operador multilinear

T ∈ L(E1, . . . , Em;F ) :

(a)
(
T (x1

j , . . . , x
m
j )
)∞
j=1
∈ Y (F ) sempre que (xij)

∞
j=1 ∈ Xi(Ei), com i = 1, . . . ,m.

(b) O operador induzido T̃ : X1(E1)× · · · ×Xm(Em) −→ Y (F ), dado por

T̃
(
(x1

j)
∞
j=1, . . . , (x

m
j )∞j=1

)
=
(
T (x1

j , . . . , x
m
j )
)∞
j=1

,

é um operador bem definido, m-linear e cont́ınuo.

As condições acima implicam na condição (c) abaixo, e elas são todas equivalentes

se as classes de sequências X1, . . . , Xm e Y são finitamente determinadas.

(c) Existe uma constante C > 0 tal que

∥∥∥(T (x1
j , . . . , x

m
j )
)k
j=1

∥∥∥
Y (F )
≤ C ·

m∏
i=1

∥∥(xij)
k
j=1

∥∥
Xi(Ei)

, (2.4)

para todo k ∈ N e toda sequência finita xij ∈ Ei, j = 1, . . . , k e i = 1, . . . ,m.

Nesse caso, ∥∥∥T̃∥∥∥ = inf {C : (2.4) é válida} .

O próximo resultado caracteriza por uma desigualdade os operadores multilineares

(p; q)-somantes.

Proposição 2.16. Sejam m ∈ N, 1 ≤ q, p < ∞ e E1, . . . , Em, F ∈ BAN. Então

T ∈
∏

(p;q)(E1, . . . , Em;F ) se, e somente se, existe uma constante C > 0 tal que

(
n∑
j=1

∥∥T (x1
j , . . . , x

m
j )
∥∥p) 1

p

≤ C

m∏
s=1

∥∥∥(xsj)nj=1

∥∥∥
w,q
, (2.5)

para todo n ∈ N e todos xi1, . . . , x
i
n ∈ Ei com i = 1, . . . ,m. Além disso, o ı́nfimo dos C

tais que a desigualdade (2.5) é válida, define uma norma em
∏

(p;q)(E1, . . . , Em;F ) que

será denotada por π(p;q)(T ). Neste caso,

π(p;q)(T ) =
∥∥∥T̃∥∥∥ .

Demonstração. Como `p(·) e `wp (·) são classes de sequências finitamente determi-

nadas, para qualquer 1 ≤ p < ∞, a Proposição 2.15 garante à equivalência e que
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π(p;q)(T ) =
∥∥∥T̃∥∥∥. Falta apenas mostrar que π(p;q)(·) define uma norma. De fato,

π(p;q)(T ) ≥ 0 para qualquer T ∈
∏

(p;q)(E1, . . . , Em;F ) e

π(p;q)(T ) = 0⇔
∥∥∥T̃∥∥∥ = 0⇔ T̃ = 0⇔ T = 0.

Para qualquer λ ∈ K, temos

π(p;q)(λT ) =
∥∥∥λ̃T∥∥∥ =

∥∥∥λT̃∥∥∥ = |λ|
∥∥∥T̃∥∥∥ = |λ|π(p;q)(T ).

Se T1, T2 ∈
∏

(p;q)(E1, . . . , Em;F ), então

π(p;q)(T1 + T2) =
∥∥∥T̃1 + T2

∥∥∥ =
∥∥∥T̃1 + T̃2

∥∥∥
≤
∥∥∥T̃1

∥∥∥+
∥∥∥T̃2

∥∥∥ = π(p;q)(T1) + π(p;q)(T2).

Logo, π(p;q)(·) define uma norma em
∏

(p;q)(E1, . . . , Em;F ).

O seguinte Teorema de Inclusão para os operadores lineares, cuja demonstração

omitiremos, será de grande utilidade no próximo caṕıtulo. Sua demonstração pode ser

encontrada em [1, Theorem 10.4].

Teorema 2.17 (Teorema de Inclusão). Sejam E e F espaços de Banach. Suponha que

1 ≤ qj ≤ pj <∞ (j = 1, 2) satisfazem

q1 ≤ q2,

p1 ≤ p2,
1
q1
− 1

p1
≤ 1

q2
− 1

p2
.

Então,
∏

p1,q1
(E;F ) ⊂

∏
p2,q2

(E;F ) e para cada T ∈
∏

p1,q1
(E;F ), temos πp2,q2(T ) ≤

πp1,q1(T ).

Vejamos um resultado de coincidência para operadores lineares absolutamente so-

mantes.

Teorema 2.18 ([1], Theorem 11.14). Suponha que F tem cotipo finito q e que K é um

espaço de Hausdorff compacto. Então

(a) Se q = 2, então L(C(K);F ) =
∏

2(C(K);F ).

(b) Se 2 < q <∞, então L(C(K);F ) =
∏

(q,p)(C(K);F ), para todo p < q.

Uma vez definido e caracterizado a classe dos operadores multilineares absoluta-

mente somantes, a definição de polinômios homogêneos absolutamente somantes surge

de forma natural.
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Definição 2.13. Sejam m ∈ N, 1 ≤ p, q < ∞, com p ≥ q

m
e E,F ∈ BAN. Um

polinômio m-homogêneo cont́ınuo P : E −→ F é absolutamente (p;q)-somante (ou

(p;q)-somante) quando

(P (xj))
∞
j=1 ∈ `p(F ),

sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ `wq (E).

Denotamos por P(p,q)(
mE;F ) o espaço vetorial formado por todos os polinômios

m-homogêneos de E em F que são (p; q)-somantes.

Como já sabemos, o conceito de polinômios m-homogêneos entre espaços de Ba-

nach está fortemente relacionado ao conceito de operadores m-lineares entre espaços

de Banach. Mais adiante, veremos que esse fato também se verifica para os operadores

e polinômios absolutamente somantes. No que se segue, omitiremos algumas demons-

trações de resultados para o caso polinomial uma vez que esses resultados decorrem do

caso multilinear.

Se p <
q

m
na definição acima, então o único elemento de P(p;q)(

mE;F ) é o polinômio

m-homogêneo nulo. De fato, se P ∈ P(p;q)(
mE;F ) tal que P 6= 0, então existe x ∈ E

com P (x) 6= 0. Neste caso, dado ϕ ∈ E ′,

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣ϕ
(

x

j
1
mp

)∣∣∣∣∣
q

= |ϕ(x)|q
(
∞∑
j=1

1

j
q
mp

)
<∞,

sendo a última desigualdade devido a mp < q. Assim, temos que

(
x

j
1
mp

)∞
j=1

∈ `wq (E).

Entretanto,
∞∑
j=1

∥∥∥∥∥P
(

x

j
1
mp

)∥∥∥∥∥
p

= ‖P (x)‖p
(
∞∑
j=1

1

j

)
=∞,

e isso contradiz o fato de P ser (p; q)-somante.

O próximo resultado mostra uma relação entre os polinômios absolutamente so-

mantes e os operadores multilineares absolutamente somantes, por meio de uma carac-

terização.

Proposição 2.19. Sejam m ∈ N, 1 ≤ p, q < ∞ e E,F ∈ BAN. Então, P ∈
P(p;q)(

mE;F ) se, e somente se, qP ∈
∏

(p;q)(
mE;F ).

Demonstração. Suponha que qP ∈
∏

(p;q)(
mE;F ) e seja (xj)

∞
j=1 ∈ `wq (E). Para cada

j ∈ N, temos

(P (xj))
∞
j=1 = ( qPxmj )∞j=1 ∈ `p(F ).

Logo, P ∈ P(p;q)(
mE;F ).
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Reciprocamente, suponha que P ∈ P(p;q)(
mE;F ). Sejam

(
xkj
)∞
j=1
∈ `wq (E), k =

1, . . . ,m. Pela Fórmula de Polarização, para cada j ∈ N e tomando x0 = 0, temos

qP (x1
j , . . . , x

m
j ) =

1

m!2m

∑
εi±1

ε1 · · · εm qP (ε1x
1
j + · · ·+ εmx

m
j )m

=
1

m!2m

∑
εi±1

ε1 · · · εmP (ε1x
1
j + · · ·+ εmx

m
j ).

Como `p(F ) é um espaço vetorial, segue que qP ∈
∏

(p;q)(
mE;F ).

Assim como para operadores multilineares absolutamente somantes, os polinômios

absolutamente somantes dispõem de uma caracterização através de uma desigualdade.

Essa caracterização, além de simplificar a identificação desses polinômios, nos permitirá

definir uma norma para o espaço vetorial P(p,q)(
mE;F ).

Proposição 2.20. Sejam m ∈ N, 1 ≤ p, q < ∞ e E,F ∈ BAN. Então, P ∈
P(p,q)(

mE;F ) se, e somente se, existe uma constante C > 0 tal que

(
n∑
j=1

‖P (xj)‖p
) 1

p

≤ C
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥m
w,q
, (2.6)

para todo n ∈ N e xj ∈ E, com j = 1, . . . , n. Além disso, o ı́nfimo dos C tais que a

desigualdade (2.6) é válida, define uma norma em P(p;q)(
mE;F ) que será denotada por

‖P‖P(p;q) .

Demonstração. Se P ∈ P(p;q)(
mE;F ), então pela Proposição 2.19, temos que qP ∈∏

(p;q)(
mE;F ). Logo pela Proposição 2.16 existe uma constante C > 0 tal que

(
n∑
j=1

∥∥∥ qP (x1
j , . . . , x

m
j )
∥∥∥p) 1

p

≤ C

m∏
s=1

∥∥(xsj)
n
j=1

∥∥
w,q
,

para todo n ∈ N e todo (xsj)
n
j=1 ∈ `wq (E), com s = 1, . . . ,m. Em particular, para todo

xj ∈ E, com j = 1, . . . , n, e todo n ∈ N, temos

(
n∑
j=1

‖P (xj)‖p
) 1

p

=

(
n∑
j=1

∥∥∥ qPxmj

∥∥∥p) 1
p

≤ C
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥m
w,q
.

Reciprocamente, seja (xj)
∞
j=1 ∈ `wq (E), temos que

(
∞∑
j=1

‖P (xj)‖p
) 1

p

= sup
n

(
n∑
j=1

‖P (xj)‖p
) 1

p

≤ sup
n
C
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥m
w,q

(2.7)
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= C sup
n

sup
ϕ∈BE′

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|q
)m

q

= C sup
ϕ∈BE′

sup
n

(
n∑
j=1

|ϕ(xj)|q
)m

q

= C sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|q
)m

q

= C
∥∥(xj)

∞
j=1

∥∥m
w,q
.

Isso mostra que P ∈ P(p;q)(
mE;F ). Falta mostra que ‖·‖P(p;q) define uma norma, mas

isso segue do caso multilinear tratado na Proposição 2.16.

Antes de mostrarmos que os operadores e polinômios absolutamente somantes pos-

suem uma estrutura de ideal, vejamos um resultado de coincidência para polinômios

absolutamente somantes.

Teorema 2.21 ([33]). Seja m ∈ N, então P(m`1; `2) = P( 2
m+1

,1)(
m`1, `2).

O objetivo agora é mostrar que a classe
∏

(p;q) dos operadores multilineares absolu-

tamente somantes munido da norma π(p;q)(·) é um ideal de Banach.

Para isso, faremos uso novamente do trabalho feito por G. Botelho e J. R. Campos

em [22]. O resultado de interesse para nosso objetivo, contido no trabalho citado

acima, caracteriza os ideais de operadores multilineares por meio de transformações

entre espaços de sequências. Para tanto, precisaremos de mais algumas definições do

ambiente abstrato do citado trabalho.

Definição 2.14. Sejam m ∈ N e X1, . . . , Xm, Y classes de sequências. Um operador

multilinear T ∈ L(E1, . . . , Em;F ) é (X1, . . . , Xm, Y )-somante se as condições equivalen-

tes da Proposição 2.15 verificam-se para T , dentre elas, (T (x1
j , . . . , x

m
j ))∞j=1 ∈ Y (F ) sem-

pre que (xkj )
∞
j=1 ∈ Xk(Ek), k = 1, . . . ,m. Denotamos T ∈ LX1,...,Xm;Y (E1, . . . , Em;F ) e

definimos

‖T‖X1,...,Xm;Y =
∥∥∥T̃∥∥∥

L(X1(E1),...,Xm(Em);Y (F ))
.

Definição 2.15. Dizemos que uma classe de sequências X é linearmente estável se

para quaisquer espaços de Banach E,F e para qualquer T ∈ L(E;F ) é verdade que

(T (xj))
∞
j=1 ∈ X(F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ X(E)

e
∥∥∥T̃ : X(E) −→ X(F )

∥∥∥ = ‖T‖ .

Vejamos que as classes de sequências `p(·) e `wp (·) são linearmente estáveis, para todo

1 ≤ p < ∞. De fato, vimos no começo desta seção que se T ∈ L(E;F ) com E,F ∈
BAN , então os operadores induzidos T̃ s : `p(E) −→ `p(F ) e T̃w : `wp (E) −→ `wp (F ) são

sempre lineares e cont́ınuos. Assim, para quaisquer (xj)
∞
j=1 ∈ `p(E) e (yj)

∞
j=1 ∈ `wq (E),
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

temos∥∥∥T̃ s((xj)∞j=1)
∥∥∥
p
≤ ‖T‖

∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥
p

e
∥∥∥T̃w((yj)

∞
j=1)

∥∥∥
w,p
≤ ‖T‖

∥∥(yj)
∞
j=1

∥∥
w,p

(2.8)

e, em ambos os casos, obtemos uma das desigualdades da norma.

Note que, dado T ∈ L(E;F ) e sendo x ∈ BE, temos (x, 0, 0, . . .) ∈ B`p(E) e portanto∥∥∥T̃ s∥∥∥
L(`p(E);`p(F ))

= sup
(xj)∞j=1∈B`p(E)

∥∥∥T̃ s((xj)∞j=1)
∥∥∥
`p(F )

= sup
(xj)∞j=1∈B`p(E)

∥∥(T (xj)
∞
j=1)

∥∥
`p(F )

(2.9)

≥ sup
(xj)∞j=1∈B`p(E)

∥∥(T (xj)
∞
j=1)

∥∥
∞ ≥ sup

x∈BE
‖T (x)‖ = ‖T‖ .

Note também que se x ∈ BE, então (x, 0, 0, . . .) ∈ B`wp (E) e seguindo de forma análoga

a (2.9) temos ∥∥∥T̃w∥∥∥
L(`wp (E);`wp (F ))

≥ ‖T‖ . (2.10)

Logo, de (2.8), (2.9) e (2.10) segue que `p(·) e `wp (·) são linearmente estáveis.

Sejam X1, . . . , Xm, Y classes de sequências, dizemos que X1(K) · · ·Xm(K)
1
↪→ Y (K)

se (λ1
j · · ·λmj )∞j=1 ∈ Y (K) e

∥∥(λ1
j · · ·λmj )∞j=1

∥∥
Y (K)
≤

m∏
k=1

∥∥(λkj )
∞
j=1

∥∥
Xk(K)

,

sempre que (λkj )
∞
j=1 ∈ Xk(K), k = 1, . . . ,m.

O teorema que enunciamos agora é um dos principais resultados de [22].

Teorema 2.22 ([22], Theorem 3.6). Sejam m ∈ N e X1, . . . , Xm, Y classes de sequências

linearmente estáveis tais que X1(K) · · ·Xm(K)
1
↪→ Y (K). Então o par(

LX1,...,Xm;Y , ‖·‖X1,...,Xm;Y

)
é um ideal de Banach de operadores m-lineares.

O próximo resultado mostra que a classe
∏

(p;q) dos operadores multilineares ab-

solutamente (p, q)-somantes munido da norma π(p;q)(·) é um ideal de Banach. Antes

disso, vamos apresentar a conhecida desigualdade de Hölder generalizada em espaços

`p, cuja demonstração pode ser encontrada em [23, Teorema 1.1.].

Proposição 2.23 (Desigualdade de Hölder). Sejam 0 < p, q1, . . . , qm ≤ ∞ satisfazendo
1
p
≤ 1

q1
+ · · ·+ 1

qm
. Se (λkj )

∞
j=1 ∈ `qk com k = 1, . . . ,m, então (λ1

j · · ·λmj )∞j=1 ∈ `p e, além
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disso, ∥∥(λ1
j · · ·λmj )∞j=1

∥∥
p
≤
∥∥(λ1

j)
∞
j=1

∥∥
q1
· · ·
∥∥(λmj )∞j=1

∥∥
qm

Teorema 2.24. Sejam m ∈ N e 1 ≤ q, p <∞ com p ≥ q

m
. Então

(∏
(p;q); π(p;q)(·)

)
é

um ideal de Banach de operadores m-lineares.

Demonstração. Já mostramos que `p(·) e `wp (·) são classes de sequências linearmente

estáveis, para qualquer 1 ≤ p < ∞. Basta mostra que `wq (K) · · · `wq (K)
1
↪→ `p(K) e

aplicar o Teorema 2.22. Então, uma vez que `wq (K) = `q e `p(K) = `p, a Desigualdade

de Hölder garante o que nos faltava.

O próximo resultado mostra que a classe P(p,q) dos polinômios homogêneos absoluta-

mente (p, q)-somantes munido da norma ‖·‖P(p;q)
é um ideal de Banach de polinômios.

Entretanto, não se faz necessário sua demonstração uma vez que decorrerá do caso

multilinear.

Teorema 2.25. Sejam m ∈ N e 1 ≤ q, p <∞ com p ≥ q

m
. Então

(
P(p;q), ‖·‖P(p;q)

)
é

um ideal e Banach de polinômios m-homogêneos.

Apresentaremos agora uma generalização (para o contexto multilinear) do conceito

de operadores absolutamente somantes, a saber, a noção de operador múltiplo somante.

Esse conceito foi introduzido no ano de 2003 por D. Pérez-Garćıa em [24] e por M. C.

Matos em [25], de maneira independente.

Definição 2.16. Sejam m ∈ N, 1 ≤ q ≤ p < ∞ e E1, . . . , Em, F ∈ BAN. Um

operador m-linear T ∈ L(E1, . . . , Em;F ) é dito ser múltiplo (p,q)-somante se existe

uma constante C ≥ 0 tal que

(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ C
m∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
k1=1

∥∥∥∥
w,q

, (2.11)

para todo n ∈ N e todo x
(i)
ki
∈ Ei, com 1 ≤ ki ≤ n e 1 ≤ i ≤ m.

Quando p < q na definição acima, o único operador m-linear múltiplo (p, q)-somante

é o operador nulo (veja [23, Proposição 2.17]).

O espaço vetorial de todos os operadores múltiplo (p, q)-somantes é denotado por∏mult
(p,q)(E1, . . . , Em;F ). O ı́nfimo πmult(p,q) (T ), tomado sobre todas as possibilidades de

constante C satisfazendo (2.11), define uma norma completa em
∏mult

(p,q)(E1, . . . , Em;F )

(veja [23, Teorema 2.20]). Além disso, quando E1 = · · · = Em = E, escrevemos∏mult
(p,q)(

mE;F ) e quando k1 = · · · = km = k, recuperamos a definição da classe dos

operadores m-lineares absolutamente (p, q)-somantes.
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Por fim, ressaltamos que
(∏mult

(p,q) , π
mult
(p,q) (·)

)
é um ideal de Banach. Entretanto, o

Teorema 2.22 não garante esse resultado, pois o ambiente abstrato criado em [22] não

trata dos operadores múltiplos somantes. Para maiores detalhes sobre essa classe de

operadores sugerimos os trabalhos [24], [25], [26] e [27].

Uma última observação: Embora tenhamos, por uma razão de simplicidade e di-

datismo, dedicado muito do texto ao estudo de resultados relacionados à operadores

multilineares absolutamente somantes, no caṕıtulo que segue o ı́ndice de somabilidade

é definido para operadores e polinômios múltiplo somantes.
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Caṕıtulo 3

Um Índice de Somabilidade para

Pares de Espaços de Banach

O objetivo deste caṕıtulo é introduzir um ı́ndice, uma espécie de “medida”, que

estime a qual distância o espaço L(E1, . . . , Em;F ) (respectivamente P(mE;F )) está de

coincidir com o espaço
∏mult

(p,q)(E1, . . . , Em;F ) (respectivamente P(p,q)(
mE;F )). Veremos

que sempre existem estimativas superiores finitas para esse ı́ndice e, em alguns casos,

apresentamos estimativas inferiores.

3.1 Preliminares

Começamos esta seção com algumas observações e conceitos importantes. O traba-

lho [28] é a principal referência para este caṕıtulo.

Sejam E um espaço vetorial e 0 < r < 1. Dizemos que uma função ‖·‖ : E −→ R
é uma r-norma se satisfaz as duas primeiras condições na definição de norma e além

disso satisfaz:

‖x+ y‖r ≤ ‖x‖r + ‖y‖r , para quaisquer x, y ∈ E.

Neste caso, podemos considerar a métrica em E,

(x, y) ∈ E × E 7→ ‖x− y‖r ,

induzida pela r-norma e considerar E com a estrutura topológica de espaço métrico

induzida por esta métrica. Assim, quando E for completo com respeito a esta métrica,

dizemos que (E, ‖·‖) é um espaço r-Banach.

Sendo um pouco mais sucinto, se todas as componentes, na definição de ideal,

forem espaços de Banach relativamente a topologia induzida pela r-norma ‖·‖M, então
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3. Um Índice de Somabilidade para Pares de Espaços de Banach

dizemos que (M, ‖·‖M) é um ideal r-Banach.

Além disso, para 0 < p < ∞ e E um espaço de Banach, os espaços `p(E) e `wp (E)

são p-Banach se 0 < p < 1 (resp. Banach se p ≥ 1). Mencionamos o fato de que

a teoria dos operadores múltiplos (p, q)-somantes, bem como a teoria dos polinômios

homogêneos (p, q)-somante, foi desenvolvida com 1 ≤ q, p <∞. Mas a partir de agora,

quando necessário, consideraremos q, p > 0 e toda teoria criada até aqui se mantém.

As posśıveis exceções serão apresentadas explicitamente.

Já vimos que T ∈
∏

(p,q)(E;F ) se existe uma constante C ≥ 0 tal que

(
n∑
k=1

‖T (xk)‖p
) 1

p

≤ C sup
ϕ∈BE′

(
n∑
k=1

|ϕ(xk)|q
) 1

q

, (3.1)

para todo n ∈ N e x1, . . . , xn ∈ E. Além disso, πp,q(T ) denota o ı́nfimo das constantes

C ≥ 0 que satisfaz a desigualdade (3.1).

Quando consideramos apenas sequências (xk)
n
k=1 com n ∈ N fixado, o ı́nfimo sobre

todas as constantes C ≥ 0 satisfazendo (3.1) será denotado por π
(n)
p,q (T ) (ou π

(n)
p (T )

quando p = q). Naturalmente, π
(n)
p,q (T ) ≤ πp,q(T ). Nos trabalhos [29] e [30] os autores

investigam estimativas do tipo

πp,q(T ) ≤Mπ(n)
p,q (T ),

onde M é uma constante positiva. Essa estimativa mostra que a norma de um operador

(p, q)-somante pode ser as vezes bem aproximada usando apenas “poucos” vetores na

definição de norma (p, q)-somante. Apresentaremos agora duas estimativas nessa linha

de racioćınio que serão muito importantes mais adiante.

Teorema 3.1 ([29], Proposition 2.). Existe uma constante universal M tal que se

T : E −→ F (E,F espaços de Banach) é um operador linear de posto finito (digamos

posto(T )=n) e q ≥ 2, então

πq,2(T ) ≤Mπ
(n)
q,2 (T ).

Teorema 3.2 ([31], Corollary 2). Seja idXn a identidade no espaço n-dimensional Xn.

Para q > 2, temos

(2e)−1n
1
q ≤ πq,2(idXn).

Vimos também, no caṕıtulo anterior, que T ∈
∏mult

(p,q)(E1, . . . , Em;F ) se existe uma

constante C ≥ 0 tal que

(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ C

m∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,q

, (3.2)
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para todo n ∈ N e todos x
(i)
ki
∈ Ei, com 1 ≤ ki ≤ n e 1 ≤ i ≤ m. Também vimos que

P ∈ P(p,q)(
mE;F ) se existe uma constante C ≥ 0 tal que

(
n∑
k=1

‖P (xk)‖p
) 1

p

≤ C ‖(xk)nk=1‖
m
w,q , (3.3)

para todo n ∈ N e xk ∈ E com k = 1, . . . , n.

Não é dif́ıcil perceber que quando a expressão (3.2) ou a expressão (3.3) não é

válida, significa que uma tal constante C não existe. Dáı surge a seguinte pergunta:

será que se fixarmos n ∈ N existirá uma constante Cn que depende de n satisfazendo

(3.2) ou (3.3), variando-se arbitrariamente apenas os vetores? Observe que se T ∈
L(E1, . . . , Em;F ) não é múltiplo (p, q)-somante, então poderia acontecer que variando

os vetores x
(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

com 1 ≤ ki ≤ n e 1 ≤ i ≤ m, a constante Cn poderia ir para

infinito.

Iremos mostrar que tal constante Cn existe e é finita, podendo ser escrita da forma

Cn = C1n
s, onde s ≥ 0 e depende apenas de m, p, q. Assim, poderemos observar que

o número s desempenha o papel de um tipo de ı́ndice de (não) somabilidade: quando

s = 0, o operador é múltiplo (p, q)-somante, quando s não pode ser zero, o operador

não será múltiplo (p, q)-somante e o valor “ótimo” de s 6= 0 poderá ser identificado

naturalmente como um ı́ndice de não somabilidade do operador. Neste caso, quanto

maior for s poderemos dizer que o operador estará mais distante de ser múltiplo (p, q)-

somante.

3.2 O Índice de Somabilidade

Vamos adotar uma abordagem um pouco diferente. Em vez de definir o ı́ndice de

somabilidade s para um único operador, como acabamos de descrever acima, vamos

definir o ı́ndice de somabilidade para o par de espaços de Banach (E1 × · · · × Em;F ).

Definição 3.1. O m-́ındice multilinear de (p, q)-somabilidade de um par de espaços de

Banach (E1 × · · · × Em, F ) é definido como

ηm−mult(p,q) (E1, . . . , Em;F ) = inf sm,p,q,

onde sm,p,q ≥ 0 satisfaz: Para cada T ∈ L(E1, . . . , Em;F ), existe uma constante C ≥ 0

(não dependente de n) tal que

(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ Cnsm,p,q
m∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,q

,
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para todo inteiro positivo n e todos os vetores x
(i)
ki
∈ Ei, com 1 ≤ ki ≤ n e 1 ≤ i ≤ m.

Quando E1 = · · · = Em = E, escrevemos ηm−mult(p,q) (E;F ).

Observemos agora que com a abordagem da definição, o m-́ındice multilinear de

(p, q)-somabilidade introduz uma espécie de “medida”, que mede a qual distância o

espaço L(E1, . . . , Em;F ) está de coincidir com o espaço
∏mult

(p,q)(E1, . . . , Em;F ). Quando

sm,p,q = 0 temos que L(E1, . . . , Em;F ) =
∏mult

(p,q)(E1, . . . , Em;F ). De forma similar,

podemos definir o ı́ndice de somabilidade no contexto polinomial.

Definição 3.2. O m-́ındice polinomial de (p, q)-somabilidade de um par de espaços de

Banach (E,F ) é definido como

ηm−pol(p,q) (E,F ) = inf sm,p,q,

onde sm,p,q ≥ 0 satisfazendo o seguinte: Para cada P ∈ P(mE;F ), existe uma constante

C ≥ 0 (não dependendo do n) tal que

(
n∑
j=1

‖P (xj)‖p
) 1

p

≤ Cnsm,p,q
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥m
w,q
,

para todo inteiro positivo n e todos os vetores xj ∈ E, com 1 ≤ j ≤ n.

Quando m = 1, temos
∏mult

(p,q)(
1E;F ) = P(p,q)(

1E;F ) =
∏

(p,q)(E;F ) e neste caso escre-

veremos simplesmente η(p,q)(E;F ).

O m-́ındice polinomial de (p, q)-somabilidade introduz uma espécie de “medida”,

que mede a qual distância o espaço P(mE;F ) está de coincidir com o espaço P(p,q)(
mE;F ).

Quando sm,p,q = 0 temos que P(mE;F ) = P(p,q)(
mE;F ).

3.2.1 Estimativas Superiores

Vamos agora verificar que o ı́ndice de somabilidade é sempre finito. Antes disso,

vejamos alguns fatos e resultados necessários a este fim.

O próximo resultado mostra qual é a norma 2-somante do operador identidade idE

quando E tem dimensão finita.

Teorema 3.3 ([30], Proposition 9.11). Se E é um espaço de Banach e dimE = n,

então π2(idE) =
√
n.

Veremos agora um corolário do teorema acima que será muito usado durante esta

seção. Além disso, note que nesse corolário extrapolamos a noção de operadores abso-

lutamente p-somantes para p > 0.
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Corolário 3.4. Seja 0 < p <∞. Se E é um espaço de Banach e dimE = n, então

π(n)
p (idE) ≤ nmax{ 1

p
, 1
2}.

Demonstração. Dividimos a demonstração em dois casos. Para 0 < p < 2, existe

r > 0 tal que 1
p

= 1
2

+ 1
r
. Assim, dados x1, . . . , xn ∈ E e aplicando a Desigualdade de

Hölder, o Teorema 3.3 e o fato de que `wp (E)
1
↪→ `w2 (E) implicam em

(
n∑
j=1

‖idE(xj)‖p
) 1

p

≤

(
n∑
j=1

‖idE(xj)‖2

) 1
2

·

(
n∑
j=1

|1|r
) 1

r

≤ π
(n)
2 (idE)

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
w,2

n
1
r ≤ n

1
2

+ 1
r

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
w,p

.

Portanto,

π(n)
p (idE) ≤ n

1
p .

Para o caso p ≥ 2, aplicamos o Teorema de Inclusão e novamente o Teorema 3.3

para obtermos

π(n)
p (idE) ≤ π

(n)
2 (idE) ≤ π2(idE) = n

1
2 .

Note que, se X é um subespaço de um espaço normado n-dimensional E, então

π(n)
p (idX) ≤ (dimX)max{ 1

p
, 1
2} ≤ nmax{ 1

p
, 1
2}.

Observação 3.1. Se X é um subespaço de dimensão finita do espaço de Banach E

e 0 < q ≤ p < ∞, então idX é absolutamente (p, q)-somante e dáı, para qualquer

x1, . . . , xn ∈ X, temos que

(
n∑
k=1

‖idX (xk)‖p
) 1

p

≤ π(n)
p,q (idX) sup

ψ∈BX′

(
n∑
k=1

|ψ (xk)|q
) 1

q

.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, para cada ψ ∈ X ′ existe uma extensão ψ̄ ∈ E ′ tal que

‖ψ‖ =
∥∥ψ̄∥∥ . Assim,

(
n∑
k=1

‖idX (xk)‖p
) 1

p

≤ π(n)
p,q (idX) sup

ψ̄∈BE′

(
n∑
k=1

∣∣ψ̄ (xk)
∣∣q) 1

q

≤ π(n)
p,q (idX) sup

ϕ∈BE′

(
n∑
k=1

|ϕ (xk)|q
) 1

q
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= π(n)
p,q (idX) ‖(xk)nk=1‖w,q .

O próximo resultado mostra que o m-́ındice multilinear de (p, q)-somabilidade do

par (E1, . . . , Em;F ) é finito, para o caso em que q = p, independentemente da escolha

dos espaços de Banach E1, . . . , Em e F .

Proposição 3.5. Seja 0 < p <∞ e E1, . . . , Em, F espaços de Banach. Então

ηm−mult(p,p) (E1, . . . , Em;F ) ≤ m

p
para 0 < p ≤ 2;

ηm−mult(p,p) (E1, . . . , Em;F ) ≤ m

2
para p ≥ 2.

Demonstração. Sejam T ∈ L(E1, . . . , Em;F ), x
(i)
ki
∈ Ei eXi := span

{
x

(i)
1i
, . . . , x

(i)
ni

}
⊂

Ei com ki = 1, . . . , n e i = 1, . . . ,m. Então, pela continuidade de T , temos

(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ ‖T‖

(
n∑

k1=1

∥∥∥x(1)
k1

∥∥∥p) 1
p

· · ·

(
n∑

km=1

∥∥∥x(m)
km

∥∥∥p) 1
p

= ‖T‖
m∏
i=1

(
n∑

ki=1

∥∥∥idXi (x(i)
ki

)∥∥∥p) 1
p

.

Uma vez que Xi tem dimensão finita, pela Observação 3.1 segue que idXi é absoluta-

mente p-somante e que

(
n∑

ki=1

∥∥∥idXi (x(i)
ki

)∥∥∥p) 1
p

≤ π(n)
p (idXi)

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,p

,

para cada i = 1, . . . ,m. Consequentemente, obtemos

(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ ‖T‖
m∏
i=1

(
π(n)
p (idXi)

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,p

)
.

Desta desigualdade, pelo Corolário 3.4, temos os casos:

1) Se 0 < p ≤ 2, então

(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ ‖T‖
(
n

1
p

)m m∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,p

= ‖T‖n
m
p

m∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,p

e, dessa forma, ηm−mult(p,p) (E1, . . . , Em;F ) ≤ m
p
.
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2) Se p ≥ 2, então

(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ ‖T‖n
m
2

m∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,p

e, dessa forma, ηm−mult(p,p) (E1, . . . , Em;F ) ≤ m
2
.

O próximo resultado mostra que a estimativa anterior não pode ser melhorada sem

perder a sua generalidade.

Corolário 3.6. ηm−mult(2,2) (`2; c0) = m
2

.

Demonstração. Seja t um número real positivo, onde para cada T ∈ L(m`2; c0) existe

uma constante C ≥ 0 tal que

(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥2
) 1

2

≤ Cnt
m∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,2

, (3.4)

para todo inteiro positivo n e todo x
(i)
ki
∈ `2 com 1 ≤ ki ≤ n e 1 ≤ i ≤ m.

Agora, seja T ∈ L(m`2; c0) definido por

T
(
x(1), . . . , x(m)

)
=

((
x

(1)
j1
· · ·x(m)

jm

)n
j1,...,jm=1

, 0, 0, 0, . . .

)
.

Note que ‖T‖ = 1 e que

(
n∑

j1,...,jm=1

‖T (ej1 , . . . , ejm)‖2

) 1
2

= n
m
2 . (3.5)

Além disso, sabemos pela Proposição 1.10 que (`2)′ é isomorfo isometricamente a `2 e

assim temos que

∥∥∥(eji)
n
ji=1

∥∥∥
w,2

= sup
ϕ∈B(`2)

′

(
n∑

ji=1

|ϕ(eji)|2
) 1

2

= sup
(bji )

∞
ji=1∈B`2

(
n∑

ji=1

|bji |2
) 1

2

= 1, (3.6)

para cada i = 1, . . . ,m. Como t não depende de T , C e n, de (3.4), (3.5) e (3.6) temos

que

n
m
2 ≤ Cnt ⇒ n

m
2
−t ≤ C, para cada n ∈ N.

Então m
2
≤ t e assim ηm−mult(2,2) (`2; c0) ≥ m

2
. A desigualdade inversa é garantida pela

proposição anterior.
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Note que se q < p, então ηm−mult(p,q) (E1, . . . , Em;F ) ≤ ηm−mult(p,p) (E1, . . . , Em;F ), pois

nesse caso `wq (·) 1
↪→ `wp (·) e para qualquer T ∈ L(E1, . . . , Em;F ) existe uma constante

C ≥ 0 tal que

(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ Cnη
m−mult
(p,p)

(E1,...,Em;F )
m∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,p

≤ Cnη
m−mult
(p,p)

(E1,...,Em;F )
m∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,q

,

para todo inteiro positivo n e x
(i)
ki
∈ Ei com 1 ≤ ki ≤ n e 1 ≤ i ≤ m.

Assim, quando q < p temos que ηm−mult(p,q) (E1, . . . , Em;F ) ≤ m
p

, para o caso 0 < p ≤ 2

e temos ηm−mult(p,q) (E1, . . . , Em;F ) ≤ m
2

, para o caso p ≥ 2.

Podemos nos perguntar se conseguimos obter uma melhor estimativa para o m-

ı́ndice multilinear de (p, q)-somabilidade, em certos casos. Veremos na próxima pro-

posição que isso de fato é posśıvel, mas antes apresentamos uma observação importante,

no qual sua demonstração pode ser encontrada em [32], pág. 269.

Observação 3.2. Sejam E e F espaços de Banach. Suponha que 1 ≤ q ≤ p1 ≤ p2 e

que T ∈
∏

p1,q
(E;F ). Então πp2,q(T ) ≤ ‖T‖1− p1

p2 (πp1,q(T ))
p1
p2 .

Proposição 3.7. Sejam 1 ≤ q ≤ p <∞ e E1, . . . , Em, F espaços de Banach. Então

ηm−mult(p,q) (E1, . . . , Em;F ) ≤ m

p
para 1 ≤ q ≤ 2;

ηm−mult(p,q) (E1, . . . , Em;F ) ≤ mq

2p
para q ≥ 2.

Demonstração. Sejam T ∈ L(E1, . . . , Em;F ), x
(i)
ki
∈ Ei eXi = span

{
x

(i)
1i
, . . . , x

(i)
ni

}
⊂

Ei, com ki = 1, . . . , n e i = 1, . . . ,m. Note que

(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ ‖T‖

(
n∑

k1=1

∥∥∥x(1)
k1

∥∥∥p) 1
p

· · ·

(
n∑

km=1

∥∥∥x(m)
km

∥∥∥p) 1
p

.

Uma vez que Xi tem dimensão finita segue que idXi é absolutamente q-somante, para

cada i = 1, . . . ,m. Pela Observação 3.2, temos que

π(n)
p,q (idXi) ≤ π(n)

q (idXi)
q
p . (3.7)
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Assim, para cada i = 1, . . . ,m, obtemos

(
n∑

ki=1

∥∥∥x(i)
ki

∥∥∥p) 1
p

Observação3.1

≤ π(n)
p,q (idXi)

∥∥∥(x
(i)
ki

)nki=1

∥∥∥
w,q

(3.7)

≤ π(n)
q (idXi)

q
p

∥∥∥(x
(i)
ki

)nki=1

∥∥∥
w,q

e para q ≥ 2, pelo Corolário 3.4, temos

(
n∑

ki=1

∥∥∥x(i)
ki

∥∥∥p) 1
p

≤
(
n

1
2

) q
p
∥∥∥(x

(i)
ki

)nki=1

∥∥∥
w,q

= n
q
2p

∥∥∥(x
(i)
ki

)nki=1

∥∥∥
w,q
.

Logo, (
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ ‖T‖n
mq
2p

m∏
i=1

∥∥∥(x
(i)
ki

)nki=1

∥∥∥
w,q

e assim ηm−mult(p,q) (E1, . . . , Em;F ) ≤ mq
2p
. Analogamente, quando 1 ≤ q ≤ 2 conclúımos

que (
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ ‖T‖n
m
p

m∏
i=1

∥∥∥(x
(i)
ki

)nki=1

∥∥∥
w,q

e ηm−mult(p,q) (E1, . . . , Em;F ) ≤ m
p
.

Sabemos que quando p < q o único operador múltiplo (p, q)-somante é o operador

nulo e por isso, até agora, consideramos p ≥ q. Entretanto, curiosamente, em nosso

contexto faz sentido extrapolar a definição e considerar o caso em que p < q, pois os

espaços L(E1, . . . , Em;F ) e
∏m−mult

(p,q) (E1, . . . , Em;F ) não coincidem e assim faz sentido

calcular o ı́ndice de somabilidade para o par (E1 × · · · × Em, F ).

O próximo resultado mostra então que, mesmo neste caso, o m-́ındice multilinear

de (p, q)-somabilidade do par (E1, . . . , Em;F ) é finito.

Proposição 3.8. Sejam 0 < p < q <∞ e E1, . . . , Em, F espaços de Banach. Então,

ηm−mult(p,q) (E1, . . . , Em;F ) ≤ m

p
para 0 < q ≤ 2;

ηm−mult(p,q) (E1, . . . , Em;F ) ≤ (qp− 2p+ 2q)m

2qp
para q ≥ 2.

Demonstração. Sejam T ∈ L(E1, . . . , Em;F ), x
(i)
ki
∈ Ei eXi = span

{
x

(i)
1i
, . . . , x

(i)
ni

}
⊂

Ei, com ki = 1, . . . , n e i = 1, . . . ,m. Note que

(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ ‖T‖

(
n∑

k1=1

∥∥∥x(1)
k1

∥∥∥p) 1
p

· · ·

(
n∑

km=1

∥∥∥x(m)
km

∥∥∥p) 1
p

.
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Para cada i = 1, . . . ,m, pela Desigualdade de Hölder com 1
p

= 1
q

+ 1
pq
q−p

temos

(
n∑

ki=1

∥∥∥x(i)
ki

∥∥∥p) 1
p

≤

(
n∑

ki=1

∥∥∥x(i)
ki

∥∥∥q) 1
q
(

n∑
ki=1

|1|
pq
q−p

) q−p
pq

=

(
n∑

ki=1

∥∥∥x(i)
ki

∥∥∥q) 1
q

n
q−p
qp

=

(
n∑

ki=1

∥∥∥idXi (x(i)
ki

)∥∥∥q) 1
q

n
q−p
qp

Obs.3.1

≤ π(n)
q (idXi)

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,q

n
q−p
qp .

Pelo Corolário 3.4, para q ≥ 2, temos

(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ ‖T‖
m∏
i=1

(
n

1
2

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,q

n
q−p
qp

)

= ‖T‖n
(qp−2p+2q)m

2qp

m∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,q

e, para 0 < q ≤ 2, obtemos

(
n∑

k1,...,km=1

∥∥∥T (x(1)
k1
, . . . , x

(m)
km

)∥∥∥p) 1
p

≤ ‖T‖
m∏
i=1

(
n

1
q

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,q

n
q−p
qp

)

= ‖T‖n
m
p

m∏
i=1

∥∥∥∥(x(i)
ki

)n
ki=1

∥∥∥∥
w,q

,

Como queŕıamos demonstrar.

É claro que o m-́ındice polinomial de (p, q)-somabilidade pode ser estimado usando

as estimativas para om-́ındice multilinear de (p, q)-somabilidade. No próximo resultado

apresentamos estimativas mais precisas que estas.

Proposição 3.9. Sejam E,F espaços de Banach, m ∈ N, q > 0 e p < q
m

. Então

ηm−pol(p,q) (E;F ) ≤ 1

p
para 0 < q ≤ 2;

ηm−pol(p,q) (E;F ) ≤ 1

p
+
m(q − 2)

2q
para q ≥ 2.

Demonstração. Sejam P ∈ P(mE;F ), x1, . . . , xn ∈ E e X = span {x1, . . . , xn} ⊂ E,

onde n ∈ N. Pela Desigualdade de Hölder com os ı́ndices conjugados q
mp

e q
q−mp , temos

(
n∑
k=1

‖P (xk)‖p
) 1

p

≤ ‖P‖

(
n∑
k=1

‖xk‖mp
) 1

p
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3. Um Índice de Somabilidade para Pares de Espaços de Banach

≤ ‖P‖

( n∑
k=1

(‖xk‖mp)
q
mp

)mp
q
(

n∑
k=1

|1|
q

q−mp

) q−mp
q


1
p

= ‖P‖

(
n∑
k=1

‖xk‖q
)m

q

n
q−mp
qp = ‖P‖

(
n∑
k=1

‖idX (xk)‖q
)m

q

n
q−mp
qp

Obs.3.1

≤ ‖P‖
(
π(n)
q (idX)

)m ‖(xk)nk=1‖
m
w,q n

q−mp
qp .

Assim, pelo Corolário 3.4, para 0 < q ≤ 2, temos

(
n∑
k=1

‖P (xk)‖p
) 1

p

≤ ‖P‖n
m
q n

q−mp
qp ‖(xk)nk=1‖

m
w,q = ‖P‖n

1
p ‖(xk)nk=1‖

m
w,q

e, dessa forma, ηm−pol(p,q) (E;F ) ≤ 1
p
. Para q ≥ 2, obtemos

(
n∑
k=1

‖P (xk)‖p
) 1

p

≤ ‖P‖n
m
2 n

q−mp
qp ‖(xk)nk=1‖

m
w,q = ‖P‖n

mpq+2q−2pm
2pq ‖(xk)nk=1‖

m
w,q

e assim ηm−pol(p,q) (E;F ) ≤ mpq+2q−2pm
2pq

= 1
p

+ m(q−2)
2q

.

3.2.2 Estimativas Inferiores

Apresentamos agora estimativas inferiores, em alguns casos, para o ı́ndice de soma-

bilidade polinomial. Vejamos primeiro um lema técnico.

Lema 3.10. Seja E um espaço de Banach onde dimE = n. Se 1 ≤ d ≤ s ≤ 2, onde

s = 2 e d = 1 não ocorrem simultaneamente, então existe uma constante K > 0 tal

que

Kn
2d+s(d−2)

2sd ≤ π
(n)
s,d (idE).

Demonstração. Note que

2sd

2d+ s(d− 2)
≥ 2 e

1

d
− 1

s
=

1

2
− 1

2sd
2d+s(d−2)

.

Assim, pelo Teorema de Inclusão, temos

π
(n)

2sd
2d+s(d−2)

,2
(idE) ≤ π

(n)
s,d (idE)

e o Teorema 3.1 garante que existe uma constante C > 0 tal que

1

C
π 2sd

2d+s(d−2)
,2(idE) ≤ π

(n)
2sd

2d+s(d−2)
,2

(idE).
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Pelo Teorema 3.2, temos que

(2e)−1n
1

2sd
2d+s(d−2) ≤ π 2sd

2d+s(d−2)
,2(idE), (3.8)

para 2sd
2d+s(d−2)

> 2 e, quando 2sd
2d+s(d−2)

= 2 aplicando o Teorema 3.3 e pelo fato de que

(2e)−1 < 1, não dif́ıcil ver que a desigualdade (3.8) também é válida. Logo,

Kn
2d+s(d−2)

2sd ≤ π
(n)
s,d (idE),

onde K = (2e)−1

C
.

Teorema 3.11. Sejam E,F espaços de Banach de dimensão infinita e r= cot(F )<∞.

(a) Para 1 ≤ q ≤ 2 e 0 < p ≤ rq
mr+q

, temos

m

2
≤ ηm−pol(p,q) (E;F ).

(b) Para 1 ≤ q ≤ 2 e rq
mr+q

≤ p ≤ 2r
mr+2

, temos

mp+ 2

2p
− mr + q

rq
≤ ηm−pol(p,q) (E;F ),

desde que q = 1 e p = 2r
mr+2

não ocorram simultaneamente.

(c) Para 2 ≤ q <∞ e 0 < p ≤ 2r
mr+2

, temos

m

2
≤ ηm−pol(p,q) (E;F ).

(d) Para 2 ≤ q <∞ e 2r
mr+2

< p < r, temos

r − p
pr
≤ ηm−pol(p,q) (E;F ).

Demonstração. Sejam n ∈ N, x1, . . . , xn em E e a1, . . . , an escalares tais que
n∑
j=1

|aj|
r
p =

1. Como F é um espaço de Banach de dimensão infinita, o Teorema 1.24 nos diz que

cot(F ) = sup {2 ≤ s ≤ ∞ : F fatora finitamente a inclusão formal `s ↪→ `∞}

e vimos no primeiro caṕıtulo que esse supremo é atingido. Assim F fatora finitamente
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`r ↪→ `∞ e portanto existem C1, C2 > 0 e y1, . . . , yn ∈ F de modo que

C1

∥∥(aj)
n
j=1

∥∥
∞ ≤

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

ajyj

∥∥∥∥∥ ≤ C2

(
n∑
j=1

|aj|r
) 1

r

. (3.9)

Pelo Teorema de Hahn-Banach, existem x′1, . . . , x
′
n ∈ BE′ tais que x′j(xj) = ‖xj‖ , para

cada j = 1, . . . , n. Defina

Pn : E −→ F, Pn(x) =
n∑
j=1

|aj|
1
px′j(x)myj.

É claro que Pn está bem definido e note que Pn é um polinômio m-homogêneo associado

ao operador m-linear T : Em −→ F definido por

T (x1, . . . , xm) =
n∑
j=1

|aj|
1
px′j(x1) · · ·x′j(xm)yj.

Além disso, Pn é cont́ınuo, pois para qualquer x ∈ E,

‖Pn(x)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

|aj|
1
px′j(x)myj

∥∥∥∥∥ (3.9)

≤ C2

(
n∑
j=1

∣∣∣|aj| 1px′j(x)m
∣∣∣r) 1

r

≤ C2

(
n∑
j=1

|aj|
r
p

) 1
r

‖x‖m = C2 ‖x‖m ,

e assim

‖Pn‖ ≤ C2. (3.10)

Note que, para cada k = 1, . . . , n, temos

‖Pn(xk)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑
j=1

|aj|
1
px′j(xk)

myj

∥∥∥∥∥ (3.9)

≥ C1

∥∥∥∥(|aj| 1px′j(xk)m)n
j=1

∥∥∥∥
∞

(3.11)

≥ C1|ak|
1
px′k(xk)

m = C1|ak|
1
p ‖xk‖m .

Consequentemente,

(
n∑
j=1

‖xj‖mp |aj|

) 1
p

=

(
n∑
j=1

(
‖xj‖m |aj|

1
p

)p) 1
p

=
1

C1

(
n∑
j=1

(
C1 ‖xj‖m |aj|

1
p

)p) 1
p (3.11)

≤ 1

C1

(
n∑
j=1

‖Pn(xj)‖p
) 1

p

.
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Supondo que existam t ≥ 0 e D > 0 tais que

(
n∑
j=1

‖Pn(xj)‖p
) 1

p

≤ Dnt ‖Pn‖
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥m
w,q
,

temos (
n∑
j=1

‖xj‖mp |aj|

) 1
p

≤ D

C1

‖Pn‖nt
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥m
w,q
. (3.12)

Note que está última desigualdade é valida para p < r e
n∑
j=1

|aj|
r
p = 1. Pelo Teorema

1.10, temos que
(
`( rp)

∗

)′
é isomorfo isometricamente a `( rp)

e dáı

(
n∑
j=1

‖xj‖mp(
r
p)
∗
) 1

( rp)
∗

=
∥∥∥(‖xj‖mp)nj=1

∥∥∥
( rp)

∗
Hahn-Banach

= sup
ϕ∈B(`( rp )∗ )

′

∣∣∣ϕ((‖xj‖mp)nj=1

)∣∣∣
= sup

(aj)∞j=1∈B`( rp )

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aj ‖xj‖mp
∣∣∣∣∣

= sup

{∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aj ‖xj‖mp
∣∣∣∣∣ :

n∑
j=1

|aj|
r
p = 1

}

≤ sup

{
n∑
j=1

|aj| ‖xj‖mp :
n∑
j=1

|aj|
r
p = 1

}
(3.12)

≤
(
D

C1

‖Pn‖nt
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥m
w,q

)p (3.10)

≤
(
DC2

C1

nt
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥m
w,q

)p
e assim, denotando Q = DC2

C1
, obtemos

(
n∑
j=1

‖xj‖mp(
r
p)
∗
) 1

( rp)
∗

≤ ntpQp
∥∥(xj)

n
j=1

∥∥mp
w,q
.

Elevando ambos os membros da desigualdade acima a 1
mp

temos

(
n∑
j=1

‖xj‖mp(
r
p)
∗
) 1

mp( rp)
∗

≤ n
t
mQ

1
m

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
w,q
. (3.13)

Note que (3.13) é válido para qualquer x1, . . . , xn. Assim, para qualquer subespaço X
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de E, com dimX = n, temos

(
n∑
j=1

‖idX(xj)‖mp(
r
p)
∗
) 1

mp( rp)
∗

≤ n
t
mQ

1
m

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
w,q
, (3.14)

para todos x1, . . . , xn ∈ X.
(a) Uma vez que 0 < p ≤ rq

mr+q
, temos

mp

(
r

p

)∗
=

mpr

r − p
≤ q

e assim, `
mp( rp)

∗(·) 1
↪→ `q(·). Logo,

(
n∑
j=1

‖idX(xj)‖q
) 1

q

≤ n
t
mQ

1
m

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
w,q

e dessa forma, π
(n)
q (idX) ≤ n

t
mQ

1
m . Como q ≤ 2, pelo Teorema de Inclusão obtemos

π
(n)
2 (idX) ≤ n

t
mQ

1
m . (3.15)

O Teorema 3.1 assegura que existe uma constante C > 0 tal que

π2(idX) ≤ Cπ
(n)
2 (idX). (3.16)

Pelo Teorema 3.3 e por (3.15) e (3.16) obtemos

1

C
n

1
2 ≤ n

t
mQ

1
m ⇒ n

1
2
− t
m ≤ CQ

1
m , para cada n ∈ N.

Então t ≥ m
2

e portanto,

ηm−pol(p,q) (E;F ) ≥ m

2
.

(b) Uma vez que rq
mr+q

≤ p ≤ 2r
mr+2

e mp
(
r
p

)∗
= mpr

r−p temos 1 ≤ q ≤ mp
(
r
p

)∗
≤ 2.

Dessa forma,

π
(n)

mp( rp)
∗
,q

(idX) ≤ n
t
mQ

1
m . (3.17)

Além disso, pelo Lema 3.10 existe uma constante K > 0 tal que

Kn

2q+mp( rp)
∗
(q−2)

2mp( rp)
∗
q ≤ π

(n)

mp( rp)
∗
,q

(idX). (3.18)
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De (3.17) e (3.18) segue que

Kn

2q+mp( rp)
∗
(q−2)

2mp( rp)
∗
q ≤ n

t
mQ

1
m .

Assim,

t

m
≥

2q +mp
(
r
p

)∗
(q − 2)

2mp
(
r
p

)∗
q

=
mp+ 2

2mp
− mr + q

mrq

e conclúımos que

t ≥ mp+ 2

2p
− mr + q

rq
.

Portanto, ηm−pol(p,q) (E;F ) ≥ mp+2
2p
− mr+q

rq
.

(c) Uma vez que q ≥ 2, segue de (3.14) e de `w2 (·) 1
↪→ `wq (·) que

(
n∑
j=1

‖idX(xj)‖mp(
r
p)
∗
) 1

mp( rp)
∗

≤ n
t
mQ

1
m

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
w,2

,

para quaisquer x1, . . . , xn ∈ X. Como 2r
mr+2

≥ p temos que mp
(
r
p

)∗
≤ 2, e assim

(
n∑
j=1

‖idX(xj)‖2

) 1
2

≤ n
t
mQ

1
m

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
w,2

.

Logo, π
(n)
2 (idX) ≤ n

t
mQ

1
m . Do Teorema 3.1, existe C > 0 tal que

π2(idX) ≤ Cπ
(n)
2 (idX).

Pelo Teorema 3.3, temos

1

C
n

1
2 =

1

C
π2(idX) ≤ n

t
mQ

1
m

e conclúımos que t ≥ m
2

, ou seja, ηm−pol(p,q) (E;F ) ≥ m
2

.

(d) Uma vez que q ≥ 2, como no item (c), segue que

(
n∑
j=1

‖idX(xj)‖mp(
r
p)
∗
) 1

mp( rp)
∗

≤ n
t
mQ

1
m

∥∥(xj)
n
j=1

∥∥
w,2

,
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para quaisquer x1, . . . , xn ∈ X. Como 2r
mr+2

< p, temos que mp
(
r
p

)∗
> 2. Logo,

π
(n)

mp( rp)
∗
,2

(idX) ≤ n
t
mQ

1
m

e, portanto, segue do Teorema 3.1 que

π
mp( rp)

∗
,2

(idX) ≤ Cπ
(n)

mp( rp)
∗
,2

(idX).

Pelo Teorema 3.2, temos que

(2e)−1n

1

mp( rp)
∗

≤ π
mp( rp)

∗
,2

(idX) ⇒ (2e)−1

C
n
r−p
mpr ≤ n

t
mQ

1
m

e conclúımos que t ≥ r−p
pr

, ou seja, ηm−pol(p,q) (E;F ) ≥ r−p
pr
.

No teorema anterior, existe um tipo de continuidade. Note que quando p = rq
mr+q

,

do item (a) temos
m

2
≤ ηm−pol(p,q) (E;F ).

Por outro lado, considerando p = rq
mr+q

do item (b) segue que

mp+ 2

2p
− mr + q

rq
=
m

2
≤ ηm−pol(p,q) (E;F ).

Agora, quando p = 2r
mr+2

, do item (c) temos

m

2
≤ ηm−pol(p,q) (E;F ). (3.19)

Dado ε > 0 e tomando pε = 2r
mr+2

+ ε, do item (d) segue que

r − pε
pεr

≤ ηm−pol(pε,q)
(E;F ). (3.20)

Novamente, existe um tipo de continuidade entre as estimativas (3.19) e (3.20), pois

fazendo ε→ 0 obtemos

pε →
2r

mr + 2
e

r − pε
pεr

→ m

2
.

O mesmo ocorre quando q = 2.

O Teorema 3.11 garante, em alguns casos, estimativas inferiores para o m-́ındice

polinomial ηm−pol(p,q) (E;F ). Por outro lado, na seção anterior vimos que sempre existe

estimativas superiores para ηm−pol(p,q) (E;F ). Assim, obtemos melhores estimativas nos ca-

sos em que conseguimos estimativas superiores e inferiores simultaneamente. Vejamos
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um exemplo.

Exemplo 3.1. Considerando q = 1, m = 2, p = 1
3

e r = 2, pelo Teorema 3.11 (item

(a)) e pela Proposição 3.9, temos que

1 ≤ ηm−pol
( 1
3
,1)

(E;F ) ≤ 3.

Mostraremos agora que em alguns casos o ı́ndice ótimo de somabilidade é calculado.

Corolário 3.12. Se 2
2m+1

≤ p < 2
m+1

, então ηm−pol(p,1) (`1; `2) = 1
p
− m+1

2
.

Demonstração. Como `2 é um espaço de Hilbert, a Proposição 1.23 garante que

cot(`2) = 2. Assim, considerando r = 2 e q = 1 no Teorema 3.11 (item (b)), temos

ηm−pol(p,1) (`1; `2) ≥ 1

p
− m+ 1

2
.

Do Teorema 2.21, sabemos que qualquer polinômio m-homogêneo cont́ınuo de `1 em `2

é absolutamente ( 2
m+1

, 1)-somante. Como p < 2
m+1

, tome w > 0 tal que

1

p
=

1
2

m+1

+
1

w
.

Dado P ∈ P(m`1; `2), pela Desigualdade de Hölder e como P é ( 2
m+1

, 1)-somante,

temos(
n∑
k=1

‖P (xk)‖p
) 1

p

≤ n
1
w

(
n∑
k=1

‖P (xk)‖
2

m+1

)m+1
2

≤ Dn
1
p
−m+1

2 ‖(xk)nk=1‖
m
w,1 .

Portanto, ηm−pol(p,1) (`1; `2) ≤ 1
p
− m+1

2
.

Corolário 3.13. Seja K um espaço de Hausdorff compacto e F um espaço de Banach

de dimensão infinita, com cot(F ) = r. Se 2r
r+2

< p < r, então

η(p,2)(C(K);F ) =
1

p
− 1

r
.

Demonstração. Pelo Teorema 3.11 (item (d)), se q = 2 e cot(F ) = r, então

η(p,2)(C(K);F ) ≥ 1

p
− 1

r
.

Do Teorema 2.18, sabemos que todo operador linear cont́ınuo de C(K) em F , com
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cot(F ) = r, é absolutamente (r, 2)-somante. Como p < r, tome w > 0 tal que

1

p
=

1

r
+

1

w
.

Dado T ∈ L(C(K);F ), pela Desigualdade de Hölder e como T é (r, 2)-somante, temos

(
n∑
k=1

‖T (xk)‖p
) 1

p

≤ n
1
w

(
n∑
k=1

‖T (xk)‖r
) 1

r

≤ Dn
1
p
− 1
r ‖(xk)nk=1‖w,2 .

Portanto, η(p,2)(C(K);F ) ≤ 1
p
− 1

r
.

Finalizamos nosso trabalho com um resultado que complementa o Teorema 3.11,

agora considerando o caso em que F = R. Entretanto, não demonstraremos esse

resultado, pois sua demonstração segue um caminho similar a da demonstração do

Teorema 3.11.

Teorema 3.14 ([28], Theorem 4.1). Sejam m um número inteiro positivo e E um

espaço de Banach real de dimensão infinita.

(a) Se 1 ≤ q ≤ 2 e 0 < p ≤ q
m+q

, então

m

2
≤ ηm−pol(p,q) (E;R).

(b) Se 1 ≤ q ≤ 2 e q
m+q
≤ p ≤ 2

m+2
, então

mp+ 2

2p
− m+ q

q
≤ ηm−pol(p,q) (E;R).

(c) Se 2 ≤ q <∞ e 0 < p ≤ 2
m+2

, então

m

2
≤ ηm−pol(p,q) (E;R).

(d) Se 2 ≤ q <∞ e 2
m+2

< p < 1, então

1− p
p
≤ ηm−pol(p,q) (E;R).
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[4] H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations,

Springer, 2011.

[5] F. S. S. Leite, Operadores Lineares Cohen Fortemente Somantes, Dissertação de

Mestrado, UFPB, 2017.
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[24] D. Pérez-Garćıa, Operadores multilineales absolutamente sumantes, Thesis, Uni-

versidad Complutense de Madrid, 2003.

[25] M. C. Matos, Fully absolutely summing and Hilbert-Schmidt multilinear mappings,

Collect. Math. 54 (2003), 111-136.

[26] D. Pellegrino and J. Santos, Absolutely summing multilinear operators: a pano-

rama, Quaestiones Mathematicae, 34 (2011), 447–478.

71



Referências Bibliográficas
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