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Resumo

Neste trabalho, estudamos a nocao de indice de somabilidade para pares de espagos
de Banach. Esse indice desempenha o papel de um tipo de “medida” de como o espago
dos polinémios m-homogéneos de £ em F' (ou o espago dos operadores multilineares
de Ey X -+ X E,, em F) estd longe de coincidir com o espago dos polinémios m-
homogéneos absolutamente somantes (ou com o espago dos operadores multilineares

miltiplo somantes). Em alguns casos o indice étimo de somabilidade é apresentado.

Palavras-chave: Polinomios absolutamente somantes, operadores multilineares abso-

lutamente somantes, espacos de Banach, indice de somabilidade.



Abstract

In this work, we study the notion of index of summability for pairs of Banach spaces.
This index plays the role of a kind of “measure” of how the space of m-homogeneous
polynomials from E to F' (or the space of multilinear operators of £ x - - X E,, to F)
are far from being the space of absolutely summing m-homogeneous polynomials (or
with the space of multiple summing multilinear operators). In some cases the optimal

index of summability is presented.

Keywords: Absolutely summing polynomials, absolutely summing multilinear opera-

tors, Banach spaces, index of summability.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e N denota o conjunto {1,2,3,...};

e Nj denota o conjunto {0,1,2,...,n};

e R denota o conjunto dos niimeros reais;

e C denota o conjunto dos niimeros complexos;
e K denota o corpo R ou C;

e K. F G, H, E,,, G, denotam espacos vetoriais ou espacos normados ou espagos de

Banach sobre o corpo K;
e BAN denota a classe de todos os espacos de Banach;
e L(E; F) denota o espago de todos os operadores lineares e continuos de E em F';
e Bg denota a bola unitaria fechada no espaco E;
e £/ denota o dual topolégico do espaco F;

e ¢, denota a sequéncia escalar (0,...,0,1,0,...) cujos termos sdo todos nulos com

excecao do n-ésimo;
e idg denota o operador identidade em F;
e span{xy,...,x,} denota o espago vetorial gerado pelos vetores x1, ..., Z,;
e p* denota o conjugado de p, isto é, 1 = 1/p+ 1/p*;

e (C(K) denota o espago de Banach formado por todas as fungdes f : K — R

continuas, onde K é um espaco de Hausdorff compacto;
e Jg denota o mergulho canonico de F em E”;

o £ <5 F denota E C F com ||z||» < ||z||; para todo z € E;
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e cot(F) denota o infimo dos ¢ > 2 tal que E tem cotipo ¢;

o L(EY,...,E,; F) denota o espaco de todos os operadores multilineares continuos
de £y X -+ X E,, em F}

e P(ME; F) denota o espago de todos os polinémios m-homogéneos continuos de F

em F
e X ou X(-) denota uma classe de sequéncias;

° H(p " denota a classe dos operadores multilineares absolutamente (p, ¢)-somantes;
® P(p,q denota a classe dos polinomios homogéneos absolutamente (p, ¢)-somantes;

° Hgﬁ; denota a classe dos operadores miltiplo (p, ¢)-somantes;

xii



Introducao

Em 1950, A. Dvoretzky e C. A. Rogers [12] apresentaram uma solugao para o
seguinte problema: existe em qualquer espaco de Banach de dimensao infinita um série
incondicionalmente convergente que nao é absolutamente convergente? Tal problema
foi proposto por S. Banach em [I1]. A resposta afirmativa, conhecida atualmente como
Teorema de Dvoretzky-Rogers, s6 veio décadas depois com o célebre trabalho [12].

Este fato despertou o interesse de A. Grothendieck que mediante dois trabalhos
importantes, [20] e [21], apresenta uma demonstracao diferente para o Teorema de
Dvoretzky-Rogers e introduz o que hoje é visto como a base da teoria dos operadores
absolutamente somantes. Porém, somente na década de 60, com os trabalhos de A.
Pietsch [14], J. Lindenstrauss e A. Pelczynski [16] e B. Mitjagin e A. Pelczynski [15], as
ideias de Grothendieck comecaram a ser melhor compreendidas e reescritas de forma
mais acessivel.

Os dois trabalhos de A. Grothendieck citados acima sdo considerados o ponto de
partida da teoria de ideais de operadores. No livro [I§], A. Pietsch sistematiza a teoria
de ideais de operadores lineares, no qual exibe o conceito, desenvolve a teoria geral,
investiga alguns casos particulares e exibe varias aplicagoes. Posteriormente, o préprio
A. Pietsch, em seu artigo [19], apresenta o conceito de ideal para operadores m-lineares,
também conhecido como multi-ideal, cuja adaptacao para polinomios ¢ imediata (veja
[8, 13, [17]).

Em 2003, D. Pérez-Garcia [24] e M. C. Matos [25], de maneira independente, de-
finem os operadores multiplo somantes, que constituem uma classe que mantém, sob
certo sentido, a esséncia da teoria linear. Desde entao, os operadores miltiplo somantes
tem sido estudado por diversos autores (veja [26, 27]).

Neste trabalho estudamos a nocao de indice de somabilidade para pares de espagos
de Banach. Esse indice desempenha o papel de uma espécie de “medida” que estima a
qual distancia o espago L(Fy, ..., Ey,; F') (respectivamente P(™ E; F')) esta de coincidir
com O espaco H?;’“;;(El, ..., By F) (respectivamente P, ) (™ E; F)).

Para isso, dividimos nosso trabalho em trés capitulos. No primeiro capitulo intro-

duzimos algumas defini¢oes, notagoes e resultados da teoria basica da andlise funcional

xiil



que serao necessarios para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes.

No segundo capitulo, estudamos os ideais de operadores multilineares, os ideais
de polinomios e os conceitos relativos a estes, alguns resultados bésicos e uma ca-
racterizacao dos operadores multilineares absolutamente somantes, bem como dos po-
linomios absolutamente somantes. Para obter certas caracterizacoes fazemos uso do
ambiente abstrato criado por G. Botelho e J. R. Campos em [22]. Além disso, mos-
traremos que a classe H(p; 9 dos operadores multilineares absolutamente somantes é
um ideal de Banach, bem como que a classe P, dos polinomios homogéneos ab-
solutamente somantes é um ideal de Banach de polinomios. Para isso, faremos uso
novamente do mesmo ambiente abstrato ja citado. Por fim, apresentamos o conceito e
alguns resultados importantes sobre a classe dos operadores multiplo somantes.

No terceiro capitulo, estudamos a no¢ao do indice de somabilidade para pares de
espagos de Banach. Este tipo de indice foi recentemente proposto no artigo [28] por
M. Maia, D. Pellegrino e J. Santos tendo por base a tese de doutorado do primeiro.
Veremos que sempre existe estimativas superiores pare este indice. Terminamos nosso
trabalho, apresentado estimativas inferiores, em alguns casos, para o indice de soma-
bilidade entre os espagos P("E; F) e Py, q (" E; F). A principal referéncia para este
ultimo capitulo é, obviamente, o trabalho [28] mas também foi consultado o trabalho
de tese [9].
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, introduzimos algumas definicoes, notacoes e resultados que serao
necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Para a primeira secao, temos como
objetivo apresentar alguns resultados cldssicos de Andlise Funcional; na segunda segao,
apresentamos alguns resultados envolvendo séries em espacgos de Banach; na terceira,
apresentamos alguns espacos de sequéncias a valores vetoriais e na quarta secao, apre-
sentamos os conceitos de cotipo e o de fatoracao formal. As principais referéncias
para a elaboragao deste capitulo foram [2, 4, 8]. Alguns dos resultados aqui citados
encontram-se, pelo carater breve do texto, nao demonstrados. Para estes, buscamos

citar as devidas referéncias para as respectivas demonstragoes.

1.1 Resultados Classicos de Analise Funcional

Durante todo este texto, K denotara o corpo R dos ntimeros reais ou o corpo C dos
nimeros complexos e 0s espacos vetoriais sempre serao considerados sobre K = R ou C.

Comecamos esta secao relembrando a definicao de norma.

Definicao 1.1. Uma norma em um espago vetorial £ é uma aplicagao ||-||g: £ — R

que satisfaz:
N1) ||z||[g > 0 para todo x € E e ||z||g = 0 se, e somente se, x = 0,
N2) || Az||g = |\ - ||z]| &, para todo x € E e qualquer \ € K|

N3) ||z +ylle < ||z|lg + ||y||g, para todos z,y € E.

Neste caso, o par (£, ||| z) é chamado de espago vetorial normado, ou simplesmente

espago normado. Quando nao houver perigo de ambiguidade, escreveremos ||-|| ao invés
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de [|-|| z. Por sua vez, um espago normado é um espago métrico com a métrica induzida

pela norma, ou seja, a métrica d : E x £ — R dada por
d(ﬂ?,y) = HSL’ - yH com zr,y € E.

Como espacos métricos sao espacos de Hausdorff, com maior razao espacos nor-
mados também o sao e, consequentemente, satisfazem propriedades importantes que
usaremos de forma direta ao longo do texto. Para maiores detalhes sobre os espacos
de Hausdorft veja [3, Capitulo 3.

Dizemos que um espaco normado E é um espaco de Banach ou um espaco completo
quando FE for completo na métrica induzida pela norma, e denotamos por BAN a
classe de todos os espacos de Banach. O resultado abaixo destaca a importancia dos
subespacos fechados de um espaco de Banach, no qual sua demonstracao pode ser

encontrada em [2, Proposi¢ao 1.1.1].

Proposicao 1.1. Sejam E um espaco de Banach e F' um subespaco de E. Entao F' é

um espaco de Banach se, e somente se, F' é fechado em FE.

Sejam E e F espacgos normados, ambos sobre o mesmo corpo K. Um operador
T : E — F édito linear se T'(z + \y) = T(x) + AXT(y) para todos z,y € E e todo
A € K. Quando para qualquer zy € E e ¢ > 0 existe § > 0 tal que

|T(x) — T(z0)]| < & sempre que x € FE e ||z — x| <,

entao 1" é, por definicao, um operador continuo. Nao faremos distin¢ao entre os termos
“aplicacao”, “funcao” ou “operador”.

O conjunto de todos os operadores lineares continuos de F em F sera denotado
por L(E, F), o qual é um espago vetorial com as operagoes usuais de fung¢oes. Quando
F =K, denotamos L(E,K) = E' e chamamos esse espago de dual topoldgico de E, ou
simplesmente dual de E, e seus elementos sao chamados de funcionais lineares.

Dizemos que os espacgos normados E e F' sao topologicamente isomorfos, ou sim-
plesmente isomorfos, se existir um operador linear continuo bijetor T': E — F' cujo
operador inverso 77! : FF — E, que é sempre linear, também é continuo. Neste
caso, dizemos que T é um isomorfismo. Por fim, dizemos que um operador linear
T: E — F é uma isometria linear se ||T(z)|| = ||z| para todo z € E; caso T seja
sobrejetor dizemos que T' é um isomorfismo isométrico.

O proximo resultado nos diz que podemos substituir a definicao de operador linear
continuo por umas das equivaléncias abaixo. Usaremos Bg para denotar a bola unitaria

fechada no espaco normado £, mais explicitamente By := {x € E : ||z||; < 1}.
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Teorema 1.2. Seja T: E — F um operador linear entre espacos normados. Entao

as sequintes condigoes sao equivalentes:
(a) T € lipschitziano.

(b) T € uniformemente continuo.

(c) T é continuo.

(d) T é continuo em algum ponto de E.

(e) T é continuo na origem.

(F) sup{[[T(2)]| -z € E e x| <1} = sup [[T(x)] < oo.

r€BE

(g8) Eziste uma constante C > 0 tal que | T(z)|| < C'||z|| para todo x € E

Demonstragao. Veja [2, Teorema 2.1.1.] O

A expressao ||T'|| = sup ||T(x)| define uma norma no espaco L(E,F) e nao é
dificil verificar que HT(x)mHGBgE |T|| ||z|| para todos T' € L(E, F) e x € E. Mais ainda,
se ' € BAN, entao (L(E, F),|||) ¢ um espago de Banach (ver [2, Proposigao 2.1.4.]).
Em particular, £’ é sempre um espaco de Banach, uma vez que K € BAN. Além
disso, Se T' € L(E;F) e R € L(F;G), onde E, F e G sao espagos normados, entao
RoT e LIE,G) e ||RoT| <||R|| T -

Exibiremos agora uma lista de alguns, ja bem conhecidos, espacos formados por
sequéncias de escalares, os quais serao generalizados mais adiante. Por ¢y denotamos

o espaco vetorial de todas as sequéncias de escalares que convergem para zero, ou seja,
co = {(an);y2; : a, € K paratodon € Nea, — 0}.

Este é um espago de Banach com a norma ||(a,)p>, ||, = sup {|a,| : n € N} . Denotamos

agora por cpy 0 subespaco de ¢y formado pelas sequéncias eventualmente nulas, isto é,
coo = {(zn)r2y € ¢o : existe ng € N tal que a,, = 0 para todo k > ng}

e este é um espaco normado incompleto com a norma induzida de cy.
Seja 1 < p < oco. O espaco vetorial das sequéncias absolutamente p-somaveis é

dada por

n=1

l, = {(an)ff:l :a, € K para todon € Ne Z lan|? < 00}7
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O espaco £, é um espaco de Banach com a norma

l(an)nzill, = (ZWI”)

O espaco vetorial das sequéncias limitadas é dada por
loo = {(an)le :a, € K para todon € N e sup|a,| < oo}
n
e também é um espaco de Banach com a norma
l{an)nzillog = sup fanl.

Ao longo do texto denotamos por (e,,)5° ; a sequéncia de vetores canonicos do espago
de sequéncias escalares KN, com e, = (0,...,0,1,0,0,...) € cp, onde o 1 aparece na
n-ésima coordenada.

Enunciaremos agora os principais resultados desta secao, a saber, o Teorema de
Banach-Steinhaus, o Teorema da Aplicagao Aberta, o Teorema do Grafico Fechado e o
Teorema de Hahn-Banach. Entretanto, apenas demonstraremos o Teorema do Grafico
Fechado e alguns corolédrios do Teorema de Hahn-Banach, por se tratarem, dentre estes
citados acima, dos resultados mais utilizados neste trabalho.

Um grande ntimero de resultados em andlise esta associada a algum tipo de con-
trole uniforme a partir de hipdteses pontuais. Como por exemplo, o fato de que
fungoes continuas definidas em conjuntos compactos sao uniformemente continuas. O
proximo resultado trabalha com tal indagacao, para uma familia de operadores lineares

continuos.

Teorema 1.3 (Banach-Steinhaus). Sejam E um espago de Banach e F' um espago
normado. Entao qualquer familia {T;};cr de operadores em L(E,| F') que € pontualmente
limitada, serd uniformemente limitada; ou seja, se para cada x € E existe 0 < C, < 00
tal que

sup || T;(z)|| < C,

i€l

entdo sup ||T;|| < oo.
iel

Demonstracao. Veja [2, Teorema 2.3.2.] O

Recordemos que uma aplicacao entre espacos topologicos é dita aberta se a ima-
gem de todo subconjunto aberto no dominio for também um subconjunto aberto no
contradominio. Além disso, nem toda aplicagao continua invertivel é aberta. A seguir

vejamos um exemplo. Para maiores detalhes sobre esses fatos veja [3, Capitulo 3].

4
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Exemplo 1.1. O operador linear e bijetor T : co9 —> ¢oo dado por T'((a,)2,) =

(al, R ) é continuo, pois

G a3

a
= % 2= ] < o = N
T (@l = | (o5 5 )| = sup [ 2] < swpla] = @)l

Todavia, o operador inverso T—! dado por T-*((a,)%,) = (ai,2az,3as,...) nao é
continuo. De fato, suponhamos que 7! seja continuo. Neste caso, existe C' > 0 tal que
17 ((an)22 )l < C l(an)22 ], para todo (a,)S2, € coo. Para cada n € N, tomando

e, =(0,...,0,1,0,0,...) € cgo, tem-se
n = ||(O7 c ,O,TL,0,0,. . )Hoo = HTﬁl(en)Hw S CHenHoo = C

para todo n € N, e isso configura uma contradicao, logo 7! ndo é continuo.

O proximo resultado estabelece condigoes suficientes para que uma aplicacao linear
continua e invertivel entre espagos de Banach tenha inversa continua, ou seja, que essa

aplicacao seja aberta. Sua demonstracao pode ser encontrada em [2, Teorema 2.4.2.].

Teorema 1.4 (da Aplicacao Aberta). Sejam E e F espagos de Banach e T: E — F
linear, continuo e sobrejetor. Entao T é uma aplicacao aberta. Em particular, todo

operador linear continuo e bijetor entre espacos de Banach € um isomorfismo.

Sejam E, F' espacos normados e T: E — F' um operador linear. O grafico de T é

definido como o conjunto
Graf(T) ={(z,T(z)) :x € E} C E x F.

A linearidade de T garante que Graf(7") é um subespaco vetorial de E x F. Além
disso, a funcao ||(-,-)||; :== |||z + |||l define uma norma em Graf(T"). Vejamos que o
grafico de um operador linear T entre espacos de Banach estd inteiramente relacionada

com a continuidade de T'.

Teorema 1.5 (do Gréfico Fechado). Sejam E, F espagos de Banach e T: E — F um

operador linear. Entao T € continuo se, e somente se, Graf(T) € fechado em E x F.

Demonstragao. Suponha que T seja continuo. Sejam x, — z em Ee T(z,) — y em
F. Como x € FE e T é continuo temos que T'(z,) — T(z) = y; logo Graf(T') é fechado
em I x F.

Reciprocamente, suponhamos que Graf(T") seja fechado em E x F. Como E x F' é

um espago de Banach com a norma ||-||;, uma vez que E e F sdo espacos de Banach,
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temos que Graf(7") também ¢é um espago de Banach com a norma ||-||;. A aplicacao
7:Graf (T) — F |, 7 (z,T(x)) =z,
claramente estd bem definida, é linear e bijetora. Além disso, 7 é continua pois

I (2, T(@))|| = llzll < =[] + T @) = ||z, T @), -

Do Teorema da Aplicacdo Aberta temos que 7 é um isomorfismo, logo 7!

¢ linear,
continua e bijetora. Assim, existe C' > 0 tal que |7~ (2)|, = ||(z,T(2))||, < C ||,

para todo x € E. Desta forma, temos
1T ()] < [[T(@)]| + [|=]] = [[(z, T(2))ll; < Cllz]|, para todo = € E.

Portanto, pelo Teorema [1.2] temos que 7' é um operador continuo. ]

O préximo resultado, conhecido como Teorema de Hahn-Banach, lida com extensoes
de funcionais lineares definidos em subespacos a todo espago vetorial. A versao desse

teorema, enunciada a seguir, é valida para espacos vetoriais sobre K = R ou C.

Teorema 1.6 (Hahn-Banach). Sejam E um espago vetorial e p : E — R uma fungdo

que satisfaz
p(Az) = [Ap(z), VAEK, VeeE e plz+y) <p@)+ply), Veyck.

Se G C E é um subespago vetorial e p: G — K é um funcional linear tal que
lo(z)| < p(x) para todo x € G, entdo existe um funcional linear ¢ : E — K que

estende ¢ a E e que satisfaz |p(x)| < p(z) para todo x € E.
Demonstracao. Veja [2, Teorema 3.1.2.] O

Apresentamos a seguir trés corolarios importantes do teorema acima. Mesmo sendo
corolarios, estes resultados também sao conhecidos como Teoremas de Hahn-Banach e,

juntamente com o teorema, serao usados indistintamente ao longo do texto.

Corolario 1.7. Sejam GG um subespaco de um espaco normado F e ¢: G — K um
funcional linear continuo. Entao existe um funcional linear continuo ¢: F — K cuja

a restricao a G coincide com ¢ e [|@|| = [|¢||-

Demonstracao. Consideremos a fungao p : E — R dada por p(z) = ||¢|| - ||z]|. Note

que, |o(x)] < [l¢|| - ||z|| = p(z), para todo = € G, e que para todo A € K e quaisquer
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x,y € FE, temos
p(Az) = [l - [Az]] = A - [lell - [lz]l = [A] - pz) e

px+y) = llell -z +yll < el Azl + lylh) = llell - |l + el - [yl = pe) + py)-

Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear ¢: F — K cuja
restri¢do a G coincide com ¢ e que satisfaz |p(z)| < p(z) = ||¢] - ||z|| para todo = € E.

Logo, ¢ é continuo e ||@|| < |l¢||. Por outro lado,

lell = sup [p(z)| = sup [@(x)] < sup |p(x)] = [l

r€Bg r€Bg r€BE

Portanto, [|¢]| = [l¢]l- O

Corolario 1.8. Seja F um espago normado. Para todo z¢ € E,xq # 0, existe ¢ € £’
tal que [l¢] =1 e @(xo) = [[zol|.

Demonstracao. Consideremos G = span {x} e o funcional linear continuo ¢: G —
K dado por ¢(Azg) = Al|zo||. Entdo, pelo Corolério existe um funcional linear
continuo ¢ : F — K cuja a restri¢ao a G coincide com ¢ e [|¢|| = ||¢]|. Portanto,

p(w0) = p(w0) = [lo] e

1@l = llell = sup |@(Azo)| = sup |A|- [zl = sup [[Azoff = 1.

Azo€Bg Azo€Bg AzoE€Bg

Coroldrio 1.9. Sejam E um espago normado, E # {0} e x € E. Entao

[zl = sup |p(z)| = max{[e(z)]: ¢ € E e [lol| =1}
pEBE/

Demonstracgao. Se x = 0 o resultado é claro. Suponhamos que x # 0; pelo Corolario

[L.8| existe ¢ € E’ tal que ||¢| = 1 e ¢ () = ||z||. Logo,

]| = ¥(z) < sup [p(x)] < sup [lofl - [lz] = [l=].
©pEB L @wEB g
Dessa forma, temos a primeira igualdade. O funcional ¢ garante a segunda igualdade,

pois ||z|| = ¥ (z), isto é, o sup é atingido em 1. O]

Vejamos agora que é possivel descrever todos os funcionais lineares continuos do
espaco (£,) com 1 < p < oo por sequéncias de escalares que pertencem a f,-. Por
p* denotamos o (unico) nimero maior que 1 tal que 1—17 + # = 1. Dizemos que p* é o

conjugado de p e vice-versa.
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Proposigao 1.10. Dado 1 < p < 0o. Os espagos {p« e ({,) sao isomorfos isometrica-

mente por meio da relagao de dualidade

b= (b3 € Ly > 0y € (6,)', oy((a;)52)) =Y a;b; para toda (a,)32, € £,
j=1

Demonstragao. Veja [2, Proposicao 4.2.1.]. O

Para finalizar esta secao vamos definir espaco de Hilbert. Para isso, comecaremos

definindo produto interno.

Definicao 1.2. Seja £ um espaco vetorial sobre o corpo K = R ou C. Um produto

interno em E é uma aplicacao
<'7'> EXE —>K’ (C(],y) = <J],y>,

tal que para quaisquer z,x1, 22,y € Fe A€ K :
(@) (214 22,9) = (z1,9) + (22,9) ,

(b) (Az,y) = A(z,y),

(©) (z,y) = (y,),

(d) Para todo = # 0, (z,z) é um numero real estritamente positivo.

A fungado ||| : E — R, ||z|| = +/(z,z) é uma norma, no qual dizemos que é a

norma induzida pelo produto interno (-, -).

Definicao 1.3. Um espac¢o com produto interno que é completo na norma induzida
pelo produto interno é chamado de espaco de Hilbert. Em particular, um espaco de

Hilbert é um espago de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Dadas as sequéncias numéricas © = (7;)52,,y = (y;)52, € fa, a expressao

<:B7 y> = Z ;Y
j=1

define um produto interno em #,. Além disso, a norma induzida obviamente coincide
com a norma original |-||, de ¢5. O fato de ¢y ser um espago de Hilbert serd utilizado

no Capitulo 3.
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1.2 Séries em Espacos de Banach

Conhecemos da Analise Real que para trabalhar com séries de niimeros reais, basta
saber fazer somas finitas e entender sobre processos de limites de sequéncias. Em
espacos normados podemos proceder de forma similar.

Seja (z,)5; uma sequéncia de vetores em um espago normado E. A partir dela,

formamos uma nova sequéncia (s,)32; cujos elementos sao as somas
8§51 =21,8 =21 +To,...,8, =1+ Lo+ -+ Tp,...

oo
a qual chamamos de sequéncia das somas parciais da série > x,. Se existir x € E tal

n=1
que
x=lim s, = lim (z; + 2+ -+ x,)
n—oo n—oo
o
diremos que a série Y x, é convergente. Todavia, se a sequéncia das somas parciais
n=1
oo
nao convergir diremos que a série > x, é divergente.
n=1

Além disso, vale o critério de Cauchy, andlogo ao de R, para séries em um espaco
(o]

de Banach. Mais precisamente, uma série > x, é convergente se, e somente se, para

n=1
todo € > 0, existe ng € N tal que
m
ij < g, sempre que m > n > ny.
j=n

Sejam E um espaco vetorial normado e (z,),, uma sequéncia em E. Dizemos que
(z,,)72, é absolutamente somdvel quando a série >~ ||z,| é convergente. Quando
para qualquer permutacao o : N — N, a série > | 2,(,) é convergente, dizemos que

o0 7

a sequéncia (z,),_, é incondicionalmente somdvel e no caso em que o seja a funcao
identidade diremos apenas que a sequéncia (z,),., é somdvel.
De acordo com a definicao de sequéncia incondicionalmente somével esta aberta
oo
a possibilidade da série ) 4, convergir para limites distintos considerando per-
n=1

mutacoes diferentes. O proximo resultado afirma que isto nao é possivel, no qual sua

demonstragao pode ser encontrada em [2, Proposigao 5.3.8.].

o0 A

Proposicao 1.11. Seja (z,),_, uma sequéncia incondicionalmente somével em um

espaco normado E. Se 01,09 : N — N sao permutagoes quaisquer, entao

Z Loy (n) — Z xag(n)~
n=1 n=1

O proximo resultado nos dd um nimero de caracterizagoes tteis para sequéncias
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incondicionalmente soméaveis em espacos de Banach.

Teorema 1.12. Seja (z,),—, uma sequéncia em um espaco de Banach E. Sdo equi-

valentes:
(a) (@), € uma sequéncia incondicionalmente somdvel.

(b) Para todo ¢ > 0 existe um m. € N tal que, quando M € um subconjunto finito de

N com min M > m,, temos || Y. x,|| < e.
neM

(¢) (zn),—, € subsérie somdvel, isto €, para qualquer sequéncia estritamente crescente
oo

(kn).—, de inteiros positivos, a série 21 xy, € convergente.
n—=

oo z . g . s . ,
(d) (zn),—, € sinal somdvel, ou seja, a série ) e,x, € convergente para qualquer
n=1

escolha de sinais €, € {—1,1}, n € N.
Demonstracao. Veja [8, Teorema 1.1.2] O

Na reta, uma sequéncia ¢ incondicionalmente soméavel se, e somente se, é absolu-
tamente somavel; este resultado foi demonstrado pelo matematico alemao Dirichlet
em 1837. Usando a convergéncia coordenada a coordenada, estende-se esse resultado
para espagcos de dimensao finita. Para uma referéncia mais especifica da demonstragao
desse resultado observemos que a préxima proposicao garante uma implicagao dessa
equivaléncia, uma vez que todo espago normado de dimensao finita é Banach, e para a
outra implicagao, veja [0, Teorema 1.25.]. Vejamos um exemplo que essa equivaléncia

nao é verdadeira para qualquer espaco normado.

Exemplo 1.2. Sejam (a,)>2, € l — {1 e (e,)5°, a sequéncia de vetores unitarios

candnicos. Em /5, a sequéncia (ane,),—; = (0,...,0,a,,0,0,...) 7, é incondicional-

n=1

mente somavel pois
Z Ao (n)Co(n) = (aa(n))j;l € (5, para qualquer permutacao o : N — N,
mas nao é absolutamente somavel. Em contrapartida, se consideramos a sequéncia

n2
nao ¢é somavel, uma vez que

e o0 Id 7z 3 /7 ’
(—n> de elementos no espago cqy € facil ver que ela é absolutamente somével, mas
n=1

i% N (n2>oo F

n=1 n=1

10
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Com isso, surgem perguntas esperadas. HEssa equivaléncia é exclusiva de espacos
com dimensao finita? Se nao, em quais casos essa equivaléncia é vélida em dimensao
infinita?

O matemético Stefan Banach, em sua tese [10] de 1922, respondeu, em parte, tais

e . ,
perguntas. Ele percebeu que a implicacao, “toda sequéncia absolutamente soméavel
é incondicionalmente somavel”, nao s6 é preservada quando o espagco em questao é
completo, como também é suficiente para caracterizar um espaco completo. A proxima

proposicao trata precisamente disso.

Proposicao 1.13. Um espago vetorial normado E é Banach se, e somente se, toda

sequéncia absolutamente somavel é incondicionalmente somavel.

Demonstracao. Suponhamos que E seja um espago de Banach. Sejam (x,,) ., uma
sequéncia absolutamente somavel em E e o: N— N uma permutacao. Se consideramos

Yn = ||z, || para todon € N, entao a sequéncia de nimeros reais (y, )., ¢ absolutamente

(e e] oo
somdvel, logo incondicionalmente somével. Dessa forma, a série 3. ||2o(m)|| = 3 Yom)
=1 n=1

n
¢é convergente. Assim, dado € > 0 existe ng = ny(e) € N tal que

Z%(k>—z%<k> = Z To(k)|| < Z H%(mHS Z H%(k>||<5a
k=1 k=1 k=m+1 k=m+1 k=m+1

para todos n > m > ng. A convergéncia da série i To(n) segue do critério de Cauchy.
Portanto, provamos que (x,) - ¢ incondicionalnfe_nlte somavel.

Reciprocamente, seja (x,) ., uma sequéncia de Cauchy em E. Dado k € N, po-
demos tomar ng(k) € N tal que ||z, — x| < 27, sempre que n,m > ng(k). Logo,

podemos construir um sequéncia de indices n; < ngy < ng < --- tais que
||91:n,€+1 — xnkH < 2"“, para todo k£ € N.

Assim,
(o.) o0
Z HxnkJrl o x”k” < 227]6 =1
k=1 k=1

D fi énci >
€Ssa Iorma, a sequen(:la (Ink-u — :L‘nk)

,—; ¢ absolutamente somavel e, por hipdtese, é

oo
incondicionalmente somével e, em particular, soméavel, ou seja, a série > (xnk o xnk)
k=1
é convergente. Como

k
Tg oy = Ty + Z (xnj+1 — xnj) , para todo k € N,
j=1

11
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fazendo k enci <4 t ' SRR
azendo kK — 00, segue que a sequencia (Tp,,, € convergente, ou seja, (xn)nzl e

k=1
uma sequencia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente. Portanto, £ é

um espaco de Banach. O]

Uma resposta completa para as perguntas feita acima permanecia ainda sem solugao.
O problema de saber se sequéncias incondicionalmente somaveis sao absolutamente
somaveis em espacgos de Banach de dimensao infinita foi proposto por Stefan Banach
em seu livro [I1], pdgina 240] em 1932.

Esse problema permaneceu aberto até o ano de 1950, quando os matematicos Aryeh
Dvoretzky e Claude Ambrose Rogers em seu célebre trabalho [12] mostraram que, em
um espaco de Banach, toda sequéncia incondicionalmente somavel é absolutamente
somavel se, e somente se, o espaco tem dimensao finita.

Dessa forma, a equivaléncia entre sequéncias absolutamente e incondicionalmente
somaveis em espacos de Banach caracteriza os espacos de Banach de dimensao finita.
Vejamos a seguir, o conhecido Teorema de Dvoretzky-Rogers, cuja sua demonstracao

pode ser encontrada em [8, Teorema 1.2.2].

Teorema 1.14 (Dvoretzky-Rogers). Seja E um espago de Banach de dimensao infi-
nita. Entdo para qualquer sequéncia (N,),—, € ls, existe uma sequéncia incondicio-
nalmente somdvel (x,),", em E com ||z,| = |\u| para todo n € N. Em particular,
se (A\n)oo € by — {y, obtemos uma sequéncia incondicionalmente somdvel que ndao é

absolutamente somduvel.

1.3 Espacos de Sequéncias a Valores Vetoriais

J& conhecemos os espagos de sequéncias cy, ¢y € £, com 1 < p < 0o, bem como
suas propriedades. Esta secao é dedicada ao estudo dos espacos de sequéncias a valores
vetoriais. Mais precisamente, dado um espaco de Banach F, consideramos sequéncias
formadas por elementos de E que satisfazem uma determinada condicao. Estamos inte-
ressados nas boas propriedades desses espacos, como por exemplo, na sua completude.
Além disso, veremos uma outra versao do Teorema de Dvoretzky-Rogers visto na segao
anterior, s6 que agora inserida nesse novo contexto. Comecamos definindo um desses

espagos.

Definigao 1.4. Sejam 1 < p < co e E um espago de Banach. Uma sequéncia (x,)52,

o0
em F é dita fortemente p-somdvel se Y ||z, | < oc.
n=1

Denotamos por £,(E) o espago vetorial de todas as sequéncias fortemente p-soméveis

12
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em E. Além disso, ndo é dificil verificar que a funcao |||, ) : £,(E) — R, dada por

1
1(@n)nille, ) = (Z Hfﬂnl\p> : (1.1)
n=1

define uma norma em ¢,(E). Quando nao houver perigo de ambiguidade entre os
espagos £, e (,(E), denotamos a norma ([1.1)) simplesmente por ||(x,)pZ4 ]|, - O préximo

resultado mostra que ¢,(E) é um espago de Banach com a norma || - |,.

Proposigao 1.15. Se 1 < p < oo e E é um espaco de Banach, entao <€p(E), H|]p> é

um espago de Banach.

k

Demonstragao. Seja (x"/’)oo uma sequéncia de Cauchy em /,(E); logo para cada
k € N temos que z" = (x]f,m

LT, .. ) € (,(E). Assim, para todo ¢ > 0 existe ng =
no(e) € N tal que

1

P
p ’
) :ka_mk

para cada n € N. Logo, para cada natural n fixado, (z¥)% | é uma sequéncia de Cauchy

ko K
kK > ng = )azn—mn

k k'
Ly — X

(=

em L e, portanto, existe klim xk =z, € E. Definindo z := (z,)%°,, 0 objetivo agora é
—00

mostrar que x € £,(E) e que 2* — x na norma ||-||,. Para cada m € N, temos

1
» P
<eE.

m P
k>mnyg= (ZfoL—anp> < €.
n=1

Fazendo agora m — oo, temos

k k'
Ty — Ty

kK > ng = (i‘
n=1

Fazendo k' — oo, obtemos

=

ka—pr <g, (1.2)
para todo k > ng. Logo 2™ —x = (27° —x,).—, € {,(E). Como z™ € (,(E), segue
que

no no

v =2 — (2" —x) = (2°),0y — (2" — ),y € G(E).

Note que acabamos de usar o fato de que ¢,(E) é um espago vetorial. Além disso, da
desigualdade ([1.2]) temos klim 2% = z. Portanto, £,(E) é um espago de Banach. O
— 00

Definicao 1.5. Seja F um espago de Banach. Uma sequéncia (z,)5, em F é dita

13
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fortemente limitada se existe uma constante M > 0 tal que sup ||z,| < M.

Denotamos por .. (E) o espago vetorial de todas as sequéncias fortemente limitadas
em E. Além disso, nao ¢ dificil verificar que a funcao [|-[|,_ g : l=(E) — R, dada
por

1@n)nZille gy = sup [|za] (1.3)

define uma norma em (. (F). Quando nao houver perigo de ambiguidade entre os
espagos o € U (E), denotamos a norma (|1.3)) por ||(z,)52, ||, - O préximo resultado
mostra que fo(F) é um espaco de Banach com a norma || - [|». Como a demons-
tracao desse resultado segue um caminho similar ao da Proposicao [1.15] omitiremos

sua demonstragao.

Proposicao 1.16. Se E é um espago de Banach, entdo ({s(E), ||-||,) € um espaco de

Banach.
Demonstragao. Veja [0, Proposi¢ao 2.1.4] ]

Observemos que /,(E) C (. (E) para qualquer espaco de Banach E. De fato,
se (x,)02, € (,(E), entao §1||xn]|p < o0, logo nh_)nolo||xn|| = 0 e assim a sequéncia
(lzn]])o2, ¢ limitada, ou seja, sup ||z,|| < oco. Além disso, quando E = K temos que
U(K) =4, e (oK) = . A sneguir, continuamos definindo os espagos de interesse

para nosso estudo.

Definicao 1.6. Seja E um espago de Banach. Uma sequéncia (z,)5°, em F ¢é dita
eventualmente nula se existe ng € N tal que ||z,|| = 0 sempre que n > ny. Denotamos

por coo(FE) o espago vetorial de todas as sequéncias eventualmente nulas.

Definigao 1.7. Seja £ um espago de Banach. Uma sequéncia (z,)22, em FE é dita
nula em norma se lim ||x,|| = 0. Denotamos por ¢y(F) o espago vetorial de todas as
n—oo

sequencias nulas em norma.

Note que cgo(E) C co(E) C lo(E), pois se (2,)22, € coo(E), entdo existe ng € N

tal que ||z,|| = 0, sempre que n > ng. Logo lim ||z,|| = 0; e se (x,)22, € c(E),
n—oo
entdo lim ||z,|| = 0 e assim a sequéncia (||z,|)s, é limitada, ou seja, sup ||z,| < oo.
n—oo n

E imediato verificar que coo(F) é um subespaco vetorial de ¢o(E) e que ¢o(E) ¢ um
subespaco vetorial de (. (E). Podemos também observar que quando F = K temos
que coo(K) = cgo e ¢o(K) = ¢g. A partir de agora, consideramos nos espagos coo(E) e
¢o(E) a norma induzida pela norma de ¢ (E). Vejamos agora que ¢o(E) é um espago

de Banach com essa norma.

14
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Proposigao 1.17. Seja £ um espago de Banach. Entao c¢o(E) é um subespago fechado
de (o (E).

Demonstragao. Seja (%), uma sequéncia em ¢y(E) que converge para z = (z,,)°%, €
l(E). O objetivo é mostrar que x € ¢y(F). Para qualquer € > 0 existe kg = ko(¢) € N
tal que

k> ko = sup|feh — | = o* —af| , < 5
n

Entao, para cada k > kg e cada n € N, temos

ok — | < 5.

k

Por outro lado, como para cada k € N a* = (z*

)2, € co(E), existe entao ng = no(e) €

€
N tal que Hx’:f’ H < 5 para todo n > ng. Dessa forma,

w2 = el = [fon = 2o+ 2] < [low — o] + o) < 5+ 5 =<
Logo lim ||z,|| = 0 e assim z € ¢y(F). O
n— o0

Nao é dificil verificar que cqo(E) nao é fechado em cy(E) e consequentemente nao é
um espaco de Banach. Por outro lado, podemos observar que coo(E) é denso em £,(E)

para qualquer 1 < p < co. De fato, dados € > 0 e v = (z,);2, € {,(E), entdo existe

( i xnp>; <e.

n=ng+1

no € N tal que

Agora, tomando y = (1,9, ...,%n,,0,0,...) € ceo(E), temos que

1
o0 P
[l —yll, = ( > Hxnll”) <e.

n=ngp+1

Defini¢ao 1.8. Sejam 1 < p < 0o e E um espago de Banach. Uma sequéncia (z,,)%

em FE é dita fracamente p-somdvel se > |p(x,)|
n=1

< 00, para todo ¢ € E'.

Denotamos por é;j’(E), o espaco vetorial de todas as sequéncias fracamente p-

somdveis. No préximo resultado definimos uma norma para o espaco (;(E).

Proposigao 1.18. A fungio [-[|,,, : ;' (E) — R dada por

P

1(n)nzallp == sup (Z|@0(mn)lp> :

QOGBE/

15
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define uma norma em £;(E).

Demonstragao. Primeiro mostraremos que a funcao |[|-[|,, , estd bem definida, pois
nao ¢é imediato que o supremo acima é finito. Para isso usaremos o Teorema do Grafico
Fechado. Fixado x = (v,);2, € £(E), consideremos o operador T, : E' — ¢, dado
por T,(¢) = (¢(zn)),—;, que claramente estd bem definido e é linear. Provemos que
Graf(T}) é fechado. Suponhamos que ¢ — p em E' e T,,(pr) — 2 = (2,),, em £,. O
objetivo é mostrar que T,(p) = z. Da ultima convergéncia temos que para cada € > 0

existe ng = no(e) € N tal que

() = 2" <D len(@n) = zal” = [(pr(za))osy = Gza)azalll < €7
n=1
sempre que k > ng e para todo j € N. Logo klim vr(z;) = z; em K, para todo j € N.
—00
Por outro lado, como ¢, — ¢ temos que klirn op(x;) = p(z;), para todo j € N. Pela
—00

unicidade do limite, temos que p(x;) = z; para todo j € N. Logo

To(#) = (@(xn))nty = (2n)pzy = 2

e o Teorema do Grafico Fechado garante que T}, é continuo. Com isso, deduzimos que

o supremo ¢ finito, pois

1(zn)izilly = sup <Z|¢($n)lp> = sup [[To(e)]| = [T]| < oo

pEBE n=1 pEBE

As demais propriedades de norma sao de facil verificacao. n

O préximo resultado mostra que £;'(E) é um espago de Banach com a norma ||-|,, -
Como a demonstragao desse resultado segue um caminho similar ao da Proposicao[1.15]

omitiremos sua demonstracgao.

Proposicao 1.19. Se 1 < p < oo e E é um espaco de Banach, entao <€$(E), H-||w7p>

¢ um espaco de Banach.
Demonstragao. Veja [0, Proposicao 2.4.5]. ]

O caminho natural agora seria definir o espago das sequéncias (z,)%; no espago

de Banach F tal que existe uma constante M > 0 que satisfaz sup |¢(x,,)| < M, para

todo ¢ € E'. Sequéncias que satisfazem essa condicao sdo chamadas de fracamente

limitadas e o espago vetorial de todas essas sequéncias é denotado por (¥ (E).
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Além disso, de forma similar a Proposicao [1.18, mostra-se que a fungao ||-||,, ., :
(Y (E) — R, dada por

1@n)nzill,eo = sup [[(e(za))aillo -
pEBg

define uma norma em (% (E). O préximo passo seria mostrar que (é&(E), ||||woo> é

um espago de Banach. Entretanto, os espagos <E;”0(E), ||||woo> e (l(E),]|]) sao

isometricamente isomorfos. O objetivo agora é mostrar esse resultado.

Definicao 1.9. Sejam E um espaco normado. Um subconjunto B C E é dito ser

fracamente limitado se ¢(B) é limitado em K, para todo ¢ € E’'.

O préximo resultado mostra que as definicoes de conjunto limitado e conjunto

fracamente limitado sao equivalentes.

Lema 1.20. Sejam E um espago normado e B um subconjunto de F. Entao, B é

limitado se, e somente se, B é fracamente limitado.

Demonstracao. Se B é limitado, entao existe uma constante M > 0 tal que ||z|| < M,
para todo x € B. Assim, para cada ¢ € E’ temos |p(z)| < |l¢|| |z|| < |lell ||M]|, para
todo x € B. Portanto, B é fracamente limitado. Reciprocamente, para cada ¢ € E’

existe M, > 0 tal que |p(z)| < M, para todo z € B. Assim,

|[Je(@) ()] = lp(x)] < M,

para todo x € B, onde Jg é o mergulho canénico de E em E”. Dessa forma, (Jp()),cp

é uma familia de operadores lineares e continuos pontualmente limitada. Sendo E’ um
espaco de Banach, pelo Teorema de Banach-Steinhaus temos que

sup || Jg(x)|| < oo.
z€B

Como ||Jg(z)|| = sup |Je(x)(¢)| = sup |p(z)| = ||z|, para todo z € E; temos que
PEBE: pEBE

sup ||| = sup || Jp(z)]| < oo,
z€eB r€B

e, portanto, B é limitado. O

Proposigao 1.21. Seja ' um espago normado. A aplicagao
b l(E) — L2 (F),

17
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definida por @((z,)5 ;) = (2,)22, é um isomorfismo isométrico.

Demonstracao. Sejam (x,)2°, € ((E) e ¢ € E'. Entao,
sup [ ()| < sup ([[]l [lzal]) = llell sup [lza]| < oo,

donde @((2,)2,) = (x,)22, € (Y (F). Assim, ¢ estd bem definida e nao é dificil

verificar que é linear. Dado (x,)22; € (o (FE), temos

I1P((2n )iz oo = 1@n)oZi e = sup [[((2n))n2 [l = sup (Suplw(:vn)l)

pEBE @YEB g n

= sup < sup Iw(wn)|> = sup [z = [ (zn)721 ]|

n pEBEr n

Dessa forma, ¢ é uma isometria linear. Falta agora mostra que @ é sobrejetiva. Seja
(z,)02, € (2 (E), entao para todo ¢ € E’, a sequéncia (p(z,)),—, é limitada, logo o
conjunto {z; : j € N} é fracamente limitado. Pelo Lema|1.20, {z; : j € N} é limitado.

Assim, (x,)5°, € l(E) e, portanto, ¢ é sobrejetiva. O

Como vimos acima (¥ (F) e {+(F) sao isometricamente isomorfos. Assim, é comum
identificar os dois espagos e a ambos se referir simplesmente como (. (E). E bom deixar
claro que ao escrevermos (% (E) = l+(F), estaremos cometendo um abuso de notagao.

Note que £,(E) C (})(E) C lo(F), para qualquer 1 < p < oco. De fato, se (z,);2; €
(,(E), entao

B =

I(zn)nzilly, = sup (Z\w Tn) ) (1.4)

PEBG n=1
1
o0 P
< sup (lesollp ||afn||p> (ZH%H]") = [ @a)azll, -
n=1

Dessa forma, (,(E) C (¥(E). Vamos mostrar agora a segunda inclusdo. Se (z,)5°, €
£y (E), entdo

1
[zall = sup [p(zn)] < sup <Z\s0 n) ) = [l(zn)nillup »

@wEB R pEBE/ n=1

para todo n € N. Logo, tomando o supremo sobre n, obtemos
[(@n)nilloe = sup 2]l < [[(zn)5Z ], - (1.5)
n

Isso mostra que £} (E) C (o (E).
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Sejam FE e F espacos de Banach, a notagao F Ny significa que £ é um subespago
de F e ||z||» < ||z||z, para qualquer = € E. Assim, das expressoes (|1.4]) e (1.5)), temos

(,(E) < (¥(E) < (o (E),

para qualquer espaco de Banach FE.
Vejamos também que para 1 < ¢ < p < oo, teremos (,(E) = lp(E) e 07 (E) =
E”“”( ), para qualquer £ € BAN. De fato, seja (x,,)5°; uma sequéncia em ¢ (E). Entao,

Z |z, ||* < oo, donde hm |zn]| = 0, e por isso, sup |zn]] =: A < oo. Para cada m € N,
1
temos

ZH%HP ZH%H” Hlnll* < ZV ] = AP qZHwan

o o
Fazendo m — oo, temos que Y. ||z, ][’ < N7 ||z,]|?, ou seja,
n=1 n=1

[(n)nzally < AP (@n)iallg - (1.6)

Portanto, ¢,(E) C (,(E). Como |jzg]| < ( > Hanq) ' , para todo k € N, segue que

n=1

A =sup ||z, || < [[(zn)52 ], - Logo, de (1.6) obtemos que

1@n)nZilly < l(@n)pZallg™ l@n)izally = [Hn)nZilly

isto &, |[(n)nZill, < l(zn)niill,, para toda sequéncia (z,)52; € {,(E). Acabamos de
mostrar que {,(E) < lp(E). Vamos agora mostrar que £;'(E) <y £y (E). De fato, seja

(zn)52; uma sequéncia em £;’(E). Logo,

[(@n)nzillw, = sup [(e(zn))ntill, < sup [[(e(zn))nZilly = (@n)nZilly,g < o0

pEBg/ pEBg/

Por fim, mencionamos o fato de que para 1 < p < oo a inclusio £,(F) C ()(E)
se torna a igualdade (,(E) = ()(E) se, e somente se, o espago de Banach E tem
dimensao finita. Uma outra versao do Teorema de Dvoretzky-Rogers, conhecida como
versao fraca, garante esse resultado. Sua demonstracao pode ser encontrada em [T
Theorem 2.18].

Teorema 1.22 (Versao fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers). Seja 1 < p < oo.
Todo espaco de Banach de dimensao infinita possui uma sequéncia fracamente p-

somdvel que nao € fortemente p-somdvel.
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1.4 Cotipo e Fatoracao Formal

O cotipo de um espaco de Banach tem um papel importante na teoria de operadores
lineares absolutamente somantes. A seguir, definiremos cotipo e mostraremos alguns
resultados que serao importantes para esse trabalho.

As fungoes de Rademacher sao definidas por

rn:]0,1] — R, neN
rn(t) := sign(sin 2"7t).

Observemos que se py,...,pr € N1 < - -+ < N sao numeros inteiros positivos, entao
1 1 A .
se cada p; é par
D1 .. DK _ ) J ’
/ PPL(E) T ()t = P
0 0, caso contrario.

Para maiores detalhes sobre as funcoes de Rademacher e suas propriedades sugerimos

o livro [I]. Vejamos agora a defini¢ao de cotipo.

Definicao 1.10. Seja 2 < ¢ < co. Um espago de Banach F tem cotipo g se existir uma

constante C' > 0 tal que, para qualquer escolha finita de vetores x1,...,z, € F,
1
n ‘ 1| n 2 2
D ) <cC / > ri(t)an| dt
k=1 0 Jlk=1

n
Quando ¢ = oo, substituimos (Z ||a:k||q> por sup |zl -
k=1 1<k<n

O proximo resultado estabelece algumas propriedades relacionadas ao conceito de

cotipo.

Proposicao 1.23. Seja E um espaco de Banach.

(a) Se E tem cotipo ¢, entao E tem cotipo ¢’ para todo ¢’ > g.
(b) Se E é um espaco de Hilbert, entdao E tem cotipo 2.

Demonstracao. (a) Seja ¢ > ¢ e xy,...,x2, € E. Como {,(E) <4 ly(E) e por

hipétese £ tem cotipo ¢ temos que

1
2

2
at|

1
7

. S\ 1
(wa) S(Z\kallq> <c|f
k=1 k=1 0
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para algum C > 0. Portanto, £ tem cotipo ¢'.
(b) Como E é um espago de Hilbert, dados z, ..., x, € E sabemos que

Z ?"k(t)l'k

k=1

= <Z Tk(t)l‘k, Z Tk(t)l‘k> .

Logo,

1 n
/ Tk(t)l’k
0 || k=1

dt = /O (< ’f‘k(t)l‘k, ’f‘k(t)l‘k>> dt

:/o (Z Z Tk (t)’/’kz(t) <xk1,xk2>> dt

k1=1ko=1
n n 1
=SS () / o () (1)t
k1=1kp=1 0

n n
= Aapar) = [laxl
k=1 k=1

n

Tk(t)l’k

1

1
n 2 1
Dessa forma, existe C' > 0 tal que <Z ||xk||2) <C (f
k=1 0 Il

2\ 2
dt) e, por-
m

Denotamos por cot(F) = inf {q : E tem cotipo ¢} . Sejam E e F espagos de Banach,

tanto, E tem cotipo 2.

a notacao F/ — F significa que FE é um subespaco de F' e que existe um C > 0 tal que
|z||» < C||z|| 5, para qualquer x € E.

Definicao 1.11. Sejam 0 < A < 1 e p > 2. Um espaco de Banach F fatora finitamente
a inclusao formal ¢, < (, para algum A se, para todo n € N, existirem y;,...,y, € E

tais que
n

Z a;Yj

=1

(1 =N [[(a)jzll, <

S H(aj)?ZII p’

para quaisquer aq,...,a, € K.

Note que se um espaco de Banach E fatora finitamente a inclusao formal £, — { e

1
2 < ¢ < p, entao E também fatora finitamente ¢, — ¢,,. De fato, sabemos que ¢, — ¢,
e por hipdtese, existe A € (0,1) tal que, para qualquer n € N, existem yy,...,y, € F

satisfazendo

n

Z a;Yj

J=1

(1= [[@)iall, < < [[(@)iall, < ll(@)iall,
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para quaisquer ay,...,a, € K. Portanto, F fatora finitamente ¢, — (. Denotamos

por
(ff)(E):=sup{2 <p < oo: FE fatora finitamente a inclusdo formal ¢, — (..} .

Embora (ff)(E) seja definido como um supremo, temos que E fatora finitamente
Uiy E) = Lso, OU seja, esse supremo é atingindo (ver [I, Pagina 304]). Finalizamos
esta secao com um teorema que mostra a relagao de cot(E) e (ff)(F) quando F tem

dimensao infinita.

Teorema 1.24 ([I], Theorem 14.5). Para qualquer espag¢o de Banach de dimensdo
mfinita E,
cot(E) = (ff)(E).
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Capitulo 2

O ideal dos Operadores

Absolutamente Somantes

Neste capitulo estudamos os operadores m-lineares e os polinémios m-homogéneos,
bem como as suas relacoes. Estudamos ainda os conceitos de polinomios e operadores de
tipo finito. Esses conceitos serao muito tteis durante a definicao de ideais de operadores
multilineares e ideais de polinomios que sao definidos logo em seguida.

Estudaremos a classe dos operadores multilineares absolutamente somantes sob
o ponto de vista da teoria de ideais de operadores e, por fim, apresentaremos uma
generalizacao desse conceito para o caso de somas em multiplos indices.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [13], [I7] e [22].

2.1 Operadores Multilineares

Apresentamos nesta secao os conceitos e resultados basicos sobre operadores mul-

tilineares continuos entre espacos de Banach. Comecamos definindo os operadores

multilineares.
Definicao 2.1. Sejam m € N, Fy, Es, ..., E,, e F espacos vetoriais. Dizemos que um
operador T : Ey X -+ X E,, — F é m-linear (ou multilinear) se for linear em cada

variavel, ou seja, se
T(xy, o+ Mgy ooy ) = T(T1, 0 Ty ) F AT, o Yy ooy T

para todos x;,y; € B, AeKer=1,...,m.

Para cada m € N, o conjunto de todos os operadores multilineares de F; X - -- X E,,

em F serda denotado por L(E,...,E,; F), que é um espago vetorial munido com
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as operagoes usuais de fungoes. Quando F' = K, denotamos L(Ei,..., E,;K) =
L(Ey,...,E,)ecaso By = Ey=---=E,, = F, escrevemos L("E; I).

Operadores multilineares, como vimos acima, sao definidos em produtos cartesianos
de espacos vetoriais. Assim, antes de tratarmos sobre a continuidade dos operadores
multilineares precisamos deixar claro qual é a norma considerada no produto cartesiano.

Nao é dificil verificar que se E1, ..., E,, sao espagos normados, entao £y X - -+ X E,,

também é um espaco normado quando consideramos qualquer uma das normas:
x| . = max ||x;
e = max flall

1
P

, com qualquer (1 < p < 00),

1], = Z il

onde z = (21,...,%y) € Ey X --- X E;. Além disso, as normas |-||, e |||, sdo

equivalentes, pois [z[l, < [z, < me |||, para todo x € £y X --- X Ep, e todo

1 < p < 00. Dessa forma, usaremos a norma ||-|| ., como a norma usual em E; X - - - x E,
e escreveremos apenas ||-|| .

Diremos que o operador 7' : E; X --- X E,, — F' ¢é limitado em um subconjunto
BCFE{x---xFE,, se

sup || T'(z)|| < oco.
zeB

O préximo resultado nos apresenta varias equivaléncias sobre a continuidade de um

operador multilinear.

Teorema 2.1. Sejam € N. Se Fy, ..., E,,, F sdo espacos normados eT : £ X --- X

E,, — F um operador m-linear, entdo sao equivalentes:
(a) T € continuo.
(b) T € continuo na origem.

(c) Exziste uma constante M > 0 tal que ||T(x1,...,xn)|| < M|z - ||zwl|, para

quaisquer (x1,...,Ty) € By X -+ X B,
(d) T € uniformemente continuo sobre os limitados.
(e) T € limitado em toda bola com raio finito.
(f) T € limitado em alguma bola.

Demonstracao. Veja [13, Teorema 1.2.2] O]
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Diferente do caso linear, os operados multilineares (m > 2) nao podem ser uni-
formemente continuos, exceto o operador nulo. Para verificar isso, suponhamos que

T:FEx---xFE, — F sejaum operador m-linear nao nulo com m > 2. Dessa forma,

existem (21, ...,2y) € By X -+ X E, e r >0 tais que | T(z1,...,2,)| > > 0. Assim
x; #0comi=1,...,m. Tomando ¢ = r e para cada ¢ > 0, podemos escolher A € R
tal que 0 < A < ol isto ¢, [[Az1]| < é. Logo,
I
x x
H<$1 + )\'%17_271‘37 s >$m> - (xla _27$37' = 7xm>H = H)\a:lH < 0.

A A

Mas
HT(xl + A\xq, ﬁ,xg, ey T) — T(24, @,xg, o ,xm)H = HT()\azl, @,xg, o ,xm)H
A A A
= ||T (z1, 9,23, ..., Tp)|| > 7.

Portanto, 17" nao pode ser uniformemente continuo.

Para cada m € N, o conjunto de todos os operadores multilineares continuos de

Ey X -+ X E,, em F seré denotado por L(Ey, ..., Ey; F), que é um subespago vetorial
de L(Ey, ..., Ey; F). Quando F' = K, denotamos L(FE, ..., E,;K) = L(Ey, ..., Ey)
ecaso By = Fy =--- = E,, = E, escrevemos L(™E; F).

De forma analoga ao caso linear, podemos definir a norma no espaco dos operadores

multilineares continuos, ou seja, a expressao

1T = sup T ()] =sup {[[T(2)] ;2 € By x - X By, |2l <1}

feBElx---xEm

define uma norma no espago L(Fi,...,E,;F). Além disso, para quaisquer z =
(X1, ..., xm) € By X -+ X By, temos || T(z1, ..., x0)|| <N ||z -« - [|zm]], pois
1] 21 meme)H
T(xy,...,x = \|T .
TGl = |7 (B Bl
s} T,
= ||z - ||@nl|| | T < x| - ||lxall ||T]|
ol |7 (2707225 ) | < ol B

Dizemos que T' € L(FE1, ..., Ey; F) é separadamente continuo se for continuo em
cada varidvel, ou seja, se para cada i = 1,...,m os operadores lineares T(;, .. 2, 1, wiii.zm) ©
E; — F', dados por

T(xl,...,mi_l,-,xi_,_l...,xm)(y) == T('xla ey Ti—1,Y, i1 - - - 7xm)

sao continuos para todo z; € Fj fixos, onde j =1,...,i = 1,¢+1,...,m.
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O exemplo a seguir mostra um operador multilinear que é separadamente continuo,

mas nao é continuo.

Exemplo 2.1. Seja C([0,1]) o espago vetorial das funges continuas de [0,1] em R
munido da norma ||f|| = [, |f(t)| dt. O operador T € L(*C([0,1])) dado por

T(f.9) = / F(Dg(t)dt

¢é separadamente continuo mas nao é continuo.

Com isso, quando FEi, ..., E,,, F sao espacos normados nao podemos afirmar que
um operador multilinear 7" : F4 X --- X E,, — F é continuo porque é continuo em
cada variavel, ao contrario da linearidade. Entretanto, se os espacos E1, ..., F,, forem

de Banach, a continuidade em cada variavel serd uma condigao suficiente para garantir

a continuidade do operador.

Teorema 2.2. Sejam Ey, ..., E,, € BAN e F um espa¢o normado. Entao o operador

T € L(Ey,...,Ey; F) € continuo se, e somente se, € continuo em cada varidvel.

Demonstragao. Suponhamos que 7' seja um operador m-linear continuo. Vamos
mostrar que para cada ¢ = 1,...,m e cada z; € Ej, com j = 1,...,m, os operadores
: E; — F', dados por

lineares T(Ihn-»mi—l,-790¢+1~~,95m)

T(:zsl,.‘.,:pifl,-,xprl...,mm) (y) = T(gjla ey Li—1, Y, L1 - - 7Im)

sao continuos. Com efeito,

||T(361,~..,x¢71,-,xi+1--.,xm)(y)H = ||T($1v ces L1, Y L1 - - - ’xTn)H
S AT - - [yl - -l
= [T o[- - il il - - ] Y
= Cllyll,
onde C = ||T|| ||z1]| - - - |ziza || |Tizall - - - |&m]|. Isso mostra que T é continuo em cada

variavel.

A reciproca sera provada por inducao em m. Dado o operador 2-linear T : F; X
FEy — F continuo em cada varidvel. Para cada y € E,, temos que T{.,) : By — F
dado por T{. ) (x) = T'(x,y) ¢ linear e continuo e, para cada x € E; temos que T,y :
E, — F dado por T{,,(y) = T(z,y) também é linear e continuo. Pelo Teorema [2.1]

com m = 1, temos que para cada x € E; existe M, > 0 tal que

1T, y)ll = | Ttws W] < Ma Iyl
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para qualquer y € Ey. Assim, se ||y|| < 1, temos

|Tecw@)| = IT@ 9l = [T @) < M.

Considerando a familia F = {T(.,y); Yy € BEQ} , temos que HT(-»y) (x)” < M, para todo
T, € F. Como T{.,) estd definido em um espago de Banach, entao pelo Teorema de
Banach-Steinhaus, exite M > 0 tal que HT(vy)H < M, para todo T{.,y € F. Portanto,

para quaisquer z € Bg, e y € Bg,, temos
1T, )l = [|Tew @)]] < | Tew| < M

e concluimos que ||T(z,y)|| < M ||z|| ||ly|| para todo (z,y) € E; X E,. Dessa forma, pelo
Teorema temos que T' é continuo.

Suponhamos que todo operador (m — 1)-linear continuo em cada varidvel seja
continuo. Dado T um operador m-linear continuo em cada variavel. Para cada
Ty € E,, o operador T,, (z1,...,Zm-1) = T(z1,...,2m) é (m — 1)-linear continuo

em cada varidvel e, por hipdtese de indugao, continuo. Entao existe M, > 0 tal que

1T (1, s )| = [Ty (215 2ma) | < My, ]l l2ma]
Se ||z;|| <1 para todo i =1,...,m — 1, temos ||T(z1,...,2n)| < M,,, . Considerando
a familia F = {T(l,1 ..... om_1,): Ti € Bp,i=1,...,m— 1} . Para cada z,, € E,,, temos

HT(xl,...,xm,l,-)(SUm)|| < M,,, para todo T(,,

.....

Como T4, z,_.,) estd definido em um espaco de Banach, entao pelo Teorema de
Banach-Steinhaus existe M > 0 tal que HT(xl,---,wm—lu)H < M, para todo Tz, ..z, ) €

F. Logo, para todo z; € Bg,, 1 =1,...,m, temos
T (z1,. s 2m)|| = ||T(x1,...,xm—1,-)(xm)|| <M [|xy,| < M

e concluimos que [|T(xy,...,xn)|| < M ||z1]|- - ||zm] para todo (xq,...,2,) € Ep X

-++ X E,. Portanto, pelo Teorema [2.1] temos que T é continuo. O

Os dois préoximos resultados sao versoes multilineares do Teorema do Gréfico Fe-
chado e do Teorema de Banach-Steinhaus, ambos vistos no primeiro capitulo para
operadores lineares. Contudo, nao demonstraremos esses resultados, uma vez que suas

demonstragoes seguem um caminho similar ao caso linear.

Teorema 2.3 (do Gréfico Fechado para Operadores Multilineares). Sejam Ej, ...,
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E,..,F € BAN e¢eT : E; X --- x E,, — F um operador m-linear de grdfico fechado.

Entao T" € continuo.
Demonstragao. Veja [13, Teorema 1.2.8] O

Teorema 2.4 (de Banach-Steinhaus para Operadores Multilineares). Sejam Ej, ...,
E, € BAN, F um espago normado e {1;},.; wma familia de operadores m—lineares

continuas de By x --- x E,, em F'. Se

sup || Ti(z1, ..., xm)|| < 00 para todo (x1,...,xmy) € By X - X Ep,
iel
entao
sup | T;|| < oo.
iel
Demonstracao. Veja [I3, Teorema 1.2.9] ]
Como no caso linear, se ' é Banach entao L(Ey, ..., FE,,; F') é Banach. A demons-

tragao desse fato pode ser feito de modo andlogo ao caso linear (veja [7, Proposigao
2.11.]). O interessante resultado a seguir garante um isomorfismo isométrico impor-
tante entre espacos de operadores multilineares donde o resultado de completude citado

também sai como um corolario.

Proposicao 2.5. Se Fy, ..., E,, e F sao espacos normados, entao a fungao
O L(E,...,En F) — LB Es,y .. By L(Eryy, Eryay oo, By F))

dada por
O (T) (x) (y) =T(x,y),

comT € L(Ey,Ey,...,Ep; F),x=(21,...,2,) E By XX E. ey= (Yps1,---,Ym) €

E,. 1 x -+ x E,, é um isomorfismo isométrico.
Demonstragao. Veja [17, Proposicao 1.4] O
Corolario 2.6. Sem € N, F, ..., E,, sao espagos normados e F' um espaco de Banach,

entdo L(E, ..., Ey; F) é um espaco de Banach.

Demonstragao. Provaremos por inducao em m. Destacamos no primeiro capitulo
que o espago L(F; F') é Banach sempre que F' for um espago de Banach. Assim, para
m = 1 o resultado é valido. Suponhamos agora que o resultado seja valido para m — 1,
com m > 2. Pelo Teorema anterior, L(F1, Fs, ..., E,; F) é isometricamente isomorfo
a L(Ey; L(Ey, Es ..., Ey,; F)) que é Banach, pois L(Fs, Es, ..., E,; F') é Banach por
hipétese. Portanto, L(Ey, Es ..., E,,; F) é um espago de Banach. ]
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

Vamos agora definir os operadores multilineares simétricos. Estes sao importantes
no estudo dos polindmios homogéneos que sera visto mais adiante. Para cada m € N,
denotamos por S,, o conjunto de todas as permutagoes de {1, ..., m}, ou seja, conjunto
de todas as bijegoes o : {1,...,m} — {1,...,m}. Denotamos por E™ o produto

cartesiano de m fatores iguais a F, ou seja, B = E x --- x E onde E aparece m vezes.

Definicao 2.2. Sejam FE, F' espagos vetoriais e m € N. Dizemos que um operador

m-linear T : E™ — F é simétrico se
T(l’l, e ,xm) =T (1‘0(1), ce ,mg(m)) y

para quaisquer z,...,T,, € E e para toda permutacao o € .S,,.

Para cada m € N, o conjunto de todos os operadores m—lineares simétricos de
E™ em F serd denotado por Ls(™E;F), que é um subespago vetorial de L("E; F).
Da mesma forma, denotamos por Ls(™FE; F') o subespaco formado por todos os ope-
radores multilineares continuos simétricos de E™ em F. Quando F = K, denotamos
Ly("B;K) = L("E) e £,("E;K) = £,("E).

Sejam m,n € Ne T € L(™FE;F). Entao para cada (zy,...,2,) € E" e cada

a=(a,...,0,) € Ny com |a| := aj + -+ + @, = m, usaremos a notagao
al o an .
Tt wg? - aom =T (T, ..., 81,0, .., Loy eey Ty e ey Ty,
——— —— —_———
a1 a9 Qn

para todo m > 1.
Finalizamos esta secao com a Férmula de Polarizacao, cuja demonstracao pode
ser encontrada em [I7, Theorem 1.10]. Esse resultado serd de grande importancia no

estudo dos polinomios homogéneos.
Teorema 2.7 (Férmula de Polarizagao). Sejam E e F espagos vetoriais. Se T €

L;(™E,F), entdo

1
T(l’l, e ,xm) = W Z €1 emT("L‘O —|— €101 _|_ e + mem)m’
’ €;==+1

PATa QUALSQUET XTo, L1, T, ..., Tm € F

2.2 Polinomios Homogéneos

Nesta secao estudaremos alguns conceitos e resultados importantes a respeito dos

polinomios homogéneos.
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

Definicao 2.3. Sejam FE e F' espagos vetoriais. Um operador P : E — F' é um po-
linomio homogéneo de grau m (ou um polinémio m-homogéneo) se existir ' € L(™E; F')
tal que P(z) = Ta™, para todo = € E. Neste caso, dizemos que P é o polindémio asso-

ciado ao operador m-linear T

Denotamos por P(™E; F) o espaco vetorial de todos os polinémios m-homogéneos
de F em F. Quando F' = K escrevemos simplesmente P("FE) em vez de P("™FE;K).

Exemplo 2.2. A fungdo P : K — K, definida por P(z) = az™, com a € K, é
um polinomio m-homogéneo. Basta tomar 7' € L(™K) dado por T(z1,...,z,) =
axy--- Ty, € temos que P(x) = Ta™. Note que esses sdo os tnicos polinomios m-

homogéneos de K em K. De fato, se T' € L(™K) e xy,...,z,, € K, temos
T(:El,’xm) :ml"'me<17]‘7"'71) :axl...xm7

onde a =T(1,1,...,1).

Note que a partir de operadores m-lineares podemos definir polinomios m-homogéneos.
Denotamos por T (ou por (T)") o polinomio m-homogéneo associado ao operador
m-linear T. O proximo resultado mostra que o espago vetorial dos polinomios m-

homogéneos é isomorfo algebricamente ao espago dos operadores m-lineares simétricos.

Proposigao 2.8. Sejam E, F espagos vetoriaisem € N. A aplicagao ® : Ly("E; F) —
P(™E; F), dada por ®(T") = T é um isomorfismo algébrico.

Demonstragao. Claramente ¢ estd bem definida. Vamos agora mostrar que ¢ é
bijetora. Dado P € P(™E;F), por definicao de polinémio m-homogéneo existe um
operador m-linear 7' € L("E; F) tal que P(xz) = Tz™, para todo z € E. Agora defina

o operador m-linear T, simétrico, por
To(z1,. .., xy) = — Z T(To1)s- - To(m))-

Logo

’ O'ESm
Isso mostra que ® é sobrejetiva. Se existe um operador m-linear simétrico Ay tal que
Agx™ = P(z) = Tyx™, para todo x € E, entao pela Férmula de Polarizagao, tomando

ro = 0, temos

1
Ag(x1, 2,0 1) = lom Z €1+ emAs(€1ry 4 -+ €,T,)"
’ e;==+1
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

1
= —mlgm Z €1 Est(Elxl + -+ mem)m = Ts(ajla To, ... ,.flfm).
’ e;==%1

Logo ® é bijetora. Por fim, sejam 11,7y € Ly(™E; F) e A € K, temos
Ty + To) M) = (ATh + Tp) 2™ = AT1a™ + Toa™ = </\f1 + :/3) (),

o que mostra a linearidade. O

O operador T, é chamado de simetrizacao do operador multilinear 7" e denotamos
por P (ou por (P)¥) o tnico operador m-linear simétrico associado a P € P(™E; F).

Se E e F espagos normados, denotamos por P(™FE; F) o subespago vetorial de
P(™E; F) formado pelos polinomios m-homogéneos continuos de £ em F. O préximo
resultado nos apresenta varias equivaléncias sobre a continuidade de um polinomio

m-homogeéneo.

Teorema 2.9. Sejam E e F espagos normados, m € N, P € P("E;F) e T €

Ly(™E; F), com T=P. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) T € L(ME;F).

(b) P P("E;F).

(c) P € continuo na origem.

(d) Existe uma constante M > 0, tal que ||P(z)|| < M ||z||™, para qualquer x € E.
(e) P ¢ limitado em toda bola com raio finito.

(f) P é limitado em alguma bola com raio finito.

(g8) Se B C E € limitado, entdo existe uma constante Mp > 0 tal que ||[P(x) — P(y)|| <

Mg ||x —y||, para quaisquer x,y € B.
Demonstragao. Veja [13, Teorema 1.3.7] O

A expressao ||P|| = sup [|[P(z)|| define uma norma no espago P("E; F). Além

r€BE

disso, para qualquer = € E temos [|P(x)|| < ||P|||z]|™, pois

“P(x)H_H <||TH||$>H I (H ||>H‘Hx|| 171

O préximo resultado mostra que os espacgos Ls(™FE; F) e P(ME; F) sao isomor-

fos topologicamente. Como consequéncia desse resultado mostraremos que o espago
normado P(™E; F) € BAN, sempre que ' € BAN.
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Teorema 2.10. Sejam E e F' espacos normados. A aplicacdo
U:L("E F) — P("E; F),
definida por V(T) = T é um isomorfismo topoldgico e
7] < i < 55 11

Demonstracgao. A aplicagao ¥ é uma restrigao do operador dado na Proposigao [2.8],
e note que a imagem de U estd em P(™E; F') devido ao Teorema . Logo, ¥ esta bem
definida, ¢é linear e injetiva. A Proposicao também garante que ¥ é sobrejetiva e
dessa forma W é um isomorfismo algébrico. Temos que ||T|| < |||, pois para qualquer

z € F teremos
|T ()| = | T=™| < | T [|]|™ .

Isso mostra que ¥ é continua. Seja x = (z1,...,%,) € E™ com ||z|| < 1. Pela Férmula

de Polarizacao com xg = 0, temos

1

1T, )| < WZ T e+ + enzn)|

1 o m

< W;ﬂ; T e + -+ + emam)l
1 - m

ST T (ol + -+« + llzm)

= LIr m o LNF] g

= — |7 sl + -+ )™ < — || T

Logo, ||T]| < =% HfH e assim ¥~ também ¢é continua. O

Corolario 2.11. Sejam m € N, F um espago normado e F' € BAN. Entao P("E; F) €
BAN.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, temos que L4(™F; F) é isomorfo a P(™FE; F),
entao basta mostrar que L;(" E; F') é Banach. Para isso, vamos mostrar que L;(" E; F')
é fechado, uma vez que L (™E;F) C L(ME;F) € BAN. Se T' € L,(™E; F), entao

existe uma sequéncia (7,)2, em L,("E; F) tal que lim T,, = T. Logo
n—oo

|T(21, oy @) = T, )l = (T = T) (1, 20|
< T =Tl all- - llzmll

para quaisquer xi,...,%,, € E. Fazendo n — oo na desigualdade acima, temos que

32
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lim T, (zq,...,2) = T(21,...,2,) para quaisquer x, . .., &, € E. Assim, como T}, €
n—oo

L(™E; F), para todo n € N, entao para qualquer permutacao o € S,,, temos

To(z1, .. Tm) = To(Zo), - - Tom)),
para qualquer zy,...,x,, € E. Logo,
T(xy...,xp) = r}an}oT"(xl’ ey Ty) = 7}1_)11010 To(To1), - Zomm)) = T(Xeq), - s To(m))
e portanto T' € L (™E; F). O

Finalizamos esta se¢ao com uma versao do Teorema de Banach-Steinhaus para o
caso dos polinomios homogéneos, no qual sua demonstracao pode ser encontrada em
[13, Teorema 1.3.12].

Teorema 2.12 (de Banach-Steinhaus para Polinémios Homogéneos). Sejam E um
espago de Banach, F' um espago normado e {P;},.; ¢ uma familia de polinomios m-

homogéneos continuos de I em F'. Se

sup || P;(z)|| < oo, para todo x € E,
el
entao

sup || P|| < oo.
el

2.3 Ideais de Operadores Multilineares

A teoria de ideais de operadores lineares foi sistematizada por A. Pietsch no livro
[18], que exibe o conceito de ideal de operadores lineares, desenvolve a teoria geral,
investiga alguns casos particulares e exibe varias aplicagoes. Posteriormente, o préprio
A. Pietsch, em seu artigo [19], apresenta o conceito de ideal para operadores m-lineares,
também conhecido como multi-ideal. Além disso, com algumas adaptacoes, pode-se
definir os ideais de polinomios homogéneos, como veremos na préxima sec¢ao.

Apesar de historicamente a teoria de ideais de operadores lineares precederem a
teoria de ideais de operadores multilineares, trabalharemos diretamente o caso multili-
near. Dessa forma, a teoria de ideal de operadores lineares ficara como caso particular.
Mais precisamente, em toda esta secao quando fixado m = 1 recupera-se a teoria de

ideal de operadores lineares. Comecamos definindo os operadores de tipo finito.

Definicao 2.4. Sejam F, ..., E,, espagos normados. Dizemos que o operador T &€

L(Ey,...,Ey; F) é de tipo finito se existem n € N, cpg €FEieb€Fcomi=1,...,n
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e]=1,...,m, tais que
T(wr,.swm) = ) @i (@1) -] (@n)bi (2.1)
i=1

Quando m = 1, podemos também dizer que T" é de posto finito.

O conjunto formado pelos operadores m-linear de tipo finito de Fy X --- X E,, em F
serd denotado por L;(Ey, ..., E,,; F'), que é um subespaco vetorial de L(E1, ..., En; F).
Quando By = Ey = --- = E,, = E, escrevemos L;(™E; F).

Definicao 2.5. Um ideal de operadores multilineares, ou simplesmente multi-ideal,
¢ uma subclasse M da classe de todos os operadores multilineares continuos entre

espagos de Banach tal que, para todo m € N e espacos de Banach F,..., E,,, F, as
componentes M(Ey, ..., E,; F) = L(Fy, ..., Ey; F) () M satisfazem:

(a) M(Ey,...,E,; F) é um subespago vetorial de L(EY,..., E,; F) que contém os

operadores m-lineares de tipo finito.

(b) A propriedade de multi-ideal: se T € M(Ey, ..., E,; F), u; € L(G,, E;) para

j=1,...,mewv € L(F,H), como no diagrama

G1 X G2 X e X Gm

L l j vOTo(Ul,...yUm)

ul u2 Um

Ei x E, x - x E, A y F —— Y —=>H,

entao a composicao v o T o (uy, ..., up) € M(G1, ..., Gp; H).

Para cada m fixo,

Mn= |J M(B,... EnF)

Er,...EmEBAN

é chamado de ideal de operadores m-lineares.
Vejamos um exemplo de um ideal de operadores multilineares.

Exemplo 2.3. O espaco vetorial L¢(E1,. .., E,; F) satisfaz o item (a) da definicao
anterior, para quaisquer Fy,..., E,,, F' € BAN. Vamos verificar que também satisfaz
a propriedade de multi-ideal. Sejam G,...,Gp,, H € BAN, T € L;(E1,...,En; F),
uj € L(Gj;E;) com j =1,...,mev € L(F;H). Tomando T como em (2.1)), temos

que
voT o(uy,...,um)(T1,...,Tm) =voT (ur(z1),. .., un(Tm))
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- (z% (o) @T(um(fﬂm))bi>

:Z oF(ur(21)) -+ @ (U () i)
Z (wa(21)) - - @ (um () Yo (b:)
=3 el o) o) ) )

com @) ou; € G’ ewv(b;) € H. Portanto voT o (uy,...,up) € Li(G1,...,Gp; H).

Definigao 2.6. Um ideal normado de operadores multilineares (M, ||| ,,) é um ideal

de operadores multilineares munido de uma funcao |||, : M — R, tal que

(a) Para todo m € N, a funcao |[|-|| ,, restrita a M(Ey, ..., E,; F) é uma norma, para
quaisquer Ey, ..., E,,,FF € BAN.

(b) [Imllo, = 1, onde I, : K™ — K é dada por I,(A1,...,Am) = Ar--- Ay, para
todo m € N.

(c) SeT € M(Ey,....En;F), uj € L(G},E;), paraj =1,....m, e v € L(F;H),
entao

[0 (us s )l g < WOl g [ ] - ]

Quando as componentes M(Ey, ..., Ey,; F) sao completas com respeito a |||\,
dizemos que M é um ideal completo (Banach) de operadores multilineares. De maneira
andloga, quando m € N ¢ fixo, sob as condigoes acima, dizemos que M,, é um ideal
completo (Banach) de operadores m-lineares. Vejamos um exemplo de um ideal de

Banach de operadores multilineares.

Exemplo 2.4. Denotaremos por M 4(E1, ..., E,; F) ofechode L(Ey, ..., Ey; F) em
L(Ey,...,Eny; F). Definimos

MA: U M.A(Ela-"aEm;F)a
Eq,..., Er?ne,géBAN

e se T € My, dizemos que T é aproximdavel. Vejamos que (My, ||-||) é um ideal

de Banach de operadores multilineares. De fato, se T' € Mu(Ey, ..., E,; F), u; €

L(G;;Ej), com j=1,...,m, ev € L(F;H), entdo existe uma sequéncia (7},)7°; em
Li(Ey,...,En; F), tal que lim T, =T e vT,(uy, ..., up) € Ma(Gy,...,Gny; H) para
n—oo
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todo n € N. Logo

lm (v, (ug,. .., Uy)) =0 ( lim T}, (uq, ... ,um)> =0T (U, ..., Up),

n—o0 n—oo

e portanto v (uy, ..., Uy) € Mu(Gy,...,Gn; H). E claro que | 1] = 1 e temos que
[T (ur, -y um) || < [0l (s - wm) | < Ol ] - - [fwm] -

Todas as componentes M 4(E}, ..., Ey; F) de M4 sao espagos de Banach, pois sao

subespacos fechados dos espagos de Banach L(Ey, ..., E,; F).

Proposicao 2.13. Sejam (M, [|-||,,) um ideal normado de operadores multilineares e
Ey,...,E,, F € BAN. Entao ||T| < ||T||,,, para qualquer T' € M(Ey, ..., Ey; F).

Demonstracao. Sejam T € M(Ey,...,E;F),po € F' ¢ z; € E; fixos, com j =
1,...,m. Para cada j = 1,...,m, defina as fun¢des R; : K — E; dadas por R;()\) =
Az;. Note que R; € L(K, Ej) e |R;|| = ||z;||, para cada j = 1,...,m. Logo,

QOOTO(Rl,...,Rm)<>\1,...7)\m) :QOOT()\ICIIl,...,AmZEm>
=X AplpoT)(x1,. .., Tm).

E facil notar que ¢ o T o (Ry, ..., Ry) = (po T)(x1, ..., &m) Iy Assim

(o) (w1, wm)| = (o T) (@1, s wm)| ([l pg = (0 0 T) (21, s ) L g
= llooT o (R, Bl < Noll 1T Mg [1RA1 -~ ([ B[

Pelo Teorema de Hahn-Banach, segue que

1T (21, am)l = sup [(woT) (w1, xm)| < sup |l [T]] g | Bl - [ R

pEBE pEBE

= [Tl g sl Nl

Portanto ||T| < [T, O

Se p; € Ej, j=1,...,mey € F, para quaisquer (z,...,%,) € By X -+ x E,
denotamos (1 ® -+ ® EmY) (1, .., Tm) POr Y1(T1) -+ P (Tm)Y-

Proposicao 2.14. Seja M um ideal normado de operadores multilineares. Para ¢; €
B, yeFeT =01 ® - Qony € LIE,...,Ey,; F) temos

1T = 170 = Tyl lspall - - llom- [l
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Demonstracao. Como T'(z1,...,%m) = ¢1(z1) - - ©m(Tm)y, temos

[T (1, am)l| = [lea (@) - - om(zm)yl]

Tl = |yl lle1ll - - lleml| - Note que T = t o I,(p1,...,¢om), com t € L(K; F),
dada por t()\) =\ye Ht” = ”y” Entao, 7' € M pois I, € M e

e dai

1Tl g < NEHIEmlL g Noa L= llpmll = Nyl lpall - - llpmll = 11T

Pela proposicao anterior, temos ||T'|| ,, = ||T]- O

2.4 Ideais de Polinomios

O estudo de ideais de polinomios pode ser visto como uma adaptacao dos conceitos
de ideais de operadores multilineares, vistos na secao anterior. Comecamos esta secao

definindo o conceito de polinomio m-homogeéneo de tipo finito.

Definicao 2.7. Sejam E, F espagos normados. Um polinémio m-homogéneo P €
P(ME; F) é dito ser de tipo finito se existem n € N, p; € E' eb; € F, j=1,...,n,

tais que
n

P(z) =) (ps()™b;,

J=1

para todo xz € E.

O subespago vetorial de P(™E; F') formado pelos polinomios m-homogéneos continuos

de tipo finito de £ em F serd denotado por Pr("E; F).

Definicao 2.8. Um ideal de polinomios homogéneos, ou simplesmente um ideal de
polinomios, é uma subclasse Q da classe de todos os polinomios homogéneos continuos
entre espacos de Banach tal que, para todo m € N e quaisquer espagos de Banach F e
F, as componentes Q(™E; F') = P(™E; F) () Q satisfazem:

(a) Q(™E; F) éum espago vetorial de P(™E; F') que contém os polindmios m-homogéneos

de tipo finito.
(b) A propriedade de ideal: se u € L(G;E), P € Q("E;F) e v € L(F;H), entao
vPu e Q("G; H).

Se m € N for fixado,

E,FEBAN

¢ chamado de ideal de polinomios m-homogéneos.
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Definigao 2.9. Um ideal normado de polinomios (Q,||-||g) é um ideal de polinémios

munido de uma funcao ||-[|5 : @ — R, tal que

(a) Paratodom € N, a fungdo [|-||, restrita a Q(™E; F) é uma norma, para quaisquer

espacos de Banach F e F.
(b) [[Pxllg =1, onde Pk : K — K é dada por Px(A) = A™.
(c) Seue L(IG;E), P Q("E; F) ev € L(F; H), entao [[vPul g < |[v]| [| Pl [Ju]™ .

Quando as componentes Q(™ E; F) sdo completas com respeito a ||-| o , dizemos que Q é
um ideal completo (Banach) de polinomios. De maneira andloga, quando m € N é fixo,
sob as condigoes acima, dizemos que Q,, é um ideal completo (Banach) de polinémios

m-homogéneos.

Vejamos um exemplo de um ideal de Banach de polinomios. Para cada m € N,
denotamos por P™ a classe de todos os polinomios m-homogéneos continuos entre
espacos de Banach. Além disso, se M um ideal normado de operadores multilineares,

definimos

P ::{PEPm:IBGM,mEN},
que ¢ uma subclasse de P™ e também definimos a fungdo [|-[|,  : Papr — R, dada por

1Pl = 7],

Exemplo 2.5. Vejamos que Ppq, como definido acima, é um ideal de Banach de
polinoémios. De fato, sejam m € N, E F espagos de Banach, P, P, € Py(™E;F) e
A € K. Logo, I\D/l, I\D; € M(ME; F) e como M(™E; F) é um espagco vetorial, temos que
P+ AP, € M(ME; F). Dai

(PL+APy)Y = P, + AP, € M("E; F)

e portanto Py + APy € Py("E; F). Se P € P;(™E; F), claramente P e Li(ME;F)
e entdo P € Py (™E; F). Vamos agora verificar a propriedade de ideal. Sejam u €
L(G,E),P € Puy(™FE;F)eve L(F;H). Logo, para cada x € G, temos

vP(u,...,u)(x,...,x) = vP(u(z),...,u(z)) = vPu(x) = (vPu)"(z,..., x).

Segue que
(vPu)Y =vP(u,...,u) € M(™E;F) (2.2)

e, portanto, vPu € Py (™G; H).

Note que ||-||p,, restrita a Pp(™E; F) é uma norma. De fato,
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(i) Seja P € Pup(™E;F). Uma vez que ||P|5,, = [|Plls, temos que [Pl > 0.

Além disso, temos que
IPllpy, =0 [ Pla=04 P =028 P =0,
onde a implicagao < em (x) segue da Proposi¢ao [2.10]
(ii) Se P € Pu(™E; F) e A € K, entao
INPllp,, = AP llug = [IAPIae = APl = APl -
(iii) Se P,Q € Pm(™E; F), entao
1P+ Qllpy, = 1P+ @) llag = 1P+ Qe < IPlaa+[1Qllae = 1Pllpy, + 1@, -

Seja Px € Pu(™E; F). Note que Px = I, e dessa forma, 1Pxllp,, = I Tmllp = 1.
Sejam v € L(F;H), P € Py("E; F) e u € L(G; E). Da expressao (2.2) temos que

[oPulp,, = IwPw" Iy = 0P| < Woll]|P]  ll™ = ol 1Pl ™

Mostraremos agora que Paq(™E; F') ¢ um espago de Banach com a norma ||| .

Uma vez que M é um ideal de Banach e como a aplicacao
i Pu(ME F) — M(ME; F),

dada por V(P) = ]5, ¢ um isomorfismo sobre a imagem, para mostrar que Py ("™ FE; F)
¢ Banach basta verificar que ¥ (Py(™E; F)) é fechado em M(™E; F). De fato, scja
()22, em Y (Py(™E; F)) tal que P, — T € M(™E; F) na norma de M, ou seja,
‘ P/n—T” — 0 e como L (™FE; F) é fechado
em L(ME; F), segue que T € L,("E;F). Logo T € Pu(™E; F), pois <f> V=Tc¢
M(™E; F). Contudo, T =" (f) € V(Pu(™E; F)) e disso segue que ¥ (Py(™E; F))

¢ fechado. Portanto Py ¢ um ideal de Banach de polinomios.

B - THM — 0. Como ||| < [|]|y, » temos ‘

A classe Pp é chamada de ideal de polinomios gerado pelo ideal de operadores

multilineares M.
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

2.5 Operadores Absolutamente Somantes

A teoria de operadores absolutamente somantes teve inicio com Grothendieck na
década de 50 através do trabalho [20]. Entretanto, a nogao utilizada por Grothendieck
era muito complicada e suas ideais ficaram algum tempo inexploradas. Apenas na
década de 60 essa teoria foi verdadeiramente compreendida por meio das contribuicoes
de J. Lindenstrauss, A. Pelczyniski, A. Pietsch, dentre outros.

Além disso, no trabalho de A. Pietsch [19], os operadores absolutamente soman-
tes comegaram a ser generalizados para o contexto nao linear. Em particular, para
operadores multilineares e polindbmios homogéneos.

Como motivagao, comecaremos esta secao tratando do caso linear.

SeT € LIE;F),com E,FF€ BAN,e1 < g <p < 00, os operadores Ts . ¢ J(E) —
(,(F) e T" : l2(E) — £)(F), induzidos por T' pela relagao (z)5e; = (T'(7n))5Z,,
sempre serdao operadores lineares continuos. De fato, para qualquer (z,)22, € £,(E),

temos

|7 (i)

| = 1@, = (ZHT , H”) (23)
< (Z K ||xn||p)p = ITI @)zl < 171 ),

Assim, o operador T estd bem definido, é claramente linear e por também é
continuo. De modo similar mostra-se que Tv estd bem definido, é linear e continuo.

Consideremos agora F um espaco de Banach de dimensao infinita e tdg : £ — F
o operador identidade. O Teorema de Dvoretsky-Rogers (versao fraca), garante que
o operador induzido idy : CI(E) — L,(E), (wn)52; = (idp(zn))pe; nunca estd bem
definido, para qualquer 1 < p < oo.

O caso particularmente interessante ocorre quando dado T' € L(FE; F'), com E, F €
BAN, e 1 < q < p < o0, o operador induzido por T' de ('(E) em (,(F') estd bem

definido. Neste caso, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.10. Sejam 1 < ¢ <p < oo eT : E — F um operador linear continuo
entre espacos de Banach. Dizemos que T é absolutamente (p, q)-somante (ou simples-

mente (p, q)-somante), se o operador induzido

T 0°(E) —s 0,(F),

q

dado por T((2,)°2,) = (T(x,))°2, estd bem definido. Neste caso, T seré claramente

linear. De maneira equivalente, diz-se que T é (p,q)-somante quando (T(z,))52, €
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

lp(F) sempre que ()52, € £ (E).

O conceito acima nos faz dizer que os operadores lineares absolutamente somantes
sao uma classe que melhoram a convergéncia de séries.
Vejamos agora a definicao dos operadores multilineares absolutamente somantes.

A teoria linear é recuperada fazendo m = 1.

Definicao 2.11. Sejam m € N, 1 < ¢,p < oo com p > g Ei,...,E,,F € BAN.
m
Um operador multilinear continuo 7' : F; X --- x E,, — F' é dito ser absolutamente

(p; q)-somante ou simplesmente (p; ¢)-somante, quando

sempre que (:L’j)jil € () (E,),s=1,...,m. Quando q = p o operador T' é simplesmente

chamado de absolutamente p-somante.

Denotamos por H(p; q)(El, ..., En; F) o espago vetorial formado pelos operadores
multilineares de £ X - - - X E,,, em F' que s@o (p; q)-somantes. Quando ¢ = p escrevemos
[I,(Er,...,En; F) e quando By = -+ = E,, = E escrevemos [[, (" E; F).

Se p < % na definicdo acima, entdo o unico elemento de H(p;q)(Eh ey B F)
¢ o operador m-linear nulo. De fato, se T' € H(p;q)(El, oy B F) e T # 0, entao
existe (z1,...,%m) € By X -+ X E,, com T(z1,...,2,) # 0. Tomando ¢, € E}, com
ke {1,2,...,m}, obtemos

Ty
Pk 1
Jme

sendo a ultima desigualdade devido a mp < ¢q. Segue que ( xlf) € @;"(Ek), para
Jme

q 00

= [or(ze)|* (Z : ) < 00,

j=1J™

5

Jj=1

j=1
todo k =1,2,...,m. Em contrapartida,

oo p

T Tm
— ]mp ]mp

7=1

| =

= |T(z1, ..., 2m)|] (Z > = 00,

Jj=1

<

e isso contradiz o fato de T ser (p, ¢)-somante.

O objetivo agora é caracterizar os operadores multilineares (p, ¢)-somantes. Essa
caracterizagao, além de simplificar a identificacao desses operadores, nos permitira
definir uma norma para o espago vetorial H(m)(El, ooy By F).

Para isso, faremos uso do trabalho feito por G. Botelho e J. R. Campos em [22]. O
resultado de interesse para nosso estudo, contido no trabalho citado acima, descreve

como a transformacgao de sequéncias vetoriais por operadores multilineares trabalha.
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

Para tanto, foi definido um ambiente abstrato baseado em Classes de Sequéncias, que
englobam vérios espagos de sequéncias. Em particular, os espagos £,(E) e £;)(E) com
1 < p < o0, que fazem parte do nosso trabalho. A seguir veremos a definicao dos

principais conceitos desse ambiente abstrato.

Definicao 2.12. Uma classe de sequéncias X é uma aplicacao que, a cada espago de

Banach E, faz corresponder um espaco de Banach X (E) C EY tal que

coo(E) € X(E) < £u(E) e |lejll e = 1, para todo j € N.

A classe de sequéncia X é dita ser finitamente determinada se para cada sequéncia

(7;)32, € BN, tem-se (z;)52; € X(E) se, e somente se, sup ||(z;) < 00. Neste
k

H(xj)?ile(E) - Slklp H<xj)§:1HX(E) '

Denotamos a classe de sequéncia E — X (E) por X(-) ou, ndo havendo perigo de
ambiguidade, denotaremos simplesmente por X.

De acordo com o que ja fizemos até aqui, nao é dificil ver que £,(+) e £;(-) sao classes
de sequéncias, com 1 < p < co. Veremos agora que essas classes sao finitamente deter-
minadas. De fato, come¢amos mostrando que a classe de sequéncias £, (-) é finitamente

determinada. Para isso, basta observar que se ()32, ¢ uma sequéncia em F, entao

1
P

1
k P k
sup | (@)=, ) = suP (Z H%II”) = lim (Z H%-Hp)
j=1 j=1
k % [e'e) %
= (l}i_{gOZHijHp) = (Z ||$j||p> = |3l
j=1 Jj=1

Vamos agora verificar que a classe de sequéncias £;'(-) é finitamente determinada. De

fato, basta observar que se (7;)32, é uma sequéncia em E, entao

@wEBgy pEBE k

1 1
k P k P
S%p||($j)§:1||€g(E) = sup sup (§ Iw(fcj)lp) = sup Sup<§ Iw(ffj)lp>
j=1

j=1
1 1
k P k P
= sup lim o(x;)P] = sup | lim o(x;)|P
s i (z| ) = (,Hoo; ()
0 »
= sup elx)P | = ||(x;)52 .
Zi @) =@zl

A proposigao seguinte é um dos primeiros resultados obtidos no trabalho [22] men-
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

cionado acima.

Proposicao 2.15 ([22], Proposition 2.4). Sejam m € N e Xj,...,X,,,Y classes de

sequeéncias. As seguintes condicoes sao equivalentes para um dado operador multilinear
TeL(Ey,...,EyF):

(a) (T(af,... ,a:;”))jil € Y(F) sempre que (z5)2, € X;(E;), comi=1,...,m.

(b) O operador induzido T : X{(Ey) X -+ - x X,,(En) — Y (F), dado por

T((gjl)oo _..,(g;’.n)oo ): (T(Jfl ...,xm))o‘“

J/j=b J/j=1 J j=1"

é um operador bem definido, m-linear e continuo.
As condigdes acima implicam na condicao (c) abaixo, e elas sdo todas equivalentes
se as classes de sequéncias X1,...,X,, e Y sao finitamente determinadas.

(c) Existe uma constante C' > 0 tal que

m

(e | § [Chimn

i=1

1 my\k
H (T(z,...," ))HHW) . (2.4)

para todo k£ € N e toda sequéncia finita xz ceFl,j=1...kei=1,...,m.

Nesse caso,

HTH — inf {C : [24) ¢ valida} .

O préximo resultado caracteriza por uma desigualdade os operadores multilineares

(p; ¢)-somantes.

Proposigao 2.16. Sejam m € N;1 < ¢,p < o e Ey,...,E,,F € BAN. Entao

T e H(p_q)(El, ..., By F) se, e somente se, existe uma constante C' > 0 tal que

P ([ 29

para todo n € N e todos 7!, ...,z € E; com i = 1,...,m. Além disso, o infimo dos C'
tais que a desigualdade ([2.5)) é vélida, define uma norma em [Ty (s Eni F) que

serd denotada por 7,q) (7). Neste caso,

7T(p;q)(T) = HTH .

Demonstragao. Como /,(-) e £;(-) sdo classes de sequéncias finitamente determi-

nadas, para qualquer 1 < p < oo, a Proposicao garante a equivaléncia e que
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Tpq)(T) = HT . Falta apenas mostrar que 7, (-) define uma norma. De fato,

T(pg)(T) > 0 para qualquer T € H(p;q)(Eh o B F) e

T (T) =0 ||T| =0 T=0&T =0,
Para qualquer A\ € K, temos
T(pig) (A1) = “ﬁ“ - H)‘TH = [Al HTH = | A7 (pig) (T)-
Se Ty, T, € H(p;q)(El, ., By F), entao
o+~ |75 - [+

gHﬁ T

|+

= 7r(za;q)(Tl) + W(p;q)(T2)'

Logo, m(p:q) () define uma norma em H(p;q)<E1> o B F). ]

O seguinte Teorema de Inclusao para os operadores lineares, cuja demonstracao
omitiremos, serd de grande utilidade no proximo capitulo. Sua demonstragao pode ser

encontrada em [I, Theorem 10.4].

Teorema 2.17 (Teorema de Inclusdo). Sejam E e F espagos de Banach. Suponha que

1<g <pj <oo (j=1,2) satisfazem

q1 S q2,

p1§p27
1 1 <1 1

@ p— @ p
Entao, []
7Tp17¢h (T)

Vejamos um resultado de coincidéncia para operadores lineares absolutamente so-

E;F) C]] E;F) e para cada T € ] E; F), temos Ty, 4,(T) <

P1,91 ( p2,92 ( P1,91 (

mantes.

Teorema 2.18 ([I], Theorem 11.14). Suponha que F' tem cotipo finito q e que K é um
espaco de Hausdorff compacto. Entao

(a) Seq=2, entio L(C(K); F)=][[,(C(K); F).
(b) Se2< g < oo, entio L(C(K); F) =[], ,)(C(K); F), para todo p < q.

Uma vez definido e caracterizado a classe dos operadores multilineares absoluta-
mente somantes, a defini¢ao de polinomios homogeéneos absolutamente somantes surge

de forma natural.
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Definicao 2.13. Sejam m € N, 1 < p,q < oo, com p > g, E,F € BAN. Um
polinémio m-homogéneo continuo P : £ — F é absolutanrlrénte (p;q)-somante (ou
(p;q)-somante) quando

(P(x5));2, € G(F),

j=1

sempre que (z;)52, € (' (E).

Denotamos por P, (™ E; F') o espaco vetorial formado por todos os polinémios
m-homogéneos de E' em F' que sao (p; ¢)-somantes.

Como ja sabemos, o conceito de polinomios m-homogéneos entre espagos de Ba-
nach esta fortemente relacionado ao conceito de operadores m-lineares entre espacos
de Banach. Mais adiante, veremos que esse fato também se verifica para os operadores
e polinomios absolutamente somantes. No que se segue, omitiremos algumas demons-
tragoes de resultados para o caso polinomial uma vez que esses resultados decorrem do
caso multilinear.

Sep < 4 1 definicao acima, entao o tnico elemento de Py,.q) (™ E; F) é o polinémio
m—homogél?lzo nulo. De fato, se P € P ("E; F) tal que P # 0, entdo existe x € £
com P(z) # 0. Neste caso, dado ¢ € E',

> so() = Jp(z)[" (Z E,) < o0,
' Jmr j=1J™

7j=1
sendo a ultima desigualdade devido a mp < ¢g. Assim, temos que (

P < 'l;)
Jjme

e isso contradiz o fato de P ser (p; q)-somante.

z w
'1) € (; (E).
Jmr j=1
Entretanto,

2

J=1

— | P(@)]" (Z %) ~ o,

J=1

O proximo resultado mostra uma relacao entre os polinémios absolutamente so-
mantes e os operadores multilineares absolutamente somantes, por meio de uma carac-

terizacao.

Proposicao 2.19. Sejam m € N, 1 < p,gq < o e EF,FF € BAN. Entao, P €
Pipg) (" E; F) se, e somente se, Pe H(p;q) (mE; F).
Demonstragao. Suponha que P € [y ("E; F) e seja (z;)52, € (7(E). Para cada
J € N, temos

(P(z5))j2: = (Pf)5y € G,(F).

i=1=

Logo, P € Pypq)("E; F).
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Reciprocamente, suponha que P € P, ("E; F). Sejam (x?)j; € ly(E), k =

1,...,m. Pela Férmula de Polarizacao, para cada j € N e tomando xy = 0, temos

~ 1 ~
P(xl ,l’m)zmz€1€mp(€1$;+—|—EmZII7Jn)m

;1
1
= WZEl'“ﬁmP(Gliﬁ; + +6mx§”)
e;+1
Como ¢,(F") é um espaco vetorial, segue que Pe [y ("E; F). O

Assim como para operadores multilineares absolutamente somantes, os polindomios
absolutamente somantes dispoem de uma caracterizacao através de uma desigualdade.
Essa caracterizagao, além de simplificar a identificacao desses polinomios, nos permitira

definir uma norma para o espaco vetorial P, (™ E; F).

Proposicao 2.20. Sejam m € N, 1 < p,g < oo e E,F € BAN. Entao, P €

P ("E; F) se, e somente se, existe uma constante C' > 0 tal que

(Z ||P<a:j>||p> <Ol (26)

para todon € Ne z; € E/, com j = 1,...,n. Além disso, o infimo dos C tais que a

desigualdade ([2.6) ¢é vélida, define uma norma em P,.q (™ E; F') que sera denotada por
HPHP(p;q) :

Demonstragao. Se P € P, (™E; F), entao pela Proposicao , temos que P e
[T ("E; F). Logo pela Proposicao existe uma constante C' > 0 tal que

1
(ZHZB(Q:},...,SC?) p) SCHH(xj)?:leyq,
Jj=1 s=1

para todo n € N e todo (mj)?zl € E}Z“(E), com s = 1,...,m. Em particular, para todo

x; € F,com j=1,...,n, etodon €N, temos

(anwup) =<2Hﬁx;-” ) <Ol
j=1 i=1

Reciprocamente, seja (z;)52, € (;(E), temos que

1
P

(Z |rP<xj>W’> — sup (Z upwup) <swC ()l (2.7
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23

= C'sup sup (lef)(l‘j)lq) e sup sup (le(l’jﬂq)

noweBr \ 5 peBr n \ 5oy

q

= C sup (ZI@O(%‘)V) = C[|(z)3ll,,,
j=1

pEBE

Isso mostra que P € P (" E; F). Falta mostra que ||-||p,,,, define uma norma, mas

isso segue do caso multilinear tratado na Proposigao [2.16] O]

Antes de mostrarmos que os operadores e polinomios absolutamente somantes pos-
suem uma estrutura de ideal, vejamos um resultado de coincidéncia para polinomios

absolutamente somantes.

Teorema 2.21 ([33]). Sejam € N, entio P("l1;ls) = P_2_ 1 (", La).

m—+17

O objetivo agora é mostrar que a classe H(p; 9 dos operadores multilineares absolu-
tamente somantes munido da norma 7(,q)(-) é um ideal de Banach.

Para isso, faremos uso novamente do trabalho feito por G. Botelho e J. R. Campos
em [22]. O resultado de interesse para nosso objetivo, contido no trabalho citado
acima, caracteriza os ideais de operadores multilineares por meio de transformacoes
entre espacos de sequéncias. Para tanto, precisaremos de mais algumas defini¢oes do

ambiente abstrato do citado trabalho.

Definicao 2.14. Sejam m € N e X4,...,X,,,Y classes de sequéncias. Um operador

multilinear T' € L(Ey, ..., Eyn; F) é (Xq,. .., X, Y)-somante se as condigoes equivalen-
tes da Proposigao verificam-se para T, dentre elas, (T'(x}, ..., 27"))52, € Y(F) sem-

pre que (z¥)%, € Xi(Eg),k = 1,...,m. Denotamos T € Lx, . x,;v(E1,...,En; F) e

definimos

Tl = || -
ITx,, sy LIX1 (B, Xom (Em):Y (F))

Definicao 2.15. Dizemos que uma classe de sequéncias X é linearmente estdvel se

para quaisquer espagos de Banach F| F' e para qualquer T' € L(E; F') é verdade que

(T(x4));2, € X(F) sempre que (v;)52, € X(E)

e H’T“ L X(E) — X(F)H = 7).

Vejamos que as classes de sequéncias £,(+) e £;(+) sdo linearmente estaveis, para todo
1 < p < oo. De fato, vimos no comego desta segao que se T' € L(E; F) com E,F €
BAN, entao os operadores induzidos T* : £,(E) —s ,(F) e T" : C(E) — ) (F) sao

sempre lineares e continuos. Assim, para quaisquer (z;)32, € £,(E) e (y;)52, € £y (E),
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temos

[P (@], <irili@)z, o [T

I, @)

e, em ambos os casos, obtemos uma das desigualdades da norma.

Note que, dado T" € L(E; F) e sendo = € Bg, temos (z,0,0,...) € By, (g e portanto

= sup

7.,
P(E)Z (F)) ( )OOIEB[ (B)

‘T (z5)521) = sup H(T(xj);il)uzp(m

‘ZP(F) (5)321€Buy(B)
(2.9)
> sup [(T()3)|| > sup (IT()] = |7

Jj=1
(ilfj)?ileBep(E) z€Bg

Note também que se x € Bp, entao (z,0,0,...) € Byw () e seguindo de forma andloga

a (2.9)) temos

HT“’H > |7 (2.10)
B (E) (F)

Logo, de (2.8), (2.9) e (2.10) segue que £,(-) e £;/(-) s@o linearmente estaveis.
Sejam X7, ..., X, Y classes de sequéncias, dizemos que X;(K) - - - X,,,(K) = Y (K)
e ()\j1 A2, e Y(K) e

m

OG- Ay H D3l

sempre que (A\5)2, € Xp(K), k=1,...,m

O teorema que enunciamos agora é um dos principais resultados de [22].

Teorema 2.22 ([22], Theorem 3.6). Sejamm € N e Xy, ..., X,,, Y classes de sequéncias
linearmente estdveis tais que X1(K)--- X, (K) < Y (K). Entdo o par

(£xvns Loy

¢ um ideal de Banach de operadores m-lineares.

O préximo resultado mostra que a classe H(p, 9 dos operadores multilineares ab-
solutamente (p, ¢)-somantes munido da norma 7(,q)(-) ¢ um ideal de Banach. Antes
disso, vamos apresentar a conhecida desigualdade de Holder generalizada em espacos

¢,, cuja demonstragao pode ser encontrada em [23, Teorema 1.1.].

Proposigéo 2.23 (Desigualdade de Holder). Sejam 0 < p, g1, . .., gm < 0o satisfazendo

5 = q + -+ qu Se ()\.’;)?il € qu com k = 17 sy MM entao ()\; e )\;n);x;l S gp e, além
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disso,
1O - A3l < N9, - O,

s

Teorema 2.24. Sejam m € N el < ¢,p < oo com p > 9 Bntdo <H(p,q);7r(p;q)(-)> ¢
m b

um tdeal de Banach de operadores m-lineares.

Demonstragao. Ja mostramos que £,(-) e £2(-) sdo classes de sequéncias linearmente
estdveis, para qualquer 1 < p < oo. Basta mostra que ¢;’(K)- - (7'(K) =N (,(K) e
aplicar o Teorema Entao, uma vez que (7' (K) =/, e £,(K) = /,, a Desigualdade

de Holder garante o que nos faltava. O]

O proximo resultado mostra que a classe P, 4y dos polinomios homogeneos absoluta-

mente (p, ¢)-somantes munido da norma |[|-||, ~é um ideal de Banach de polinémios.
(p3q)

Entretanto, nao se faz necessario sua demonstragao uma vez que decorrera do caso

multilinear.

Teorema 2.25. Sejam m € N e 1 < g,p < co com p > —. Entao <77(p;q), ||-||7>(p'q>> é

um ideal e Banach de polinomios m-homogéneos.

Apresentaremos agora uma generalizagao (para o contexto multilinear) do conceito
de operadores absolutamente somantes, a saber, a nocao de operador multiplo somante.
Esse conceito foi introduzido no ano de 2003 por D. Pérez-Garcia em [24] e por M. C.

Matos em [25], de maneira independente.

Definigao 2.16. Sejam m € N, 1 < ¢ < p < o0 e FEy,...,E,,F € BAN. Um
F)éd

operador m-linear T' € L(E;,..., E ito ser maltiplo (p,q)-somante se existe
uma constante C' > 0 tal que

" p
( S (el )
1y km=1

paratodoneNetodox,(C?EEi,comlgkignelgigm.

: (2.11)

kll

Quando p < ¢ na defini¢ao acima, o inico operador m-linear multiplo (p, ¢)-somante
é o operador nulo (veja [23, Proposigao 2.17]).

O espago vetorial de todos os operadores multiplo (p, ¢)-somantes é denotado por
[17“4(Ey, ..., Ep; F). O infimo T (T), tomado sobre todas as possibilidades de

(p.9) (p,9)
constante C satisfazendo (2.11)), define uma norma completa em 17 N(Ey, ..., Ep; F)

(p.a)
(veja [23, Teorema 2. 20]) Além disso, quando E; = --- = E,, = E, escrevemos
Hgﬁl)t ("E;F) e quando ky = --- = k,, = k, recuperamos a definicao da classe dos

operadores m-lineares absolutamente (p, ¢)-somantes.
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2. O ideal dos Operadores Absolutamente Somantes

Por fim, ressaltamos que (H?;Zlf ,W&Zl)%)) ¢ um ideal de Banach. Entretanto, o
Teorema nao garante esse resultado, pois o ambiente abstrato criado em [22] nao
trata dos operadores multiplos somantes. Para maiores detalhes sobre essa classe de
operadores sugerimos os trabalhos [24], [25], [26] e [27].

Uma tltima observagao: Embora tenhamos, por uma razao de simplicidade e di-
datismo, dedicado muito do texto ao estudo de resultados relacionados a operadores
multilineares absolutamente somantes, no capitulo que segue o indice de somabilidade

¢ definido para operadores e polinomios multiplo somantes.

20



Capitulo 3

Um Indice de Somabilidade para

Pares de Espacos de Banach

O objetivo deste capitulo é introduzir um indice, uma espécie de “medida”, que
estime a qual distancia o espago L(E},. .., Eny; F) (respectivamente P("E; F')) esta de
coincidir com o espago H?;Zl)t (Er, ..., En; F) (respectivamente Py, o (" E; F)). Veremos
que sempre existem estimativas superiores finitas para esse indice e, em alguns casos,

apresentamos estimativas inferiores.

3.1 Preliminares

Comegamos esta se¢ao com algumas observagoes e conceitos importantes. O traba-
lho [28] é a principal referéncia para este capitulo.

Sejam E um espaco vetorial ¢ 0 < r < 1. Dizemos que uma fungao ||-|| : £ — R
é uma r-norma se satisfaz as duas primeiras condi¢oes na definicao de norma e além

disso satisfaz:
[+ ylI” < [lz" + llylI", para quaisquer z,y € E.
Neste caso, podemos considerar a métrica em F,
(z.y) € ExX E v lz—yl",

induzida pela r-norma e considerar F com a estrutura topoldgica de espago métrico
induzida por esta métrica. Assim, quando E for completo com respeito a esta métrica,
dizemos que (E, ||-]|) é um espago r-Banach.

Sendo um pouco mais sucinto, se todas as componentes, na definicao de ideal,

forem espagos de Banach relativamente a topologia induzida pela r-norma ||-|| ,,, entao
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3. Um Indice de Somabilidade para Pares de Espacos de Banach

dizemos que (M, ||-|| ;) é um ideal r-Banach.

Além disso, para 0 < p < oo e I/ um espago de Banach, os espagos £,(E) e £} (E)
sdo p-Banach se 0 < p < 1 (resp. Banach se p > 1). Mencionamos o fato de que
a teoria dos operadores multiplos (p, ¢)-somantes, bem como a teoria dos polindomios
homogéneos (p, ¢)-somante, foi desenvolvida com 1 < ¢, p < oco. Mas a partir de agora,
quando necessario, consideraremos ¢q,p > 0 e toda teoria criada até aqui se mantém.
As possiveis excecoes serao apresentadas explicitamente.

J& vimos que T' € H(p q)(E; F) se existe uma constante C' > 0 tal que

(Z !IT(xk)ll’”)p < C sup (Zwmq) N (3.)

LPEBE/ k=1

para todon € Ne xy,...,z, € E. Além disso, 7, ,(T) denota o infimo das constantes
C' > 0 que satisfaz a desigualdade ((3.1)).

Quando consideramos apenas sequéncias (xx);_; com n € N fixado, o infimo sobre
todas as constantes C' > 0 satisfazendo serd denotado por mﬁﬁ} (T) (ou 7@(;”) (T)
quando p = ¢q). Naturalmente, Wéflq)(T) < mpq(T'). Nos trabalhos [29] e [30] os autores

investigam estimativas do tipo
Tpq(T) < MW;SZ) (1),

onde M é uma constante positiva. Essa estimativa mostra que a norma de um operador
(p, q)-somante pode ser as vezes bem aproximada usando apenas “poucos” vetores na
defini¢ao de norma (p, ¢)-somante. Apresentaremos agora duas estimativas nessa linha

de raciocinio que serao muito importantes mais adiante.

Teorema 3.1 ([29], Proposition 2.). Eziste uma constante universal M tal que se
T:E — F (EF espagos de Banach) é um operador linear de posto finito (digamos
posto(T')=n) e ¢ > 2, entdo

Taa(T) < Maly(T).

q,

Teorema 3.2 ([31], Corollary 2). Seja idx, a identidade no espago n-dimensional X, .
Para q > 2, temos
(26)_171% < mo(idx,).

Vimos também, no capitulo anterior, que T' € Hg;l;l; (E1, ..., Ep; F) se existe uma

constante C' > 0 tal que

@\"
<xki )k:l

( i HT<37'(<:11)""’37’($> p>p§0ﬁ' (3.2)
1 i=1

15:-sRm=—

Y
w,q
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3. Um Indice de Somabilidade para Pares de Espacos de Banach

para todo n € N e todos xg) e FE,coml<k <nel<i<m. Também vimos que

P € Py ("E; F) se existe uma constante C' > 0 tal que

(Z HP(ka)Hp) <c I(k)iz g - (3:3)

paratodon e Nexzp, € Ecomk=1,...,n.

Nao ¢ dificil perceber que quando a expressao ou a expressao nao é
valida, significa que uma tal constante C' nao existe. Dai surge a seguinte pergunta:
serd que se fixarmos n € N existird uma constante C,, que depende de n satisfazendo
(3.2) ou , variando-se arbitrariamente apenas os vetores? Observe que se T €

L(Ey, ..., Ey; F) nao é miltiplo (p, ¢)-somante, entao poderia acontecer que variando
0s vetores x,(:l), o ,x,(:nri) com 1 <k; <nel<i<m,a constante C,, poderia ir para

infinito.

Iremos mostrar que tal constante C), existe e é finita, podendo ser escrita da forma
C, = C1n®, onde s > 0 e depende apenas de m,p,q. Assim, poderemos observar que
o numero s desempenha o papel de um tipo de indice de (ndo) somabilidade: quando
s = 0, o operador é miiltiplo (p, ¢)-somante, quando s nao pode ser zero, o operador
nao sera multiplo (p,¢)-somante e o valor “6timo” de s # 0 podera ser identificado
naturalmente como um indice de nao somabilidade do operador. Neste caso, quanto
maior for s poderemos dizer que o operador estard mais distante de ser multiplo (p, q)-

somante.

3.2 O Indice de Somabilidade

Vamos adotar uma abordagem um pouco diferente. Em vez de definir o indice de
somabilidade s para um unico operador, como acabamos de descrever acima, vamos

definir o indice de somabilidade para o par de espacos de Banach (E; X -+ X E,,; F).
Definigao 3.1. O m-indice multilinear de (p, q)-somabilidade de um par de espagos de

Banach (Ey X -+ x E,,, F') é definido como

n&;?“”(El, ooy By F) =1inf s, 4,

onde S, ,, > 0 satisfaz: Para cada T' € L(E, ..., E,; F), existe uma constante C' > 0

(ndo dependente de n) tal que

p % s
) <erndl
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3. Um Indice de Somabilidade para Pares de Espacos de Banach

para todo inteiro positivo n e todos os vetores ZL‘E;) eF,coml<k<nel<i<m.

Quando Fy = --- = E,, = F, escrevemos n(mp;)m”lt(E; F).

Observemos agora que com a abordagem da definicao, o m-indice multilinear de
(p, q)-somabilidade introduz uma espécie de “medida”, que mede a qual distancia o
espago L(EY, . .., Eny; F) esta de coincidir com o espago Hgf;l)t(El, .oy By F). Quando

Smpq = 0 temos que L(Ey,...,En; F) = [17(Ey, ..., Epn; F). De forma similar,

(p.9)
podemos definir o indice de somabilidade no contexto polinomial.

Defini¢ao 3.2. O m-indice polinomial de (p, q)-somabilidade de um par de espagos de
Banach (F, F') é definido como

ng;f"l(E, F) =1inf s, 4

onde sy, ,, > 0 satisfazendo o seguinte: Para cada P € P(™E; F'), existe uma constante

C' > 0 (n@o dependendo do n) tal que

(Z ||P<xj>||p> "< ol

para todo inteiro positivo n e todos os vetores z; € E/, com 1 < j < n.
It
Quando m = 1, temos Hmu (1E’ F) = P(p,q)(lE; F) = H(p,q) (E, F) e neste caso escre-

(p:a)
veremos simplesmente 7, ¢)(E; F).

O m-indice polinomial de (p, ¢)-somabilidade introduz uma espécie de “medida”,
que mede a qual distancia o espaco P(™ E; F') estd de coincidir com o espaco P, o) (" E; F).
Quando sy, ,4 = 0 temos que P("E; F) = P o ("E; F).

3.2.1 Estimativas Superiores

Vamos agora verificar que o indice de somabilidade é sempre finito. Antes disso,
vejamos alguns fatos e resultados necessarios a este fim.
O proximo resultado mostra qual é a norma 2-somante do operador identidade idg

quando F tem dimensao finita.

Teorema 3.3 ([30], Proposition 9.11). Se E € um espaco de Banach e dimE = n,
entdo m(idg) = /n.

Veremos agora um corolario do teorema acima que serda muito usado durante esta
secao. Além disso, note que nesse corolario extrapolamos a nocao de operadores abso-

lutamente p-somantes para p > 0.
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3. Um Indice de Somabilidade para Pares de Espacos de Banach

Corolario 3.4. Seja 0 < p < co. Se E é um espaco de Banach e dimFE = n, entao
Wén)(ZdE) < nmax{%,%

Demonstragao. Dividimos a demonstracao em dois casos. Para 0 < p < 2, existe

r > 0 tal que ]lj = % + % Assim, dados z1,...,z, € F e aplicando a Desigualdade de
Holder, o Teorema 3.3 e o fato de que £} (E) < (¥ (E) implicam em

(Z de(xj)up) < (Z HidE(xj)\F) ~ (Z ur) r

<y (idp) [| ()], 7 < 02T

(wj)?zl Hw,p

Portanto,
7 (idg) < 7.

Para o caso p > 2, aplicamos o Teorema de Inclusao e novamente o Teorema

para obtermos

(ST

(sz) < 7T2 (sz) < my(idg) = n2.

Note que, se X é um subespago de um espaco normado n-dimensional E, entao
7 (idy) < (dimx)™> s} < pratsosh,

Observacgao 3.1. Se X ¢ um subespaco de dimensao finita do espago de Banach E
e0 < q<p< oo, entdo idy é absolutamente (p,q)-somante e dai, para qualquer

x1,...,T, € X, temos que

(Z\|¢dx<xk>||p> < n(idx) sup (Zw o) )
k=1 _

’l/JEBX/

Pelo Teorema de Hahn-Banach, para cada 1) € X’ existe uma extensdo 1) € E’ tal que

[l = ||| . Assim,

<leidx($k)llp) < g (idx) Sup< \@E(l’k)lq>
k=1 k
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3. Um Indice de Somabilidade para Pares de Espacos de Banach

= 7 (i) | @) -

O proximo resultado mostra que o m-indice multilinear de (p, ¢)-somabilidade do
par (Ey,..., E,; F) é finito, para o caso em que ¢ = p, independentemente da escolha

dos espacos de Banach Ey,...  E,, e F.

Proposicao 3.5. Seja 0 <p < oo e Fy,..., E,, I espacos de Banach. Entao

T B F) < ™ para 0 < p <%
p
m—mu m
Mgy (B, By F) < o barap>2.

Demonstracao. Sejam T € L(Ey,..., E,; F), 371(:3 € E;e X; := span {:cgl), o ,91;5{’)} C
E;comk;,=1,....nei=1,...,m. Entao, pela continuidade de T, temos

<k1, > |7 (o)) P) <|I7]l (Z |2 ) <Z Hl’km
(55 b GO

i=1

Uma vez que X; tem dimensao finita, pela Observacao segue que idy, é absoluta-

mente p-somante e que

(5 o ()]

para cada ¢ = 1, ..., m. Consequentemente, obtemos

(55 et} < (s
k1, km=1

Desta desigualdade, pelo Corolério [3.4], temos os casos:

)p<7i'n(2dx)

<$l(€l’)) k=1

1) Se 0 < p <2, entao

1
n 1 P P 1 m m
(35 o)) <m) T
k17"'7k77L:1 i=1

e, dessa forma, 772” g”“ (B, B F) < =
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2) Se p > 2, entao

( Z HT <£L’l(€11), . ,x,(;nn))
kiyeskim=1

e, dessa forma, n&;ﬁ"“lt(Eh ooy B F) <

D=

p m m
) < |7ln% []

=1

().~

w,p

O

w3

O préximo resultado mostra que a estimativa anterior nao pode ser melhorada sem

perder a sua generalidade.
Coroldrio 3.6. 7™ (ly; o) = ™

(2,2) 2"

Demonstragao. Sejat um niimero real positivo, onde para cada T' € L("ls; cy) existe

uma constante C' > 0 tal que

(5 It f) <

para todo inteiro positivo n e todo 375«:? clhecoml<k<nel<i<m.

=1 w,2

Agora, seja T € L(™/s; ¢y) definido por

T(x“),...,x(m)):((mﬁf--x;?j)), ' ,o,o,o,...).

J1yeendm=1

Note que ||T|| =1 e que

( Z ||T(€j17"‘76jm)||2> —n7. (3'5)

Alv---7jm:1

Além disso, sabemos pela Proposicao que (f2)" é isomorfo isometricamente a /5 e

assim temos que

[SIE
[NIE

[

= s (Slee)l] = suw |b-ﬁ> “1 (30
w2 EByy <]Z1 > (b3)57=1€Be (]Zl

para cada i = 1,...,m. Como t nao depende de T', C e n, de ({3.4)), (3.5)) e (3.6) temos

que

m
n 2

< Cn! = n?27t < C, para cadan € N.

Entao 5§ < t e assim 7}?53;”"”(62; co) > §. A desigualdade inversa ¢é garantida pela

proposicao anterior. L]
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Note que se ¢ < p, entao n&;ﬁ"“lt(El, o B F) < ng;;"“”(El, ooy By F), pois
nesse caso £;'(-) =N €y(-) e para qualquer T' € L(Ey,. .., E,; F') existe uma constante

C > 0 tal que

( HT (x,(fl),...,x,(c?)
k17 7k7m—

1
p m— mult .
) < Onoa) " (BresBusF)

w?p
< Onliowy " BB (xS))" :
B k=1
para todo inteiro positivo n e :)3,(;) cF,coml<k<nel<i<m.
Assim, quando ¢ < p temos que 772" ;”“”(El, o By F) < %, paraocaso 0 < p <2

e temos nzn )m“”(El, o, Eny F) <73, para o caso p > 2.

Podemos nos perguntar se conseguimos obter uma melhor estimativa para o m-
indice multilinear de (p, ¢)-somabilidade, em certos casos. Veremos na préxima pro-
posicao que isso de fato é possivel, mas antes apresentamos uma observacao importante,

no qual sua demonstragao pode ser encontrada em [32], pag. 269.

Observacao 3.2. Sejam E e I espacos de Banach. Suponha que 1 < ¢ <p; < py e
~ 1-P1 Pl
que T €[], ,(E; F). Entao mp, ¢(T) < ||T||" 72 (mp, (1)) 7=

Proposicao 3.7. Sejam 1 <g<p<ooe Fy,...,E,, F espacos de Banach. Entao

’ p
m—mult . mq
77(1“1) (El"'WEm:F)S%paranZ_

Demonstragao. Sejam T € L(Fy,...,Ey,; F), x,(;) € E;e X; = span {xﬁ’), . ,xﬁf)} C

E;,comk;=1,....nei=1,...,m. Note que
1 1
o e[ ~ .o\
> el )] i 3 Z |
Etyeohom= ki=1

Uma vez que X; tem dimensao finita segue que idx, € absolutamente g-somante, para

cada i = 1,...,m. Pela Observacao temos que

miGidy,) < m{" (idx,)7. (3.7)
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3. Um Indice de Somabilidade para Pares de Espacos de Banach

Assim, para cada ¢ = 1,...,m, obtemos
1
n i P Observagad3.g] ")/ i -7 ")/ q Dn
<Z (% ) < ) @D A ||
ki=1 w,q w,q
e para g > 2, pelo Corolério temos
1
= .@]”\ |l @yn 2l @yn
Z ka < (n?) (@, )k171H =n2 ||(z, )kile
k=1 o 4
Logo,
- (1) m\ | : T [0
Sl et = 1S T @D
k1,....km=1 i=1 w,q
e assim 772” )m“lt(El, oy B F) < %1. Analogamente, quando 1 < g < 2 concluimos
que
- (1) m)\||” : = T |l
5 () e £ |
k1,....km=1 i=1 w,q
e ng;q;wlf(El, o By F) < O

Sabemos que quando p < ¢ o tnico operador miltiplo (p, ¢)-somante é o operador
nulo e por isso, até agora, consideramos p > ¢. Entretanto, curiosamente, em nosso
contexto faz sentido extrapolar a definicao e considerar o caso em que p < ¢, pois os
espagos L(F1, ..., B, F)e Hm m“lt(El, ..., By F') nao coincidem e assim faz sentido
calcular o indice de somabilidade para o par (Ey X -+ X E,, F).

O préximo resultado mostra entao que, mesmo neste caso, o m-indice multilinear
de (p, q)-somabilidade do par (Fy,..., E,; F') é finito.

Proposicao 3.8. Sejam 0 <p<g<ooe Ey,...,E,, F espacos de Banach. Entao,

memult(f o B F) < — para 0 < g < 2;

Np,q)

SAE

(qp —2p +2q)m
2qp

memult(py o B F) <

Npa) para q > 2.

Demonstragao. Sejam T € L(Ey, ..., E,; F), x,(;) € FE;e X, = span {xi”), o ,xﬁf)} C

E;,,comk;,=1,....net=1,...,m. Note que
1
m AN . nlP
(S i)Y < () (S el
Kty kim=1 k=1
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+ - temos
q—p

)nqp

Para cada ¢ = 1, ..., m, pela Desigualdade de Holder com - =

)=

=
Q=

Q*P

)(z) (B

n .
(3]
ki=1

1
n . q\? Obsm A\ T _
(b G)) o a8,
= ki=11] 4
Pelo Corolério [3.4] para ¢ > 2, temos
1
< HT (x(n x(m)> p)P < ||T||H< 3 < > n";f)
k1 km Jey=1
k'17 ,km— w,q
(ap—2p+2q)m
= 7)o" ( .
— w’q
e, para 0 < ¢ < 2, obtemos
1
- 0 o\ |IP)” S W | e =
> e ) ) < i (o0 (=), | o
k1yeeskm=1 ki= w,q
=7 IT | (=),
i=1 T llwyg
Como queriamos demonstrar. O

E claro que o m-indice polinomial de (p, ¢)-somabilidade pode ser estimado usando
as estimativas para o m-indice multilinear de (p, ¢)-somabilidade. No préximo resultado

apresentamos estimativas mais precisas que estas.

Proposigao 3.9. Sejam E, I espagos de Banach, m € N, ¢ >0 e p < L. Entao

1
Ny (B F) < — para 0 < g <2
’ p

1 mlg—2)
o) (B F) < p—i— o barad

Demonstracao. Sejam P € P("E; F), xy,...,x, € E e X = span{xy,... xn} C E,
temos

onde n € N. Pela Desigualdade de Holder com os indices conjugados -Z s € T

(Z HP(xk)Hp)p <7l (Z Hﬂkam”>p
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3=

<P (Z(kal\m)mp> (qump)
k=1 k=1

=Pl (Z kaHq> nw =|P| (Z i (xk)y|Q> n'w
k=1 k=1

qg—mp

Obs 3] . m n m
NP () )™ N oni 1, "

Assim, pelo Corolario [3.4] para 0 < ¢ < 2, temos

1
n p
m g—mp 1
(Z IIP(ka)Hp> <|Plnan=a |[(zn)iz g = 12177 [[(@)i=i .,
k=1

e, dessa forma, nm_pOZ(E; F) <

) . Para ¢ > 2, obtemos

1
p

g—mp mpq+2g—2pm

1
n P
<ZHP(%)HP> <|Plnzno |[(zn)izlly, = 1P 2 ()il
k=1

m—pol(E’ F) S mpqg+2q—2pm __ 1
(p,9) 2pq P

e assim 7

3.2.2 Estimativas Inferiores

Apresentamos agora estimativas inferiores, em alguns casos, para o indice de soma-

bilidade polinomial. Vejamos primeiro um lema técnico.

Lema 3.10. Seja E um espago de Banach onde dimE =n. Se 1 < d < s < 2, onde

s = 2 e d = 1 nao ocorrem simultaneamente, entao existe uma constante K > 0 tal

que
n < Wiz) (idg).
Demonstracao. Note que
2sd 9 1 1 1 1
— s} —_— - = = —

Assim, pelo Teorema de Inclusao, temos

T (idg) < 7% (idg)

2d+s(d—2)’
e o Teorema |3.1| garante que existe uma constante C' > 0 tal que

1 : n :
— T 2. 2<ZdE)§7T()25d ,(idp).

O (=2 T rt

61



3. Um Indice de Somabilidade para Pares de Espacos de Banach

Pelo Teorema [3.2] temos que

1

1 o msd .
(26) n 2d+s(d—2) S 7T2d+28?372) ’2(7/dE), (38)
para #&_2) > 2 e, quando #(3_2) = 2 aplicando o Teorema e pelo fato de que

(2¢)~! < 1, nao dificil ver que a desigualdade (3.8]) também é valida. Logo,

2d+s(d—2)

En~wr < 1)(idg),

1

_ (29~
onde K = R O

Teorema 3.11. Sejam E F espacos de Banach de dimensao infinita e r = cot(F') < oo.

rq
(a) Paral <g<2e0<p< g temos

m m—pol
5 S g (B E).

(P,

(b) Paral<g<2e #‘iq <p< m?“:Z’ temos

mp—|—2_mr+q <

m—pol

2p rq
desde que g =1 e p = m?‘iZ nao ocorram simultaneamente.
(c) Para2<g<ooel<p< mzer’ temos
m m—pol .
9 < Mpgy (B3 F)

(d) Para2<g< o e mz’_ﬁ <p<r, temos

r—p m—pol .

n T
Demonstracao. Sejamn € N, z1,...,z,em Eeay,...,a, escalares tais que ) |a;|? =
Jj=1
1. Como F' é um espaco de Banach de dimensao infinita, o Teorema [1.24] nos diz que

cot(F) =sup{2 < s < oo : F fatora finitamente a inclusao formal £, — (.}

e vimos no primeiro capitulo que esse supremo ¢ atingido. Assim F' fatora finitamente
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l, — l e portanto existem C7,Cy > 0e yq,...,y, € F de modo que

Ch ||(aj)?=1Hoo <

< Oy (Z |ajyr> Ny (3.9)

j=1

n
E :ajyj
j=1

: / / : / — .
Pelo Teorema de Hahn-Banach, existem 1, ..., 7, € Bp tais que 2(z;) = [|7;] , para

cada 7 =1,...,n. Defina

P E— F, Py(x) =) |a;|va(z)"y;.

j=1

E claro que P, estd bem definido e note que P, é um polinomio m-homogéneo associado

ao operador m-linear T' : E™ — F' definido por
& 1
j=1

Além disso, P, é continuo, pois para qualquer z € F,

n i . B9) n i mr r
1Pa(@)ll = (D lasl» (@) y;|| < Co <Z |a |y 2)(z) ‘)
j=1 j=1
1
=G (Z |ajlp) [z]|™ = Ca [z]|™,
j=1
e assim
1P| < Co. (3.10)
Note que, para cada k= 1,...,n, temos
a 1 . 1 S\
1Pa(i)ll = || laglpaly(ze)™y; | = <|@j\”$§($k) )j:l (3.11)
j=1 [e%¢)
1 m 1 m
> Chlag|rz(z)™ = Chlag|? [lzp]|™ -
Consequentemente,
1 1
n ) n IND P
>l lasl ) = (X (sl asl?)
j=1 j=1
1 1
1 [ )T EID 1 [ ’
= — Cx-maf) < — P,(z)|P ] .
G <j:1< s ™ ) <& (ZH <J>H>
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Supondo que existam ¢t > 0 e D > 0 tais que

3 =

(Z HPn(l’j)Hp> < D' || Pull || ()1 I, »
j=1

temos

noo D "
(Z [EA |@j|) <G 1Pall (| )5 [, - (3.12)
j=1

n r
Note que estd tltima desigualdade é valida para p < r e ) |a;|? = 1. Pelo Teorema
=1

/
1.10} temos que (ﬁ (£>) ¢é isomorfo isometricamente a é(l) e dai
p P

1

<§:H%WW@Y>(”*=HUMmm5$J

Hahn-Banach mp\n
B sup o (™)

(VE)* ‘PGB“(E)*)/
p
n
= sup ) ayfz)™
(aJ)jzleBg(%) j:l
n n
= SUP{ > g llagl™] Y laglr = }
j=1 j=1

n n
< sup {Z Jag| fla; ™) Jag|r = 1}

j=1 j=1
B2 /D . m \' 0 /DC, |, m '
< (gpdn lepalz,) = (e,
e assim, denotando () = DC0127 obtemos

(ZWWMWyH§MWW%Kﬂﬂ
j=1

Elevando ambos os membros da desigualdade acima a mip temos

(}jw@wwﬂf)m“” < Qo [[@)iall,,, (3.13)

Note que (3.13) é valido para qualquer xy, ..., x,. Assim, para qualquer subespaco X
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de F, com dimX = n, temos

(Z ”Z’dx<xj>ump<;>*) BRI

= ()1 HW] ) (3.14)

para todos x1,...,x, € X.

(a)

™\ mpr
mp|—) = <q
p r—>p

e assim, €mp(£)*(-) = ?,(+). Logo,

P

1
(Z HidX(l'j)Hq> < nwQn [)5= ..
j=1

e dessa forma, 7rq (@d x) < anm. Como g < 2, pelo Teorema de Inclusao obtemos

7 (idx) < nm Q. (3.15)

O Teorema [3.1] assegura que existe uma constante C' > 0 tal que

mlidy) < Cxi" (idy).

Pelo Teorema [3.3) e por (3.17) e (3.16) obtemos

(3.16)

1 1 1
Eni <nmQm = ni_i < CQ@m, para cada n € N.

Entao ¢ > % e portanto,

+q_p_m3’;2emp<£> :mprtemosl<q<mp<> < 2.

(n)

(b) Uma vez que —

Dessa forma,

. (idx) < nmQm. .
me(i) ’q(de) <nmQ@ (3.17)
Além disso, pelo Lema [3.10] existe uma constante K > 0 tal que
2g+mp %)* —-2)
Kn < me(;)*,q(ldx)' (3.18)
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De (3.17) e (3.18) segue que

Assim,

‘o 2q—|—mp<§> (@=2)  mpy2 _mr+gq

mo 2mp (5) q 2mp e
e concluimos que

P> mp+2 mr+gq
2p rq
m—pol [ 1. mp+2 _ mr+q

Portanto, n(p,q) (Ea F) > 2p rq

(¢) Uma vez que ¢ > 2, segue de (3.14]) e de ¢¥(+) < €r(¢) que

(Z ||z'dx<xj>||mp<£>*> " <k el

*
para quaisquer x1,...,z, € X. Como mz’jﬂ > p temos que mp <§> < 2, e assim

1
. t o1 n
(Z szxm)\f) < nn Q)i
=1
Logo, 71'5”)<Z'dx> < nwQm. Do Teorema existe C' > 0 tal que
mlidy) < O™ (idx).

Pelo Teorema [3.3] temos
1

1 . Lo
ot = EWQ(de) <nm@m

[SIE

e concluimos que ¢ > %, ou seja, ng;fOl(E; F)> 2.

(d) Uma vez que ¢ > 2, como no item (c), segue que

s |

(Z ||idx($j)||mp(;)*> m(5)

< pmQw [ (@3)5=1 ],
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para quaisquer zy,...,x, € X. Como

mr+2 < p, temos que mp < ) > 2. Logo,

O lide) < nb O
me(g)*z(ldx)_n Q

e, portanto, segue do Teorema que
. (7 (n) .
7Trnp(g) ,2(ZdX) < Cﬂ-mp(r)*a(ZdX)‘

Pelo Teorema [3.2], temos que

(2@)’1nmp(§)* < me(z)*72<idX) =

P

e concluimos que t > £, ou seja, 1, ~ B F) > T O

No teorema anterior, existe um tipo de continuidade. Note que quando p = —2Z

mr—+q’
do item (a) temos
o< yrvd(py F)
5 ="lpq 1)
Por outro lado, considerando p = #‘iq do item (b) segue que
mp+2 mr4+q m Do
2p rq 2 '
Agora, quando p = +2, do item (c) temos
% < (B F). (3.19)
Dado € > 0 e tomando p. = 2 + ¢, do item (d) segue que
L7 De o ymrol(p. ), (3.20)

Per (pe,q)

Novamente, existe um tipo de continuidade entre as estimativas (3.19)) e (3.20)), pois

fazendo € — 0 obtemos

O mesmo ocorre quando ¢ = 2.

O Teorema |3.11| garante, em alguns casos, estimativas inferiores para o m-indice
polinomial 772” qf OZ(E F). Por outro lado, na se¢do anterior vimos que sempre existe
estimativas superiores para Ny, qf OZ(E F). Assim, obtemos melhores estimativas nos ca-

s0s em que conseguimos estimativas superiores e inferiores simultaneamente. Vejamos
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um exemplo.

Exemplo 3.1. Considerando ¢ =1, m =2, p = % e r = 2, pelo Teorema m (item
(a)) e pela Proposicao , temos que

1< n:ﬁOl(E F) <3.

Mostraremos agora que em alguns casos o indice 6timo de somabilidade é calculado.

+1

1
p 2 -

Corolario 3.12. Se <p< entao 77 (41, ly) =

2m+1 +1’

Demonstragao. Como ¢, é um espago de Hilbert, a Proposicao [1.23| garante que
cot(fy) = 2. Assim, considerando 7 = 2 e ¢ = 1 no Teorema [3.11] (item (b)), temos

1 m+1

m pol(€17£2) 5

Nip,1)

’tS I

Do Teorema [2.21] sabemos que qualquer polinémio m-homogéneo continuo de ¢; em /s

é absolutamente (-2 w1y 1)-somante. Como p < =5, tome w > 0 tal que

TEsE

1 1 1

3
o W

Dado P € P(™l;{s), pela Desigualdade de Holder e como P é ( +1,1)—somante,

temos

m+1
2

,_LH
(ZHP% Hp) <nw (ZHPfck |> < Dnr "5 ()i ™

Portanto, 7; 1p01(€1,€2) < % — .

Corolario 3.13. Seja K um espaco de Hausdorff compacto e F' um espaco de Banach

de dimensao infinita, com cot(F) =r. Se =5 +2 < p < r, entao

r

S| =

Np2) (C(K); F) =

D=

Demonstragao. Pelo Teorema [3.11] (item (d)), se ¢ = 2 e cot(F) = r, entdo

Np2) (C(K); F) >

’EIH
ﬁlr—t

Do Teorema [2.18 sabemos que todo operador linear continuo de C(K) em F, com
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cot(F') = r, é absolutamente (r,2)-somante. Como p < r, tome w > 0 tal que

1 1 1
=4
P r w

Dado T € L(C(K); F), pela Desigualdade de Holder e como T' é (r, 2)-somante, temos

1 1
n P 1 n . ™ 11 .
(Z HT(wk)Hp> s nv (ZHT(%)H ) < Dnv=r [|(2r)izi e -
k=1 k=1

Portanto, 1,2 (C(K); F) < 1 — L -

Finalizamos nosso trabalho com um resultado que complementa o Teorema [3.11],

agora considerando o caso em que F' = R. Entretanto, nao demonstraremos esse

resultado, pois sua demonstracao segue um caminho similar a da demonstracao do
Teorema [3.111

Teorema 3.14 ([28], Theorem 4.1). Sejam m um nimero inteiro positivo e E um

espaco de Banach real de dimensdo infinita.

(a) Sel1<g<2e0<p< ,entdo

(b) Sel<q<2em+q§pgj, entao
mp+2_m+q§ m_pol(E;R)
2p q (pa)
(c) Se2<g<0el<p< = +2, entao
% < (B R).
(d) Se2<g<ooe =5 <p<l, entio

1_p m—po
L ER)
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