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Resumo

Investigamos o papel desempenhado por nuvem de cordas e quintesséncia nas
solucbes das equacdes de Einstein. Neste contexto, obtivemos a solucdo estatica e esferica-
mente simétrica que corresponde a um buraco negro estatico com uma nuvem de cordas
e quintessincia como fontes, além da massa do buraco negro (espaco-tempo de Letelier
com quintesséncia). Usando a solucio estatica, aplicamos o método de complexificacio
das coordenadas para construir, a partir desta, a correspondente solucdo para um buraco
negro com rotagao, com nuvem de cordas e quintesséncia (espago-tempo de Letelier com

rotacdo e quintesséncia).

Palavras-chave: Buraco negro; nuvem de cordas; quintesséncia.



Abstract

We investigate the hole played by a cloud of strings and quintessense on the soluti-
ons of the Einstein’s equations. In the context, the static spherically symetric solution that
correspond to a black hole with a cloud of strings and quintessense (Letelicr spacetime with
quintessense) was obtained. Using this static solution we applied a method of coordinate
complexification to construct the rotating black hole solution with a cloud of strings and

quintessense (rotating Letelier spacetime with quintessense).

Keywords: Black hole; cloud of strings; quintessense.
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1 Introducido geral

Em 1916, Schwarzschild publicou uma solugdio das equagdes de Einstein que
corresponde ao campo gravitacional, gerado por uma distribuicdo esfericamente simétrica
de massa, eletricamente neutra e sem rotagio [1], que atualmente é conhecida como buraco
negro de Schwarzschild, apés a constatacao de que o objeto descrito corresponde a um
buraco negro [[2], [3]]. Esta solucfio é uma das mais importantes da teoria da relatividade
geral (TRG), em virtude de sua aplicagio para descrever o sistema, solar, que permite
obter confirmagdo muito precisa da TRG.

A primeira generalizacio da solucao de Schwarzschild, no sentido de que a carga nao
¢ nula, ¢ chamada de solucéio de Reissner-Nordstrén [[4], [5]]. Ela ¢ estética e esfericamente
simétrica, mas possui um campo elétrico associado a uma carga localizada no centro da
distribuicdo de massa. Do ponto de vista tedrico esta solugdo é bastante interessante,
porém, ela ndo se aplica para descrever estrelas, por exemplo, pela simples razio de que
as estrelas néo sdo carregadas eletricamente.

Em 1963, Kerr encontrou uma generalizacio da solucao de Schwarzschild, no
sentido de incluir rotagio [6]. Esta solucdo corresponde ao campo gravitacional na regifio
exterior a uma distribuicéo esfericamente simétrica de massa, com rotacdo. Ela é, portanto,
estaciondria ao invés de estdtica, e axialmente simétrica em vez de esfericamente simétrica.
Tendo em vista que a maioria dos objetos astrofisicos possuem rotacao, a solugio de Kerr
¢ bastante aplicada no contexto da astrofisica. A generalizacao da solucdo de Kerr, de
modo a considerar o buraco negro com carga elétrica, foi obtida como solu¢do das equacoes
de Einstein- Maxwell por Newman e colaboradores [7]. A solugdo obtida corresponde &
geometria de Kerr-Newman que descreve os campos gravitacional e eletromagnético na

regiao exterior a um buraco negro estacionério eletricamente carregado.

A partir dos anos setenta do século passado, foram feitos varios estudos tedricos
sobre buracos negros, com demonstra¢do de varios teoremos [8], a analise dos modos
proprios de vibragdo destes objetos [[9] - [11]] e de aspectos da dindmica relativistica,
de dois corpos [[12], [13]]. Esses avancos tedricos & respeito da fisica de buracos negros
foram motivados, em parte pelas descobertas dos quasares em 1963, pulsares em 1968
e fontes compactas de raio-X em 1962. Considerando esses avangos, juntamente com os
que ocorreram com o0s célculos numéricos na TRG [[14] - [16]], foi possivel modelar um
processo correspondente a colisdo de dois buracos negros e estimar a ordem de grandeza
do sinal associado a uma onda gravitacional prevista na TRG [[17], [18]], que foi detectada
recentemente [19].

Os buracos negros sao os mais fascinantes objetos obtidos como solucao das equacgoes
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de Einstein. Eles podem influenciar a dinimica de galdxias e liberar grandes quantidades
de energia via um processo de colisio de dois buracos negros, sendo assim uma fonte de
ondas gravitacionais, que poderfio nos ensinar muito acerca, da fisica desses objetos, bem
como diferentes aspectos da fisica fundamental e da cosmologia do universo primitivo.

A observagio da colisdio de dois buracos negros, que se fundem em um sé, ocorrida h4,
cerca de 13 bilhdes de anos e observada recentemente, via a detecgdo de ondas gravitacionais
[19], traz a possibilidade de compreendermos a fisica destas estruturas astrofisicas.

Cordas césmicas sio defeitos topolégicos unidimensionais previstos em algumas
teorias de campo. Estes defeitos devem ter surgidos como resultado de um processo de
quebra espontinea de simetria devido a transicGes de fase ocorridas no universo primitivo
[[20], [21]]. As cordas podem formar lagos “loop” ou linhas infinitamente longas, e sdo
caracterizadas por um tnico pardmetro que é dado pela massa por unidade de comprimento.
No caso da linha infinita, que corresponde a uma corda de N ambu-Goto, a geometria do
espago-tempo exterior a corda é conica, o que significa dizer que é equivalente ao espago-
tempo de Minkowshi com a retirada de um setor, que é proporcional a sua densidade
linear de massa. Neste caso, diz-se que o espago-tempo ¢ localmente plano, porém, nio é
plano do ponto de vista global.

Esses defeitos foram muito estudados nos anos oitenta e noventa do século passado,
pois, pareciam oferecer um mecanismo que pudesse gerar as perturbagoes de densidade que
explicariam a formagéo de estruturas em larga escala, tais como galdxias e aglomerados.
Mais recentemente, no inicio dos anos 2000 os dados sobre a anisotropia da radiacio
cosmica de fundo excluiram a possibilidade de que esses defeitos secjam responsiveis pela
formagdo de estruturas. Mais recentemente, as cordas despertaram, novamente, o interesse,
em virtude da possibilidade de terem um papel importante, mesmo sendo secundério, no
processo de formagdo de estruturas, num cendrio em que a inflagio é considerada [22].

O estudo de cordas cosmicas (cordas de Nambu-Goto) no contexto da TRG foi
iniciado por Letelier [23] e Stachel [24]. Letelier obteve as solucdes das equagoes de
Einstein cuja fonte consistia numa nuvem de cordas [23], com diferentes simetrias, a saber,
plana, cilindrica e esférica. Neste tiltimo caso, a soluco corresponde ao buraco negro de
Schwarzschild com o horizonte modificado pelo pardmetro que estd associado 3 presenca,
da nuvem, o que significa dizer que a presenca da nuvem de cordas modifica a estrutura

do horizonte do buraco negro em comparacio com o de Schwarzschild.

O trabalho de Letelier sobre nuvem de cordas [23] foi generalizado de modo a
considerar a pressio produzida pelas cordas [25], o que significa dizer que, agora, trata-se
de um fluido de cordas. Neste caso, foi obtida a solucdo das equacdes de Einstein com

simetria esférica.

Desde o trabalho pioneiro de Letelier [23] até os dias de hoje, foram analisados
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vérios sistemas contendo nuvens de cordas, tanto no contexto da gravitacao [[26] - [28]]
como que em modelos cosmoldgicos [[29] - [32]].

As observagdes astrondmicas recentes indicam que 0 nosso universo esta numa fase
de expansio acelerada [42], fendmeno este atribuido & chamada energia escura, sobre a
qual ndo temos nenhuma informacao a respeito de sua natureza, o que leva a se pensar em
vdrias possibilidades em relacéio ao que pode representar esta energia. Dentre os candidatos
a energia escura, podemos mencionar a quintesséncia [[34] - [38]], a qual permeia todo
espaco-tempo. Isto significa dizer que um buraco negro envolto por quintesséncia ters sua
geometria modificada, com vérias consequéncias em relagio as propriedades fisicas desses
objetos. Em razdo disto, foram investigadas algumas situagdes em que um buraco negro é

envolto por quintesséncia, e as solucdes correspondentes das equacdes de Einstein foram
obtidas [[39] - [47]].

Esta dissertagdo estd dividida em sete capitulos. No capitulo 2, fazemos uma revisao
sobre o formalismo para tratar nuvem de cordas usando bivetores e apresentamos a solucio
correspondente ao espago-tempo de Letelier [23]. No capitulo 3, apresentamos uma breve
revisdo sobre o modelo com fluido de cordas [25] e no capitulo 4 revisamos o trabalho
de Letelier [31] que trata da obtencéo da solugdo de Bianchi I utilizando um fluido de
cordas como fonte. No capitulo 5, apresentamos a solugdo das equagdes de Einstein para o
espaco-tempo de Letelier com quintesséncia, e no capitulo 6, encontramos a versio com
rotacéo do espago-tempo de Letelier com quintesséncia. No capitulo 7, fazemos a conclusao
do trabalho. Admitiremos que a métrica do espaco-tempo tem assinatura (+,---). O
sistema de unidade que consideramos é aquele em que i = ¢ = 1.
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2 Nuvem de cordas na teoria da relatividade

geral

2.1 Introduc3o

O estudo das solugdes das equacdes de Einstein considerando como fonte uma
nuvem de cordas foi iniciado por Letelier [23], em 1979. A justificativa apresentada, entio,

para o obtencéo das solugdes, neste cendrio, foram as seguintes:

o Em primeiro lugar, cordas relativisticas podem ser usadas para construir bons
modelos para as interacoes [[48] - [51]].

e Em segundo lugar, a possibilidade de se considerar o universo como sendo descrito
por uma colegiio de objetos com extensdo, e portanto, nao pontuais, ao invés de
objetos pontuais(particulas).

Levando em consideragéo essa ideia de cordas(cordas de Nambu-Goto), Letelier
apresentou o formalismo para tratar nuvem de cordas [23] e obteve a soluciio das equagdes
de Einstein para uma nuvem de cordas esfericamente simétrica, que estamos denominando
espago-tempo de Letelier [52]. Adicionalmente, ele obteve as solugdes com simetria plana e
cilindrica.

Neste capitulo vamos fazer uma breve revisio sobre o formalismo usado por Letelier,
bem como reobter a solugio para uma nuvem de cordas com simetria esférica.

2.2 Nuvem de poeira

Nesta se¢do vamos apresentar, brevemente, o formalismo para estudar uma nuvem
de poeira, conforme descrito na se¢do II de [23]. As particulas que compdem esta poeira,
podem ser descritas a partir da parametrizacio da folha-mundo z* = z*{1,0), onde T é o
tempo préprio e o é um pardmetro que rotula cada folha-mundo.

A trajetéria de uma particula pontual é parametrizada, classicamente, por um
parametro 7, que é o tempo préprio [23]. A posigio da particula para cada instante de

tempo 7 é dada por z* = z* (7).
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A agdo S para uma particula de massa m &

dzt dz”\

onde o integrando é o comprimento infinitesimal do elemento de linha-mundo.

Como veremos na subsec¢io sobre nuvem de cordas, a acdo S de uma corda é
proporcional a drea da superficie, resultante da evolucdo da corda no espaco-tempo.

A acdo dada por eq(2.1) pode ser descrita do seguinte modo:

S=m / v/ Gt dr, (2.2)

onde

__dz*

n
Y
dr

(2.3)

Por outro lado, o tensor energia-momentum de uma particula é definido por:

oL
g’

" — 9 (2.4)

onde L ¢ a lagrangiana. De eq(2.2) temos:

L =m,/guutu”. (2.5)

Entéo, o tensor energia-momentum da particula pode ser escrito na forma

utu?
VU,

Consideremos uma nuvem de particulas, com linhas-mundo descritas por X#* =

TH =amy

0 (z -z (x)). (2.6)

X*#(1,&,m,¢), onde &, n e ¢ sdo parAmetros que indicam linhas-mundo particulares e 7 é o
tempo préprio. A densidade de energia prépria p da nuvem de particulas é a energia por
unidade de volume medida por um observador local, em repouso com relacdo a nuvem de
particulas [23)].

Por analogia com a eq(2.6), dizemos que o tensor energia-momentum da nuvem de
particulas é:

2.7)
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onde

= Sdeialll
Ut = —— (2.8)

Vamos considerar a reparametriza¢io do tempo préprio, isto é,

. 5 dr*
T—T =T (T7§7H’C)1 _5: 7& 07 (29)
para mostrar que este formalismo é invariante por reparametrizacao. Assim, vemos que X*
Y
s¢ transforma como um escalar, X* (7*,¢,7, () = X*# (7,€,m,¢), enquanto que u** = (Z)
*
se transforma do seguinte modo:
or
= ut. 2.10
or* (2.10)

Em termos dos pardmetros 7, ¢, 1 e ¢, o tensor energia-momentum da nuvem de
particulas é:

o e WU (2.11)
~ Ve, |
Como u** se transforma como mostrado na. eq(2.10), entdo
2
wHt = (,a'r) W (2.12)
or*
Substituindo a eq(2.12) na eq(2.11), obtemos:
or\ uru’
T o g® e | 2.13
P (c':)'r*) VUSU, ( )

Admitindo que o tensor energia-momentum ¢ invariante pela transformacio dada

pela eq(2.9), entdo, a densidade de energia p se transforma do seguinte modo:

p= (g:) B. (2.19)

As equacdes de Einstein para as nuvens de particulas podem ser escritas na forma

23]

R %Rg“” = _Tw, (2.15)

onde fizemos a constante de acoplamento K igual a —1.
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As identidades de Bianchi nos dizem que

V,.T" = (. (2.16)

Substituindo a eq(2.7) na eq(2.16) obtemos

V.. (puk) u” g v ]
/v, + putVy, g, | 0, (2'17)

onde V, denota a derivada covariante usual.

Multiplicando a eq(2.17) por Tt temos:

T, i p\/u“uo,

Conforme mostrado em [54],

Wy v n v
V. (pu*) u’u, utuy, vu( u ):—0' (2.18)

U u”
v = 2.1
.uozua vi-‘ ( /uaua) 0 ( g)

e substituindo o resultado dado pela eq(2.19) na eq(2.18), obtemos:

¥, (i) =0 (2.20)
que ¢ a equacéio que representa a lei de conservagio.
Considerando as eq(2.18) e (2.20), obtemos a seguinte equacio de geodésica,
u” '
PV = 0. 221
o (W ) o

As expressdes usuais para descrever uma nuvem de particulas podem ser obtidas

se escolhermos uma parametrizacio tal que

T = puf'nt, (2.22)
Y, (o) =0, (2.23)
WV u” = (. (2.24)

Note que a eq(2.24) leva a

UV, (u"uy) = 0, (2.25)
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pois

WV (ua) = wue Vu® + uPuV u,. (2.26)

Como u*V,u, = 0, entéo

u'V, (u*u,) = 0, (2.27)

0 que significa dizer que a norma do vetor tangente é constante ao longo do transporte
paralelo, ao longo de geodésicas.

2.3 Modelo para nuvem de cordas
Nesta se¢do vamos apresentar, brevemente, o formalismo para estudar uma nuvem
de poeira, conforme descrito na seciio III da [23].

Uma corda é parametrizada pelos parimetros 7 e o, sendo descrita por uma equacgao
## = z# (7, 0), como indicada anteriormente. Fazendo 7 = 2° = ¢ num dado instante de

tempo £, a corda serd uma curva no espago tridimensional dada pelas funcdes z* = 2 (1,0).

Supondo que a corda se propaga com velocidade menor ou igual a velocidade da
luz, seu movimento satisfard a seguinte relacio

s (w)g > 0. (2.98)

Com a evolugio da corda uma superficie é formada. Em cada ponto desta superficie

existe um vetor tangente tipo-tempo, assim como um vetor tangente tipo-espaco. Por
analogia com a eq(2.1), podemos supor que a agéo relativistica para uma corda livre (corda
de Nambu-Goto) é proporcional a drea da superficic resultante da evolucio da prépria

corda, no espago-tempo.

O elemento de 4rea de uma superficic é

ozt\* (8av\® [0+ 0z, \*
_ |0 _ [ oy 2.29
A J(ar) (80) (6‘0 afr>d"d7’ (2:29)

que € positiva desde que

az\* [ 8z*\? Oz* Oz, 2
ol St | P2 0B ] Sy 2.30
(31‘) (Bo') (aa 67') 20 (23
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Introduzindo a notagdo (¢°, (1) = (1,0), o tensor métrico do espago-tempo bidi-
mensional ¢ dado por

9ap (C) = Ou* s, (2.31)

onde os indices & ¢ 3 assumem os valores 0 ou 1. A partir da eq(2.31) vemos que

wo-[ER- G @] e

Usando as eq((2.29)-(2.32)), o elemento de 4rea dA, pode ser escrito em termos da,
métrica da seguinte forma

dA = /—detg (¢)d¢ d¢O. (2.33)

O elemento de 4rea é invariante sob uma mudanca qualquer de parametro. Se
fizermos

G =6 (0,6, (2.34)

temos que

Ot 0G; O, G

s (0] e F o8 A oy 2.35
s () =2 52 2, 3¢, 565 e

que podemos escrever como
9as (¢) = M9 (6) Mg, (2.36)

onde
¢, ‘
... 2.37
Mab agb ( )
Usando a eq(2.36), obtemos

detg = detg (detM)* . (2.38)

Para que o elemento infinitesimal dA seja invariante, temos que ter

dA = \/—detgd(1d(o. (2.39)
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Substituindo a eq(2.38) na eq(2.39), obtemos:

B déydéy
dA = \/—detg Jethl - (2.40)

Se dA = dA, entdo, usando a eq(2.33) e a eq(2.40), conclufmos que

dé1d¢y = %. (2.41)

Como supomos acima, a acio relativistica de uma corda livre é proporcional a
érea. Portanto, podemos afirmar que a lagrangiana € uma funcdo de % e #/, onde o ponto
significa a derivada em relacdo a 7 e a linha é a derivada em relacdo a ¢. Fazendo uma,
varia¢ao infinitesimal do caminho tracado pela corda durante sua evolugdo, isto é,

o — 2t + 82" (1,0, (2.42)

podemos obter, a partir do principio da minima, acao,

558 =0, (2.43)

a equacdo de movimento da corda. Fazendo esse cdlculo, obtemos

2 T ( QL déx*  OL Ozt
= ; 2.44
os=[Car | (ax'p o ' ox, 0o )d" (244

Como

b2k (1 =n) = 0= 02k (r=n) (2.45)

oz (0 =0),dz" (o0 = 7) (2.46)

sdo arbitrdrias, entdo, usando a eq(2.43), devemos ter:

OL

B iy 2.47
6:31,, 0 B4T)

0 0L 0 0L _
or 9z, ' o0,

onde a equacdo de movimento da corda livre é dada por eq(2.48).

0, (2.48)
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Outro modo de estudar as cordas é descrevendo-as por meio de um bivetor £#¥, A
acdo de uma corda, como ji visto, é

B / Ld¢Odc (2.49)

L=My=, (2.50)

onde M ¢ uma constante adimensional que caracteriza a corda e

v = detyag, (2.51)
onde

oz* Ox¥

Y4B = gu”@é—gg. (252)

Um bivetor £* ¢ um tensor de ordem 2 que é associado & folha-mundo da corda,
sendo dado por

ox* Oz
W= AP 2.53
aCAILE’ (et
onde 7 ¢ o simbolo de Levi-Civita bidimensional normalizado, de modo que ! = —¢10 =
1.
Substituindo a eq(2.52) na eq(2.51), obtemos
Oz* 0z  Ox° Ox¥ Oz# dz® 9z Oz 5.5
Y = Qua 8C0 64'0 9pv 3C1 3C1 — Gpa aCo agl 9pv 8C1 ago . ( : )
A forma covariante do bivetor dada pela eq(2.53) é
Bog = JuaGsnZ™. (2.55)
Portanto, £*#¥,4 pode ser escrito na forma
B e i s P B, (2.56)
Substituindo a eq(2.53) na eq(2.56), obtemos
dz* 98 ,,Oz" Oz’
cD AB
2%%ap = 950" 555 55 5 5CF (2.57)



Capitulo 2. Nuvem de cordas na teoria da relatividade geral 23

Efetuando a soma nos indices C, D, A e B, vemos que

1
¥ = 52%Eas. (2.58)

Considerando a expressio para -y dada pela eq(2.58) e substituindo na eq(2.50),
podemos escrever a lagrangiana em termos dos bivetores, da seguinte forma

1
L=My 5B, (2.59)

Neste formalismo, o tensor energia-momentum para uma corda é expresso na forma

M
v~
tendo em vista o fato de que £ = —x8a

™ —

b 34 (2.60)

Analogamente a eq(2.60), o tensor energia-momentum de uma nuvem de cordas de
densidade p é dado por

oy
T =p -4 2.61
Usando a eq(2.34), a folha-mundo z* e o bivetor ©* transformam-se dos seguintes
modos:
™ (¢*) = =* (¢) (2.62)
e
CC
) =J (C*B) Dl (2.63)
onde

v OTH o
*pv (k. A*B

necessitando que o jacobiano J da transformacéo seja diferente de zero.

(2.64)

Para que o tensor energia-momentum 7% seja invariante sob reparametrizacdes

da folha-mundo da corda, a densidade de energia, p, deve se transformar como —i-.

Para demonstrar esse resultado procedemos do mesmo modo que fizemos para mostrar a
eq(2.14).

A medida que a nuvem de corda evolui no tempo, uma superficie é formada. Como

estamos usando bivetores para escrever seu tensor energia-momentum e, por conseguinte,
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obtermos suas equacdes de movimento, o bivetor *” dever4 satisfazer as duas condigoes
abaixo [54]:

yHlestl = (2.65)

Vv, Syl = g (2.66)
onde os colchetes indicam a anti-simetrizagio dos indices envolvidos.

Tais condicGes garantem que o bivetor ©# é um bivetor simples e que zy e z;
formam uma superficie. Portanto, pela primeira condigio, ¥ pode ser escrito do seguinte
modo:

) (2.67)
onde £ e 7 sdo vetores que delimitam um elemento de drea da superficie.

Note que se expandirmos a soma nos indices A ¢ B na eq(2.53) obtém-se uma,
expressao na forma semelhante a da cq(2.67). A partir desta tltima expressido para LH

7

temos que

2 = 2 (" m — E*nun”s) . (2.68)

Das eqs(2.58) e (2.68), vemos que

v =& n — E'nunE,. (2.69)

E importante notar que

THEEY = — (PEanna — E%ar® &) (1 — &) (2.70)

Substituindo as eqs(2.67) e (2.69) na eq(2.70), obtemos

EEVAPED o, (2.71)

A expressdo eq(2.71), assim como

1
2V, B, = gzaﬁa{azﬁy} =V (2% %s) , (2.72)

¢ uma identidade muito 1til, [23]. Mais adiante faremos uso de ambas.
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A partir do tensor encrgia-momentum da nuvem de cordas, dado pela eq(2.61), e
da identidade de Bianchi, temos

¥ >
v, (pE"‘ﬁ) \/T% + pEHy, [ \/_5_7] =0, (2.73)

¢ multiplicando a eq(2.73) por Zx= \/_, obtemos

it B8 B 05 B 201
YA NV px \/__v [ \/_}_o. (2.74)

Escrevendo o bivetor ©* como na, eq(2.67), vemos que o segundo termo do lado
esquerdo da igualdade na eq(2.74) é igual a zero. Entéo,

V, (p24) D554
7

=), (2.75)
Considerando a eq(2.75), podemos concluir que

Vo (pE"‘ﬁ) T% =0, (2.76)

que pode ser reescrita, usando a representaciio de L# dada pela eq(2.53), na seguinte
forma

Vu (p5#) = 0. (2.77)

A partir da eq(2.77) podemos demonstrar a eq(2.66). De fato, usando eq(2.77),
podemos escrever as seguintes identidades

V. (0Z*) 2P = 0, (2.78)
V, (p2**) 27 = 0, (2.79)
V. (pZF7) 528 =, (2.80)
V. (p2F7) e — g, (2.81)

Vu (p2H8) 57 =0 (2.82)
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V. (029 2= g, (2.83)
Usando as equagdes de eq(2.78) a eq(2.83), obtemos
Vi (pzHezfT) = g, (2.84)
que equivale a dizer que

(Bup) THEAN 4 7 Tmlesil — . (2.85)

Agora, substituindo a eq(2.65) na eq(2.85), obtemos

V,, (3¢lexp) = 0. (2.86)

Portanto, demonstramos a eq(2.66).

A combinaggo das eqs(2.76) e (2.73), nos permite escrever a seguinte igualdade

Vag vl L/E_%J =0, (2.87)

que ¢ a equagio de movimento para a nuvem de cordas.

Portanto, usando as equagdes de Einstein e suas condigdes de integrabilidade, &
saber, as identidades de Bianchi, podemos escrever

319 W0

1
R, — =Rg,, = — , 2.88
w = B = —p— = (2.88)
oyl = g, (2.89)
V, (p=*) =0 (2.90)
e
EV
Hiy [ 4 }:0. (2.91)
“lv=r

Tomando o trago da eq(2.88), temos:

1 3L B e
g“VRp,y - EQWQWR = mpg””—\;—?fy—, (292)
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que implica em

R =2p\/—. (2.93)

Entdo, podemos usar a eq(2.92), para recscrever as equagdes de Einstein, dadas
pela eq(2.88), da seguinte forma

P o 1
Ry = — = (Epzau - '2‘9;1112&52&5) ‘ (2.94)

A lei de conservagio dada pela eq(2.77) pode ser escrita na forma equivalente
abaixo

Oy (pv/=g2*) = 0. (2.95)

Consideremos os componentes do bivetor 3#* ¢ da densidade de encrgia p da nuvem
de cordas, quando o espaco-tempo tem uma simetria descrita por meio de um vetor de
Killing &, isto é,

‘Cfg.bw =0, (296)

onde L, denota a derivada de Lie, cuja definicio é:

EéA,uw = anAA,m/ + A)uza#f'\ + Au‘\au’g)\y (297)
onde A4, representa um tensor covariante arbitrario de ordem 2.

Para um escalar, a derivada de Lie se reduz a

Led = 0. (2.98)
Como consequéncia da eq(2.96), temos, portanto, que
LaR,, =0, (2.99)
pois podemos expressar o tensor de Ricci, R,,, em termos da métrica. Entdo, usando as

eqs(2.88) e (2.99), obtemos os seguintes resultados:

LeS,, =0 (2.100)

Lep=0, (2.101)
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o que significa dizer que a simetria de ©# ¢ p corresponde a mesma simetria do espaco-
tempo.

2.4  Condicbes de energia

Nesta secdo vamos analisar as restrigdes que as diferentes condicoes de energia
conhecidas como condicio fraca, dominante e forte, impde ao bivetor T,
2.4.1 Condic3o fraca de energia

A condigdo fraca de energia, compreendida como uma. densidade local da, energia,

THULLL, 20, (2.102)
onde U, é um vetor arbitrdrio tipo-tempo com norma maior que zero.

Aplicando, entdo, essa condigio expressa pela eq(2.102), no caso em que estamos
considerando uma nuvem de cordas, cujo tensor energia-momentum ¢é dado pela eq(2.61),
encontramos a seguinte desigualdade

pUSSR, ’
=

2.4.2 Condicdo dominante de energia

(2.103)
A condi¢do dominante de energia esté relacionada & densidade local de energia e a
direcdo do fluxo local de energia, isto &,

T™U,U, > 0, (2.104)

LTI, & 1. (2.105)

Portanto, o uso dessas restri¢oes, quando aplicadas a eq(2.61), nos fornece o seguinte
resultado

T T2, = p U U, (2.106)
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Portanto

PLL MR, 5 ). (2.107)

2.4.3 Condicdo forte de energia

Essa condigéo é expressa pela seguinte desigualdade:

1
(T;,LV - EQMVT) U”UV 2 0 (2108)
Usando a relagao
T =g, T = R, (2.109)
W T '

e o fato de que £#Y,,5 = 27, obtemos

T = 2p/=7. (2.110)

Finalmente, substituindo as eqs(2.61) ¢ (2.110) na eq(2.108), obtemos o seguinte
resultado:

UEiSa Uy |

P = Pv—7: (2.111)

2.5 Solucdo das equacdes de Einstein para nuvem de cordas com

simetria esférica

Nesta secdo sera feita uma revisdo do estudo que levou a obtencio da solucdo das
equacdes de Einstein para uma nuvem de cordas com simetria esférica. Inicialmente, sera
considerada a forma mais geral para uma fonte esfericamente simétrica, composta por
uma particula colocada na origem do sistema de coordenadas, envolvida por uma nuvem

de cordas esfericamente simétrica.

As solugoes esfericamente simétricas das equacdes de Einstein podem ser escritas

na forma geral dada por

ds? = e¥dt? — erdr? — r2dh? — r?sin® dg?, (2.112)
onde v e A sdo funcdes somente de r (coordenada radial).

Tendo em vista a simetria esférica do espaco-tempo ¢ o fato de estarmos consi-

derando um sistema com massa bem definida, ou seja, ndo ha variacdo do contetido de
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matéria ¢ energia com o tempo, ao longo da corda, a densidade de energia p e o bivetor
%, devem ser funcoes somente de r. Neste caso, as componentes do bivetor, g, e Xy
sdo diferentes de zero, enquanto as demais componentes sdo nulas.

A lei de conservacio, eq(2.77), pode ser escrita do seguinte modo:

8, (\/—_gpz’”') = 0. (2.113)

Da eq(2.112), obtemos que

g=—e" rigin?g. (2.114)

Substituindo a eq(2.114) na eq(2.1 13),

o ('r’?‘e%ipﬁm) =0, (2.115)
cuja solugdo é
—(v2+,\]
»O0L “‘:ﬂ , (2.116)

onde a ¢ uma constante de integracio.

Considerando o produto 2%,y = 2+, obtemos

Y% =7, (2.117)

0 que implica

Goog1n ZMEM = . (2.118)

Substituindo goo = €”, g11 = —e* e £ dada pela eq(2.116) na. eq(2.118), obtemos

\/—“_'}'p — %1 (2.119)

de onde concluimos que /=7 é funcéio somente de r. Considerando a métrica dada pela

eq(2.112), as equagdes de Einstein séio escritas da seguinte forma

/
20" — XV + % + 12 =0, (2.120)

!

2" — X — = +12 =0 (2.121)
T
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( ”‘Aq)—1=—m (zuﬁ

+
onde consideramos 75 = T! = % e 7% = T3 = 0. A linha indica derivada em relacdo A
coordenada radial.

Considerando as eqs(2.120) e (2.121), ¢ subtraindo membro a membro, obtemos

4N =0, (2.123)

0 que nos leva a concluir que

v=-—)\, (2.124)

a menos de uma constante de integracio que na realidade estamos fazendo igual a zero,

pois sempre podemos fazer isso por meio de uma redefinicdo da coordenada t.

Usando a relagdo entre v e ), dada pela €q(2.124) e substituindo na eq(2.122),
obtemos

A—-rX) = (re‘l)’ =1—a, (2.125)

cuja solugdo é

re>=(1-a)r+k, (2.126)
onde k é uma constante de integracio.

Note que para a = 0, isto é, na auséncia da nuvem de cordas, a eq(2.126) nos
fornece resultado semelhante ao obtido no caso do espago-tempo de Schwarzschild. Neste
caso, a andlise comparativa feita na aproximagio de campo fraco, nos permite escolher,
por uma questdo de consisténcia k = —2m, onde m representa, fisicamente, a massa
Newtoniana do corpo central. Uma outra forma de justificar esta escolha, pode ser vista se
absorvermos o parimetro a na redefini¢do das coordenadas temporal e radial, bem como
da massa. Neste caso, a métrica fica reduzida, formalmente, & de Schwarzschild, com uma
deficiéncia de dngulo sélido. Portanto, no limite, quando o dngulo sélido tende a. 47, o
que equivale a dizer que a deficiéncia angular vai a zero, e desta forma esperamos obter
a solugdo de Schwarzschild, o que somente ocorrers se identificarmos k com —2m. Por
isso, com essa escolha para a relagdo entre a constante de integracio ¢ a massa, podemos

escrever

et=¢e"=1-a— —. (2.127)
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Portanto, a métrica do espaco-tempo na presenca da nuvem de cordas é dada por

2 =1
ds® = (1 —a-— —?) dt — (1 —a— ZTm) dr® — r*d6* — r?sin® 0dg?. (2.128)

Esta métrica descreve a geometria do espago-tempo que chamaremos espago-tempo
de Letelier [52]. Ela representa o espago-tempo associado a uma particula de massa m
centrada na origem de um sistema de coordenadas rodeada por uma nuvem de cordas, com
simetria esférica (as cordas distribuidas radialmente). Note que a métrica de Schwarzschild
pode ser obtida da métrica de Letelicr fazendo a = 0, desde que as condigdes de energia
sejam respeitadas. Isto significa dizer que o espaco-tempo de Letelier corresponde a um
buraco negro com uma nuvem de cordas radialmente distribuida.

Vejamos quais limitagoes as condicoes de energia impde a constante de integracio
a. Pela condigdo forte, eq(2.111), e eq(2.116), obtemos

£ (i)ze“ > /5. (2.129)

A partir deste resultado, vemos que a constante a sé nio pode admitir valor nulo.

Pelas condigbes fraca e dominante, eqs(2.103) e (2.107), respectivamente, e eq(2.116),

obtemos
_% (%):d >0 (2.130)
. v \p
—2p% (;—;) e > 0. (2.131)

A partir destes dois ltimos resultados, concluimos que a constante de integracio
a s6 pode ser zero. Com isso, podemos afirmar que, a partir das trés condigdes de energia,

a constante a pode ser nula, negativa ou positiva.

O espago-tempo de Letelier, dado pela (2.128), tem um horizonte de eventos cm

l1—a

Note que @ —+ 0, o raio de Schwarzschild é reobtido. Por outro lado,se a = 1, o
rajo do horizonte de eventos tende ao infinito. Se 0 < a < 1, a nuvem de cordas aumenta o
raio de Schwarzschild do buraco negro por uma quantidade de (1- a)_l. Se a < 0, o raio
do buraco negro de Schwarzschild ¢ reduzido por uma quantidade (1-a)".Sea>1,a
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eq(2.128) representa um espaco-tempo homogéneo. Note que se m = 0, entéo ry==0.0
que significa dizer que a nuvem de cordas sozinha ndo tem horizonte de eventos. Ela tem

somente uma singularidade em r = ().



34

3 Modelo de fluido de cordas

3.1 Introducio

Neste capitulo, faremos uma breve revisio sobre generalizacdo [25] do modelo
de nuvem de cordas [23] estudado no segundo capitulo desta dissertacéio, que consiste
em admitir que as cordas que formam as nuvens produzem uma pressiao ou uma tensao.
Neste cendrio que corresponde a um fluido de cordas, analizaremos as condices de energia
e resolveremos as equagdes de Einstein, considerando como fonte um fluido de cordas
esfericamente simétrico.

3.2 Fluido de cordas

Nesta segfo, iremos apresentar uma generalizagéo [25] do modelo de nuvem de
cordas por meio da introducéo da pressio. Para. isto, serd introduzido o tensor energia-

momento associado ao fluido de cordas, que contém o termo de pressao ou tensio.

Inicialmente, vamos rever como se introduz o conceito de pressido para um fluido
perfeito, e usé-lo como referéncia para introdugzir a pressao do fluido de cordas. O tensor
cnergia-momentum de uma nuvem de particulas é dado por

K = g, (3.1)

onde u* é a velocidade de fluxo de particulas, que satisfaz a condigio de normalizagdo
(w*u, = 1), e p ¢é a densidade de energia de repouso da nuvem de particulas. O tensor
cnergia-momentum dado pela eq(3.1) é caracterizado somente pela parte cinética.

Usando a eq(3.1), podemos verificar que w* é um autovetor de K*, com autovalor
p- Matematicamente, este fato ¢ expresso através da seguinte equacio

K‘U'V'U:y - pu,ﬂ', (32)

onde usamos a condi¢do de normalizacdo. Podemos dizer, entdo, que pu” é a densidade de

momento.

Suponhamos, agora, que a nuvem de particulas tem pressio ou tensio. Esta nuvem
de particulas nada mais é que um fluido perfeito. O tensor energia-momentum para tal

nuvem pode ser escrito, portanto, da seguinte forma

T = pubu’ + S, (3.3)
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onde 5" é o tensor de stress.

Para manter a interpretacio de u# como sendo a velocidade de fluxo da, nuvem de
particulas, é necessdrio que u* seja autovetor de T"* com autovalor p. Esta condicao é
satisfeita desde que

5% u, =1. (3.4)

O tensor mais simples que satisfaz a eq(3.4) é

SH = —pht, (3.5)

onde ~* é o tensor projecio dado por

h* = g* — utu?. (3.6)

Este projeta qualquer vetor numa direcdo perpendicular a u”. A pressdo p é o fator
de proporcionalidade entre o tensor de stress S** e o tensor projecao h*¥. O sinal negativo
de p indica que temos pressio em vez de tensdo.

Agora, escreveremos o tensor energia-momentum de um fluido de cordas seguindo
0 mesmo raciocinio que utilizamos para, a partir de um fluido incoerente, escrever o
tensor energia-momentum de um fluido perfeito de cordas. O tensor energia-momentum,

equivalente ao de um fluido incoerente, para uma nuvem de cordas é:

ATy
KW = Py ’
(=)

onde ¥#” ¢ um bivetor que forma uma superficie a medida que evolui e satisfaz as seguintes

(3.7)

propriedades:

TH = YV (3.8)

yrlassl — (3_9)

vV, ZHesAl — g, (3.10)
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que sdo as mesmas apresentadas no capftulo anterior. A densidade da corda, descrita
covariantemente € dada por p/=7, sendo -y escrita em termos do bivetor T4 , da seguinte
forma,

1

55 as. (3.11)

’y:

Duas outras identidades mencionadas no capitulo anterior, séo [23]:

TERERE o (3.12)
(&
nefy » 3 a3 1 af
VaZar = 520,55, - 70, (2%%%5) - (3.13)

Como j4 visto, a quadrivelocidade «# é um autovetor do tensor energia-momentum
K" da nuvem de particulas com autovalor p- Por extensdo, poderemos supor que o
bivetor ¥#¥ é um autovetor do tensor energia-momentum dado pela eq(3.7). Partindo

dessa equacfo, vemos que

ypayy
(=)

Substituindo a identidade dada pela eq(3.12) na eq(3.14), obtemos

K¥3) = p/—v =, (3.14)

KM = o/~ (3.15)

ou seja, o bivetor 3#” é um autovetor do tensor energia-momentum, dado por eq(3.7),

com autovalor p,/—+.

Tomando por base o mesmo raciocinio usado para escrever o tensor energia-
momentum da nuvem de cordas com pressdo ou tensdo, a partir do tensor que representa
o contetdo de matéria e energia de um fluido incoerente, o tensor energia-momentum para
um fluido com pressio ou tensdo, isto é, para o fluido de cordas, é

peyy
TH = py/—v (_7)‘“ + S*, (3.16)

onde S5* ¢ o tensor de stress. Para que ¥* seja um autotensor de 7%, dado pela eq(3.16),

com autovalor p,/—7, é necessério que seja satisfeita a seguinte condicio

SR =), (3.17)
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O tensor mais simples que satisfaz esta condigdo é um tensor proporcional ao tensor
projecao H*”. Tal tensor projeta qualquer grandeza numa direcdo que é perpendicular &
superficie gerada por 4. Portanto,

S — __qH!W (3.18)

Sy

HW = ghv )
(=)

(3.19)
onde g ¢ o fator de proporcionalidade.

Para cordas néo é claro se g é a pressio ou a tensio. Por isso, ndo estabeleceremos
nenhuma restri¢do a g neste momento. Substituindo as eqs(3.18) e (3.19) na eq(3.16),
temos que o tensor energia-momentum do fluido perfeito de cordas é

THayw Yoryu
T = py/— & ... ( . 0‘) ; 3.20
Ay (=) (3.20)
que implica em
> A
™ = (g + V=) — gy, (3.21)

(=)

que ¢ o tensor energia-momentum para um fluido perfeito de cordas.

A lei de conservacio para o tensor energia-momentum, dado pela eq(3.21), é
expressa da seguinte forma

VT = 0. (3.22)

Usando as eqs(3.8)-(3.11), (3.22), (3.12), (3.13), (3.19),(3.21) e (3.22), obtemos

af
(a+pv=7) 5__7% (jf—“,y) = H}0,q (3.23)
e
Va (pE™) + ¢V, (%—) =0 (3.24)

As eqs(3.23) e (3.24) também podem ser reescritas , respectivamente, do seguinte
modo [25]

b >
ﬁata (Bauav=7) = 3.0 (3.25)
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0 (V=ar") + 00 (V=) =0 (3.20)

Veremos que as condigdes de integrabilidade das equacoes de Einstein para o tensor

energia-momentum, dado pela eq(3.21), correspondem as mesmas relaces expressas pelas
eqs(3.25) e (3.26).

3.2.1 Condicdes de energia

Para o tensor energia-momentum que descreve o contetido de matéria ¢ energia de
um fluido perfeito com pressio ou tensio, quais as restri¢bes impostas sobre o bivetor 3#
pelas condigdes de energia?

A condicio fraca de energia nos diz que

™0, =0, (3.27)
onde Uy, ¢ um vetor tipo-tempo arbitrario, e portanto,
U U > 0. (3.28)

Usando a condigio expressa pela eq(3.27), encontramos que o tensor energia-
momento dado pela eq(3.21) deve satisfazer a seguinte desigualdade:

(‘”P*/_ ) = E) UuUy = 99" U U, 2 0. (3.29)

Considerando U* = \/W’ a condicio (3.29) pode ser escrita como

>
(g4 pv=7) U"ﬁ >q. (3-30)

A condigdo dominante de energia é estabelecida a partir das seguintes restrincdes:

T*U,U, > 0 (3.31)

UT*T U, > 0. (3.32)
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Substituindo a eq(3.21) nas egs(3.31) e (3.32), obtemos, respectivamente, a mesma
expressdo dada pela eq(3.30) e a seguinte condiggo:

1330 0 s
Uy {(q +pV=7) 2(3)5 — qg"‘”} {(q +pvV=7) ?j"_?ﬁ’ - QQZ] B, 210 (3.33)

gque implica em
300057378 5/4

Tubvo $6
(a+ pv=7) U252 Us—(a + pv/=7) U752 095U —09*Uys (a + pv/=7) 752 Uit

*g**gaUU, > 0,
e que se reduz a

2 UsPEsl
{(P\/ =5) = qz] “E"“(':_“:Y’)"L*f" +¢° >0 (3.34)
quando fazemos uso da eq(3.12).
A condicio forte de energia nos diz que
1 i
(TW _ igHyT) URU” > 0. (3.35)

Portanto, usando a expressdo para o tensor energia-momentum, dada pela eq(3.21),
e substituindo na eq(3.35), obtemos

(V=T +0) s 2 0y, (3.36)

onde usamos o fato de que o trago de T* é dado por

T=2(pv=7-1q). (3.37)

Note que as expressdes eq(3.30),eq(3.34) e eq(3.36), que estabelecem restricdes
sobre o tensor energia-momentum, advindas das condi¢des de energia, ndo impde nenhuma
restricado sobre os possiveis valores da grandeza q. Portanto, ela pode representar, em

principio, tanto a pressio ¢ > 0, quanto a tensio g < 0.

3.3 Solucdo das equacdes de Einstein para um fluido de cordas

Nesta secdo vamos rever a solugio das equagdes de Einstein obtidas por Letelier

[25], que descreve o espaco-tempo gerado por um fluido de cordas, no caso em que a
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simetria é considerada esférica. As equagoes de Einstein para o tensor energia-momentum,

dado pela eq(3.21), ¢ escrita na seguinte forma

1 5, 5o

na qual a constante de proporcionalidade entre a geometria e o contetdo de energia-

+ QG (3.38)

momentum esta sendo considerada igual a unidade.

As condigoes de integrabilidade para a eq(3.38), consequéncia das identidades de
Bianchi, sao andlogas as eqs(3.25) e (3.26). A condigdo que X* seja um bivetor simples se
reduz a eq(3.9). S eq(3.10) é uma consequéncia das egs(3.9) e (3.24), como mencionado

em [25].

A métrica do espago-tempo, estitico e esfericamente simétrico, pode ser escrita

como

ds® = e’dt* — e’dr® — r2df? — r*sin® 0d¢?, (3.39)

onde v e A sdo fungoes de 7.
Devido a simetria que estamos considerando, p, g ¢ Z*¥ sdo fungdes somente de r.
Adicionalmente, somente X% = —319 ¢ ¥123 = _¥132 550 diferentes de zero. Por outro lado,

a condi¢do v < 0 e a eq(3.9) nos dizem que somente X% deve ser considerado. Portanto, a
eq(3.25) é safisteita e a eq(3.26) se reduz a:

9o (v/=90X%) + 01 (/=9pZ"™) + 02 (v/=gpZ?) + 35 (/—gpZ?)
+4[o0 (v=975) + 0 (v=935) + 8 (V=9 35) + 8 (Voo 5)] = 0.

Fazendo » = 0 e ¥ = 1 na equagio acima, obtemos, respectivamente,

o (v + a0 (V) =0 (3.40)
o0 (v=a5) + o (VI =) =0 (341

O determinante da métrica dada pela eq(3.39) é

v+

g=—r'sin®fe 2 . (3.42)

Substituindo a eq(3.42) na eq(3.40), obtemos

01
8, (7_2 TN pEm) + ¢, (rze("”)%) = (. (3.43)
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Note que, usando a eq(3.11), obtemos

1
v = 520"8 JupJuit™ (3.44)

Realizando as somas, na eq(3.44), temos o seguinte resultado:

7 = googu I E”, (3.45)

que pode ser escrito como

V=7 = 205, (3.46)

Substituindo a eq(3.46) na eq(3.43), obtemos

0y (e px"r?) + g0 (r?) = 0. (3.47)
Da eq(3.47), temos
5 priy? = g — /qd (TZ), (3.48)

onde a ¢ uma constante de integracdo. Usando a eq(3.46), podemos reescrever a eq(3.48)
do seguinte modo:

Y a— [qd(r?) ‘ (3.49)

Considerando as eqs(3.21) e (3.48), encontramos que as componentes nio-nulas de
T* sdo dadas por

Eﬂaza
79 = (¢+pv=7) s (3.50)
Como a soma em « se reduz a X%, ¢
—Y = 201510, (351)

entdo eq(3.50) é dada, simplesmente, por

T e (3.52)

que pode ser escrita na forma

Wk L S (3.53)
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com o uso da eq(3.49).
A componente T} do tensor energia-momentum também é nio-nula.
Elaga
T = (q +p —’}’) (_—ﬂ/)l — qg;- (3.54)

Comparando a eq(3.54) com (3.50), levando em conta que X°*E o se reduz a 305,

¢ as relagdes entre gd e gi, concluimos que T} = p/—7. Entao,

T11 o qu(,rz)‘ (3.55)

r2
As outras duas componentes nao-nulas do tensor energia-momentum séo T3 e T5.

Elas sao escritas como

220_'2“
T3 = (q+ pv=7) = 2 —q93 (3.56)
e
ESQEQ
75 = (g+ pv/=7) (_7)3 — qg3. (3.57)
Considerando o fato de que ¥2°%,, = ¥3°% 3 = 0, concluimos que
T e 8 g (3.58)
Assim, as equacdes de Einstein, dadas pela eq(3.38), para a métrica eq(3.39), se
reduzem a
(N 1 1 a—[qd(r?
A _ AL
: (?—T—g)+r—2_ 2, (3.59)
(Y 1 1 a—[qd(r?)
B -
—e (? + T—g) + r—2 = T (3.60)
e
e X X B PR
7(2 ’*"?“?"7—”)——% b6

onde a linha indica derivada em relacio & coordenada radial.

Subtraindo, membro a membro, as egs(3.59) e (3.60), obtemos

vV 4+ XN =0, (3.62)
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cuja solucdo é

v=—), (3.63)

a menos de uma constante de integracio, que sempre pode ser tomada igual a zero, por
redefinicdo da coordenada temporal. Entéo, usando essa relagdo entre v e A, a eq(3.59)
pode ser reescrita do seguinte modo:

(?r) =1-a+ [qd(r?). (3.64)

Da eq(3.64) obtemos

(e”"r)” = Brg, (3.65)

cuja solucdo geral é

Er=1=g= QTm +/dr (/qd (rz)) =gl (3.66)

onde m é uma constante de integracio. Esta solugdo representa a métrica associada ao
espago-tempo gerado por uma massa central m , num fluido de cordas, no qual as cordas
estdo orientadas radialmente, possuem uma densidade p\/—v e a pressdo(ou tensdo) é
diferente de zero. Note que, se considerarmos a pressdo (ou tensdo) nula, o que equivale a
fazer ¢ = 0, reobteremos a solugdo que corresponde ao espago-tempo de Letelier, gerado
por uma massa pontual envolvida por uma nuvem de cordas [23].
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4 Modelos cosmologicos com nuvem de cor-

das

4.1 Introducao

Nos modelos, cujas fontes de campo gravitacional sdo uma massa central envolta
por uma nuvem ou fluido de cordas, estudados nos dois dltimos capitulos, quando m = 0,
as fontes ficam restritas a nuvem ou fluido de cordas. Assim, se considerarmos uma corda
ideal, a saber, estatica, infinitamente longa e retilinea, a sua massa gravitacional se anula,
uma vez que o efeito gravitacional da tensdo compensa aquele gerado pela sua massa.
Isto significa que localmente ndo hi nenhum efeito gravitacional, porém, isto nao significa
que ndo existem efeitos gravitacionais. Na realidade, existem efeitos gravitacionais de
origem global, que estdo associados com a deficiéncia angular [[55]-[57]]. No caso em que
a configuragdo da nuvem ou fluido de cordas possui simetria esférica, mesmo quando
m = 0, existem efeitos gravitacionais, neste caso de natureza global, como ja mencionamos,
mas agora associados com a deficiéncia de dngulo sélido, a qual depende do pardmetro a,

determinada pela presenca da nuvem ou fluido de cordas.

Neste capitulo vamos considerar uma nuvem de cordas, na qual as cordas possuem
massa gravitacional diferente de zero. Esta configuracdo é formada por cordas com massa
gravitacional nula (cordas geométricas), ao longo das quais sdo colocadas particulas
com massa. Estas configuracoes de nuvens de cordas com particulas colocadas ao longo
destas, chamadas cordas com massa(corda massiva), serdo usadas como fonte do modelo
cosmoldgico de Bianchi tipo I [31]. Usando este cendrio, fazemos uma breve revisio do
trabalho sobre cosmologia de cordas [31].

4.2 Revisitando o modelo com cordas

J4 estudamos o modelo de nuvem de cordas no capitulo 2. Contudo, iremos rever
alguns conceitos relativos a nuvem de cordas nesta se¢io para introduzirmos as cordas
massivas, que consistem de cordas geométricas com particulas massivas distribuidas ao
longo de sua extensdo. O tensor energia-momentum T# para uma nuvem de cordas

geométricas com densidade prépria de energia A é

TH = \Tras® (4.1)
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onde ¥* ¢é um bivetor simples associado a folha-mundo e satisfaz as seguintes equacdes:

wrlegtl — g (4.2)

vyzu[agﬁﬂ =0, (4.3)

onde o0s colchetes indicam anti-simetrizacdo nos indices no seu interior. OQutra condi¢do
satisfeita pelo bivetor £* é ¥*'%,,, < 0, pois 2*%,, =2y e v < 0.

O tensor energia-momentum 7}* para uma nuvem de particulas de densidade p, é

T = pui, (4.4)
onde u* é a quadrivelocidade da nuvem de particulas, que obedece a utu, = 1.

Pelo fato da folha-mundo das cordas serem superficies bidimensionais que satisfazem
a eq(4.2), entdo, o bivetor X* pode ser escrito do seguinte modo:

T — hE — oV, (4.5)

com v* e T* satisfazendo, respectivamente, a

vhy, >0 (4.6)
e
T, = D (4.7)
E sempre possivel definir um novo tensor 7 de modo que
75, > 0 (4.8)
e
oz, = 0. (4.9)

Podemos verificar que uma possivel forma para 7* em termos de v* e T#, que
satisfaz as condi¢des estabelecidas nas eqs(4.8) e (4.9), é dada por

Tav™

S o
=" — —
TPZg

. (4.10)
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Note que
Tou® T%,

Y, = |v* — =—T*| |v, — =T 4.11

g [ 2Pz H”’ zpz# ”’]’ @1
que implica em

i el Tav™ _ T Ve
Y, = v, — ——'E, — M, + —e— TP, (4.12)
Tpxh BT g TPTg TpTh

Desta expressdo vemos que a eq(4.8) ¢ satisfeita, pois todos os termos sdo positivos.

Da mesma forma, podemos verificar que a eq(4.9) é identicamente satisfeita.

O contetido de matéria e energia de uma corda massiva tem contribuicdes tanto
de particulas quanto da corda geométrica. Portanto, o tensor energia-momentum de uma

corda massiva é

T = T 4 T, (4.13)

Como os tensores energia-momentum das cordas geométricas e das particulas sdo

dados pelas eqgs(4.1) e (4.4), respectivamente, entdo, podemos escrever

T = AZFEY + pputu”. (4.14)
Substituindo a eq(4.5) na eq(4.14), temos

TH = A (VT — v*T*) (v, T° — V"Ta) + ppuru”. (4.15)

Substituindo a eq(4.10) na eq(4.15), apds algumas operagdes mateméticas, chega-

mos em
TH = X (V0,Z°T" — V"0 Iy — V™0 T*T” + vV T*T,) + pputu’. (4.16)
Note que
= xTgv™ _ _ T Vg _
Vg = [T 4+ 25| [ G, + = — | 5 (4.17)
VT )T
que implica em
Foplh il Eal
o Vg _ x i T Uy TUV™ _, _
VW = 0 + V- Ta + ol bl 2o il (4.18)
I T TVZ TAT VT
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Substituindo a eq(4.18) na eq(4.16), e fazendo algumas manipulagdes algébricas,

matematicas, obtemos

TH = X (—v"0"T%% — V°UaT'T) + pputn”. (4.19)

Para este tensor energia-momentum, a quadrivelocidade u* das particulas ¢ paralela
ao quadrivetor 7* que descreve o movimento de cada elemento da corda. Da condicdo de

que u”||o* e utu, = 1, temos

b= ) 4.20
W= e (4.20)
Definindo
= & 4.21
= —AZ,E%Dy0" (4.22)
e
s (4.23)

o tensor energia-momentum dado pela eq(4.19) pode ser reescrito do seguinte modo:

+ /\? + ppufu’. (4.24)
” .

Substituindo as eqs(4.20) e (4.21) na eq(4.24), obtemos

T = (A+ p,) utu” — Azta”. (4.25)

Fazendo uso de eq(4.23), a eq(4.25) toma a seguinte forma

T = pufu” — Az¥z”. (4.26)

Note que A > 0 e p > 0. Também temos das eqs(4.20) e (4.21) que

w1 (4.27)

aig, =, (4.28)



Capitulo 4. Modelos cosmoldgicos com nuvem de cordas 48

que implica em,

vy, = —gfz, = 1, (4.29)
assim como,
s _
] 7,

P, = =iff) 4.
S T )

pois v#Z, = 0.

A densidade p é a densidade de energia de repouso, u* é a quadrivelocidade e z#
representa a direcdo da anisotropia, isto &, a dire¢io da corda, e A é a densidade de tensao

da nuvem de cordas.

Para finalizar esta segdo, desejamos chamar a atenco para o fato de que a condicio

dada pela eq(4.3), conforme afirmada em [31], é equivalente a qualquer uma das seguintes

relacoes:
£5aﬁ7u3m7 (u'* — %) =0, (4.31)
' — ¥ = w, g e ez, (4.32)
ou
HE (wPpa® — 2P0pu”) = 0, (4.33)

onde €548y € 0 simbolo de Levi-Civita. O “ponto” e a “linha” denotam derivadas direcionais
na diregio de u* e z¥, respectivamente, isto ¢, () = u*V, e (/) = 2#V,. O tensor H% é o
operador projecdo que projeta nas diregoes perpendiculares a u* e z#, isto é, nas direcdes

perpendiculares a folha-mundo da corda. Tal operador pode ser escrito na forma

HY, = 08 —dFu, + 2", (4.34)

Dentre as propriedades desse operador, podemos mencionar aquelas dadas pelas

seguintes relagoes:

HPu¥ = Hb =0, (4.35)

H:H® = HY, (4.36)
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H* =2, (4.37)
det (H") =0, (4.38)

e
Hy, = H,,. (4.39)

Essas propriedades podem ser demonstradas a partir da eq(4.34). Vamos mostrar
a titulo de ilustracao, algumas dessas propriedade. Para isto, note que

Hbuw' = 88u” — vku v’ + z¥z,u” (4.40)

e, portanto,
H" = gz a0 (4.41)

Substituindo as eqs(4.20) e (4.21) na eq(4.41), obtemos

T 7

Hbwl seqft == ], 4.42
Pyl o = v (4.42)
pois Z,,0” = 0. Por outro lado, temos que
Hb = obv” — uPu,v” + oz, (4.43)
que implica em
HivY = v# — vtu,v” + iz, v”. (4.44)

Substituindo as egs(4.10) e (4.21) na eq(4.44), obtemos

v = a_:ava = v i‘ v
Hbv" =¥ + Eﬁﬂ—:ﬁ T* — wPu, ot + x”—\/ﬁv . (4.45)
Substituindo as eqs(4.20) e (4.10) na eq(4.45), obtemos
- =t
HEQY = 5 00 g g 20 (4.46)

/_iﬁjﬁi-ﬁjﬁ OO

de onde temos que

HM = 0" — ufig5°. (4.47)
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Das eqs(4.47) e (4.20), temos

Hiv" = # — 5 = 0. (4.48)
Usando as eqs(4.42) e (4.48), podemos verificar a relagdo dada pela eq(4.35).

Note que

HLEHY = (88 — uPug + 282,) (67 — uuy + 2%2,) , (4.49)

o que implica em

HEHY = 68 — wfuy, + 2z, — vy + vy, + vPux®c,. (4.50)

Substituindo as eqs(4.20) e (4.21) na eq(4.51), vemos que o Gltimo termo se anula

e obtemos como resultado

BYHS =0 —wbu,+afe,= HE, (4.51)
o que corresponde & relagio expressa pela eq(4.36).

Portanto, podemos escrever

HE =05 — u®ug + 2%24. (4.52)
Levando em conta que 3 = 4, u®u, = 1 e 2%z, = —1, e substituindo em (4.52),
concluimos que HS = 2.

Podemos verificar, também, que H,, é simétrico. Para isto, basta usar a eq(4.51).

Assim, temos

HY = bp — uptty + 2Ty = 8y — wuy + 2,7, = H,. (4.53)

4.3 Equacgodes de Einstein associadas a nuvem de cordas massivas

Nesta se¢io vamos apresentar as equactes de Einstein para uma fonte que corres-
ponde a uma nuvem de cordas massivas, consideradas como fonte do modelo de Bianchi

tipo L

As equacoes de Einstein para este caso, com tensor energia-momentum dado pela
eq(4.26), é

1
R, — ~2~gw,R = —pu, U, + AZ,T,. (4.54)
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As identidades de Bianchi para eq(4.54) é equivalente a

VT =V (pulf'u’ —Xalz") , (4.55)

ou seja,

VT =V, (pu) w4 pi =V, (0a) 2" — X, (4.56)

Multiplicando a eq(4.56) por pelo tensor covariante u,, temos

V. (put) v'wy + pitu, — V,, (Az*) 2%u, — Az™w, = 0. (4.57)

Note que

w W, (i) =10, (4.58)

o que implica em
WY () =0=3 (4.59)
ut (Vo) uy + o (Vyu,) v’ = 0. (4.60)

Fazendo o abaixamento e levamento do indice ¥ no dltimo termo da eq(4.60), temos
que

uf (V) w, = 0= 4", =0. (4.61)

Usando as eqs(4.30), (4.61) e (4.57), obtemos, finalmente, o seguinte resultado:

V. (put) — Az"u, = 0. (4.62)

Multiplicando a eq(4.56) pelo tensor covariante z,,, temos

V. (pu*) vz, + pi’z, — V, (Az*) 2"z, — A2z, = 0. (4.63)

Usando o mesmo raciocinio utilizado para mostrar a eq(4.61) chega-se a 27z, = 0.
Portanto, levando-se em consideragio este fato e a eq(4.30), obtemos

V. (Azh) + pi¥'z, = 0. (4.64)
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As equagdes eq(4.62) e eq(4.64) sdo as condigdes de integrabilidade da eq(4.54) ¢
descrevem a evolucgdo da nuvem de cordas massivas. As equagoes de Einstein e as condicoes
de integrabilidade formam um sistema de 14 equagbes para g, p, A, u* e z* desconhecidos,
isto é, para 17 incégnitas. Duas outras equagdes podem ser obtidas a partir de u* e z*,
pois em cada ponto tais tensores permanecem juntos para formar a folha-mundo, sendo
este fato descrito por qualquer uma das equagdes eq(4.31), eq(4.32) ou eq(4.33). Mesmo
assim, necessitamos de mais uma equagio para que possamos ter um sistema de equacdes
possivel e determinado. Qutra equacio que podemos utilizar é a equacio de estado da
corda. Para isso, consideraremos trés situacoes, a saber, quando tivermos somente cordas
geométricas; quando tivermos uma nuvem de cordas de Takabayasi [58]; ¢ o caso mais

geral que consiste de um sistema barotrépico.

A equacdo de estado para nuvens de cordas geométricas é

p=2A, (4.65)
uma vez que p, = 0, pois ndo ha particulas distribuidas ao longo da corda.

A equagdo de estado para uma nuvem de corda de Takabayasi é

p=(1+w) (4.66)

onde p, = wA & a densidade de particulas grudadas a corda geométrica e w é uma constante

positiva.

A equagdo barotrépica geral de estado é

p=p(), (4.67)
com pp = p — A

As condicBes de energia, j4 estudadas anteriormente, estabelecem restringdes para
as equacoes de estado. Para o tensor energia-momentum, eq(4.26), a aplicagdo da condicio
fraca de energia

™ yum,. = O, (4.68)

implica na seguinte desigualdade

(pu'u” — Aztz”) wyu, > 0= p >0, (4.69)

pois ufz, = 0.



Capitulo 4. Modelos cosmoldgicos com nuvem de cordas 53

Counsiderando a condicdo forte, expressa pela relacio

1
(TW _ §gWT) W’ >0, (4.70)

o tensor energia-momentum, eq(4.26), deve satisfazer

1
(pu#u,, — Az,x, — o9 (p+ )\)) utu” >0 (4.71)

uma vez que T# =T = p+ A. Como u*z, =0, a eq(4.71) se reduz a
K p

p=> A (4.72)
com A > 0.

Considerando a condicdo dominante de energia, definida pelas relacoes

Ty, 0, 10 (4.73)

u, T*T 0, > 0, (4.74)

e substituindo o tensor energia-momentum na eq(4.73), temos como consequéncia que
p > 0. Por outro lado, a aplicagio da condigdo dada pela eq(4.74), nos remete ao seguinte
resultado

uy (puPu® — Az (puat” — ATod”) u, > 0 = (4.75)
thy, (ot Xatin® ) pu, 2§ =% (4.76)

u, ot ulu, > 0= (4.77)

p* 2 0. (4.78)

Portanto, a analise das restrigdes impostas pelas diferentes condigbes de energia,
nos permite concluir que p e A podem assumir quaisquer valores positivos.
4.4 Modelo cosmoldgico de Bianchi tipo |

Iremos fazer uma breve revisdo do modelo de Bianchi tipo I, estudado por Letelier
[31], cuja fonte consiste de uma nuvem de cordas massivas. A métrica do modelo cosmoldgico
de Bianchi tipo I é

ds® = dt* — oPde? — BPdn® — yPd(3, (4.79)
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onde a, (3 e 7 sio fungdes somente do tempo ¢. Para métrica dada pela eq(4.79), temos

R — 2guR =0 (4.80)

quando p # v.
A partir das eqs(4.29), (4.30), (4.54), (4.79) e (4.80), concluimos que

u* =wu, =(1,0,0,0) (4.81)

ot B B a
e que z* deve estar ao longo de qualquer uma das diregoes 267 3y OU ¢ Deste modo, sem

perda de generalidade, escolhemos 3:“[];%, isto &,
2= (0,07%,0,0). (4.82)

Como mostrado em [31], a partir das eqs(4.79), (4.81) e (4.82), conclui-se que as
identidades de Bianchi, eqs(4.62) e (4.64), se reduzem a

,(3+d(p—)\)+(§+%)p=0, (4.83)

onde o “ponto” indica derivada com rela¢ido ao tempo . Note que, como consequéncia das

(8

equagoes de Einstein, p e A sdo funges somente do tempo ¢.

As equagdes de Einstein, para p = v, sdo equivalentes a

aB By | &
o O N (T 4.84
aﬁ+ﬁ7+m 2 . (4.84)
B4, Py _
ﬁ_;_"r_i_ﬁ’}’_)\’ (4.85)
a + &y 4 dy =0 (4.86)
e
af +af + @B = 0. (4.87)

Outro modo de obter a eq(4.83) é usando as eqs(4.84),(4.85), (4.86) e (4.87). Neste
caso, a eq(4.83) ¢ obtida como consequéncia natural das eqs(4.84), (4.85), (4.86) e (4.87).
Para isto, calculemos p a partir da eq(4.84), subtraiamos a eq(4.85) deste resultado e
multipliquemos por %, depois calculemos (% + %) p, subtituindo a eq(4.84) no resultado
obtido anteriormente. Somemos as equagbes membro a membro para obtermos, entdo, a
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eq(4.83). Note que as eqs(4.84), (4.85), (4.86) e (4.87) envolvem cinco fungdes a determinar,
que sdo a, B, 7, p e A. Para determinar tais fungoes, precisamos de mais uma equacdo para
que possamos ter um sistema, cuja solugdo possa ser determinada de maneira univoca. A
outra equagio que podemos usar é a equacgao de estado ou alguma funcio explicita de «,

By, pou A

Consideremos a equagio de estado de Takabayasi, eq(4.66). Facamos

o'
_5
y=% (4.89)
c
.
ze (4.90)

nas eqs(4.84), (4.85), (4.86) e (4.87). Neste caso, a equagio eq(4.84) resultard em

p=xytyzt+zz = Q. (4.91)

De z, y e z, temos, respectivamente,

b=——a, (4.92)

g = g— ~y | (4.93)
e

EES % -~ 22 (4.94)

Com estas mudangas, as eqs(4.85), (4.86) e (4.87) podem ser reescritas, respectiva-

mente, como segue

G+ +i2+ 224 yz =, (4.95)

i+ +rz+a2+22=0 (4.96)

g+t +ay+i+22=0. (4.97)
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Subtraindo a eq(4.96) da eq(4.95) e somando o resultado com a eq(4.97), obtemos

2(y'r—l—y2)+:cy—l—yz—)\—:z:z=0. (4.98)

Da eq(4.91), temos

yrz+2)=(14+w)A—zz (4.99)

Substituindo esse resultado na eq(4.98), obtemos

2(5+9°) +y(z+2) - [my (= :“j); mz} —zz=0= (4.100)
24w w
.=—2 _— _—_ - o
U y +2(1+w)wz 2(1+w)y(a:-|—z) (4.101)

Subtraindo a eq(4.97) da (4.95) e somando o resultado com a eq(4.96), obtemos

2(2’+z2)+z(x+y)—:cy—)\=0. (4.102)
Mas, da eq(4.91), temos

_ay+z(z+y)

A L, (4.103)
que substituindo na eq(4.102), resulta em
24w w
g = ~2° = ; 4.104
2 z —I—z(l_'_w)a:y 2(1+w)z(m+y) (4.104)
Somando as eqs(4.96) e (4.97), obtemos
2(@+a?) +a(y+2)+9+1y7 +2+22 =0 (4.105)

Substituindo as eqs(4.101) e (4.104) na eq(4.105), temos o seguinte resultado:

W 24w

.2 _
Y TR L Y SR

(y+2). (4.106)

As eqs(4.91), (4.101), (4.104) e (4.106) sdo equivalentes as eqs(4.84), (4.85), (4.86)
e (4.87), para a equacao de estado de Takabayasi. Essas equacdes constituem um sistema
de equacdes diferenciais auténomo do tipo quadratico. Note que as eqs(4.101), (4.104)

¢ (4.106) tém somente um ponto critico em (z,y,z) = (0,0,0). Quando w — 0, haver4
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somente nuvem de cordas geométricas, e quando w — oo, haverd somente nuvem de

particulas.

Usando as transformagoes de z, y e z feitas anteriormente, podemos reescrever a

eq(4.83) em termos destas varidveis, do seguinte modo:

p
-=— . 4.107
p [l_l_wa:—}—y-i-z ( )

Uma maneira de encontrar as solugbes particulares das equacoes de Einstein pode
ser explicitando a, 3, v, p ou A. Quanto a p e A, as formas explicitas devem ser sempre
analisadas a luz das condi¢oes de energia. Vamos admitir que

a = at+b, (4.108)
onde a # 0 e b sdo constantes arbitrarias.

Substituindo a eq(4.108) na eq(4.86), obtemos

ay + (at +b) 5 = 0. (4.109)

Se f(t) = 4(t), entdo f(t) = 4(t). Dai, a equacio eq(4.109) se torna

af + (at+b) f =0. (4.110)

A solugdo geral desta equacio é

f=e*(at +b)" (4.111)

e a solugéo geral da eq(4.109) é

C
v = -alln (at +b) + dy, (4.112)
onde C e d; sdo constantes arbitrarias.

Substituindo a eq(4.108) na eq(4.87), obtemos

(at+b) B+ afB = 0, (4.113)

cuja solugdo geral, por analogia com a eq(4.109), é

B = %ln (at + b) + da, (4.114)

onde O, e dy sdo constantes arbitrarias.
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A métrica dada pela eq(4.79), bem como as eqs(4.84), (4.85), (4.86) e (4.87) sdo
invariantes por uma mudanga da origem do tempo. Além disso, as eqs(4.84), (4.85), (4.86)
e (4.87) sdo invariantes por uma multiplicacdo dos coeficientes da métrica «, 3 ¢ v por uma
constante. Note que estas constantes, na métrica dada pela eq(5.1), podem ser absorvidas
pela redefinicio das coordenadas &, i e {. Assim, sem perdas de generalidade, podemos
redefinir a, b, Cy, Cs, d; e ds de modo que

a=t, (4.115)
Bl (%) (4.116)
v =In (%) , (4.117)

onde t; e t3 sdo novas constantes arbitrarias.

Portanto, das eqs(4.84), (4.115), (4.116) e (4.117), obtemos

14+1In (%)

= e AHEL (4.118)
#in (£) (£)
Por outro lado, das eqs(4.85), (4.115), (4.116) e (4.117), concluimos que
4
) P (htz) » (4_119)

o, [EY (Y
tin (tl) (tz)
Neste modelo, o coeficiente de expansio, o escalar de shear e a vorticidade escalar

530, respectivamente,

—)} ; (4.120)
A= (D)) + (B -2 (a121)

w=0. (4.122)

Note que para t = 0, t; e t» arbitrarios, o determinante da métrica dada pela

¢q(4.79) é nulo, pois det (g,,) = — (@87)* e =0, B =0 ¢ v = 0, neste caso. Estes trés
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instantes nfo representam apenas singuladidades da métrica, mas singularidades reais,
como podemos ver a partir do comportamento de p, A, & e o. Esta solucio nido satisfaz
as condicbes de energia para todo t, entre zero e infinito. Quando ty = t; = t3, temos
B = =. Neste caso, 0 espaco-tempo tem simetria plana e as eq(4.118) e (4.119) se reduzem,
respectivamente, a

)e 1+2in (%2 (1123)
#lin(3)
e
A= 1-2n () (4.124)

2]

Para um dado valor constante ty, tal que 0 < ¢y < e, a evolugdo da matéria no
intervalo ty < t < /ety apresenta as seguintes propriedades:

» Todas as condigbes de energia sio satisfeitas durante o intervalo de tempo considerado.

De fato, se p > 0, entédo

to
t> —. 412
N (4.125)
Se A > 0, entao
t < +ety. - (4.126)
Se p > A, entao
B, (4.127)
Se A < 0, entdo
t > tov/e. (4.128)

Dai, a intersecdo dos intervalos nas eqs(4.125), (4.126), (4.127) e (4.128) resulta em
h<t< \/Eto

o Para t = {;, temos p = A, o que significa dizer que a matéria se comporta como uma
nuvem de cordas geométricas.
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De fato, a partir das eqs(4.123) e (4.124), temos

_1+2in(E)
T 1-2n(E)

(=]

(4.129)

>

O'LE“

Dali, para ¢ ~ tg, resulta que p = A

o Quando t — +/ety, a densidade de tensio A da nuvem de cordas tende a zero. O que

significa dizer que prevalece somente uma nuvem de particulas, pois p — p,.

De fato, para t = y/etp, a densidade de tensdo da nuvem de cordas A é dada por

1-—2In (%)
= W =X =1 (4.130)
to

Quando t > +/ety, a fase de cordas do universo desaparece, porque A < 0. Isso

significa dizer que temos somente um fluido anisotrépio de particulas. Para esse intervalo

as condicoes de energia sdo satisfeitas desde que p > 0 e p > |A|. O instante de tempo

critico ¢, = y/etq é calculado a partir da temperatura critica T,, dada pelas teorias de

grande unificagio (GUT), conforme mencionado em [31].

Vamos admitir que na eq(4.108), a = 0 e b = 1. As solugdes gerais das eqs(4.86) ¢
(4.87), quando « = 1, sdo, respecticamente,

A=ct+d (4.131)
B =t +dy. , (4.132)
Mas,
A=t—1g (4.133)
Fe=% (4.134)

podem ser usadas como solugdes particulares.

Neste caso, as quantidades p e A sdo dadas por

Este modelo particular apresenta duas singularidades essenciais em t = 0 e t = {;.
A eq(4.135) nos diz que a nuvem é formada somente por cordas geométricas. Portanto,

podemos usar modelo que considera nuvem de cordas como fontes do modelo cosmolégico
de Bianchi tipo L
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5 Buraco negro estatico com nuvem de cor-
das e quintesséncia (Espaco-tempo de Le-

telier com quintesséncia)

5.1 Introducao

Um estudo realizado por V. V. Kiselev [39], em 2003, sobre buracos negros apre-
sentou solucdes exatas esfericamente simétricas das equagdes de Einstein para esse tipo de
objeto rodeado por quintesstncia. Esta matéria com pressao negativa foi proposta como

uma possivel alternativa para resolver o problema relacionado a aceleragdo do universo.

Neste capitulo vamos estudar os buracos negros com nuvem de cordas(espago-tempo
de Letelier) e quintesséncia [59], e obter solugbes exatas com simetria esférica para as
equacoes de Einstein. Usando estas solugdes, vamos investigar o movimento geodésico de
particulas nesta geometria. Neste capitulo teremos um prelidio para o que desenvolveremos
no préximo, a saber, buracos negros estaciondrios com nuvem de cordas (espago-tempo de

Letelier) com rotagio e quintesséncia [59)].

Inicialmente, vamos fazer uma revisio da solugido das equagbes de Einstein que

descreve um buraco negro estitico (buraco negro de Schwarzschild) com quintesséncia, na

ec.(5.2). As demais se¢oes, (4.3), (4.4) e (4.5) sdo dedicadas ao estudo do buraco negro
estatico com nuvem de cordas (espago-tempo de Letelier) e quintesséncia.

5.2 Buraco negro de Schwarzschild imerso em quintesséncia

Um dos grandes desafios da cosmologia contemporénea diz respeito a determinacio
da composicdo do universo. Os dados recentes sobre a radiacdo césmica de fundo sao
coerentes com a existéncia de um universo espacialmente plano, o que indica a existéncia
de uma quantidade de energia muito superior a observada. Para contornar esse problema,
e apresentar uma grandeza que é responsavel pela energia que falta, foi feita uma proposta
que consiste em considerar a constante cosmoldgica [[40], [41]], que serviria, também, para
explicar a expansao acelerada do universo [[42], [43]]. Outra proposta para explicar essa,
energia que falta corresponde ao que chamamos de quintesséncia (para uma revisao ver
[44]), que corresponde 4 componente do fluido césmico com pressdo negativa, de modo que
a razao entre a pressdo, p, e a densidadde de energia, p, dada pelo pardmetro w, é tal que
—1 < w < 0 [[36], [37]]. Essa proposta pode ser simulada por um campo escalar césmico,

que constitui um elemento fundamental na construcio de uma teoria além do modelo
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padrio da fisica de particulas elementares e da teoria geral da relatividade. Na realidade,
de um modo mais geral, teorias construidas com base na teoria geral da relatividade e
no modelo padrdo das particulas elementares, sugerem a possibilidade de se usar campos
escalares como campos cosmicos, um dos quais pode ser usado como quintesséncia, e assim
poderia explicar a energia que falta no cendrio cosmolégico. Essa possibilidade nos motiva
a estudar um cenario em que o buraco negro esté envolto por quintesséncia, a qual permeia
todo o universo, e com certeza, modificaria o campo gravitacional em torno de um buraco

negro, quaisquer que sejam suas caracteristicas.

A solucao exata das equagoes de Einstein para um campo gravitacional estético,

em coordenadas esféricas, tem a seguinte forma geral

ds? = ¢“d2 — e*dr® — 12 (d@z + sz’n20d¢2) ' (5.1)
onde v e A sdo fungdes somente da coordenada radial r.

Consideremos que o espago-tempo é preenchido por quintesséncia, cujo contetdo
de matéria e energia é dado por um tensor energia-momentum de componentes [39]

T =T =p, (5.2)

1
Tj =T = —5pq (3w +1), (5.3)
onde w, é o pardmetro de quintesséncia e p, sua densidade de energia.

Admitindo 47G = 1, as equagdes de campo de Einstein ficam

_ 1 N 1
27—? = —e A (1"_2 = ?) =+ ﬁ, (54)
1 Vv 1
— —A

1 2 =X N
Y =TT =g P - B.
9 s 5¢ |V - 5 - " 5 ) (5.6)
onde a linha denota a derivada em relacio a r.
A partir das egs(5.2), (5.4) e (5.5), concluimos que A = —v. Podemos admitir este

resultado sem perda de generalidade, uma vez que a constante que surge da resolucio

da equacao diferencial ordindria, resultante dessas trés equacdes, pode ser anulada por
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meio da redefini¢do do coordenada temporal. Supondo A = —In (14 f), com f = f(r), as
eqs(5.4), (5.5) e (5.6) podem ser reescritas de modo que

it 1 /
1’1=Tf=—ﬁ(f+rf) (5.7)

T8 = Tf = — @f +7f"). (53)

Substituindo a eq(5.2) na eq(5.7), e a eq(5.3) na eq(5.8), ¢ somando as equagdes

resultantes, obtemos

Bug+1) f+3(1+w)rf +r*f"=0, (5.9)

que ¢ uma equagio diferencial de Euler homogénea, cuja solucao geral é

2m o

fou et mam, (5.10)

Dai, conhecemos A e v. Portanto, o elemento de linha dado pela eq(5.1) que descreve

a geometria do espago-tempo desse buraco negro, é

1

o
—;3m—frr)

2m o
o N e 2 _
ds® = (1 - —”fr3wq+1) dt (1 ~ 5

dr® — r?df* — r’sin®6d¢®.  (5.11)

Tal resultado, obtido por V. V. Kiselev [39], se reduz ac buraco negro de Schwarzs-
child quando o termo de quintesséncia é nulo. Por consequéncia da mudanca da geometria
do espaco-tempo de Schwarzschild, devido a quintesséncia, espera-se que as trajeto-
rias(geodésicas) das particulas nesta regido mudem em relacdo as trajetérias das mesmas
na vizinhanga de um buraco negro de Schwarzschild. Para uma compreensio mais detalhada
destas consequéncias consulte [60].

5.3 Solucdo correspondente ao buraco negro estitico com nuvem

de cordas (espaco-tempo de Letelier) imerso em quintesséncia

No segundo capitulo desta dissertagéo estudamos as solugbes exatas das equacdes
de Einstein, esfericamente simétricas, que descreve o espaco-tempo correspondente a um

buraco negro com uma nuvem de cordas(geométricas), obtidas por P. S. Letelier no final
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da década de 1970. Séo estas solugdes que estamos chamando de espago-tempo de Letelier.
O tensor energia-momentum da fonte dessa geometria, como sabemos, é

Swayy
Yool

¢ nao nula, sendo p a densidade propria de energia da

T = p (5.12)

ae%}‘

onde somente Y01 = ¥10 = =

nuvem de cordas.

5.3.1 Nuvem de cordas e quintesséncia

Considerando o espago-tempo preenchido por nuvem de cordas e quintesséncia,
podemos concluir com base nas eqs(5.2), (5.3) e (5.12), que o contetido de matéria e energia

deste espago-tempo ¢ descrito por um tensor cujas componentes sdo as seguintes:

. a
1—? :TT =pq—[—{r—2 (5.13)
e
o _mo_ L
As equagdes de campo de Einstein, nesse caso, sio dadas por
1 N 1
t -
Tt = —€ (T—z' = ?) + ﬁ, (515)
1 s\ 1
e
T: = —€ (ﬁ -+ 'F) + ﬁ (516)
e
1 2 - X XN
T9:T¢:__—A mooY el 8 _
2 4 26 (V+2+ - 2) (5.17)

Substituindo a eq(5.13) nas egs(5.15) e (5.16), bem como eq(5.14) na eq(5.17),
obtemos, o seguinte conjunto de equagdes:

1 Y 1
Pyt o5 = —c (— - —) - (5.18)

a {1 v
pq+—2~_~:—e*‘(—2+ )+— (5.19)
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€

2 Ly | Y
v+ i ) (5.20)

pq(Bwy +1) =™ (v” g -+ - =

Como o tensor energia-momentum da nuvem de cordas com quintesséncia satisfaz

as condigdes de linearidade e aditividade, pois vemos em eq(5.13) que

’I? =17, (5.21)
entdo, a partir das egs(5.18) e (5.19), temos A = —v, resultado obtido anteriormente.
Levando em consideragdo este resultado e fazendo a seguinte mudanga A = —In (1 + f) na
eq(5.18) ou eq(5.19), obtemos

a 1+f 7 1
pat ==t — Lt (5.22)
Substituindo A na eq(5.20), encontramos a seguinte equacao diferencial:
1 2 !
pq (Bug +1) = f*+—f. (5.23)

Expressando a densidade de energia p, da quintesséncia, a partir de eq(5.22), em
termos de 7, de f e de sua devirada primeira, além do termo a relacionado a corda, e
substituindo tal resultado na eq(5.23), obtemos a seguinte equacgao diferencial

r2f" +3(wg+ 1)1 + (Bwy + 1) f +a (3w, + 1) =0, (5.24)

que ¢ uma equagao de Euler nfo-homogénea. Note que, a eq(5.24) é igual a eq(5.9), com
o acréscimo do termo a (3w, + 1).

A solugdo geral da eq(5.24) é a soma de uma solugdo particular f,, com a soluciio
homegénea f,, dada por eq(5.10), ou seja,

Pelo fato de termos exposto, apenas, a solugdo homogénea de eq(5.24), expli-
citaremos, agora, o modo de se obter esta soluc¢iio, além da solucdo particular. Sendo

J» = A = const, temos, por substitui¢do desta solucdo na eq(5.24), que

A=—a= f,=—a. (5.26)
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Seja fi = r* a solugio homogénea da eq(5.24). Substituindo esta fungio potencial

na equacio em questiao, obtemos

B+ (Bwy+2)k+ 3w, +1=0. (5.27)

A equagdo eq(5.27) nada mais é que uma equagdo do 2% grau em k, cujas solugdes
s80

k=— (3w, +1) (5.28)
=-1. (5.29)

Dai, a solugcdo homogénea é

fo= Br~ ) 4 Op L, (5.30)
Admitindo, por conveniéncia, que B = —a e C' = —2m, a solugio geral da eq(5.24)
pode ser escrita na forma
2m o'
f (’1") = —a — T = m. (531)
Substituindo a eq(5.31) na relagdo entre X e f, ¢ considerando que A = —v, a

métrica do espago-tempo da nuvem de cordas imersa em quintesséncia é dada por

1
de? = (1 —a— 2m 3_:15) dt® — z dr® — r?df? — r2sin*0do’.
r e (1-a-22— z2o)

(5.32)

Tal resultado ¢ uma forma geral das solucdes exatas, com simetria esférica, das
equacoes de Einstein que descrevem um buraco negro com nuvens de cordas, sem rotacio,

imerso em quintesséncia.

5.4 Singularidades do espaco-tempo de Letelier com quintesséncia

Podemos dizer que singularidades sdo pontos do espago-tempo nos quais o ele-
mento de linha ds® degenera. Tais singularidades podem ser removiveis ou néo, sob uma
transformacdo de coordenadas. Se, sob uma dada transformagao, a singularidade nio for
removivel dizemos que ela ¢ real, como pode ser visto em [63]. Nas singularidades reais, o

escalar de curvatura R do espago-tempo tende ao infinito, enquanto que nas singularidades
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removiveis, essa grandeza é igual a um valor constante. Para a métrica dada pela eq(5.32)

o escalar de curvatura é

_ 3w+l
R 3wa (3w — 1) + 2ar | (5.33)

T3u+3

As singularidades do espago-tempo de Letelier com quintesséncia podem ser obtidas
do seguinte modo:

2m o
L—me=srmoemm
r qu+

=o:-(1—a)r2_2mr_%=o. (5.34)

Para resolver esta equacdo devemos explicitar os valores de a, m, o e w,. Admitamos

0S casos abaixo.

e Seja o pardmetro de quintesséncia w, = —3. Neste caso a eq(5.34) se reduz a seguinte

equacio polinomial

(1—a—a)r?—2mr=0, (5.35)
cujas solugdes sio
r=10 (5.36)
e
2m,
= —. 5.37
"TIo (a+ ) (5:37)

Este resultado permite concluir que, para este caso, hd duas singularidades, r = o0 e
T = 1—(211—m+a)’ onde a primeira ¢ a singularidade real e a segunda é uma singularidade
removivel, como pode ser verificado a partir da eq(5.33). Fisicamente, chamamos
as singularidades removiveis de horizonte de eventos, superficie limite que se ultra-
passada por uma particula classica nfo é mais possivel obter informagoes enviadas
pela mesma. Falamos em horizonte de eventos desde que a + « < 1. Caso contrério,
temos um resultado que descreve um espago-tempo homogéneo. Também observamos
um resultado jé visto por Letelier [23], que é o aumento ou a redugéo do raio do
horizonte de eventos quando comparado ao raio de Schwarzschild, dependendo do
valor de a. Este efeito é amplificado ou reduzido, no caso que estamos tratando,
quando a quintesséncia estd presente. De fato, se 0 < a + « < 1, o raio do horizonte
de eventos serd maior, enquanto que, se a + a < 0 seu raio sera menor, quando
comparado ao raio do horizonte de eventos de um buraco negro de Schwarzschild de
mesma massa. Vale lembrar que o > 0, como pode ser visto em [60]. Entdo a < 1,
pois a + « < 1, como previsto para o espago-tempo de Letelier [23].
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» Seja o pardmetro de quintesséncia w, = —2. Neste caso a equagio eq(5.34) se reduzira,

ao seguinte polinémio

—ar® + (1 —a)r® — 2mr =0, (5.38)

cujas solugdes sao

r=0, (5.39)

I L)
o a+ \/( = a)” — 8mao (5.40)

L = 3l (1 —@&) =8
. a \/( a) ma (5.41)
20

Para que este resultado tenha significado fisico, isto é, para que ele represente um
buraco negro ¢ necessario que pelo menos uma das raizes ndo-nulas reais da eq(5.38)
. . % - . 1—a)? " -
seja positiva. As raizes sdo reais desde que a < %L. Se uma destas raizes ndo-nulas
for positiva a outra também serd, obrigatoriamente, neste caso. De fato, o segundo
1—at+/(1—a):—8ma i =
termo do numerador de r = ¢ menor do que 1 — a. Nesta situacao,

2a

o buraco negro estatico com nuvem de cordas e quintesséncia (espago-tempo de
Letelier com quintesséncia) tem uma singularidade real em r = 0 e dois horizontes,
um externo e outro interno, que chamamos de horizonte de eventos e de Cauchy,
respectivamente. A existéncia de dois horizontes, neste caso, deve-se a quintesséncia.
Logo, temos um novo conjunto de buracos negros que também podem ter dois
horizontes, assim como ocorre em outros tipos de buracos negros, como o de Kerr,
Kerr-Newman e Reissner-Nordstrém. Se as raizes ndo-nulas forem complexas, a

solucao ndo descrevera um buraco negro.
e Seja o pardmetro de quintesséncia w, = —1. Nesta caso, a eq(5.34) se reduzird ao

seguinte polindmio:

—ar*+ (1 —a)r® — 2mr =0, (5.42)

onde uma de suas quatro solugdes é r = 0. As outras trés solugdes sdo raizes da

equacao

ar®*— (1—a)r+2M = 0. (5.43)
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Sejam 71, o € 73 solugdes da eq(5.43). Uma das relagoes de Girard para esta equacio
nos diz que r7ror3 = -—-Z—gf—. Entdo, se duas delas forem complexas a outra seré real
negativa. Caso contrario, as trés seriam reais negativas ou duas delas positivas com a
outra negativa. Somente nesta ultima situagio teriamos uma solug¢do que descreveria
um buraco negro, com dois horizontes de eventos, um externo e outro interno, ou
com um unico horizonte, situacdo que ocorre quando os raios dos horizontes de

evento e de Cauchy sdo iguais.

Podemos fazer esta discussdo para diversos outros casos. Entretanto, escolhemos
esses, por conveniéncia, para que tenhamos uma ideia das possiveis consequéncias da
métrica dada pela eq(5.32). Estamos diante de uma solugdo que descreve buracos negros
com um ou dois horizontes de eventos dependendo das caracteristicas da corda e da

quintesséncia.

5.5 Equacoes do movimento

Sabemos da teoria da relatividade geral de Einstein, [63], que as equagdes geodésicas

e de vinculos de uma particula numa determinada geometria sdo, respectivamente,

P+ T3 =0 (5.44)

guyaf#x‘” =P- . (5.45)

Esta dltima equacao determinara se as geodésicas so tipo-espago, nula ou tipo-
tempo desde que p seja igual a -1, 0 ou 1, respectivamente.

Nesta secao estudaremos as equagdes do movimento de uma particula na vizinhanca
de um buraco negro estatico com nuvem de cordas e quintesséncia (espago-tempo de Letelier
com quintesséncia), isto €, num espago-tempo descrito pela eq(5.32), cujo elemento de
linha é dado por

ds® = h(r)de® — dr® —r* (d6” + sin®0dg’), (5.46)

h(r)

onde
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Calculando os simbolos de Christoffel I'}, para a métrica eq(5.46), escrevemos as

seguintes equagcoes geodésicas:

. N (fr) 5
_ 5.48
t+ 3= (5.48)
P 2h(r) | () £+ i — 2% — 2rsin?0d?| =0 (5.49)
2 W (r) ’ '
.9 . .
0+ ;1“6’ — sinfcosfp® = 0 (5.50)
e
. Ry .y
o+ ;_—'r'qb + 2cotff¢ =0 (5.51)

A equagdo de vinculo tipo-tempo é

G 72— 2 (92 4 Sz'nzt?qf)z) =1, (5.52)

obtida fazendo-se p = 1 na eq(5.45), com a métrica dada pela eq(5.46). Por mais que
tenhamos explicitado h () na eq(5.47), esta funcdo h = h (r) é geral. Isso significa dizer
que a eq(5.46) é uma forma geral da métrica e por consequéncia as equagdes geodésicas
dadas pelas egs(5.48), (5.49), (5.50) ¢ (5.51) também sdo gerais.Para o caso em questdo, a

equacdo de vinculo tipo-tempo é

2M o ” 1 g s . 9539
(1—G—T—m)t =+ (1WG_M_ “z.i_)’f = (9 + sin 0¢)=1 (553)

Estudaremos o comportamento das equacgdes geodésicas no plano equatorial e

compararemos com o caso correspondente para um buraco negro de Schwarzschild.

55.1 Equacdes geodésicas no plano equatorial e potencial efetivo

Consideremos o plano equatorial # = 7. Neste caso, resolvendo a eq(5.48) para
determinar £, obtemos

. E

onde £ é uma constante de integracao que, fisicamente, é a energia do sistema. Para h (r)
dado pela eq(5.47), a eq(5.54) é escrita na forma

. E
= X .
T g—— (5.55)
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Resolvendo a eq(5.51) para determinar é, obtemos

; L
=1 (5.56)

onde L é uma constante de integracdo que, fisicamente, é o momento angular da particula

que esta se movendo no espaco-tempo do buraco negro.

Substituindo as eqs(5.54) e (5.56) na equagdo de vinculo, dada pela eq(5.52),
obtemos

B = (j—:)z +h(r) (1 + g) . (5.57)

A equacdo da conservagéo de energia é:

2
ﬁ=(5)+mﬁ (5.59)

onde V¢ é o potencial efetivo. Comparando as eqs(5.57) e (5.58), vemos que o potencial
efetivo é dado por

Vg =h(r) (1 + —) . (5.59)

Para o espaco-tempo de Letelier com quintesséncia, o potencial efetivo, obtido
substituindo-se a eq(5.47) na eq(5.59), é

oM\ L2 2MI? L? a L?
]fefz(l——)—i-—— = —a(l—!—ﬁ) —(1+;§-)- (5.60)

7'2 7"3w?+1

Os trés primeiros termos sfo os mesmos obtidos com a solucao de Schwarzschild,
onde o primeiro estd associado ao potencial gravitacional Newtoniano, o segundo é o
potencial centrifugo repulsivo e o terceiro termo é uma correcao relativistica. Os dois
altimos termos estdo relacionados a quintesséncia ou a nuvem de cordas. O potencial

efetivo dado pela eq(5.60) pode ser reescrito do seguinte modo:

‘/ef = (1 i _7"—) + (1 — CL) 2 = — 73w tl "FE (561)

Como mostrado por Letelier [23], o pardmetro a relacionado a nuvem de cordas

2 2MI* o ( L2)
— - +

pode assumir qualquer valor, exceto a = 1. No potencial efetivo dado pela eq(5.61), a
nuvem de cordas estabelece mudancas no potencial centrifugo repulsivo. Note que se a > 1,
o efeito centrifugo é atrativo em vez de repulsivo. Se 0 < a < 1, o potencial centrifugo

sofre uma corregido de modo que a nuvem de cordas provoca reducio no efeito repulsivo



Capitulo 5. Buraco negro estdtico com nuvem de cordas e gquintesséncia (Espago-tempo de Letelier com
quintesséncia) 72

deste potencial. Se a < 0, o potencial centrifugo repulsivo provoca um efeito gravitacional,

sobre uma determinada particula, maior do que o efeito centrifugo Newtoniano.

Agora, analizemos o potencial efetivo, dado pela eq(5.61), para os seguintes valores
possiveis do parametro de quintesséncia wy:

e Para o parimetro de quintesséncia w, = _%, o potencial efetivo ¢é
2M PP 2MI?
%fﬂ(l—a—a—'—r—)+(1—a—(¥)?2‘— w2 (562)

de onde concluimos que a quintesséncia, assim como a nuvem de cordas, também
provoca uma corre¢ao no potencial centrifugo com um termo extra atrativo, pois a
é sempre positivo.

o Para o parimetro de quintesséncia w, = —%, o potencial efetivo é
2M + oI? I} 2MI?
Vef=(1wa-l)+(l—a)r—2— 5 o (5.63)

de onde concluimos que a quintesséncia provoca uma corre¢do no potencial gravita-
cional Newtoniano, aumentando a contribuigdo deste termo no efeito gravitacional,
¢ um termo extra atrativo —ar.

o Para o parimetro de quintesséncia w, = —1, o potencial efetivo é

2M 2 2MIL?

Vef=(1—a—7)+(l—a)-?—5- 8

—ar? —al? (5.64)

onde as corregbes aparecem nos dois tltimos termos.

Portanto, a nuvem de cordas e a quintesséncia estabelecem corregoes nos termos
do potencial efetivo V,; que refletem no comportamento de particulas no espaco-tempo de
Letelier com quintesséncia. A nuvem de cordas estabelece, portanto, uma correcio dircta
na energia potencial centrifuga, provocando os efeitos descritos anteriormente, enquanto as
correcoes estabelecidas pela quintesséncia dependem dos valores assumidos pelo pardmetro
Wy, isto é, dependem do comportamento do campo escalar através da equacio de estado
P = wyp,. De acordo com dados da literatura [60], observacdes da supernova SNe Ia,
assim como outras realizadas pelo CMB, BAO e pelo telescépio Hubble, o pardmetro de
quintesséncia ¢ medido no intervalo —1.16 < w, < —0.92 com 95% de confiabilidade.

5.5.2 Graficos do potencial efetivo

No que segue, esbocamos graficos do potencial efetivo, dado pela eq(5.61), para
diferentes valores do parAmetro de quintesséncia w, e da constante associada a nuvem de
cordas a.
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Figura 1 — Potencial efetivo para M = 1, L? = 20, w, = —%, a = 0.05 (curva azul),
a = 0.08 (curva cinza) e @ = 0.1 (curva preta).
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Figura 2 — Potencial efetivo para M = 1, L? = 20, w, = —%, a = 0.05 (curva azul),

a = 0.08 (curva cinza) e a = 0.1 (curva preta).
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Figura 3 — Potencial efetivo para M = 1, L? = 20, w, = —1, a = 0.05 (curva azul),
a = 0.08 (curva cinza) e @ = 0.1 (curva preta).

Os trés primeiros graficos desta subse¢do mostram como a quintesséncia interfere
no potencial sentido por uma particula com momento angular nfo nulo, constante, na
presenca desse tipo de buraco negro, como visto em [60]. Note que a medida que vamos
tomando valores maiores de «, o valor méximo do potencial efetivo diminui. Na fig(1),
vemos que, para um buraco negro com quintesséncia, onde w, = —1/3, o potencial efetivo
tende assintoticamente a ser constante para r — oo e tende ao infinito negativo quando
r — 0. Na fig(2), onde o pardmetro de quintesséncia w, = —2/3, vemos que o potencial
efetivo vai para o infinito negativo quando r — co, bem como quando r — 0. Este fato
também ocorre para o potencial efetivo, quando w, = —1, da fig(3), com a diferenca de

que neste caso Vg — —o0o mais rapidamente quando r — co.

O potencial efetivo mostrado na fig(4) esté relacionado ao buraco negro de Letelier.
As curvas esbogadas sdo para trés valores diferentes de a, constante relacionada as nuvens
de cordas. Note que a medida que tomamos valores maiores para a constante a o potencial
efetivo vai diminuindo seu valor de maximo a ponto do “pico da curva'desaparecer. Tal
potencial tem a mesma forma que o da fig(1). Portanto, tudo que dissemos de fig(1) é
valido para fig(4). Entretanto, h4 efeitos gravitacionais provocados pela nuvem de cordas
que a quintesséncia ndo provoca, por exemplo, o aumento do efeito centrifugo repulsivo,
como pode ser visto pela eq(5.61).

Os graficos das figs(5), (6) e (7), a seguir, sdo do potencial efetivo do espaco-tempo
de Letelier com quintesséncia.

O potencial de fig(5) tem a mesma forma que os das figs(1) e (4). Contudo, inferimos

que, dependendo dos valores da constante da corda a e do « relacionado & quintesséncia,
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Figura 4 — Potencial efetivo para M =1, L? = 20, « = 0, a = —0.5 (curva azul), a = 0.5
(curva cinza) e a = 1.5 (curva preta).
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Figura 5 — Potencial efetivo para M =1, L? = 20, a = 0.1, wy = —3, a = —0.5 (curva
azul), a = 0.5 (curva cinza)e a = 0.89 (curva preta).
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com seu pardmetro w, = —1/3, pode haver uma “competicdo” entre cordas e quintesséncia,
desde que a primeira contribua para elevacio do valor de maximo do potencial efetivo,
enquanto que a segunda contribua para a diminui¢ao deste valor e vice-versa. No grafico
em questdo, fixamos o valor de @ = 0.1 e tomamos trés valores diferentes para a constante
a da nuvem de corda. Note que se 7 — 00, 0 potencial efetivo V5 tende assintoticamente

a uma constante, enquanto que vai ao infinito negativo quando r — 0.

-8

10+ Y :
o ;

Figura 6 — Potencial efetivo para M =1, L? = 20, a = 0.1, w, = —%, a = —0.5 (curva
azul), a = 0.5 (curva cinza) e a = 1.5 (curva preta).

Na fig(6) representamos o potencial efetivo de um buraco negro estético com nuvem
de cordas e quintesséncia, onde o pardmetro w, = —%. Note como a quintesséncia mudou
0 padrdo de variacio do potencial efetivo com a mudanga de seu pardmetro quando
comparamos a fig(5). Agora, quando r — co, o potencial efetivo V.; — —o0, assim como
ocorre quando  — 0.

Na fig(7) representamos o potencial efetivo para o pardmetro w, = —1. Note como
a quintesséncia mudou o padrio de variagio do potencial efetivo com a mudanca de seu
pardmetro quando comparamos com a fig(6), por exemplo. Agora, quando r — o0, 0
potencial efetivo V. — —co mais rapidamente, do mesmo modo quando r — 0 o potencial
Vep—+—00,

5.5.3 Trajetéria de uma particula teste

A partir do potencial efetivo e da lei de conservacdo da energia discutiremos as
geodésicas tipo-tempo nio-radiais de uma particula teste, isto ¢, com momento angular
L £ 0, fora do buraco negro. Portanto, consideraremos um buraco negro com M = 1,

pardmetro de quintesséncia w, = —%, a = 0.1, L? = 50 e a constante da corda a = 0.89.
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Figura 7 — Potencial efetivo para M = 1, L? = 20, a = 0.1, w, = —1, a = —0.5 (curva
azul), a = 0.5 (curva cinza) e a = 1.5 (curva preta).
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Figura 8 — Potencial efetivo para M = 1, L? =50, w, = —1+ e a = 0.1.
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teste,

Com base na fig(8), grafico do potencial efetivo, o movimento de uma particula
classicamente falando, é tal que

Se a particula, inicialmente em repouso, partir de uma disténcia finita com uma
energia maior que o maximo do potencial efetivo em direcdo ao buraco negro, a

mesma caira na singularidade.

Se a particula tem energia igual ao maximo do potencial efetivo, sua érbita sera
instavel, podendo, a depender das condi¢ées iniciais do movimento, mover-se em

direcdo a singularidade ou afastar-se definitivamente do buraco negro.

Se a particula tem energia F = 1.246 e esta movendo-se em dire¢o ao buraco negro,
a mesma terd uma orbita de véo de modo que a particula atinge uma distincia
minima do buraco negro, sua velocidade se anula nesta posicado, sendo recocheteada
em seguida para longe do mesmo.

Se a particula tem energia E = 0.89 e estd movendo-se em dire¢do ao buraco negro,
a mesma ficard orbitando-o apés alcangar uma disténcia que estd dentro do pogo
potencial da figura. Note que ha uma distdncia de maximo e de minimo na sua érbita

em torno do buraco negro, representando o afélio e o periélio, respectivamente.

Essa discussdo pode ser vista em [60].

Figura 9 — Potencial efetivo para M =1, L* =50, a = 0.1, w, = —3 ¢ a = 0.89.

Na fig(9) temos o grafico do potencial efetivo do buraco negro correspondente ao

da fig8. A diferenca ¢ que hé, agora, a nuvem de cordas, além da quintesséncia. Note como

o potencial efetivo mudou. A particula teste, agora, ao mover-se em direcdo do buraco

negro
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e ou caira em direcdo ao buraco negro, quando sua energia E = —0.5, por exemplo.

e ou se aproximard de uma distdncia tal que sua energia seja igual ao potencial efetivo,
sendo recocheteada para longe do buraco negro.

Além disso, a partir do potencial efetivo da fig(9), vemos que a particula teste nunca
ficard orbitando o buraco negro em questao. Assim, o potencial efetivo experimentado por
uma particula teste, depende fortemente dos valores dos pardmetros associados & presenca
da nuvem de cordas, da quintesséncia , e & equacio de estado.
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6 Buraco negro estacionario com nuvem de
cordas e quintesséncia (espaco-tempo de

Letelier estacionario com quintesséncia)

6.1 Introducao

Um algoritmo descoberto por Newman e Janis [61] permite transformar uma solugao
das equactes de Einstein, estatica e esfericamente simétrica, na solucio estaciondria e
axialmente simétrica associada, usando a complexificagio de coordenadas. Como exemplo,
podemos mencionar que a solu¢do de Schwarzschild pode ser transformada na de Kerr [61]
e a solugdo de Reissner-Nordstrom pode ser transformada na de Kerr- Newman [7], dentre

outras.

Neste capitulo, usaremos o método de complexificagao de coordenadas para construir
a solucdo com rotagdo correspondente ao espago-tempo de Letelier com quintesséncia,

obtida no capitulo anterior.

6.2 Buraco negro com rotacio

A solugéo das equagdes de Einstein que descreve um buraco negro com nuvem de

cordas ¢ quintesséncia é dada pelo seguinte elemento de linha:

1
h(r)

ds® = h(r)dt? — dr? — r?df? — rsin®0d¢?, (6.1)

onde

h(r)=1—a——ziu—~— <

r p3wgtl”

(6.2)

Neste capitulo obteremos a solucio com rotacio associada ao eclemento de linha
dado pela eq(6.1), com a defini¢do de h(r) dada pela eq(6.2), usando o algoritmo de
Newman e Janis [61]. Para obter a métrica de um buraco negro de Letelier em rotagio
com quintesséncia fagcamos, inicialmente, uma mudanca de coordenadas na eq(6.1) para as
coordenadas de Eddington-Finkelstein, isto é,

du = dt +

1
) dr. (6.3)
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Substituindo a eq(6.3) na eq(6.1), obtemos

ds* = h(r) du* — 2dudr — r* (d6® + sin*6dg?) , (6.4)
ou, substituindo-se a expresséo para h(r), obtemos
2M o

as® = (1-a— =7 - 0 ) du? = 2dudr — 1 (48 + sin’6d#%) . (65)

De acordo com o método de Newman-Janis, a métrica pode ser escrita em termos

de tétradas nulas, Z° = (I*,n®% m®,m*), de modo que

g” = 1°n® + I°n® — m®mb — mPm?, (6.6)

onde os vetores nulos que formam as tétradas sao

o = g, (6.7)
na=5;w%(1—a—¥—r3w;'jﬂ)ég, (6.8)
e (e ) @

e
e = 715; (Jg _ ;%%Efsg) , (6.10)

onde m?* é o complexo conjugado de m?.

Admitamos que r possa ser complexo. As tétradas nulas, nesta condicio, podem
ser reescritas do seguinte modo:

P =2, (6.11)
1 1 1 o
a_ga_Zl1_g-M(= —)—— a .
n v 73 [ a (r + = (TF)&%—'—I} oy (6.12)
e
s ¥ (5” + LJ“) (6.13)
T Var \? T sing ¢/ ’
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onde 7 é o complexo conjugado de r. De acordo com o método de Newnam-Janis, facamos

a seguinte transformacao

z'* = z% +iJ (8¢ — 82) cosb, (6.14)

onde J é o pardmetro que foi introduzido para ser identificado com a rotacio. Desta

transformacio, temos:

' = u—1Jcosh, (6.15)
' =r+1iJcosd, (6.16)
0 =0 (6.17)
d
¢ = ¢. (6.18)

E importante chamar a atencao para o fato de que esse procedimento de complexi-
ficagdo ndo é unico [62]. Isto significa dizer que a forma final da métrica é dependente da
complexificacdo adotada. Em alguns casos, a forma obtida para a métrica com rotacio
néao guarda semelhanca com a obtida resolvendo diretamente as equagoes de Einstein. A
escolha que fizemos permite obter a métrica, em coordenadas de Boyer - Lindquist, que

cfetivamente é estacionaria e axialmente simétrica.

A tétrada Z° se transforma como um tensor contravariante de primeira ordem, isto

- ra ;
¢, 2" = 922 7% Dai

1% =2, (6.19)
i g A 2Mr o i
7 =5u—§(1—a—n Sl E%ﬂ)&- (6.20)
e
1 i
B . . a __ £OY o a 5¢ .
" V2r +iJ cos 6 (ZJ (3= 65 stmfredf sin 6 ‘b) ’ .21)
onde

% (r,8) =% + J?cos? 4. (6.22)
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Os elementos da métrica do espago-tempo de Letelier com quintesséncia, que possui
rotacdo, obtidos a partir das egs(6.6), (6.19), (6.20) e (6.21), sdo

o 9
=20, (6.23)
com
2Mr o
(:(7’, 9) 2 ] i 5 - ang+1 ) (624)
2
o 9
gt=1 / E;n , (6.25)
¥
J2sin? 6
e, (6.27)
J
e = —%5 (6.28)
o _ 1 6.29
9 = n (6.29)
e
L (6.30)
g Ysin? 8’ ’

sendo nulos os demais elementos.

O tensor métrico contravariante [g**], na forma matricial, é

I 2 5in2
_Jsgnﬁ__g 1__|_J5§n9 0 %
J2sin? @ J2sin? @ d
[gm/] e L+ z = 0 z
1
0 0 L
J - 5 Q. -
b 2 sin‘ 8

O tensor métrico covariante [g,,], na sua forma matricial, ¢ dado por

0 1 0 —Jsin?2 8
T 1 ¢ 0 _J (¢ —1)sin28
Al = 0 0 . 0

—Jsin?§ —J(C—1)sin?f 0 sin?0[J? (¢ —2)sin?f — X
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O elemento de linha associado é dado por

ds® = Cdu?+2dudr—2J sin? fdrd¢p—Xdo>+-sin? 0 [ﬂ (¢ —2)sin®6 — 2] d¢?—2.J (¢ — 1) sin® dudg.
(6.31)

Facamos mais uma mudanca de coordenadas, desta vez para as chamadas coor-
denadas de Boyer-Lindquist, pois por meio delas podemos explicitar a rotacio e obter a
solugio particular para os casos sem rotacgdo, quando fazemos J = 0. Consideremos, entéo,

a seguinte transformacio de coordenadas

2 22
== b ("" +J ) dr, (6.32)
A
onde
A =(Y+ J*sin* 9 (6.33)
e
L
dp = d¢/ — “dr. (6.34)

Substituindo as eqs(6.32), (6.33) e (6.34) na eq(6.31), apds algumas operagdes
algébricas, obtemos

A — J%sin? @ p3: A — J?sin?8
/- 2__ 1.2 s o _
= (——W-«HE ) dt Adr + 2J sin“ 6§ (1 — 5 ) dtde
= Pgin?
—2df* — sin? 8 [z: + J2sin” @ (2 — W)] d¢?,  (6.35)

onde X, ¢ e A sdo dadas pelas eqs(6.22), (6.24) e (6.33), respectivamente. Omitimos a
linha da coordenada ¢', sem perder a generalidade do resultado.

Consideremos a constante associada a presenca da corda, a, igual a zero na métrica
que acabamos de obter, que é a solugdo das equacoes de Einstein para um buraco negro
com nuvem de cordas e quintesséncia com rotacio (espago-tempo de Letelier com rotacio
e quintesséncia). Neste caso, obtemos o resultado que corresponde a métrica gerada por

um buraco negro com quintesséncia [46]. Se fizermos o termo da rotacdo nulo, obteremos

H=r (6.36)

(=1 —gee— rara (6.37)
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e
9 o
A=(1-a)r —2Mr—m_—1. (6.38)
Substituindo as eqs(6.36), (6.37) e (6.38) na métrica, obtemos
2M a 1
- S 2 T R N
d? = (1-a- =2 - )t T i 4 (6:39)

que ¢é a métrica que descreve o buraco negro estatico com nuvem de cordas e quintesséncia
(espago-tempo de Letelier com quintesséncia). Finalmente, se fizermos a = 0 e o = 0,
iremos obter a solucdo de Schwarzschild, para J = 0, e a de Kerr, para J # 0.
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7 Conclusoes e perspectivas

Nesta dissertacao estudamos o papel desempenhado por nuvem de cordas, que sao
objetos estendidos, e quintesséncia na construcio das solugoes das equagoes de Einstein
que correspondem a buracos negros estéticos(sem rotagio) e estacionédrios(com rotagéo).

Iniciamos com a obtencio da solucio esfericamente simétrica, tomando como fontes
do campo gravitacional, a prépria massa do buraco negro, bem como, as contribuicdes
adicionais relacionadas com a nuvem de cordas e a quintesséncia. Neste contexto, obtivemos
a solugao que corresponde ao campo gravitacional descrito por um buraco negro com
nuvem de cordas e quintesséncia, que estamos denominando espago-tempo de Letelier
com quintesséncia. Para esta solucdo das equacdes de Einstein, estudamos aspectos
relacionados as singularidades, equagtes geodésicas e potencial efetivo, destacando o papel

desempenhado tanto pela nuvem de cordas, quanto pela quintesséncia.

Usamos essa solugdo estatica para construir a correspondente solucdo estaciondria,
axialmente simétrica, que corresponde ao campo gravitacional gerado por um buraco negro
com rotacdo, com nuvem de cordas, e rodeado por quintesséncia. Esta solucao foi obtida
da correspondente solugdo estitica, que funciona como uma solugdo somente, a partir da
aplicagdo do método de complexificacdo de coordenadas, desenvolvido em meados dos anos
1960.

Como perspectivas de desdobramentos desses resultados, podemos considerar o
estudo da termodindmica desses buracos negros, modos quase-normais e outros aspectos.
Adicionalmente, podemos generalizar as solucoes obtidas, no sentido de incluir um campo
eletromagnético, o que corresponderia a solu¢do de Reissner-Nordstrom ou a de Kerr-
Newman com nuvem de cordas e quintesséncia.
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APENDICE A - Construcio de graficos do

potencial efetivo

Para esbogarmos os graficos do potencial efetivo representados em figl, fig2, fig3,
figd, figh, figh, fig7, fig8 e fig) usamos um programa de computacio algébrica chamado
Maplel7. Os comandos utilizados sdo, respectivamente,

with(plots):
plotsimultiple](plot, [L —2/r +19/r? —40/r* —0.05,r = 2..18,V = —0.5..1.1, color =

blue], [l — 2/r + 18.4/r* — 40/r* — 0.08,7 = 2..18,V = —0.5..1.1, color = gray], [1 —
2/r +18/r* — 40/r® — 0.1,7 = 2..18,V = —0.5..1.1, color = black]);

o with(plots):

plots[multiple](plot, [1—3/r+20/r2—40/r* —0.05%r,7 = 0.1..20,V = —1..1, color =
blue], [1 —3.6/r +20/r% —40/r® — 0.08 % r,7 = 0.1..20, V = —1..1, color = gray], [1 —
4/r +20/r? —40/r* — 0.1 % 7,7 = 0.1..20, V = —1..1, color = black])

» with(plots):

plots[multiple](plot, [1—2/r+20/r*—40/r*—0.05%r% r = 0.1..15,V = —5..0, color =
blue],[1 — 2/r + 20/r® — 40/r3 — 0.08¢ — 1 * r%,r = 0.1..15,V = —5..0, color =
gray),[1—4/r+20/r? —40/r® — 0.1 x 7%, r = 0.1..15,V = —5..0, color = black])

» with(plots):

plots[multiple](plot, [1.5 — 2/r + 30/r* — 40/r3,r = 0.001..20,V = —10..4, color =
bluel, [0.5 — 2/r 4+ 10/r* — 40/r3,r = 0.001..20,V = —10..4, color = gray],[—0.5 —
2/r —10/7% — 40/7%,r = 0.001..20,V = —10..4, color = black])

 with(plots):

plots|multiple](plot, [1.4 — 2/r + 28/r* — 40/r3,r = 0.001..30,V = —10..4, color =
blue], [0.4 — 2/r + 8/r* — 40/r®,r = 0.001..30,V = —10..4, color = gray],[0.01 —
2/r —0.2/r? — 40/r®,r = 0.001..30,V = —10..4, color = black])

o with(plots):

plots[multiple](plot, [1.5—4/r+30/r*—40/r3—0.1%r,r = 0.001..50, V = —10..2, color =
blue], [0.5 — 4/r + 10/r* — 40/r® — 0.1 * r,7 = 0.001..50,V = —10..2,color =
gray),[—0.5—4/r—10/r? —40/r* —0.1% 7,7 = 0.001..50,V = —10..2, color = black])
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o with(plots):

plots[multiple](plot,[—-0.5 — 2/r + 30/r? — 40/r® — 0.1 = r%,r = 0.001..15,V =
—25..1.5, color = blue],[-1.5 — 2/r + 10/r* — 40/r® — 0.1 = r%,r = 0.001..15,V =
—25..1.5, color = gray),[—2.5 — 2/r — 10/r* — 40/r®* — 0.1 % 7%, r = 0.001..15,V =
—25..1.5, color = black])

o plot(0.9 — 2/r +45/r* — 100/73,r = 0.1..110, V = 0..1.7, color = blue)

e plot(0.01 — 2/r —0.5/r? — 100/r3,r = 0.001..40, V = —5..0, color = blue)



