UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
COORDENACAO DO CURSO DE POS-GRADUACAO EM FISICA

TESE DE DOUTORADO

ALGUNS ASPECTOS DAS TEORIAS
DE GRAVIDADE MODIFICADA

FRANCISCO GERALDO DA COSTA FILHO

JOAO PESSOA

2015



ALGUNS ASPECTOS DAS TEORIAS
DE GRAVIDADE MODIFICADA



UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
COORDENACAO DOS CURSOS DE POS-GRADUACAO EM FISICA

ALGUNS ASPECTOS DAS TEORIAS
DE GRAVIDADE MODIFICADA

Tese realizada sob orientacao do
Prof. Dr. Dionisio Bazeia Filho,
apresentada ao Departamento de
Fisica, em complementacao aos pre-
quisitos para obtencao do titulo de

Doutor em Fisica.

FRANCISCO GERALDO DA COSTA FILHO



Catalogagéo na publicagéo
Setor de Catalogacéo e Classificagdo

C837a  Costa Filho, Francisco Geraldo da.
Alguns aspectos das teorias de gravidade modificada / Francisco Geraldo da

Costa Filho. — Jodo Pessoa, 2015.
17 1. :1l.

Orientador: Prof. Dr. Dionisio Bazeia Filho.
Tese (Doutorado) — UFPB/CCEN/PPGF

1. Fisica. 2. Gravidade modificada - teoria. 3. Cosmologia padréo. 4. Buracos
negros. 5. Estrutura de Branas. I. Titulo.

UFPB/BC CDU - 53(043)




ALGUNS ASPECTOS DAS TEORIAS
DE GRAVIDADE MODIFICADA

FRANCISCO GERALDO A COSTA FILHO

Aprovada em

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Dionisio Bazeia Filho

Orientador

Prof. Dr.Francisco de Assis de Brito

Co-orintador

Prof. Dr. Bruno Geraldo Carneiro da Cunha

Examinador Externo

Prof. Dr. Carlos Alberto Santos de Almeida

Examinador Externo

Prof. Dr. José Roberto do Nascimento

Examinador Interno

Prof. Dr. Laércio Losano

Examinador Interno



ALGUNS ASPECTOS DAS TEORIAS
DE GRAVIDADE MODIFICADA

FRANCISCO GERALDO A COSTA FiLuo

Apliov;a,(la, en ,Z;}/LOAZZ*Z*QLS,

N\

BANCA EX MI\I?DORA

Prof. Dr. Dionisio Bazeia FFilho

Orientador

T U

Prol. Dr.Francisco de Assis de Brito
Co-orintador

Prof. Dr. Bruno Geraldo Carneiro da Cunha
lixaminador Externo

Prof. D, Cavlas Alberto Samtos de Almenda
Examinador Externo

Prof. Dr. Joseé Roberio do Nascimento

FExaminadOr Internmo

7ol . Lacrcio Losano

Fxannador Interno




A Deus
A Gerilany

A Gabriel



AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Dionisio Bazeia pela orientacao, pela competéncia com que conduziu este

trabalho e pela grande oportunidade concedida, a qual me permitiu chegar até aqui.

Ao Prof.  Francisco de Assis de Brito, pela sua co-orientacao, competéncia,

disponibilidade as quais foram fundamentais para conclusao deste trabalho.
A todos os professores deste departamento que contribuiram com a minha formagao.

A Minha esposa Gerilany e a meu filho Gabriel, por entender a minha auséncia, pelo

amor e apoio incondicionais nesta caminhada.
Aos meus familiares, por toda uma vida.
Ao meu amigo Alcides Ribeiro que a 27 anos acompanha esta minha jornada.

Aos colegas de graduagao e pos-graduacao (em especial a Jamilton, Joseclécio, Jaldair,
Rodrigo Lima, Rodrigo César, Matheus Marques e Mario César) que de uma forma ou

de outra me fizeram chegar até aqui.

Aos funcionarios do Departamento de Fisica pela grata convivéncia durante a minha

permanéncia neste Departamento.

A todos que direta ou indiretamente possibilitaram a conclusao deste trabalho.



RESUMO

Teorias de gravidade modificada tem como objetivo elucidar alguns problemas em
aberto no &mbito da Relatividade Geral. Dentro desta perspectiva muitas teorias foram
propostas ao longo dos anos. Neste trabalho abordamos algumas destas teorias e, para
cada uma delas, demos a nossa contribuicdo propondo novos cenarios que se mostraram
promissores. Assim, no contexto das teorias de mundo-brana estudamos pela primeira
vez teorias do tipo DGP em 2+1 dimensdes, com termos de gravidade induzida do tipo
nova gravidade massiva. O estudo dos propagadores da teoria perturbada mostrou a
propagacdo de modos unitarios e sem a presenca de taquions. No que diz respeito a
teoria de Horava-Lifshitz, estudamos a estrutura de branas com campos escalares em
4+1 dimensdes e a formacédo de buracos em 1+1 foi obtida pela primeira vez. Nos dois
casos anteriores tratamos da versdo ndo projetavel desta teoria. Estudamos ainda
modelos de mundo-brana em uma teoria com bimétrica onde a gravidade se acopla ao
campo escalar que conecta as duas métricas. Apesar de o campo escalar possuir um
termo cinético linear a teoria se mostrou estavel e localizacdo da gravidade foi obtida.
Por fim, aplicamos a teoria da gravitacdo com campos ndo dindmicos a um modelo
cosmoldgico e constatamos que para certa fase especifica da expansdo do Universo é
possivel termos um mecanismo que gera um auto ajuste da constante cosmoldgica.

Palavras-chave: Gravidade modificada. Cosmologia padrdo. Buracos negros. Estrutura
de Branas



ABSTRACT

Modifed theories of gravity has the objective to elucidate some open issues in the
context of general relativity. From this perspective many theories have been proposed
over the years. In this paper we deal with some of these theories and, for each of them,
we gave our contribution proposing new scenarios that showed promise. So in the
context of braneworld theory we held the first studies in three dimensional DGP theory,
with terms of induced gravity of the new massive gravity type. The study of the
propagators of disturbed theory showed unit propagation modes without the presence of
tachyons. As regards to the Horava-Lifshitz theory, we studied the structure of
membranes with scalar fields in 4+1 dimensions and the formation of black holes in 1+1
dimensions has been obtained for the first time. In the two previous cases we deal with
nonprojectable version of this theory. Have also studied braneworld models in a
bimetric theory where gravity is coupled to the scalar field that connects the two
metrics. Although the scalar field having a linear term kinetic the theory remained stable
and gravity localization was obtained. Finally, we apply the theory of gravitation with
nondynamical fields to a cosmological model and found that for a certain specific stage
of the Universe Expansion is possible to have a mechanism that generates a self tuning
of the cosmological constant problem.

Keywords: Modified Gravity. Standard Cosmology. Black-holes. Branewolrd
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Capitulo 1

Introducao

Desde a publicacao de “Os fundamentos da teoria da relatividade geral (TRG)” [1], a teoria
de Einstein passou por diversos testes ao longo de quase 100 anos. Dentre varios pontos que
deram respaldo & teoria, podemos elencar previsoes teodricas fantasticas como o avanco do
periélio de Mercurio, o desvio gravitacional da luz , a existéncia de buracos e a previsao de
ondas gavitacionais. Mais recentemente, observacoes a cerca de aglomerados de galaxias,
feitas pelo telescopio espacial Chandra da NASA, mostraram que a teoria de Einstein é uma
boa construcgao tedrica para entender alguns aspectos do Universo, pelo menos para distancias
da ordem de 130 milh6es de anos-luz [2|. Contudo a nao renormalizabilidade impede que esta
possa ser formulada como uma teoria quantica de campo para a gravitagao.

A teoria de Einstein descreve, em nivel de linearizacao em torno do espaco de Minkowski,
uma teoria para a interagao gravitacional através de uma particula de massa nula com spin 2.
Porém, o quanta associado a esta interacao, o graviton (que possui dois estados independentes
de polarizac¢ao com helicidade 2) surge em uma teoria onde nao é possivel eliminar os infinitos
de energia [3,4]. Também existe um problema recente e de dificil transposigao conhecido como
problema da acelerac¢ao do Universo [5,6]. No contexto da cosmologia padrao (usando a TRG),
nao ¢é possivel explicar este fendmeno a menos que se admita a existéncia de um componente
exotico na dinamica do Universo. Dentre as possibilidades podemos considerar, por exemplo,
a constante cosmologica e os modelos de quintesséncia [7,8]. Devido a falta de uma explicagao
consistente surgiu a proposta da Energia Escura, uma forma hipotética de energia, com

pressao negativa que permeia todo o espaco e que responderia pelo atual estagio de aceleracao



do Universo [8]. Outra possibilidade seria abandonar a TRG e buscar por alternativas
que contemplassem estes problemas. As motivagoes surgem, muitas vezes, na tentativa de
resolver uma classe especifica de problemas. Por exemplo, teorias de gravitacao com derivadas
superiores podem se tornar renormalizavel [9], cenéarios com dimensées extras (mundo-brana)
mostram uma possibilidade de resolver problemas como o da hierarquia [10,11], gravitacdo em
dimensdes inferiores (menores que 4) pode servir como ‘laboratorio’ para melhor compreender
fendmenos como a formagao e evaporacao de buracos negros [12]. Contudo, nada impede,
em principio, que tais ideias possam ser usadas em situagoes bem distintas daquelas que as
originou . Por exemplo, podemos usar cenérios de mundo-brana para estudar a aceleracao
do Universo [13], ou tentar compreender melhor a cerca da renormalizacdo de modelos
formulados em dimensdes inferiores [14]. E neste espirito que elaboramos este trabalho de
tese. Varios cenérios de gravidade modificada foram abordados, a saber: gravitagdo em 1+ 1
e 2+ 1 dimensoes, cenérios de mundo-brana nos modelos de Dvali-Gabadadz-Porrati (DGP) e
Randall-Sundrum (RS), teorias de gravidade com duas métricas (bimétricas), nova gravidade
massiva, a teoria de Horava-Lifshitz e a teoria da gravitacdo com campos nao dindmicos
(auxiliares). Assim, aplicamos estas teorias em cenarios e situagoes diferentes daqueles que
motivaram seu estudo original e, assim, foi possivel, por exemplo, analisar formacao de
buracos negros em teorias DGP em 2-+1 dimensdes, estudar a localizacao da gravidade em um
cenario de Randall-Sundrum com duas métricas acopladas a um campo escalar dentre outros
resultados originais que foram publicados e constam nas referéncias [15], [16], [17], [18], [19]
e [20].

O trabalho foi organizado como se segue. No Capitulo 2 foi feita uma breve revisao da
teoria da Relatividade Geral onde apresentamos seus fundamentos bem como o ferramental
matemaéatico basico que sera utilizado em muitas situacoes, principalmente na obtencao das
equagoes de movimento via equagoes de Einstein. Continuamos com uma igualmente breve
revisao sobre buracos negros e cosmologia padrao, mais uma vez desenvolvemos apenas oS
conceitos e técnicas tteis para a sequéncia do trabalho (o leitor que desejar se aprofundar
pode seguir algumas das referéncias sugeridas). No Capitulo 3, também de revisao, tratamos
da gravitacdo em 1+1 e 241 dimensoes onde foi feita a aplicacao destas teorias ao estudo

dos buracos negros. No Capitulo 4 abordamos os aspectos gerais das teorias de gravidade



modificada que nos propusemos a estudar. Tratamos dos modelos de mundo-brana nos
cenarios DGP e RS, teoria de gravidade com duas métricas, abordamos a questao sobre
renormalizacao e unitariedade da nova teoria massiva da gravidade em 2-+1, usamos a condicao
de nao-projetabilidade para estendermos a lagrangeana do modelo de Horava-Lifshitz e, por
fim, estudamos os campos auxiliares (ndo dinamicos) em um cenério cosmologico.

O Capitulo 5 ¢ formado a partir dos resultados originais obtidos durante este trabalho de
tese. Primeiro tratamos da teoria DGP em 2-+1 de forma pioneira e, além disso, encontramos
solugoes de buracos negros sem a necessidade da presenca de uma constante cosmologica
a priori [15], fato contrario ao estabelecido na teoria de Banados, Teitelboim e Zanelli
(BTZ) [21]. Em seguida usamos este cenario para estudarmos, em detalhes, o comportamento
das flutuagoes (gravitons) com termo induzido na brana do tipo padrao (apenas o escalar de
Ricci) e com termos de ordem superior (do tipo nova gravidade massiva). Os propagadores
sao calculados e o espectro de particula ¢ analisado [20]. Na sequéncia abordamos um cenéario
de brana, do tipo RS, em um espago com duas métricas onde o campo escalar (o biescalar),
que faz a ponte entre a ‘métrica da matéria’ e a métrica da gravitacao, terd uma dindmica nao
usual e fara parte da estrutura de formagao da brana. O problema da localizacao da gravidade
neste cendrio também serd abordado [16]. Em seguida vamos analisar os aspectos cosmologicos
de uma teoria muito recente que envolve campos auxiliares nao dinamicos, introduzida em
2013 por Pani, Sotiriou e Vernieri [23]. Esta teoria tem como objetivo modificar a teoria de
Einstein sem introduzir novos graus de liberdade dinamicos. Em nosso trabalho exploramos
as modificagoes sofridas pela cosmologia devido & inclusao destes campos na teoria [17]. Por
fim, trataremos de outra teoria, relativamente recente, e que tem despertado muito interesse
na comunidade cientifica: A teoria da gravitagdo de Horava-Lifshitz [24]. Petr Horava, da
Universidade de Berkeley, Califérnia, propos, em 2009, uma candidata & teoria quantica da
gravitacdo. Para isso a simetria de Lorentz deveria ser quebrada (na verdade, tal simetria
surgiria apenas de forma acidental a baixas energias, sendo que no regime ultravioleta a
fisica seria governada por uma anisotropia entre o espaco e o tempo, governada por um
expoente critico similar ao encontrado em matéria condensada). Esta teoria é renormalizavel
por contagem de poténcias, em 3+1 dimensdes e nos da a RG quando o expoente critico

vai para 1. Dentro deste contexto nossa contribuicao original surge no sentido de entender
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dois pontos ainda muito pouco explorados relacionados & estrutura de branas com campos
escalares na teoria de Horava e os aspectos teéricos da formagao de buracos negros em 1 + 1
dimensdes, ambos na chamada versao nao projetavel da teoria [18,19]. Nas consideracoes

finais fizemos alguns comentéarios e abordamos sobre futuras perspectivas.
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Capitulo 2

Gravitacao de Einstein, Buracos Negros e

Cosmologia

Neste Capitulo faremos uma breve revisao sobre as bases da teoria da Relatividade Geral.
Estamos particularmente interessados na relacao entre a geometria do espago-tempo e o
conteido de matéria e energia presentes na teoria. Para isso as equagoes de campo da teoria
(equagoes de Einstein) serdo de fundamental importancia. Também abordaremos como os
buracos negros surgem naturalmente dentro desta teoria e analisaremos algumas de suas
propriedades basicas. Por fim, trataremos dos aspectos cosmoldgicos que podem ser obtidos a
partir da RG; deduziremos as equagoes de Friedmann e veremos como elas podem ser usadas

para descrever a evolugao do Universo.

2.1 Gravitacao de Einstein

A gravidade é a forca mais universal na natureza. Observacoes e experimentos mostram
que objetos e particulas no universo se atraem através de uma forca proporcional ao produto
de suas massas e inversamente proporcional a distancia entre elas. A interacado entre os corpos
¢ mutua e igual em intensidade entre elas, cuja a expressao para dois objetos de massa M; e

M5 a uma distancia R é dada por
M, My
R2

A constante de proporcionalidade G é conhecida como constante da gravitagdo de Newton.

F=d¢

(2.1)
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2.1. GRAVITACAO DE EINSTEIN

No sistema M K .S o valor de G é [25]
G = 6.6738(8) x 107" mikg~'s72 (2.2)

Em alguns casos é conveniente fixar a unidade de massa de modo que a constante de
Newton tenha o valor numérico G = 1. No sistema natural de unidades, no qual a velocidade
da luz e a constante de Planck também sdo unitarias (¢ = h = 1), a unidade de massa é a

massa de Planck, mp, dada por [25]
mp = \/he/G = 2.17651(13) x 1078 Kg = 1.22093(7) x 10" GeV /c?. (2.3)

Lei da gravidade de Newton (2.1) é valida para quaisquer dois corpos que possuam massas
e que estejam suficientemente distantes um do outro [26] e que ndo se movam muito rapido
um em relagao ao outro. Em especial, descreve a queda dos corpos proximos da terra, o
movimento da lua em torno da terra, ou dos planetas que orbitam o Sol. Esta relacao entre
a mecanica celeste com a mecanica terrestre teve um grande impacto sobre a nossa visao do

universo.

2.1.1 As bases da teoria da relatividade geral

Vamos iniciar nossa discussao sobre a teoria da Relatividade Geral (RG) abordando alguns
pontos importantes que serao uteis no decorrer deste trabalho.

O principio de equivaléncia afirma que sistemas acelerados e sistemas submetidos a campos
gravitacionais sao fisicamente equivalentes. Nas proprias palavras de Einstein em seu trabalho
de 1915 [27]:

‘Nds iremos portanto assumir a completa equivaléncia fisica entre um campo gravitacional
e a correspondente aceleracao de um sistema de referéncia. Esta hipdtese estende o principio
da relatividade especial para sistemas de referéncia uniformemente acelerados’.

Esse principio é valido apenas para uma vizinhanca do ponto considerado, onde podemos
adotar um referencial local que se relaciona através de uma lei geral de transformacao de
coordenadas a um referencial inercial semelhante aquela da relatividade restrita [27]. Isto
quer dizer que nao temos a garantia de conseguir determinar um referencial acelerado que

possa ser equivalente a um campo gravitacional global em uma certa regiao do espaco.
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2.1. GRAVITACAO DE EINSTEIN

Um outro aspecto interessante do principio de equivaléncia ¢ a relacao entre o campo
gravitacional e a geometria do espago-tempo. Na auséncia de gravidade o espago-tempo
obedece as regras da geometria de Minkowski da relatividade especial. Em coordenadas

cartesianas (ct,x,y, z), a métrica (tensor métrico) do espago de Minkowski é
N = diag(—1,+1,+1,41). (2.4)

A presenga da gravidade (ou de forma equivalente a adogdo de um referencial nao-inercial)
modifica a geometria do local. O espaco-tempo agora é curvo e passa a ser descrito por uma
geometria ndo-euclideana. E importante notar que, no espaco-tempo curvo, o tensor métrico
nao possui seus elementos constantes como em (2.4). O tensor métrico passa a ser fungao das
coordenadas do espago-tempo (z*) e contém informagoes sobre a geometria local [27]. Porém,
a expressao para o calculo de intervalos infinitesimais ainda continua da mesma forma. Esta
¢ uma importante propriedade do célculo tensorial, o que nos permite escrever as equacoes
independentemente do sistema de coordenadas utilizado (forma covariante). O tensor métrico
(gu) desempenha um papel fundamental na teoria da Relatividade Geral. O fato do tensor
guv S€r um tensor simétrico, ou seja g,, = g, significa que (em quatro dimensoes) temos
apenas 10 componentes independentes, em vez de 16, para descrever completamente o campo
gravitacional em uma certa regiao.

A determinacao dos intervalos invariantes no espaco-tempo, ds, em termos das

coordenadas locais z# ¢ dado por [27-29]
ds® = g, (v)dxtdx”, (2.5)

onde p,v =0,1,2,3. Por convencao devemos realizar uma soma sobre os indices superiores e
inferiores repetidos.

As equacgoes de Finstein relacionam o conteido das fontes com a geometria do espaco-
tempo, e assim podemos descrever a dinamica do espago-tempo em um certo cenario onde
conhecemos a distribuicao de matéria e energia que caracteriza o fendmeno que estamos

analisando. Em sua forma mais geral, temos

G +Ag =1, (2.6)
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2.2. BURACOS NEGROS

onde A é a famosa constante cosmoldgica. T, & o tensor energia-momento e G, é conhecido

como o tensor de Einstein, definido por [29]
1
G;UJ = R;,LV - §Rgum (27)

onde

R, =R,,", R=R!=¢g"R., (2.8)

BAV

sao, respectivamente, o tensor de Ricci e o escalar de Ricci, que sao construidos a partir do

tensor de Riemann dado por
Ry = 0,175 — 0,17 15 + TP 0\, — T7,017 . (2.9)

O contetudo de energia-momento dos campos de matéria deve ser localmente conservado,
o que implica que [29]
v, = 0. (2.10)

Por razoes dimensionais, devemos ter a = 8:—40, com G sendo a constante gravitacional

de Newton e ¢ a velocidade da luz. O fator 87 surge devido ao fato da teoria de Einstein se
reduzir & teoria de Newton da gravita¢do no limite de campo fraco [29].

As equagoes de Einstein podem ser obtidas a partir de um principio variacional (veja,
por exemplo, o apéndice E da referéncia [29]), ou seja, impondo que uma certa acao S seja
estacindria sob variagdes em relacao a g, (69 = 0). A agdo que gera as equagdes do campo

gravitacional, incluindo acoplamento com campos de materia e energia, é

S = /d4zv\/—_g (#(R—A)—l-ﬁm), (2.11)

onde L,, corresponde a acao que descreve os campos de matéria e energia da teoria.

2.2 Buracos Negros

Um buraco negro pode ser entendido como um corpo astrondémico que gera um campo
gravitacional tao intenso de tal modo que a velocidade de escape da sua superficie excede a
velocidade da luz. Esta idéia foi concebida ha mais de dois séculos por John Michell [30] e

Pierre-Simon de Laplace (Ezposition du Systéeme du Monde, 1796) [31,32]. Supondo que a
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2.2. BURACOS NEGROS

densidade de um destes corpos fosse formada a partir da matéria ordinéria, entao a massa
do ‘corpo invisivel’ associado seria da ordem de 107 massas solares, o que corresponde ao que
é chamado hoje em dia de um ‘buraco negro supermassivo’. A partir dos dados numeéricos
primeiramente propostos por Michell e Laplace, o raio critico de um corpo de massa M é
dado por

_2GM M

S— ~ 3——km, (2.12)

R
o C M@

onde Mg é a massa solar. Assim qualquer corpo esférico de massa M confinado dentro do
raio critico Ry deve ser um buraco negro.

Essas primeiras especulacoes foram rapidamente esquecidos, principalmente devido ao fato
de que no desenvolvimento da teoria ondulatéria da luz nada foi abordado a respeito das acoes
de campos gravitacionais sobre a luz. Com o advento da teoria da relatividade geral, e o fato
de que nesta teoria é possivel estudar os efeitos da gravidade sobre os raios luminosos, foi

possivel uma visao mais profunda a respeito da existéncia de buracos negros.

2.2.1 Buracos negros em 3-+1 dimensoes

No ambito da relatividade geral, o estudo de buracos negros foi possivel por causa da
descoberta de solucoes esfericamente simétricas das equacgoes de Einstein devido a a Karl
Schwarzschild, que a encontrou em 1915, pouco tempo depois da publicacao da teoria da
relatividade geral [33-36]. Schwarzschild morreu pouco depois da publicagio do seu trabalho,
resultado de uma doenca que contraiu ao servir no exército alemao durante a Primeira
Guerra Mundial. A solucao de Schwarzschild descreve o espago-tempo estatico (% = 0)
na vizinhanca de um objeto sem rotacao e esfericamente simétrico. Vamos adotar um sistema
de referéncia em que as coordenadas z* sdo tais que (z° = t, 2t = r, 2% = 0,23 = ¢). A métrica
procurada é uma solugdo de vicuo (ou seja, exterior as fontes de matéria que possivelmente
compde o buraco negro) das equagoes de Einstein. Assim, para A =0

Egpw = 0. (2.13)

R, — 5

Contraindo esta equacao temos R = 0 e, consequentemente
R, = 0. (2.14)
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2.3. COSMOLOGIA PADRAO

Esta ¢ a equacao de campo a ser resolvida. Para isto, vamos tomar a métrica geral em

sua forma diagonal
ds* = —A(r)?dt* + B(r)*dr* 4+ r*d6” + r* sin® 0d¢?, (2.15)

onde A e B sao fun¢oes apenas de r.
A partir das equacoes de campo para o vacuo, R,, = 0, obtemos a seguinte forma para a

métrica do espago-tempo [29], 37|, |38|

2GM 2GM\ !
ds? = — (1 _ 26 ) dt* + (1 _ ) dr® + r*df* + r? sin®(0)de?, (2.16)
T T

onde M é a massa do corpo central responséavel pelo campo gravitacional e —GM/r é o
potencial gravitacional newtoniano.
A métrica (2.16) apresenta singularidades nos pontos r = 0 e r = 2M. No caso
r = 2M ¢é possivel mostrar que a singularidade correspondente é aparente, ou seja, nao
¢ uma singularidade fisica. Mediante uma transformacao adequada de coordenadas é
possivel remover esta singularidade [29]. No caso r = 0 nao é possivel estabelecer qualquer
transformacao de coordenadas capaz de remover a singularidade (temos uma singularidade
real, ou essencial). A superficie r = 2M corresponde ao chamado horizonte de eventos
do buraco negro. O raio de um buraco negro deste tipo, também designado por raio de
Schwarzschild, é dado por
rs = 2G'M. (2.17)

2.3 Cosmologia Padrao

Modelo Cosmolégico Padrao (MCP) baseia-se no principio cosmologico, segundo a qual o
Universo é isotropico e homogéneo em grande escala. Friedmann, em 1922, e Lemaitre, em
1927 mostraram que um universo em expansao pode ser explicado no contexto da Relatividade
Geral. Nesta secao usaremos as equacoes de campo da Relatividade para um Universo
permeado por um fluido com uma equacao de estado bem definida e, assim, descrever fases

especificas na evolugao do Universo.
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2.3. COSMOLOGIA PADRAO

2.3.1 Meétrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

O principio cosmoldgico admite que o Universo é homogéneo e isotropico em largas escalas.
Este principio foi enunciado em 1933 pelo astrofisico britanico Edward Arthur Milne segundo
o qual diferentes observadores, que estejam participando da expansao cosmologica, devem
ter a mesma interpretagio sobre as propriedades do Universo [39]. Uma consequéncia deste
principio é que o Universo deve ser homogéneo em grandes escalas. Sua confirmacao, depois
da acidental descoberta da radiacao cosmica de fundo, por Arno Penzias e Robert Wilson,
em 1965, fez desse principio o ponto chave na elaboragao do modelo cosmolégico padrao. O
modelo geométrico a ser considerado ¢ uma generalizacao do espaco euclidiano, escrito em
coordenadas esféricas e corrigido por um fator de escala. Como a isotropia implica em simetria
esférica (de rotacdo) podemos reescrever o elemento de linha como

2

2 _ 2 2
ds* = —dt” + a(t) T

+ 72(d6* + sin? 0 d¢?) | . (2.18)

Note que esse elemento de linha é uma consequéncia do principio cosmologico e estabelece
a métrica FRW. Nessa relacao k representa a curvatura da hipersuperficie de simultaneidade

e define trés geometrias:
e k=0 (Universo Plano)

Baseada nos axiomas da geometria euclideana, sua linha geodésica é uma reta. O
Universo descrito nessa geometria deve ter dimensao infinita e é por vezes denominado
UNIVERSO PLANO. Atuais pesquisas observacionais apontam essa geometria como a que

mais se aproxima da geometria do Universo [40].
e k=1 (Universo Esférico)

Esse tipo de geometria viola os postulados de Euclides e descreve um UNIVERSO
FECHADO, onde os angulos internos de um triangulo somam mais que 180° e o comprimento
de uma circunferéncia é menor que 27r. Linhas paralelas no equador se cruzam nos polos e,

embora de dimensao finita, esse tipo de Universo nao tem limites ou barreiras.

e k= —1 (Universo Hiprbolico)
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2.3. COSMOLOGIA PADRAO

Quando a geometria do Universo ¢ hiperbolica, que também ¢ nao-euclideana, as linhas
paralelas sempre se distanciam umas das outras, caracterizando um UNIVERSO ABERTO e
de tamanho infinito, onde a soma dos angulos internos de um triangulo é menor que 180° e o

comprimento de uma circunferéncia mede mais que 27r.

2.3.2 A lei de Hubble

Em 1929, Edwin Powell Hubble, estudando a luz emitida pelas galaxias distantes, observou
que o comprimento de onda na maioria dos casos era maior que aquele obtido em laboratorio.
Esse fendmeno, uma conseqiiéncia do chamado Efeito Doppler, ocorre quando a fonte e
o observador se movem um em relacdo ao outro. Quando se afastam um do outro, o
comprimento de onda visto pelo observador aumenta, diminuindo quando fonte e observador
se aproximam. Portanto, se uma galaxia estiver se aproximando, sua luz se desloca para o azul;
se estiver se afastando, para o vermelho. Em cada caso, a variacao relativa do comprimento
de onda é proporcional & velocidade com que a fonte se move. Hubble deduziu que as galaxias
se afastam umas das outras (desvio para o vermelho) e que a velocidade de distanciamento é
tanto maior quanto maior a distancia entre elas.

A lei de Hubble [43] afirma, entdao, que a velocidade de afastamento das galdxias v é
proporcional & distancia R a um observador em um ponto qualquer do Universo. Ou seja
_ 7]

v:|R\I% = V=
|R|

R. (2.19)
Escrevendo R em termos das coordenadas comdveis, R = a(t) R., temos
a
=—-R. 2.20
v="2 (2:20)

O termo H = a/a é conhecido como pardmetro de Hubble. Atualmente seu valor é

Km
Hy =100h 2.21
0 sMpc’ (221)
onde 1pc (Parsec) vale 3,08568025 x 10'%m e
h=0,72£0,08 (2.22)

A descoberta de Hubble teve um profundo impacto na cosmologia da época, principalmente

por suas idéias acerca da origem do Universo. Perceba que H tem dimensao de inverso do
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2.3. COSMOLOGIA PADRAO

tempo; isso permite avaliar a idade do Universo, que se estima ser da ordem de 13,7 bilhoes
de anos, tempo decorrido desde uma fase em que o Universo era muito quente e denso,
denominada big bang [42]. O Raio de Hubble ¢ a distancia em que a velocidade de afastamento

de uma galaxia se torna igual a velocidade da luz. Assim, temos
v=—=Hr=c. (2.23)

Aqui, denotaremos simplesmente por r a distancia radial. Da equacao anterior podemos

obter riy = ¢/H = 3000h~' Mpc.

2.3.3 Equacgoes de Friedmann

As Equacoes de Friedmann constituem um conjunto de equacoes que governam a expansao
do Universo em modelos de cosmologia homogénea e isotropica baseada na Teoria Geral da
Relatividade. Tais equacoes foram apresentadas, pela primeira vez, por Alexander Friedman
em 1922 e obtidas a partir das equacoes de campo de Einstein para a métrica de Friedmann-
Robertson-Walker em um Universo permeado por um fluido com densidade de energia p e

pressao p conhecidas. As equacoes de Einstein da gravitacao sao dadas por
1 2
G =R, — §gWR =81GT,, = K"T. (2.24)

onde R, ¢ chamado tensor de Ricci e T, é o tensor energia-momento dos componentes do

Universo que, em uma, cosmologia homogénea e isotropica, serd dada por um fluido perfeito.

Assim
—p 0 0 O
T = 0O p 0 O
0O 0 p O
0O 0 0 p
Utilizando a métrica FRW
2 2 2 dr? 2/ 102 .9 2
ds® = —dt* + a(t) 52 + r°(df* 4 sin” 0 do?) | , (2.25)
—kr
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2.3. COSMOLOGIA PADRAO

podemos obter as equagoes de Friedmann [42]
i (2.26)

2— 4+ — + — = —K°p. (2.27)

A densidade de energia que torna o Universo plano, p. = (3/k%)H?, ¢ denominada

densidade critica. As observagoes indicam, para os dias de hoje
peo = (3/K*)HZ = 1,879h* x 10" gem ™ = 8,099h*10 eV ™. (2.28)

Podemos agora definir o parametro de densidade Q2 = p/p., e reescrever a equagao de

Friedmann como

k
Q-l=—m (2.29)

As observagoes tém mostrado que o Universo tem uma geometria muito préoxima da

geometria plana, que torna 2 ~ 1 [40].

Substituindo a equagao (2.26) em (2.27), temos
a K2 K2 K2
= 3p) = —— 3 =——p(1+3 2.30
- o (P +3p) o (Pt 3wp) 5P+ 3w) (2.30)
que é conhecida como equagdo da aceleragio ou de Raychaldhuri, onde w = p/p é a equagdo
de estado do fluido. Uma outra forma de se descrever a aceleragao do Universo é através da
definicao do pardmetro de desaceleragao (q)

i

- (2.31)

q:

Perceba que para ¢ > 0 teremos uma aceleragao negativa (Universo desacelerado). Esta
situacao parece ser a mais natural, ji que a gravidade é atrativa e, com isso, 0s corpos
deveriam se atrair e freiar a expansao. Contudo, como veremos futuramente, foi constatado
em 1998 que o Universo estéd em expansdo acelerada [5,6]. Muitas propostas foram lancadas
na tentativa de explicar este fenomeno que é um dos mais intrigantes mistérios da Fisica
contemporanea [41].

Para encontrarmos solucoes das equacoes de Friedmann, vamos introduzir alguns cenérios
através de escolhas da equacao de estado w do fluido césmico. Da mecanica estatistica sabemos

que
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2.3. COSMOLOGIA PADRAO

1

1. Para a radia¢ao w = 3.

2. Para a matéria nao-relativistica ou ‘fria’ w = 0.

Derivando a equagao de Friedmann em relacao ao tempo

d d 2 2
- (a®+k) = - (%pcﬁ) —  2ai = % (pa® + 2paa) (2.32)

e usando a equacao da aceleracao, temos

. /12 /{2 . 9 . . a
24 _€<p+ 3pla| = 3 (pa + 2paa) = p+ 3a(p+p) =0, (2.33)
ou ainda
p+3H(p+p)=0 (2.34)

que é a equacao da continuidade para o fluido cosmico e expressa a conservacao da energia

em nosso sistema. Resolvendo a equacao da continuidade chegamos a

p o< a3 (2.35)

Quando a equacao de estado do Universo é w = 0, a densidade de energia p < a3 e

se define a era cosmologica dominada pela matéria. Por outro lado, para w = 1/3, teremos

poca_4

0 que caracteriza a era cosmologica dominada pela radiacao. Para encontrarmos a
evolucdo temporal do fator de escala vamos substituir p oc a=30+*) na equacdo de Friedmann

(com k = 0, por simplicidade) para obtermos

~x a73(1+w) _ g x a73(1+w)/2 = 4 a*(1+3w)/2' (236)
a

Integrando ambos lados, temos

/a(”?"”wda x /dt = a2 ot (2.37)

Assim, encontramos como o fator de escala depende do tempo (a menos de uma constante).
A relacao obtida é
a oc t2/30F%), (2.38)

Com isso, temos que para a matéria a(t) oc t¥/3 e para a radiacio a(t) o t'/2. O caso

da constante cosmoldgica (w = —1) deve ser tratado separadamente, e o seu resultado é

a(t) o efl.
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Capitulo 3

Gravitacao em Dimensoes Inferiores

Alguns sistemas fisicos sao efetivamente descritos em dimensoes inferiores, tais como
cordas cosmicas, paredes de dominio [45] e mais recentemente cendrios de matéria condensada
envolvendo o grafeno [46,47]. A anélise destes fendomenos fisicos exige a introducdo de uma
geometria efetivas em dimensoes inferiores a 4. Por outro lado, a compreensao de uma série
de problemas da teoria das cordas (motivado pelo trabalho original de Polyakov [48]) também
requer um estudo de cenéarios em dimensoes inferiores. O estudo da gravitagao em dimensoes
inferiores pode fornecer informacoes sobre problemas em 3-+1 dimensdes com uma maior
simplicidade técnica porém sem comprometer muito a acomplexidade do problema original
[49]. Varios problemas fisicos foram abordados dessa maneira como, por exemplo, questoes
conceituais relacionadas com a fisica dos buracos negro [50,51|. Vamos fazer inicialmente uma
breve revisao das principais caracteristicas da gravitagao em 2+1 e 1+1 dimensoes analisando
a possibilidade de obter solu¢oes que indiquem a presenca de buracos negros.

Para estudar gravitacao em dimensoes inferiores a quatro vamos considerar as equacoes
de Einstein em D41 dimensoes

Guy = 87TGD+1T;1,1/> (31)

onde Gpy; é a constante da gravitagao de Newton em D1 dimensoes e T}, ¢ o tensor energia-
momento. Para D > 3, o tensor de Einstein (G,) serd nulo se T),, = 0, porém o tensor de
Riemann (R,,.5) ndo serd necessariamente nulo. E possivel existir curvatura ndo nula em
regioes do espaco-tempo onde nao existe qualquer fonte de matéria, energia ou pressao.

Esta caracteristica nao é valida quando D < 2. Em 2+1 dimensoes é possivel escrever o
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tensor de Riemann completamente em termos do tensor de Einstein
Rivpr = €un€praG77. (3.2)

Desta forma, o tensor de Riemann sera nulo sempre que o tensor de Einstein for nulo. Em
141 dimensoes o tensor Einstein é nulo para todas as métricas e, consequentemente, o tensor
de energia-momento também serd nulo. Assim, poderiamos concluir que nao pode existir uma
teoria fisica da gravidade em dimensoes inferiores.

A gravitagao de Einstein em 2+1 dimensoes tem algumas caracteristicas interessantes.
Uma delas é o fato de que esta formulacdo da gravitacao de Einstein ndo admite limite
newtoniano [52].

Os primeiros estudos da gravitagdo em 2+1 dimensoes [12]| revelou que a geometria do
espaco-tempo em torno de uma particula fonte é localmente plana, porém conica, com um
déficite angular proporcional a massa da particula-fonte. Consequentemente, o espaco-tempo
é apenas localmente plano. Além disso, nao ha limite newtoniano [52]. Como nao existem
efeitos gravitacionais fora da matéria, a luz emitida a partir da superficie de uma estrela ira
sempre escapar dela e, portanto, buracos negros nao existem em uma teoria de Einstein para
a gravitagao em trés dimensoes, a menos que exista uma onstante cosmologica negativa [21].

Um outro aspecto importante é a formacao de buracos negros como estégio final do colapso
de um disco de poeira [53]. Devido ao fato do tensor de Einstein ser trivial em 1+1 dimensoes,
uma teoria da gravitacao de Einstein nesta dimensionalidade precisa de um outra abordagem .
Uma maneira é escrever a constante de gravitacdo de Newton como Gpyq = (1 — D)@D+1/2,
onde Gy assume um valor finito. Assim, é possivel mostrar [54]| que, quando D —1, as

equagoes de Einstein (3.1) se tornam
R = 81G,T, (3.3)

onde T'= T} & o trago do tensor energia-momnto em 141 dimensoes. A teoria descrita acima
foi proposta por R. Mann et al. [55,56] como uma generalizagao da teoria proposta R. Jakiw
e C. Teitelboim [57]. Além disso, este modelo de gravidade em duas dimensdes possui limite
Newtoniano e foi proposto para ser um anélogo da relatividade geral [58|. Existem alguns
aspectos da teoria da relatividade geral em 341 dimensoes que possuem anélogos na teoria

descrita em (3.3) [55,59].
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3.1. BURACOS NEGROS EM 2+1 DIMENSOES

3.1 Buracos Negros em 241 Dimensoes

Vamos considerar agora a situagao em 241 dimensoes. A métrica circularmente simétrica

mais geral que podemos escrever tem a forma
ds* = —A(r)dt* + B(r)dr* + r*d6>. (3.4)

Das equacoes de Einstein (3.1), com D =2e T, = ﬁguy, podemos obter

B/

ﬁ = QAT,

A/

= —2ABr, (3.5)
A" = —2A

Y

onde a linha significa derivada em relagao a r e A é a constante cosmologica. As duas primeiras
equagoes nos conduz a A(r) = 1/B(r) = C — Ar?, com C sendo uma constante de integragao.
A terceira equagao nao produz novas restricdes sobre C. Por isso, temos a seguinte solucgio

exata das equacoes de Einstein.

ds®* = —(C — Ar?)dt* + %jw + r2d6?. (3.6)
Esta é a forma canonica para uma métrica do tipo de Sitter. Com efeito, se A > 0, entao
(3.6) & a métrica para o espaco-tempo de de Sitter, e C' deve ser positivo para 9/0t ser do
tipo tempo. Se C' # 1 a métrica possui uma singularidade cénica na origem, indicando a
presenca de uma massa. No limite A — 0, podemos identificar C' = 1 — 2GM onde M é a
massa associada a singularidade conica [12].
Se A < 0 temos um espaco-tempo do tipo anti-de Sitter. Contudo teremos diferentes
cenarios dependendo do sinal de C. Para C' > 1 temos um espaco anti-de Sitter com uma

singularidade conica. Para C' < 0 o espago-tempo tem um horizonte de eventos, indicando a

presenca de um buraco negro.

3.2 Buracos Negros em 141 Dimensoes

Em duas dimensoes a acao Einstein é um invariante topologico e por isso nao possui uma

dinamica. No entanto, como vimos anteriormente, existem teorias da gravitacao em 1-+1
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3.2. BURACOS NEGROS EM 1+1 DIMENSOES

dimensoes que possuem uma dinamica nao trivial. O analogo natural, mais proximo das
equagoes de Einstein é dado pelo que foi proposto em (3.3), com a inclusdo de um termo

relativo a constante cosmologica |55, 58,60-65]
R— A =87GyT, (3.7)

onde R é o escalar de Ricci e T' é o traco do tensor energia-momento.

Apesar da sua formulacao simples, essa teoria bidimensional da gravitacional é bastante
rica e formalmente muito semelhante & teoria quadridimensional. Foi demonstrado, por
exemplo, que sob certas circunstancias as solucoes desta teoria preveem a existéncia de buracos

negros. Para obtermos tais solu¢oes vamos utilizar uma métrica dada por

ds? — — A(z)df® + ﬁdﬁ. (3.9)

Em geral a fungdo A(x) pode assumir valores positivos e negativos, que corresponde,
respectivamente, a regioes do tipo tempo e do tipo espago. Os pontos em que a métrica muda
sua assinatura sao dados por um A(x) = 0 e indicam a localizagdo do horizonte de eventos.

Na auséncia de A e T', temos a seguinte solucao geral
A(x) = Bx + C. (3.9)

Vamos agora encontrar solucoes das equagoes de movimento para valores de T # 0,
considerando inicialmente o caso de um fluido perfeito cujo tensor energia-momento é dado
por [58]

™ = (p+ p)uv’ + pg"”, (3.10)

onde p é a densidade e p a pressao. A dois-velocidade u* é definida por
glwuuulj = _1a (311)

Vamos analisar o caso especial do campo gravitacional gerado por uma particula situada

na origem. Para isso temos p =0 e

. %5@). (3.12)

Desta forma a métrica pode ser escrita como [5§]

1

da?. 3.13
—sAz? 4+ 2M |z| - C ! (3.13)

1
ds* = — (—EAxZ +2M |x| — C) dt* +
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Os sinais de M, A e C' sao completamente arbitraria. Assim, temos classes distintas de

solucoes dependendo dos sinais de cada uma destas quantidades.
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Capitulo 4

Teorias de Gravidade Modificada

Vamos, agora, tratarar dos aspectos gerais de algumas teorias de gravidade modificada.
Abordaremos diversas teorias que pretendem resolver alguns problemas que parece nao ter
solucao dentro da teoria de Einstein. Sao elas: os modelos de mundo-brana nos cenarios DGP
e RS, uma teoria de gravidade com duas métricas, nova gravidade massiva, a gravitacao de

Horava-Lifshitz e, por fim, a gravitacdo com campos auxiliares (nao-dinamicos).

4.1 O Cenario de Branas

Nesta secao introduzimos as idéias sobre dimensoes extras e cenarios de mundo-brana
(braneworlds). Comecaremos coma a teoria Kaluza-Klein e, em seguida, veremos como a
idéia de dimensoes extras pode ser usada para tentar resolver o problema de hierarquia.
Discutiremos o modelo ADD (Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali), bem como os modelos
de Randall e Sundrum (RST e RSII). Por fim, estudaremos as consequéncias fisicas relativas

a gravitacao nos modelos de mundo-brana.

4.1.1 A teoria de Kaluza e Klein

O grande feito de Kaluza [66] foi mostrar que a teoria da Relatividade Geral, quando
formulada em cinco dimensoes, contém a teoria quadridimensional de Einstein da gravidade e a
teoria do eletromagnetismo de Maxwell. Porém, o nosso Universo visivel é quadridimensional.

Ele impos, entao, restricoes sobre as coordenadas de modo a impedir a aparicao da dimensao
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extra nas leis fisicas.

A idéia original de Kaluza foi extender o espago-tempo de 4—dimensoes para 5—dimensoes,
acrescentando uma dimensao espacial extra. Em tal espaco teriamos um elemento de linha
dado por

ds® = gap(xt,y)dxda®, (4.1)

onde a,b = 0,1,2,3,5; u,v = 0,1,2,3 e 2° = 3. As componentes deste tensor métrico sao
tais que g5, = 20A,, gu5 = 2004, e gs5 = 2¢.
Levando em consideracao que as quantidades envolvidas dependem muito fracamente da

coordenada da dimensdo extra (condi¢do cilindrica) podemos obter [66]

R/,LI/ = a)\F;);w (42)
Rsy = —ad"F,. (4.3)
Rs5 = —0¢. (4.4)

Esta equacoes podem reproduzir as equagoes da RG e as equacoes de Maxwell.

Além disso, se o campo escalar é constante, as equacoes dos campos vetoriais serao as
equacoes de Maxwell no vicuo, e as equacoes para os campos tensoriais serao as equagcoes
de Einstein em 4—dimensoes. Kaluza conseguiu este feito em uma tinica equagao covariante
escrita em cinco dimensoes. Porém, um dos problemas da teoria de Kaluza era o fato de nao
se saber a real natureza da quinta dimensao

Em 1926 Oskar Klein [67] considerou que a quinta dimensao deveria estar compactificada
em circulos com raio da ordem do comprimento de Planck. Ou seja, o espago-tempo
pentadimensional deveria ter uma topologia R* x S, sendo a quinta coordenada (y) periodica,
tal que 0 < my < 27, onde m é o inverso do raio de compactificacao R.

Partindo destas suposicoes podemos obter uma relagao entre as massas de Planck em 4 e
5—dimensoes

M? = M3(2nR). (4.5)

Apesar da teoria de Kaluza-Klein conseguir de forma surpreendente unificar a gravidade

e o eletromagnetismo, a presenca do campo escalar se mostrava um problema. Além disso,

29



4.1. O CENARIO DE BRANAS

nao se consegue explicar porque que a gravidade ¢ muito mais fraca que as outras forcas e
porque que a dimensao extra deveria ser tao pequena. Seria necessario uma quantidade de
energia da ordem de 10GeV (energia de Planck) para se sondar distancias da magnitude
do raio de compactificacao. Desta forma, era impossivel se testar tal teoria, fora o fato de
que a maioria dos fisicos da época nao estava convencida de que a quinta dimensao realmente
existia. Por outro lado, em 1925, o surgimento de uma nova teoria do mundo subatémico,
a mecanica quantica, mudou o interesse dos fisicos da época. A idéia de dimensoes extras
voltou & tona na década de 80, em algumas das chamadas Teorias de Grande Unificagao [68].
No final da década de 90, dimensoes extras fora:m utilizadas para tentar resolver o problema

da hierarquia.

4.1.2 O Problema de hierarquia e o modelo ADD

Aparentemente existem pelo menos duas escalas fundamentais de energias na natureza
que sdo a escala eletrofraca (Mg ~ 103GeV) e a escala de Planck (Mp; ~ 10'8GeV), onde
gravidade se torna tao forte quanto as outras interacoes. As tentativas de explicar a enorme
diferenca entre estas escalas de energias foi um dos grandes motivadores para construcao
de teorias além do Modelo Padrao. Em 1998 Nima Arkani-Hamed, Savas Dimopoulos e Gia
Dvali (ADD) [10] mostraram que se existem mais dimensoes espaciais no Universo entdo ha um
cenario possivel que resolve o problema. Um importante ponto a ser destacado ¢ que o imenso
valor da escala de Planck baseia-se em hipo6teses nao testadas acerca do comportamento da
forca gravitacional em pequenas distancias. Em distancias macroscopicas, a lei do inverso do
quadrado da distancia funciona bem, mas sendo a gravidade tao fraca ela tem sido testada
experimentalmente até proximo de lmm [26,70] e, entao, extrapolamos cerca de 32 ordens de
grandezas para concluirmos que a gravidade se torna muito forte na escala de Planck. A lei do
inverso do quadrado é natural em um espaco tridimensional. Porém, se existirem dimensoes
espaciais extras podemos ter uma dependéncia diferente entre distancia e gravidade de modo
que tal forca pode se tornar extremamente forte em distancias bem superiores aos 1072°m
da escala de Planck. No cenario ADD, a gravidade é fraca para distancias > 1mm devido a
existéncia de n > 2 dimensoes extras. Assumindo que a tnica escala fundamental é a escala

eletrofraca, podemos obter a escala de Planck em quatro dimensoes postulando a existéncia
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de n—dimensdes espaciais extras compactas de raio ~ R. Desta forma, uma massa m’ situada

a uma distancia » < R de uma massa m sentird um potencial gravitacional dado por

1

~ -
n+2 n+1"
Mpjgm ™

V(r) (r < R). (4.6)

Por outro lado, se as massas sao colocados em distancias » > R, o potencial habitual é

recobrado,
1 1
V() ~ oy (> R). (4.7)
MPlTi—&-n) Rrr

Desta forma a constante de Planck em 4 — dim, Mp;, é

Mg, ~ MEfn,  R™. (4.8)

Fazendo Mpjyn) ~ Mgw e exigindo que R seja escolhido para reproduzir a Mp,

observada, temos
1TeV

EW

R~ 107" Tem x ( ) (4.9)

Para n = 1 (uma dimensdo espacial extra) deveriamos ter R ~ 10%cm que implica
em desvios na gravidade Newtoniana em nivel de sistema solar, de modo que este caso é
empiricamente excluido. Para n > 2, porém, a modificacao da gravidade torna-se perceptivel
apenas em distancias menores do que as atualmente analisadas pela experiéncia. O cason = 2
(R ~ 1lmm) é particularmente interessante, ji que novos experimentos serao realizados no
futuro muito proximo a procura de desvios na gravidade precisamente nestas distancias. Ao
contrario do proposto por O. Klein, na teoria Kaluza-Klein, as dimensoes extras do modelo
ADD podem assumir valores enormes, comparados com os infimos 1073°m da compactificacao
na teoria KK. Porém, se estas dimensoes sao tao grandes, por que nao as vimos? Apesar de nao
termos medicoes da gravidade muito abaixo de 1mm, temos, contudo, muito conhecimento do
comportamento das outras forcas em distancia de aproximadamente 107'%m. Como poderia,
entao, existir dimensoes extras grandes? A resposta para isso é que apenas a gravidade pode
se propagar pelas dimensoes extras enquanto todas as outras forcas do Modelo Padrao devem

estar confinadas em uma ‘parede’ quadridimensional imersa no espaco das dimensoes extras.
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4.1.3 Os modelos de Randall e Sundrum

No final da década de 90 Lisa Randall e Raman Sundrum [11,69] propuseram um novo
mecanismo para solucionar o problema da hierarquia. Os modelos de Randall-Sundrum (RS)
sao formulados em um espago-tempo de 5—dimensdes (bulk), com uma dimensdo espacial
extra, onde apenas a gravidade pode propagar-se livremente. Os modelos podem ter duas
(RSI) ou uma brana (RSII), nas quais os campos de matéria permanecem confinados. Nestes
modelos a dimensao extra possui tamanho finito (RSI) ou infinito (RSII) e a métrica do espago
pentadimensional é ndo fatorizavel e do tipo anti-de Siter (AdSs5) apresentando um fator de
deformacao que depende da dimensao extra. O fator de deformacao corrige a escala de Planck

resolvendo o problema de hierarquia.

O modelo RSI

O primeiro modelo (RSI) [11] é formado por duas branas que estdo localizadas em pontos
fixos no bulk, a uma distancia finita uma da outra. O nosso Universo é a brana visivel
que possui tensao negativa. Em nosso mundo-brana medimos o valor habitual da massa de
Planck (que passaremos a chamar simplesmente de M) que ¢ da ordem de 10'GeV. A outra
brana é conhecida como brana escondida , e possui tensao positiva. Neste modelo, a grande
diferenga entre a escala electrofraca (da ordem de TeV) e a escala de Planck ¢ explicada
devido a curvatura do espaco AdSs. O nosso espaco-tempo quadridimensional nao preenche
todo o espaco de cinco dimensoes, por isso precisamos especificar condicoes de contorno, que
assumiremos serem periddicas em ¢ a cooordenada angular que parametriza a coordenada
da dimensdo extra. Assumiremos, também, a identificacdo de (z,¢) com (z,—¢); ou seja
adotaremos uma simetria espacial S;/Zs com as branas separando o bulk em duas partes
idénticas. A coordenada da dimensao extra pode ser indicada por y, tal que 0 < y < .
(0<¢ <7 ey=rbonder. é&o raio de compactificagdo da dimensao extra. Nosso mundo
visivel localiza-se em y, = r.m (¢ = ), enquanto a brana escondida esté localizada em y = 0

(¢ =0). A agao classica para o modelo RST é

SRS = Sgrav + Sm’s + S8807 (410)
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onde

1 Ye
Sgrav = F /d4$/ dy V |g’ [R5 - 2A5] ) (411)
KS —ye
Svis - / d4ZE V |gvi5| ['Cvis - Uvis] ) (412)
Y=Yc
Sesc - / d41’ V |gesc| [*Cesc - Uesc] . (413)
y=0

Aqui, g representa o determinante do tensor métrico g4p; em 5—dimensoes, com A, B =
0,1,2,3,5. Guis € gese representam os determinantes dos tensores métricos gﬁzj e gy s definidos
sobre as branas, e u,v = 0,1,2,3. Aqui 0, € Tese 520 as tensoes das branas e L,;s € a
densidade lagrangeana correspondente a presenga de matéria no Universo e k2 = 1/M2, onde

Ms; é a massa de Planck em 5—dimensoes. Vamos construir uma métrica para o bulk tal que

as branas respeitem a invariancia de Poincaré e possuam geometria M,. Assim, temos
ds* = Wy, do"dx” — dy®. (4.14)

O tensor métrico do espaco My é dada por 1), = diag(1,—1,—1,—1). Calculando o tensor

de Einstein para esta métrica temos

G = —**n,, (34" +6A7), (4.15)
Gss = 647, (4.16)

onde as linhas indicam derivadas em relagao a y.
Variando a acao do modelo RSI podemos obter as equacoes de Einstein G p = m%TAB,
ode /-c?) = M%)g e T'ap € o tensor energia-momento em b—dimensoes. Tp é dado, como de

forma usual, por Ty = —\/ng 8%3. Estamos interessados em solugdes onde as tnicas fontes

de gravidade sao as tensoes das brana, ou seja, desconsideramos as possiveis contribuicoes

dos termos L,;s € L.s. Desta forma podemos escrever T4z, tal que

T]MN - [AB.gMN + Oyis gzzyséﬁ\}é;/\f(s(y - yc) + Oesc gZi06§\t45]uV5(y)] (417)
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Podemos ainda escrever esta altima expressao como

T,uzx = [AS + Uvisé(y - yc) + O-esc(s(yﬂ 62A(y)nuu7 (418)

T55 == —A5. (419)

Tomando a componente (5 — 5) das equagdes de Einstein, temos

6A”% = —KZAs, (4.20)

2 1
A’:i\/—%&’:ik:i—z. (4.21)

Desta tdltima equacdo concluimos que a constante cosmolégica do bulk, A5, deve ser
negativa. Assim, o espaco-tempo entre as duas branas deve ter uma geometria AdSs, sendo

¢ o comprimento AdS. Integrando a equagao (4.21) obtemos

2\
A::I:\/—KE’G 5 yz:l:k:y::l:%. (4.22)

Como queremos uma solucao que respeite a simetria de invariancia sob a transformagcao

w — —w, vamos adotar

A=—k|y =14, (4.23)
com 0 <y < ye.

Assim, a métrica de Randall-Sundrum é parametrizada como
ds?* = e KWy, datde” — dy?. (4.24)

Através de condicoes de contorno impostas devido & presenca da funcao delta, podemos
concluir que [11]

6
vis — —Oesc = 5, 4.25
o o p (4.25)
Ccom

(4.26)

Uma importante implicacao fisicas deste modelo, é que podemos determinar parametros

da teoria efetiva quadridimensional em termos de parametros da teoria em cinco dimensoes,
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Ms e (. Por exemplo, podemos determinar a massa de Planck em quatro dimensdes (M) a

partir da relacao

M} = (M2 (1 — e 2/, (4.27)

Este ¢ um resultado importante, e que surge como uma alternativa para resolver o problema

de hierarquia.

4.1.4 A gravitacao no modelo de Randall-Sundrum

Vamos agora analisar o comportamento da gravidade no modelo de Randall-Sundrum.
Para isso, temos que determinar explicitamente como surgem os gravitons, que correspondem
a pequenas flutuagoes hyn(x,y) em torno da métrica do espago-tempo de Minkowski. Assim,
temos que encontrar o espectro das perturbacoes das componentes quadridimensionais da
métrica, ou seja

ds* = *) (1, + eh,,)dz"da” — dy*. (4.28)

A equacao de Einstein perturbada até segunda ordem é dada por

1 1 1
— 50y + e (535 + 2A’ay> R — 577@ (0,0,hxp — 0,0\h,, — 0,00h,)

1
—|—§77W62AA/0y(I/\ph>\p) = ()’ (4.29)

onde [0 = 9,0".
Estamos interessados nas flutuacdes gravitacionais em torno da métrica de Randall-

Sundrum, em um gauge axial, transverso e com traco nulo, dado por

hats =0, hy, =0, 7*h,, = h* =0, (4.30)

o
m
de onde obtemos (ver, por exemplo [71] para citacoes bibliograficas completas, bem como

detalhes da obtencao das equagbes para as flutuagoes)

h, +4A'N,, = e > 0hy,. (4.31)
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Para obtermos as solucoes desta equagao vamos usar o método de separacao das variaveis

escrevendo
how(,y) = () ¥ (y). (4.32)
Desta forma obtemos
(02 + 4A'0, +m?e M)W (y) = 0, (4.33)
(O+m*¢(x) = 0. (4.34)

Podemos eliminar o termo proporcional & A’ fazendo uma mudanca de variavel. Para isso
vamos introduzir uma nova coordenada z que torna a métrica conformalmente plana. Assim,

fazendo dy = e**dz podemos escrever
ds* = 2 (n,, do"da” — dz?). (4.35)

Usando a solugao de Randall-Sundrum, A(y)=-—F |y|, podemos integrar esta ultima

equacao e obter

1
T = — 4.36
GEESE (430
Com esta nova coordenada a métrica pode ser escrita como
ds® = ;(77 dz'dz” — dz?). (4.37)
( [z + 1)z

Vamos definir uma nova fun¢ao A(z) dada por

A(z) = In {L} | (4.38)

klz]+1
Para estudarmos o espectro do graviton de forma semelhante a um problema de mecanica

quantica, podemos transformar (4.33) em uma equagao tipo Schrodinger. Basta definirmos

U(z) = e 240Gy (2), (4.39)

para obtermos
d2 9A/2 3A// 2 4.40
— o+ [+ 5 o) = et (4.40)
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que pode ser escrita como

0 + U | () = mPe), (1.41)
se definirmos um potencial dado por

U(z) = ZA’?(Z) + gA”(z). (4.42)

O calculo do modo zero se d4 quando temos m = 0, e equagao de Schroedinger se reduz a

d2 9A/2 314//
—@%(2’) B R Yo(2) =0, (4.43)
cuja solucao ¢ dada por
L 3AG) _ 1 4.44
Yo(2) = e2 (k|2 + 1)3/2° (4.44)
Para o modelo de Randall-Sundrum I é facil perceber que para A(z) = —In(k|z| + 1),
temos
k k2 2k(6(2) — (2 — L))
A(z) = =39 ey - . 4.45
G ==t YO =GR AEES (4.45)
Da equagdo (4.42) o potencial escalar, tipo vulcao, é dado por
15 k2 3k(6(z) —d(z — L))
U(z) = — — . 4.46
C) = T e AEES (4.46)

4.1.5 O modelo de RSII

No modelo ADD ¢é possivel reproduzir a gravidade newtoniana, a grandes distancias,
através da compactificacdo da dimensao extra. Randall e Sundrum propuseram um segundo
modelo (RSII) que leva em consideragdo uma tnica brana [69] de tensao positiva e, com isso,
é possivel reproduzir a lei de Newton mesmo com dimensoes extras nao compactas. Para
isso devemos ter uma métrica quadridimensional dependente da dimensao extra (métrica ndo
fatorizavel do tipo AdSs). Assim, a gravidade fica localizada na brana devido & estrutura
deformada do espaco-tempo. A acao do modelo RSII é praticamente a mesma do modelo
RSI, simplesmente invertendo os papéis das branas. Ou seja, a brana visivel esta na origem e
tem tensao positiva. Em seguida removemos a brana de controle fazendo com que sua posicao
tenda ao infinito (y. — oo) ficando com apenas uma brana de tensdo positiva. A funcdo de

onda do graviton estara relacionada ao fator de deformacao da métrica e a sua localizao devido
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ao fato de podermos integrar a amplitude de probabilidade ao longo da dimensao extra. Esta
integracao é finita mesmo com uma dimensao extra infinita. Veja que integrando o elemento

de volume sobre todo espaco pentadimensional, temos [72]

o l
/d5x\/§:/ e~ WAt pdy = §/d4$. (4.47)

Desta forma, o graviton pode sondar uma distancia efetiva [ ao longo da dimensao extra.

Para o modelo RSII o potencial (4.42) pode ser escrito como

15 k? 3kd(2)
Uz) = e GE D) (4.48)

A presenca da funcao delta gera um estado ligado de massa nula, o graviton usual. Os
demais auto-estados formam o continuo de Kaluza-Klein (KK), que sao ondas planas uma vez
que o U — 0 quando |z — oo|. Perto da origem temos uma barreira de potencial (U — 00),
e isso reduz drasticamente a amplitude dos modos massivos (supressao dos modos massivos).
Apesar de termos uma grande quantidade de modos massivos & baixas energias, a supressao
destes estados gera apenas pequenas correcoes para a gravidade quadridimensional.

Fora da brana, os modos massivos de Kaluza-Klein (v,,) satisfazem a equacao diferencial

(4.41) com potencial dado por

15 k2
Ve = TomT e (4.49)
Ou seja
15 k2
" e =0. 4.
i+ = D om0 50

Os modos massivos sao dados em termos de uma combinacao linear de funcoes de Bessel

() = amm Y, [m <|z| + %)] + bmm Ty [m (|z| + %)} @5

Para estudarmos os modos de KK precisamos analisar os limites para pequenos e
grandes valores do argumento das funcoes de Bessel. Para pequenos valores do argumento

(mn(]z] << 1)), temos

(o) o)t o
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Para satisfazer a condicao de contorno, em z = 0, imposta pela funcao 6 presente no

potencial, devemos ter

%:%M{YQ <m (pw%)) +7f:fzj2 (m (pu%))}. (4.53)

Para k/m, >> 1, o termo que acompanha J; domina a expressao da fun¢ao de onda.

Assim, usando a aproximagao para grandes argumentos (m,, [z| >> 1)

Vanmlzl) ~ | co (ml = 37). (154)

podemos obter um valor analitico para a constante de normalizacao C,,. Usando a condicao

de normalizacdo, ijL dz |w\2 =1, temos

+L ok4 2k4
/ dzC? 33 = COS (mn |z| — 27r> =C? ( 5 ) L=1, (4.55)
- m™m

L n
™ 7rm5/2
S 4.
Cim \ 2L  4k2 (4.56)

Uma vez encontrado o espectro de KK para teoria efetiva quadridimensional, podemos

que nos fornece, finalmente

encontrar o potencial nao-relativistico entre duas particulas, de massas m; e mq, que se
encontram na brana (z = 0), ou seja, o potencial estético corrigido pela presenca do modo

zero e dos modos massivos de KK. Este potencial é dado por [69]

m1me Gy mimee ™ m
~ dmoN e M
V(r) ~Gn . +/0 m— . o

mnr

(4.57)

onde Gy é a constante de gravitagao de Newton, k é o inverso do comprimento AdS (k = 1/1)
e m ¢ a massa dos modos de KK. O auto-estado de massa m atua como um campo massivo
que gera uma corregao do tipo Yukawa [73].

Perceba uma suprssao exponencial na contribui¢do dos modos massivos para m > 1/r. O
termo extra m/k surge para suprimir as fun¢oes de onda em z = 0 de acordo com a equagao

(4.52). Assim, se torna

V(r) = Gy A2 (1 + i) . (4.58)

Assim, podemos obter uma teoria efetiva quadridimensional da gravidade com correcoes
advindas dos modos de KK. O primeiro termo, devido ao estado ligado (graviton usual de
massa nula), é o potencial newtoniano usual. Os modos de KK geram um termo de corregao

muito pequeno para r >> [.
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4.1.6 O modelo DGP

O modelo de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) [74], é uma teoria para gravitagao
quadridimensional em uma brana do tipo Minkowski imersa em um espaco-tempo com uma
dimensao extra infinita e plana. A lei de Newton pode ser recuperada devido a adicao de um
termo de curvatura quadridimensional na acao de Einstein-Hilbert em cinco dimensoes. O
modelo DGP recupera a gravidade quadridimensional para pequenas distancias, enquanto
que para grandes distancias ela manifesta efeitos de uma gravitacao em 5H—dimensoes.
Notavelmente, ¢ possivel obter uma aceleragao césmica recente sem a introdugao de algum
tipo de matéria exdtica [75].

Uma interacao newtoniana 4D na brana pode ser obtida adicionando o termo

M2 / N

na acao em 5—dimensoes, onde R é o escalar de curvatura (escalar de Ricci) em 4—dimensoes.

Este termo preserva as simetrias do modelo e pode ser obtida por correcoes quanticas
gerando automaticamente um potencial gravitacional do tipo 1/r em curtas distancias para
fontes localizadas na brana.

Vamos considerar uma 3—brana sem tensao imersa em um espago-tempo de 441
dimensoes. As coordenadas na brana é x*, u=0,1,2,3; e a coordenada extra serd denotado
por y. Letras maidsculas serdo usadas para quantidades em 5—dimensoes (A, B,C =
0,1,2,3,5) e a assinatura da métrica é (+, —, —, —, —).

Vamos considerar a agao

M3 M?

§==r / d°xVG R + " / d*z\/—gR + / d*2 Lonatter, (4.59)
onde M representa a massa de planck em b—dimensoes e Mp a massa de Planck em
4—dimensoes.

A métrica em 5—dimensdes serd denotada por Gap(X) = Gap(x,y) com escalar de
curvatura dado por R). A brana estd localizada em y = 0 e a métrica induzida ¢ dada
por

9uw() = Gz, y=0). (4.60)

O escalara de Ricci em 4—dimensbes para a métrica induzida, g,.(x), é dado por

R = R(z). Por questdo de simplicidade, possiveis termos adicionais tipicos de uma teoria
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de supergravidade (SUGRA) ou de campos de matéria confinados na brana sao omitidos
na Eq. (4.59). No limite M — 0 (com Mp finito) a acdo (4.59) descreve uma gravidade
em 4—dimensdes na brana. Por outro lado, no limite Mp — 0 (com M finito) temos uma
gravitacdo essencialmente pentadimensional. A matéria confinada na brana é representada

pelo tensor energia-momento dado por

Tap = 6(y) T (4.61)

E possivel mostrar que as flutuacoes da métrica em torno do espaco de Minkowski nos
leva a a propagacao de gravitons Sobre a brana (y = 0), cuja aestrutura tensorial do seu
propagador é dada por 74|
T, T Ao

2M3p + Mjp?

huw(p,y = 0) T (p) = (4.62)

Aqui, p? = p? + p3 + p3 + p? é a parte espacial do momento em 5—dimensdes. O potencial

gravitacional mediado pelo graviton na brana é dado por
V(r) = /huuT“”(t,X,y =0;0,0,0) dt. (4.63)

A partir da equagao (4.62), podemos encontrar

V(r) = —m {sin (%) Ci <:—0) + %cos (:—0) {w — 2Si (Tio)} } | (4.64)

Aqui Ci(z) = v +1n(z) + [ (cos(t) — 1)dt é a fungao Cosseno Integral, Si(z) = [ sin(t)dt
¢ a funcao Seno Integral e vy é a constante de Euler-Masceroni. ry ¢ uma escala de distancia

caracteristica da teoria, dada por
_ M
=

A partir dela podemos analisar regimes de comportamento do potencial gravitacional. No

(4.65)

To

limite em que r < rg, o potencial newtoniano ¢ dado por

V(T)g_% Tty (D) (200 L, (4.66)
872 M2r | 2 ro) | \ro

ou seja

V(r) ~ 0 (4.67)

que representa o potencial gravitacional newtoniano em 4—dimensoes.
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Por outro lado, quando r > ry, o potencial assume a forma

1 1]r 1
Vir)yx ———-1—4+0| = 4.68
(r) 8m2 M2 r {7’ + (7’2>] ’ ( )
e assim, temos o seguinte comportamento assintotico
1
Vir) ~ bt (4.69)

tipico de uma teoria de gravidade em 5—dimensoes.

4.1.7 Estrutura de branas com campos escalares

Vamos agora analisar um modelo que descreve a gravidade em cinco dimensoes na presenca
de campos escalares. A motivagdo para isso provém dos trabalhos desenvolvidos em [78-84],
que abordam a possibilidade de se obter equagoes diferenciais de primeira ordem que resolvem
as correspondentes equacoes de movimento. Este tipo de abordagem é importante, pois
contribui diretamente para simplificar a obtencao de solucoes, e abre a possibilidade para
novos cenarios. O presente estudo esta relacionado com as técnicas desenvolvidas inicialmente
em cosmologia [83]. E interessante notar que apesar da supersimetria se mostrar incompativeis
com modelos em geometria do tipo de Sitter (d.S), é possivel encontrar uma forma de escrever
equagoes de primeira ordem que resolvem as equagoes de movimento do sistema original [84].

Consideramos modelos descritos por campos escalares reais em um espago-tempo anti-
de Sitter (AdS) em cinco dimensdes com uma unica dimensao extra. O espago-tempo
quadridimensional é plano e com uma geometria do tipo Minkowski. Os campos escalares
sao descritos com uma dinamica padrao e usamos o seu potencial para inferir como o fator de
empenamento (A) depende da dimensao extra. Este método faz com que modelos regidos pelo
potencial de um campo escalar especifico passe a depender de uma nova fungao, W = W(¢),
que por sua vez esta relacionada com o fator de empenamento, conduzindo a uma nova forma
de investigar as solugoes do modelo.

O modelo que vamos investigar é descrito pela seguinte acao

sz/d%dy Vgl (—iR+£(¢,@-¢)), (4.70)

onde ¢ representa um campo escalar real e 4G = 1. Essas teorias com campos escalares, sob

certas condigoes, podem simular teorias de supergravidade em cinco dimensoes [82,146]. O
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elemento linha ds? em cinco dimensoes pode ser escrito como
ds? = gda'da’ = **dsh — dy?, (4.71)
com i,j =0,1,....,4. ds? representa o elemento de linha quadridimensional, cuja forma ¢
dsj = ndatdz”, (4.72)

onde 7, pu,v = 0,1,2,3, descreve a geometria do espaco de Minkowski. A dinamica do

campo escalar é governada pela seguinte densidade lagrangeana
1 i
ﬁzggz‘jaéf)a o=V, (4.73)

onde V = V(¢) representa o potencial que especifica o modelo considerado.

Vamos supor que A e ¢ sao estéiticos, e dependem apenas da dimensao extra, ou seja,
A= A(y) e ¢ = ¢(y). Neste caso a equagao de movimento para o campo escalar serd dada
por

¢" +4A'¢ =V, (4.74)
onde a linha indica a derivada em relagdo a y, e V, = dV/d¢. As equagdes de Einstein em

uma geometria de Minkowski quadridimensional serao

2
A’ = —§¢’2, (4.75a)

n_ L 1
A2_6¢2 3v<¢). (4.75b)

Para usarmos o formalismo de primeira ordem [78,79, 85, 86|, devemos introduzir uma
nova func¢ao, W = W(¢), que pode ser encarada como um superpotencial em uma teoria de

supergravidade. Escrevendo uma equacao de primeira ordem
, 1
A = —§W, (4.76)

e usando (4.75a), temos

o — %W¢. (4.77)

Assim, o potencial da equagao (4.75b) pode ser escrito como

1
V= éwj - §W2. (4.78)
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Podemos mostrar que as equagoes (4.76) e (4.77) sao solugoes de (4.74) e (4.75) para o
potencial (4.78). A mudanga W por —WV nos leva a uma outra solugdo sem alterar o potencial,
como abordado em trabalhos anteriores |78, 79).

Para estudarmos a localizacao da gravidade nas branas obtidas como solugao, vamos

expressar as flutuagoes métrica em torno do espago de Minkowski
ds* = **W) (1, + € hy,)datds” — dy*. (4.79)

Como sabemos 1, = 7 (z,y) representa a métrica do espago de Minkowski. h,, =
hu(z,y) representa as flutuacdes da métrica e € é um parametro infinitesimal. De acordo
com [79,87-89],introduzimos a coordenada z, para obtermos uma métrica conformalmente
plana de modo que dz = e 4®dy. Adotando o gauge transverso e de traco nulo temos a
seguinte equacao do tipo Schroedinger

d*(2)

P2 4 UE)0(z) = miu(), (480)

onde o potencial U(z) é dado por
9 12 3 "
U(z) = ZA (z) + §A (2). (4.81)
Esta equacao pode ser fatorada como
d 3, d 3, o
6] |- 36| v = e (4.82)

Isso mostra que nao ha estados ligados com massa negativa, e o modo zero do graviton
o(z) = e~24() ¢ o estado fundamental do respectivo problema de mecanica quantica. Devido
a dificuldade de se obter uma forma analitica de A(z) a partir de A(y) devemos usar métodos

numéricos em alguns casos para se determinar o espectro do graviton [90].

4.2 Teoria da Gravitacao com Duas Meétricas
(Bimétricas)

Teorias de bigravidade foi proposto pela primeira vez na década de setenta, no contexto

das interacoes fortes como uma teoria que descreve a interacao de um meéson spin-2 com
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o graviton [91]. E conhecida também como a gravidade fg ou gravidade forte. Mais
recentemente, a bigravidade tem sido reconsiderada em diferentes contextos. Por exemplo,
¢ relevante no contexto de dimensoes extras com certas compactificacoes especificas que
permitem um gap de massa no Espectro KK [92]. E tambem importante em cenarios de
mundo-brana com certas configuragoes de ajuste-fino (fine-tuned) |93]. Porém, nesta secao,
e no restante desta tese, abordaremos o ponto de vista tratado inicialmente em [94], no qual
a teoria com duas métricas ¢ usada para abordar mudancas, e possiveis consequéncias, na
velocidade de propagacao da luz. Na referéncia [16] damos nossa contribui¢do a respeito
deste tema ao analisarmos o comportamento da estrutura de branas com campos ecalares em
uma teoria com duas métricas.

O aspecto causal da propagacao dos campos eletromagnéticos é determinada a partir da
métrica de espaco-tempo presente nas equacoes de Maxwell. Podemos alterar a velocidade
de propagacao da luz através de alteragoes nesta métrica. Para que isso tenha consequéncias
fisicas precisamos garantir que esta nao ¢ a tnica métrica no espaco-tempo e, desta forma,
garantir que luz se propague com uma velocidade diferente da velocidade de propagacao de
outros campos. Vamos apresentar agora uma teoria de gravidade que incorpora o contetido
fisico de uma ‘“velocidade da luz varidvel” e que seja invariante por difeomorfismo, sem a
introducao de um sistema de referéncia preferencial global no espaco-tempo.

Vamos considerar um campo vetorial ¢, (covetor) que se relaciona a “métrica

gravitacional” (g,,) e a “métrica da matéria” (g,,) através de

g;w = Guv + ﬁw;ﬂ/)m (483)

onde 5 > 0 é uma constante adimensional. Vamos considerar modelos descritos pela agao
Stot = Sar[g] + Sp[¥, g] + Smatter[§, matter fields], (4.84)

onde

Salg) =~ [ dtdsy/=g(Rlg) - 20). (4.85)
¢ a agao Einstein-Hilbert habitual, x = 167G /c* e A é a constante cosmologica. Observando
que a estrutura de (4.83) ndo é invariante sob transformagoes locais U(1), assumimos uma

acao do tipo Maxwell-Proca para o campo vetorial
1

Sy, 9] = % / dtd*z\/—g (—}132 + §m2¢2>, (4.86)
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onde By, = 0,4, — 0,9, B2 = ¢"¢*’B,oB.g e V? = g, O pardmetro m = uc/h tem
dimensoes de inverso de comprimento.

Vamos admitir que a acao dos campos de matéria é dada de uma forma padrao, porém sera
construida a partir de §,,. As equacoes de campo satisfazem a lei de conservacioV, T old] =
0, onde \v8 representa a derivada covariante com respeito a g,,. Assim, o tensor energia-

momento da matéria serd dado por

9 6 Smatter [§] ) (4.87)

T 5] — P
matter [g] \/_—gg g ( 5@(16

Variando a acao (4.84) com respeito a g,, e 1, temos as seguintes equacoes de movimento
V—9(G"[g] = Ag™) = \/ 9" 9,91 + 5 v 9T atter[9) (4.88)

\/__g(_vyB/W + me,u BK\/_ matter (489)

Aqui V, representa a derivada covariante em relacao a g,,. O tensor energia-momento

para o campo vetorial v, serd dado por
1 2 2 1 21,2
Tu = _B;ch + 4g;wB +m @DM% - guum ¢ (490)

E possivel mostrar que as equacoes de campo e a lei de conservacio sdo consistentes com
as identidades de Bianchi, porém as condigoes de energia impostas sobre o tensor energia-
momento nao sao as mesmas para as equacoes do campo gravitacional.

Podemos relacionar o covetor ¢, com um campo escalar (v, = d,,¢) e com isso analisarmos
a sua dinamica em diversos contextos como, por exemplo, cosmologia, matéria escura [95, 96|

ou etrutura de branas com campos escalares [16].

4.3 Nova Gravidade Massiva (NGM)

Bergshoeff, Hohm e Townsend propuseram um modelo de gravitacao tridimensional que
propaga modos massivos de spin 2 e com ambas helicidades, 2 em um vacuo de Minkowski
[14], ou seja & uma extensdo covariante da teoria de Pauli-Fierz para o spin 2 massivo em

em 3—dimensoes. Vamos introduzir as defini¢oes e convencoes relativas a NGM. Sejam g,
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(u,v = 0,1,2) a métrica do espago-tempo em 3—dimensdes (com determinente g), R,, o

tensor de Ricci e R = ¢"R,,, o escalar de Riemann. A assinatura da métrica sera (+ — —).
Considere a agao
S = %/d% NG, {R + %K} : (4.91)
onde
K =R, R" — 232 : (4.92)
A constante x possui dimensio [k] = —1/2, em unidades fundamentais. E o analogo

em 3—dimensoes da raiz quadrada da constante de Newton, m é um parametro de massa,

2 2

que pode ser combinado com k° em uma constante adimensional mk®, como na gravidade
topologicamente massiva (GTM) [99]. Uma caracteristica importante dessa teoria é o fato
dela possuir um ‘sinal errado’ para o termo EH.

Modelos deste tipo sao conhecidos por serem renormalizéveis em quatro dimensoes [9],
que implica em super-renormalizabilidade por contagem de poténcias em trés dimensoes. A
unitariedade parece se confirmar em [97,98]. Assim, NGM parece ser uma boa candidata
para uma teoria de gravidade quantica, embora que em trés dimensoes os gravitons sejam

massivos.

Considere as equacoes de campo
2m*G, + K,, =0, (4.93)

onde G, = R, — %gWR é o tensor de Einstein

1
K,, = 2DR,, — 3 (D.DyR+ g,,D*R) — 8R,"R,,

9 . 13
+5 BB + G [SR” R, — ng] : (4.94)

D,, é a derivada covariante usal, e D* = D*D,,. Outra relagdo importante ¢ uma identidade
similar a identidade de Bianchi, que surge como consequéncia da invariancia por difeomorfismo
da acao.

Por outro lado, o trago da equacao (4.93) é dado por
m’R =K, (4.95)
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onde usamos a relagao entre K e K, dada por
J"K,, =K. (4.96)

Vamos agora linearizar as equacoes de campo, em torno das solugoes de vacuo no espago-
tempo plano, fazendo g,,, = 7., +kh, onde 1, € a métrica de Minkowski h,,, ¢ a perturbagao

da métrica. As equagoes de campo linearizadas sao
(O+m*)Gir=0, R"™=0, (4.97)

Como mencionamos anteriormente, a NGM linearizada é equivalente a teoria de Pauli-
Fierz para uma particula massiva livre e de spin 2. Podemos ver que (4.91) é equivalente a
uma acao com densidade lagrangeana dada por

L= %\/§ {R + "G — }lmz (" fw — )| (4.98)

onde f,, é um campo tensorial simétrico auxiliar cujo traco é f = ¢"”f,,. Expandindo
em torno do espaco-tempo de Minkowski e tomando apenas os termos quadraticos nas

perturbacoes, temos

Lo= (= 5 ) 191 = Joe (™ = ). (1.99)

Se eliminarmos f,, obtemos a aproximacao quadrética para (4.91) em torno da solugao no
espago de Minkowski. Porém, vamos eliminar h,, através da equacdo G (h — f) =0. Como o
operador de Einstein é inversivel no espaco dos twnsores simétricos e transversos, a solucao
desta equacao ¢ hy,, = f,..

Substituindo, obtemos

L= %f}w [gf]w _ imQ (fuufw _ f2) . (4.100)

Esta é a acao de Pauli-Fierz par um campo de spin 2, f,,, massivo. O primeiro termo ¢é

a termo de Einstein-Hilbert linearizado que agora tem o sinal ‘correto’.

4.4 Gravitacao de Horava-Lifshitz

Teorias alternativas da gravitagdo, como a de Horava-Lifshitz, surgem da dificuldade de

se obter uma teoria quantica da gravidade em quatro dimensoes que seja, simultaneamente,
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renormalizavel e unitaria. Do ponto vista da teoria quantica de campos, a grande dificuldade
de se formular a teoria de Einstein como uma teoria de campo, a nivel perturbativo (em 3+1
dimensoes), é devido a dimensionalidade negativa da constante de Newton ([Gx] = [k]72, em
unidades de momentum) [174]. A teoria da gravitacao de Einstein-Hilbert fornece a nivel
classico uma descricao consistente para gravitacao, porém esta teoria nao é renormalizavel
perturbativamente [?,3,101|. Alguns modelos para a gravitacao relativistica com termos de
derivada superior se tornam renormalizaveis em quatro dimensdes [9], porém tais modelos
nao sao unitarios.

De acordo com a teoria quantica de campos, um diagrama de Feynman de ordem N se
comporta no regime de grandes momenta (altas energias) como [ dkk*~NP onde N depende
do processo [101] e D é o expoente dimensional da constante de acoplamento ([k]”). Portanto,
em teorias que possuem constante de acoplamento com expoente dimensional negativo (como
a constante de Newton), as integrais de espalhamento divergem para processos de ordem
mais altas. Por outro lado, o propagador do graviton na teoria de Einstein-Hilbert pode ser

expresso como
1

Ev
onde k = Vw? — k2 e k é o quadrimomento. Assim, a teoria da gravitacao de Einstein-

(4.101)

Hilbert nao satisfaz as condig¢oes usuais de renormalizabilidade. Para que haja o cancelamento
das divergéncias ultravioleta seria necessdrio um ntmero infnito de contra-termos, o que
caracteriza a teoria como nao-renormalizavel (pelo menos em nivel perturbativo). Mesmo
tratando a gravitacdo de Einstein-Hilbert como uma teoria de campos efetiva, precisamos
definir de forma consistente o regime ultravioleta da teoria para termos uma descricao
adequada dos fenomenos de gravitacao quantica. Uma possibilidade seria incluir na
lagrangeana de Einstein-Hilbert termos com derivadas superiores que nao teriam influéncia
no dominio de baixa frequéncia [9,100|. Esses termos modificam a estrutura do propagador,

que pode ser escrito esquematicamente como

1 1 1 1 1 1 1
— 4+ —GN]{?4— + —GN]{?4—GN/€4— + ... =

—_— 4.102
k2 k2 k2 k2 k2 k2 k? — Gyk* (4.102)

No regime de altas energias, o propagador ¢ dominado pelo termo 1/k*, o que melhora as

divergéncias ultravioleta da teoria. Por contagem de poténcias é possivel mostrar que todas as
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divergéncias envolvendo gravitons possuem grau de divergéncias menor ou igual a quatro [9)].
A nova estrutura do propagador (4.102) possui dois polos. Isto significa a presenca de uma
excitacao fantasma o que torna um problema para a consisténcia desse modelo (ghost). Ou
seja, o propagador

1 1 1

T — 4.103
K2 —Gyk' K k2 —1/Gy (4103)

correspondem aos gravitons com e sem massa. O sinal negativo no termo que contém o
graviton massivo corresponde a um fantasma e, portanto, ocorre violacao da unitariedade
(pelo menos ao nivel perturbativo). Desta forma podemos entender que o problema da nao-
unitariedade da gravitagao com derivadas de ordem superior parece surgir da introducao
de derivadas temporais de ordens mais altas na estrutura do propagador. Uma forma
de resolver esse problema consiste em abandonar a invaridncia de Lorentz e introduzir
derivadas espaciais de ordens mais altas, sem necessariamente ter que introduzir derivadas
temporais de ordem superior. Com isso evitamos o aparecimento de particulas fantasmas
e melhoramos o comportamento do propagador no regime ultravioleta. Este método foi
proposto inicalmente a sistemas de matéria condensada [102] e, posteriormente, introduzido
por Petr Horava (no contexto das teorias de campos) como uma proposta para se obter uma
teoria quantica de gravitagao consistente [24,103]. Neste caso, os propagadores podem ser
escritos esquematicamente como

1

w? — k2 — G(k)% (4.104

onde GG é uma constante de acoplamento. De forma geral, o denominador podera conter outras
poténcias de k2 entre 1 e z, que nao sao relevantes em uma discussao inicial. No regime de
altas energias, o termo G(k)%* predomina sobre c2(k)? e propagador peode ser escrito como
1/(w? — G(k)%).

Este modelo tem uma propriedade de escala anisotropica para o espago-tempo dada por

um expoente critico z > 1. No regime em que a teoria possui anisotropia de escala, temos
T — b, t— bt (4.105)

As dimensdes candnicas das grandezas envolvidas serao dadas em unidades de momento

espacial [k'] (ou simplesmente [k]), com i = 1,2, 3. Desta forma as dimensdes do espago-tempo
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sao dadas por

[ =& [ =k (4.106)

Para valores apropriados de z, podemos tornar a teoria renormalizdvel por contagem
de poténcias. O termo c(k)? pode ser considerado como uma deformagao importante no

propagador, e deve ser incluindo como corre¢oes perturbativas

S L L 2p — (4.107)
w2 _ C2]€2 _ G(k2)z w2 _ G(k2)z w2 _ G(kQ)z w2 _ G(kQ)z

No limite das baixas energias (regime infra-vermelho), o termo c*k* predomina sobre
G(k?)* e, assim, recobramos o regime relativistico (z = 1). Neste regime, os termos de altas
ordens representam uma corre¢ao ao regime z = 1. Desta forma o propagador pode ser escrito

como as

1 1 1 -, -
= —— = — + —G(k*)* fraclw — k* + .. .. (4.108)
w2 — k2 — G(k2)?  w?—k?  w?— k2

Assim, o polo do propagador (4.108) ndo apresenta modos fantasmas e as derivadas
temporais de ordem mais altas nao aparecem. Neste contexto a simetria de Lorentz deve
aparecer como uma simetria emergente a baixas energias (longas distancias), mas que pode
nao se manifestar no regime de altas energias.

Vejamos agora uma formulagao lagrangeana para gravitagao que esteja de acordo com a
estrutura do propagador (4.104) em 341 dimensoes. Tal teoria deve satisfazer a propriedade
anisotropica do espago-tempo para z > 1, com z sendo escolhido de modo a assegurar a que
teoria permaneca renormalizavel por contagem de poténcias. Sendo assim, a invaridncia por
difeomorfismos

T = 3 (20, t), (4.109)

deixa de ser uma simetria fundamental da teoria, devido ao fato de que a dimensao temporal
tem um papel privilegiado mediante as propriedade anisotropica do espago-tempo. Por isso
devemos introduzir uma foliacao tridimensional preferencial de superficies tipo-espaco F.
Esta estrutura adicional deve ser encorporada & variedade diferencial do espaco-tempo, M,
para refletir o papel privilegiado da coordenada temporal. O novo grupo de transformacoes,

adaptado as foliacoes, ¢ um subgrupo dos difeomorfismos que contém as reparametrizagoes
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temporais (sem dependéncia espacial) e os difeomorfismos puramente espaciais. Estas

transformacoes sao dadas por
T =132, t), t=1(t). (4.110)

Estas transformacoes, denotadas por Diff (M, F), sdo conhecidas como difeomorfismos que
preservam a foliagdo. As transformacoes infinitesimais locaias de Diff (M,F) podem ser

escritas como

St = ('(t,7), Ot = f(t). (4.111)

Podemos simplificar nossa representacao assumindo que a foliagcao do spaco-tempo é
topologicamente dada por

M=R x5, (4.112)

onde todas as foliagoes sao topologicamente equivalentes a uma certa variedade X..

Na construcao de um modelo lagrangeana que apresente a simetria descrita acima é
conveniente utilizar a decomposicdo ADM (Arnowitt-Deser-Misner) [104]. A métrica g,
¢ decomposta em termos dos fun¢oes lapso (lapse) N, deslocamento (shift) N; e a métrica

espacial g;; como
ds®> = —N?dt* + g;; (dz’ + N'dt) (da? + N’dt), (i, j =1,2,3). (4.113)

Sob a transformacao de escala (4.105) (com z = 3), os campos N, N’ e g;; se transformam

como

Por outro lado, sob as transformacoes que preservam o difeomorfismo, estes campos se

transformam como

0gi; = Vi + VG + fgi5, (4.115)
ON; = N Vil* + C*ViN; + ginC® + Nif + N, f, (4.116)
SN = "V N+Nf+NJ. (4.117)

Aqui, f = df /dt, V, representa a derivada covariante com respeito a g;; .
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Partindo da analise dimensional das coordenadas do espago-tempo (4.106) podemos

determinar as dimensoes das outras grandezas envolvidas na teoria. Assim, temos

(N === =K log]=[N]=[k", [Ky]l=I[k [C3)=[k, [Rju]=[k"
(4.118)
Vamos agora analisar modelos que sao invariantes por difeomorfismos que preservam a
foliagao (4.110) e que possuam a propriedade de escala anisotropica do espago-tempo (4.105)
com z > 1. Podemos obter uma grande quantidade de termos independentes com varios
coeficientes arbitrarios no modelo lagrangeana. Vamos analisar alguns termos compativeis
com a simetria descrita acima. Os termos K;; K% e K? = (¢ K;;)? sdo construidos a partir
da curvatura extrinsica

1 .
Ki; = W(gij — ViN; = V;N;), (4.119)

que é covariante sob difeomorfismos espaciais e transforma-se como um escalar sob
reparametrizacoes temporais.
Estes termos sao ditos cinéticos pelo fato de serem formados po derivadas temporais da

métrica. A acao cinética é formada a partir de uma combinacao destes termos e é dada por
Sk = gK/dtd:pr |gIN(Ki; K7 — AK?), (4.120)

onde A\ é um parametro livre na teoria de Horava-Lifshitz. Quando A = 1 o termo cinético
se reduz ao da acao de Einstein-Hilbert na decomposicao ADM. Dimensionalmente podemos

mostrar que [K;;] = [k]?. Assim
[Sk] = lgx] W]’ [K3]* = lgxc k], (4.121)

Como a agao (4.121) deve ser adimensional, é necessario impor que z = 3 para que a
constante de acoplamento seja adimensional. Esta é a condicao para que a gravitacao de
Horava-Lifshitz seja renormalizével por contagem de poténcias em quatro dimensoes.

Vamos agora abordar os chamados termos potenciais, cuja agao é invariante por Diff

(M, F) e pode ser expressa como

Sy = / dtd”\/gNV[gi;]. (4.122)
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O termos V[g;;] possuem a mesma dimensao de [K;; K*]. No limite das grandes energias
os termos de maior dimensao dominam na lagrangeana. Uma vez entendido o comportamento
em altas energias, podemos estudar a teoria no limite de baixas energias analisando os
termos relevantes induzidos. Os termos construidos somente com a métrica espacial g;; (até

a dimensao [k]°) sdo dados por [105]
[k]® :R%, RR',R’,, R',R',R*,, RV’R, V;R;V'R/*
[k’]S IeiijileRkl7 Kinij,
[/{?]4 ZRQ, Rinij,VQR,

g 2
[k]:i . ik (Fémajf‘z; + §FZF§m %),
k> :R,
[/{:]0 1 (4.123)

Existem outras possibilidades para formacao dos termos potenciais. De fato, Blas, Pujolas

e Sibiryakov mostraram nas Referéncias [107,108] que termos envolvendo o vetor
Lo (4.124)
a; = - 01V, .
N

geram deformacoes relevantes quando incluidos na agao da gravitacional. O campo a; se
transforma covariantemente sob difeomorfismos que preservam a foliacdo. Existem mais de
70 termos independentes, com dimensao < 6, que satisfazem os difeomorfismos que preservam
a foliagao [109,110]. Vejamos alguns termos, formados a partir de a;, que podem compor a

parte potencial da lagrangeana de Horava-Lifshitz

[k]® - (aiai)QR, (aiai) (aiajRij) , (aiai)g, a'N%a;, (aii) AR, ...
[k]5 :eijkaialiji, aiajKij, Kijal-j, (azl) K,

(k] (aiai)z, (aii)27 (aiai) ajj, aag;, (aiai,)R, a;a;R7, Ra',,
[K]? : aad,

k] < 7. (4.125)

Dado esse grande niimero de termos independentes, algumas simetrias adicionais podem

ser impostas a fim de restringir a teoria. Por isso, ao se referir a gravitacao de Hoava-Lifshitz

o4



4.4. GRAVITACAO DE HORAVA-LIFSHITZ

deve ser especificar claramente qual formulacao estd sendo considerada. Uma restricao que
foi considerada na formulagao original de Hofava é a condi¢do de balanco detalhado (detailed

balance), que impoe que os termos dependentes da métrica espacial sejam da forma

L oWy
V9 095

where GY* denotes the generalized De-Witt metric, defined as GV* = %(gikgﬂ + gilgjk) -

Lw.p) = E;G™MEy, E7 = (4.126)

Ag¥7g* and X is a coupling constant. A utilizacdo desta condicdo tem sua origem em modelos
de teoria de campos na matéria condensada [111|. Esta condi¢gdo diminui o namero de
constantes arbitrarias do modelo e pode simplificar as propriedades de renormalizagao da
teoria [24,112].

Outra restricao que modifica significativamente a estrutura da gravitagao de Horava-
Lifshitz é a condicao de projetabilidade. Esta condicao impoe que a funcao lapso N seja

dependente apenas da coordenada temporal

N = N(1). (4.127)

Interpretando a funcao lapso como o campo de calibre associado as transformacoes
t — t(t), parece natural restringir esse campo com a mesma dependéncia do espaco-tempo
que as reparametrizacoes temporais. Evidentemente, a condicao de projetabilidade evita a
presenca de termos no lagrangeana que envolvam derivadas espaciais de IV e, portanto, diminui
o numero de parametros livres da teoria. Estas duas condig¢oes simplificam a estrutura da
teoria mas podem ndo ser compativeis com aspectos fenomenolégicas [113-115].

A condicao de balango detalhado implica que em alguns problemas como, por exemplo,
a nao existéncia de uma solu¢do de vacuo do tipo de Sitter [116], dificuldades de se acoplar
matéria [117], a ndo existéncia de um limite newtoniano [122] e instabilidade de campos
escalares no regime UV [123]. Por isso, acredita-se que esta condigdo deva ser abandonada
[124]. Porém, Borzou, Lin e Wang descobriram, recentemente, que o campo escalar pode ser
estabilizado, se a condi¢ao de balan¢o detalhado for levemente quebrada [125].

A condigao de projetabilidade implica que o modo extra de spin-0 é um modo fantasma
[118] e isso gera instabilidades na teoria quéantica. Além disso, esse modo spin-0 se acopla

fortemente, o que pode trazer dificuldades em se obter um limite infravermelho que seja
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compativel com aspectos fenomenologicos [114,119]. Além disso, conforme discutido em [120],
a condi¢ao de projetabilidade produz uma descontinuidade do tipo vDVZ (van Dam-Veltman-
Zakharov) [76,77| semelhante ao que ocorre na gravitagao massiva de Pauli-Fierz [121]. Por
outro lado, a condicao projectabilidade reduz consideravelmente o niimero de constantes de
acoplamento independentes, podendo ser reduzidaa de mais de 70 para apenas 11 [105] (See
also [126]). Porém, o espaco-tempo de Minkowski torna-se instavel [105,106,127|, embora o
espago-tempo de Sitter seja estavel [128,129].

Uma outra abordagem totalmente diferente é eliminar o graviton de spin-0 fixndo o valor
de A como sendo 1. Isso foi feito por Horava e Melby-Thompson (HMT) [130]. Eles notaram
que a teoria linearizada era invariante por U(1) apenas no caso em que A = 1 [24]. Assim,
fazendo A = 1, é possivel estender a simetria que preserva os difeomorfismos por folheacao.

A nova simetria passa a ser

U(1) x Diff(M, F). (4.128)

Para que esta simetria seja véilida a nivel nao-perturbativo, HMT descobriram que é
necessario introduzir um campo escalar (prepotencial newtoniano) e um campo de gauge
U(1). Com isso o graviton de spin-0 é eliminado [130,131] juntamente a instabilidade gerada
pelo acoplamento forte. Além disso, é possivel mostrar que a introducao do prepotential
newtoniana pode tornar a agdo invariante por (4.128) mesmo que A # 1 [132]. Assim,
os gravitons de spin-0 podem ser eliminadas para qualquer valor de A [132-134|, de modo
que o problema do acoplamento forte nao existe mais no setor gravitacional puro, porém
ainda existe quando a matéria estd presente. Embora resolve a instabilidade e problemas
de acoplamento fortes, a presenca do campo vectorial a; da origem a uma proliferacdo de
constantes de acoplamento independentes [109], isso limita potencialmente o poder de previsao
da teoria quando aplicada & cosmologia e astrofisica.

Recentemente, Zhu, Shu, Wu e Wang prouseram uma extensao da teoria de Horava-Lifshitz
sem a condi¢ao de projetabilidade (4.127) (mas com a simetria extendida (4.128) [135]) com o
propésito de reduzir consideravelmete o ntimero de constantes de acoplamento independentes.
Contudo, para se obter uma teoria ‘saudavel’ nos limites UV e IV, devemos quebrar levemente

a condigao de balanco detlhado. Por outro lado a simetria extendida elimina o graviton de
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spin-0. Nesta tese, nao estamos interesados em estudar o importante problema do spin-0 e sim
o0s aspectos gravitacionais advindos da lagrangeana potencial propostas por Zhu e tal. Por isso,
no restante desta secao, faremos uma abordagem geral desta proposta, deixando os detalhes
técnicos (muitas vezes extensos e trabalhosos) para serem consultados na referéncia [136],
onde os autores fazem uma interessante aplicagdo ao estudo da cosmologia. No Capitulo 5
apresentamos, como contribuicao original dentro deste contexto, solu¢oes de buracos negros
em uma teoria de Horava-Lifshitz em 141 dimensdes [18] e o estudo da estrutura de Branas
formadas com campos escalares [19]. Nos dois casos o vetor a;, gerado pela condigao de
nao-projetabilidade, tera um papel crucial.

Como foi mencionado anteriormente, para que a teoria tenha um bom comportamento no
limite infra-vermelho, a condicao de balanco detalhado deve ser levemente quebrada. Isto é

feito adicionando os termos relevantes com dimensao inferior a seis, presentes nas equacoes

(4.123) e (4.125),

4.5 Campos Auxiliares

O teorema de Lovelock |?,?], em quatro dimensoes, afirma que o tnico tensor de rank-2
com divergente nulo construido unicamente a partir da métrica g, e de suas derivadas, até
segunda ordem, é o tensor de Einstein (Gup = Rap — %gabR) somado a um termo relativo a

constante cosmologica. Assim, podemos escrever as equagoes de Einstein como
Gab + Agab = Tab . (4129)

onde ¢ = 81G = 1.

Aqui, T,, é o tensor matéria-energia. A identidade Bianchi contraida implica que T,
tem divergéncia nula, ou seja V,7% = 0. As possiveis modificagoes na equagio (4.129)
sao bastante restritas devido ao teorema de Lovelock. Uma forma de contornar o teorema é
adicionar campos dinamicos extras. No entanto, somos for¢ado a introduzir graus de liberdade
extra que podem impor restricoes experimentais relacionadas & sua existéncia atual [139].
Outro problema é a dificuldade em se construir teorias estaveis com campos adicionais
acoplados de forma ndo-minima & gravidade [140]. Para contornar o teorema de Lovelock e,

ao mesmo tempo, nao adicionar graus de liberdade extra, vamos explorar a possibilidade de
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incluir campos auziliares nao dindmicos. Como os campos extras sao auxiliares suas equacoes

de campo serdo determinadas algebricamente [23].
Gab + Agab =Tw + Sab[guuy ,I‘;w] . (4130)

O tensor Sy, ¢ nulo quando 7, = 0. Por outro lado Sy, possui divergente nulo, como
consequéncia da identidade de Bianchi e do fato de que V, 7" = 0 quando os campos de
matéria satisfazem as equacoes de campo. Assim, eliminando o campo auxiliar, obtemos
equacoes de Einstein modificadas com a presenca de um tensor de divergente nulo e que se
anula no vacuo. De forma geral, o tensor energia-momento ¢ formado a partir de derivadas

de segunda ordem.

Sab = O1Gab T + Q2 Jap T2 + (0%] TTab + Q4 Gab Tcd TCd + (0% Tc a ch + ﬁl vavb T

+ Bogay OT + B30T + 28, VV (o Thye + - . -, (4.131)

onde a; and j3; sao coeficientes com dimensoes apropriadas.
Impondo que Sy, tem divergéncia nula podemos encontrar relacoes entre os varios

coeficientes presentes em (4.131). E possivel mostrar que 23]

a; = =0, day = (14 2a1) (b1 — Ba), az = Ba(1+2a71) — b,

20y = By, a5 = =204, Br=—P1, B3=—Pu. (4.132)

Com isso, as equacgoes de campo podem ser escritas como

1
Gap =Ty — Ngap — B1NgapT + 1(1 —2B1M)(B1 — Ba) g T?
1
+ (81 (1= 261A) = B TTop + 5 Baga Tea T = 204T T + BV Vi T (4.133)
- 6lgabDT - 64DTab + 2ﬁ4VCV(aTb)C + ...

onde todos os coeficientes sao expressos em termos de 1 e (.
Para determinados valores das constantes 3; e (4 podemos obter algumas teorias com

campos auxiliares. Podemos obter a teoria conhecida como Teoria de Born-Infeld inspirada em
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Eddington (Eddington-inspired Born-Infeld gravity ou EiBI) [145], no limite de acoplamento
fraco, com 1 = 0, Sy = —k/2 (usando as definigdes da referéncia [22]). Palatini f(R)
corresponde a 4 = 0 com A e 51 dependentes dos parametros do modelo).

Nossa analise demonstra que as teorias com campos auxiliares (ou qualquer outro tipo de
modificagdo que ndo permita a propagagao de graus de liberdade extra) produzem equagoes

com derivadas superiores no tensor energia-momento.
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Capitulo 5

Alguns Novos Cenarios com Gravidade

Modificada

Neste Capitulo apresentamos a nossa contribuicao original a respeito dos temas tratados
no Capitulo anterior. Sao trabalhos desenvolvidos e publicados ao longo da construcao
desta tese. Cada uma das proximas secoes corresponde a um dos trabalhos encontrados

nas referéncias [15-20].

5.1 Buracos Negros Tridimensionais em uma 2—Brana no
Espaco de Minkowski

Nesta secao consideramos um cenario em quatro dimensoes que é analogo ao de DGP em
cinco dimensoes. Em nossa investigacao, a teoria é construida a partir de um 2—brana, com
um termo de curvatura escalar induzido, e imersa em um espaco-tempo de quatro dimensoes.
Investigamos solu¢oes de buracos negros tridimensionais com um termo de curvatura padrao e
do tipo nova gravidade massiva. Neste modelo nao existe uma constante cosmologica, nem na
brana nem no bulk. Somente os campos gravitacionais estdo presentes, porém encontramos
solucoes de vacuo do tipo buracos negros em 241 dimensoes. Constatamos a existéncia de
uma escala de cruzamento (crossover) [74] que controla a distancia em que a gravidade se

manifesta como sendo tri ou tetradimensional.
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5.1.1 Solucgoes de buracos negros circularmente simétricas em uma

2—brana

A acgdo completa pode ser separada em duas partes

S = S + Se3), (5.1)
onde
S = —2%121 /d4x ] (R —2k3L%)) (5.2)
com ds? = gup(r,2)dz%dz® (a,b = 0,1,2,3) sendo a métrica do espago-tempo de quatro
dimensoes e
Sy = —2%%/(131; g (R®) —2k2LH)). (5.3)

Além disso ds3 = g (r)datda” (p,v =0,1,2) é a métrica induzida na 2—brana em z = 0
com ¢, (r) = gu(r,z=0). O escalar de curvatura induzido R® est4 relacionado & métrica
tridimensional e ndo tem nenhuma dependéncia em relacao a coordenada extra z. As equacoes

de Einstein em quatro dimensoes para esta teoria sao
Gab = /i%zl)saba (54)

onde

Sab = Tap + Ugp. (5.5)

T,y € o tensor energia-momento para os campos de matéria e U, é dado pela curvatura

devido & métrica induzida sobre a 2—brana. o tensor T}, pode ser escrito como
Tab == Tab|bulk + Tab|b7‘ane' (56)

Uma vez que s6 estamos interessados em solugoes de vicuo, a lagrangeana dos campos de

matéria serao nulas (Lg) =Ly = 0), entao nos temos que
Tw=0. (5.7)
Como consequéncia, as equacoes de Einstein serao
Gap = K1y Uas, (5.8)
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onde

Us = 5(z)d1ag (—pcum},pcurvapcurva O) (59)

define a energia e a pressao da curvatura brana.
Este termo serd equivalente a um ‘fluido c6smico’ como foi introduzido em [75]. Para
investigarmos solugoes de buracos negros tridimensionais imersos em um espago-tempo de

quatro dimensdes vamos utilizar o seguinte Ansatz

dsi = —A(r, z)dt* + dr? + r2de* + dz*. (5.10)

A(r, z)
Vamos, agora, calcular as componentes do tensor de Einstein. Aqui pontos representam

derivados com relacao a r, enquanto que linhas representam derivadas em relacao a z. Assim,

temos

— i 1A (5.11)

T

A AT A

(%) Ay 1A (5.12)
AZ) (5.13)
a

2r 2 A’
G- - < ) slicla (5.14)

W~ |

-
i)

»-lkl>—‘

Na auséncia do 2—brana as equacoes de Einstein satisfazem a solucao de vacuo do bulk
G = 0. Disso resulta que

Gi+ Gl =0, (5.15)

e, consequentemente, a seguinte equagao para A(r, z)

1/AN\% 1.
LY i 510

Vamos reintroduzir a brana através de condicoes de contorno em z = 0, ou seja
A(r, 2)|,=0 = Ao(r) and A(r, 2)|,=0 = Ao(r). Para isso vamos tomar uma condi¢ao de jun¢ao

z = 0. A curvatura extrinseca é dada por

Ky = q;Vany, (5.17)
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onde n® = (0,0,0,1). Para a métrica adotada temos que K, é dado por

A A
K'=|—,——,0,0]. 5.18
b (2A’ 2477 ) (5.18)
A relagao entre K, e o tensor energia-momento é dado pela condicao de juncao de Israel

emz =0, [A]=A0")—A(07). IfA'(07) = —A'(0") tal que [A’] = 2A’(0") encontramos [75]

wy 1
[Kap) = Ko (07) = o (Uab - EUQab> : (5.19)
Usando (5.18) temos
A(0F) Ry L
K, ) =- = - curv — 5 \Pcurv 2 curv > 2
que implica em
A'(0F Ky
1(40 ) = - ;)pcurv- (521)

Na 2—brana as equacoes de Einstein determinam a métrica induzida ¢, de tal modo
que podemos identificar o tensor energia-momento induzido pela curvatura na brana como
Uwp = 0(2)U,,. Note que U,, ndo depende da coordenada z. Assim, podemos escrever as

equacoes de Einstein para a métrica induzida como sendo
Guv = Ky Uy, w,v=0,1,2. (5.22)

[sso nos permite obter os seguintes componentes

1 A

U =U] = 5= 5.23

t r li%g) 27“7 ( )
1 A

Ul = ——. 5.24

A densidade de energia da curvatura (pe.) € a pressao da curvatura (pey») na brana fica

sendo entao

1 Ag
Peurv = — = (525)
/ﬁé’) 2r
1 A
Peurv = - - (526)
/1?3) 2r
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Note que peyrv = —Peurv, 0 que mostra que o ‘fluido cé6smico’ atua como uma constante
cosmologica. Isto indica a possibilidade de encontrar um buraco negro tridimensional na
brana mesmo sem introduzirmos, a priori, uma constante cosmologica na teoria ou campos
de matéria.

Usando Egs. (5.21) e (5.25) temos

A0%) Ky A
2

= —. 5.27
Ap 4/£(3) r ( )
Usando esta solugao em (5.16), para z = 0, encontramos
1 [ 3y 4g]° A
- (‘2*) 201 L0 0, (5.28)
2 |4Ko T r
(3)
ou seja
. 32%;‘(13)
Ry
Esta equacao pode ser facilmente integrada para obtermos
2
A()(T) =C— 2—7%7 (530)

4
Fla

2 _
onde 7§ = Tt

¢ conhecido como ‘crossover ’ e ¢ ¢ uma constante de integracao. Isto nos da
uma solugao ezata de buraco negro tridimensional em uma 2—brana que pode ser expressa

na forma usual

-1
g2 — (e T\ g N a2 g2 5.31
(3) = Cc 9 3 +{c 5 5 re4+r . ( . )

To o
Para ¢ = 1, temos um espaco-tempo de Sitter, enquanto que para ¢ = 1—-8G3M temos uma
solu¢ao buraco negro de Sitter-Schwarzschild (SdS3) tridimensional, com uma singularidade
conica associada a uma massa associada M [65]. Também definimos k(23) = 81(G3. Partindo
do principio de que a nossa métrica (5.10) passe a descrever um espago plano de quatro
dimensoes com duas coordenadas tipo tempo t e z fornece uma solucao AdS3 resultado de
uma troca de sinal na Eq. (5.16)

1 /AN\% 1.
5 (Z) + ;A —0. (5.32)

Escolhemos ¢ = 1 neste caso especifico. Esta métrica é do mesmo tipo do modelo BTZ

tratado inicialmente em Refs. [21,55] com uma importante exce¢do. No nosso modelo nao é
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necessario uma constante cosmologica priori. Em vez disso, a curvatura induzida na 2—brana
gera a um fluido ‘césmico’ que desempenha o papel de uma ‘constante cosmolbgica’. Note
que para K%4) > K%g) o carater quadridimensional da gravidade domina, tal que ry é muito
grande e entdao a solugao (5.30) se aproxima de uma solucao de espaco plano. No entanto,
em uma gravidade em quatro dimensoes esta nao é a tinica solugao de vacuo. Também existe
a solugao de Schwarzschild, cujo comportamento assintotico é 1/r. Assim para r ~ ry com
ro grande, a solugao (5.30) pode ser dada aproximadamente por Ay ~ —% + 1 para estar de
acordo com a gravidade quadridimensional no regime de grandes distancias. Voltaremos a

esse ponto em breve no contexto da nova gravidade massiva (NGM) [14].

5.1.2 Solucgoes de buracos negros com nova gravidade massiva

induzida na brana

Nesta secao iremos abordar a introducao de um termo induzido na 2—brana como sendo

do tipo estudado em nova gravidade massiva (NGM), e dado seguinte agao [14]

1 1
S0 = 552 /d3x [ (R“) + WK) : (5.33)
3

where m? is the mass of the three-dimensional gravity and

K = REROM — gR@)?. (5.34)
On the 2—brane podemos escrever
1 2
Gab _|’ 2_7712Kab — /{(3)Uab, (535)

onde Uy = 0(2) diag (—peurvs Deurvs Peurv, 0)-
Usando novamente a métrica do espago-tempo de quatro dimensoes (5.10), para obtermos
a métrica tridimensional induzido em z = 0, temos
1 11 dA 1 dAyd3A 1 A d* Ay
/{%3) o2r dr  8m2 dr drd  4m? " dr

1 AO d3A0 1 1dA0 d2A0 1 d2A0 2:|
Am?2 r dr3 8m2r dr dr? 16m?2 \ dr? ’

_ t
Peurv = _Ut -

(5.36)
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e usando (5.21), i.e.,

A(0) Gy
= - curv 5.37
" 5P (5.37)
encontramos a importante relagao
A Ky [1dAy 1 dAgdP4, 1 A diA,
Ay 45%3) rdr  4Am2 dr dr3 2m2"° drt
1 AO d3A0 1 ]_dAO d2A0 1 d2A0 2] (5 38)
2m2 r dr3  4Am2r dr dr?  8m?2 \_ dr? ' '
Podemos agora utilizar a equacdo (5.16) com a condi¢ao z =0
1 /A(07)\?  1dA,
- —= -——=0 5.39
2 ( Ag ) o ’ (5:39)
e obter
2 ldAo 1 ldAo ﬂ A3 Ay 1 A d* A
Olr dr  2m2\2 dr r ) dr? 2m2 " drd
1 1dAyd®Ay 1 [(d2Ag\*12  1dA,
_ - S ) 5.40
dm2r dr dr?2  8m? \ dr? } + r dr ’ (5-40)
:‘{4
onde 72 = 32;‘2 como visto anteriormente.
(3)

Para encontrarmos uma solucao para esta equacao vamos assumir o seguinte Ansatz

Ap(r) = 7% +br® + . (5.41)

Assim, encontramos uma classe de solugoes ezatas nao-triviais para n = 0, assumindo
re_ =8/a*(a? +4)*m? e r} . =8/(a® + 8)(a?® + 4)’m?, e usando Eq. (5.32) no lugar de Eq.

(5.39), temos (¢ & uma constante arbitraria)

2
Ay = e — 5T (5.42)
0 (4+a2)2r2 '

Lembre-se que para o caso do sinal de mais e ¢ < 0 corresponde a solucao do tipo
BTZ |21]. Observe que o resultado acima sugere a existéncia de vérios tipos de buracos negros
tridimensionais, ‘a-dependentes’, com horizontes nao coincidentes r, = (4 + a2)r0/2\/§, onde

a > 0.
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Por outro lado, também se podem explorar solugdes aproximadas do tipo (5.41), com
n # 0 para um regime prozimo do horizonte, por exemplo, em torno de r ~ r, =~ ry para

grandes valores de rq. Assim, podemos escrever
A9y~ Ly (5.43)

que se aproxima da constante ¢ para a/r? < 1. Para valores finitos de a is to é verdadeiro
para gravitons sem massa (m — 0) porque r ~ r, ~ rg ~ 1/m — oo. Na teoria usual
quadridimensional o graviton possui massa nula e o potencial newtoniano cai com 1/r. Isso
nos permite fixar n = 1, a = —GM e ¢ = 1 para encontrar um regime tipo Schwarzschild
para buracos negros com grandes horizontes de evento r, =~ r

AP (r) ~ 1 — - (5.44)

4
n(i) .
325(3>

Assim, podemos ver que neste regime o acoplamento gravitacional quadridimensional

comr ~ ry. Lembrando que rZ =

/{?4) = 887G domina sobre a parte da lagrangeana controlada pelo acoplamento gravitacional
tridimensional x3). Isto acontece porque estamos sondando distancias maiores que a escala de
cruzamento, de modo que nao é surpreendente que as solugoes tridimensionais se aproximem
de uma solugdo de quatro dimensées. De fato, como podemos ver em [15], solu¢oes BTZ
ou solugoes tridimensionais do tipo de Sitter-Schwarzschild podem fluir para solugoes de

dimensoes maiores ao sondar distancias suficientes grandes ao longo do 2—brana

5.2 Gravidade Massiva de Alta Ordem Induzida em Uma
2-Bana Imersa no Espaco de Minkowski

Nesta secao estendemos a nossa analogia, estabelecida anteriormente, entre o cenario
DGP em cinco dimensoes [150] e em quatro dimensdes. Assim, estudamos a localizacao
da gravidade em uma 2-brana imersa em um espaco de Minkowski quadridimensional, com
um termo de gravidade induzida do tipo nova gravidade massiva [14]|. Estudamos a estrutura
dos propagadores com um termo de massa generalizado [157] e encontramos um modelo

consistente de gravidade massiva em 241 dimensoes, com uma particula massiva e unitaria
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de spin-2 e duas particulas sem massa: uma com spin-0 e outra com spin-1. A condicao
o . , e L . ,

para a auséncia de taquions é satisfeita para ambos os sinais, ‘errado’ e ‘certo’, do termo de

Einstein-Hilbert na 2-brana. Também obtivemos o termo de massa de Pauli-Fierz adicionado

ao de nova gravidade massiva em trés dimensoes e recuperamos o modelo de DGP em 2+1

dimensoes.

A agao completa pode ser separado em duas partes (sem campos de matéria)

S =5 + 5w, (5.45)
onde
M; 4. T pA)
[§]
M. v
Se) = 73 /d3x 4| (nR(3> +~(R®)* + 6R®" R<3)W) : (5.47)

Este ¢ um modelo de gravidade com derivadas de ordem superior [9] em um espago-
tempo de trés dimensdes. O elemento de linha quadrimensional ¢ dado por ds? =
gap(z, w)dzdz® (a,b=0,1,2,4) e ds3 = q,(z)da"dx” (p,v = 0,1,2) é a métrica induzida na

2—brane em z*

=w = 0 with ¢, () = gu(z,w=0).

A fim de encontrarmos uma acao efetiva para a gravidade e o seu contetido de particulas
vamos adotar a mesma metodologia usada em [152] para o caso da teoria DGP tradicional
(veja [153]| para uma recente revisao).

E conveniente escrever a acdo em termos das variaveis ADM [154], N = /g% (lapse),

N, = gu, (shift) e da métrica em4—dimensodes ¢, sobre a brana que esta localizada em

w = 2*. A parte quadridimensional da acdo é escrita como

M2 2 v
S = 74/6541,]\] QR + (K9) = KO" Ky . (5.48)
A curvatura extrinsica em 3—dimensoes é dada por
@ _ L
Klw = W(quy - VMNV - VVNu)a (549)

onde a linha denota derivada em relacao a w.
O conteudo de particula desta teoria é obtido perturbando a agao (5.48) em torno do espago

plano. Apés integracao no bulk obtemos uma agdo efetiva em 3—dimensoes. Perturbando a
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métrica em 4—dimensoes, temos

Gab = Nab + Hab; (550)

e usando as variaveis tipo ADM e suas expancoes em torno do espaco plano, temos
Qv =M + Py, N,=n, N=1+n. (5.51)
Além disso, temos as seguintes relacoes em ordem linear

Huu = hl“’7 HM4 =h H44 = 2n. (552)

0

Para se obter uma teoria efetiva em 3—dimensées devemos expandir (5.48) até segunda
ordem em termos de h,,, n,, e n. Em seguida resolvemos as equagoes de movimento em
4—dimensoes, sujeito a valores arbitrario na brana e tendendo a zero no infinito. Por fim,
reinserimos estas solucoes de volta na brana.

Em primeiro lugar, as equagoes de movimento no bulk sao as equacoes de Einstein vacuo,

em ordem linear
1 1 1 1
[Rt(zlll))]lin = _§|:|(4)Hab - §aaabH + §8CaaHbc + §acabHac = 0. (553)

No gauge de de Donder,
1
O"Hyy, — 50aH =0, (5.54)

podemos escrever a equacao (5.53) como sendo
OWH,, = 0. (5.55)

Em termos das variaveis tipo ADM, Eq. (5.55) nos leva a trés equagoes de onda no bulk

para hy,, n, and n,

Ok, + 02 by, = 0, (5.56)
On, + d2n, = 0, (5.57)
On +92n =0, (5.58)
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onde J é o Laplaciano em 3—dimensoes. As solugdes para hy, (z,w), n,(z, w) e n(z,w), em

termos dos valores na fronteira h,,(z), n,(x) e n(x):

By (2, 0) = € 2 h, (2), (5.59)
n,(z,w) = e “4n,(v), (5.60)
n(z,w) = e “*n(z). (5.61)

Aqui A é o operador formal raiz quadrada do Laplaciano 3—dimensées, A = v/O.

Considerando as componentes a = 1 e a = 5 na condi¢ao de gauge (5.54) temos
1
0" hy — §8ﬂh + Oyny, — 0yn =0, (5.62)

1
o'n, — §5wh + Oyn = 0. (5.63)

Os campos na fronteira satisfazem as seguintes equacoes (at w = 0):
1
0"hy, — 5(‘3“}1 — An, —9J,n =0, (5.64)

1
on, + §Ah — An =0. (5.65)

5.2.1 Acao efetiva na fronteira

Vamos agora expandir, até segunda ordem, a parte quadridimensional da acao em termos
de hy,, n,, e n e inserir na nossa solu¢do. Lembrando que a agdo dada por (5.48) se escreve

Ccomo

(5.66)

W]'

M2 2 v
Sy = 74 / d*zN/|q|[R® + (K®)" — KO" Ky,
Precisamos expandir am primeira ordem a curvatura extrinsica 3—dimensoes, ou seja
1
K3 = 5 (Ouhy = Ouny — ymy). (5.67)

Expandindo (5.66), usando (5.67) e integrando por partes em 4—dimensoes temos
2

M 1 1 1
S = =5+ / Brdw [nauath = nBh - SOk h = ZOD I — 0,k + 3 (0,m")’
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2

M 1 1
+ =2 / dx {—Z—lhc‘?wh + Zhw@wh#”] : (5.68)

1
+0uhy, 00" + §n#Dn“ 5

Vamos inserir o seguinte termo na agao

M? 1
Syp = —T4/d4x (8‘1}]@1) — 559&1{) . (5.69)
Este termo nao contribui para a acao porque as equacoes de movimento em 4—dimensoes
resolvem a condigao de de Donder (5.54). Assim, estamos livres para adiciona-lo. Podemos
ainda escrevé-lo em termos das variaveis 3—dimensoes

M2 | | 2 1 ’
ng = 74 /dSZEdw [—5 (6”hW - §8Mh + &unu - 8,”1) - 5 (aun“ - Eﬁwh + awn) ] :

(5.70)
Colocando isso no nosso termo em 4—dimensoes, a acao completa pode se reduzir a um

termo na superficie da brana no limite em que w = 0, ou seja

M? 1 1
5(4) + ng = 74 /dgl’ [—EhijhM/ -+ Z_lhAh — nAn — TLMATLM + hAh
+nt (=20,n — O,h + 20" h,)] - (5.71)

Aqui n* faz o papel de um vetor de Stiickelberg [156] enquanto n faz o papel de um campo

de gauge auxiliar. Fixando o gauge n* = 0 podemos eliminar n usando (5.65)
Ah =2An, h=2n. (5.72)

A agdo resultante é similar & de Fierz-Pauli [155] contendo um operador dependente da

massa (termo ressonante) mA [157]

M. 1 1
Sy + Sgp = 73/6131' {_ihw(mA)hW + ih(mA)h : (5.73)
onde
M;
= — .74
m L (5.74)

faz o papel da escala DGP.
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5.2.2 A estrutura do propagador para a agao completa sobre a

2—brana

Para obtermos uma acao completa na 2—brana, vamos introduzir um termo de gravidade
induzida com derivadas de ordem superior, no espago-tempo tridimensional, dada em (5.47),

Se) =

/d?’x |q| (nR(S) + 7(3(3))2 + 5R(3)WR(3)W> : (5.75)

Da mesma forma que foi feito para quatro dimensoes, vamos expandir a acao tridimensional
em torno de um espaco plano de Minkowski, ou seja, g,, = 1w + huw.e em seguida tomar
apenas as contribuicoes até segunda ordem. Desta forma podemos escrever a acao em termos
dos operadores de Barnes-Rivers P, p(1) p(0=s),

No espaco de momentos, o conjunto de operadores tridimensionais sdo [158]

M ]_ M s 1/7a18
Len = /9 (77—233(3)) = 5l {77731# [P2) — pO-]" }hag, (5.76)
O a2 1 _ gy Hvsaf
Ly=Vg <§R(3) ) = P {27M3k2 [pO-=]" }haﬁ, (5.77)

v . 1 (SM v,
Ls=1/7 (23(3)# R(S)W) — §hw {T3k4 [P 4 3pO-9)"™ B} has.  (5.78)

Agora, temos que expressar a lagrangeana (5.73) em termos dos operadores de projecgao

de spin. Primeiro vamos reescrever a lagrangeana na forma
1 o,V v, &
Loy + Lo = = [My(mA) 0" =0 5*?)] ha, (5.79)

tal que

1 v,af 1

Lay+Lgs =3
(5.80)

Os operadores de projecio rotacio em trés dimensdes do espaco-tempo P2, P p0—s),
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pO—w) - p0=sw) and PO-»5) formar um conjunto completo e sio definidos como

1
P/E?/?n)\ = §<9MH6V)\ + e,u)\ewc - e,uuen)\)? (581)
1
P;Ellj)n)\ = 5(9MHWV>\ + QM)\CU,,H + euuwn)\)7 (582)
(0—s) (0—w) 1
Puu P eﬂl’eﬂ/\7 P},LV,H)\ = §MHVWH>\7 (583)
0—sw 1 0—ws
PO = —Ouwa, PO = Ewwem, (5.84)

LU RN E

Neste contexto, os operadores transversal e longitudinal (6,, and w,,) sdo definidos como

k,k, k. k.,
9/,LI€ = Nyv — #7 Wuy = 22 ) (585)
e satisfazem a
0,507, = 0,  wypw’, =wu  O,w", =0. (5.86)

Para escrever as lagrangeanas (5.76), (5.77) and (5.78) em termos de operadores de

projeccao podemos usar as seguintes relacoes

[P® + PO 4 pO-) 4 pO-w)] ;(n,mnux + M) = L, (5.87)
{QP(O 9 4 pO-w) /3] plo-sw) 4 plo- ws)]}wm — e, (5.88)
2P® +4PO~),, o\ = %%ﬁ/@kx + kb + kb + ckky), o (5.89)
V2 [POw) 4 pO-w9] 4 gpO-w) = %(nuuknk/\ + eakuky), (5.90)
P = %(k;ukl,k,{kk). (5.91)

A lagrangeana gravitacional total Larey = Lex + Ly + L5 + L4y + Ly fica sendo
1
['Grav = §hleN’/70¢/5hQB’ (592)

No espago dos momentos, temos

0= [5—/«‘* ]‘443 k2 — Mgmk] P® — MymkpPW
5 M,
+ [(8713 )Mk4—77 : k:2+Mmk:] jC
+V2Mymk(PLO=w) 4 pO-ws)), (5.93)
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Escrevendo O na forma
O = 2,P% 4 2, PY 4 2, PO 4 g PO g PO—s0) o g PO-wS) (5.94)

podemos encontrar o propagador

o1—Ltpa, Lpo, 1 (2, PO g, PO-0) _ 5 plo—sw) _ o plo-ws)y
T 1 LsTy — Lswlws
(5.95)
que pode ser escrito explicitamente em termos dos momenta como
1 1
O ! = p@__ -  p@
oMkt + 3k — Mymk Msmk
n (8y + 38) Mzk* — nMsk?® — AMsmk plo-w)
8M32m?2k?
N2 Mamk P(O—sw) P(O—ws)
| AV Mmk( * ). (5.96)
8M3Im?2k?

A estrutura tensorial, bem como o comportamento do potencial gravitacional, para este

propagador com v = ¢ = 0 (Einstein-Hilbert) foi investigado em [151].

5.2.3 Propagador do graviton com um termo de massa generalizado

Substituindo o termo de massa por uma funcdo arbitraria do Laplaciano, o termo de

ressonancia de graviton massivo pode ser generalizado por [159], [160], [161]
m? — m?(0). (5.97)

Agora o propagador (5.96) pode ser escrito como

1 ) 2
oMt Mg M3m2(D)P( - 2Mym?2 (D)
| (874 30) Mgk? — Mk? — 4Mym? (D)
8M3(m*(0))
4v/2Mzm?(0) (PO~sw) 4 p0-ws))
8M;z (m?(0))?

Ot = pW

p0—w)

(5.98)
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Nao é dificil ver a partir da estrutura do propagador que temos modificagoes da dinamica
newtoniana na brana a grandes distancias. Neste regime o termo de massa tem uma expansao
de Taylor dada por

m?(0) = LYo, (5.99)

com L sendo uma escala de comprimento e o uma constante. A fim de modificar a dinamica
newtoniana em grandes distancias, o termo de massa deve dominar sobre os termos cinéticos,
por isso devemos ter a < 1. Por outro lado, existe a restricao de que a funcgao espectral deve
ser definida positiva, de modo que nao ha fantasmas. Por isso devemos ter o limite inferior
a >0 [160]. A teoria DGP padrao é retomada quando a = 1/2.

Fazendo o = 0 (m?(0) = 1/L?),n = —1,0 = 1/M? e y = —3/8M? temos o caso particular

4 1 L?
O — o p2 _ = p®
Ms (k4 — k2 — %) M;
L 4 212
~ 5 (k:2 + ﬁ> poO-w) 4 {7(13@—8“’) 4 pO-we)y, (5.100)
3 3

Este ¢ meramente o termo de massa de Pauli-Fierz adicionado ao de nova gravidade
massiva em trés dimensoes [147]. Podemos ver por (5.100) que existem poélos massivos no
setor de spin-2. Um é o modo unitario de massa positiva e norma positiva. O outro é um
fantasma de massa taquionico e norma negativa. Assim, a unitariedade e a causalidade sao
violados [162].

Estamos, agora, interessados em analisar um caso nao explorado na literatura. Trata-se

do regime em que o — 1. Assim, o termo massa generalizada é agora dado por
m*(0) ~ O = k2. (5.101)

O propagador neste caso é escrito como

AME ! L (4 —n) V2 ,
o= @___—_pO_ (0-w) (0—sw) (0—ws)
R A e A T R T T VA =L A
(5.102)

Aqui m2 = (4 — n)M? é a massa da particula de spin-2. A condigao para a auséncia de
taquions ¢ satisfeita tanto para o sinal ‘certo’ quanto para o sinal ‘errado’ do parametro 7.

Como é bem conhecido, nao existem fantasmas em trés dimensoes para propagadores na forma
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ol/k*(k? —m?) |163|. Portanto, temos um modelo consistente para gravidade tridimensional
com derivadas superiores que contém uma particula de spin-2, unitaria, além de outras duas

particulas sem massa: uma com spin-0 e outra com spin-1.

4 m3 p@ 1 (1) (4 - 77)p(0—w) 4 V2

0! = ——_pm_
(4 — n)Ms (k2 — m2) k2 M;k? M;k? 2M;k?

(P(O—sw) + P(O—ws)).
(5.103)

5.3 Estrutura de Branas com Campos Escalares em Uma
Teoria com Duas Meétricas

Nesta secao Investigaremos a presencga de solu¢oes de mundo-brana em uma teoria com
duas métricas (bimétrica), acoplando a gravidade ao campo escalar que é responséavel pela
conexao entre as duas métricas (biescalar). Além disso, consideramos um modelo de campo
escalar com uma dinamica fora do padrao (termo cinético linear) e mostramos que mesmo
assim ¢ possivel gerar solucoes de neste novo cenario. Em particular, nao encontramos

instabilidades gravitacionais para as solucoes e alocalizacao da gravidade foi constatada.

5.3.1 Bimetrica e a diniAmica nao convencional para campos

escalares

O cenario alternativo de mundo-brana que iremos tratar aqui é descrito por uma teoria
da gravidade em cinco dimensoes acoplada a um campo escalar e a outros campos de matéria
dado pela acao

S = Sylgl + Ssl6, 0ath, 9] + Sua[t), 0ath, G- (5.104)

A parte gravitacional desta acao, S, ¢ a acao de Einstein-Hilbert, construida a partir do

referencial de ‘Einstein’ (g,,) de forma padrao como

S, = —i/d‘r’x\/]g] R. (5.105)

A acdo do campo escalar é dada por
1
Sy = / d’z\/g {%gabaawabw ~V(®)|, (5.106)
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sendo 7 um parametro real. Sy[¢), g] é a acdo dos campos de matéria, onde 1 representa
todos os campos de matéria, com ¢ sendo a métrica em relacao a qual os campos interagem.
Sendo mais explicito, a dinamica sera conduzida por uma constante cosmoldgica no bulk no

referencial da matéria [167]
Sul.dl = [ @/l A (5.107)

Assim, a acao completa pode ser escrita como
1 1 —
s=—1 [@ovilRs [ oVl oga0000 - Vo) + [ ok

Paran =1 (n = —1) e A; = 0 temos um campo escalar padrao (fantasma) acoplado a
grvidade de uma forma padrio. Paran = 0e As # 0 temos um modelo do tipo Cuscuton em
uma teoria com bimétrica.

O escalar de Ricci é determinado a partir do referencial de Einstein (g,,), enquanto os
campos de matéria estao relacionados a ‘métrica da matéria’. Aqui serd adotado 47G = 1.
Jab € Jap descreve o espaco-tempo pentadimensional, com a,b = 0,1,2,3,4 ¢ 24 = y é uma
dimensao espacial extra.

A transformacdo que relaciona as duas métricas podem ser governada de uma forma

dindmica. Em um caso simples podemos usar o campo bi-escalar ¢ para escrever a relacao
Jab = Gab + €B*0,00,0 + Cuquy,. (5.108)

Aqui u* = (0,0,0,0,1) é um vetor normal & superficie da brana. Como ¢ tem dimensao
de M3?2, B e C sao escolhidos para terem dimensdo M %2, com o parametro e sendo um

numero real adimensional. O elemento de linha que relaciona gq, € gq serd dado por

ds* = Wy, dat da” — dy? (5.109)

dg? = AWy, datde” — [(1 — C) — eB2¢)dy>. (5.110)

Vamos supor que o campo escalar s6 depende da coordena extra y, com linha denotando

4 ¢ o fator de empenamento, e A = A(y) uma fungao real da

derivada em relacdo a y. €2
dimensao extra que origina a deformagao da geometria. Por outro lado, n,, = diag(+ — ——)

descreve o espaco-tempo plano de quatro dimensodes, onde pu, v =0,1,2, 3.
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A geometria do espago-tempo de cinco dimensoes é descrita por A(y), e é fungao apenas
de y. Podemos expressar a métrica completa em termos de gq. Usando (5.109) e (5.110)

podemos escrever (5.108) como

S = —i/d%\/ERJr/d% ] [—%’2 —~ V(gb)} +/d5x\/m\/(1 — () — eB2¢”As.

2
(5.111)

Fazendo C' = 0, e = —1 e B = 1 o terceiro termo se torna uma acao tipo DBI com um

potencial constante As. Para C' = —1, e = —1 and B = 1 temos

S = —i/d%\/ERJr/d% ] [—g¢’2 - v<¢)} +/d%¢@[\53¢’. (5.112)

Aqui Ly = —%ngba + As B¢/ — V() é a Lagragian efetiva de um campo escalar contendo
um termo cinét ico nao padrao. A lagrangeana que descreve o campo escalar pode ser escrita

sob a forma Ly, = F(X,¢) — V(¢), with F(X) = 1X + A51/[X] and X = g®0,00¢. Teoria
semelhante com campo escalar dependente do tempo do dependente foi explorado em um
modelo cosmologico com Cuscuton em [165,166]. Outros modelos mais gerais aparecem em
cenarios de mundo-brana com campos escalares com termos cinéticos atipico acoplados a

gravidade padrao [164].

5.3.2 Equagoes de campo e o formalismo de primeira ordem

Variando (5.112) com respeito a g, temos (making n = 1)

1 1
A% = —¢% -2V, 5.113

20— V. (5.113)
A" = _§¢'2 + §A5B¢’. (5.114)

O carater nao linear das equacoes de Einstein geralmente resulta em um complicado
sistema de equacoes diferenciais ordinarias acopladas que sao dificeis de resolver. Para
encontrar solucoes analiticas pode-se considerar situacoes especificas em que equacoes
diferenciais de primeira ordem aparecem descrevendo campos escalares e funcoes métricas,

com potenciais dados de forma especifica [164], [168|.
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Para chegar ao formalismo de primeira ordem, introduzimos a func¢ao, W = W(¢), que
pode ser usada para expressar o fator de empenamento como uma func¢ao do campo escalar.

Fazemos isso escrevendo a equacao de primeira ordem
, 1
A= —§VV. (5.115)
Usamos essa equagao e (5.114) para chegar a
/ 1 A
P = §W¢ + A5 B, (5.116)
com o potencial (5.113) dado pela forma especifica

1 11 ~ 7

As equagdes (5.115) e (5.116) sao as equacoes diferenciais de primeira ordem que nos leva
a construcao de solugdes explicitas, para o potencial dado por (5.117). A seguir ilustraremos

este procedimento com dois exemplos distintos.

5.3.3 Solucao com brana plana

O exemplo que vamos tratar aqui é o famoso modelo A\¢* obtido com [168]

W(¢) = 2ab (¢> - %2¢3) : (5.118)

Para este modelo o campo escalar é dado por

1 AsB , |1 AsB
Oy) =\ 35 + g tanh {ab®|[o5 + — =y | (5.119)

e o fator de empenamento fica

1 [(2AsB 4 1 AsB
Aly) = - N B b ab?y /= + 222 12
(y) 9( e b2> n |cosh [ ab 72 + e (5.120)
1 (AsB 1 o 5|1  AsB
5 (Wﬂ)—z) tanh | ab’y 75+ 5y | (5-121)
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Vamos agora analisar o comportamento assintético do potencial nos limites y — 4o0.

Aqui no6s temos

~ ~ 2
. 1 1 A5B 4ab 2A5B
V(:I:OO) = A5 = —g (ﬁ + W) (T — 3 ) , (5.122)

onde As é a constante cosmologica efetiva em cinco dimensdes. Note que para Ay = 2ab/B
temos A5 = 0, correspondendo ao vacuo de um espago de Minkowski em 4—dimensoes (Ms).

Para As # 2ab/B (1/b* + AsB/ab® > 0) temos A5 < 0, que corresponde a um vacuo AdSs.

5.3.4 Solucao com dindmica modificada pura

Nesta secao, vamos considerar o caso em que a teoria nao contém o termo cinética

convencional (fazendo n = 0 na Eq. (5.112)). Portanto, neste caso, as equacoes de campo sao

oV (¢)

4N A" = -2 5.123
/€2

A? = —EE’V, (5.124)
K2 -

A" = 2N;By. (5.125)

As equacoes (5.124) e (5.125) nos conduzem naturalmente ao seguinte potencial

V() = —§%§/~\§BQ¢2, (5.126)

e (5.123) é uma equacao consisténcia. Este é o tnico potencial permitido neste caso. No
entanto, apesar da sua simplicidade, podemos encontrar solucoes distintas para o modelo.

Vamos supor que ha uma solucao do tipo kink da forma
o(y) = btanh(ay). (5.127)

Para este modelo, o fator de empenamento é

2BbA
Aly) = -5 3 5 In(cosh(ay)). (5.128)
a
Notamos que o potencial se aproxima dos valores negativos Ay = V(+o0) = —%FL%A?Bsz

no limite assintotica y — +oo. Isto mostra que o bulk é assintoticamente AdSs.
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Podemos usar os resultados acima para construir um limite de brana fina para esta solucao,
tomando o limite a — oo e b — 0, com o produto ab assumindo um valor fixo. De (5.127)

podemos ver que de tal forma que no limite de brana fina obtém-se

¢'(y) = abd(y). (5.129)

Podemos notar que a presenca da funcao delta em(5.125) e a auséncia de singularidade
em (5.124) implica que T = —k2A;B¢' +V — —k2A5Babd(y) sendo TP = V = 0 no limite
y — 0. Assim, a tensao efetiva na brane torna-se o = —H§/~\5Bab e entao descobrimos que a
solugao (5.128) se aproxima de

2
Ke ~
Ay) = —?”Ang |yl . (5.130)

5.3.5 Localizacao de gravidade

Vamos agora analisar as flutuagoes gravitacionais neste cenédrio . Par isso vamos perturbar

a ‘métrica gravitacional’, usando
ds* = W (n,, + hy,)da"da” — dy?. (5.131)

A equc¢io de onda para as flutuagbes, em um ntimero arbitrario de dimensoes (d > 3), é
dada por [169]
9a(\/ 919" D) = 0. (5.132)

Vamos considerar ¢ = h(y)p(a) e Vip = m?p into (5.132), onde V4 ¢ o laplaciano no
espaco plano. Assim, a equacao de onda para o graviton em termos da coordenada extra y

fica sendo

8, (v/191g"0,h(y))
Vgl

Este é 0 nosso ponto de partida para investigar os modos gravitacionais (massivos ou nao)

=m” ¢ | h(y). (5.133)

sobre a brana. Usando as componentes da métrica (5.109) na equagao (5.133) temos

O%h 4 40,A0,h = m*e*4h. (5.134)

Considerando agora as mudancas de varidveis h(y) = @b(z)e_gA;Z)

e z(y) = [e Wy

podemos escrever (5.134) como uma equagao do tipo Schroedinger

=02 (2) + U(2)e(2) = m*y(z), (5.135)
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com o pontecial U(z) dado por
U(z) = —02A(2) + =(0.A(2))*. (5.136)

Esta equacao pode ser fatorada como

22w [ - 3| o) = mitvta) (5.137)

Entao, nao existem estados ligados para o graviton com massa negativa, e o modo zero
Yo(z) = e34%)/2 ¢ o estado fundamental do problema de mecanica quantica. Usando (5.128)

e fazendo a = k2A5Bb/3 obtemos

1
Az)=In | ——| . 5.138
= | ] (5-138)
Desta forma o potencial do tipo Schroedinger tem a forma explicita
21a’2? 3a’
Uz) = —0o 1 (5.139)

41+ a?22)?2  2(1 4 a222)
O modo zero (m = 0), que governa a localizagao de gravidade quadridimensional na brana,

¢ dado por [16]
a 1

Yo(z) = ST a2 (5.140)

Aqui, 9y(2) foi normalizada através da condicao fjoooo 4o (2))* dz = 1.

5.4 Cenarios Cosmolégicos com Campos Auxiliares

Nesta secao exploramos alguns cenérios cosmologicos com a gravitacdo de Einstein
modificada através de campos nao dinamicos (auxiliares) [23|. Vimos que todos os cenarios
sao controlados por um parametro especifico, associado ao campo auxiliar. Abordamos varios
regimes na evolucao do Universo e, além disso, encontramos uma possivel mecanismo de auto

ajuste da constante cosmologica na era dominada pela radiacao.

5.4.1 O formalismo
As equacotes de Einstein modificadas pela presenca de campos auxiliares sao
Gab + Agab - Tab + Saln (5141)
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onde [23]

S = o1gaT + asgayT? + asT Ty, + ayTogT + s TET (5.142)

+ ﬁlvavbT + ﬁanbDT + 53|:|Tab + 254vcv(aTb)c + .. (5143)

Tomando apenas os termos lineares em 7', considerando A — 0 e assumindo S, < Ty
para que as equacgoes de Einstein permanecam com divergéncia nula (5.141) para um campo

nao dindmico parametrizado por «; temos
G =81G [T, + a1 Ty,.], w,v=0,1,2,3 (5.144)

onde T' = p—3p é o trago do tensor energia-momento usual na cosmologia. Retomamos o fator
871G, que foi considerado como sendo 1 na Ref. [23]. Adotando a mértrica FRW (considerado

plano, ou seja, k = 0), temos
ds® = g, datds” = dt* — a*(t)di>. (5.145)

Usando (5.145) nas equagoes de Einstein (5.144) temos

1?2 8@
% = WT [(1 + al)p — 3a1p] , (5146)
a 4G
=== (1= 2)p + (60 + 3. (5.147)

5.4.2 Cenarios cosmolégicos
A partir das Eqgs. (5.146)-(5.147) e da equacao de estado p = wp podemos escrever

H? = g [(1+ 1) — 3ayw] p, (5.148)

3
H+H? = —? (1 =2aq) + (601 + 3)w] p, (5.149)

onde H = a/a é o parametro de Hubble. Derivando a Eq. (5.148) em rela¢do a ¢t obtemos

3HH = 47G [(1 4 ay) — 3ayw)] p. (5.150)
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Substituindo Eq. (5.148) em Eq. (5.149) obtemos outra importante relacao

H=—-4rG(1 + w)p. (5.151)

A equagdo da continuidade é obtida combinando as Eqgs. (5.150)-(5.151). O resultado é

(1+w) ]

1+ a1) — 3qqw

p+3Hnp =0, n= [( (5.152)

onde n — (1 +w) no caso da gravitacao de Einstein (ay — 0). Em nosso cendrio a equagao

de estado é dada por w, =1 — 1. Resolvendo (5.152) temos a seguinte solu¢ao

Po
p(t) = (D) (5.153)

Para encontrarmos uma solucao explicita para a(t) devemos substituir a Eq. (5.153) na

Eq. (5.148). Desta forma a(t) como fungdo de ¢t é dada por

2

2 30\ ¥ [87G 5
a(t) =apt™,  ag= <§> [%((Hal) —3041w>,00] . (5.154)

A densidade em funcio de ¢ ¢ obtida das Eqs. (5.153)-(5.154). Assim
p(t) = %t% (5.155)
g
Isto implica que o parametro de Hubble H? ~ p ¢ dado por H ~ 1/t. Para o caso da
constante cosmologica a equagao de estado é w = —1. Desta forma a partir da equacao
(5.152) vemos que n = 0 e p = 0, que implica que H> ~ p = py = const. Neste caso a
expansao assume uma forma exponencial e (5.154) é substituida por uma evolugao do tipo
a(t) ~ exp [p(l)/ ?f]. Assim, o cenario de vacuo é tratado separadamente.

Substituindo p = —p, e considerando p = pg, em Egs. (5.146)-(5.147), temos

> 8nG
(&
o 8rG
g = —7T (1 + 4051) Lo, (5157)
a 3
ou simplesmente
at
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Ao usar qualquer uma dessas equacoes devemos encontrar a solucao exponencial acima

mencionada

&rG

a(t) = agexp < T(l + 4ay)po t> : (5.159)

A anélise anterior mostra simplesmente que o regime de aceleracao regulada pela expansao
exponencial (w = —1) ocorre quando a; > —1/4. O caso oy < —1/4 ¢é consistente com a
solugao oscilatoria em um universo nao plano, i.e., k # 0 em (5.156) — veja a Ref. [175,176]
para cosmologia ciclica em um contexto similar. O regime para a; = —1/4 é especial e
serd discutido com mais detalhes na proxima secdo. A seguir, abordaremos alguns cenarios
cosmologicos especiais.

O regime dominado pela matéria se desenvolve para n = 1 into (5.153), que nos fornece
w = a1/(3ag +1). Para a; = 0 encontramos a solugao usual w = 0, como podemos ver por
Egs. (5.152), (5.153) e (5.154). Se o parametro «; assume grandes valores w — 1/3, que imita
a equacao de estado do regime ‘dominado pela radiacao’ porém com um comportamento de
matéria dominante. o seja, para 3a; < 1 encontramos w = a1 < 1/3 que pode ser relacionado
a um cenario dominado pela matéria escura.

O regime dominado pela radiacao ocorre para n = 4/3 em (5.153). Neste caso temos
uma tnica solu¢do w = 1/3, com uma equacao de estado modificada dada por w, =n—1 =
4/3 —1 = w = 1/3 que coincide com o a equacao de estado do regime da radia¢do na teoria
de Einstein.

O regime dominado pela energia escura surge para w = 0 e oy # 0. Podemos ver a partir
da Eq. (5.154) que um regime acelerado é possivel para 2/3n > 1. Isto é obtido quando

a; > 1/2. Supondo a; =1 a solugao é
a(t) = agt*? ~ 13, (5.160)

Em suma, os regimes tratados aqui (e outros regimes, como fluido stiff e cosmologia de
fantasmas) podem ser explorados usando o importante parametro n dado na Eq. (5.152) ou,

mais explicitamente, usando a equacao de estado modificada

w— oy + 3aqw

=n—1= ) 5.161
W =1 14+ o7 — 30w ( )
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5.4.3 Um mecanismo para o auto ajuste da constante cosmolégica

Vale a pena notar que a partir da Eqgs. (5.146)-(5.147) que é possivel obter um mecanismo
de auto ajuste da constante cosmolégica em uma fase especifica da evolucao cosmologica. De
acordo com as Eqgs. (5.156)-(5.158), fazendo a; = —1/4 podemos excluir a influéncia do vacuo
no cendrio cosmologico. Além disso, com essa escolha temos a seguinte equacgao de Friedman

modificada [173]

% = % (Z) (p+p) =27G (p+p) (5.162)
e G L8 Bl (5,163

Mais uma vez, mesmo que a contribuicao do vacuo venha do setor da matéria, isto
é, por exemplo, se as espécies sao distribuidos segundo p = pa + Pradiation + Pmatter and
P = PA + Pradiation + Pmatter, SeNd0 pA = —pp a equagao de estado da energia do vacuo, entao
nenhuma das equacoes acima pode ‘ver’ esta contribuicao.

Comparando as equagoes Eqs. (5.162)-(5.163) temos

>

—=— 5.164

a? a ( )
Cuja solucao descreve um universo dominado pela radiacao

a(t) ~ t'/? (5.165)

Isto ndo é surpresa, uma vez que (5.162)-(5.163) sdo consistentes com a equagao de estado
p = wp para para a radiagdo (w = 1/3) na gravidade de Einstein.

Substituindo (5.165) em Eq. (5.162) temos
1

-2
a
21G (p+p) = poladry (5.166)
Usando a equacao de estado para a radiagao, p = (1/3)p, encontramos
Po
= 5.167
ey (5.167)
E interessante notar que para a; = —1/4 na Eq. (5.152) ndo ha contribuicio da equacio

de estado original w. Neste caso particular, temos sempre n = 4/3 e a Eq. (5.153) coincide
com a Eq. (5.167). Concluimos que se fixarmos o parametro auxiliar para a; = —1/4 teremos
um cenario cosmolégico tipo dominado pela radiacao. Além disso, nao hé& contribuicao do

vacuo neste regime e o problema da constante cosmologica nao aparece.
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5.5 Buracos Negros na Gravitacao de Horava-Lifshitz em
Duas Dimensoes

Nesta secao trataremos da existéncia de solugoes de buraco negro em 1+1 dimensoes
na versao nao projetavel da teoria da gravidade de Horava-Lifshitz [177]. Consideraremos
varios modelos para diferentes potenciais no setor de matéria escalar. Abordaremos também
o colapso gravitacional de uma distribuicao de poeira sem pressao que ocupa uma regiao no
espaco unidimensional. O tempo do colapso pode ser mais rapido ou mais lento, dependendo

do parametro A\ da teoria.

5.5.1 Teoria de de Horava-Lifshitz em 1-+1 dimensoes

Vamos abordar a versao nao projetavel da gravitacao de HL. Na teoria de Horava o espaco-

tempo se decompoe da seguinte forma [24]

ds®> = —N?dt* + g;; (dz' + N'dt) (dz? + N7dt). (5.168)
A partir disso, temos
1.
Kij = W(Qz‘j — VilN; = V;N;) (5.169)
e a acao em D+1 dimensodes é escrita como
M?2 .
S = % / dPxdt\/g (K K7 + AK* + V), (5.170)

onde A > 1 e o potencial V estd associado com a teoria nao projetavel de Horava definido
como
; 1 1
V:§R+naai+mL4+m

sendo a; um vetor que descreve a aceleragao propria do campo de vetores unitarios normais

Lg, (5.171)

as superficies das folia¢oes [178| e dado por
a; = 82' IHN, (5172)

onde 1 = 1,2,3 em 3-+1 dimensoes embora vamos nos concentrar em 1-+1 dimensoes.

Em 141 dimensoes a teoria se torna muito mais simples, de tal forma que

1 .
K= W(gn —2V1Vq) (5.173)
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com z =D =1, g;; = g11 e a; = a;. Desta forma, a agao de HL acoplado aos campos de
matéria

S =Sy + S¢ (5.174)

pode ser escrita em termos de

2

M
Sy = % drdt\/g [(1 — \)K? + ng'ajai] (5.175)

Sy = /dmdtN\/g} [%(a@ — N'V,)? — a(V19)* = V(¢) — BeV'iay — vpa'Vig| (5.176)

com «, # and 7 sendo constantes de acoplamento adimensionais. No limite relativisto, temos

a=1lef=~v=0]179|.

5.5.2 Buracos negros em 2—Dimensoes na teoria de Horava

A partir da Eq. (5.175) o parametro A sera irrelevante para as soluc¢oes de buraco negro
estaticos, porque neste case K = 0, contudo o parametro n estara presente na maior parte das
solucoes. Deve-se mencionar que, na proxima secao, onde é abordado o problema do colapso
gravitacional, ocorrera o oposto porque, nesse caso, a; — 0 (projetabilidade).

Usando o fato de que K = 0, e admitindo N;(z) = 0 no nosso caso, temos

M? 2 2
S =" /d dtv/—g [ ng''a? — —ag''¢? — —-V 5.177
5 vdtv/=g \ng- a1 = -9 ¢ 7P (@) ], (5.177)
ou simplesmente
M? 2 2
S:—Pl/ddt —nN?a? + —aN?¢* — —-V 5.178

desde que v/—¢g = 1 no presente estudo.

Variando esta agao com respeito & N é facil obter a seguinte condicao

2

ag? =0, (5.179)
M3,

—naj +

enquanto a variacao de S em relacao ao campo escalar ¢ fornece

4 gy - LV
(V) = o 5 (5.180)
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Da equagao (5.179) para o = nM32,;/2 encontramos a; = |¢/|.
Isso nos d4 uma importante relagao entre o campo escalar da matéria e a;. Pela condicao
de nao projetabilidade em 141 dimensoes, a Eq. (5.172) se torna muito importante no nosso

contexto. Assim

_dlnN

m=——= 1¢/| = N = e*, (5.181)

onde usamos a condi¢do acima entre a; and ¢'.

A equagdo de movimento Eq. (5.180) pode ser escrita como

d
%(7762%') =Ve, Wy

1 oV

—_—— 182
—>M1%18¢ (5.182)

onde usamos a definigdo para « e a solugdo para N dada em Eq. (5.181). Aqui, usaremos
2/k? = M3%;/2 e adotaremos M3, = 1 por simplicidade.
Vamos agora considerar o seguinte modelo com V' (¢) = 0. Usando a equac¢ao de movimento
(5.180) temos
N?*¢ = M, (5.183)
onde M ¢ uma constante de integracao. Usando a Eq. (5.181) encontramos

N
Nd—

— = +M. 5.184
. (5.184)

Integrando N (x) encontramos a solugao geral
N(z) = /2 (M]z] + C). (5.185)
Para C' = —1/2 encontramos
N(z)? = 2M|z| — 1. (5.186)

Consequentemente, o campo escalar pode ser encontrada através de relacio N = e? dada

por Eq. (5.181) tal que
o(r) =In/2M|x| — 1. (5.187)

Esta solucao para o campo escalar pode ser encarada como uma solucao dilatonica.

Seu comportamento divergente perto do horizonte esta de acordo com outros cenarios bem
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conhecidos, onde o mesmo fendémeno se desenvolve. De fato, este comportamento tem
semelhangas com buracos negros ndo extremos na teoria das cordas [180] e em teorias da
gravitacao com derivadas superiores como, por exemplo, a teoria dilatonica de Einstein-
Gauss-Bonnet em Ref. [181]. Em ambas as situagbes as solugoes dilatonicas divergem sobre
o horizonte do buraco negro.

Assim, obtemos a seguinte solucao de buraco negro na gravitacao bidimensional HL

1

ds* = — (2M|x| — 1) dt* + —————

dz?, (5.188)

que tem mesma forma da solucao obtida em [148].

Se, em geral, tomarmos o potencial escalar V(¢) como sendo nao nulo, é natural
procurarmos por outras solucoes. No entanto, nao é possivel encontrar solucoes analiticas
em alguns casos. Vamos, entao, analisar o modelo V(¢) = Ag.

Usando a equagio de movimento (5.182) e o fato de que N = e? obtemos
n(NN" + N?) -V, =0. (5.189)

Resolvendo para N(z) e ¢(z) temos, respectivamente

N(z)? = (A/n)x* — 201z + 205, (5.190)
e
é(x) = In [(A/n)a® — 2C1z + 2C5] % (5.191)
Fazedo C; = —M e € = 2C5 encontramos
¢(x) =1In [(A/n)z”® + 2Mx — €] Y2 : (5.192)
em como
N(z)* = (A/n)x® + 2Mx — €. (5.193)

Assim, a solucdo para um buraco negro na teoria de HL fica sendo

1
<(A/n)x2 +2Mzx — e)

ds* = — ((A/n)x2 +2Mzx — e) dt* + dz?, (5.194)

veja [149] para a primeira referéncia a respeito de uma solugao similar.
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Os casos estudados anteriormente sao os mais simples, onde podemos escolher um potencial
escalar e obter solucoes explicitas. Para outros potenciais, de uma forma general, ndo podemos
obter solucoes analiticas explicitas. Desta forma, passamos a tratar com a derivada do
potencial como funcao do um campo escalar que por sua vez depende da coordenada espacial.

Vamos considerar Vy(o(z)) = Vy(z) da forma
Volw) = A+ 5+ . (5.195)

Substituindo (5.195) na equacao (5.182) encontramos N (z) e ¢(z) dados por

A B C
N(z)? =2C, + —2* — 2C1x + — + (5.196)
n nr  3nx?
e
A B C
o(x) =In 20y + —a? — 2C1x + — + : (5.197)
n nr  3nx?

O tnico problema com este procedimento é encontrar o potencial em termos do campo
escalar ¢ porque, na maioria dos casos, nao é possivel inverter as solugoes a fim de obter
x = ¢(¢). Apesar disso, podemos encontrar varias solugdes explicita interessantes para N(x)
and ¢(x) como veremos abaixo.

Ao escolher corretamente os parametros,obtemos solucdes que podem representar um
buraco negro, um buraco branco, uma singularidade nua, ou outras estruturas mais
complicadas.

Vejamos alguns casos especiais
(i) Para Cy = =M, Cy = —1/2, n=1e A= B = C = 0 temos Vy = 0 (V = const), que
corresponde a V' = 0 e cujas solugoes sdo dadas por Egs. (5.187)-(5.188).

(73) Outro exemplo é dado por Cy = —¢/2, C; = =M, A=A eB = C = 0 para o qual temos
Vi, = A, que é equivalente a V(¢) = A¢. A solugdo para este caso é dada por Egs. (5.193)-

(5.194). Paran =1e A = —A/2 podemos expressar a solu¢ao da forma encontrada em [148].

5.5.3 Solucao do tipo Schwarzschild

Neste caso, considera-se Co = 1/2, B=-2M,n=1e¢ A=C =C; =0. Assim

Vo(z) = ——. (5.198)
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Isto nos d4 as seguintes solucoes para N(z) e ¢(x)

N(z)?=1-"—, (5.199)

o(r) =Iny/1 — —. (5.200)

Invertendo (5.198) e integrando em ¢ obtemos o potencial

B

B 3B ,, . 3B
- e
4SNP

— _ 4¢
5?1 T3t

V(o) 62, (5.201)

5.5.4 Solucao do tipo Reissner-Nordstrom

Podemos notar que o ultimo termo em Vj(x) na Eq. (5.195) esta associado ao efeito de
uma carga Q.

Isto fica evidente através das solugoes (5.196)-(5.197) e fazendo a escolha Cy = 1/2,B =
—2M,C=3Q* n=1e A= C, =0. Assim

Vola) = ——5+— (5.202)

N(z)>=1-— % + 322 (5.203)
¢(r) =1In \/1 - % + 22—22 (5.204)

Diferente dos casos anteriores, nao podemos facilmente inverter (5.198) para podermos

integrar em ¢ e obter o potencial.

5.5.5 Uma nova solugao para buracos negros

Os dois casos apresentados anteriormente sao solugoes bem conhecidas na gravitacao em

quatro dimensoes juntamente com varias consequéncias relacionadas como, por exemplo, o
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ntmero de horizontes, a temperatura Hawking, entropia e assim por diante. Os outros casos
com B = C = 0 sao também conhecidos na gravitacdo em 1+1 dimensoes. Assim, nao
precisamos dizer mais nada sobre eles. No entanto, vamos analisar um novo tipo de solucao
e analisar a sua temperatura Hawking [29].

Apenas para manter a notacdo usual, vamos denotar a solucdo geral (5.196) como

f(x) = N(x)?, ou seja

A B
=20y + =1 — 2C1x + — : 5.205
f@)=2C+ Jam = 2w+ ot 3 (5.205)
Para C; #0,Cy #0, B#0e A= C =0 temos
B
fz) =20y —2C 1z + —. (5.206)
nx
Esta solugao admite os seguintes horizontes
C. Cc? 2B
+ 2 2
=—+VvA A=—=+—. 5.207
xh Cl \/_7 C% + 7701 ( )
Para A = 0 eles se degeneram, ou seja, =, = z; .
A temperatura Hawking ¢ dada em termos do horizonte exterior (z; )como
f'(x)
Ty = : 5.208
el (5.208)
h
Para o caso especial Cy, = 0, ¢} = —M and B = —2M os horizontes sao independentes
da massa M
2
+
r, =+— (n>0) (5.209)
BV
A temperatura é entao dada por
1 B
Ty = o (—201 — 2—2> , (5.210)
& (777)
ou simplesmente
1
Ty =—A+n) M. (5.211)
8T

Esta é uma relagao tipica entre a temperatura Hawking e a massa de buracos negros em 1+1

dimensoes [148].
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5.5.6 Colapso gravitacional

Nesta secao, vamos abordar o problema do colapso gravitacional de uma massa de poeira
com pressdo insignificante confinada em uma regido do espaco unidimensional [—r,r| cuja

métrica em um referencial comovel é dada por [58]
ds* = —N(7)%dr* + a(7)*dp? (5.212)

A agao é dada por Eq. (5.174). Neste modelo o setor de matéria nao se restringe apenas
a0s campos escalares.

Agora, temos a seguinte a¢ao
M2
S = % / zN /g [(1 = NEK? +ng""¢"%] + Sp, (5.213)

que sdo explicitamente dadas em termos da métrica (5.212) como

M2 1 - Naba®] M2 Nng'
g %/d% {( ]AV)@ a ] + Y /d% [%ﬂ +/d2wa/_gHLm. (5.214)

O tensor de energia-momento é dado em termos da lagrangeana dos campos de matéria

través de sua definicao usual
2 0(v/—gLm
T, = (vV=9Lm) (5.215)
Vo'l 5g;w
Variando a acao com respeito a N, temos
oS
SN

0, (5.216)

obtém-se a equagao que relacionam a dinamica do espago-tempo (5.212) com a densidade de

energia
A—1)M2a®a®  M2Eng' 1 0S5,
( ) paa Pln¢ _ — 0 (5217)
2N?2 2a v/ 911 ON
Fazendo N = 1, e lembrando que N = e, temos ¢ = 0, e
(A= 1)M3,a*a® = 20. (5.218)

5.5.7 Solucao interior para o colapso gravitacional

Como estamos trabalhando com um fluido sem pressao, temos T = cU*U", com U' =

e U' = 1. Assim, a equacao para a conservacao da energia e momento fica sendo
0
vV, T =0 — E(a\/ﬁ) =0, (5.219)
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que significa que ova? é constante. Assim, em termos das constantes ag e pg, definidas no

momento inicial do colapso, temos

Pofto (5.220)

a

Agora, substituindo esta equagdo em Eq. (5.218) encontramos a seguinte equagdo

diferencial
4.2 2C’-OCLO

= — 221
MO o221

que ainda pode ser colocada sob a forma

200a
2=+ [ =+ 1299

a = (367 + C)'3. (5.223)

cuja solucao é

Escolhendo C = 1, N = 1, e levando em conta a solucdao com sinal negativo, temos a

métrica interior do colapso gravitacional
ds? = —dr? + (1 — 387)%3dp?. (5.224)

(veja Ref. [58] para uma solucao similar).
A densidade da poeira dada por o tende a infinito (singularidade) quando o fator de escala
se aproxima de zero. Isto ocorre em um tempo finito 7. = 1/(34), dado por

(= M3,

5.225
18000,0 ( )

Te =

A dependéncia com a raiz quadrada de A — 1 seria um problema na teoria projetével
de HL [24] onde este parametro deve ser A < 1. Felizmente ndo é esse o caso na teoria
nao projetavel sadia de HL desenvolvida em Ref. [178] onde A > 1. Perceba que, dada
uma densidade inicial oy, o colapso pode ocorrer mais lentamente ou mais rapidamente,
dependendo do parametro)\. Por exemplo, para A — 1 o tempo 7. — 0, o que significa que
uma distribuicao de poeira que cai muito rapidamente, caso contrario pode durar um tempo

mais longo 7. # 0 antes de colapsar, para A > 1.
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5.5.8 Solucao exterior para o colapso gravitacional

Inspirado no teorema de Birkhoff, que afirma que é sempre possivel encontrar um sistema
de coordenadas em relacdo ao qual a solucao exterior de uma solucao esférica em 31
dimensdes é independente de tempo [28,182|, vamos proceder em uma forma semelhante
em 1+1 dimensoes para conectar a nossa solucao interior dependente do tempo a uma solu¢ao
exterior independente do tempo [55].

Assim, devemos relacionar a coordenada z, que descreve um buraco negro (solucao exterior
estatica), com uma coordenda co-moével p que descreve o movimento da poeira no colapso

gravitacional (a solucao interior), através de
z(7, p) = pa(t) = p(1 — 367)%3. (5.226)
Assim, a partir da métrica interior
ds® = —d7* + a*(1, p)dp?, (5.227)

¢ possivel encontrar [18| a métrica exterior

ds® = —A(z)?dt* + A(x)*dx>. (5.228)
O resultado obtido é
2.6 2.6\ —1
ds* = — (1 - B—Z) dt* + (1 AT ) da?. (5.229)
T T

Esta ¢ a mesma solugdo encontrada em [58].
O escalar de curvatura é dado por

20326

R (5.230)

Assim = 0 é uma singularidade pura, ou seja, uma singularidade de curvatura. Além

disso, o raio de Schwarzschild tridimensional é dado por

20‘0(10 L/4
_ 2.3/2p1/2 __ .3/2
xy =282 =y [—] . (5.231)

ME (A1)
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5.6 Estrutura de Branas com Campos Escalares na
Gravitacao de Horava

Nesta secao, consideramos a versao nao projetavel da gravitacao proposta por Horava e
Melby-Thompson [130] em um cenéario de mundo-brana. Um campo escalar relativistico é
considerado no setor da matéria e obtemos equacoes de primeira para encontrarmos solucoes
das equacoes de movimento. Em particular, estudamos solucoes para branas espessas do tipo

dilatonica e de Randall-Sundrum.

5.6.1 Cenario para uma solucao de brana

Para estudarmos as solucoes de brana na teoria de HMT sem a condigao de projetabilidade,

vamos considerar o Ansatz usual

ds? = eQA(w)gW(t, ohdatda” — dw? (v =0,1,2,3). (5.232)

Estamos interessados em estudar um cenério de mundo-brana em que a 3-brana ¢é gerada
por um campo escalar que depende apenas da dimensao extra w. Isto é, na auséncia do campo

esta métrica se reduz a um espaco-tempo de Minkowski em cinco dimensoes.

Usando a decomposicio ADM, na Eq.(5.232), identificamos goy = N? = e24®) e
grs(t,x") = diag(—1,—1,—1) (onde N; = 0). Neste cenario podemos escrever o campo
vetorial a; = O;N/N como sendo

a; = (0,0,0, A'(w)), (5.233)

onde a linha denota derivada em relacao a w. Além disso, a métrica adotada implica em um
termo cinético nulo, Lx = 0. Sem perda de generalidade, pode-se escolher o gauge o =0 e
A = 0. Isso esta de acordo com as equagoes de movimento da lagrangeana original. Observe
que as equacoes de movimento para ¢ admite a solucao ¢ = 0 como pode ser facilmente
verificado — veja [184]. A equagdo de movimento para A nos da

S(NLy)

R—2Ag:8’/TGJA, JAZQ SA

(5.234)
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que necessita de uma corrente nao nula J4, a fim de evitar que as solucoes sejam apenas de
espaco plano. Isto pode ser evitado através da adicao de um certo termo de corrente no setor

da matéria do tipo

A
Ly = Ly, + CQNSWGJA (5.235)

considerando, por simplicidade A, = 0. Assim, a solugao A = 0 também satisfaz a equacao de
movimento da lagrangeana original. Entao, apos estas consideracgoes, a acao da teoria toma

a seguinte forma

S =¢? / dtdx*dwN /g (—L{? + éLm> . (5.236)

No que se segue, apresentaremos as equacoes de movimento no cenério descrito

anteriormente. Os detalhes técnicos sao encnontrados no nosso trabalho que consta na
referéncia [19]

A variacdo da acdo com respeito & N nos di a seguinte equacao, no regime de baixas

energias

. 1
R+ ByA? = @ (5.237)

onde a presenca do termo A’ reflete a condi¢ao de nao projetabilidade.
Agora, a varia¢ao da a¢ao S com respeito & g;; obtemos a seguinte equagao

A” 1

=T (5.238)

1
Ryy — 5R944 + o

A seguir, vamos encontrar solucoes desta teoria em um cenério de branas com a presenca

de um campo escalar real.

5.6.2 Equacoes de campo e o formalismo de primeira ordem

Vamos considerar a seguinte lagrangeana para um campo escalar ¢ = ¢(y)

Lo = Ly = Sequd 000 — V(0), (5239)

onde € = 1 para uma dindmica padrao e e = —1 para uma dinamica de fantasmas.
As componentes nao nulas do tensor energia-momento, que serao importantes no nosso

estudo, sao Toy = €24 (3e¢™ + V(¢)) e Ty = 3e¢™ + V(¢) com py, = py =T}
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Assim, as equagoes de movimento ficam sendo

—(12 4 By)A? — 64" — é <%€¢'2 + V(¢)) | (5.240)
0+ 22 =5 (507 - V), (5.201)
6A” + 6A” = —ée¢’2. (5.242)

O potencial escalar pode ser dado de forma geral por

V = —C%(9+ By)A? — 3¢2A”. (5.243)
Fazendo ) = —6 encontramos a partir de (5.241) a seguinte equagao
1 2
V(p) = §e¢ . (5.244)

Neste sentido, temos as seguintes equacoes diferenciais de primeira ordem em termos de

um ‘superpotencial’ W

1

¢ =W, (5.245)
1

A=W, (5.246)

que resolve as Eqgs. (5.240)-(5.242).

Como exemplo, vamos considerar o seguinte potencial
Lyia o
V(p) = 5)\(@ — o)~ (5.247)
Partindo das equacoes (5.244) e (5.247), e fazendo € = 1, encontramos
¢ = atanh (a\w). (5.248)
Agora, usando (5.244) e (5.245) temos

W, = 8a’\ — 8)\¢?, (5.249)
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0 que nos permite encontrar o superpotencial
W 2 8A 3

Considerando-se as equagoes (5.246), (5.248) e (5.250), obtemos a solugao
8a? 4a?
Aw) = % Inftanh? (a\w) — 1] — % tanh? (a\w). (5.251)

Na Fig. 5.1 é mostrado o comportamento da funcao de onda do graviton indicando a
localizagao da gravidade na 3-brana.

No entanto, podemos observar a partir de Eqs. (5.242)-(5.244) que, para a solu¢do do
tipo kink (5.248), o potencial (5.243) é assintoticamente plano. FEste comportamento é
completamente diferente em relacao a gravidade de Einstein, em que se espera um potencial
assintoticamente AdS como no modelo de Randall-Sundrum, a fim de ter a localizacao do

graviton de modo zero.

1

Figura 5.1: O fator de empenmento ¢?4) (com \ = 1) para a = 3v/2/4 (linha vermrlha) and

a = 3/2 (linha azul espessa).

5.6.3 Branas dilatonicas

Vamos agora encontrar uma solu¢ao para a equagao (5.242) usando o Ansatz proposto

em [183] — veja também [185-187| para discussdes recentes — no contexto de parede de
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dominio dilaténica

A(w) = BIn (1 + cw), w >0, (5.252)
A(w) = Bln (1 — cw), w < 0. (5.253)

com ¢ > 0.

Figura 5.2: A solu¢do ¢(w) (com B = 1/2, ( = 1) para ¢ = 1 (linha vermelha fina) and 2

(linha azul espessa).

O perfil do ‘kink’ (com 0 < B < 1) ¢ dado por

o(w) = +/6B(1 — B)(In(1 + cw), w >0 (5.254)
d(w) = /6B — B)CIn(l — cw). w<0 (5.255)

Estas solucoes estao representadas na Fig. 5.2 parac=1¢e c = 2.

O potencial escalar pode ser identificado como sendo do tipo dilatonico habitual

2
V(p) = Voe <VoBO-B), (5.256)
onde
Vo = (2¢*B[3 — B(9 + B)]. (5.257)
A Fig. 5.3 mostra o comportamento do potencial para Sy = —6 e f, = —1. E facil ver

que este potencial ¢ assintoticamente plano e o fator de empenamento diverge para grandes
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distancias da brana. Assim, a localizacao de gravidade pode ser conseguida neste caso apenas

através de gravitons metastaveis [185].

0,6

Vi9)

0,21

Figura 5.3: O potencial dilatonico V(¢) (com B = 1/2,( = ¢ = 1) para fy = —6 (linha

vermelha fina) and fy = —1 linha azul espessa).

5.6.4 Cenario tipo Randall-Sundrum

Neste modelo podemos escrever A(w) = kw and A% = k*(w # 0). Integrando,

encontramos a solucao bem conhecida
A(w) = k|w. (5.258)
Para w # 0 we find A”(w) = 0. O potencial (5.243) ser& dado de forma bem simples como
V = —C%(9 + Bo)K>. (5.259)

Fazendo £y > —9, V' é negativo e desempenha o papel de uma constante cosmologica em
cinco dimensoes no bulk, o que implica um espaco-tempo AdS.
Uma solu¢do para o campo escalar é possivel de ser obtida via Eq. (5.242) se e = —1 (a

ghost dynamics), tal que
p(w) = V6kCw. (5.260)
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5.7 Consideracoes Finais

Nesta tese exploramos algumas teorias de gravidade modificada e, para cada uma delas,
demos uma contribui¢ao original a respeito de cada tema. No contexto das teorias de DGP,
fomos os primeiros a estudar este cenario em dimensoes inferiores a 5 e, com isso, pudemos
obter novas solucoes de buracos negros em 241 dimensoes sem a necessidade de uma constante
cosmologica a priori. Além disso, o estudo da gravidade induzida neste cenério se mostrou
promissor, com o surgimento de uma teoria consistente que propaga graus de liberdade que
nao violam a condicao de unitariedade. Uma perspectiva futura seria, por exemplo, um estudo
mais detalhado da estrutura causal destas teorias ou a exploracao de aspectos cosmologicos
baseados nestes modelos. Também abordamos a gravitacao de Horava-Lifshitz em duas
novas perspectivas: cenarios de mundo-brana com campos escalares e buracos negros em 1+1
dimensoes, ambos na versao nao projetavel da teoria. Neste ponto, em relacao a estrutura
de branas, uma futura abordagem a respeito da localizacao de campos fermidnicos parece
particularmente interessante bem como uma investigagao neste cenario para gerar branas com
estrutura interna [80]. Também estudamos mos a formacgao de branas a partir de um campo
escalar que faz a conexao entre duas métricas em uma teoria de bimétrica. Aqui, mais uma vez,
parece natural a possibilidade de estender este cenario com a inclusdo de campos de gauge e/ou
fermionicos a fim de analisar sua estabilidade ou gerar branas com estruturas mais complexas,
uma vez que, no caso analisado, a estabilidade das solu¢oes foi demostrada e a gravidade se
mostrou localizada. Por fim, estudamos um cenario cosmoldgico na presenca de uma teoria de
gravidade com campos nao dinamicos, onde obtemos um interessante mecanismo de ajuste da
constante cosmologica para que seus efeitos gravitacionais fossem anulados, porém apenas em
um estigio especifico da evolugao do Universo. Uma investigacao importante que, da nossa
parte ja se encontra em andamento, é a inclusao de termos de ordem superior nas equacoes de
Einstein o que pode nos levar a obter um interessante modelo para matéria escura, bem como
gerar cendarios cuja expansao do Universo é governada por potenciais negativos. Um desafio
maior talvez seja a obtengao de solucoes de vacuo nesta teoria, uma vez que o tensor Sy,
responsavel pela modificagdo das equacoes de movimento se anula quando o tensor energia-

momento for nulo.
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